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RESUMO

Esta tese é dedicada ao estudo das variedades estatisticas generalizadas, dentro do con-
texto de geometria, principalmente, e de inferéncia estatistica. Nossa contribuicao esta na
generalizacao e adaptagao de alguns resultados dentro dos contextos citados. Com o uso
de uma nova funcao, denominada por p-funcao, que é usada inicialmente para familias
nao paramétricas e que tem similaridades com a fungao exponencial, parametrizamos uma
variedade estatistica P, a qual serd o objeto de nossos estudos nessa tese. A partir da
p-funcao, definimos uma funcéo de D, (- || -) entre duas distribui¢oes de probabilidade,
chamada ¢-divergéncia, com a qual podemos extrair uma métrica g;; e recuperar um par
de conexdes duais DY e DM em P. Com essas conexdes, definimos uma familia de
conexodes D@ as quais também podem ser recuperadas a partir de uma classe de funcoes
de divergéncia D&a)(- | ©). Além disso, generalizaremos a divergéncia de Rényi e a de
Kullback—Leibler. Além do aspecto geométrico e considerando que P é uma familia para-
métrica, estudaremos questoes sobre inferéncia estatistica. Mais precisamente, propomos
uma interpretacao adaptada as ¢-fungoes de método de estimagao de maxima verossimi-
lhanga (MLE), o qual definimos por quase-verossimilhanga generalizada, em mencao ao
MLE . Este é desenvolvido para qualquer ¢-funcao dada, na qual associamos uma fungao
de verosimilhanca £,. Usaremos um algoritmo desenvolvido para solucionar o problema
de busca de raizes de uma equagao que maximiza a funcao de verossimilhanca, diante da
restricao de nem sempre encontrar uma solucao analitica que depende da complexidade
da ¢-funcao. Ademais, alguns resultados experimentais serao apresentados. E por fim,
estudaremos questoes sobre convergéncia assintética dos estimadores. Dados esses fatos,
as contribuicoes dessa tese em aspectos geométricos esta na generalizagao das familias
exponenciais, o que nos possibilitara a ter mais ferramentas para estudar problemas como
os de otimizagao, processamento de sinais e outros. Em aspectos de inferéncia estatistica,
propomos uma versao mais geral do método de estimacao, onde podemos atacar proble-

mas mais diversos.

Palavras-chave: Divergéncia de Rényi . p-fungao. @-divergéncia. ¢-familia. Varie-
dades estatisticas. Geometria da informacao. KEstimador de méxima verossimilhanca.

(p-gaussiana.



ABSTRACT

This thesis is devoted to study generalized statistical manifolds, within the context of
geometry mainly and statistical manifold. Our principal contribution is the generaliza-
tion of some results within these contexts cited before. Using the ¢-function, which is
used primarily in nonparametric families and has similarity with the exponential function,
we parameterize the statistical manifold P, which is the focus of study here. From the
¢-function, we define a function D, (- || -) between two probability distributions, called
p-divergence, with which we can define a metric g;; and recover a pair of dual connections
DY e DM in P. With these connections, we define a family of connections D™, which
may also be recovered from a class of divergence Dc(pa)(- | -). Furthermore, we genera-
lize the Rényi divergence and Kullback-Leibler divergence. In addition to the geometric
aspects and considering that P is a parametric family, we will study questions about sta-
tistics inference. More precisely, we propose a more general interpretation of the method
maximum likelihood estimator (MLE), which we define by ((~1-likelihood, in reference to
MLE. This is developed for any ¢-function given which we associate a likelihood function
L,. We will use an algorithm developed to solve the search problem of an equation roots
that maximizes the likelihood function, in the presence of restriction not always find an
analytical solution that depends of complexity of ¢-function. Furthermore, some experi-
mental results are showed. Finally, we study assumptions about asymptotic convergence
estimators. Given these facts, the contribution of the thesis in geometric aspects is the
generalization of exponential families, which will enable us to have more tools to study
problems such as optimization, signal processing ans others. In aspects of statistical in-
ference, we propose a more general version of estimation method where we can attack

various problems.

Keywords: Rényi divergence. ¢-function. p-divergence. ¢-family. Statistical manifolds.

Information geometry. Maximum likelihood estimator. ¢-Gaussian.
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1 INTRODUCAO

Geometria da informacao é uma &area de pesquisa que estuda modelos esta-
tisticos munidos de uma estrutura geométrica. Em 1945, RAO (1992) deu inicio a esses
estudos, ao introduzir uma métrica riemanniana, induzida pela matriz de Informagao de
Fisher, aplicando-a em familias de distribui¢oes de probabilidade FISHER (1922). Alguns
problemas sao costumeiramente abordados em contextos euclidianos, como tratamento de
imagem, filtragem adaptativa, processamento de sinais, otimizacao dentre outros AMARI
(2013); AMARI and KUMON (1988); 7); VAN TREES (2004). Porém, caso a geometria
euclidiana nao suporte a modelagem, é natural estender para um ambiente mais robusto
denominado variedade estatistica.

Modelos estatisticos sao equipados com uma estrutura geométrica induzida de
uma fungao de divergéncia. Um caso cléssico é quando a divergéncia de Kullback-Leibler
induz a métrica de Fisher e um par de conexoes, denominadas conexao exponencial e
conexao mistura. AMARI and NAGAOKA (2000) também considerou uma familia de
a-divergéncias que induz uma familia de a-conexoes. Também outros pesquisadores
AMARI, OHARA, and MATSUZOE (2012); MATSUZOE and HENMI (2013) tém in-
vestigado essas estruturas geométricas em modelos estatisticos diferentes, baseados, por
exemplo, em fungoes exponenciais generalizadas (também chamado de ¢-exponencial). Al-
guns exemplos de exponencial deformada tiveram suas propriedades evidenciadas, como
o caso da k-exponencial analisada por PISTONE (2009) e a g-exponencial investigada
em AMARI and OHARA (2011). Em NAUDTS (2004) as exponenciais deformadas no
contexto da fisica estatistica. Uma variedade nao paramétrica, chamada de p-familia,
foi proposta nos trabalhos de VIGELIS and CAVALCANTE (2013b,a), nos quais os au-
tores generalizam as familias exponenciais em um conjunto nao paramétrico CENA and
PISTONE (2007); GRASSELI (2010). Esse ultimo exemplo serd um dos focos de nossas
discussoes.

Baseados nas similaridades entre a familia exponencial e a p-familia, defini-
mos uma divergéncia, chamada de (p-divergéncia, com a qual é possivel mostrar que a
divergéncia de Kullback—Leibler ¢ um caso particular, ao mesmo tempo que induzimos
a geometria da ¢-familia. Esses resultados sao obtidos a partir de uma ¢-funcao, fun-
¢ao esta que possui similaridades com a fungao exponencial. Com a @-funcao, definimos
fo = ¢ 1 (py) que ird substituir [y = log(py) e nos permitird definir uma nova métrica para
as variedades estatisticas generalizadas. Além do mais, mostraremos que essa métrica
também é induzida a partir de uma @-divergéncia.

Propomos uma generalizagao da divergéncia de Rényi VAN ERVEN and HAR-
REMOES (2014); HARREMOES (2006). Com isso, podemos encontrar uma familia de

conexoes induzida pela generalizagao da divergéncia de Rényi. Em um caso limitante,
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a divergéncia de Rényi se reduz a p-divergéncia. Em VIGELIS, SOUZA, and CAVAL-
CANTE (2015) a ¢-divergéncia d& origem a um par de conexdes duais DM e D=1, em
que mostramos que a a-conexao D™, com a € [~1,1], é proveniente da combinacio
linear convexa de DY e D ou seja
-«

D@ — pEY L 2T p@)
2 + 2 ’

e coincide com a a-conexao proveniente da generalizacao da divergéncia de Rényi.

Um outro problema que se segue de variedades estatisticas é o de estimacao
de parametros. O método de estimagao de maxima verossimilhanca foi desenvolvido por
Fisher ALDRICH (1997) e é utilizado amplamente em vérias aplicagoes CAMERON and
TRIVEDI (1986); KAY (2013, 1993). Esse método tem sido uma importante ferramenta
utilizada em problemas de processamento de sinais, comunicacoes, dentre outros KAY
(2013, 1993). Nesse método, os parametros de um modelo estatistico sdo estimados pela
observacgao de amostras.

A partir de uma p-familia, desenvolvemos o método de maxima verossimi-
lhanga generalizado, que para ¢(-) = exp(-) coincide com o método de verossimilhanga
classico. Esse método se mostrara eficiente para uma p-familia ?VIGELIS, SOUZA, and
CAVALCANTE (2015). Estabeleceremos uma condigao necesséria para estimar 6 de tal
modo que ele maximize fungao de verossimilhanca generalizada. Em contra partida, vere-
mos que alguns entraves, como nao exibir uma relacao analitica entre o estimador e a amos-
tra, induz-nos a desenvolver métodos numeéricos. Especificamente, para uma (p-gaussiana,
a qual tem similaridades com a fun¢ao de densidade gaussiana padrao, desenvolvemos um
algoritmo que depende das propriedades geométricas intrinsecas da ¢-gaussiana. Através
de simulagoes , vimos que o método converge, o que nos motivou a fazer uma anélise de
convergéncia.

A organiza¢ao bem como a estrutura dessa tese sao apresentadas da seguinte
forma. No Capitulo 2, fazemos uma breve revisao dos principais conceitos e resultados
da geometria de informacao classica. Além de estudarmos a métrica de Fisher, caracteri-
zamos as familias exponencial e mistura, definimos uma familia de conexdes, discutimos
um pouco sobre dualidade e versamos sobre divergéncia. Tal capitulo se faz necessario
também para efeitos de comparacao, ja que algumas de nossas contribuicoes generalizam
alguns resultados de Amari. No Capitulo 3, apresentamos as nossas principais contribui-
¢oes. Definiremos ¢-fungao e uma p-familia. Definiremos uma chamada ¢-divergéncia
com a qual recuperamos um par de conexoes duais. Essas conexoes, quando combinadas
de forma convexa, permite-nos definir uma familia de conexdes (a-conex@o). Generali-
zamos a conhecida divergéncia de Rényi e veremos que a partir dela induz-se a mesma
a-conexao. Alguns resultados que dependem de um sistema de coordenadas duais tam-

bém serao abordados, a citar o Teorema de Pitagoras e o Teorema da Projecao. No
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Capitulo 4, fazemos uma breve revisao de alguns resultados de inferéncia, desenvolvemos
o nosso método de maxima verossimilhanca generalizado e fazemos a respectiva analise
de convergéncia. Na segunda secao, falamos sobre uma versao estendida da Desigualdade
de Cramér—Rao para as p-familia, mostrando em seguida que o caso classico torna-se
um caso particular do que propomos. No capitulo 5, indicamos, principalmente, as agoes
que esse trabalho pode se desenvolver. Por fim, apresentamos um apéndice que revisa os
principais conceitos e resultados de Geometria Riemanniana que sao utilizados ao longo

dessa tese.
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> GEOMETRIA DA INFORMACAO

Geometria da Informacgao é um ramo da Mateméatica que se utiliza de fer-
ramentas geométricas para estudar modelos estatisticos e suas devidas aplicagoes SUN
et al. (2011). Muitas dessas ferramentas sao utilizadas em problemas aplicados, a citar:
otimizacao, processamento de sinais, inferéncia estatistica, filtragem, classificagao, dentre
outros AMARI (2013); VAN TREES (2004). Um tipico exemplo ¢é a técnica baseada no
critério de méxima verossimilhanca para deteccao de sinais nao ortogonais com superpo-
sicao espectral de banda limitada MOTA, CAVALCANTE, and LUCENA (2005). Em
sua grande maioria, essas aplicagoes sao desenvolvidas em espacos sem curvatura, como
os euclidianos, o que motiva o estudo de modelos estatisticos em ambientes mais comple-
x0s, como é caso das variedades estatisticas AMARI and NAGAOKA (2000). Com essa
motivagao é que se desenvolve a Geometria da Informacao.

Geometria da Informacao foi introduzida inicialmente com os trabalhos de Rao
RAO (1992) e, atualmente, tem sido desenvolvida por varios pesquisadores, como podemos
testificar nos trabalhos de AMARI (2013); AMARI and NAGAOKA (2000); MURRAY
and RICE (1993); SHIMA (2007). Este capitulo tem por intuito apresentar um resumo
das principais ferramentas de geometria da informacao que serao utilizadas nesta tese.
Além do mais, no capitulo seguinte, estenderemos alguns resultados para uma classe de
familia mais geral do que a exponencial o que torna persistente esse capitulo preliminar.

De um modo geral, caracteriza-se uma familia de distribui¢oes de probabilidade
identificando-as por com um vetor paramétrico # = (#*,...,0")T, n > 1, em que tais
parametros sao vistos como um sistema de coordenadas O’'NEILL (1983). Tal identifica¢ao
é feita através de uma funcao de parametrizacao . Podemos ilustrar essa identificacao com
o exemplo abaixo, em que consideramos a familia de distribui¢oes normais que variam

segundo o vetor de parametros § =(u, o) da forma

o) = oo (A0, )

Para efeito de simplificagao, usaremos o termo parametro, fazendo-se entender
vetor paramétrico. O parametro § = (u, o) identifica-se biunivocamente com a distribui-
¢80 pu. em (1), devido as propriedades intrinsecas da funcéo a exponencial. Especifica-
mente nesse exemplo, a funcao exponencial funciona como uma parametrizacao de um
sistema de coordenadas em uma variedade bi-dimensional. E nesse contexto que vamos

discorrer ao longo desse capitulo.
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2.1 Modelos Paramétricos

Seja (T, %, 1) um espago de medida, onde 7" é um conjunto, 3 é uma o-algebra
de subconjuntos de T" e pu: ¥ — [0,00] é a funcdo de medida satisfazendo as seguintes
condigoes abaixo JAMES (1996):

(a) p(0)=0;
(b) wU:2, Ei) = > 2, n(E;) para qualquer unido disjunta enumeravel de conjuntos
{Ei} C X
Um exemplo classico do espago de medida ¢é o espago de probabilidade.
Portanto, consideremos o modelo paramétrico n-dimensional S de uma familia

de distribuicoes de probabilidade dado por
S = {pola) = plx;0) : 0 = (8",.....0") C O}, @)

na qual cada parametro § € © C R" se associa com uma funcao densidade de probabi-
lidade py e possui dimensao n. Podemos visualizar como opera essa definicao na figura

abaixo.

po(x)  ©

92

Figura 1: Modelo paramétrico.

Dado um modelo paramétrico estatistico S = {py : 6 € O}, a aplicagao
0: 8§ — R" definida por o(py) = 6 nos permite considerar ¢ = (#") como um sistema
de coordenadas. Além do mais, assume-se algumas condi¢oes de regularidade sobre S, a

9%pg
001007

Ope

saber, € asS expressoes 20

(S

existem e que as ordens de integragao ou diferenciacgao
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possam ser permutadas. Conclui-se que

Ope 0 0
= — 10
/T o6 ™" = o /Tped“ o5~ ®)

Além disso, considerando S como a imagem de uma fungao injetiva t: © — S, 1(0) = py,

faz sentido definir a fungdo ¢ como a inversa de p. Ademais, podemos inserir outra
parametrizac¢ao para S. Seja v: © — v(©) C R™ um difeomorfismo LIMA (1976). Entao,
vop:S— v(©) CR"éum outro sistema de coordenadas. Os dois exemplos de familias
paramétricas mais usuais na literatura sao LINDSAY et al. (1983); LINDSAY (1986).

Estas serao citadas na se¢ao seguinte.

2.2 Variedades Estatisticas

Sejam (T, %, ) um espaco de medida e LY o conjunto de todas as fungoes
reais, mensuraveis em 7'. Uma variedade estatistica LAURITZEN (1984) é uma colegao
de distribuigoes de probabilidades paramétrica, equipada com objetos geométricos, como

métrica e conexoes, por exemplo, a qual esta contida em

PMZ{pGLO:p>Oe/Tpdp,:1}.

Isto ¢, P, representa o conjunto de todas as medidas de probabilidade em T' as quais
sao equivalentes com a medida pu. Como caso usual, se T = R (ou 7' é um conjunto
discreto), a medida pu é identificada como a medida de Lebesgue. Para a caracterizagao
da variedade diferencidvel das familias exponenciais, consideremos o conjunto das familias

de distribuicoes de probabilidade da forma
P ={ps:0 €0} (4)

em que a funcao de probabilidade py ¢ dada em termos dos parametros § = (91,...,0")
O por uma aplicagao injetiva como ja foi citado na introdugao deste capitulo. A familia
paramétrica P é chamada de variedade estatistica se satisfaz as seguintes condi¢oes abaixo:
(A1) © ¢é aberto e conexo em R™;

(A2) py é diferenciavel com respeito ao parametro 6;

(A3) As operagoes de derivagao com respeito ao parametro 6° e integragao com respeito

a medida g permutam entre si;
(A4) A matriz de informagao de Fisher, ou métrica de Fisher, definida por AMARI (2013)

9?1y } | 5)

9(0) = ~ B g
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é positiva definida em cada ponto # € ©, em que

lg = log pg (6)

e Ey[-] denota o operador esperanca com respeito a distribuigdo pp mensurado por

1, isto &, Egl-] = [(-)pedp.
Sob a condigao (A4), pode-se mostrar que a expressao (5) define uma métrica
riemanniana em P AMARI and NAGAOKA (2000). Além disso, como veremos a seguir,
a métrica de Fisher (5) pode ser identificada com outras expressoes, onde em uma delas,

identificaremos o espaco tangente em py T,,P. Com efeito, observe que a condicao (A3)

0
0= aei/Tpedﬂ

nos permite mostrar que

Ipe
= ~dp 7
T 00 (")
Oly
= -DodL.
/Taez o
Isto é, a funcdo score gleﬁ SEN, SINGER, and DE LIMA (2010) tem esperanca zero:
Oly
E"[aei] =0 ®)
A informagao de Fisher é definida como
0 0 0
Ir(0) = E[% In(6) = ln(@)] — —Cov [% 1n(9)]

Além disso, ao derivarmos a expressao (7) com respeito ao parametro 67, obtemos

6% 3l9 al@
0 /Tae%aeﬂpe #+/T891 507 Podi (9)

de onde podemos concluir que a matriz de Fisher (5) é também identificada por

Ol Oly ] .

9(0) = Eo| 5t o (10)

O produto interno entre os vetores

.0
X:Zi:aaei

pode ser expresso como

oY) = 3 g0 = 3 B[ T ity ~ (KT
1,7 1,7
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em que
=~ (9l9 Olg
X = e Y = i
" 2.V 5o
Portanto, observa-se que o espago tangente 7,,P pode ser identificado com um outro

T,,P, o qual tem por vetores geradores as fungoes gﬁ)@i, equipado com o produto interno

definido por (X,Y )y = Ep[XY]. Observe que ao escrevermos o vetor X como combinacao

linear dos vetores glgﬁ-, a expressao (8) implica que Fjy [)? ] = 0. Além do mais, a expressao

(10) implica que (g;;) € sempre semi-positiva definida, desde que

Zgwaa _EQKZ g@ } > (). (11)

Vejamos que a expressao da métrica de Fisher dada em (10) ainda assume outra forma.

Dessa outra versao, também podemos obter a desigualdade (11). Com efeito

dly ol
9ii(6) = aei aeip@d“

Opg Opg
:/ 00" 69ﬂpdlu
T Po Do

Opg  Ope
:4/ _ 06 967 d
2/po 2/Po
L, / NNTY
Il AT

(12)
Sejam um ponto 6§ € © e v € T,,P um vetor no espaco tangente de P em py. Com

relacdo a simetria, a obtemos tendo em vista que g;;(6) = g;i(#) é consequéncia direta da

definigao (10). Através da expressao (12), podemos escrever que

v):Zgijvivj
2
~ ([ i )
—\Jr 06 967
0D
= g >
4L(Zv 0 > dz >0, (13)
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e concluimos que a matriz [g;;(0)] é ndo negativa. Além do mais,

N
v . du =
"aez #=0

@v:O, Vi=1,....n (14)

desde que os vetores { 522} sejam linearmente independentes. Isto ¢, g ¢ nao degenerativa.

Logo, assumindo que g nao satisfaz o caso degenerativo citado em (14), a expressao (13)

se limita & desigualdade estrita. A representagao gZ‘{ usada para vetor tangente difere
um pouco do que é abordado tradicionalmente na geometria riemanniana. Como sera
informado no Capitulo 6, dada uma variedade riemanniana M CARMO (1976a) e um
sistema de coordenadas (6%) de um ponto p € M, o operador campo vetorial est4 definido

no espagco das fungoes diferenciaveis § em M e é relacionado com [ € § da seguinte forma

f Z (am)

em que a’ sao fungoes de valores reais CARMO (1976a). Convencionalmente, os vetores
8‘21 sao denominados os vetores da base do espaco tangente.

Um outro elemento de cardter geométrico de uma variedade é a conexao com
seus respectivos simbolos de Christoffel CARMO (1976a). Nas variedades estatisticas,
podemos definir uma familia de conexdes associada a uma métrica SHIMA (2007) . E o

que veremos a seguir.

2.2.1 a-Conexao de Fisher

De uma forma geral, uma conexao é um operador que permite mensurar o nivel de variagao
de um campo vetorial em relagao a um outro campo, isto é, a mesma ideia das derivadas
direcionais. Além disso, através da conexao podemos estender a nocao de linha reta em
quaisquer variedades. Intuitivamente, se a derivada direcional deste campo vetorial se
anular na diregdo da curva, entdo esta curva é chamada de geodésica O’NEILL (1983).
Dados dois campos vetoriais v e w definidos em um espacgo tangente de uma variedade, a

derivada de w na dire¢ao de v ¢ dada por CARMO (1976a)

Dvw:Z( +Z w]Fk) -, (15)

k

i
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o que mostra que seus componentes dependem dos vetores v e w e de seus simbolos de
Christoffel Ffj
Sobre as variedades estatisticas, AMARI and NAGAOKA (2000) define uma

familia de conexdes (a-conexdo) D@ « € [—1,1], cujos simbolos de Christoffel sdo defi-

(@)k _ mk1 ()
Ly = Zg Dijm

nidos por

em que

82l9 11—« 819 alg (%9
05 = B (500 et
"|\o:06: T "2 901967 ) 0"
Note que esta expressao define uma conexao de torcao livre, isto é, vale a permutacao
@k _ i)
ij Ji
uma familia de conexdes afins D(®) em P definidas por

(@ _ (e 9 0

(16)

4 ) - k )
dos indices dos simbolos das conexoes, isto é, I' . Esses stmbolos nos garantem

em que g é a métrica de Fisher. Chamamos D® de a-conezdo. Dados duas conexdes
D@ e D) a relacdo entre elas é expressa por AMARI and NAGAOKA (2000)

« a — ﬁ
Fgﬁ = nglz T Tijk, (18)
em que o tensor covariante de grau 3 O’NEILL (1983) é simétrico e definido em qualquer

ponto 6 por

alg alg alg i| . (19>

907 06 Ok

A expressao (16) tem trés casos especiais de nosso interesse que sdo obtidos para o =

Tiji = Ee[

—1, a=0e a =1, em que as conexoes sao chamadas de mistura, métrica e exponencial,
respectivamente AMARI and NAGAOKA (2000). E comum simboliza-las por D™ :=
DY plmetric) .— D©) ¢ D) .= DO Por fim, é possivel mostrar que a a—conexao D@

pode ser combinada co D™ e D) por

1+« 1—04D(m).

D(a) — D(e) +

Um conceito que sera utilizado nessa tese sera o de conexao flat.
Definicao 2.1 Uma conexao D ¢ dita ser flat se seu tensor tor¢ao T e o tensor curvatura
R sao identicamente nulos.

Ainda nao definimos o conceito de curvatura que sera feito no Capitulo 6.
Porém, antecipadamente, afirmamos que se uma conexao tem curvatura identicamente
nula, a curvatura R associada a essa conexao também sera. A seguir, veremos algumas
propriedades dos casos particulares das conexoes citadas. Mostraremos alguns exemplos

que nos ajudarao e perceber algumas caracteristicas importantes, como verificar que as
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conexodes D™ e D) sio flat nas familias exponencial e mistura que serdo citadas a seguir.

2.2.2 Familia Exponencial

Uma familia de distribuigdo de probabilidades &, = {py : § € ©} C P, ¢é dita ser uma

familia exponencial centrada em p € P, se seus elementos sao descritos da forma

Po = exp (i 0'u; — w(é’))p, (20)

em que uq,...,u, : I' — R sao fungoes mensuréveis satisfazendo algumas propriedades,
que mostraremos a seguir, e t(#) ¢ uma fung¢ao introduzida na func¢do (20) de tal forma
que fT podp = 1. A funcao v é chamada de fun¢ao normalizadora. O conjunto © C R" é
considerado ser maximal ROGERS (1967). Em outras palavras, definimos © de tal modo

que contenha todos os vetores § = (%), tal que

E, {exp ()\ Z 9’%)
i=1

em que E,[-] denota a integral com respeito a medida p - p. Além disso, cada fungao wy

< 00, para algum A > 1,

satisfaz as seguintes condigoes abaixo:
o (Ul) Epjug) =0ce
e (U2) existe um ¢ > 0 tal que

E,lexp(Auy)] < oo, para todo A\ € (—¢,¢).

Essas condigoes serao de interesse particular no capitulo que se segue. Considerando as
condigoes (U1)—(U2), a familia exponencial é uma subvariedade LEE (2003) da familia
exponencial nao paramétrica CENA and PISTONE (2007); PISTONE and ROGANTIN
(1999); PISTONE and SEMPI (1995). A condigao (Ul) garante que a fungdo v é nao
negativa, o que é de nosso interesse. A condi¢ao (U2) indica que o conjunto © é aberto.
Deste fato, como vemos em VIGELIS and CAVALCANTE (2013b), temos que a fungao
(0) é convexa.

Em &,, a matriz de informagao de Fisher (g;;) ¢ a matriz hessiana de v, o
que engloba &, como uma variedade hessiana SHIMA (2007), e a conexdo exponencial é

identicamente nula. Com efeito, as expressoes abaixo

ol o Pl 0%

i At T 7 e T IE T

implicam que
0?1
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Um fato interessante é que a conexao exponencial D®) ¢ identicamente nula, desde que

ijk (21)

F(e) _ B [ 8% 819] . 8% [8@} —0

' "Logioes o6x] —  96ioei "’ Lagkl —
Vale também salientar que a fung¢ao geradora de momentos tem relagdes com a divergéncia
de Kullback-Leibler. Desde que para py seja descrita como em (20) e do fato de ser uma

funcao densidade de probabilidade, temos que
¥(8) = u; + log pﬂ. (22)
i=1 0

Ao aplicarmos o operador esperanca em ambos os lados de (22) e da propriedade (U1),

obtemos

$(60) = / log (L) p. (23)

Vejamos os dois exemplos abaixo que mostram os resultados citados de forma aplicada
em distribui¢oes de probabilidade usuais.

Exemplo 1 Consideremos o conjunto discreto T ={0,1,...,n} e o dominio

A:{)\:()\Z>€Rn+12/\z 6)‘z>0}

1=0

A familia P = {p(i; \) : X € A}, cujos membros sao dados por p(i;\) = N\; € exemplo
de uma familia exponencial. Fize qualquer distribuicao de probabilidade p(i) em P. Seja
u;(i) = ;5 —0,0p(j)/p(0), onde 0;; € a fungao delta de Kronecker. Verifica-se que Ep[u;] =
0. Entao,

i A) = ex " oi—oiu-i 0i 1
Pl ) = p{;(l s~ o S Yusi) -+ 1og % bt (24)

Denotando
A Ao

0 =log 2L —log 2L
gp(]) gp(O)

a expressao (24) resulta em
p(i;0) = exp (Z 07 (i) — ¢(9))p(i),
j=1

onde

0(6) = 1o (30) + 3 pi)exp ).

Entao P é uma familia exponencial.
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Exemplo 2 A distribuicao de Poisson com pardmetro X > 0 € dada por

/\i
pis ) = e ie{0,1,2,...}.
7!
Afirmamos que a familia de distribuicoes de Poisson também formam uma familia expo-

nencial. Com efeito, perceba que

)\ 1
ﬁe—/\ = exp|(i — 1) log(A) — (A —log(A) — 1)]62._'.
Denotando
o1
u(@)=i—=1, pli) = —,
e
¢(9):€0—9—1, 0 = log \,
temos

p(1;0) = exp(Qu(i) — (0))p(i), O €R.

Mais uma vez, com algumas manipulagoes mostra-se que E,[u] =0 e E,[exp(Aug)] < oo,
para todo A > 0.
Em AMARI and NAGAOKA (2000), cita-se a familia exponencial de uma outra forma
com a diferenca de nao necessariamente ser centrada em p. Vamos rapidamente descreveé-
la. Consideremos n+1 fungoes de valores reais {1, F1, ..., F,,}, onde 1 denota uma fungao
constante. A familia exponencial € o conjunto de todas as distribui¢oes de probabilidade
dadas por

ps = exp (O +) 0'F, - @/)(0)) : (25)

i=1

De igual modo, a funcao : ® — R tem o papel de normalizadora da funcao, isto é,

fT pedp = 1. Com algumas manipulagdes, verifica-se que a fungao ¥ (6) é dada por

V(0) = log /T exp (C + i eiﬂ) du. (26)

Um exemplo classico da familia exponencial é a familia das fungoes gaussianas.
Exemplo 3 A familia de gaussianas dadas como em (1) sio exemplos de familia expo-

nencial, quando assumimos que

Clz) =0, F(x)==z,  Fa)=2> 0 =52

)
0-2

1 u? eH? 1 T
2 _ _© =2 L log(vV2r0) = — “log(—=).
O =g U0) = 55 +log(vare) =~ + Slog( )

Uma observacao importante em (25) é que se valendo de condigoes de regu-
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laridade e supondo que Ey[F;] < oo, em que o operador esperanca ¢ dado por Ep[] :=

fT(')de/,L, podemos caracterizar a média das fungoes F; da seguinte forma que se segue

19)
T@QZPH o <~

/Tpe(Fj ~ 98 0))dn =0
/TPeFjdu = %w(H)/Tpedu &
BlF) = o

— V)

Desta feita, observe que na familia exponencial,
lo=C+Y 0'F —1(0),
i=1

a qual com algumas manipulagoes algébricas, mais uma vez temos

»Ply v
00i00i 90190

(27)

(©) & identicamente nula sobre a familia ex-

Também podemos observar que a conexao I';;

ponencial (25). De fato,

2
W _ [ 9l Ol
ik = o [aeiam aek}
0% Ol
=k [aeiaea‘ W]
&%
- " F
00100 9[
_9%(e) 0
= opom o)
—0. (28)

o

2.2.3 Familia Mistura

Uma familia de distribui¢oes M = {p(t;n) : n € O} C P, é chamada de familia mistura

pltin) = a0+ (1= 3 )mlo) (29)

=1

se

em que py e p; sdo distribuigdes de probabilidade e n = (1;) é tomado tal que o lado
direito de (29) define uma distribuicdo de probabilidade em P,. Claramente, o conjunto

{n=m):m €(0,1) e > m < 1} esta contido em ©. Diferenciando I(t; ) = log p(t; 1)
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com respeito a 7;, tomamos

o p(tim)
e entao
9 = E, Pi — Po Py po]
Dn Dn
O Exemplo 1 também pode ser reescrito como familia mistura. Vejamos no exemplo
abaixo:
Exemplo 4 Consideremos as hipdteses do FExemplo 1. Sejam pg,p1, ..., pn distribuigcoes

de probabilidade independentes e identicamente distribuidas em P. Entao

plisn) = L) + (1= )t

i=1

€ uma parametrizacao para P. Para estas distribuicoes, temos
p(isn) = 15,

em que g =1—>" n;. Assim a matriz de informagao de Fisher é dada por

Pi —PoPj — Po
y=E
Gij 77[ P Dy ]
" pi(k) = po(k) p; (k) — polk
_ N2l )k.po( ) ps( )kﬂpo( ) ok )
—  p(k;n) p(k;n)
:Zn: (0ir — Sok) (85 — ok
PR Mk
O;i 1
=14 -
1 Mo

cuja inversa € dada por
9" = nibij — mim.-

A conexao mistura D) é identicamente nula em M, desde que

P, oL, 0l
On:on; on; On;’

de forma que

FE;',? = Liyjr + Tiji,
02, oL, ol, dl, ol
_ Yin E n Yin Yln
’ [0771-877;' (977;{} TR [8771- on; amzj
= 0. (30)
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2.2.4 Conexao Métrica

(metric

A conexao métrica ¢ aquela cujo tensor métrico g;; ) ¢ dado por

(31)

(metm’c) _ 1(89116 + ag]k B agzg)
%i 2\90: " o7 ~ a0% )
em que g;; ¢ a métrica de Fisher dada em (10), a expressao (31) é satisfeita. De fato,

calculando cada uma das parcelas em 31, temos

Ogic _ 0 [ 0l Olg

003 007 | 00¢ 00*
8l9 8[9 apg (92l9 8l9 8[9 8219

/T(aei 06+ 061 + 067061 965 | 96 8ea‘aek)p"d“

/ (% Ay dly  Ply Ay Ol 9y ) ; 52)

\O0 067 96 | 96i00i 00% 90t deiaer )PIH

Podp

De forma anéloga,

. 2 2
(9ng - / (819 819 819 0 l@ 819 6’19 0 l@ )pgd,u (33)
T

00— |.\00i 09I 00k T 90i06 0F% ' 067 B0k

| e

99 / Olg Oly Olg 92ly Olg  0Oly 02l
00+ T(802 007 OOk + 00100k HYi + 900 89389k>p0d'u (3 )

Portanto, substituindo as expressoes (32), (33) e (34) em (31), obtemos

1 [ /01, 8, Ol 82l, ol
r@:_/ 0 Olg Ol | o Olg Ol
ik = 5 T(aezaw 90k "~ 96i00i w)pe a
B [( 62l9 1 8[9 8l9) 8l9]

= Eo |\ 5p00F T 2061 907 ) 267 (35)

Observe que a expressao (35) acima coincide com (16) quando consideramos a = 0.
Nesse caso, a variedade estatistica P adicionada desta conexao métrica se comporta como
uma variedade riemanniana. Dadas as expressoes para as conexoes métrica, mistura e

exponencial, podemos ver que ambas se relacionam pela equacao abaixo

) 2l Oly Dl O 9, ol
R 0 o Olg\ Oly o Olp
Uije” + Lije = Eo [(aeiaej * o aej) aek] Eo [aeiaej aek]
2L, Al dlgy Ay
0 [( 90007 9 ae:) aek}
82l9 1 (%9 8l9}

0 [aezaw * 390 00

0
=or9).

(36)
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2.2.5 Entropia em Variedades FEstatisticas

Os estudos de entropia, medida de incerteza de uma variével aleatoria, tiveram seus inicios
com o trabalho de SHANNON (2001). No estudo de Teoria da Informagao, a teoria de
entropia é uma ferramenta de grande utilidade para os mais diversos problemas de apli-
cacao COVER and THOMAS (2012, 2006). Iremos focar alguns conceitos e propriedades
de entropia para modelos probabilisticos.

Mais uma vez, tomemos a variedade estatistica (2). A funcdo de entropia
H: © — R é definida por

— fT Do log pedz, se T'é absolutamente continuo;

H(O) = (37)

— > erPo(x)logpg(x), se T é discreto.

Especialmente para essa tese, focaremos no caso absolutamente continuo. Para efeito de
entendimento e aplicacao, vejamos o exemplo abaixo.

Exemplo 5 Considere a fungao de distribuicao normal dada por

Ppool) = —— exp(—M). (39)

o\ 2T 202

Usando a defini¢ao de entropia para varidveis continuas (37) na expressao (38), obtemos

que

H(p,o0) = /R<% log(27) + log(o) + M)pmg(:p)d:&

202

Com rdpidas manipulagoes, obtemos que H(u, o) = log(ov/2me). E interessante observar
que a func¢do de entropia nao depende da média p, mas apenas do desvio—padrao o.
Um interesse natural quando estudamos entropia é de maximizé-la, pois significa que
recuperamos o maximo de informagao. Mais precisamente, maximizar uma entropia sig-
nifica encontrar uma fungao densidade de probabilidade que dé o maior grau de incerteza.
Vejamos as seguintes caracterizagoes abaixo.

Seja f uma funcgao definida sobre a variedade estatistica P. Consideremos a
notagao 0; f := %( f o py) que mostra a variagdo que se tem na distribuigdo de probabili-
dade em relacdo a um parametro 6°. Aplicaremos esse conceito para a entropia.

Definicao 2.2 Um ponto q € P € um ponto critico da funcao entropia H se
OH =0, Vo, € T,P. (39)

Obtemos uma expressao para a entropia, quando desenvolvemos a defini¢ao
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dada na expressao (39). Com efeito,

0;H = —81»/]79 log(pg)dzx
T
— [ logton) + 10
T

= —/log(pg)é?ipgdaz
T

= —Fy[lg0;ly). (40)

Para classificarmos uma distribuicao de tal forma que ela maximize ou minimize a fungao
de entropia, precisa-se estudar a informacao proveniente da matriz Hessiana HIRIART-
URRUTY, Strodiot, and Nguyen (1984). Dessa forma, diferenciando a expressao (40) em

relacdo ao parametro 67, temos

ain = —Oj/lgé?ilgpgdx

= — / (lgailgajpg + ajlgailgpg + lgaiajlgpg)dllj'
T

= —Ey[0:0;lg] — Ep[(0;l90ilg + 0,0;lp)lo]

Isto é, (41) representa a matriz hessiana da fungdo entropia H.

Uma outra questao de extrema relevancia para geometria da informacgao se
concentra nas fungoes de divergéncia AMARI and NAGAOKA (2000). Este conceito tem
por principio estabelecer uma relagao entre duas fungdes densidade de probabilidade. As
funcoes de divergéncia tem como um dos exemplos classicos a entropia relativa de Kull-
back-Leibler ou divergéncia de Kullback-Leibler COVER and THOMAS (2006). Esta
medida é utilizada nos estudos que envolvem entropia. A seguir, vamos definir alguns
conceitos e propriedades preliminares de entropia, para avancarmos nas questoes de di-
vergéncia de Kullback—Leibler.

Um outro ponto importante é corrigir o fato de que, para algumas funcoes, a
medida de entropia possa ser negativa. Com esse propoésito, define-se a entropia relativa
VAN ERVEN and HARREMOES (2014). A mais conhecida funcio de entropia relativa ¢
a entropia relativa de Kullback—Leibler. Esta é uma medida nao comutativa da diferenca
entre duas densidades de probabilidade p e ¢ em uma mesma variedade estatistica e é
definida por

> wier P(2i) log zgzg, se T ¢ discreto;

Dkr(p || q) = (42)

prlog(g)dx, se T é continuo.

Um fato de extrema relevancia para as nossas contribui¢oes é perceber que a funcao
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geradora de cumulantes dada em (23) coincide com a expressao para a divergéncia. Um
outro exemplo é dado abaixo.

Exemplo 6 Considere duas funcoes de densidade exponencial
por(z) = 00" e pe(x)= f2e 0",

Observe que como

temos
> DPor
Dxr.(por || pe2) Z/ Por 10g<—>dm
0 Do2

o] 91 ) ) oo
= log<§>p91dx + (62 —0") xpor (x)dx
0 0

Logo, observando o grifico da func¢ao f(x) = z—logx—1, concluimos que Dk (per || poz) >
0. Obviamente, Dk (pgr || pe2) # Dxr(pe2 || per) , com igualdade caso pgr = py2. Além
disso, um tmportante ponto € que nesse exemplo, nao vale a desigualdade triangular. Caso
tomemos uma terceira funcao densidade de probabilidade pps, associada ao pardmetro 63,

observamos que a desiqualdade abaizo

Dxr.(por || poz) + Dxr(pe2 || pos) > Dxr(per || pos).- (43)

nem sempre € satisfeita. De fato, para tal, deveriamos ter que

Dx1(per || poz) + Dxr(pez || pes) > Dxr(per || pes) <

HE)1(5) 2 1)
() () () 211
0

o que nem sempre € obtido. Portanto, essas interpretagoes observadas na entropia relativa
de Kullback—Leibler permitem definir um conceito mais geral que € essencial para construir
a geometria de uma variedade estatistica.

Definicao 2.3 Seja S uma variedade estatistica e considere a fun¢ao suave D: SxS — R
SHANKS and PURSELL (1954) satisfazendo

D(p |l q) >0, e Dpllqg=0&p=gq
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para quaisquer p,q € S. Nessas condigoes, a fungao D é chamada de divergéncia AMARI
and NAGAOKA (2000).

Como vimos, a entropia relativa descrita na equagdo (42) nao satisfaz a de-
sigualdade triangular. Por esse motivo, a caracterizagao da divergéncia dada na Defini-
¢ao 2.3 nao cita a desigualdade triangular. Além disso, também nao vale a simetria. Esse
comentario é pertinente para evidenciar que a funcao divergéncia nao é uma fungao distan-
cia definida entre dois pontos de §. Além disso, o fato de maior relevancia da divergéncia
é que a partir dela, com algumas manipulagoes, podemos caracterizar os elementos da
matriz da métrica da variedade e os simbolos de Christoffel. Para os passos iniciais desse
entendimento, seja, mais uma vez funcao de divergéncia D(pp: || pez) = z—f — log z—f -1
obtida no Exemplo 6. As duas primeiras derivadas com respeito ao parametro 62 sao

0 1 1 0? 1
gDt lpe) =gr =55 e ggiggPlen I pe) = Gy

valiando as derivadas parciais em = obtemos
Avaliand d d 0% = 0, obt

(2D lpe)] =0 o [P loe)] =
062 02=01 001062 p2=0r  (01)%’

em que ﬁ coincide com o valor da métrica de Fisher g;;(0'). Mais geralmente,

0? 0? 0?
WDKL(pel | po2) = 901002 /Tpe2 log(pe2)dx — 901902 /Tpel log(pe2 )dx
- / Plp
~ )P aetaer

Fazendo 6% = 6!, vemos que a derivada segunda coincide com a métrica, como comprova-

mos a seguir

d? Ay
[8016927)“(1’91 | peQ)L?:el T /Tp VI
Al
= ko [891602}
= gij(el)v (45)

em que esta tltima igualdade decorre da notacao utilizada em (5). Dessa forma, a ex-
pressao (45) nos sugere obter a matriz de informagao de Fisher, ao considerar quaisquer

arametros @ e 7. como vemos a seguir.
M



33

82 82 2
WDKL(Z)W | po2) = W/Tpel log(per)dx — 201007 /Tpel log(pg2)dx
- / Pl
~ ) o006
52 821y
N D 1 2 = — ) 3 1
agiag7 Do |l po )]92:91 /Taezawpe d
921y
_ By | 2l
o [aezaea]
= gi;(0Y), (46)

em que a ultima igualdade é concluida da expressao (5).
Além disso, também se pode relacionar o simbolo de Christoffel da conexao
DW com a Dk, (- || ). De fato, derivando (46) em relagdo a outro parametro 6* e avaliando

em 0% = ', temos

o3 D ( ” )] _i Oly
a0i0giger KL TP | 0 T Bek | aeiagi
9%y Ol
= B0 | 5007 067
= TH0Y),

em que essa ultima igualdade é valida desde que

a(DY) %, %) =T = o [(a;gej> (%ﬂ

¢ fato pela defini¢ao e pela formula da a-conexao citada em (16).

Por fim nessa secao, introduzimos a noc¢ao de distancia de distdncia de Fisher
dist(p, ¢), em que p e g sdo duas distribuigoes de probabilidade na variedade estatistica P.
Essa medida representa a distancia da informagcao entre p e q. Esta medida é definida como
a menor curva, geodésica, em P que conecta os pontos p e ¢. E fato que a divergéncia de
Kullback—Leibler D (p||q) e a distancia de Fisher dist(p, ¢). Para melhor entendimento,
vejamos o seguinte exemplo:

T e

Exemplo 7 Consideremos duas distribuicdes exponenciais, isto €, pp,(z) = 01e %
Po, (7) = 0267%% ¢ y(5) a geodésica ligando. Portanto, dist(py,, pe,) = ln(g—f) e Dir(pe, ||

Po,) = z—; — ln(z—;) — 1, em que 0 < 05 < 0. Algumas manipulagoes mostram que

Drcr(pe, || po,)

. =0.
02161 dist <p01 3 p92)

O exemplo acima nos permite estabelecer a seguinte relagao entre distancia de

Fisher e divergéncia de Kullback—Leibler através do teorema que se encontra, com sua
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respectiva demonstragao, em CALIN and UDRISTE (2014) e se segue.
Teorema 2.1 Seja d = dist(p, q) a distancia de Fisher entre duas fungoes de densidade
peqeDgr(pllq) € a divergéncia de Kullback—Leibler. Entao

Dics(p|l0) = 3 (p.0) + o (p,a)).

Com essas ferramentas, nosso proximo passo serd apresentar uma classe de fungoes den-
sidade de probabilidade mais geral que as familias exponenciais. Em seguida, vamos
caracterizar geometricamente essa nova variedade. Apresentaremos também o conceito
de dualidade que estende a relacao entre conexoes mistura e exponencial aplicadas nessa

abordagem mais geral.
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3 GEOMETRIA DAS VARIEDADES ESTATISTICAS
GENERALIZADAS

Neste capitulo apresentaremos as principais contribuicoes dessa tese relativas
a Geometria da Informacao. Utilizando-se de uma fungao que chamaremos de ¢-funcao, a
qual possui caracteristicas similares a func¢ao exponencial, propomos uma estrutura de va-
riedade para uma familia parametrizada P, denominada de ¢-familia, a qual generaliza a
familia exponencial citada no Capitulo 2. Além disso, propomos uma func¢ao de divergén-
cia entre distribuigoes de probabilidade. Com esta sera possivel definir uma nova métrica
e uma familia de conexoes para variedades estatisticas. Mostraremos que essas entidades
geométricas estao intrinsecamente ligadas a p-funcao. Ademais, exibiremos uma familia
de divergéncias D&a)(- | -), indexadas por um parametro «, com a qual obtemos uma
outra maneira de recuperar uma familia de conexoes, em especial, um par de conexoes
duais. Por fim, alguns resultados classicos também serao adaptados para P, tais como os

Teoremas de Pitagoras e da Projecao.

3.1 p-Fungao

No capitulo anterior, percebemos que uma métrica (5) e uma familia de conexdes, a-
conexao, (16) sdo induzidas a partir da fungao ly = log(pg), com as quais podemos carac-
terizar o conjunto P como uma variedade. De igual modo, iremos definir essas entidades
geométricas a partir da mudanga do logaritmo pela inversa de uma @-funcao. Portanto,
a generalizagao citada na introducao desse capitulo provém dessa mudanca. Portanto,
definamos o que seja uma @-fungao.

Definigao 3.1 Uma funcgio ¢: R — (0,00) € denominada p-fungao se satisfaz as sequin-
tes condigoes VIGELIS, SOUZA, and CAVALCANTE (2015):

(al) ¢(-) é convexa;

(a2) limy oo p(u) = 0 € lim,_,o p(u) = oo;

(a3) existe uma fun¢do mensuravel uy: 7' — (0, 00) tal que
/ e+ Mug)dp < oo, para todo A > 0, (47)
T

para toda funcao mensuravel ¢: T' — R satisfazendo [, ¢(c)dpu = 1.

A maneira que ¢(-) é definida nos garante que a sua imagem esteja em um
espago de probabilidades. Além disso, em (a3), o fato de ug ser mensuravel ¢ uma condigao
necesséria e suficiente para que ¢(-) também seja mensuravel. Observa-se que a fungao
exponencial com uy = 1 satisfaz as condigoes (al)—(a3). Um outro exemplo de ¢-funcao

¢ dado a seguir.
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Exemplo 8 (KANTADAKIS and SCARFONE (2002)) A fung¢ao exponencial de Ka-
niadakis exp,.: R — (0,00) para k € [—1,1] é definida como

(ku + V1 + K2u2)V% se k #0,
exp,(u) =
exp(u), se k=0.

O logaritmo log,(-) € o inverso de exp,(-), sendo dado por:

u —u"

——, ser #0,
log,(u) = 2 7

log(u), se k = 0.

Algumas propriedades algébricas da exponencial e do logaritmo convencionais sao preser-

vados respectivamente para exp,(-) e log,.(-), como vemos a sequir
exp,,(u) exp,(—u) =1 e log,.(u) + log, (u™") = 0.

Além disso, podemos verificar que a fungdo exp, (-) satisfaz diretamente as condigoes (al)
e (a2). Ademais, sejaug: T — R uma fungao mensurdvel para a qual [, exp,(uo)dp < oo.
Tal restrigao tem por objetivo garantir a inser¢dao de uma funcao ¢ T — R, que tornard
a expressao uma funcgao de probabilidade. Vamos mostrar que ug satisfaz a propriedade

(a8) mostrada na equagao (47). Com efeito, dados u € R e a > 1, podemos escrever que

exp,.(au) = o™ (|klu + /1/a2 + |k[2u2) %

< oV (|kJu + /1 + |k[2u2)V/ 1"

= q/Inl exp, (u),

em que exp,(-) = exp_.(-). Entdao, concluimos que [, exp,(aug)dp < oo para todo a > 0.
Seja ainda qualquer fun¢ao mensurdvel c: T — R, tal que ngo(c)d,u = 1. Para cada
A > 0, temos

1 1
/expﬁ(c—k Aug)dp < = / exp,(2¢)dp + = / exp,. (2 ug)dp

< ol/Ikl-1 / exp,(¢)dp + 2V/1F=1 / exp,. (Aug)dp
T T
< 00,
0 que nos mostra que exp,(-) satisfaz a condigao mostrada em (47).

Uma generalizacao das familias exponenciais ¢ dada pelas familias exponenciais deforma-
das MATSUZOE and HENMI (2013); MATSUZOE (2014). Com efeito, seja ¢ : (0,00) —
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(0,00) uma fungao crescente. A funcao logaritmo deformado (ou fun¢do ¢-logaritmo)

logy : (0,00) — (0, 00) é definida por

vl
logy(v) = /1 @dy, para cada v > 0.

A fungao logaritmo deformado logy(:) ¢ concava e satisfaz log,(1) = 0. No intervalo

L S|
m/omy ¢ Mfl s ™

a funcgao log,(-) tem uma inversa. A fungdo deformada exponencial (ou fungdo ¢-exponencial)

(—m, M), em que

expy : R — [0, 00] é definida por

0, se u € (—oo, —m],
expy(u) = { logy ' (u), sewu € (=m, M),

00, se u € [M,00).

A fungao exponencial deformada exp,(-) também pode ser expressa em termos de uma
integral:

expy(u) = / A(z)dz, para todo u € R,

em que :
0, se u € (—oo0, —m],
AMu) = p(expy(u)), sew € (—m, M),

00, se u € [M,00).

Com essas defini¢des, temos que ¢(v) = A(log,(v)) para todo v > 0. Quando a fungao
¢ & a identidade ¢(u) = u, as fungdes log,(-) e exp(-) coincidem com as fungdes loga-
ritmo e exponencial naturais. Vale ressaltar que nosso trabalho, de fato, nesse caso, nem
toda exponencial deformada é uma p-funcao. Isto é, a p-funcao generaliza as familias
deformadas exponencias. Mais precisamente, se a ¢-fungao é tal que p(0) = 1, entao
©(+) € uma exponencial deformada. Fungbes exponenciais deformadas cuja imagem nao
esteja contida em (0,00) nao sdo p-fungoes. Um exemplo desse caso é encontrado em
MATSUZOE and HENMI (2013); TSALLIS (1994).

Um fato extra da definicao é que podemos relaxar a condicao fT ole)dp =1
na Definigao 3.1, através do lema que se segue.
Lema 3.1 Sejac: T — R uma fun¢do mensurdvel tal que [, p(¢)dp < oo. Entao [, p(c+
Aug)dp < 00, para todo X > 0.
Prova 1 Caso [, ¢(¢)du > 1, observe que pela condicio (al), para algum o > 1, temos
Jpe(é—aug)dp = 1. Da definigio de ug, podemos concluir que [ p(¢+ug)dp = [, ¢(c+

(a4+N)ug)dp < 0o, em que ¢ = c—awuy. Agora, assuma que [, p(€)du < 1 e considere ainda
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cada congunto mensurdvel A CT com medida 0 < p(A) < w(T). Sejau: T — [0, 00) uma
fungao mensurdvel com suporte em A satisfazendo o(¢ + u)la = [p(¢) + a]la, em que
14 denota a fungio indicadora com respeito ao conjunto A e o = (1 — [, (¢)dp)/p(A).
Definamos, para simplicidade de notagdo, ¢ = (¢4 u)la + clpa, em que T\ A denota o
conjunto T menos os elementos do conjunto A, podemos ver que fT o(c)dp = 1. Portanto,
como [ p(@)dp < [, ¢(c)du e, pela defini¢ao de ug [ o(c+Aug)dp € limitada, concluimos

que

/ o(€+ Aug)du < / (¢ + Aug)dp < oo, para qualquer A > 0,
T T

o qual € o resultado desejado.

Nem sempre uma fungdo ¢ : R — (0, 00) que satisfaga as condigoes (al) e (a2)
sao p-fungodes, isto é, também satisfaz a condigao (a3). Para testificarmos essa afirmagao,
vejamos o exemplo que se segue:

Exemplo 9 Assuma que a uma medida p € o-finita e nao atomica. FEste € o caso da

medida de Lebesque. Vamos considerar a fun¢ao

6(u+1)2/2, u >0,

p(u) =
ewtl/2) 4, <0,

a qual claramente € convexa e satisfaz os limites lim, , o p(u) = 0 e lim, o p(u) =
oo. Dada qualquer fung¢do mensurdvel ug : T — (0,00), podemos encontrar uma fungdao
mensurdvel ¢ : T — R com [, (c)dp < oo, para a qual a expressio (47) € nao satisfeita.
Com efeito, para cada m > 1, definimos
log(2 t
ua(t) = (B2 00 1)1 ),

uo(t)

log(2) _ wuo(t)

’uo(t) 2
uma subsequéncia {vy,, } tal que

em que E,, = {t el :m —-1> O}. Pelo fato de v,, T 0o, podemos encontrar

/ e(vmn+u0+1)2/2dM Z on.
Enn,

De acordo com o Lema 8.3 de MUSIELAK (1983), existe uma subsequéncia

Wk = U, € conjuntos disjuntos dois a dots A C E,,,, para o qual

/ €(Umn+u0+1)2/2d/i —1.
Em,

Vamos considerar o conjunto ¢ = clp\ 4 + ZZOZI wgla,, em que A = UZ‘; Ap eC € uma
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fungao mensurdvel tal que o(c(t) >0 parat € T\ A e fT\A o(C)dp < o0o. Observando que

e(wk(t)+u0(t)+1)2du —1.

Vamos definir ¢ = lpa + > oy Wila,, em que A = |Jo, Ap € € € qualquer fungao

mensurdvel tal que o(c(t)) >0 parat € T\ A e fT\A p(€)dp < oo. Observe que

e(we@Fu®FD*/2 — gma (VY2 parg todo t € Ay,
tomamos
(wr+1)2/2 1
ek dp = ———, para qualquer m > 1.
Ay, 27

Entao, podemos escrever

/ p(u)dp / p@du+ Y / el 2y,
(

=1
= c)du + < 0.
/\Aw )y ;ank

S

Por outro lado,

/ ple+ug)dp = / p(e)dp + Z/ (ot 2y,
= e@)dp+ ) 1=o00,
s

a qual mostra que (47) é nao satisfeita M.
Ademais, podemos generalizar a formalizagao de variedade que é dada em uma
familia exponencial para uma familia que sera construida através da ¢-funcao. E o que

veremos na proxima secao.

3.2 Variedades Estatisticas Generalizadas

Mais uma vez, sejam (T, %, 1) um espago de medida, L° o conjunto de todas as fungoes
mensuraveis reais em 7" e P, a familia de distribui¢oes adicionada de uma estrutura
geométrica de variedade diferenciavel, a qual é definida por VIGELIS and CAVALCANTE
(2013b)

Puz{peLO:/Tpd,uzl e p>0}. (48)

Consideremos o modelo identificavel Pg C P, em que

PG:{pg :Qe@an}, (49)
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e pg ¢ identificivel com o parametro 6, se as seguintes condigoes abaixo sao satisfeitas:
(b1) © é um dominio em R™;
(b2) p(t;0) é diferenciavel em relagao a 6,

(b3) a matriz (g;;) da métrica generalizada é definida como

82
o)

9ij = — 50
= T g o) 0)
em que a funcao fy: T — R é definida por

fo = ' (po), P € Pa. (51)

Observe que fy tem a mesma motivacao para sua definicao em [y na familia exponen-
cial, como podemos comparar com a equacao (6). E natural a expressao da métrica de
Fisher, pois equivale-se & matriz de covariancia. Ao longo desse trabalho, para efeito de

simplificacao, utilizaremos a seguinte notacao que se segue:

fT n) f@ dlu’

().
Byl = hwwmw

(52)

em que ™ representa a derivada da ¢ funcdo em relacdo a qualquer parametro €°.
Particularmente, usaremos as notagoes Fy|-|, Ey|[-] e Ey'[-] para denotar o caso particular

de Eén)[-], com n = 1,2, 3, respectivamente. Isto é,

i1 Jr(O)¢ (fo)dp _ JrO)e"(fo)du
Epl) = Jr w0 (fo)dp’ Egll = Jr w0 (fo)dp 53)
E[//[ ] = fT /” f9 d/’l/ (54)

S o’ (fo)dp

Como consequéncia das notagoes mencionadas acima, podemos reescrever a expressao da

métrica de Fisher dada em (50) por

0 fo
(0) = By 2o . 55
g ]( ) 0 00i00i ( )
E interessante observar que a expressdao da métrica de Fisher para Pg (55) tem a mesma
forma da expressao da expressao da métrica de Fisher para as familias exponenciais dada
m (10). Além do mais, devido as condigoes de regularidade assumidas para a ¢-familia,
pode-se permutar operador integral com respeito a medida p e o operador derivada em

relagdo ao parametro 6. Como a expressao (51) pode ser interpretada por pg = p(fy) e
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fT pedp = 1, ao derivarmos essa expressao em relacao a 6%, obtemos

9 d¢(fo) Ay
0= — dp = —dpu = | = dp. 56
39’/Tp9 m o0 = opi ¥ (fo)dn (56)
Uma interessante consequéncia é que ao derivarmos a equagao (56) em relagao ao para-

metro 67, temos que

O fo
- 00100

af@ an 1"

~-¢" (fo)dp, (57)

0= T 001 0pi

©'(fo)dp +

e assim, podemos exibir uma nova expressao para a métrica (55). De fato, com a equagao

(57), temos que

dfs afg] _ Cm}e[afe %] (58)

9:1(0) = Ep [aei 967 06"’ 063
Mais uma vez, percebe-se a equivaléncia entre a expressao (58) dada pela parametrizagao
através da funcdo ¢(+) e a que obtemos na familia exponencial (5).

Uma familia paramétrica de distribui¢coes pode ser estruturada por uma mé-
trica ndo riemanniana SALMON et al. (2014). Porém, considerando uma familia para-
métrica de distribuigoes, como as p-familia, a escolha da métrica de Fisher é devida a
algumas propriedades que bem se ajustam as familias de distribuicoes de probabilidade
AMARI (2013). Em LEBANON (2005), os autores mostram que uma versao da métrica
de Fisher aplicada a geometria da informacao quantica. Para essa tese, a escolha como
da métrica da informacao para variedades estatisticas paramétricas tem as suas justifica-
tivas. No Lemma 11.3 de CENCOV (2000), prova-se que a métrica provinda da matriz de
informagcao de Fisher é a tinica métrica que é invariante por morfismos de Markov. Isto é,
o produto interno de campos de vetores em um ponto da variedade estatistica podem ser
preservados. Posteriormente, CAMPBELL (1986) estendeu os resultados de Cencov para
modelos positivos nao normalizados. Posteriormente, mais uma vez por Lebanon 2014
LI et al. (2014), obtém-se uma versao do teorema da caracterizacao geométrica para um
conjunto de modelos condicionais nao normalizados.

O teorema da caracterizagao ¢ aplicado sobre um conjunto denotado por
Caph(2,S,0) de todas as distribuigoes de probabilidade em uma algebra S finita, tal

que os atomos A; sejam probabilidades estritamente positivas, isto é
p;=P{A;}>0,7=1,...,m; ijzl.
i=1

Portanto, observa-se que os resultados de Cencov e os subsequentes ao seu, citados no
paragrafo anterior, aplicam-se também a -familia. Em especial, os dois que se seguem:

Lema 3.2 FEuxiste uma unica métrica Riemanniana invariante nas distribuicoes como em
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Caph(2,S,0). Além disso, esta métrica € definida pela forma quadrdtica da forma

, [ (6P){dw}(5P){dw}
ds? — / S (59)

em que P{-} € a diferencial de P.
Dado o espago paramétrico © e se consideramos as coordenadas (parametros) 6,... 0" €

© da p-familia, a expressao dada em (59) é reescrita como

Olnpdlnp
00t 00

k
ds? = Z dOidoTM p

ij=1
com a matriz de informacao de Fisher g dada por

Olnpdlnp [ Op(w) Ip(w) p{dw}
o0t 005 | 00F 007 p(w)

gij = Mp :
em que Mp[-] = Ej[].

Definigao 3.2 A familia paramétrica Pg munida da métrica g;; dada em (50) € deno-
minada variedade estatistica generalizada.

A expressao da métrica de Pg dada em (55) nos mostra que o espaco tangente T, Pq
também pode ser identificado com o espaco tangente T,,Pe VAILLANT et al. (2004).
Mais precisamente, a segunda expressao da métrica (58) nos permite relacionar as fungoes
Ofy/00" com a base vetorial composta dos vetores 9/90°. De fato, sejam os campos de

vetores X e Y de T,,P dados por CARMO (1976a)

9 0
X:;alﬁ e Y:Zlﬂ%, (60)

J

em que os campos (60) sdo as fungoes dadas por

0 0f,
Xi:“ o6 H;a aeﬁ

9 of

O produto interno dado pela métrica de Fisher (55) é definido por VAILLANT et al.
(2004)

§ : i1j 2 : 1" af 8f i1j " v\
2% i,J
em que
ST z’afe v -afe
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com os quais podemos definir um produto interno dado por
(X,Y)y = Ej|XY].

Além disso, a expressao dada em (57) nos garante que cada campo X pertencente a fngG
satisfaz E)[X] = 0.
Sejam Ffj os simbolos de Christoffel da conexao de Levi-Civita V associada

com a métrica g;; riemanniana. Com isso, os simbolos

o m 1 /0gri  Ogrj  Ogij
bk = ;F"j Gk = 2(aej g aek> (63)

sao obtidos em termos de g;;. Diferenciando com relagdo a 6% a expressao para a métrica

dada em (58), temos

agijw[giféazk%] +Ez[2;§f agfézk} a
sy |0 2000 [ 2000y ).

. . 91 - e .
Portanto, usando os equivalentes para % e 899’?, temos que a conexao de Levi—Civita

para Pg é dada por

1" a2f9 af9 1 1" af9af9af9
Figk = By [aeiaej W} ok [aei %W]
1 //_%af9_E//_ %_
~ 27 LagF 907170 "0 9pi |
1 //_afﬁafG_E//_ afe_
~ 270 | 907 ook 10 | 91 |
1 ,,'8 98 071 [ 8.9'
5% 5 5s) 24 [ 69

Evidenciamos que para fys = ¢ '(pg) e ug = 1, a expressao (63) ¢ um caso particular de

(64).

3.3 p-Familia

Nesta secao, iremos definir e expor alguns resultados de geometria da informacao na va-
riedade estatistica que chamaremos de ¢-familia. Através da troca da funcgao exponencial
por uma ¢-funcao como funcao de parametrizagao, vamos generalizar os resultados de
cunho geométrico das familias exponenciais discutidos no Capitulo 2. Seja ¢(-) definida
conforme a Defini¢ao 3.1 e ¢: T"— R uma fungdo mensuravel para a qual p = ¢(c) seja
uma distribui¢do de probabilidade. Uma (paramétrica) ¢-famiia F, = {py : 0 € O}

centrada em p = ¢(c) é o conjunto de todas as distribuigdes de probabilidade py em P
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que podem ser escritas da forma VIGELIS, SOUZA, and CAVALCANTE (2015)

Py = go(c + Z Ou; — ¢(9)u0), para cada 6 = (0") € ©, (65)
i=1
em que ¥: © — R é a fun¢do de normalizacao e as fungoes uy,...,u,: T — R sao
mensuraveis, nao triviais e linearmente independentes. Isto é, ¥ é introduzida na expressao
de py para que esta seja uma distribuicao de probabilidade em P. Para o caso da familia
exponencial, a expressao de ¥ (f) é dada como na expressao (26).

As fungoes pertencentes a p-familia citadas em (65) satisfazem as seguintes
propriedades VIGELIS and CAVALCANTE (2013b):
(cl) Para cada 1 < k < n, existe € > 0, tal que

/ e+ Aug)dp < oo, para todo A € (—¢,¢).
T

(c2) [, upp! (c)dp =0, em que ¢/, (-) denota a derivada a direita de o(-).
(e3) [re(c+ XY, 0%up)dp < oo, para algum A > 1, em que 6 = (¢*,...,60") € ©.
Além disso, o dominio © C R"™ é definido como o conjunto de todos os vetores

0 = (0%) para os quais

/ gp(c+ /\ZQiui) < 00, para algum A\ > 1.
T i=1

A condigao (c2) garante que a funcdo v seja nao negativa. De fato, por conta da conve-

xidade de ¢(-), podemos escrever

[ eterin= [ [+ (Z )o@ dn< [ oer z o

o que implica que ¥(f) > 0. Pela condi¢ao (c3), deduzimos que © é uma vizinhanga
aberta da origem. Pode-se mostrar que © ¢ um dominio aberto e convexo FAN (1952). As
condigoes (c1)—(c3) também sao utilizadas para caracterizar p-familias ndo paramétricas
VIGELIS and CAVALCANTE (2013b,a).

Observe que a condigao (c3) sempre é satisfeita quando T é finito. Comparando-

se as igualdades

Ofs N 9% fo 9%

o0 T o0 ¢ T 00008 0600

segue-se que
o (921p
Jig 00i003 "

(66)
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A expressdo (66) ¢ a Hessiana da funcao . Portanto, concluimos que a @-familia F,

¢ uma variedade hessiana SHIMA (2007) . Da expressao (65), aplicando a inversa da

p-funcao, podemos escrever que
ugth(0) = 0'u; + ¢~ (pg) — 0~ (o), (67)
i=1
em que py = ¢(c). Com a condigao (c2) satisfeita, escreve-se

$(0) = / woi (C)dpt = / o ) — o PN (.

Usando a derivada da funcao inversa LIMA (2004), ¢'(c)

((p,ll),(p) e obtemos

e () ()
Jr

Jr Sy dn

¥(0) = (68)
A expressao obtida acima serd de extrema importancia, pois com ela associaremos uma
funcao de divergéncia. Para entender o porque, observe que para o caso evidenciado em
(20), a expressao de ¥ (#) ¢ dado por

0(0) = [ tog( L)

provinda da familia exponencial centrada em p (20), a qual coincide com a divergéncia de
Kullback—Leibler, ¢ um caso particular de (68).

Na secao seguinte, vamos falar sobre fungoes de divergéncia. Iremos genera-
lizar o conceito de divergéncia de Rényi e, assim como nas familias exponenciais, vamos

construir a geometria induzida da p-familia.

3.4 Generalizacao da Divergéncia de Rényi

Nessa secao, essencialmente mostramos que podemos generalizar as divergéncias de Kull-
back-Leibler e de Rényi através da fungao normalizadora. Especialmente, trabalharemos
com a divergéncia de Rényi que também é uma medida de informagao que depende de um
parametro « que é chamado de ordem de divergéncia KRISHNAMURTHY et al. (2014).
A importancia dessa fungao se concentra nos estudos em areas de aplicacao, como pode-
mos citar os trabalhos em CSISZAR (1995); HARREMOES (2006). Para maiores detalhes
sobre as divergéncias de Kullback—Leibler e Rényi, ver VAN ERVEN and HARREMOS
(2014).

Desenvolveremos a generalizacao da divergéncia de Rényi citada a partir de
uma @-funcio. De igual modo no caso classico VAN ERVEN and HARREMOES (2010),
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essa generalizagao dependera do pardmetro o € [—1, 1], em que precisamente em o = £1,
faremos uso de limites.

Para T finito, a divergéncia de Rényi de ordem « > 0, a # 1, de uma distri-
bui¢ao de probabilidade p = (p1,...,p,) em relagdo a outra ¢ = (qi,...,q,) é dada por
VAN ERVEN and HARREMOES (2010); VAN ERVEN and HARREMOS (2014)

o 1 - o l—a
Dﬁ)(pHCJ):l_alog(Zpiqil ) (69)
i=1

Para o caso T' continuo, quando p, g € Pg forem duas distribuicoes de proba-

bilidade , temos VAN ERVEN and HARREMOS (2014)

DY (p |l q) = ﬁ log (/Tpaql‘“du)- (70)

Para os casos de @ = 0 e a = 1, a divergéncia de Kullback—Leibler é recuperada com o

uso de limites. Supondo a existéncia dos limites, temos

DY Il 9) =l DR (p | 0) (71)

1 . o'
DR Il @) =lim D | ), (72)

definimos (ou recuperamos) a divergéncia de Kullback—Leibler que é dada por VAN ER-
VEN and HARREMOS (2014)

Dxi(p [l ¢) = /Tplog@)dﬂ'

Costumeiramente, a divergéncia de Rényi é utilizada para todo valor a € R.
Porém, observa-se que utilizando um valor de o ¢ [0, 1], temos uma inconsisténcia em
(70) ao obtermos valores negativos para quaisquer distribuigoes de probabilidade p e g.
Para evitarmos tais problemas, consideremos a € [0,1]. Além disso, salientamos que a
expressao (70) difere da versao classica dada por VAN ERVEN and HARREMOS (2014),

cuja expressao ¢ dada por
! 1 / 1moq (73)
0 Yq [
1 g pq H

com um parametro . Tal mudanca permite em se beneficiar de propriedades de simetria

D (p || q) =

quando avaliarmos a divergéncia quando a | 0 e a« 7 1 . Como estratégia de motiva-

cao para a generalizacao da divergéncia de Rényi adaptada em F,, vamos reescrever a
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expressao (70) como

Pl — % para todo a € (0,1), (74)
em que
k(a) = —log (/ po‘qladu>, para todo « € [0, 1]. (75)
T

Ademais, a expressao (74) define implicitamente () , pois podemos, dados p e ¢, escolher

um unico valor de x(«) tal que a expressao

/T exp(alog(p) + (1 — a) log(q) + (a))du = 1 (76)

seja satisfeita, isto é, o termo do integrando seja uma funcao densidade de
probabilidade. De maneira aniloga, usaremos a expressao (74) para definir uma familia
de divergéncia entre duas distribuigoes de probabilidade p e ¢ em F,. O detalhe que difere

é que agora dados p e ¢, ao invés de k() satisfazer (76), satisfaz

/T (o (p) + (1 — @)~ (q) + ml)uo)dp = 1, (77)

desde que uma @-funcao tenha sido pré-fixada. Assim, definimos uma generalizacao para

a divergéncia de Rényi por

r(@)

al—a) com «a€(0,1), (78)

DY (o | q) =

desde que k() satisfaca (77). Para a € {0,1}, a generalizacao ¢ definida pelos limites

DR(v 1l ) =l D | ) (79)
(&
1 . «
Di,(p 1l a) = im DL (p | ). (30)

Porém, ainda precisamos garantir que as expressoes dos limites em (79) e (80) existam
e sejam finitas. Além do mais, observamos que, assumindo a convergéncia nos limites,

temos
DYl p) =D || ¢) = Diwlp || ¢) < 0. (81)

Nesse sentido, o lema abaixo serd uma ferramenta util.
Lema 3.3 Suponha que o(-) seja continuamente diferencidvel. Se para ag,cq € R, a

€TPressao

/T (o™ (p) + (1 — )™ (g) + K(a))dpu < oo (82)
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¢ satisfeita para todo o € [ap, ], entao a derivada de k() existe para qualquer o €

(v, 1), e € dada por

oK (o) = Jrle™ (@) — 7' ()¢ (ca)dps
da J7 ¢/ (ca)uodp ’

(83)

em que co, = ap ' (p) + (1 — @) (q) + K(a)uo.
Prova 2 Para o € (o, 1) € k> 0, defina

glo k) = / (o™ (p) + (1 — a)p™(q) + wuo)d.

Como ja citado anteriormente, podemos definir a funcao k(o) de forma implicita por
J » P ¢ P p
g(a, k(a)) = 1. Se mostrarmos que:

(i) a funcao g(a, k) é continua numa vizinhanca de (o, k(a));

(11) as derivadas parciais g—g e % existem e sao continuas em (o, k(a));

(iii) e 2 (a, k(a)) > 0,
entio, pelo Teorema da Fungao Implicita LIMA (2004), k(«) € diferencidvel em a €

(v, 1) €

Ok (99/00)(a, k()

(a) (o, k(x
—(a) = :
da (0g/0k)(a, k()
Com efeito, mostremos a continuidade de g(a, k). Fizado a € (o, 1) e k > 0, seja
ko = 2k. Denotando A ={t € T : o7 (p(t)) > ¢ (q(t))}, podemos escrever

(84)

(B~ () + (1= B)e ™ (q) + Auo) < (e (q) + Bl (p) — ¢ (9)] + Kouo)
< (e (q) + e (p) — ¢ Q)] + Koug)1a
+ (e (q) + ol (p) — ¢ ()] + Kouo) 1 a, (85)

para cada B € (0,a0) e A € (0,k9) em que 1o € a funcgdo indicadora de um conjunto
A. Dewvido a fun¢ao do lado direito de (85) ser integravel, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada SCHEFFE (1947), concluimos que

lim ) =g(a, k).
908, A) =gl k)

Agora, vamos mostrar que a derivada de g(a, k) com respeito a o existe e € continua.

Considere a diferenca

9(7,A) —g(B8,N)
v=p3

- /ﬂ—%[w@ + (v = B)le™ () — ¢ (@)] + Auo) — (@ + Auo)]dp

em que ¢z = Bp 1 (p) + (1 — B)¢~*(q). Represente por fs.x a fungdo dentro da integral

. Fizado o € (ap, 1) e k > 0, denote g = (ag + @)/2, a3 = (o + a1)/2, € kg = 2kK.
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Porque ¢(-) € convexo e crescente, seque que

‘fﬂ,%)\| S fal,a1,H01A - fao,ao,nolT\A = f) para todo /877 € (607al> e\ S (07 "10)7

emque A={teT: o (pt)) > p(q(t))}. Observando que f € integrdvel, nds podemos

usar mais uma vez o Teorema da Convergéncia Dominada para obter

lim dp = <hm )d,
w,B/TfB’”’A 1 /Twﬁfﬁ’“ I

e entao,

P50 = [ [670) - 7 @ @ + ) (56)

Para 5 € (ap, @) e A € (0,Ko), a fungio dentro do sinal da integral (86) é dominado por

f. O Teorema da Convergéncia Dominada também mostra que g—i ¢ continua em (a, K):

Jg

(6,A) = 2= (e, k).

lim @
Oa

(BN — (k) O

Com argumentos similares, pode-se mostrar que %(a, K) existe e € continua para qualquer
K

a € (g, a1) e k>0, a qual € dada por

dg

() = [ gt ruin (87)

Claramente, a expressao (87) implica que %(a, k) > 0 para todo a € (0, ) € k > 0.

K
Portanto, fazendo uso do lema 3.3, ratificamos que as expressées (79) e (80) estao bem
definidas, ao consideramos a existéncia dos limites. Com efeito, suponha que ¢(-) seja
continuamente diferenciavel.

(a) Se para algum ag > 1 a expressao (82) é satisfeita para todo a € (1, ap], entao

Ok

Di(v | @) =1m D (0 | a) = = 5-(1) = Dolp || 0) < o0,

(b) Se para algum oy < 0 a expressao (82) ¢é satisfeita para [ag,0), entao

Ok

Dis(v 1l ) = Iim D || @) = 5-(0) = Dyla || ) < oo

Agora, vamos obter uma versao da divergéncia generalizada de Rényi para o € [—1,1].

Essa nova versao esta motivada no interesse de recuperar um par de conexoes duais, cujos

coeficientes sao I“Z(jll)C e ng_kl) . Com efeito, seja k(a) = k(a;p,q) > 0, tal que
1+«

2

w(l_aw‘l(pH

5 o q) + ff(a)u()),
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seja uma distribuigdo de probabilidade em P. Como ja citado, temos que k() é tnico
devido a propriedade (a3) na definigdo de ¢-familia. Entéo, a a-divergéncia entre duas

distribuigdes em P é bem definida através de

o 4
D(pll9) == —hla),  ae(-11) (88)
Para a =1 e a = —1, definimos DS) e Df{l) através dos limites abaixo
DYy | 4) = lim 1 —n(a) = ~24(1) (59)
® ofl 1 — a2
¢ 4
(1) — i — 9K (—
Dw (p H Q) - Lgr—nl 1 — Oé2ﬁ(a) - 2"{‘"( 1)7 (90)
em que /(1) e k'(—1) s@o as derivadas de k(o) em a@ = 1 e & = —1, respectivamente.

Podemos obter as expressoes de +/(1) e £'(—1) . Consideremos a seguinte equagao

/Tw(l ; Zo7l(p) + HT@sD‘l(q) + %(a)uO)du = 1. (91)

Entao,

0 1l—« 1 1+« 1 B
s o550+ e ) + o) =0,

Assumindo a convergéncia da integral, temos

1+«
2

11—«

/T[%@—l(CI)_%so_l(q)an'(a)uo}(p’( 5 90_1(]7)—1—

v~ g) + ﬁauO> du=0. (92)

Tomando-se os limites com o — 1 e a — —1, e usando o Lema 3.4 temos, respectivamente,

1l e) — e ) (v (@) dp

A R R ERIOVT o
e 1 L0 — e ) e )
T e e oy
Portanto, as expressoes (89) e (88) se reescrevem por
DOy | ) = Jrle (}) ;Oz/‘( 90(?3](9;55; (q))dpe (95)
DV (g | p). = Jol=¢7 (@) + o7 D)) (0™ (@) dn (96)

Jr w0’ (0~ (p))dp

Ademais, as expressoes (95) e (96) sao assimétricas, mas garantimos a dualidade na di-
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vergéncia ja que
DV ¢) = D5 V(g || p)- (97)

Uma outra forma de expressar uma generalizagao da divergéncia de Rényi é
expressando-a em termos da funcao de normalizacao ¢ da p-familia. Perceba que pela

definicao de convexidade e sendo 1 uma funcao convexa, temos

-« 1+« 1 -« 1+«

(20 + —0) < =200 + — (), (98)
2 2 2 2

Dessa forma, naturalmente podemos definir a divergéncia entre duas distribui¢goes em uma

p-familia, como vemos na proposi¢ao que se segue.

Proposicao 3.1 Dada uma o-familia F,, a divergéncia generaliza de Rényi para o €

(—=1,1) pode ser expressa em termos da fungao de normaliza¢ao como seque:

2 2 4 1— 1
DL (py || ps) = H—a¢(9) Tz al/)(ﬁ) 1z a2¢( 5 %0+ ;aﬁ>, (99)

para todo 6,9 € ©.
Prova 3 Para tal importante constatacao, observemos que a escolha de k(«) em (74) é

de tal modo que a expressao

[ o (552 0+ 5 )+ wlaus ) = 1 (100

seja satisfeita. Isto €, (5% (pe) + 20 (py) + K(a)uo) € uma fungio densidade

de probabilidade. Tomando as fungoes de densidade na p-familia, expressadas em (65),

podemos escrever

l—a _ l+a _

5P (o) + 5 (po) + Kl@)uy
“l-a, l1+a, -« 1+«

:c—l—Z( 5 0" + 5 ﬁ)ui—< 5 P(8) + 5 w(ﬁ)—fi(a))uo
l-a, 1 : 1— 1

—e+ (S0 —5&19’>ui—¢< 20+ ;%)w,. (101)

Observe que a primeira igualdade dos cdlculos acima (101) € possivel por conta da in-
jetividade da funcao ¢(-) (vide condi¢ao (al) citada na Defini¢ao 3.1). Logo, isolando
devidamente, seque que

_1—a 14+«

w(a) = —2(60) + —

w(ﬁ)—¢<1;a9+ 1;%).

De imediato, pela defini¢ao dada em (78), ratificamos a expressao (99)

Também podemos obter a conexao de Levi-Civita para as variedades estatisticas genera-
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lizadas. Para tanto, consideremos antes o lema abaixo que estabelece a no¢ao de derivada
direcional para a fun¢ao normalizadora. No Lema 10 que é enunciado e demonstrado
em VIGELIS and CAVALCANTE (2013b), os autores expressam a derivada direcional
da funcao normalizadora 1. Considerando o nosso caso, que é paramétrico, o mesmo
resultado pode ser adaptado segundo o lema que se segue.

Lema 3.4 Assuma que ¢(-) é continuamente diferencidvel. Entdo, a fun¢ao normaliza-
dora v: © — [0,00) € diferencidvel e sua derivada em rela¢io ao i-ésimo pardmetro 6°

pode ser escrita como

o () = Elu' (¢ + 6'u; — 1¥(0)ug)]
00 Eluo@’ (¢ + Oiu; — ¥ (0)uo)]

(102)

Esse lema serd util por dois motivos. Do ponto de vista geométrico, este
nos proporciona recuperar uma expressao para a conexao métrica para as variedades
estatisticas generalizadas. Além disso, é uma ferramenta para mostrar que a divergéncia
de Rényi pode ser exibida através da funcao normalizadora . Do ponto de vista de
estimacao, a expressao da derivada de 1) em relacao a 6 sera parte de um algoritmo de
estimacao de parametros que citaremos no capitulo 4.

Com efeito, analogamente & expressao (2.34) de AMARI and NAGAOKA

(2000), vamos recalcular a expressao para a métrica g;; de P. Da expressao (102), temos

82
001067

o 0 , . 9 Elui' (¢ + 0'u; + Auj — ¥ (0"u; + Auj)ug))
AR Ul ¥ o7 sy Tmpry vrpwy sy W T L G

»(0)

Diferenciando a expressao (102) com respeito a 67, temos

(‘?2 (0) = Elu;@” (¢ + 0'u; — w<9)u0)(uj — %(G)UO)]
00007 Eluoy' (¢ + 0u; — (0)ug)]
 Elw (e + 0'u; — $(0)up)] Eluow” (¢ + 0'ui — (0)uo) (u; — g5 (6)uo)]
Elugg’(c + 0 — 9 (0)uo)] Eluog’ (¢ + 0'u; — 9 (0)uo)]
_ Elp"(c+ 0w — (0)uo) (ui — G (0)uo) (u; — g5 (0)uo)] (104)

Eluge'(c + 0u; — 1p(0)uo)]

Portanto, a partir da expressao (104) para calcular a conexao métrica combinada com
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(104), temos:

1 (89#@ agjk agij)

=\ o0 T a0t o0k
10 Bl (c+ B — w(B)uo) (s — 2(60)uo) (1 — 2 (6)uo)]
2 967 Eluog’ (¢ + 0"u; — 1(0)uo)]
1.0 Elg(c + 0'us — (0)uo) (1 — 2(0)uo) (s — 25 ()]
2 96° Eluog'(c + 0'u; — 1 (0)uo)]
1.0 Elg(et = vOu)— G Ou) — G Om)
2 00k Elupy’ (¢ + 0u; — 1(0)ug)] '
Entao, o tensor métrico é calculado obtendo-se a seguinte expressao abaixo
1
Yok = 5 pgomoor (106)

A generalizacao da divergéncia de Rényi também pode ser calculada. Vejamos a proposi-
¢ao abaixo.
Proposicao 3.2 Dada uma p-familia F,, a divergéncia de Rényi € relacionada com a

fungao de normalizacao ¢ pela igualdade
Dy(po || po) = (V) —(0) = VY (0) (9 — 0) (107)

para todo 6,9 € ©.

Prova 4 Para mostrar (107), usamos

31/1( o) Sy uid' (fo)dp
o9’ S w0 (fo)dp

a qual é uma consequéncia do Lema 10 de VIGELIS and CAVALCANTE (20153b). Pela
derivada da fungao inversa LIMA (1976) (¢4 (u) = m, expressao (68) comp = py

e p = py resulta em

S (fo _fﬁ) ©'(fo)dp

S o’ (fo)dp (108)

Dy (po || po) =
Inserindo a diferenca

¢ (po) — < (0 )uo) - (c + izn;w’ui - ¢(90)u0>
(G

n

(0)uo — »(O)ug — (9" — 0" )us,

=1

em que obtemos a expressio (107)

Com esses conceitos e resultados estabelecidos, nosso proximo passo seré estu-
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dar a geometria da variedade estatistica P.

3.5 Geometria Induzida de D,(- || -)

Nesta se¢ao, vamos caracterizar geometricamente a ¢-familia F, através da fungao de
divergéncia, o que ¢ fato possivel em variedades estatisticas MATUMOTO (1993). Da

defini¢ao 2.3, garantimos que
Dfpo‘) (pllg)=0 se e somente se  p = q.

Portanto, utilizando-se da divergéncia de Rényi generalizada, uma métrica g;; para P

pode ser induzida pela expressao

gij = — Ka((;i)p(%)q%a) (| Q)} o (109)

em que os indices p e ¢ nas derivadas indicam em que ponto se calcula a derivada. Essa

métrica induzida é invariante por mudancas de coordenadas pela regra da cadeia. Para
se concluir que estd bem definida, devemos mostrar que é positiva definida. Mostraremos
isso sabendo que as métricas dadas em (55) e (58) sao positiva definidas e, pela proposigao

abaixo, mostraremos que essas métricas citadas coincidem com a métrica induzida (109).

Proposicao 3.3 A métrica induzida por Dfpa)(- | -) coincide com as métricas dadas em
(55) e (58).

Prova 5 Fize a € (—1,1) e defina co = 5% fo + 2 fy + (@) ug tal que a expressio

/T (ca)dp =1 (110)

seja satisfeita. Como jd citado anteriormente, pelas convexidade da fun¢ao ¢, k(a) €

unico. Aplicando o operador (%);,19 em ambos os lados da expressao (110), obtemos

/T<1 J2r OZ% T (%)pﬂﬁ(aﬁm) ¢ (ca)dp =0,

com a qual podemos expressar

99 o/ (¢,)d
(8) H(a):_HafTawso(ca)u
Py

067 2 [ruop(co)dp

(111)
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Aplicando a derivada em (-2:),, em (111), obtemos

007
( 0 ) (i) () = L S50 05 + (55 () ol 5 (o)
00/ po \N0OI / py 2 fTuocp’ Co)dpt
1+ O‘fT g];; (ca)dp fT Uo 12a g]gjf + (391) K(a)ule” (ca)dp
2 [ruoe(ca)dps S w0 (ca)dp

(112)
Da expressio (56), concluimos que [, ggf ' (ca)dp = 0 para py = pg, 0 sequndo termo do

lado direito se anula e entd@o escrevemos

oy (0 —o? Jr 58 55t/ (fo)d
[(60");;9(%)%,{@]% e 4 Tfjeuj; fg)du’u'

Portanto, usando as notagoes (53), podemos escrever

R CONCOIE AR 2 |

Para o caso a = £1, ao compararmos as expressoes (53) e (68), podemos escrever

Dy(pe || ps) = Eglfo — fol. (113)

Usando as expressoes

9id = [(09?;93' )ng(Oa) g q)} q=p - [(89?;9j>qul) @l q)} a=p

seque que
0* Pfe
%4 [(aaz&ea)pﬁ oo llpo)] = =50 5gia0i
Devido a D(fl)(p Il ¢) = D(l)(q | p) = Dy(p || q), conclui-se que a expressio da métrica
definida em (55) coincide com a métrica induzida por D ( | ) e fpl)(- | -).

Interessante destacar que a expressao (113) tem a mesma forma na familia exponencial
AMARI and NAGAOKA (2000). Vale ressaltar o exemplo abaixo.
Exemplo 10 Seja p(u) = exp,(u) a exponencial de Kaniadakis cuja inversa é o' (u) =

log,.(u), como citadas no Exemplo 8. Aplicando (68), a divergéncia aqui serd dada por

f logmgp)—(losgﬁ(q) m

T !

Dy(pllq = ool : (114)
T log/ (p)

Desde que o k-logaritmo é definido como log, (u) = “E:_K e sua derwada € dada por
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log. (1) = %%, reescreve-se (114) por

—K . q“fq_"‘
1 Jr (B ~+p )d'“

2uo )
R T pr+p=*

D.(pllq) =

a qual € chamada de k-divergéncia VIGELIS and CAVALCANTE (2013b).
Nas variedades estatisticas generalizadas, a divergéncia de Rényi generalizada Dfoa)(' Il -)

induz uma familia de conexdes D, cujos simbolos de Christoffel 1'% sio dados por

ijk
2
(@) 0 0 ) pe
-~ [(a), () 201,
ijk 00: 067 » aek (p || Q) a=p ( )
Devido DS(OO‘) (pllq = Dc(p_a)(q | p), temos que as conexdes D(*) D(*a) sd@0 mutuamente

(@ , ploa

duais para todo o € [—1,1]. Em outras palavras, ka ik

) satisfazem a relacao

%ggf Fz(jalz —l—FZ(j B ). Combinando as expressdes (113) e (115), valem as seguintes expressoes

para as conexoes.

_ 0 82

0 E[gfm—g”@sf? (fo)]

96 Eluoy(fo)]
_ Elgdegite" (o)l Elgdeo (o)) Eluo 20" (o)
~ Eluey/(fo)] Eluo@'(fo)] - Eluoe'(fo)]
" a2f19 af@ / 82f19 1" 8f9
- E9 [67]187% W} B EG |:8771@77]:| EG [UOW]

90 [ O fo Of T Pfo 1wl Ofo
= B [aez‘a@j%] _EH[aeiaej]Ee {“"%] (116)
Analogamente,
a 0% 0
ijk — 001 HpI 09"? [f fﬂ]
02 E[g2d'(fo)]
~ 00,00; Eluoy/(fs)]
0 ( B[S 50" (fo)]  E[S2¢/(fo)] E [uOgnga)]) )
967\ Eluog'(fo)] Eluo@(fo)]  Eluoe'(fo)] /)
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Considerando as notagoes (53) e (54), a expressao (117) pode ser reescrita como

2
FQ) _ [%%%@m(ﬁ)] [% a?iggj "<f9)]
k Eluoy'(fo)] Eluoe!(fo)]

E[522 520" (o)) Eluo 22" (fo)]
Eluoe'(fo)]  Eluow!(fo)]
Eluo220" (f5)) EIGE2 550" (fo)]
Eluoe' (fo)]  Eluow'(fo)]
om0 ELGRSl gi " (fo)] | B2 2l (fy)
B Efuoe'(fo)] Eluoe'(fo)]
E[55 500" (fo)] Eluo 3" (fo)]
Eluow’(fo)]  Eluow'(fo)]
Eluo 22" (fo)| EI2% 220" (fo)]
Bluog ()]~ Bl ()]
10f00fs 0 [0fy O
= £y [a_gz agfa_gﬂ + g [a_gz aeigga‘]
- B} o o B [wn ]
o
= B |wo e | B4 | gt s )

(118)

Pode-se notar que as expressoes (118) e (116) sao uma generalizacao dos simbolos das
conexoes exponencial e mistura na variedade estatistica exponencial, como ja previamente

mencionado. Observe ainda que

/TUOSD/(fe)dM = /Tpedlﬂ =1

e
1" 8f9 o 0 "
Ey [Uow} _/Tagk<10gp9)eXp (log pe)dx
0 1
- | = =0. 11
%hﬁm”“ ’ )

Suponha que fy = lp = log(py) e uy = 1. Portanto, a conexao exponencial da familia

exponencial é obtida como

L =T =B [535523- %] — 5 [a(zjéfzf'] Ey [UO%}
ly Oy
= | 555005 o0

Analogamente, de forma mais direta, a conexao mistura da familia exponencial é obtida
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também como

Iy =T = [géi ggi gﬁ)ﬂ [% agjel)i)al
4 gt o ]
l
- E"[ agez] o [8_49?f87i]’

Usando a expressao (119), temos que

_ 9*ly Oly Olg Oly Oly
) = [ Lln O | 190 Ol Olo)
ik = "0 ogiogi ookl T 0 Logk a6i 06
como ocorre na conexao mistura citada em (16) quando especificamos o = —1.
Um outro ponto importante ¢ que derivando a expressao (58) em relagao a 67,

temos

9gij E,,[ P fo 8fe] N E,,[ﬁfe 9 fo ]

ook — % Logioek oei 967 963 9"
+ S E] -m (]
Entéo, conclufmos que
Fige = qa?ﬁm%h E"[ggfggf ZZ;Z]
Ss L REE
3% [0 30| 2 [ i) 120

Mais uma vez, quando particularizamos ¢(-) = exp(-) e uy = 1, obtemos a expressao da

conexao métrica na familia exponencial que é dada por

Lijr =

[ 0%ly 819] 1E [8l9 Oly (%Q}

"106i00i 0ok 1 T 27 Lowi 0pi 0B )

Além disso, com as expressoes das conexdes (116) e (118), podemos escrever a equagao

da a-conexao para a variedade estatistica P SHIMA (2007), como segue abaixo
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iy = L-apen  Thapy
" ang 8f9 1 " af@%%
i grw a06) + 25 5t 35: 9]
1 _aE//[afG an]E//[ 5f0] o 1 _O‘E//|:af9 afﬂ]Eu[ %}

AT AT 2 990 0o% 170 [0 9es
1+C¥ ’ 82f9 1" afg
T2 Eﬂ[aeiaej}Ee [“OW]’ (121)

em que para o = 0, recuperamos a conexao de Levi-Civita, como mostramos na expressao
(64) . Observe também que, como ja foi citado na familia exponencial, relacionamos a
(metric) _ 1~(0) (a) 3 4

an =T, com a a-conexao I';5 em (35). Obtemos equacao analoga

na e-familia quando relacionamos a conexao métrica (120) com

conexao métrica I

o= 5 o | 53 k) ¥ o]
1 1
- 5% g B o) — 254 e B ogge] - (122

Mais uma vez, se ¢(-) = exp(+) e ug = 1, vale o caso da familia exponencial, como citado
na expressao (19).
Para o € (—1,1), os simbolos de Christoffel F(a) podem ser escritos como a

(l)eF

combinagao convexa de I'; ik

.Verifiquemos esse resultado através da proposicao que
se segue.
Proposicao 3.4 Os simbolos de Christoffel FE?,S induzidos pela fun¢ao de divergéncia

Dfpa)(- | -) satisfazem a relagao

o 1-— y, l+aa
i) = . — Ity : ——T,  paaac(-1,1]. (123)
Prova 6 Observe que para o« = —1 ou o« = 1, diretamente obtemos a relagao (123). Para

€ (—1,1), através da expressao (112), podemos escrever

< 9 ) ( 9 ) _ 1+afT 12a gg? + (aek)peﬁ(a)uo]gg%wu(ca)dﬂ
. — kla)=—
00" ) py \OO7 / p, 2 Jp w0 (ca)dp
1+ a [ 5586 (ca)dp [ uol*52 5 + (agk) o (@) uole” (co)dp
2 [ruop(co)dp S wo! (ca)dp

(124)
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Aplicando (69J) py A primeira parcela da expressio (124) e entao fazendo py = py, obtemos

- 4 Ee[azzggaggz]_1;a<ae?;9j> ()E[ ggz]
-t G -
l—a2l—a ,10fd B
+ 4a 2aE [agﬁagz]E[ agj]

De igual modo, aplicando (W) py N0 seqgunda parcela da expressao (124) e entdo fazendo

Py = Pg, obtemos

1-— 042 1l—« 17 8f9 6f9 17 8f9
3 g [%W] Eo [“0 aei]‘ (126)

Agrupando as expressoes (125) e (126), podemos escrever

(== K%L(%)pﬂ@

Py=Ppo

- [l S e

_12 E”[géjggﬂ [ ggz]

2 Eﬁ{aefaez] [ agﬂ

=5 i) ¥ e 120

em que usamos

2 2 2
<ae?aea‘>p9’i(o‘): 1 4a [(ae?aea‘>pgpfoa)(p" | p’”)]pﬁ:pg
2 a2f{9 ]

80706 |

_1—a B 1—a?
1 BT Ty

E(;[

Portanto, combinando as expressoes (116), (118) e (127), garantimos a expressao (123).
Através de uma conexao D, pode-se definir o transporte paralelo. Fixemos dois campos
de vetores X e Y. Dado um ponto p € M, defina uma curva v : I — M tal que o campo
X esteja definido ao longo de v. Em outras palavras, v(ty) = p e ‘;—Z = X(7v(t)). Seja
Py ot o Tyio)M — Ty M o transporte paralelo de um vetor ao longo de «y de ¢y para t.

Entao, podemos relacionar a conexao D como se segue PETERSEN (2006)

L Pl (YD) ity

(DxY)(p) = gt ot

Vamos supor que o conjunto 7T seja finito. Nesta caso, podemos considerar a variedade

estatistica generalizada P = {py : # € ©} para o qual P = P,. A conexao D pode ser
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obtida pelo transporte paralelo
P,,: TqP — pr

dado por
X — X — E)[X]u,

em que p = py. Destacamos que P, , ndo depende da curva ligando p a g. Denote por ~(?)

a curva coordenada dada localmente por 0(t) = (917 Lt 16"). Observando que
P;(ém(t) aplica o vetor %(t) para
af@ 8f9

@( ) — Ej) [%(t)}uo,
define-se a conexao

3 ofy  d __, dfe
Dafg/aei% i "/(0)7“/('5)(%7(150 t=0

_i(afem I [8f9(t)]u0>

T dt\ 00 00 Hpi 10
_ 82f9 N /|: 82f9 :|U
00i00i  ?Lopigeil™"

Denote por D a conexao correspondente para D, para o qual age em campos de vetores

suaves em 7T,P. Com essa identificacao, temos

g(ﬂa/@m‘%a %) = <D8fa/89%’ %>
9 2
= [aiigzy‘ %] — B [(;;iggj] 2 [UO%}

_ 1M
= L,
mostrando que D = DO,
Nosso proximo passo serd mostrar questoes que envolvem dualidade entre as
conexoes e as coordenadas duais. Além disso, mostraremos uma adaptacao para o caso

das @-familia dos teoremas de Pitagoras e da Projegao.

3.6 Dualidade

Os conceitos de dualidade sao naturalmente estudados em variedades estatisticas SHIMA
(2007). Por exemplo, como podemos ver na expressao da a-conexao (16), as conexoes
D@ e D sio mutuamente duais. Em MATUMOTO (1993), mostra-se que em toda
variedade estatistica com uma métrica g;; e com um par de conexoes duais I';j; e F;‘jk,

também podemos sempre definir uma classe de divergéncias.
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3.6.1 Conexoes Duais

Em variedades riemannianas, a conexao de Levi-Civita ¢ a tnica conexao afim que pre-
serva a métrica via transporte paralelo CARMO (1976a). Em variedades estatisticas, ser
riemanniana nao é sempre um fato, como vimos na se¢ao anterior, em que as expressoes
para a conexao mistura (116) e exponencial (118) diferem uma em relagao a outra. Em
outras palavras, as conexoes nao sao duais de si mesmas. Esse conceito de dualidade
seré formalizado nessa secao. A forma de preservar a métrica em variedades quaisquer é
usar um par de conexoes afins D e D* duais. Denotamos o transporte paralelo associado
as conexoes D e D* por II e IT*, respectivamente. Por definicao, D e D* sao conexoes

mutuamente duais se AMARI (2013)
9(X,Y) = g(II(X), II*(Y)). (128)

Mais precisamente, para quaisquer campos de vetores X,Y,Z € T(P), escolhidos nos

espagos tangentes, D e D* sao mutuamente duais se a equacao
Z9(X,Y) = g(DzX,Y) + g(X, DY) (129)

¢ satisfeita e T(P) € o fibrado tangente da variedade estatistica generalizada P. Particu-
larmente, considerando os vetores base do espaco tangente, podemos escrever a equacao

(129) como
9gjn
00

Podemos estabelecer uma relagao direta entre as equagoes (129) e (130), quando os campos

= Dyjp + Il (130)

de vetores descritos na equagao (129) sao, particularmente, os vetores base do plano
tangente T (P). Portanto, podemos enunciar o teorema abaixo.

Teorema 3.1 As defini¢oes de dualidade dadas nas equagoes (129) e (130) sao equiva-
lentes.

Prova 7 Caso exista uma conexao dual, a equacgao da dualidade
g(X(1),Y*(t) = g(X(0),Y(0)),  para todo ,

¢ satisfeita, em que X(t) € o transporte paralelo de X (0) ao longo de t, com respeito ao

simbolo I';j,. Analogamente, Y*(t) € o transporte paralelo de Y (0) ao longo de t, com

respeito ao simbolo I';;,.. Sejam X = Xiagi eY = Y*j% dots campos vetoriais com

as conexoes D e D*, respectivamente. Denotando por 6 como o campo vetorial para 7,

podemos escrever

d i A d
0=D;X = [EX + FAkQAX’“] T
9

d .
_ RV *J *] nAy/*xk
0=DyY* = [—th +TH0Y }_aej’
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as quais nos proporcionam as sequintes expressoes

d

%X" = —T%,00XF, (131)
d *j *] AAV *k
SV = ST (132)

Usando as formulas (131) e (132), obtemos

d
0=—g(X,Y7)
— %[XiY*jgij]
= T4, X Y g, — XTY00Y g, + Xiyj%gijm
— (—FM]- — N+ %%)Xiwjm (133)

Desde que Y (0) = Y*|) e os vetores X(0),Y(0) e 0(0) possam assumir qualquer valor
diferente de zero, concluimos que, afim de que a equacdo acima seja verdadeira, devemos
ter Oxgi; = Uxij +1'%;i, 0 qual € equivalente a (129).

Por outro lado, assuma que (129) seja satisfeita. Seque-se que

4 (X,Y™) zéii (X,Y™)

dt 00
= g(DgX,Y") + g(X, D;Y™)
=0+0=0,

o que implica em (130).

Nas variedades riemannianas, temos que a equagao é sempre satisfeita, pois
temos a conexao compativel com a métrica g, isto ¢, D = D*. Em outras palavras, a
conexao D é dual de si mesma. Além disso, sempre existe uma conexao dual.
Teorema 3.2 A conexdo dual D* de uma conexao D qualquer sempre existe e € unica.
Prova 8 Dada uma conexao D, podemos definir a sua conexao dual D* através da ex-
pressao (130), em que I';j, e I'f, sdo os simbolos de Christoffel das conexdes D e D*, res-
pectivamente. A unicidade provém do fato da matriz da métrica ser tal que det(g;;) # 0.
Exemplo 11 Considere a expressao que relaciona duas conexoes F§f,§ e ngak) citada em
(18). Fazendo o = 0, obtemos que

@ _ o B
Diw =T+ §Tijkv
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ol Bl Ol
em que Tij, = Eg[58 565 55%]. Dessa forma,

B o0 B

B -8 0
F’('j")f + Pgﬂ'k )= Fgﬂ)f + §Tijk + ik — otk
—or®¥
ij

o que pela (123) garantimos a dualidade entre D) ¢ D(=F),

Consideremos dois campos de vetores X e Y ao longo de uma curva v : I — M, M
uma variedade, que se comportam como o transporte paralelo dos vetores X (to) e Y (to),
to € I, relativos a alguma conexao D. De um modo geral, transporte paralelo nao preserva

o produto interno. Em outras palavras,
G(X(0),Y(£)) # g(X(ts), Y (o)), para algum t € I.

Vejamos a figura que se segue que mostra melhor essa restricao.

X(to) i
Y (to)
g W
Y(to)
Y
( . . !
1\ to ; t ] R

Figura 2: Transporte paralelo sem conexao dual.

Quando esse produto interno satisfizer a igualdade, é porque definimos que a
conexao D é compativel com a métrica CARMO (1976a). Para o caso que a desigualdade
ocorra, podemos garantir a igualdade ajustando o &ngulo com um vetor Y* de tal modo
que preserve o angulo formado com X seja o mesmo em ty e um t qualquer. Em outras
palavras, dado uma conexao D, fazemos uso teorema 3.2 e tomamos uma outra conexao

denotada D* de tal modo que
g(X(t),Y*(t)) = g(X(to), Y (to)), para todo t € I. (134)

O campo vetorial Y* é definido como o transporte paralelo de Y ao longo de . Portanto,
podemos definir a dualidade entre duas conexoes D e D* quando o produto interno entre

quaisquer vetores X (ty) e Y (to) sdo preservados. Vejamos essa observagao na figura que
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se segue.
X
X(to) “
Y*(t)
Y (to)
g -
v(to)
Y
[ . . \
\ to I t / R

Figura 3: Transporte paralelo com conexao dual.

Um importante resultado é que podemos mostrar que as equagoes (129) e (134)
sao equivalentes. Vejamos isso no teorema que se segue.
Teorema 3.3 As expressoes que definem dualidade em (129) e (134) sao equivalentes.
Prova 9 Assumamos como verdade (134). Dada uma curva v : (—e,e) — M com
v(0) = p € M, com a qual, devido a parametrizagio da variedade, podemos expressar o
ponto p localmente como (Y(t),...,y"(t)) em algum sistema de coordenadas (x',... z").
Ao longo da curva 7y, denotemos o transporte paralelo dos vetores X(0) e Y(0) por X
e Y*, relativos as conexoes D e D*, duais entre si, respectivamente. Baseado em (60),

escrevamos os vetores X e Y* por

; 0
X:;aaxi e Y = Zb]axi

Denotando os simbolos de Christoffel com respeito as conexdes D e D* por Fk e 1“*’C

respectivamente, temos

da™ d~t . 0
0= DX = 32 + 2 Gra'Ts ) 5

ox™
7‘7

d
o= = X (S )

com o0s quais, lembrando que 8‘; € uma base para o espago tangente em todo ponto de -y,

respectivamente, temos ‘
da™ d~'
dt 4= dt

Z7‘7

iTm
o’ T
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dbm dy
— ==Y
dt Z dt *

7’7

para cada m. Portanto, usando essas formulas, obtemos

d * k
0= g(X, V") = Zgjkajb

= Z gjkajbl’C + ngk—bk + Zgjmaj%
ngjk Wb — ngk(z_ajrm>bk Zg]ma (Z bk )

agjkd’Y j k 2
ozt dt a’b ZF”’“_O’% ZFUk_a]b

».7» 7.7’ 9.]9

B Z( L ”’“)Ea o

7]7

Como os vetores X (0), Y(0) e (dy/dt)(0) podem assumir quaisquer valores, concluimos

que

agjk "
Isto é,
dgji
i = Fz]k + F”ka

0 que como jd vimos, equivale-se a (129).

Analogamente, assumamos como verdade (129). Podemos escrever

dt (X,Y") = 9(Dayya X, Y") + 9(X, DY)

= 9(07Y*) +g(‘Xv O)

Logo, a variagao do produto internos dos campos € zero, o que implica que eles preservam
o angulo entre eles. Isto €, vale (134).
Teorema 3.4 Se uma variedade M admite uma conexao D, entao existe um sistema de
coordenadas locais em M tal que Ffj = 0. Além disso, as fungoes de transicao entre os
sistemas de coordenadas sao transformagoes afins CARMO (1976a).
Prova 10 A prova desse teorema pode ser encontrada em SHIMA (2007).

Vale salientar que um sistema de coordenadas (x') para o qual vale Ffj =0
com respeito & conexao D é chamado de afim. Um outro resultado importante relaciona
conexao flat com conexao dual flat, o que é uma consequéncia direta do teorema que se

segue.
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Teorema 3.5 Os simbolos dos tensores curvaturas Riji e Ry, das respectivas conexoes

duais D e D* satisfazem

_ *
Rijkl - _Rijlk'

Prova 11 Considere a equagio da dualidade dada em (129). Podemos escrever

_9<D6/Wa v Dojoui g l)
)

0? J 0 J ., 0
- 5§:i5xj a< Oxk’ axl>a ozi? (%’ Da/aﬁ%)
= 595 oo 1)

o . . 0
+ 0 Diyon Doyos 1)

o(DajosDago i) = 159 (Do g 1)
-9 <D6/6zi%7 D5 o.i %)

2
~ 55593 1) ~ 559 (g Do)
~ g7t (e Dioe )
+ g(%, D3 641 D3 o %)

Seque-se que

o 0 g 0
Rijr = 9<Da/axiDa/ama‘ s @) — Q(Da/axj Daﬂ%ﬂ@a @)
) o 0 a9
= g<D6/8sz8/8xJ i’ 8:cl> - g<D8/szD8/8mi@7 @)
= _R:jlk,

a qual € a expressao desejada.
O teorema anterior nos permite formalizar a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.3 Uma variedade M que seja flat com respeito a um par de conexoes duais
€ chamada de flat dual.

Embora de maneira implicita, exemplificamos variedades flat em (28) e (30).
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3.6.2 Coordenadas Duais

Para uma variedade flat dual com conexoes D e D*, podemos adicionar dois sistemas de
coordenadas, duais entre si, que se relacionam com D e D*. Definimos esses sistemas de
coordenadas duais como se segue:

Definigao 3.4 Dois sistemas de coordenadas (6°) e (n;) sio ditos duais entre se seus

vetores bases coordenados satisfazem a condi¢ao

emqueélepami:j, e§fz()pamz'7éj.

De um modo geral, nao temos garantia da existéncia de dois sistemas de coordenadas flat

duais em variedades quaisquer, mas para as variedades estatisticas, temos essa garantia.
Sejam (6") e (n;) dois sistema de coordenadas duais. Com esse raciocinio,

expressamos cada coordenada por

92:81(771777771) € 77j:77j(91=~--78n)7

na qual recuperamos pela regra da cadeia que

o0~ = 00" In o

) on; 0 ) Zae ) (135)

As matrizes g;;(0) = g(35, 55) € hij(n) = g(a%_, 8%_) sao induzidas pelos vetores das
i j

respectivas bases coordenadas duais (135) . Garante-se que elas sdo inversas uma da
outra MATSUZOE and HENMI (2013); MATSUZOE (2014), isto é, h;; = g;;. Este

resultado segue de

B A W N R L

k o

0 8) 60’“(8 8)_8@

hij(n) = 9(8—7%;8—% 3_77/% = 377/ (137)

. . . on; i ~ . .
desde que as matrizes jacobianas (Zpr) e ( gz_) sdo matrizes inversas uma da outra. A
J

expressao (135) pode ser reescrita como

9 ) 9 )
= P N — 1) _—
7 Xj:gw o o > 9" (138)

7

No caso do sistema de coordenadas euclidiano, as coordenadas duais coincidem com as

convencionais.
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O proximo resultado mostra que um sistema de coordenadas duais podem ser
expressos em termos das fungoes potenciais SHIMA (2007).
Teorema 3.6 Sejam (0%) e (n;) dois sistemas de coordenadas cujas respectivas fungoes
de Legendre ¥(0) e ¥*(n) sao tais que MATSUZOE and HENMI (2013); MATSUZOE
(2014)

;oY oY
0" = == 139
8777, € 77] 897 ( )
Portanto, temos
8277/) B 82’17/)*
= = ) 140
Y= 50008 ¢ T T anon (140)
Adicionalmente,
$(0) + " (n) = O'ni. (141)
De modo inverso, quando a fungdo potencial (0) existe tal que g;; = %,

temos um sistema de coordenadas (n;) cujo dual € o (8%) e a equagao (141) nos proporciona
a outra fung¢ao de Legendre 1*(n) respectiva para as coordenadas duais.

Prova 12 FEsta prova pode ser encontrada em COELHO et al. (2015). Outras referéncias
como AMARI and NAGAOKA (2000); MATSUZOE and HENMI (2013) também falam
desse teorema. Mesmo assim, escreveremos a prova, pois ela explicita relagdo entre as

coordenadas convencionais (0') e as duais (n;). Sejam (0)" e (n;) um sistema de coordena-

onj
801 )

Analogamente, a expressio (137), pelos

das duais entre si. A expressao (136) garante que sempre temos g;; = cuja simetria

On; __ On . . oy
ok = Sk o que implica em 1; = 5.

mesmos argumentos implica que 0° = g—g. As expressoes (140) sao obtidas como em (66).

resulta em

Para mostrar a equagao (141), vejamos que

S (S 0) = (5 W)

l

%0 . 00’ . 007
8771'5%' g 8773‘ on;
%0 oY*

= m)+ .
( ] aﬁiam‘ ) 877i877j

(142)



Considerando o fato de que

0%

*

podemos escrever

82,1/}* B
on;on;

0 oy 9*
- O, ;(8%817 ) Z 06! On;0n;

o 0
omon; Y (% a_m>

96* 99!
- Z (aek’ am) an; On;

B Z 0% 06% 08!
D0*06 On; 877]

0 v on
on; 00" On;

0% 0%¢'

= - a- o N
Onidn; 4~ Onion; l

Usando (143) em (142), temos

8%

on;on;

a qual resulta em

P+

821/]* a ( . )
+ 0
on;on; (9171877] Z K

Y= 0+ Y ani+a,
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(143)

(144)

para algumas constantes a' e a. Diferenciando ambos os lados de (144) com respeito a

n;, obtemos a' = 0. Analogamente, assumamos que 1 seja uma funcdo normalizadora

(Legendre) em P tal que g;; = 821269J. O sistema de coordenadas (n;) =
g 0 0% o
9(%’0_77].) 9(89% Zan] aek>

., . 50k
Além do mais, observe que (g%_
J

0

9(5%, 2 B 9.y = 67 mostrando que o sistema de coordenadas (67)

ak
YIC
_ngaek'

on;

) € a inversa de (gx;) =

-) satisfaz

o, - ]
(398). Entao, concluimos que

e (nj) sao duais entre si.
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O exemplo 3 exibe para uma familia de gaussianas as coordenadas convencio-
nais.
Exemplo 12 Sejam T' um conjunto finito e p € P,. Mais uma vez, tomemos a familia

centrada em p €, = {py : 0 € O}, cujas distribuicoes sao descritas através de

Py = exXp (Z 0'u; — ¢(9)>p,
=1

para as fungoes erponenciais uy, ..., u, : T — R satisfazendo as condig¢oes (U1) e (U2),
citadas na secao 2.2.2, quando se define a familia exponencial. Dadas as distribuicoes de
probabilidade py, ..., p,, consideramos a familia mistura M, = {q, : n € H} C P, de

todas as distribuigcoes de probabilidades da forma

n

G =Y mpi+ (1 - Zm)p-
i=1 i=1

Devido ao fato de T' ser finito, temos que P, = &, = M,,. Entao, a fim de garantir que
os sistemas de coordenadas (6") e (n;), imporemos condigoes sobre as fungoes uy, . .., uy,
e as distribuicoes de probabilidades p1,...,p,. Com efeito, suponha que os sistemas de
coordenadas (0') e (n;) sejam mutuamente duais. Da igualdade entre os conjuntos P, =

M, derivemos em relagio ao pardmetro 67 a equagdao py(x) = gq,(x). Obtemos

- 37%( ) < oY
(pi — p) = Do Uj__->-
— 007 007
Desde que %(0) =0egj= % , seque-se que
- bi—DP
- P
Por outro lado, assuma que as funcées pi,...,pn € Ui,...,U, Satisfazem a condi¢do

(145). Sejam 6 = (0') e n = (n;) tais que pop(x) = gq,(x). Da propriedade (U1)

Epluj] =0, para todo j, temos
Eplu;) = niy, [uy). (146)
i=1

Aplicando a derivada em relagdo ao pardmetro 6° em fT po(z)dp =1, temos

[ Ops, N oY
0= Taez‘d“_/Tm(“’(x) aei)d"’
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na qual implica que
oY
00’

Multiplicando ambos os lados de (145) por uy e aplicando o operador esperanga E, |,

obtemos

Z (k] 9i5(0) = Ep[uru;] = gi;(0).

Devido a matriz (g,;) ser positiva definida, segue que E,[uy] = 6F. Este resultado junto

com as expressoes (146) e (147) implica que 8 = ;. Logo, o teorema (3.6) garante que

92
os sistemas de coordenadas (n;) e (') sao mutuamente duais.

Teorema 3.7 Se uma variedade M € flat com respeito a um par de conexoes duais entre
si D e D*, entio temos um sistema de coordenadas dual (0°) e (n;), respectivamente.

Prova 13 Seja (0') um sistema de coordenadas afim, em que Iy = 0 com respeito a

conexao D. Da equa¢io da dualidade (129), temos que e = %. Do fato de D* ser
flat AMARI and NAGAOKA (2000), escrevemos a(,)g;f Ui = Ty = %992']’?, mostrando
a existéncia da funcao ny tal que gjp = %. Pela simetria, gi; = g;i, seque-se que

on; __ On; 2%y
001 — 90 00007 *

Do Teorema Proposicao 3.6, garantimos a existéncia de e um sistema de coordenadas

Como consequéncia, existe uma fungao potencial ¢ em M, tal que g;; =

(n,) dual com respeito a (6%). Resta-nos mostrar que (n;) € afim com respeito a D*. Pela

definicao de dualidade,

9 0 9 9
aeig<%’a_nk) = a51% =

Usando as expressoes (138), podemos escrever

- Z glkg( 367 003’ 801> Z gjlglm!]( D"’"m a(??k>
Z 9jigimy <(9 m’ o aik)

o qual mostra que os simbolos de Christoffel de D* com respeito a (n;) sao identicamente
nulos. Logo, garantimos que (n;) € um sistema de coordenadas dual para a conexdao D*.
Dois outros resultados importantes envolvendo as conexoes duais sao o Teo-
rema de Pitagoras e o Teorema da Proje¢ao, ambos aplicados em variedades duais AMARI
and NAGAOKA (2000). Seja M uma variedade flat equipada com um par de conexoes
D e D* duais entre si. Ainda de acordo com a notagao ja citada, sejam mais uma vez
(6%) e (n;) sistemas de coordenadas duais com respeito as conexoes D e D*, respectiva-
mente, cujas fungoes potenciais sao ¢ e 1*, também respectivamente. Conforme visto em

SHIMA (2007), dada uma variedade flat dual, a divergéncia entre dois pontos p e ¢ em
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M é definida como
D(p |l q) =¥(p) + 4" (q) — Z 0" (p)ni(q). (148)

Mais uma vez cito que pode-se recuperar a métrica de M usando a divergéncia (148).

Precisamente,

() Pl )], =)« K&ﬁmkﬂwndquwm>

No sistema de coordenadas (#°), os coeficientes das conexoes sao dados por

* &y
Par =0 e Vi = Sgiapionr

Analogamente em ao sistema de coordenadas (7;),

83*
Tp=-2% o

—0.
On;On; Ony, igh ™

Considere as seguintes expressoes abaixo, nas quais p, q,r € M,

D(pll q) = ¢(p) +¢*(q) — Z 0" (p)mi(q)

D(q |l r) =v(q) +¢*(r) - Z 0" (q)mi(r)

Com algumas manipulagoes, obtemos a expressao
D(pllg)+Dlg | r)=Dplr) = 20’ p)mi(r +29’ O)milq
— Z o' (p)ni(r Z 0 (q)mi(r
—§jw ) =0 (@] () — (@] (149)

A expressao (149) é chamada de desigualdade triangular. Através dessa relagao, podemos
estender o Teorema de Pitagoras para P. Antes de enuncié-lo, vejamos a seguinte defini¢ao
auxiliar abaixo.

Definigao 3.5 Para duas distribuicoes pg, e pg, em P, a curva
0(t) =t0' + (1 — 1)6° (150)

€ chamada de @-geodésica, em que t € [0,1] € o pardmetro da curva e (0°) € o sistema de
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coordenadas convencional. Analogamente, a p-geodésica dual € a curva dada por

n(t) =ty + (1 —t)ne, (151)

em que t € [0,1] é o pardmetro da curva e (n;) € o sistema de coordenadas dual.

Agora, podemos generalizar o Teorema de Pitagoras.
Teorema 3.8 Sejam p,q er trés pontos em P. Considere que a geodésica 7, relacionada
a conexao D, conecta p a q e a geodésica o, relacionada & conexao D*, conecta q a r.

Entao, a relagao pitagorica

Dplla)+Dlallr)=Dplr) (152)

€ satisfeita.
Prova 14 Sejam (6") e (n;) dois sistemas de coordenadas afins dual de P com respeito as
conexdes D e D*, respectivamente. Considere as geodésicas v1(t) e y2(t) como em (150)

e (151), respectivamente. Além disso, sejam os vetores tangentes ao longo das geodésicas

dados por
' D S - () (153)
it 4 06
= ) - o)l (154)

)

Usando a dualidade das coordenadas (%) e (n;), as curvas sao ortogonais em q. Nessa

particularidade, a expressao (149) se resume ao Teorema de Pitdgoras.

p

Dy (pllq)

el

D r
D-geodésica v eldlir)
q D*-geodésica s

Figura 4: Teorema de Pitagoras.

Uma consequéncia direta do teorema acima é o que denominamos por Teorema da Pro-
jecao.

Corolario 3.1 Sejam P uma variedade flat dual e N uma subvariedade auto—paralela
de P, com respeito a conexdo dual D*. Fizado um ponto P\ N, o minimo da fungdo
r i+ Dy(p || r) € atingido no ponto q se, e somente se, a D-geodésica conectando p a q €

ortogonal a N' em q.
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Prova 15 Sejam (95%) um sistema de coordenadas der € N ey, (t) a geodésica associada
a conexao D ligando os pontos p e r por t0(p) + (1 — t)0(r). De (148), podemos escrever

) 00 dn; 0

—D = D
3320 1 1) = 2 555 D0 1)

== - B0 00,

. A 0 00t 0
= oS00 -0l X 5

J
- (G 5)

D(p |l q) = 0 se, e somente se, y1(t) € ortogonal em q € N.

p

q N

)

Portanto, 557

Figura 5: Teorema da Projecao.

Nossas contribuigoes ao longo desse capitulo focaram-se na parte de geome-
tria. No capitulo que se segue, vamos mostrar alguns resultados de aplicabilidade. Es-
pecialmente, abordaremos como se estimar pardmetros que especificam as distribuicoes
de probabilidade py. Para tal, algumas defini¢coes e resultados preliminares de inferéncia

serao abordados, para que apliquemos ao contexto da ¢-familia.

3.7 Sintese

Neste capitulo se concentra-se a maior parte dos resultados dessa tese. Motivado nas
pesquisas em Geometria da Informagao que sao amplamente difundidas, como podemos
ver nos trabalhos indicados em AMARI and NAGAOKA (2000); AMARI (2013); KA-
NIADAKIS, LISSIA, and SCARFONE (2004); NAUDTS (2011); CENA and PISTONE
(2007), dentre muitas outras, apresentamos a geometria de uma nova familia paramétrica,
denominada ¢-familia. Esta familia generaliza as familias exponenciais deformadas, logo

também a familia exponencial, esta dltima amplamente estudada por AMARI and NA-
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GAOKA (2000); AMARI, OHARA, and MATSUZOE (2012); AMARI (2013). Definimos
uma fungao chamada p-fungao que possui propriedades similares a fung¢ao exponencial,
que foi introduzida em VIGELIS and CAVALCANTE (2013b). Ao trocarmos a funcao
exponencial por uma @-fungao, construimos uma fungao de divergéncia com a qual indu-
zimos a estrutura de geometria da ¢-familia.

Vimos que a @-divergéncia generaliza a divergéncia de Rényi e considerando
uma familia exponencial centrada em uma fungao de probabilidade p, a -divergéncia
coincide com a de Kullback—Leibler. Recuperamos um par de conexoes duais, com as quais
calculamos os seus respectivos simbolos de Christoffel. Por fim, estudamos as coordenadas
duais com as quais exibimos uma versao do Teorema de Pitédgoras e o Teorema da Projecao

para as p-familia.
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4 ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA
MODIFICADO

Neste capitulo propomos uma modificagao para o Maximum Likelihood FEsti-
mator (do inglés MLE) desenvolvido por R. A. Fisher ALDRICH (1997) para uma amostra
segundo uma distribui¢do na y-familia, como definido em 3.1. A importancia do MLE
estd nas aplicacoes possiveis, como ocorre em sistemas de comunicacao, inferéncia esta-
tistica, processamento de sinais dentre outros, como podemos citar KAY (1993); Trees,
Bell, and Tian (2013). O fundamento geral do MLE esta em tomar uma amostra de uma
variavel aleatoria X e estimar qual a distribuicao de probabilidade que melhor caracteriza
essa amostra. Essa ideia sera estendida para as distribui¢oes definidas na -familia. Sera
mostrada uma versao generalizada do método de estimagao de méxima verossimilhanca.
Este método depende fortemente do uso da ¢-funcgao para estimar os parametros dada
uma amostra. Do fato que uma p-familia é paramétrica e dada uma amostra distribuida
segundo uma @-fungao pg como em (65), identificamos o parametro 6 da distribuigao py.

Mostramos uma condi¢ao necessaria para que um valor #* maximize a fun-
¢ao de verossimilhanca desenvolvida para a ¢-familia. Mostraremos que esse fato esta
intrinsecamente ligado com a minimizagao da -divergéncia, citada no capitulo anterior.
Definimos uma classe especial de p-funcao denominada de ¢-gaussiana, a qual sera tutil
para efeitos de simulacao. Além do mais, proporemos um algoritmo de busca de parame-
tro nas ¢-gaussianas. Além disso, como é natural analisar em problemas de estimagao,
estudaremos questoes de convergéncia assintotica do método estabelecido, em que al-
gumas simulagoes dao indicativos de sua eficicia e exibiremos uma versao mais geral da
Desigualdade de Cramér-Rao. Por fim, algumas propriedades da y-familia nos permitirao

inferir sobre critérios estatisticos intrinsecos a P.

4.1 Estimador de Maxima Verossimilhanga Genreralizado

Nessa secao, apresenta-se um resumo dos principais conceitos e resultados que tratam de
estimagao. Com base neles e na caracterizacao da ¢-familia dada no capitulo anterior,
vamos mostrar uma generalizagao do método classico de maxima verossimilhanca. Alguns
teoremas e proposigoes ja bem conhecidos nao serao necessariamente demonstrados, mas

as devidas referéncias dos teoremas sao citadas.

4.1.1 Preliminares de Teoria da Estimacao e Andlise de Convergéncia

Para a teoria de estimacao de parametros, consideremos uma sequéncia de variaveis ale-
atorias Xy, ..., X, independentes e identicamente distribuidas a uma fun¢ao densidade

de probabilidade pyg. Por questoes de abreviacao, ao termo independente e identicamente
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distribuidas segundo uma funcao de densidade py usaremos iid Mais uma vez citamos, o
parametro € © associa-se injetivamente a uma fungao densidade de probabilidade py.
Isto é, py pertence a uma familia paramétrica como mostrado em (49). Um dos objetivos
dessa secao ¢ desenvolver uma fungdo estatistica E, = E,(Xy,...,X,) KAY (1993) em
que dadas n observacoes de uma amostra, possamos estimar o parametro # que caracterize
pg. Em outras palavras, a funcao E, é um estimador de 6.

Definigao 4.1 Seja {X1,..., X, } uma amostra de uma distribuicio parametrizada por
0. O erro quadrado médio (MSE proveniente do inglés) de um estimativa 6 def ¢ definido
como WALPOLE et al. (1993)

EQM(0) = Ey[0 — ). (155)

A expressao (155) pode ser reescrita por

EQM (0) = Ey[(0 — Ey[0]) + (Eo[0] — 0)]*
= BEyl0 — Ey[0)]> + [Ee(0) — 6]
= Vafr’[é] + [E@(é) — 9}2, (156)

~

na qual o termo Fy(f) — 6 é chamado de viés do estimador LEON-GARCIA (2008).

Quando a fungao de densidade conjunta Ly(X7, ..., X,) é vista como uma fun-
¢ao de 0, dada uma amostra {X7,..., X}, esta é chamada de fun¢do de verossimilhanc¢a
LEON-GARCIA (2008). Em algumas situagoes, ao invés de se trabalhar com a fungao de
verossimilhanga Ly, trabalha-se com o logaritmo de Ly, resultando na funcao ly = log(Ly)
LEON-GARCIA (2008). Especialmente quando a amostra é i.i.d., essa mudanga torna-se
mais 1util, devido a propriedades do logaritmos e da definicao de variavel aleatoria inde-
pendente LIPTSER and SHIRYAEV (2013), o que torna a fungdo ly linearizada. Esse
ponto sera de extrema importancia para definirmos a versao com a qual generalizaremos
o método de estimagao de maxima verossimilhanca generalizado.

Das fungoes estatisticas mais conhecidas, destaca-se a fung¢dao score KAY (2013)

U, (0) = %zg(xl, LX) (157)

devido a propriedades intrinsecas, em especial a que em média ela é identicamente nula
para todo pardmetro. Analisando a expressao (157), percebe-se que ela mede a taxa com
a qual a funcao de verossimilhanga varia de acordo com a variagao do parametro #. Uma
particularidade que decorre de (157) é que quando a funcao de probabilidade conjunta da

amostra se fatora no produto de suas marginais, temos

U6) =Y 25 log () (15%)



79

em que py(z;) ¢ a funcdo densidade de probabilidade da variavel aleatoria X; e desde que
Xi,... X, sejam iid. Além disso, a expressdo (158) tem parcelas iguais. Aplicando o

operador esperanca em (158), obtemos

Eg[U,(0)] = nEy [p/(Xl)] = n/Tﬁ;((i(;l))pgda:.

Assumindo mais uma vez que o sinal de integracao e a derivada em relacdo ao parametro

f comutam entre si e que o conjunto

{z : po(x) > 0}

nao depende de #, podemos escrever

0
E, [ log po( )H :/ filde < co, V€O, (159)
o6 T
A expressao da fungao score dada em (158) é base para definirmos uma outra expressao,
em termos de notagao, da matriz de Informagao de Fisher 1(0) que é dada por
2

1(6) = EQ[ % logpg(X)H <o, feo, (160)

tal que
Eq[Uy(6)] = nI(0).

Observe que em (5), a expressao do elemento da matriz g;; coincide com o da expressao
(160) o que mostra uma estreita relacdo entre os estudos de estimagao e de variedades
estatisticas. Além do mais, a matriz I(f) é uma matriz de momentos de ordem 2. Também
podemos interpretar (#) como uma medida de informagao de um parametro 6 extraido
de uma amostra.

A equagao (157) nos descreve a func¢ao score como uma fungao do vetor ale-
atorio X = (X,..., X)), em que as variaveis aleatorias X; sao i.i.d. Com esta notagao,

percebe-se que

8logp9 1 Ope(X
E[ /fe o ) £ (X)dx
Ipe(X )
2 dX

9
_%/pe(x dX

/pg(Xi>dXi

I
=

1

I
\.O .



80

assumindo aqui mais uma vez a permutacao entre integral e derivada. Em outras palavras,

a matriz de informagao de Fisher I(6) ¢ igual a matriz de covariancia da fungao score.
Intuitivamente, quanto maior o niimero de elementos de uma amostra, mais

verossimil é o estimador. Podemos formalizar melhor essa ideia de convergéncia assintotica

através das proximas duas definigoes que se seguem.

Definicao 4.2 (LEON-GARCIA (2008)) Uma sequéncia de estimadores E, = E,, (X1, ...

€ fracamente consistente para o parametro 0 se, para cada € > 0 e para todo 6 € O,

lim P(|E, — 0] <¢) = 1.

n—oo

Em outras palavras, para uma amostra de tamanho extremamente grande, o
estimador converge para o parametro #, em termos de probabilidade. Vejamos o exemplo
que se segue para melhor ilustrar essa defini¢ao.

Exemplo 13 Seja { X, }nsn>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d., distribuidas
sequndo a normal N(0,1) e consideremos a sequéncia de estimadores que associa uma

uma amostra de tamanho n com a média amostral X, dada por

_ 1
Entao,

_ 0-+c n % . L
Po(|X — 0] <€) = / (2_) o~ (n/2) (02
9 ™

—&

€ 1
— / (i) 2~ (n/2)y%dy
2w

evn 1

_ / (L) 2 (128 g
NG 2

= P(—ev/n < Z < &y/n)

— 1 com n — 00,

em que Z ~ N(0,1). Portanto, X, € um estimador consistente para o pardmetro 6.

e foma equivalente, podemos expressar a definicao acima com outra conotagao.

Defini¢ao 4.3 (LEON-GARCIA (2008)) Uma sequéncia de estimadores E,(X) de

um parametro 6 converge fracamente para 0 se Ve > 0,
P(|E.(X)—0] >¢) =0, n — 0o.

Em outras palavras, esse estimador € consistente.

Uma outra forma de se classificar um estimador como eficiente esté relacionada
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com a sua funcao de densidade conjunta dado um parametro #. Segue-se no teorema
abaixo.

Teorema 4.1 (Teorema da Fatoracao, ZACKS (1971)) Uma estatistica E,, é sufi-
ciente para uma pardmetro 0 com respeito a uma familia paramétrica se, e somente se, a

fungao de densidade conjunta Lo(X1, ..., X,;0) pode ser fatorada como
Lg(Xl,,Xn,e) :gl(Tn76)g2(X1,,Xn>, 96 @

Para que possamos focar na comparacao de nosso método de estimagao pro-
posto com o MLE, faz-se necessario uma breve apresentacao do MLE. Existem intmeros
outros métodos de estimacao como o Método dos Momentos e o Método dos Minimos Qua-
drados ZACKS (1971). Porém, esses nao sao foco dessa tese e por isso ndo comentaremos
sobre eles.

Com efeito, consideremos uma amostra { X7, ..., X, } de uma variavel aleatoria
iid, distribuida segundo uma funcao densidade de probabilidade py. Como jé citado, a
funcao de verossimilhanga de 6 segundo a amostra é dada por HAMILTON (1994)

n

lo(x) = [ [ pol:), (161)

i=1

na qual py(x;) é a fungado densidade de probabilidade da variavel aleatoria X;.
Definicao 4.4 O estimador de mdxima verossimilhanca de 6 € denominado por Orirp tal
que

Oriie = argmax Ly ().
fco

Do fato da fungao logaritmo ser estritamente crescente, o 0 vmLe € de igual modo

calculado quando o definimos por

éMLE = argmaxlg(x). (162)
0co
Na equagao (162), o estimador Orrre pode ser calculado pelas condi¢oes de primeira ordem
para derivadas, caso o parametro # seja unidimensional. Isto é, dentre os pontos criticos
de Iy, estabeleceremos o Orpp. Mais precisamente, os estimadores serao dados pelas raizes
da equacao
Olg
— =0. 163
50 (163)
Por questao da convexidade da funcao de verossimilhanca, temos a unicidade desse es-
timador. A equacdo (163) é chamada de equacdo de verossimilhanga WALD (1949).

Paralelamente, para garantirmos que 0,/ seja de maximo, devemos ter a condigao de
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segunda ordem abaixo satisfeita

2
(%)9:9 <0

Destaca-se que quando usamos a equacao (163) equipada com a fungao logaritmo, a
condicao de primeira ordem se reescreve utilizando a fungao score

_ OJlog Ly

Un(#) = == =0 (164)

baseado na expressao da fungao score expressa em (157). Contextualizemos esses conceitos
com o exemplo abaixo.

Exemplo 14 Seja {X1,...,X,,} uma amostra de uma varidvel aleatoria distribuida se-
gundo a distribui¢ao gaussiana padrao N(01,603). O logaritmo da fungao de verossimi-

lhanca € dada por

n

log Lo(z) = —g log(2m62) — > (x; — 61)%/2.

i=1

Algumas manipulagoes resultam em 0, = Yo xi/n, a qual por defini¢ao € a média amos-

tral X e 0y = >.° (x; — Z)?/n. Isto é, a estimativa de 6; que mazimiza a equagdo
. . . . 7 - - 2
de verossimilhanca € obtida com a média amostral. Além disso, 85;’%!9 =-n<O0e
1
9%logly n N1 . P .
o0 = T < 0. Por fim, Ey[01] = 61, o que nos garante que o estimador € nao envie-

sado. Em contra partida, a média do estimador by ¢ Eg[ég] = "7_192 , 0 que 1mplica que

se tem viés. Porém,
.on—1
lim
n—oo n

92 — 92, (165)

portanto a expressao (165) nos dd a consisténcia da estimativa de 6s.

Um fato a se destacar é que podemos estabelecer critérios para que uma funcao de um
estimador consistente também seja consistente. Mais formalmente, vejamos o teorema
abaixo.

Teorema 4.2 Seja { X, }nsn>1 uma sequéncia iid distribuida segundo uma fungdao den-
sidade de probabilidade conjunta py € tal que lo(x) = [}, po(z;) a respectiva fungio de
verossimilhanga, em que pg(x;) € a fungao densidade de probabilidade da varidvel aleatoria
X;. Suponhamos que uma fungao g(0) seja continua em O e que O seja o estimador

de mdzima verossimilhanca de 0. Entdao, para todo € > 0 e para todo 0 € ©,
lim P(lg(0rre) — 9(8)] =€) =0.

Em outras palavras, g(0y1) € um estimador consistente de g(0).
Podemos ver com detalhes a demonstracao em KENDALL, STUART, and
ORD (1968), em que basicamente o fato da continuidade da fungao g permite que esta

seja aplicada dentro da func¢ao de probabilidade P, ao permutarmos com o limite. Outros
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pontos a serem abordados sao aqueles que se referem & convergéncia de sequéncia de varia-
veis aleatorias. Nesse sentido, citamos os principais resultados e defini¢oes que abordam a
convergéncia estocéstica, omitindo alguns preliminares como sequéncia de niimeros reais
e algebra de eventos.

Existem alguns tipos de convergéncia envolvendo varidvel aleatéria como con-
vergéncia quase certa, convergéncia na r-ésima média dentre outras SCHMETTERER
(2012). Porém, vamos citar apenas aquelas que serao utilizadas para analise do método
de convergéncia proposto no final dessa secao. Com efeito, vejamos a defini¢ao abaixo.
Definicao 4.5 Uma sequéncia de varidveis aleatdrias (X, )n,>1 converge em probabilidade
para uma varidvel aleatoria X se para todo € > 0, temos CASELLA and BERGER (2002)

lim P(| X, — X|>¢)=0. (166)
n—oo
Com efeito de simplifica¢do, quando a sequéncia de variaveis aleatorias (X,,),>1 satisfizer
a condigdo (166), denotaremos por X, £ X. Para melhor entendimento da definicao,
consideremos o exemplo abaixo.
Exemplo 15 Seja a sequéncia (X,,)n>3 de varidveis aleatorias independentes distribuidas
sequndo uma a funcao densidade de probabilidade dada por
1 1

(=0 =1-p ¢ P

- logn’ nzs.

Temos que para € € (0,1), P(|X,| > ¢) = P(X, =n) eparac > 1, P(|X,| > ¢) <
P(X, =n). Como lim,_,« @ =0, entao para todo € > 0, lim P(|X,| > ¢) =0.

Um outro tipo de convergéncia é a ser comentada é Convergéncia em Distribuicdo. Espe-
cificamente ao longo dessa tese, a convergéncia em distribuicao seré de suma importancia
por causa de varios resultados ja conhecidos que serao aplicados para garantir a conver-
géncia da versao mais geral do MLE.

Definigao 4.6 Uma sequéncia de varidveis aleatorias {X, fnsn>1 converge em distribui-
¢ao para uma varidvel aleatoria X se, para todo ponto de continuidade x da funcgao de
distribuicao de probabilidade Fx da varidvel aleatoria X , temos CASELLA and BERGER
(2002)

lim Fy,(z) = Fx(z). (167)

n—00
Com efeito de simplificagdo, se a sequéncia de variaveis aleatorias (X,)n>1

satisfizer a condi¢ao (167), denotaremos por X, 2 X. Um importante resultado nos ga-

rante que temos convergéncia em distribuicao mediante a convergéncia em probabilidade.

Mais formalmente, vejamos o teorema abaixo que pode ser encontrado em BILLINGSLEY

(2013).

Teorema 4.3 Se a sequéncia de varidveis aleatorias { X, }nsn>1 converge em probabili-

dade para X, entao também converge em distribuicao.
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Prova 16 Suponha que X, B Xe que X tenha funcao de distribuicio Fx. Seja x um

ponto de continuidade de F' e € > 0 tao pequeno quanto se queira. Entao,

Flz—e)=P(X <z —¢)
(X <z—e]X,—X|<e)+ P(X <z—¢,|X,— X]|>¢)
(X, < @)+ P(X, — X| > ¢) (168)

P
P

Flx+¢)>P(X, <z)—P(X,— X|>e¢).

As definigoes e resultados citados nessa subsegao até aqui sao pré-requisitos para a ana-
lise de convergéncia assintotica propriamente dita. Nesse sentido, esses preliminares serao
citados nas defini¢oes e resultados de convergéncia que se seguem. Abordaremos um con-
ceito essencial para darmos prosseguimento: funcoes de estimacio CHANDRASEKAR
and KALE (1984); SEN, SINGER, and DE LIMA (2010). Veremos uma condi¢ao ne-
cesséaria para se garantir convergéncia envolvendo as fungoes de estimagao, usando as
propriedades de linearidade assintotica uniforme de estimadores gerados pelas equagoes
de estimacgao. Esses resultados serao importantes, pois nem sempre conseguimos exibir
a fungao de estimacao de forma explicita como fungao das observagoes (ou amostra) ou
podemos ter problemas relacionados & unicidade de parametro que maximiza uma func¢ao
de verossimilhanca de um estimador. Tal observagao tem destaque, pois nos deparamos
com esse problema de uma condicao implicita para a maximizacao da funcao de verossi-
milhanga em nosso problema aplicado. Discutiremos isso no final dessa subsecao. Com
efeito, consideremos inicialmente a definicao que se segue.
Definicao 4.7 Uma funcao de estimagao € uma funcao ¢: T'x © — RP tal que para cada
0 €0, ¢(-,0) = RP € uma varidvel aleatoria.

Seja (T, %, 1) um espago de medida, em que parametrizamos a variedade esta-
tistica P. Suponhamos a existéncia de uma amostra de n vetores aleatérios independentes
X; = (i1, .., Tin)T, com i = 1,...,n, em que cada indice i associa-se com uma fun¢ao de

estimacao ¢;. Estendemos, através de ¢;, a funcao de estimacao para as amostras por
n
®n(x7 0) = Z ¢Z<Xl7 9)7
i=1

em que X = (Z1,...,T,).
Motivado pela estimacao de parametros, focaremos nas func¢oes de estimacgao

cujas raizes coincidem com os estimadores dos parametros. Isto é,

,(x,0,) = 0. (169)
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A expressao (169) é chamada de equacdo de estimagao. Além disso, a fun¢ao score da
familia exponencial (157) é um exemplo de fungao de estimagao.

Podemos, através de uma funcao de estimagao ®(#), definir véarias outras fun-
¢oes de estimacao através da equivaléncia definida abaixo:

Definicao 4.8 As funcgoes de estimacao ®(0) e ¥(0) sao equivalentes se, e somente se,
V() = C(0)2(0), (170)

sendo C(0) uma matriz de ordem p de posto completo BASAWA, GODAMBE, and TAY-
LOR (1997).

A equivaléncia (170) indica que existem infinitas fungdes de equivaléncia. Ade-
mais, por conta de C(f) ser de posto completo, uma raiz de uma fungdo de estimagao
qualquer serd também raiz de todas as fungoes equivalente.

Um outro conceito extremamente importante é o de funcao de estimacao nao
viesada que seréd citado abaixo e pode ser encontrada em BASAWA, GODAMBE, and
TAYLOR (1997).

Definicao 4.9 Uma func¢ao de estimagao ® serd denominada nao viesada se a equagao
de estimacao abaizo
Eof@(6)] = 0 ()

€ satisfeita para todo 6 € ©.
Para melhor entendimento da definigao acima, considere o exemplo de aplica-
¢ao abaixo.
i

Exemplo 16 Seja p(x;,0) = %exp(— o) a funcao de distribui¢do exponencial. A fungdo

de estimacao associada a essa distribuicao € dada por

o(0) = i; %log(%exp(—%)) =0<=n-— Y %:O.

1=

Além disso,

Eo[®(0)] = /T(n - i %)p(mi, 0)dz;

=1

As defini¢oes dadas acima estabelecem restrigoes as fungoes de estimacao para que se
tenha propriedades assintoticas satisfatorias. Vale destacar que no Capitulo 2, vimos que
Eg[gleﬂ = 0, em que gé@
estimacao e equacao de estimacgao, percebemos que implicitamente estava se garantindo

¢ a fungao score. Portanto, dados os conceitos de funcao de
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as devidas condicoes para convergéncia assintética do Estimador de Maxima Verossimi-
lhanca. A ideia sera explorar as propriedades assintoticas das fungoes de estimacao e, em
seguida, estendé-las aos estimadores. A propriedade de maior relevancia a ser trabalhada
é a de regularidade.
Definigao 4.10 Uma fungao de estimagao ®(x,0) € dita regular se para qualquer pard-
metro 0 € ©, as sequintes condigdes sao satisfeitas GODAMBE (1960):

1 ®(x,0) é nao viciada.

2 As derivadas parciais de ®(x,6) com respeito ao parametro 6 existem, para quais-

quer z € T.
3 2 Ep[®(x,0)] = Ep[2%], isto ¢, os operadores derivada e integral permutam.
4 A matriz

Vo (0) = Eg[®(x,0)07 (x,6)]

¢ positiva definida, em que as entradas da matriz sao dadas por
Vij = Eg[(I)Z'(X, H)CDJ-(X, 0)] € R.

5 E@[%(X, 9)%(){, 0)] € R e Se(0) = Ep[VeP(x,0)] ¢ ndo identicamente nula, em
que V ¢é o operador gradiente em relagao ao parametro 6.
Observemos que para o caso uniparamétrico, as condicoes 4 e 5 da funcao de

estimacao convertem-se, respectivamente em
0 < Ey[®*(9)] < o0 e — 00 < Ey [—] < 00.

Outro conceito de extrema relevancia é o de Matriz de Informacao de Go-
dambe, cuja equivalente nas familias exponencias é a matriz de informagcao de Fisher e ja
destacamos que estabelece uma referéncia da quantidade de informagcao que se pode obter
de um paradmetro dada uma amostra de uma variavel aleatoria.

Defini¢ao 4.11 Seja ®(0) uma fungao de estimagao regular. A matriz
Jo(0) = S3(0)Va'(0)Sa(9) (172)

€ denominada matriz de informagao de Godambe de 0 associada a P.

Um fato importante que decorre de (172) e da fungao score que provém de
uma distribui¢do de é uma fungao regular e, além disso, Sg(0) = —V&(6), 0 que implica
que a matriz de Godambe realmente coincide com a matriz de informacgao de Fisher, como

afirmado antes, isto é,
Ja(0) = —S5(0) V' (0)Va(0) = —S5(0). (173)

Completa-se a esses fatos de regularidade explorar as propriedades de linearidade das
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equagoes de estimacao, para entao obter resultados de convergéncia assintética dos es-
timadores de fato. Consideremos a seguinte equacao de estimacao abaixo, para o caso

uniparamétrico e com variaveis aleatorias também unidimensionais,
n
A _l A
M,(0,) =n"2 > ¢(X;,0,) =0, (174)
i=1
em que funcao ¢ seréd escolhida de tal forma que

[ o000 =0, (175)

/R 62(z, 0)dFy (2, 0) = 02(,0) < 0o, (176)

com Fyx denotando a funcao de distribuigao da variavel aleatoria X. Observe que as
expressoes (171) e (175) s@o equivalentes. Portanto, vamos avaliar o pardmetro 0, que
¢ descrito na expressao de (174). A seguir, apresentaremos algumas notagoes que serao
utilizadas no principal teorema desta secao, em que estabeleceremos sob algumas hipote-
ses, a convergéncia em distribuigao de estimadores provenientes de equagao de estimacao.
Defina

A(6,6,6) = Eq[6(X, 0+ 6)] (177)

para todo § em uma vizinhanca de 0 conveniente. E sensato definirmos (177), considerando
a continuidade da fungao ¢. Observe que, pela equagao (175), A(¢, 6,0) = Eg[p(X, 0)] = 0.

Portanto, temos

A(,6,6) = / 6(2.0 1 6) — o, )l dFx (a3 )

—5 / S16(,0+ ) — o{a, 0)dFx (x:0)

Considerando que ¢ é absolutamente continua, ao tomarmos o limite de A(¢, 0, ) quando

0 — 0, temos
1
V(6,0) = Tim SA(6, 6, 0) = / & (x, 0)dFx (x: 0), (178)
i—0 5 R
em que

¢'(x,0) = lim[o(z, 0 + ) — ¢, 0)] /5.

Denote por fx a fungao densidade de probabilidade associada a variavel aleatoria X. Com

algumas manipulagoes, a expressao de (178) pode ser reescrita como

v(,6) = /R o, 0) fy(; 0) e,
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em que fg(x;60) = lims_g %[fx(a:; 0+9)— fx(x;0)]. A fungao score associada a distribuigao

de probabilidade fx sera dada por

br(x,0) = fx(2;0)/ fx(x;0),

enquanto a informacao de Fisher em 6 é

15(0) = [ [Fic(a:0)/ s w0 (i)
Dessa forma, podemos reescrever (178) por

v(6.0) = o (6,0)[1;(0)]2 pl6 (-, 0), b4 (-, 0)] (179)

em que p é o coeficiente de correlacao entre as funcoes score ¢ e ¢5 e o ¢é a funcao de
variancia. Com essas notagoes dadas, citemos o teorema que se segue:
Teorema 4.4 Se o estimador 0, satisfaz a equagao (174), respeitando as condigoes de

reqularidade descritas na Defini¢ao 4.10, entao

V0, —0) B N (0, [1;(0)p%(¢, 65)] 7).

Prova 17 Mais uma vez, embora a prova esteja em SEN, SINGER, and DE LIMA

(2010), apresentaremos um resumo da mesma. Considerando

~

podemos estabelecer que 0, = 0 +n~24. Portanto, Mn(én) = M,(0+ n_%ﬁ) =0, em que

M, satisfaz (174) e, considerando (175) e (175), o Teorema Centraldo Limite CASELLA
and BERGER (2002) garante que

M,(6) B N(0,0%(4,0)).

Caminhando para os resultados finais, falaremos sobre o Método Delta, que
tem a sua versao linear e multivariada. Este método é um resultado que aumenta signifi-
cativamente o Teorema Central do Limite CASELLA and BERGER (2002).

Teorema 4.5 ( Método Delta) Suponha que /n(T,, — 0)/o A N(0,1) e seja g uma
fungao continua tal que ¢'(0) # 0. Entao, seque que

Valg(T,) — g(8)] /g (6) 2 N(0,1). (181)

O Teorema 4.5 pode ser generalizado para o caso multivariado. Seja {T,,} uma sequéncia

de variaveis vetoriais aleatorias e suponha que \/n(T,, — 6) BN (0,3). Essencialmente,
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estamos interessados na distribuicao assintotica de v/n[g(Tyn) — g(6)], em que g(-) é uma
funcao real de T,,. Isto é o que se mostra no seguinte teorema.

Teorema 4.6 Seja {T,} uma sequéncia de varidveis p-vetoriais de tal modo que \/n(T,—
0) A N(0,X) e considere uma funcio real g(T,) tal que g(0) = 0g/0x|y € nio nulo e

continua em uma vizinhanca de 6. Entao,

Valg(T,) —g@)] B N©0,42)  com 2= [g(0)]E[g(0)].

Na literatura, varios métodos possibilitam estimar parametros, como o MLE ja citado, o
método dos momentos e outros LEHMANN and CASELLA (2006). E de natural interesse
que, dado estimadores, precisamos compara-los entre si em termos de eficiéncia. Uma das
maneiras de se analisar a eficiéncia é pela desigualdade de Cramér—Rao, em que obtemos
um limite inferior da matriz de varidncia de um estimador pela inversa da matriz de
informacao RAO (1992). Especificamente ao longo dessa se¢ao, mostraremos uma versao
dessa desigualdade aplicada no contexto da p-familia.

Para efeitos de simulacao, iremos considerar o caso particular das (p-familias
das distribuicoes para as quais chamaremos de ¢-gaussiana, que identifica-se com a dis-
tribuicao gaussiana padrao. Com efeito, seja Xi,..., X, uma sequéncia de n variaveis
aleatorias identicamente distribuidas, cuja densidade de probabilidade dependa de um
parametro 6 € O, em que © aqui ¢ um conjunto compacto e convexo, o que nos garante

encontrar um ponto de maximo. Com essas consideragoes, reescrevemos a expressao (162)

como
n

fmLE = arg max E log po (i), (182)
oo ‘o
=1

em que {z1,...,x,} ¢ uma amostra das variaveis aleatorias { X1, ... X, }, respectivamente.

Uma hipétese necesséaria a se impor é garantir que a derivada de segunda ordem seja
negativa, dessa forma, temos localmente a unicidade do 0.5 LEON-GARCIA (2008).
De maneira analoga a equagao (182), propomos um método de estimagao adap-
tado a P. Alguns trabalhos MARTINS and STEDINGER (2000); ZHANG (2009) ja fi-
zeram adaptacoes especificas ao MLE. Em nosso caso, porém, perceberemos que o MLE
aplicado & familias exponenciais se comporta como um caso particular do que iremos
definir abaixo. De fato, seja ¢ uma ¢-fungao como na definicao 3.1. Vamos definir o

estimador de maxima verossimilhanca modificado como

n
0 = argmax > ¢~ (py(:)). (183)

[ ——
Um relevante resultado dessa tese é afirmar que existe uma relagao direta entre a ma-
ximizagao do método de estimagao (183) proposto e a minimizacao da fungao de di-

vergéncia D, (- || -). Para tal, aproximemos a fun¢ao de distribuicao empirica p,(z) =
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5" 6(z — x;) EVANS, HASTINGS, and PEACOCK (2000) por

1=

1 n
pn,e(x) = E Z;us(x - xi)7

na qual

1/e, para —e/2<t<¢g/2,
ug(t) =
0, caso contrario.

Proposicao 4.1 Suponha que as fungoes ¢(+), ug e pg sejam continuas. Entao,

D np () =0 i (Po(@i))
@(pn,s || p@) - n 1 zite)2 p — — Zn " (5(]) .
Doictz vre/y UodT i=1 Yo\ Ls

Prova 18 Através das equagoes (184) e (185), podemos escrever

S I o N R O RPN
/R(sfl)’(pme)d _Z-Z_;/xisﬁ (Wl)’(%)d

e, analogamente,

n

90

(184)

(185)

(186)

-1 zi+e/2 -1 c o [Eite/2
/ ¢ () dx = Z/ —<p_ (pel) dr = ———~~ Z —/ ¢ ! (pe)dz.
R 1 Y T

(= 1) (Pn.c)

ez (07 (52) () (5) o e

Além disso, temos
n $i+8/2
Ug Up
/R(sol)’(pn,s) Zzl n—er2 (7Y (GE)

7
n

c 1 /:EH-E/Q
= — - updzx.
(9071)1(L) z; € Jai—e/2

Usando as expressoes (186), (187) e (188), concluimos que

“1/1
ne~'(;2)
Zn 1 rxite/2

i=1¢ Jo;—e/2

Dy (pne || o) — p
Ugax

n Tit+e/2
S I e (pa)da

x;+e/2
Sl 2 wodz

i=1 E mi—5/2 0

(188)

(189)
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Pela hipdtese da continuidade das fungoes, a expressiao (189) tende para

)
T

(190)

quando € — 0.

A expressao obtida em (190) é de extrema importancia. Perceba que o numerador dela é
o mesmo da expressao (183). Em outras palavras, a fun¢ao ¢-divergéncia tem uma outra
significante contribuicao, pois ela nos possibilita relacionar a maximizacao do método de
estimagao de verossimilhanga generalizado (183) pela minimizagao da fungao de diver-
géncia dada em (190). Esse tipo de desenvolvimento nao é incomum, pois como sabemos
COVER and THOMAS (2006), podemos maximizar a entropia de Shannon, através na
minimizagao da divergéncia de Kullback—Leibler. Ent@o, o método proposto em (183) é
analogo quando minimizarmos a divergéncia. Usando a Proposigao 4.1 em (65), definimos

a funcao de verossimilhancga generalizada aplicada a ¢-familia por

Lo(0) = {elwi) + 0 ur(xs) — 0(O)uo (i)} (191)
i=1
Derivando (191) em relagao a 6%, k = 1,...,n, temos

%£¢—1<9) = i{uk(%) - %UO(%’)} =0,

i=1
o que equivalentemente resulta em

oy Z?:l uy,(;)
00k 3T uo(ws)’

na qual se torna uma condi¢ao necessaria para a maximizacao da fun¢ao de verossimi-
lhanca dada em (191).
Em trabalho anterior SOUZA, CAVALCANTE, and VIGELIS (2016), apresen-

tamos uma classe de fungoes de densidade de probabilidade denominada por ¢-gaussiana,

a qual esta contida em uma p-familia. Dada uma (p-fungao, definimos uma @-gaussiana
como a funcao definida por
(z — p)? )
o= ———" — (o)), 192
Puo = o(— 54 = (o) (192)
em que os parametros g e o representam, respectivamente, a média amostral e uma
medida de dispersao similar ao desvio padrao. Além do mais, a fungao (o) tem a mesma

utilidade como em (65), isto é, é uma fungao normalizadora. Observe também que esse

nome é sugestivo, pois a ¢-gaussiana tem como caso particular a distribui¢ao gaussiana
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padrao, definida por

fro= ! p _—pp —oco<xw <00, pER > 0 (193)
o (62:€ 5 (0. @] X o0, (§ g .
M /2 2 20—2

Para tal afirmagao se fazer valer, basta definir ¢ = exp e considerar a fungao ¢ (o) dada
em (26).

Como citamos no paragrafo anterior, o parametro ¢ ¢ uma espécie de medida
de dispersao. Mostremos o que isso significa. Considerando 7' = R e p uma medida de

Lesbegue e do fato de (192) ser uma distribuigdo de probabilidade, derivando a expressao

/Rgo(—M - w(a))dx =1, (194)

202

abaixo

em relacao a u, obtemos

/R ( —2,u) SO/<——(:L‘ — 1) — Q/)(O'))dl’ =0. (195)

o 202

Permutando integral com derivada, ja que temos as condi¢oes de regularidade, e derivando-

se mais uma vez em relacao a p, obtemos

_/ 1 ¢/<_M —w(a))dl’Jr/RM%""(_M ~ (o) )dz = 0. (196)

R O 202 o 202

Reorganizando a equagao (196), temos uma medida que se assemelha com variancia

o2 — Jr(x — N)QSOH(—% - ¢(U))dmﬁ

— (197)
Jr o' (55 — (o)
Considerando a notagao
E! '] = Je ()" (fop)d
o fR Spl(fcr,u)dx ’
na qual f,, = ¢ ' (p,,), dada em (54), obtemos
o* = By [(X — n)’]. (198)

Iremos agora focar na aplicagdo do método de estimagao proposto em (183), aplicado na

expressao de (191) para uma familia de distribuigdes como em (192) é

Lot = -y (199)

=1

Portanto, um possivel estimador de ¢ é obtido quando o mesmo ¢é ponto critico de (199),
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isto é, 85%;1 @) _ 0, no que implica
OL, 1 = (25 — p)?
62 =2 o3 () =0. (200

i=1

De maneira equivalente, a equacao (200) pode ser reescrita por

oY) = = (@i~ p)?, (201)

i=1
em que se torna uma condicao necessaria para maximizar L,-1(c). Isto é, a funcao (191)
possui um estimador para o parametro o quando este maximiza £,-1. Em outras palavras,
o ¢é raiz da equagao (201). Analogamente, derivando a expressao (199) com respeito ao

parametro p, obtemos a seguinte equagao

0yt &
o ;( )

Algumas manipulagbes nos mostram que o estimador para p é

n

X Xi &
p=> — =X, (202)
=1

isto é, a propria média amostral. Essa medida de estimagcao é importante, pois nao causa
problema na expressao (201), ja que temos dois pardmetros envolvidos na equagao. Isto
é, usando a expressao (202) em (201), fica possivel sim estimar o parametro o. Caso
tenhamos uma varidvel aleatoria continua, podemos deduzir a equivalente da equacao
(201), ainda no mesmo intuito de maximizar a fungao de verossimilhanga generalizada.
Nesse sentido, derivemos mais uma vez a equagao (194), agora em rela¢do ao parametro

o. Obtemos entao

[ o) (- — v e =0 =

o 202
2

[ (- v o= avito) [ o (-0

R 202

- 1/)(U)>dx.

fR(x - N)Q@/(_% - w(U))dde
Jo @' (=2 (o)) da

Usando a nOtaQaO Ea,u[ ] g (fou)de 0

respectiva versao continua por

o' (0) = (203)

observamos que podemos reescrever (201) na sua

o™ (0) = E, [(X — p)’]. (204)
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A expressao (204) acima, a0 mesmo tempo que impoe uma condi¢ao necessaria e suficiente
para encontrar o estimador do parametro o, também evidencia um problema: o parame-
tro citado esta escrito de forma implicita na equagdao. Ao mesmo tempo que se torna
um problema analitico nos motiva a desenvolver um método numérico para a solucao
da equagao (204). Desta feita, desenvolvemos um algoritmo baseado nas caracteristicas
geométricas da p-familia e que resultara numa solugdo em o para a equagao (204). Para
tal, utilizaremos métodos numéricos para se obter integrais e derivadas. Vejamos alguns
pontos que devem ser observados.

e Observagao 1) Dada uma p-fungao, nem sempre podemos obter a fungdo normali-
zadora 1, como visto em (26), embora pelas propriedades da p-funcao, seja possivel
obter uma tnica ¥ como explicado na apds a definicao de ¢-fungao. Portanto, essa
unicidade nos permite obter dado um valor de ¢ atribuido aleatoriamente, usar a
equagao (194), para se obter 1(0), sem ter a sua respectiva fungao explicita. Mais

precisamente, supondo a fung¢ao

(k) = /IR@(—M - k:)da:, (205)

202

o valor de (o) coincide com a raiz da funcao I(k).

e Observagao 2) Nao termos a expressao explicita de ¥ nao sera problema para ob-
termos a expressao de ¢, fato este devido & expressao (102);

e Observagao 3) Obtendo-se o valor de ¢/(o), diretamente obtemos o primeiro membro
da equagao (204);

Com essas observacoes, apresentamos o Algoritmo do MLE Modificado.

Supor um valor inicial para o;
. = _(z—p)® — 1.
Obter o valor de () através da equagdo [, p(—-55 Y(o))dr = 1;
oY (9) _ Bl (c+0ui—p(0)uo)] .
o6 Eluo¢’ (c4+0“u;—(0)uo)]’
Obter um novo valor de ¢, ao substituir ¢'(0) na equagao 0°¢'(0) = E,, ,[(x — p)?].

Obter o valor de ¢'(0) através da expressao

=W =

Para analisarmos a performance do algoritmo, vamos atuar com dois exemplos
de ¢-fungao, a saber ¢(u) = log(exp(u) + 1) e fungdo de exponencial de Kaniadakis
o(u) = exp,(u), com k = 0,2. Portanto, os gréaficos abaixo revelam, para cada uma das
fungoes, como a sequéncia dos valores de estimagao ¢ convergem para o parametro real

g.
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Grafico 1 — Estimador de maxima verossimilhanga generalizado para
p(u) = log(exp(u) + 1)
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Gréfico 2 — Estimador de maxima verossimilhanga generalizado para
o(u) = exp,(u), com k = 0.2.
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Em ambas os graficos acima, para cada valor real de o, faz-se uso de uma
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sequéncia de 20 estimadores observados. Por algum motivo ainda a ser estudado através
da analise de erro quadrado médio para valores de o menores, percebemos uma menor
dispersao das observagoes. Porém, mesmo assim, temos que o estimador ¢ nao viesado,
pois na média, os estimadores se concentram sobre a linha reta. No caso da fungao
exponencial, percebemos que a dispersao das observagoes foi maior.

Uma segunda forma de analise, a analitica, esta baseada no Teorema 4.5.
Iremos formalizar alguns de nossos resultados para que se enquadrem nas hipoteses do
teorema citado. A expressao dada em (201) nos permite observar que o seu primeiro
membro é escrito exclusivamente pelo parametro o, este sendo o foco de interesse da
estimagao. No segundo membro, a expressao mostra uma relagao entre os valores da

amostra. Dessa forma, definamos uma funcao f: (0,00) — (0,00) dada por

fla) = 2™/ () (206)

e consideremos a sua inversa ¢ = f~!. Com essa notacao, definimos a funcao de estimacao
on: T — Rum (0,),>1 dada por
on = 9(T}), (207)

em que 1, = % Dessa forma, temos como estimar o pardmetro ¢ que maximiza
a fungao de verossimilhanca expressa em (199). Pela derivada da inversa LIMA (2004),

g = %, temos que
1

3a?y!(x) + 23" (x)

A expressao (208) é diferente de zero para todo x. Considerando que a expressao (208)

/

g = (208)

esteja bem definida, isto ¢, 3z%¢’(x) +x3¢"(x) # 0, podemos usar o Teorema 4.5 e concluir
que o método de estimagao proposto para o parametro o converge em distribui¢ao. Como

detalhe final, vamos avaliar a varidncia desse estimador.

4.2 Desigualdade de Cramér—Rao

Um importante resultado que se segue estabelece como limitante inferior para uma funcao
de estimagao nao viesada a inversa da matriz de informagao de Fisher I(6). Quando esse
limite ¢ atingido por algum estimador nao enviesado, temos a menor varidncia possivel
do estimador, o que é diretamente percebido através da expressao (156), ja que ]Eg(é) =0
minimiza o erro. Isto é, o EQM coincide com a variancia.

Teorema 4.7 Sejam {X,..., X, } uma amostra de uma varidvel aleatoria X distribuidas
conforme uma fungao de densidade de probabilidade py e um estimador E,(X) ndo viesado

e de varidncia finita do pardmetro 6. Entao,

1
Ir(0)

Var[E,(X)] > (209)
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A demonstragao do Teorema 4.7, denominado por Teorema da Desigualdade de Cra-
mér—Rao, & encontrada em KAY (1993). Vale destacar que o denominador do lado direito
da expressao (209) ¢ a matriz de informacao de Fisher (#), exibida previamente em (5).
Esse resultado sera generalizado a logo a seguir. Além disso, um estimador de 6 que sa-
tisfaz o minimo de (209) é chamado de eficiente DAVID and NAGAJARA (1981). Com
esta definicao, calcula-se a eficiéncia de um estimador 0 através da razdo abaixo que é
limitada devido ao Teorema 4.7 DAVID and NAGAJARA (1981).

1/10) _

= < 1.
Var(0)

eficiéncia(f) =

Dando continuidade a alguns novos resultados, vamos expor uma versao mais
geral do Teorema 4.7. A analise de desempenho de estimadores por limitantes da variancia
é objeto de estudos ha décadas como podemos observar em alguns trabalhos PUNTANEN
and STYAN (1996); RAO (1992); VAN DEN BOS (2007). Algumas versoes mais gerais
do que essas tltimas referenciadas tem sido discutidas para casos, por exemplo, em que
os parametros sao vetoriais GINI, REGGIANNINI, and MENGALI (1998). Em BATA-
LAMA and KAZAKOS (1997), o autor mostra que a distribuigdo gaussiana generalizada
maximiza uma generalizacao da desigualdade de Cramér-Rao para o p-ésimo momento
central. Seguindo essa mesma linha, podemos adaptar a ¢-familia uma versao do limitante
de Cramér-Rao.

Com efeito, consideremos a familia de distribui¢oes parametrizadas pela ¢-

familia (65). Com a notagao (52), seja

04 (fo)dp

Ejf] = 2L 0 210
olf) S w0 (fo)dp (210)
Derivando a expressao acima com respeito a 6, obtemos
9 i — (S 0" (fo) 5y dir) (S o’ (fo)dpn) (S0 (Fo)dp) (J- 02" (fo) iy dpr)
00"° (J7 uo!(fo)dp)? fTUOSO (fo)dp)?
_ fT 090”<f9)%d,u fT 680 f9 d,u fT 090” f@ (9fg
Juoe'(fo)dp— [puoe! (fo)dp [ o fe)du
Y/ afg a9 af@
= B0 2~ ollluo W]
S AA T (211)

Sabemos que se X e Y sao duas varidveis aleatorias com variancia finita. A desigualdade

de Cauchy—-Schwartz ¢ dada por

E[XY] < VE[X?E[Y?. (212)
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Portanto, usando a desigualdade (212), temos

mlpg _ mrh dfe7? nep . mih 21 %
By [0 - Bglihuo g | < B'10 - Byldluo 15 [(55) | (213)
Portanto, usando (211) em (213), temos

(2 gyt < B4l — By 5[ (2],

a qual analogamente resulta na versao generalizada da Desigualdade de Cramér—Rao

Eg(6 — Eylflug)?) = ~2—5— (214)

De fato, a desigualdade (214) é uma versao mais geral do teorema 4.7. Com efeito,
suponhamos que ¢ '(pg) = fo = lyp = logpy e u,(x) = 1. Consideremos as notagoes

pré-definidas em (52). Observe que

s 09 (fo)du

Eyl0] = +—— =~
Jr w0 (fo)dp

I 0 exp’ (log(pe)) dpe
Jrexp’ (log(ps)) dps

= / épgd,u.
T

<%E§[é]>2 - (% /Tépgd;L)z ~ 1. (215)
Além disso, de maneira mais direta
(Y] ()]
- 5[(5) ]
9?1y

— _E, [W}’ (216)

Logo, implica-se que

em que essa ultima igualdade vem de (9). Por fim,
Ey (0 ~ EylbJuo)’] = Eo[(6 — Eo[f])"] = Var[d) (217)

Dessa forma, utilizando-se das expressoes (215), (216) e (217) e as substituindo em (214),
obtemos a desigualdade classica da desigualdade de Cramér-Rao expressada dada em
(209).
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4.3 Sintese

Neste capitulo, apresentamos uma rapida revisao do método de estimagao de méxima ve-
rossimilhanca e de conceitos e resultados que versam sobre convergéncia. Com essas pre-
liminares, propomos um método de estimagao denominado por méxima verossimilhanca
generalizado que atuara sobre as ¢-familia. Isto é, dado que a ¢-familia é uma familia
paramétrica, dada uma amostra, estima-se o parametro 6 que identifica injetivamente
uma funcao densidade de probabilidade py.

Caracterizamos uma condi¢ao necessaria para que um estimador de um pa-
rametro # maximize a funcao de verossimilhanca definida em um espaco paramétrico.
Mostra-se que a minimizagao da funcéo de divergéncia D,(- || -) é equivalente a maximi-
zar a funcao de verossimilhanga. Discutimos sobre a familia ¢-gaussiana, um subfamilia
da p-familia, em que mostramos que o método de estimagao proposto pode nao impli-
car em uma solucao analitica. Fato este nos motivou a propor um algoritmo de busca
de parametros, especifico para a ¢-gaussiana, na qual vimos que tem boa eficiéncia por

simulagoes numéricas e analise analitica.
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5 CONCLUSOES, PERSPECTIVAS e APLICACOES

5.1 Conclusoes

Nessa tese, as principais contribui¢oes se destacam para as éreas de geometria da in-
formacao e inferéncia. Para a Geometria da Informagao, a partir das propriedades de
uma p-funcao, descrevemos os principais elementos de geometria que caracterizam uma
nova familia de distribui¢oes de probabilidade denominada por @-familia. Para questoes
de inferéncia, propomos um método de estimagao baseado no de verossimilhanca, com a
qual percebemos sua eficiéncia em identificar parametros de distribuigoes numa p-familia.
Além do mais, esse método pode ser aplicado, através de simulagbes numéricas, para uma
classe geral similar & familia de gaussianas.

Mais precisamente, em geometria da informacao, a mudanca da fungao expo-
nencial para uma ¢-fun¢ao como fun¢ao de parametrizacao de uma variedade estatistica,
possibilita-nos estender resultados que sao aplicados em familias exponenciais e fami-
lias exponenciais deformadas AMARI and NAGAOKA (2000); MATSUZOE and HENMI
(2013). Introduzimos um par de conexdes DY) e DY induzidos por uma chamada (-
divergéncia. Generalizamos a divergéncia de Rényi com a qual propomos uma classe de
funcoes de divergéncia D,(- || -). Essa class e de divergéncia nos garante uma classe de
a-conexdes D nas quais a combinacio convexa D(®) = I_TC‘D(*D + HTQD(” é satisfeita.
Observe que a a-conexao é a mesma quando a a-divergéncia de Amari. Além disso, a ge-
neralizacao da divergéncia de Rényi nos mostra a importancia das ¢-fungoes na geometria
de modelos nao padroes.

Referindo-se agora a inferéncia, o fato da ¢-familia ser paramétrica nos sugere
o problema de estimacao de parametros. Portanto, definimos um método de estimacao
denominado Estimagao de Verossimilhanga Generalizado, o qual se mostrou ttil para as
p-familias. Mostramos que maximizar a fungao de verossimilhanca equivale & minimizar a
p-divergéncia e propomos um algoritmo de busca numérica para estimacao de parametros
para a @-gaussiana, o qual se mostrou eficiente.

Essa generalizacao tornou-se 1til para problemas em que uma amostra nao

seja distribuida segundo fungoes densidade de probabilidade convencionais.

5.2 Perspectivas

Devido ao fato de pesquisas em Geometria da Informacao sao constantemente desenvolvi-
das nas mais diversas areas da engenharia, estatistica e matematica, é natural abordarmos
ainda algumas questoes que surgem naturalmente. Diante de todo o trabalho proposto,

podemos citar algumas sugestoes.
e Sabe-se que é possivel definir uma funcao de divergéncia em uma variedade estatis-
tica dual MATUMOTO (1993), fato este que nos induziu a definir uma ¢-divergéncia
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na p-familia P. Porém quando nao temos uma conexao dual, Amari e Nihat AY and
AMARI (2015) mostram como se pode definir a divergéncia canonica utilizando in-
tegracao geodésica da aplicagao exponencial inversa. Prova-se que quando supoe-se
a dualidade, esta divergéncia coincide conforme se propoe em MATUMOTO (1993).
Pode-se investigar como essa propriedade pode ser adaptada na p-familia.

Uma generalizacao da familia exponencial é dada pela familia exponencial defor-
mada MATSUZOE (2014). Um exemplo dessa familia ¢ dado através da uso da
funcao g-exponencial que resulta na da familia g-exponencial, a qual é uma vari-
edade de curvatura constante. Pode-se classificar uma -familia com respeito a
algumas particularidade de curvatura.

Desenvolver um algoritmo de busca de parametro mais geral do que o citado na secao
4.2, no sentido de se estender para qualquer p-familia e analisar a sua eficiéncia por
simulagoes computacionais e analiticamente. Como fazer o estudo de convergéncia
analitica pode ser citado na sugestao que se segue;

Na se¢ao 4.2, mostramos analiticamente a convergéncia do método de estimacao
generalizado para as chamadas p-gaussianas, através da equivaléncia entre maximi-
zar a funcao de verossimilhanca em relagao ao parametro desejado e uma solugao
da equagao o®y'(0) = E, ,[(x — p)?], na qual nos permite encontrar uma fungao
que retorna ¢ em funcdo da amostra, como descrito nas expressoes (206) e (207).
Tais expressoes nos permitem usar o teorema 4.5 que garante a convergéncia em
distribuicao. Tal equacao foi possivel ser obtida por propriedades intrinsecas da (-
gaussiana. Para uma amostra distribuida segunda uma ¢-fungao qualquer, como em
(65), nao conseguimos escrever o problema nas hipoteses do teorema 4.5. Porém, o
teorema 4.4 garante a convergéncia caso mostrassemos as condicoes de regularidades

descritas em 4.10. Mais precisamente, precisariamos mostrar que

0
06

Ee[ so‘l(pe)} =0,

para todo 6. Porém, temos uma versao mais geral e equivalente

Ey [%wl(pa)} =0.

A ideia é ver quais as conclusoes do teorema 4.4 para essa hipotese mais enfraque-
cida;

Fazer uma analise do erro quadrado médio mostrado nos graficos 1 e 2. Percebe-se
que nessa figuras, o estimador de parametros em ambas as p-fungoes comeca a ter
uma maior dispersao, o que nos induz a fazer esse estudo;

Apresentamos uma versao mais geral da Desigualdade de Cramér—Rao apresentada

em sua forma na expressao (214). Uma sequéncia natural a ser estudada é mostrar
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que existe um estimador que 0 que atinge o limitante inferior. A estratégia é conhe-
cida e pode ser encontrada na equacao (3.7) de KAY (2013). Em outras palavras,
um estimador nao viesado 0 atinge o limite inferior para todo # se, e somente se,

podemos fatorar a fungao score por

9 Inpo(z)

D~ 10)(g(x) — 6)

para algumas fungoes g e I. Dessa forma, ao definirmos 6 = g(z), definimos um
estimador que atinge o minimo do limitante de Cramér—Rao;

e Destacar a geometria afim de uma variedade, sujeita & uma p-fungao, para que se
possa fazer calculos de curvaturas. Isto é, fazer um estudo da geometria de segunda

ordem;

5.3 Aplicacgoes

Geometria da Informacao ¢ um campo de pesquisa que nos proporciona investigagoes em
varias diregoes, dentre as quais podemos destacar aplicagoes em inferéncia estatistica, te-
oria da informacao, neurocomputagao, dentre outras. A estrutura geométrica que equipa
as distribuigoes de probabilidade como uma variedade riemanniana, ou variedade esta-
tistica, como ja definimos, é o modelo mais usual para extrair propriedades que possam
a ter aplicagoes AMARI and NAGAOKA (2000). Dentro do contexto das p-familia, é
um interesse analisar as possiveis interpretacoes em geometria da informacao em cam-
pos variacionais. Mais precisamente, quando consideramos a -gaussiana, podemos focar

na avaliacao da matriz de Fisher multivariacional, como feito no caso para a gaussiana

multivariacional em COSTA, SANTOS, and STRAPASSON (2015).
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¢ APENDICE-INTRODUCAO A GEOMETRIA
RIEMANNIANA

Ao longo desta tese, alguns conceitos e resultados de geometria riemanniana de extrema
importancia foram citados e utilizados. Neste apéndice, iremos formaliza-los e
detalha-los de maneira rapida a fim de melhor compreensao da leitura e como forma de
consulta tendo em vista requisitos minimos.

6.1 Variedades Diferenciaveis

As variedades diferencidveis sao estruturas geométricas que nos permite estudar
formular conceitos de caréter local em espagos mais gerais que o R™. Isto é, dadas
algumas restri¢oes de defini¢ao, qualquer conjunto que se defina como variavel é
localmente semelhante ao R™. Podemos formalizar essa ideia através da definicao que se
segue.

Definicao 6.1 Uma variedade diferenciavel M é um conjunto nao vazio munido de um
congunto de aplicagoes biunivocas pq: U, C R* — M de abertos U, de R™ em M
satisfazendo as sequintes condigoes que se sequem CARMO (1976a):

o (i) Uq¥alla) = M;

e (ii) Para dois abertos U, e Ug de R™ tal que ¢, (Us) Ns(Ug) = W # 0, os
conjuntos ¢, (W) e @EI(W) sao conjuntos abertos em R” e a aplicagao gogl 0P, &
diferenciavel;
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Figura 6: Parametrizacao diferenciavel.

e (iii) Dada qualquer outra familia {(U./, )} que satisfaga as condigoes (i) e (ii),
admitimos que {(Uy, por)} C {(Ua, vo)}. Em outras palavras, a familia {(U,, va)}
¢ maxima relativamente as condigoes (i) e (ii).

Ademais, o par (Uy, o) com p € ¢,(U,) é uma parametrizagao de M em p. Em outras
palavras, ¢, (U,) é chamada de vizinhanga coordenada em p. Um exemplo natural de
variedade diferenciavel é a p-familia definida em (65), em que a fungao ¢ se comporta
como a funcao de parametrizagao citada na Definicao 6.1. Uma consequéncia que se
segue da definicao de variedade é que podemos estabelecer a nocao de funcao
diferenciavel definida em uma variedade.

Definicao 6.2 Sejam M; e My duas variedades diferencidveis de dimensao n e m,
respectivamente. Uma fungao f: My — M, € diferenciavel no ponto p € M; se dada
uma parametriza¢ao @o: V. .C R™ — My em f(p) € My existe uma parametrizagdo

01: UCR" = My dep e My tal que f(1(U)) C w2(V) e a aplicagao CARMO (1976a)

oyt ofop: UCR" = R™
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Figura 7: Fungao diferenciavel f.

Observe que a defini¢ao anterior faz uso fortemente da Definigao 6.1 para definir a
diferenciabilidade de uma funcao definida em uma variavel para a definicao de
diferenciabilidade dada para espagos euclidianos LIMA (1976).

Um outro conceito utilizado ao longo dessa tese remete a ideia de vetor tangente.
Podemos estender a ideia que é aplicada em superficies do R® ABBENA, SALAMON,
and GRAY (2006) para as variedades diferenciaveis. Com efeito, seja uma curva
diferenciavel a: (—¢,e) = R™, com «(0) = p. Representando essa curva por suas

coordenadas
a(t) = (a1(t),...,an(t)) € R™, (218)

o vetor tangente de o no ponto p é dado por
o(t) = () (t),...,a,(t) e R™ (219)

Dada uma fungao diferenciavel f definida em uma variedade, podemos restringi-la a
uma curva « que satisfaz as condigoes (218) e (219). Dessa forma, a derivada direcional
de f na dire¢io de o/(0), em que o(0) = p, é vetor no R™ dado por
d(f o) — Jf
T 2

o SNV
dt — oy li=0 dt li=o (; ai(o)%)f‘

Portando, pode-se definir o vetor tangente em uma variedade diferenciavel como abaixo.

Definicao 6.3 Dados uma variedade diferencidvel M de dimensao n e uma curva «, o
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vetor tangente a curva o no ponto p € M aplicado a fungao diferencidvel f € a fungao

o ="429 (220)

em que o(0) = p.

ndepende da escolha da curva «. Além disso, o conjunto de todos os vetores tangentes
dados como em (220) é denominado espago tangente de p em M e é denotado por T, M.
De uma forma geral, todos os vetores tangentes de um ponto identifica-se com espago
tangente em p € M de uma variedade diferenciavel. O espago tangente tem a
importancia de dar uma nogao de linearidade local na variedade. Além disso, T, M é um
espago vetorial e faz sentido falar em uma base. Dessa forma, seja (6°) um sistema de
coordenadas para M e considere e; o vetor tangente ao ponto p que é paralelo ao
1-ésimo eixo. Entao, o plano tangente pode ser gerado pelos vetores tangentes
{e1,...,en}. Por outro lado, dada uma parametrizagao ¢: U — M em p = ¢(0),
podemos denotar a curva « e uma fungao f na parametrizagao por

(fop)a) = flzr,.. zn),  q=(21,...,70) €U

(¢™ o a)(t) = (z1(t),- ., za(t)),

respectivamente. Dessa forma, considerando uma funcao diferenciavel f definida em M,
podemos restringir f a a e obtemos

_ (Z 10(52), ) (221)

i=1

Portanto, comparando as expressoes (220) e (221), podemos concluir que o vetor o/(0)
por ser expresso em termos dos parametros por

i=1

Portanto, concluimos que o vetor tangente é uma fungao o/(0) que atua em f, esta
pertencente ao espacgo das funcoes diferencidveis definidas na variedade. Ademais, o
conjunto {(a%i)g, ce (%)0} é uma base do plano tangente 7),M associada &
parametrizagao.

Além disso, vamos introduzir o conceito de aplica¢oes suaves em variedades e um
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importante resultado que relaciona espagos tangentes de duas variedades diferenciaveis
M e N relacionadas por uma funcao suave.

Definicao 6.4 Uma aplicagao F : M — R™ € suave se para cada ponto p € M, M
uma variedade diferencidvel, existe uma vizinhanga coordenada (U, ) de p tal que
Foop™! ¢ suave.

Definigao 6.5 Uma aplicacio F: M — N, em que M e N sao variedades
diferencidveis, € uma aplicacao suave para p € M existe uma vizinhanga coordenada

(U, om) dep e (V,pn) de F(p) tal que F(U) CV e
ponoFopy:om(lU) - R
-1

€ suave. Além disso, a aplicacao P = on o Fopy, €chamada uma representacao
coordenada de F'.

Exemplo 17 Consideremos M =S e N = R* ¢ a aplicacio inclusio entre as

variedades M e N definida por

(21, T9, x3) ($1,$2,$3;i\/1 —(\/ (x4 +22))

€ uma fung¢ao suave desde que as coordenadas sejam fungoes suaves, o que € 0 caso.

Teorema 6.1 Seja F: M — N uma aplicacio suave entre duas variedades
diferencidveis M e N'. Fizado um ponto p € M e v € T,M, escolha uma curva
v:i(—g,e) = M com v(0) =p e v(0) =v. Seja uma outra curva f em N definida
como a composi¢ao 3 = F o~. A aplicagio F, : TyM — TpiyN dada por F,(v) = ('(0)
€ uma aplicagao linear que nao depende da escolha de . A aplicagao linear F, é
chamada de pushforward de F' em p.

Costumeiramente, a aplicacao pushforward é definida como a diferencial de f em p.
Algumas referéncias denotam por df,, df, : T,M — TrpN.

Observagao 1 Ao londo dos capitulos da tese, identificamos o espago paramétrico por
(0Y). Embora difira do que abordamos aqui no apéndice, mas € a notagio que a maior
parte das referéncias de Geometria da Informacao usam em seus trabalhos aqui citados.

Um outro conceito utilizado foi o de subvariedade. Para tal, necessita-se definir as
aplicagoes diferencidveis denominadas por Imersao e Mergulho.
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Definigao 6.6 Secjam M e N wvariedades diferencidveis de dimensoes m e n,
respectivamente. Uma aplicagao f: M — N € dita uma imersao quando a aplicagao
diferencial df, definida acima seja injetiva para qualquer ponto p € M. Ademais, se f
também é um homeomorfismo LEE (2003) de M sobre sua imagem f(M) C N,
denominamos f por mergulho.

Com esse conceito citado acima, podemos definir o que é uma subvariedade.

Definigao 6.7 Seja M uma variedade de dimensdao n. Dizemos que N € uma
subvariedade de M, quando N C M e a funcgdo inclusio i : N — M é um mergulho.

6.2 Fibrado Tangente e Campos Vetoriais

Um dos termos bem utilizados ao longo dessa tese foi o de campo vetorial.
Informalmente, um campo vetorial é uma funcao que toma um ponto na variedade e
associa com um vetor tangente. Podemos formalizar melhor a ideia de campo vetorial
apresentando antes o fibrado tangente SASAKI (1958). Portanto, seja M uma variedade
diferenciavel. Chamamos de fibrado tangente ao conjunto

TM= |J{p} x M. (222)
pEM

Portanto, cada elemento de TM é um par ordenado da forma (p,v), em que p € M e
v € T, M e assim, podemos definir o que seja um campo vetorial.

Definicao 6.8 Um campo vetorial é uma funcao X : M — T M tal que

p— X(p) € T,M, Vp e M.

Naturalmente, podemos associar uma uma funcao de projecao m: TM — M tal que
m(X(p)) = p, Vp € M. (223)

Por esse motivo, ao tomarmos a inversa da projegao 7~ ': M — T, M, chamamos a
imagem da inversa de fibra, o que faz jus ao termo fibrado tangente. Entao, pela prépria
expressao da fungao projegao dada em (223), uma fun¢do X é um campo vetorial se, e
somente se,

moX =idp. (224)

Aplicando 7! em (224), obtemos que X = n~*(p) € T,M.
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Uma outra forma de se interpretar um campo vetorial é seguindo a ideia sugerida na
expressao (221), em que o campo X é interpretado como uma fun¢ao que atua em uma
funcao diferenciavel f como segue abaixo

(XH0) = Y- Xilo) o o) (225)

Dessa forma, observamos que a expressao (225) nos sugere que o campo vetorial atua
como um operador derivacao da funcao f no ponto p. Além disso, vejamos que se X e Y
sao campos diferenciaveis definidos em M e f: M — R é uma funcgao diferenciavel, as
derivadas de segunda ordem X (Y f) nao necessariamente ainda sdo campos vetoriais.
Com essa motivacao, podemos introduzir uma técnica de combinar dois campos de
vetores X e Y dados pelo lema que se segue e pode ser encontrado em CARMO (1976a).

Lema 6.1 Sejam X e Y dois campos diferencidveis de vetores em uma variedade

diferencidvel M. Entao, existe um unico campo vetorial Z tal que, para toda funcao
diferencidvel f definida em M, Zf = (XY —YX)f.

Esse campo vetorial Z é chamado o colchete [X,Y] = XY — Y X e este pode ser
interpretado como uma derivagao de Y ao longo de X. Observe que quando temos as os
campos vetoriais provenientes de um sistema de coordenadas (x1,...,x,), o colchete de
Lie satisfaz

[ 9 9 } =0, para todo i, j.

6.3 Variedades Riemannianas

Vamos introduzir a nocao de produto interno em uma variedade M, com a qual se é
possivel ter uma ideia de comprimento de vetores tangentes, angulos entre vetores,
comprimento de uma curva e também definir geodésicas. Dessa forma, apresentamos a
definicao abaixo.

Definicao 6.9 Uma variedade riemanniana M de dimensao finita n € uma variedade
diferencidvel que associa a cada ponto p € M uma forma bilinear simétrica definida
positiva (-, -), no espago tangente TyM. A funcao (-,-), € denominada de produto
interno.

Dada uma fungao de parametrizacao ¢ : U C R" — M numa vizinhanga do ponto p,
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para o(z1,...,x,) = p, as fungoes
0 0
ii(T1, .. o) = (=—(p), =— , 1,7 =1,...,n, 226
9ij (X1, .., Zn) <ax2~ (p) o, (p)>p i, J n (226)
sao diferenciaveis em U, em que a derivada parcial %(p) =dp,-(0,...,1,...,0)eo0

ntmero 1 se encontra na i-ésima posi¢ao do vetor de coordenadas. Essa métrica
proveniente do produto interno (226) é chamada de métrica riemanniana. No mesmo
sentido, ao par (M, g), em que M ¢é uma variedade diferenciavel e g uma métrica
riemanniana em M, é denominada de variedade riemanniana.

Dessa forma, dados dois campos de vetores u = (u1,...,u,), v = (v1,...,v,) € T,M de
uma variedade riemanniana M, podemos o produto interno (u,v), é dado por

<U, U>p = UTGZ?U’

em que denotamos por (G, a matriz da métrica que identifica-se pelos seus termos g;;.

Definigao 6.10 Um campo vetorial V' ao longo de uma curva v : 1 — M € uma
aplicag¢do que associa a cada t € I um vetor tangente V (t) em T,y M. Mais
formalmente, dada uma parametrizacao ¢ : U C R" — M, temos

V() =Y 0,

em que as componentes coordenadas v; de V' sao diferencidveis e na base

0 0
{(a—h)v(O)v ) (8—%)7(0)}

Nas superficies regulares CARMO (1976b), mostra-se uma forma de calcular
comprimento de curvas. Podemos estender essa medida para uma variedade
riemanniana. Portanto, se a curva 7 esta definida em um intervalo fechado [a, b], o seu

comprimento [(7) é dado por
brdy dy\ s
I() = <—,—> dt.
™) / dt’ dt

6.4 Conexoes

Definicao 6.11 Uma conexao D em uma variedade suave M € uma aplicagcao
D:TMxTM , a qual associa um par de campos de vetores X eY com um outro
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campo de vetor DxY , satisfazendo as sequintes propriedades:
o (D1) Dix1yvZ = fDxZ + gDy Z,
e (D2) Dx(Y+Z)=DxY + DxZ
o (D3) Dx(fY) = fDxY + X(f)Y,
para cada campos de vetores X,Y, 7 € T M e quaisquer fungoes f, g € C*°(M).

Sejam X e Y dois campos de vetores suave, os quais podem ser expressos em termos de
coordenadas locais como

;0
X:;aaxi e Y = Zb]a%

Pelas propriedades da conexao, podemos escrever

DxY = Z a' Dy )ou, (Z v 6%)
(')b] 0 Py 0
Introduzimos os simbolos de Christoffel T}y por Dyjo.,0/0x; = >, TH0/02%, a equagao

(227) resulta em
0
i k
DyY = 2(2 i _+ a'pT! )&m (228)

Z7-]

a qual é a forma da expressao local da derivada covariante DxY em algum sistema de
coordenadas (z;).

Definicao 6.12 Uma conexdo D em uma variedade riemanniana (M, g) € dita ser
compativel com a métrica se a expressao

Xg(Y,Z)=qg(DxY,Z)+ g(Y,DxZ) (229)

¢ satisfeita para quaisquer X,Y, 7 € T M.

A equagao (229) tem um significado especial. Dada uma curva « sobre a variedade
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riemanniana M, temos que o produto interno (X, Y’) entre os campos de vetores X e Y
é constante. Em outras palavras, o angulo formado entre os campos de vetores X e Y
permanecem constante ao longo de v. Além do mais, uma conexao D que satisfaz a
equagao (229) é denominada compativel com a métrica. Uma outra defini¢ao que se
segue ¢é o de simetria.

Definicao 6.13 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao D. O tensor
torcao da conexao D € uma aplicacao

T:TMxTM—TM

definida por
T(X,Y)=DxY — DyX.

Observacao 2 Quando o tensor tor¢ao € identicamente nulo dizemos que a conexao D
¢ simétrica. Ao consideramos os campos base X = 0/0x; e Y = 0/0x;, percebe-se que
T =0, pois

0 0 o 0
(i) () - [ 2] -0
9/ 8xj 9/ (9% (91:1 8]3]'
Como resultado, os simbolos de Christoffel satisfazem Ffj = Ffz Isto justifica escrever

[X,Y] = DxY — Dy X para as conexoes.

Teorema 6.2 (Levi-Civita). Dada uma variedade riemanniana (M, g), existe uma
Ginica conexao simétrica D em M que é compativel com a métrica riemanniana.

A conexao dada segundo o Teorema de Levi-Civita é chamada de conezdo de
Levi—-Civita em M. Costumeiramente usa-se V para representar a conexao de
Levi—Civita. Os simbolos de Christoffel Ffj da conexao de Levi-Civita podem ser
expressados em termos de g;;. Devido a conexao ser compativel com a métrica,

dgje o 0 0 0
b —Q(Vaiia—%’a—ﬂ +9(a—%7%a—xk)a
OGri 0 9,

O :9<Va?ja_xk’a_xi) +9<a%’vaijai)’

o =o(V g ae) (g Vo)

Fazendo uso da simetria de V estas expressoes implicam em

ox; Or; Oz

agjk 09 agij 0 0
=2q — .
+ g(@xk’vé‘gj&ri)
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Da defini¢ao de simbolo de Christoffel, segue-se que

99 Ogu gy
Lijn _Zr]gmk (aﬁf* agkj - ai;,i)’

Denotando por (¢*™) a inversa de (g ), obtemos

1 Ogjk . Ogri  0gij
= J _ J km' 9

A expressao (230) é a expressao classica para os simbolos de Christoffel da conexao de
Levi-Civita em termos de g;;.

Um campo vetorial ao longo de uma curva v : I — M é suave se, para cada funcao f em
M, a fungao t — V f(t) é suave em I. O campo vetorial ~,(d/dt), denotado por dvy/dt é
chamado de campo vetorial tangente da curva .

As conexbes mostram sua importancia quando, a partir delas, temos a ideia de derivada
de campos ao longo de uma curva.

Proposicao 6.1 Seja M uma variedade diferencidvel com conexao D. existe uma inica
correspondéncia £ 3i» @ qual associa a um campo vetom’al V ao longo de uma curva
diferencial v : I — M um outro campo vetorial 2¥ d ao longo de v, denominado de
deriwada covariante de V' ao longo de vy, tal que

t

° (a) %(V+W) —+7,

o (b) B(fV)— V + fZ¥, em que W ¢ o campo de vetores ao longo de vy e f ¢ uma
funcao diferen(navel em [;

e (c) Se V ¢ induzido por um campo de vetores Y € T M, isto &, V(t) = Y (y(t)),
entdo 2¥ = Vay/atY.

Seja (71(t),...,va(t)) a expressao local da curva v em termos de um sistema de
coordenadas (z;). Portanto, nesse sistema de coordenadas, podemos expressar o campo
vetorial dvy/dt e V' ao longo de y como

dv; O 0
Z dt oz, e V:;vjﬁ_:cj'
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A expressao (228) e a propriedade (c¢) implica que

DV duy, dvi ) O
2V N (e Wiy e 9 231
d Z(dt+,, at %J)fm (231)

k ]

A expressao (231) é uma ferramenta importante para desenvolvermos a ideia de
paralelismo. Com efeito, vejamos a seguinte definicao.

Definicao 6.14 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao D. Um campo
vetorial V' ao longo de uma curva v : I — M é chamado de paralelo se % =0, para
todot e I.

Teorema 6.3 Seja uma variedade diferencidvel M com uma conexao D. Seja
v : I — M uma curva suave em M. Fizemos um vetor tangente Vi no ponto y(to), para
algum ty € 1. Entao, existe um unico campo paralelo de vetores V' ao longo de v tal que
V(te) = Vo. O vetor V(t) € chamado de transporte paralelo de Vi ao longo de 7.

O teorema acima é de grande importéancia, pois com ele, pode-se obter uma conexao a
partir do transporte paralelo. Sejam X e Y campos de vetores em M. Sejap € M e
v:1— M uma curva de X passando por p, isto &, v(tg) =p e & = X(v(t)). Considere
a aplicacao

Pytot s TytyM = Tyiy M,

a qual é definida como o de um vetor ao longo de v de ty para ¢t. Entao, temos

(DxY)(p) = S P5 Y (10

Nesse contexto de transporte , a expressao (229) nos proporciona uma outra
interpretacao.

Teorema 6.4 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Uma conexdao D em M é

compativel com a métrica se, e somente se,
DW
—) (232)

d DV
Za(V.W) = o ==
g(V, W) g( o

dt dt ’W> +g(v,

para cada campo de vetor Ve W ao longo de uma curva 7.
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6.5 Geodésicas

O conceito de geodésica estende a ideia de linha reta do espago euclidiano para as
variedades diferenciaveis e esta fortemente ligado a nocao de paralelismo.

Definigao 6.15 Seja M uma variedade riemanniana. Uma curva v : I — M é uma
geodésica se (fl—Z) =0 para todo t € 1.

Em outras palavras, quando temos uma geodésica -y, isso significa que o campo
velocidade nao muda de direcao. Observe também que se v é uma geodésica sobre uma
variedade riemanniana M que possui uma conexao V compativel com a métrica, a
expressao (232) nos garante que o vetor velocidade de 7 || 7/(¢) ||, tem comprimento
constante ¢ segundo a métrica g, desde que 7’ seja um campo paralelo ao longo de 7.
Quando isso ocorre, podemos definir a fungao comprimento de arco s(t) dada por

- / 1 2(0) [, dt = et —to),

em que ¢ é o comprimento do vetor ~'.

Expressando uma curva v = (y1(¢),...,7,(t)) em termos de suas coordenadas com
respeito & um sistema de coordenadas (z;), a expressao (231) implica que

2
(@) - (T T 5

7

sistema de 22 ordem

Como os campos <6;2k>~/(t) formam um base para o espago tangente em cada ponto

~(t) € M. Logo, se = (fg) = 0, o sistema de 2* ordem é identicamente nulo. Logo, uma

curva 7y que satlsfaga ao sistema

P by

Fo— ). 233
dt? o dt dt v 0 (233)

¢ uma geodésica. A equagao (233) é chamada de equagdo geodésica.
Por fim, citamos o teorema que garante a existéncia e a unicidade de geodésicas.

Teorema 6.5 Seja M uma variedade riemanniana. Entao, para qualquer ponto p € M
ev € TyM, e para todo ty € R contendo ty, existe uma unica geodésica v : I — M em
um intervalo I C R tal que y(to) =p e 7' (to) = v.
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6.6 Curvaturas

O tensor tor¢gao T' de uma conexao D ¢é definido por
T(X,Y)=DxY — DyX — [X,Y].

Os componentes TZ’; do tensor torcao, os quais sao dados como coeficientes da expressao
g 0 0
ER s
8% 61']‘ A ]6mk

satisfazem a relagao
Tk — Tk _k
ij — Lij jit

Portanto, uma conexao D é simétrica se, e somente se, o tensor torcao é identicamente
nulo.

O tensor curvatura R de uma conexao D é definida como
R(X,Y)Z =DxDyZ — DyDx 7 — Dix 12,

cujos componentes Rﬁjk sao dados por

o 00 9
F G 5a1) o~ 2 Py

Os componentes R;kl sao expressados em termos dos simbolos de Christoffel Ffj por

A a_lj+;(rlj ko — Uil
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