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RESUMO

Neste trabalho iremos apresentar um breve estudo sobre ondas gravitacionais. Primeiramente
introduziremos a lei da gravita¢do universal de Isaac Newton, discutiremos suas implicagdes
e um pouco de sua histéria. Essa lei se manteve inabalavel durante muitas décadas e sé teve
sua primeira incompatibilidade com os experimentos no problema da precessao do periélio do
planeta Mercurio. Tal problema s6 foi resolvido em 1915, quando Albert Einstein publica sua
teoria da Relatividade Geral.

Na teoria de Einstein, a nogio newtoniana de espago como um vasto vazio no qual os eventos
acontecem e, portanto, ndo tendo efeito sobre o movimento da matéria é transformado em uma
rede “espago-tempo” que acolhe essa matéria e guia o seu curso. Nesse contexto, a prépria ideia
do que pensamos por forgas gravitacionais, nada mais é do que uma expressio do espago-tempo
ser curvo.

A ideia de que a informagio gravitacional pode se propagar é também uma consequéncia
direta da gravitagio einsteniana. Um dos postulados da teoria da relatividade especial (também
presente na relatividade geral), é que nada pode ser mais ripido que a luz. Isto implica que a
informagdo ndo pode ser transmitida instantaneamente como descreve a teoria de Newton, mas
sim, deve levar um certo tempo. A esta propagagio da informagio damos o nome de radia-
¢do gravitacional, andloga a ja conhecida radia¢do eletromagnética. Para fontes distantes (como
os sistemas bindrios que estudaremos neste trabalho) esta radiagio gravitacional oscila e a sua
propagagcio se dd via distirbios no espago-tempo também oscilantes, os quais denominamos de
ondas gravitacionais. A existéncia dessas ondas é certamente uma das previses mais impactantes
dessa nova teoria da gravitagao.

Veremos que as referidas ondas surgem naturalmente como solu¢des das equagoes de Einstein
linearizadas. E de acordo com essas solugbes, quaisquer distribui¢cées de matéria que sofrem
algum tipo variagio temporal sdo fontes em potencial de radiacdo gravitacional. No entanto,
por mais que essas ondas sejam produzidas por qualquer corpo massivo acelerado, apenas os
eventos mais cataclismicos do universo produzem ondas gravitacionais consideraveis, como a
prépria onda detectada pelos observatérios do LIGO em um evento chamado de GW150914,
que tratou da coalescéncia de um par de buracos negros.

Em seguida, partiremos para a obtenc¢do de uma relagio matematica que nos diga a taxa
de energia emitida via radia¢do gravitacional por sistemas bindrios em érbita circular. Por fim,
aplicaremos a teoria desenvolvida nos dados observacionais da PSR 1913+16, também conhecida
por bindria de Hulse e Taylor, obtendo assim uma nogio dos valores que cercam este tipo de

evento e também do quéo precisa € a teoria apresentada.

Palavras-chave: Relatividade Geral. Ondas gravitacionais. Radia¢do gravitacional. LIGO.

Bindria de Hulse e Taylor



ABSTRACT

In this work we present a brief study about gravitational waves. We start showing Newton’s
law of universal gravitation, focussing more on its historical points and implications. This law
seemed to be totally right for decades, but it turned out to be imcompatible with the precession
of the periheliun of Mercury. In 1915, Albert Einstein came up with a theory called General
Relativity which predicts perfectly the movement of Mercury.

In his theory, Einstein changes the newtonian idea of an imutable space that doesn’t have
any effect over matter and events by the idea of a space-time which is always evolving in time
and affects the way matter moves and the way events take place. Considering this, Einstein
realised that he could change the newtoniam interpretation of gravitation, which is based on the
existence of long-distance forces, by the idea of curved space-time.

The idea that gravitational information can propagate is also a consequence of Einstein’s
General Relativity. One of the Special Relativity postulates (also present in General Relati-
vity), says that nothing can move faster than light. This implies that information can not be
transmitted instantly, as Newton’s theory states, but it has to take some time from two diffe-
rent points. We call gravitational waves this information propagation, which is analogous to the
electromagnetic waves. For distant sources (such as binary systems that we study in this paper)
this gravitational radiation oscillates and its propagation is via disturbances in the also oscillating
space-time, which we call gravitational waves. The existence of these waves is certainly one of
the most remarkable predictions of this new theory of gravitation.

We will see that these waves arise naturally as solutions of the linearized Einstein’s equations.
According to these solutions, any distributions of matter that suffer some temporal variation are
potential sources of gravitational radiation. However, although we know that these waves are
produced by any accelerated massive body, only the most cataclysmic gravitational events in
the universe produce considerable gravitational waves, such as those waves detected by LIGO
observatories in an event called GW 150914 which dealt with the coalescence of a pair of black
holes.

After this, we seek for a mathematical relation that gives us the energy emitted rate by binary
systems in circular orbit via gravitational radiation. Finally, we apply the theory developed in
observational data of PSR 1913 + 16, also known as Hulser e Taylor binary, thereby obtaining a

notion of the values related to this type of event and seeing how precise is the theory presented.

Key-words: General Relativity. Gravitational Waves. Gravitational Radiation. LIGO.
Hulse and Taylor binary
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NOTACAO

i,j,k, .. Letras latinas referem-se a coordenadas espaciais, variam de 1 a 3

Uy V, P, ... Letras gregas referem-se a coordenadas espago-temporais, variam de 0 a 3
Ny Métrica de Minkowski

8y Métrica do espago curvo

h,, Pequena perturbagdo na métrica

T = THH =g""T,, Trago do tensor T,

d,, Derivada ordiniria

Vu Derivada covariante

0= BF‘QF Operador d’Alembertiano

¢ A velocidade da luz, que neste trabalho é tomada como unitdria

Nesse trabalho também serd usado as seguintes convengdes:

23(y5v) = &‘ugv + &ng
28[H€V] = &‘uév - 8V£H



Capitulo 1

Introducio

O objetivo desse trabalho é discutir uma das solugdes da equagio de Einstein que representa dis-
tirbios no espago-tempo que se propagam a velocidade da luz, as chamadas ondas gravitacionais.
Essas solugoes trazem consigo a explicagio para alguns fendmenos interessantes, os quais discu-
tiremos qualitativamente mais adiante e quantitativamente no final do capitulo 4. Entretanto, é
muito importante que antes entendamos como a ciéncia se desenvolveu até chegar na teoria da

Relatividade Geral e como esta, por sua vez, prevé a existéncia das ondas gravitacionais.

1.1 A Leida Gravitag¢io Universal

Talvez a Unica caracteristica de cada ser humano que estd presente em cada um de nés até hoje
¢ a necessidade de buscar o conhecimento. Entre todos os assuntos fascinantes que poderia-
mos vir a discutir, ndo se pode negar que um dos que mais deslumbra o homem ¢ a origem,
o funcionamento e o fim do universo. Desde a antiguidade cldssica, discussbes sobre como se
di o movimento dos corpos celestes, incluindo a Terra (nascimento dos modelos geocéntrico e
heliocéntrico), criaram brigas e reviravoltas, nio s6 na ciéncia, como também na religido e na
politica. Nesse contexto, o apontar do telescépio de Galileu para o céu e a formulagio da lei
da gravita¢do universal de Newton, provocaram uma verdadeira revolugio no nosso pensamento
sobre o universo.

A lei da gravitagio desenvolvida por Sir Isaac Newton (1643 - 1727) foi publicada em 1687,
em sua obra intitulada Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. Se comparada a outras leis
da fisica, esta possui poucas aplica¢des. Por outro lado, dispée de um papel fundamental no

nosso entedimento sobre o funcionamento do universo. Na prospecgdo geofisica, a gravitagio



nos permite explicar os efeitos das marés, possibilita o cdlculo de trajetérias de satélites e sondas
que enviamos ao espago, além de nos dar uma descri¢io do movimento dos planetas [18, 19, 20].

No contexto astrofisico, a gravitagio tem um papel fundamental no comportamento dos
objetos celestes. Um dos mais interessantes que podemos citar é a formagio de novas estrelas.
A figura 1.1 nos mostra uma nebulosa gasosa, que nio é um amontoado de estrelas, e sim um
gds (mais precisamente nuvens de poeira, plasma, hidrogénio e hélio). Nio se sabe ao certo
como elas comegam, mas o restante do fenémeno se deve a atra¢ido gravitacional, que atrai o
gds para cada vez mais perto. Essas grandes quantidades de géis e pé absurdamente adensados
formam bolas; ao se aproximarem ainda mais, o calor gerado pela compressdo acende essas bolas,

tornando-se assim estrelas. Tal evento é conhecido como colapso gravitacional [18, 19].

Figura 1.1 — Este ¢ um exemplo de nebulosa, a chamada nebulosa de Orion (ou Messier 42 de acordo
com a nomenclatura astronémica). E uma nebulosa difusa situada a aproximadamente 1350 anos-luz do
nosso sistema solar, no sul do Cinto de Orion [1].

Uma das coisas mais impressionantes sobre a gravidade é a sua simplicidade. Como diz
Richard Feynman (1918 - 1988) em [19]: “O foco ndo estd na nossa esperteza em té-la descoberto,
mas na esperteza da natureza em obedecé-la’. E simples enunciar seus principios e ndo deixar nada
vago sobre a ideia dessa lei. E é exatamente o que faremos agora. A lei da gravitagio diz que
dois corpos exercem, um sobre o outro, uma for¢a que varia inversamente com o quadrado da

distdncia entre eles e diretamente com o produto de suas massas. Matematicamente, podemos



escrevé-la como:

mimy
F=G 7

. (1.1)

onde G ¢ a constante da gravitagio!, 111, e 11, as massas dos corpos que estio interagindo e r a
distdncia entre eles. Se acrescentarmos que um corpo reage a uma for¢a acelerando, ou mudando
sua velocidade a cada segundo por uma quantidade inversamente proporcional 4 sua massa, entdo
teremos tudo o que é necessdrio sobre a lei da gravitagdo. Todo o resto decorre matematicamente
dessas duas coisas.

Essa lei de tdo simples é bela. De fato, suas aplicagées nio sdo das mais elementares - muitas
vezes é complicado calcular os movimentos dos varios planetas e as perturbacdes que causam
uns sobre os outros; e, atualmente, estd além da nossa capacidade calcular o movimento de todas
as estrelas de um galdxia. As aplicagdes da lei sio complicadas, mas o padrio basico do sistema
por tras de tudo é simples. Isso é comum a todas as leis; todas se revelam simples, embora suas
aplicagbes possam ser muitas vezes complexas.

As consequéncias dessa lei tio bela talvez nio possam ser vistas de imediato. Comegare-
mos entdo esse trabalho falando um pouco sobre a histéria de sua descoberta; do seu papel no
desenvolvimento da ciéncia, algumas de suas consequéncias, os mistérios que ela esconde e os

aperfeicoamentos feitos por Einstein.

1.1.1 Uma breve histéria...

De forma resumida, a histéria ¢ a seguinte: os antigos observaram a maneira como os planetas
se moviam no céu e deduziram, principalmente por causa da influéncia da igreja, que todos,
inclusive o Sol, giravam em torno da Terra (teoria geocéntrica). Essa visio geocéntrica tradicio-
nal foi abalada por Nicolau Copérnico (1473 - 1543) em 1537, quando comegou a divulgar um
modelo cosmolégico em que os corpos celestes giravam ao redor do Sol, e nio da Terra (teoria
heliocéntrica). Até aproximadamente 1700, poucos astronomos foram convencidos pelo sistema
de Copérnico. Entretanto, seu modelo heliocéntrico conseguiu influenciar alguns cientistas re-
nomados como Galileu e Brahe, adquirindo assim for¢a. Com a aceitagio desse novo modelo
algumas questdes surgiam naturalmente, entre elas: como, exatamente, os planetas se movem

em torno do Sol, ou seja, com que tipo de érbita? Serd que se movem ao longo de uma circunfe-

1A primeira pessoa que conseguiu medir esse valor foi Cavendish. Realizado em 1797, seu experimento permitiu

determinar o valor de G com uma diferenga menor que 1% do valor aceito atualmente de 6, 67408 - 10" m’kg*s

[21].



réncia com o Sol no centro ou seguem outro tipo de trajetéria> Com que velocidade se movem?
As respostas vieram apenas muitos anos mais tarde [18, 19, 22].

Motivado, talvez, pelos inimeros debates que aconteciam em sua época sobre qual dos mode-
los cosmoldgicos estava correto, Tycho Brahe (1546 - 1601) procurou uma maneira de responder
a questdo. A resposta naturalmente sé podia ser encontrada por exaustivas observagdes, assim,
Brahe pensou que fosse uma boa ideia observar atentamente e anotar onde, exatamente, os pla-
netas apareciam no céu. Com isso, as diferentes teorias poderiam ser comparadas entre si. Brahe
era um homem muito rico que possuia uma ilha perto de Copenhague, o que fez foi equipar sua
ilha com grandes instrumentos em posigdes favordveis a observagdes e, noite apds noite, regis-
trou as posi¢oes dos planetas. O que lhe permitiu concluir que a teoria de Copérnico é realmente
a correta [18].

Ap6s a morte de Brahe em 1601, todos os dados coletados foram herdados por Johanes
Kepler (1571 - 1630) que, através do método da tentativa e erro, procurou analisar que tipo de
movimento os planetas faziam em torno do Sol. Kepler comegou por estudar as medidas da
posi¢do do planeta Marte, tentando ajusti-las a uma 6rbita circular com o Sol no centro. O
problema é que ao fazer isso, apareciam desvios entre os dados observacionais e o modelo, da
ordem de 8 minutos de arco. Tais desvios nio eram uma diferen¢a muito grande para a época,
e seriam por muitos considerados um erro observacional normal; mas Kepler sabia da precisio
que tinha as medidas efetuadas por Brahe. Concluiu, portanto, que o modelo da érbita circular
é que devia estar errado, ndo se adaptando a realidade [19, 18, 23].

Apés anos de trabalho exaustivo, Kepler conseguiu finalmente descrever corretamente, atra-
vés de trés leis, o movimento de todos os planetas que se encontram em nosso sistema solar. Tais
leis tém o cardter puramente descritivo, ou seja, apenas descrevem os movimentos; elas nio o

explicam. De uma maneira resumida, essas leis podem ser enunciadas como:

1. Os planetas descrevem drbitas elipticas, com o Sol ocupando um dos focos,
2. Areas iguais sdo varridas em tempos iguais,

3. A duragdo de uma volta completa varia com a poténcia 3/2 do tamanho da drbita, ou seja, a raiz

quadrada do cubo do eixo maior.

Mas o que explica o movimento ser assim? Dito de outra maneira, o que faz os planetas se

moverem em torno do Sol? No tempo de Kepler um grande nimero de pessoas simplesmente
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diziam haver entidades celestiais (anjos) atras deles, batendo suas asas e os empurrando ao longo
de suas 6rbitas [19]. Voltaremos a essa discussdo mais adiante.

Nesse meio-tempo, Galileu Galilei (1564 - 1642) estava investigando as leis que regem o
movimento dos objetos aqui na Terra. Observando experimentos simples como a aceleragio
com que as bolas desciam em planos inclinados ou como os péndulos oscilavam, Galileu foi
capaz de descobrir um grande principio, o qual foi denominado principio da inércia. De uma
maneira simples, esse principio nos diz que se nenhuma for¢a agir sobre um objeto que se move a
certa velocidade em linha reta, ele manterd a velocidade e permanecerd na mesma linha para sempre.
Por mais que hoje nos pareca elementar, na época era algo totalmente inacreditavel.

“E se o objeto nio se move em linha reta?” Quem respondeu a esta pergunta foi Newton,
dizendo que seria necessdria uma for¢a para alterar a velocidade. Segundo ele essa for¢a pode
ser medida através de outros dois fatores. O quanto a velocidade muda em um curto intervalo
de tempo, isto €, a acelera¢do. Juntamente com um coeficiente chamado “massa” do objeto ou
coeficiente inércia. E o produto desses dois termos que nos d4 a forca resultante atuante sobre o
corpo em questio (segunda lei de Newton).

Seguindo essa visdo, Newton conclui que se ndo houvesse nenhuma for¢a atuando sobre os
planetas, entdo eles deveriam sair pela tangente. Mas isto nio ocorre; eles se curvam na dire¢io
do Sol, isto é, seu movimento é defletido continuadamente em dire¢do ao Sol. Portanto, se o
movimento se desse por causa das entidades celestiais como se pensava na época, elas deveriam
bater suas asas ndo ao longo das érbitas, mas sim, em dire¢io ao Sol [19].

Nio se sabe explicar a razdo pela qual todas as coisas tendem a manter movimento para
sempre. Essa propensio de os planetas andarem sempre em linha reta ndo tem causa conhecida.
Em outras palavras, ndo sabemos a origem da lei da inércia. As entidades celestiais contadas
nessa histéria nio existem, mas a conserva¢io do momento sim; a altera¢io no movimento dos
planetas sé podia se dd via uma forga, e a origem dessa for¢a devia ser o Sol. Dito de uma forma
mais simples: “massa atrai massa’, e esta é a base de sustentagio de qualquer sistema planetirio
[18, 19].

Newton conseguiu demonstrar que a segunda lei de Kepler (lei das dreas) é uma consequéncia
direta da ideia de que todas as variagdes de velocidade ocorrem na dire¢io do Sol, ou seja, de que
a prépria forga age na diregdo do Sol. E sabendo como os periodos dos planetas variavam com
a distdncia ao Sol, conseguiu deduzir que a for¢a era inversamente proporcional ao quadrado da

distancia e diretamente proporcional as massas dos corpos envolvidos. Obtendo assim a férmula
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dada em (1.1).

Mas a Lua gira em torno da Terra, e isto nos parece também um pequeno “sistema solar”.
Com o uso de telescépios pessoas observaram pequenos corpos celestes, também chamados de
luas, girando em torno de Jupiter, como se fossem atraidos para ele da mesma maneira que os
planetas sdo pelo Sol. Parece-nos entdo que tudo é atraido em dire¢do a tudo o mais. O préximo
passo dado por Newton foi generalizar a lei da gravitagao, afirmando que todos os objetos se
atraem. Nessa perspectiva, a prépria Terra atrai as coisas para si, nés mesmo estamos presos a
ela devido ao fendmeno conhecido por gravidade. Foi entdo quando Newton teve um insight: a
gravidade que mantém a Lua em 6rbita deve ser a mesma que atrai os objetos para o chio.

Podemos facilmente calcular quanto a Lua “cai” em um segundo, pois sabemos o tamanho
da 6rbita (distAncia Lua-Terra) e o periodo do movimento, que é de aproximadamente um més.
Estimando quanto ela se move em um segundo, podemos ter uma ideia de quanto sua 6rbita
se desvia da linha reta, aquela que ela seguiria se nenhuma forga atuasse. Incrivelmente, o valor
encontrado por Newton para a gravidade concordava inteiramente com o valor obtido por Ga-
lileu em seus experimentos. Newton estava no caminho correto. Nio havia mais volta, pois um
fato novo, até entdo completamente independente (o periodo da Lua e sua distincia da Terra),
havia sido conectado a outro (a distdncia percorrida por um corpo em queda, em um segundo,
na superficie da Terra) [19].

A lei da gravitagdo nos permitiu entender que o fato de a Terra ser redonda é porque tudo
¢ atraido para o seu centro e ndo por estar em rotagdo como os antigos acreditavam, sendo
necessdria uma pequena deformacdo em sua forma para assegurar o equilibrio. O Sol, a Lua
e outros planetas possuem a forma arredonda pela mesma razdo. Além disso, nos possibilitou
também explicar o fendmeno das marés, que até entdo nao sabiamos dizer o porqué de ser duas
marés altas e duas baixas por dia, ao invés de apenas uma.

Ao olharmos a equagio (1.1) poderiamos nos perguntar como essa lei dita o comportamento
dos planetas. Um interessante comentdrio sobre essa questio ¢ feita na obra [19]: O que o planeta
faz? ele olha para o Sol, vé a distiancia em que estd e calcula em sua calculadora interna o inverso do
quadrado da distincia para entio saber como deve se mover? Isso ndo explica o mecanismo da gravitagio!
Talvez vocé queira investigar mais. Muita gente tentou investigar mais. Questionaram Newton a
respeito de sua teoria: “Ela ndo significa nada, ndo diz nada.” Ele responden: “Diz como os corpos se
movem, nio porqué. Isso deveria bastar’.

Conforme a ciéncia foi se desenvolvendo e os instrumentos de medi¢do tornando-se mais
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precisos, os testes para a lei da gravitagdo ficaram mais exigentes. O primeiro conjunto de testes
mais meticuloso foi feito com as luas de Jupiter. Observagdes prolongadas e minuciosas do
movimento delas permitiram os cientistas checarem se tudo estava de acordo com o que prévia
a teoria de Newton. E para nossa supresa, nio estava. Em rela¢io aos cdlculos feitos a partir
da lei da gravitagdo as luas pareciam 8 minutos adiantadas quando Jupiter estava mais perto da
Terra e 8 minutos atrasadas quando estava mais distante [18, 19].

Confiante em que a teoria de Newton estava correta, Olaus Rémer (1644 - 1710) chegou a
uma brilhante conclusio que explicaria a ndo compatibilidade dos resultados observacionais com
a teoria. Romer disse que a luz leva um certo tempo para viajar de Jupiter a Terra, de modo que
quando olhamos as luas, ndo as vemos onde estdo agora, mas onde estavam algum tempo atris;
o tempo necessdrio para que ela nos atinja. Entdo os atrasos e adiantamentos citados acima,
deveriam ser corrigidos com base na diferenca de tempo entre a luz emitida (no caso refletida)
pelas luas e a recebida aqui na Terra. Foi com essa premissa que Romer conseguiu determinar,
pela primeira vez na histéria, a velocidade da luz?. Esta foi a primeira demonstragio de que a
propagagio da luz nio ocorre de forma instantinea [ 18, 19].

De acordo com a teoria de Newton, outro problema surgiu. Os planetas nao deveriam mover-
se em Orbitas elipticas, pois além de serem atraidos pelo Sol, também sio atraidos uns pelos
outros e, por mais fraca que seja essa atragdo mutua, deveria alterar ligeiramente as érbitas. Na
época, Jupiter, Saturno e Urano eram grandes planetas conhecidos. A atragio de cada um sobre
os demais deveria alterar as elipses perfeitas sugeridas por Kepler. Esse efeito foi calculado e ao
final de todas as contas e observagdes, concluiu-se que dos trés apenas dois (Jupiter e Saturno)
moviam-se de acordo com o que era previsto; mas algo de estranho acontecia com Urano, sua
6rbita nio era compativel com o que dizia a teoria. Surgia entdo uma nova oportunidade de
encontrar algum defeito na lei de Newton. No entanto, dois astrénomos, John Adams (1819 -
1892) e Urbain Leverrier (1811 - 1877), fazendo cilculos separados e simultaneamente, propu-
seram que a estranheza no movimento de Urano era devido a um planeta até entdo desconhecido.
Assim, entraram em contato com os respectivos observatérios, dizendo que deveriam apontar os
telescépios para uma determinada regido do céu e comparar com as cartas estelares. Se obser-
vassem alguma estrela que nao estivesse na carta, possivelmente seria o planeta. Dessa forma foi

descoberto Netuno [18, 19].

2Podemos observar aqui mais um importincia que a teoria da gravitagio teve. Se nio h4 conhecéssemos prova-
velmente teriamos levado muito mais tempo para descobrir a velocidade da luz, pois nio saberiamos o que esperar
dos satélites de Jupiter.



Contudo, no comeco do século XX, apareceu um problema que, finalmente, a teoria de
Newton ndo conseguia explicar: a precessio andémala da 6rbita de Mercurio. A lei da gravitagdo
universal permite que calculemos, de maneira muito precisa, a precessio do periélio (ponto mais
préximo do Sol) da érbita do planeta Merctrio. Por causa da atragio gravitacional dos outros
planetas do nosso sistema solar, era previsto que o periélio de Mercirio devesse sofrer um leve
desvio (veja, por favor, a figura 1.2), cerca de 5700 segundos de arco por século. O desvio ocorre
de fato; o problema reside na discrepancia de 43 segundos por século, entre o valor calculado e
o observado®. Virios astrénomos propuseram diversas solugées, mas todas foram descartadas.

Pela primeira vez, a teoria de Newton parecia possuir falhas [2, 18].

Figura 1.2 — Representagio do deslocamento do periélio de Merctrio com o tempo [2].

Coube a Albert Einstein (1879 - 1955), resolver esse problema através da formulagio de
sua Teoria da Relatividade Geral (abreviada as vezes por RG), publicada em 1915. A teoria de
Einstein é a generaliza¢do da teoria da gravitagdo de Newton e teve como primeira grande vitéria
a previsdo exata dos desvios existentes na érbita de Mércurio; resolvendo de vez o problema.
Contudo, devemos voltar um pouco na histéria para entender como isso aconteceu [24].

Em 1905, Einstein modificou a mecinica cldssica de Newton (que se baseava na relatividade
de Galileu) para que se ajustasse aos principios, dois no total, da chamada Teoria da Relatividade
Especial. O primeiro desses principios é que as leis fisicas sdo as mesmas em qualquer referencial
inercial (referenciais que se movem com velocidade constante). O outro principio afirma que a
velocidade da luz é uma invariante*. Como consequéncia, obtém-se que o espago e o tempo
sdo uma entidade geométrica unificada, o chamado espago-tempo. A Teoria da Relatividade
Especial também nos permite descrever o comportamento de corpos acelerados, desde que a
dita aceleragdo nio implique for¢as gravitacionais [24].

Somente anos mais tarde, Einstein generalizou o principio da relatividade do movimento

3Na época os erros de observagio eram de aproximadamente 0,1 segundos por século. O que garante que essa
discrepéncia nio é um erro na medida.

“Vale ressaltar a diferenga entre um invariante e uma quantidade conservada. Um invariante ¢ uma quantidade
que possui o mesmo valor quando vista de qualquer referencial inercial. J4 uma quantidade conservada é uma que
possui o mesmo valor quando calculada pelo mesmo observador antes e depois de um dado processo.



para sistemas que incluissem campos gravitacionais onde uma das implicagdes mais dramaticas
¢ que a matéria curva o espago-tempo a sua volta. Isto nos permite interpretar a gravidade ndo
como uma for¢a, mas como um efeito geométrico: uma distor¢ao no tecido espago-tempo. Nessa
perspectiva, até mesmo a luz deveria sofrer um desvio ao passar perto de grandes massas (como o
Sol por exemplo), pois tem energia e energia é equivalente 2 massa. Esses efeitos sio mostrados
na figura 1.3. De fato, o desvio da luz foi comprovado através da observagao de um eclipse solar

que ocorreu no dia 29 de maio de 1919 [24].

Figura 1.3 — Em (a) temos uma estrela emitindo luz. Tal estrela ndo deveria ser visivel aqui da Terra por
se encontrar do outro lado do Sol. Entretanto, o Sol por ser um corpo muito massivo deforma o espago-
tempo ao seu redor, gerando um ligeiro desvio na trajetéria da luz e, portanto, na posi¢io aparente da
estrela. Assim, essa estrela serd vista aqui da Terra como se estivesse localizada na posicio (b) [3].

E dificil imaginarmos a geometria curva da RG. Uma maneira (grosseira, diga-se de passa-
gem) encontrada para conseguirmos conceber essa ideia ¢ imaginar o espago-tempo como um
tecido eldstico. Ao colocarmos uma grande bola pesada (como uma de boliche) nesse tecido,
0 seu peso exercerd uma compressio, fazendo assim com que o tecido se curve ao seu redor.
Ao jogarmos pequenas esferas mais leves (como bolas de gude) sobre o mesmo tecido, elas ndo
passardo rolando diretamente para o outro lado, mas irdo convergir em torno do peso maior,
passando a orbitd-lo, como planetas orbitando o Sol. Essa situa¢io ¢ mostrada na figura 1.4.
Trocando-se a bola de boliche pelo Sol e as bolas de gude pelos planetas, vé-se que a situagio

descrita exemplifica bem, até certo ponto, o que ocorre em nosso sistema solar.
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Figura 1.4 — A grande bola no centro representa um corpo macigo como uma estrela. Seu peso faz com
que o tecido fique curvado ao seu redor. Qualquer esfera mais leve jogada nesse tecido serd entdo desviada
por essa curvatura e passard a orbitar a grande bola, da mesma maneira que planetas submetidos ao campo
gravitacional de uma grande estrela [3].

Através desse exemplo, uma outra coisa fica bastante clara. A teoria de Einstein incorpora
o efeito da gravidade ao afirmar que a distribui¢do de matéria e energia no universo, curva e
deforma o espago-tempo e por isso nio é plano. Nesse contexto, objetos em tal espago-tempo
tentam se deslocar em linha reta, mas como o espago é curvo, suas trajetdrias parecem distorcidas.
Eles se movem como que afetados por um campo gravitacional [3].

No entanto, como foi dito, esta analogia é grosseira e incompleta, pois nela apenas uma
se¢do bidimensional do espago (a superficie do tecido eldstico) é curva e o tempo permanece
imperturbado, como na teoria newtoniana. Como ja explicitado, a teoria da RG que condiz com
um grande nimero de experimentagdes, nos diz que o espago e o tempo estdo inextricavelmente
entrelacados. E impossivel poder curvar o espaco sem afetar também o tempo. Logo o tempo
possui forma. Como escrito por Stephen Hawking em [3]: “Curvando o espago ¢ o tempo, a
relatividade geral faz com que deixem de ser um fundo passivo no qual os eventos acontecem para se
transformarem em participantes ativos, dindmicos, dos acontecimentos”. Essa afirmagio fard ainda

mais sentido quando comegarmos a trabalhar com ondas gravitacionais.
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1.2 A predicdo de Einstein - Ondas gravitacionais

Outra previsio de suma importincia que vem da RG ¢ que qualquer objeto massivo que possua
aceleracdo produz ondas gravitacionais; desde pessoas correndo num ritmo acelerado, carros
tazendo curvas, avides ganhando velocidade para decolar ou buracos negros colidindo. Contudo,
nunca as detectamos antes, pois as ondas produzidas por nés aqui na Terra sio tio pequenas
que chegam a ser despreziveis. Para se ter uma ideia, ndo é remotamente possivel construir
uma mdquina que possa girar um objeto ripido o suficiente para que se produza uma onda
gravitacional detectdvel - nenhuma pessoa resistiria e mesmo os materiais mais fortes do mundo
iriam voar distante nas velocidades de rotagio que uma maquina desse tipo exigiria [4, 24, 25].

Essas ondas sdo ondulagoes no tecido do espago-tempo que carregam energia e momento
consigo e s6 sdo produzidas em quantidades consideraveis quando causadas por alguns dos pro-
cessos mais violentos do cosmos, tais como: colisio de buracos negros ou de estrelas de néutrons’
(figura 1.5), colapso de nucleos estelares, aglutinados de anis brancas ou os restos da radiagio
gravitacional gerada pelo nascimento do préprio universo. Segundo Einstein, eventos dessa
magnitude perturbam o espago-tempo, de tal forma que ondas de espago distorcido irradiam
a partir da fonte, semelhante as ondas produzidas na superficie de um lago ao jogarmos uma
pedra. Além disso, essas ondulagdes viajariam a velocidade da luz através do universo, levando

consigo informagdes sobre suas origens cataclismicas, bem como pistas inestimdveis a natureza

da prépria gravidade [4].

Figura 1.5 — A figura acima ilustra ondas gravitacionais sendo emitidas por duas estrelas de néutrons
orbitando uma em relagdo a outra [4].

SEstrelas de néutrons sio um dos possiveis estigios finais na vida de uma estrela. Elas sdo criadas quando estrelas
com massa maior a oito vezes a do Sol esgotam sua energia nuclear e passam por uma explosio de supernova.
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Desde sua predicio, a detec¢do direta dessas ondas era amplamente desejada por toda a co-
munidade cientifica, pois iria fornecer maneiras novas e mais robustas para testar a relatividade
geral sob condi¢des extremas, inaugurando um novo modo de explorarmos o universo. Somente
ap6s uma busca incessante de quase 100 anos é que finalmente obtivemos a comprovagio. As
ondas gravitacionais foram detectadas em 14 de setembro de 2015, as 6h51 (hordrio de Brasilia)
pelos detectores gémeos do Observatério Interferométrico de Ondas Gravitacionais (do inglés:
Laser Interferometer Gravitational-wave Observatory - LIGO) [25, 9].

Os cientistas ndo s6 detectaram tais ondas, como concluiram que elas foram produzidas
durante uma fragdo final de segundo da fusio de dois buracos negros que geraram um dnico e
mais massivo buraco negro em rotagdo. Com isso, além da detecgdo das ondas gravitacionais,

tivemos a primeira observagio da colisio e fusdo de um par de buracos negros [25, 9].

1.2.1 O queéoLIGO?

O LIGO foi um projeto fundado em 1992 por Kip Thorne e Ronald Drever, ambos do Instituto
de Tecnologia da Califérnia (Caltech) e Rainer Weiss do Instituto de Tecnologia de Massachu-
setts (MIT) e que é financiado pela Fundagio Nacional de Ciéncias dos Estados Unidos (NSF,
National Science Foundation). A iniciativa tem como principal objetivo observar ondas gravita-
cionais de origem césmica e, para isso, conta com a colaboragdo de cientistas de todo o mundo

para analisar e interpretar os dados obtidos [4].

.

Figura 1.6 — Da esquerda para a direita temos: Kip Thorne (Caltech), Ronald Drever (Caltech) e Rainer
Weiss (MIT) [5].

O projeto possui dois grandes interferometros a laser localizados a 3002 km de distancia; um
em Livingston, Lousiana e o outro em Hanford, Washingston (figura 1.7). Sio, notadamente,
os dois maiores observatérios de ondas gravitacionais da Terra. Naturalmente, existe uma co-
laboragdo com outros observatérios, uma vez que a melhor maneira de aprender sobre ondas

gravitacionais e suas fontes ¢ ter muitos detectores, fazendo observagdes simultaneamente [6].
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Figura 1.7 — A esquerda temos o observatério de Hanford (ou LHO - LIGO Hanford Observatory),

enquanto a direta vemos o observatério de Louisiana (ou LLO - LIGO Louisiana Observatory) [6].

Um primeiro conjunto de detectores foi concluido no inicio de 2000, incluindo Z4MA300
no Japdo (que se encontra desativado, pelo menos até o momento da preparagio desse texto),
GEO0600 na Alemanha, LIGO nos Estados Unidos e Virgo na Itilia (figura 1.8). A partir de
combinagdes destes detectores, foram feitas observagdes conjuntas no periodo de 2002 — 2011
sem se obter qualquer detec¢do de ondas gravitacionais. Depois de progressos significativos reali-
zados®, os detectores LIGO comegaram a operar em 2015 como LIGO Avangado: os primeiros

de uma rede global de detectores significativamente mais sensiveis [6].

Figura 1.8 — Na parte superior temos o GEO600 e na inferior, da esquerda para a direta, o Virgo e o

KAGRA [7].

O Virgo que se localiza perto de Pisa, Itélia, estd passando por seus préprios upgrades (pare-
cidos com o do LIGO) para aumentar a sua sensibilidade. Espera-se que ainda neste ano (2016)
inicie a operagdo em grande escala. Nesse meio tempo, o Japao estd construindo um novo in-

terferometro denominado de KAGRA (sigla para Kamioka Gravitational Wave Detector), que

6Tais progressos sao descritos em [26].
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se localizard dentro da mina Kamioka (a mesma que abriga o detector de neutrinos “Super Ka-
miokande”). Sendo subterrineo, o detector estard exposto a menos vibragdes sismicas do que os
instrumentos de superficie como LIGO, GEO600 e Virgo. KAGRA também utilizara sistemas
criogénicos, o que significa que a éptica ird ser arrefecida de tal forma que as vibragées molecu-
lares dentro do préprio material serdo quase nulas’. Espera-se que seu funcionamento comece

em 2018 [7].

1.2.2 Deteccao

Como jd comentamos no inicio dessa se¢do, as ondas gravitacionais s6 sdo considerdveis se o
evento que as deu origem produzir energia em uma quantidade extraordinariamente grande.
Perto das fontes que a geram, essas ondas podem ser extremamente violentas, mas para nossa
sorte, eventos dessa magnitude geralmente ocorrem a grandes distincias da Terra (da ordem de
bilhdes de anos-luz) e no momento em que nos atigem ji sio milhdes de vezes menores e menos
destrutivas. De fato, quando essas ondas chegam aqui, possuem uma amplitude tdo pequena que
detectd-las é um trabalho muito dificil. S6 para se ter um respicio, as ondas gravitacionais da
primeira detecgdo do LIGO geravam uma oscilagio no espago-tempo que era milhares de vezes
menor que o nicleo de um dtomo [4, 9].

Na epéca de Einstein, a tecnologia para detec¢do dessas ondas era basicamente inexistente,
mas ainda assim os primeiros experimentos comegaram por volta de 1960 com o fisico Joseph
Weber e seus detectores de massa ressonante, mas que infelizmente nio obtiveram nenhum
sucesso. Em 1974, 20 anos apés a morte de Einstein, os astronomos Russell Hulse e Joseph
Taylor que trabalhavam no observatério de Arecibo, em Porto Rico, descobriram o primeiro
pulsar bindrio (duas estrelas extremamente densas e pesadas em 6rbita uma ao redor da outra)
ha 21.000 anos-luz da Terra. Este evento, denominado por PSR 1913+16 ou Bindria de Hulse-
Taylor, era exatamente o tipo de sistema que, de acordo com a teoria de Einstein, deveria irradiar
ondas gravitacionais [25].

Depois de aproximadamente sete anos de observagdes, os dois astronomos concluiram que
as duas estrelas estavam se aproximando exatamente como a RG previa. Isto s6 podia significar
que o sistema estava perdendo energia de alguma forma, o que os levou a inferir que deveria

estar havendo emissdo de radia¢io gravitacional. Essa foi a primeira detec¢do indireta de ondas

"Tsso é necessario pois a chave para a detecgio de ondas gravitacionais ¢ isolar o detector de todas e quaisquer
vibragdes terrestres que possam imitar ou mascarar uma vibragio de ondas gravitacionais.
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gravitacionais - indireta, pois ndo houve realmente a detecgio de uma onda. Nesse contexto, a
explicagdo desse fendmeno pode ser feita da seguinte maneira: conforme o pulsar bindrio emite
ondas gravitacionais, as estrelas perdem energia, as érbitas encolhem cada vez mais e eventu-

amente as estrelas acabam colidindo®. Essas observacoes lhes renderam o nobel em Fisica de

1993 [11].

Em 2015, 41 anos depois da Bindria de Hulse-Taylor ter sido descoberta, o LIGO fez a pri-
meira observagio direta de ondas gravitacionais. A situagdo ¢ bem parecida com a que acabamos
de descrever, a diferenca é que dessa vez as ondas gravitacionais foram emitadas pela fusio de
um par buracos negros hd 1,3 bilhées de anos-luz da Terra. Esse evento recebeu o nome de
GW150914 [&, 25].

Da morfologia do sinal recebido, pdde-se concluir que os buracos negros envolvidos na de-
teccio do LIGO possuiam massa’ de 3673 M, e 29 M, e ap6s se fundirem, a massa do buraco
negro resultante era de 627f M. Ao compararmos as massas antes e depois da fusio, vemos que
a coalescéncia converteu aproximadamente trés vezes a massa solar (ou seja, quase seis milhoes
de trilhdes de trilhdes de quilogramas) em energia que foi irradiada na forma de ondas gravita-
cionais, sendo a maior parte emitida em uma fragio de segundo. Para se ter uma nogio, o sol
emite o equivalente a quatro bilhes de quilogramas por segundo via radia¢io eletromagnética.
Além disso, a energia liberada pelo pico de GW150914 foi maior que seis vezes a luz combinada
(isto €, a taxa a qual a energia é libertada como luz) de todas as estrelas e galixias no universo

observavel [9, 25]. Nas figuras 1.9, 1.10 e 1.11 podemos ver uma simulagio desse evento.

Figura 1.9 — Simulagio feita pela Caltech da fusdo de um par de buracos negros [¢].

8No caso da Bindria de Hulse-Taylor estima-se que as duas estrelas irdo colidir em cerca de 300 milhdes de anos.

?Onde M, = 1,9891 x 10%°kg ¢é a massa solar.
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Figura 1.10 — A medida que os buracos negros iam executando o movimento espiralado um em dire¢io
a0 outro, emitiam ondas gravitacionais, perdiam energia e se aproximavam [¢].

Figura 1.11 — Até que se fundiram, formando um unico buraco negro mais massivo [2].

1.2.3 Experimento e Resultados

A detecgio das ondas gravitacionais, além de ter sido um marco histérico para a fisica, também
representou um grande desafio tecnoldégico; pois como veremos a seguir, a engenharia por trds
desse feito é de um nivel altissimo.

Uma vez que queremos detectar ondas, a primeira ideia que nos vem a mente é trabalhar com
o fenémeno de interferéncia, justamente por ser aplicével a todo tipo de onda. E nesse contexto,
que a técnica escolhida para se detectar ondas gravitacionais foi a interferometria, uma das que
tem conseguido maiores pregressos nos ultimos anos. Para essa técnica, faz-se necessirio um
aparelho chamado interferémetro, que possui esse nome por funcionar através da fusio de duas
ou mais fontes de luz para criar um padrio de interferéncia que pode ser medido e analisado. Tais
aparelhos sio frequentemente usados em medi¢oes muito pequenas que nio seriam realizdveis
de outra maneira, e os padroes de interferéncia obtidos contém informagées importantes sobre

o objeto ou fendmeno a ser estudado.
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No caso do LIGO, os interferémetros foram projetados para medir uma distancia de 1/10000
da largura de um préton; que é a amplitude de deformagio tipica de uma onda gravitacional. A
sua estrutura consiste de dois bragos perpendiculares (medindo 4 km cada) em que um feixe
de laser ¢ enviado, e refletido pelos espelhos (massa teste suspensas) que se localizam no final
de cada brago, como pode ser visto na figura 1.12 (¢). O principio de funcionamento é bem
simples: quando uma onda gravitacional interage com os bragos do interferometro acaba por
induzir pequenas variagdes no seu comprimento que podem ser medidas através do padrio de

interferéncia, resultante da recombinagio da luz que se propaga'® no instrumento [25, 26].
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Figura 1.12 — Em (a) sdo mostrado as posi¢des dos dois observatérios LIGO, além de indicar o tempo que
aluz demora para viajar entre eles, algo em torno de 10 ms. O grafico em (b) nos mostra como a amplitude
de ruido do instrumento variou em fung¢io da frequéncia em cada um dos detectores durante o evento.
Quando menor ¢ o ruido do instrumento, mais sensivel é o detector. Os picos altos indicam faixas de
frequéncia onde o ruido do instrumento € particularmente grande. Jd em (c) temos uma esquematizagio
do interferometro usado pelo LIGO em suas medigdes [7].

No entanto, existem diversos problemas que atrapalham a medi¢ao e para que fosse possivel
detectar com éxito uma onda gravitacional como a emitida pela GW150914, os detectores do
LIGO precisaram ndo s6 de uma grande sensibilidade, como também a capacidade de isolar os

sinais reais das fontes de qualquer ruido instrumental, isto é, pequenas perturbagdes devido, por

0Em geral, o tempo que a luz demora para percorrer o brago do interferdmetro é muito menor que o periodo das
ondas a que este método ¢é sensivel, e portanto, para uma dada frequéncia o efeito nio serd tio grande quanto seria
possivel. Para conseguir maximizar a variagdo do comprimento nos bragos do detector foram desenvolvidas técnicas
que permitem que a luz circule algumas centenas de vezes no instrumento antes que o padrio de interferéncia seja
medido. Para se ter uma dimensio do desafio que é a medigdo precisa de deslocamentos extramente pequenos, basta
imaginar que se o brago do instrumento tivesse um comprimento da ordem da distdncia de separagio Terra-Sol,
entio, os deslocamentos que desejamos medir teriam aproximadamente o tamanho do didmetro de um fio de cabelo

6, 26].
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exemplo, a efeitos ambientais ou ao préprio instrumento, que poderiam imitar (ou até mesmo
superar) os padrdes de ondas gravitacionais buscados. O que nos permite distinguir as ondas
gravitacionais dos ruidos mencionados acima é justamente o fato de existirem dois detectores:
s6 um verdadeiro sinal de uma onda gravitacional apareceria em ambos os detectores e levando
exatamente o mesmo tempo que a luz (e, portanto, o que uma onda gravitacional) leva para se
deslocar entre eles [9].

A figura 1.12 (b) descreve em um gréfico o problema que acabamos de discutir. Nela podemos
ver como o ruido instrumental nos detectores do LIGO mudou em relagio a frequéncia ao
longo do evento GW150914. Na faixa de baixas frequéncias, o ruido é dominado por vibragdes
sismicas que cobrem completamente qualquer sinal de onda gravitacional com uma frequéncia
inferior a 10 Hz. A frequéncia média, a principal fonte de ruido é devido aos movimentos
aleatérios dos dtomos das massas teste. Ja em altas frequéncias, os ruidos provém principalmente
de flutuagdes na poténcia do laser [, 26].

Na figura 1.13, encontramos os principais resultados das andlises realizadas pelo LIGO:
a parte central nos mostra a reconstru¢io do padrio de amplitude da onda gravitacional vista
pelo detector de Hanford. Como se pode ver, é clara a concordancia entre a amplitude estimada
(mostrada em cinza) e o modelo teérico da onda mais semelhante no caso de dois buracos negros
coalescentes (mostrado em vermelho), tal como previsto pela RG. No topo da figura, temos
imagens dos buracos negros em virios estigios do cdlculo computacional: a espiralagdo para
dentro, que ¢ a fase na qual os buracos negros se aproximam; a fusio, na qual os dois se unem e
a estabiliza¢do, quando o buraco negro remanescente oscila brevemente antes de estabilizar-se.
Comparando-se as previsdes teéricas dos dados de amplitude com os dados observacionais, tudo
aponta que a RG € de fato a teoria correta para descrever esse evento [9].

Uma pergunta interessante que podemos nos fazer é a seguinte: o que nos garante que o
evento GW150914 foi uma fusdo de buracos negros? O fato é que existem alguns indicios que
comprovam isso, entre eles podemos citar: os valores estimados das massas antes da fusdo dos
dois componentes de GW150914; esse indicio torna-se ainda mais forte se considerarmos a
enorme velocidade e a pequena separagio dos dois componentes, tal como mostrado na parte
inferior da figura 1.13. Nessa mesma figura, vé-se que as velocidades estimadas dos dois com-
ponentes sio uma fracio significativa da velocidade da luz e sua separagio é cerca de apenas
algumas vezes o tamanho caracteristico de um buraco negro para uma dada massa - conhecido

como o seu raio de Schwarzschild [?].
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Figura 1.13 — Alguns dos principais resultados da andlise de GIW150914. No gréfico superior temos uma

comparagio entre as previsdes do medelo teérico e os dados experimentais, em relagdo a amplitude da
onda gravitacional detectada em trés fases do evento: espiralagio, fusio e estabilizagdo. No grifico que
se encontra na parte inferior podemos ver a separagio e a velocidade dos buracos negros, e como elas
mudaram a medida que ocorria a fusio [9].

Outro indicio muito forte ¢ indicado no grafico que se encontra na parte inferior da figura
1.13. Nele podemos ver que os dois componentes estiveram separados por uma distdncia muito
pequena imediatamente antes de se fundirem, da ordem de poucas centenas de quilémetros,
isso quando a frequéncia da onda gravitacional era de aproximadamente 150 Hz. Da literatura,
os buracos negros sio os unicos objetos conhecidos que sdo suficientemente compactos para
estarem tdo perto sem se fundir. Assim, juntando esse argumento 2 estimativa da massa dos
componentes, temos que um par composto por uma estrela de néutrons e um buraco negro,
teriam se fundido em uma frequéncia inferior 2 150 Hz e um par de estrelas de néutros nio seria
massivo o suficente. O que comprova que o evento GW150914 trata-se realmente da fusio de

um par de buracos negros [7].

1.2.4 Localizagio do evento GW150914 no espago

A localizagio aproximada do evento GW150914, fonte das ondas gravitacionais detectadas pelo
LIGO, ¢ mostrado na figura 1.14, onde podemos ver o mapa do céu do hemisfério sul. Cada

uma dessas linhas coloridas representam diferentes probabilidades para a localizagdo do sinal
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originado: a linha purpura define a regido em que o sinal estd previsto ter vindo e possui um
nivel de confian¢a de 90%; a linha interna define a regido alvo a um nivel de confianga

de apenas 10%. A medida que tentamos localizar a fonte, a incerteza vai aumentando [10].

Figura 1.14 — A regido do céu acreditado para conter a fonte de GIW150914. A localizagio aproximada da
fonte de ondas gravitacionais detectadas pelos observatérios do LIGO. A linha puarpura define a regido
em que o sinal estd previsto ter vindo e possui um nivel de confianga de 90%; a linha amarela interna
define a regido alvo e possui nivel de confianca de apenas 10% [10].

Uma pequena galdxia perto da nossa chamada de Grande Nuvem de Magalhies pode ser vista
na parte inferior da figura 1.14; é a mancha difusa que se localiza embaixo da regido demarcada
pela linha de cor parpura. Enquanto que uma galixia ainda menor, chamada de Peguena Nuvem
de Magalhaes estd abaixo dela [10].

O mecanismo por trds desta localizagio é simples. Operar uma rede de trés ou mais detecto-
res nos permite, por triangulagio, posicionar em que dire¢do do céu essas ondas estdo vindo. Isto
é feito sabendo-se a diferenca de tempo de chegada da onda em cada detector - da mesma forma
que se usa trés torres de telefonia celular para identificar a localizagdo de um telefone celular.
Quanto mais detectores na rede, mais precisa serd a localiza¢do no céu da fonte emissora dessa

onda gravitacional. E possivel também obter essa localizagdo com apenas dois detectores, como
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toi o caso do LIGO, mas a regido demarcada possui a forma de um anel ou um arco.

No presente caso, a obten¢do da localizagio aproximada foi possivel gragas aos dados ob-
tidos pelos observatérios LIGO em Livingston, Lousiana e Hanford, Washigton. As ondas
gravitacionais chegaram a Livingston 7 milésimos de segundo antes de chegarem a Hanford.
Foi justamente esse atraso de tempo que revelou uma fatia particular do céu (na forma de anel,
como visto na figura 1.14) a partir do qual o sinal deve ter se originado. Uma anilise mais apro-
fundada da intensidade do sinal varidvel em ambas os detectores, acaba descartando partes do

anel e localizando ainda mais a fonte [10].

1.2.5 Por que detectd-las?

A maneira pela qual observamos o cosmos quase sempre dependeu de instrumentos. Micros-
cépios trouxeram a nogdo da existéncia de microrganismos, como as bactérias, que sdo uma das
formas de vida mais comuns do planeta. Os telescépios nos deram a habilidade de observar o
sistema solar, descrever as 6rbitas dos planetas e formular a no¢io de gravidade de Newton. Mas
nem sempre essas descobertas aconteceram propositalmente.

Em 1930, o fisico Karl Jansky (1905 — 1950) foi encarregado de melhorar os sinais de rddio
utilizados nas transmissoes telefonicas transocednicas que, na época, estavam sofrendo inter-
teréncia. Com o intento de localizar a causa do problema, isto é, alguma fonte de ondas de
radio que atrapalhavam a chamada com estitica, Jansky construiu um antena giratéria que podia
apontar para todas as dire¢des (figura 1.15). Foi quando ele descobriu ondas de rddio vindas de
tempestades de raios préximas e distantes, além de uma terceira fonte (desconhecida) de rddio
no céu. O sinal dessa fonte desconhecida tinha uma varia¢io de intensidade a cada 23 horas
e 56 minutos, que é o periodo de rota¢do da Terra. Depois de aproximadamente um ano de
investigacdo, veio a incrivel descoberta: as ondas provenientes dessa fonte misteriosa vinham de
uma regido da constelagio de Sagitirio, que se encontra em diregdo ao centro da Via Léctea.
Uma descoberta por acaso, feita sem querer, por alguém que estava preparado para entender o
que havia encontrado, uma verdadeira serendipidade [11, 27].

Foi com essa descoberta que, aos 26 anos, Jensky publicou o trabalho!! que deu inicio a
Radioastronomia: o ramo da astronomia que estuda as radiagdes eletromagnéticas emitidas ou

refletidas pelos corpos celestes. Isto nos possibilitou uma maneira nova de observar o universo,

1O titulo do trabalho é Directional Studies of Atmospherics at High Frequencies ¢ pode ser encontrado em
http://adsabs.harvard.edu/full/2005ASPC..345....3].
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Figura 1.15 — Antena projetada por Jansky em uma plataforma giratdria para receber sinais na frequéncia
de 20,5 MHz. O objetivo era detectar a causa do problema nos sinais de rddio utilizados nas transmissdes
telefonicas transocednicas [11].

pois agora poderiamos estudd-lo, usando todas as faixas do espectro eletromagnético e ndo mais
nos limitar somente ao espectro da luz visivel. Uma grande variedade de objetos sdo observaveis
no comprimento de onda de radio, incluindo supernovas, gis interestelar e pulsares. Enquanto
isso, com espectro infravermelho passamos a poder estudar objetos que sio muito frios para
emitir luz visivel, tais como planetas e discos circunstrelares. Ja o raio-X nos permitiu estudar
remanescentes de supernovas, galdxias elipticas, aglomerados de galdxias e nicleos galcticos
ativos [27, 28].

Durante a histéria da ciéncia, toda vez que tentamos visualizar o universo utilizando alguma
faixa nova do espectro, acabamos por fazer descobertas fascinantes que ndo teriam sido possi-
veis se estivéssemos restritos apenas ao espectro da luz visivel. Foi assim com as ondas de radio,
microondas, ultravioleta, infravermelho, raio X e até raios gama. Hoje conseguimos enxergar
o universo em todas as faixas do espectro eletromagnético. Como veremos agora, o que a des-
coberta da radioastronomia teve de serendipidade, a das ondas gravitacionais teve de proposital
[22, 28].

Ondas gravitacionais nio sio radiagdo eletromagnética, elas sio um fendémeno completa-
mente diferente, levando informagdes sobre eventos césmicos que nio sio carregados de outra
maneira. Para entender essa afirmag¢do um pouco melhor, vamos tomar a colisdo entre buracos
negros como exemplo. Nesse tipo de colis@o, a radiagio eletromagnética emitida é muito baixa

e praticamente inexistente, mas a radia¢do gravitacional, como ji discutimos anteriormente, é
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extremamente alta nesse tipo de evento (é o acender de um farol num mar césmico totalmente
escuro). Outra fato importante é que as ondas gravitacionais interagem muito fracamente com
a matéria, ou seja, elas viajam através do universo praticamente desimpedidas, dando-nos uma
visdo clara sobre suas origens e o que acontece no cosmos [29].

A detecgdo direta e a andlise da informagio transportada por ondas gravitacionais nos permi-
tird observar o universo de uma forma totalmente nova, como nunca antes possivel. Teremos um
espectro completamente novo em maos que nos possibilitard observar objetos césmicos e eventos
que o espectro eletromagnético inteiro nao nos permitiria ver, como: estrelas de neutrons, for-
magio de buracos negros ou estrelas supermassivas se explodindo. Certamente estamos abrindo
uma nova janela de estudos sobre o universo, uma compreensio mais profunda desses eventos

cataclismicos e inaugurando a investigagio de ponta nas dreas de fisica, astronomia e astrofisica

[8, 29].

1.3 Organizagio do trabalho

O trabalho estd organizado como se segue.

No capitulo 2, apresentamos uma breve introdugio a Teoria da Relatividade Geral. Co-
megaremos discutindo o principio da equivaléncia e suas implicages, entre elas, a equivaléncia
entre massa inercial e massa gravitacional. Logo em seguida, passaremos a abordar o principio
da covariancia geral; afirmando-nos que, sob uma transformacio geral de coordenadas, as leis
da fisica permanecem covariantes (ou seja, sua forma ¢é invariante). Veremos entdo que esses
dois principios sio na verdade faces de uma mesma moeda, isto ¢, sdo equivalentes. Por fim,
chegaremos as equagdes de campo de Einstein, sem a inclusio da constante cosmoldgica.

No capitulo 3, usaremos o método perturbativo na equagio de Einstein e a linearizaremos.
Dentro do regime linear, veremos que a perturbagio obedece a uma equagio de onda e estuda-
remos as implicagdes fisicas disso.

No capitulo 4, discutiremos a geragdo de ondas gravitacionais e a natureza quadrupolar da
radiagdo gravitacional. Em seguida, calcularemos a energia emitida via radiagio gravitacional
por um sistema bindrio em 6rbita circular. Aplicaremos entdo a teoria desenvolvida nos dados
observacionais da PSR 1931+16 (bindria de Hulse e Taylor), comparando teoria e experiéncia.

Por fim, no capitulo 5 apresentamos um sintese dos resultados obtidos, mostrando perspec-

tivas para a continuagdo dessa pesquisa.
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Capitulo 2

A Teoria da Relatividade Geral

Nosso objetivo neste capitulo é descrever a formulagio da teoria de Einstein para a gravitagio,
chegando assim, até as suas equagdes de campo. Essas equagdes nos dizem como a matéria gera
gravidade e, por sua vez, como gravidade afeta a matéria. Como foi dito em [30]: A concepeao
de Einstein da interacdo gravitacional tem por fundamento a generalizacdo de que todos os referenciais
(néo apenas os inerciais) sio equivalentes. De fato, esta é a razdo do nome Relatividade Geral,
significando que nio temos como diferenciar se a for¢a sofrida por uma massa ¢ devida a ela
estar num referencial acelerado ou na presenca de um campo gravitacional. Apenas ela estd
sujeita a tal equivaléncia. E com esse intento que comegaremos por enunciar o principio da

equivaléncia de Einstein e discutir sua implicagoes.

2.1 Principio da Equivaléncia de Einstein

O Principio da Equivaléncia formulado por Einstein em 1909, constitui a base da sua Teoria
da Relatividade Geral. Ao contrdrio do que possa parecer, a ideia por trds desse principio é
bastante simples e até intuitiva. Devido a a¢do do campo gravitacional terrestre, todos os corpos
localizados, por exemplo, no interior de um elevador sdo puxados para baixo, em dire¢do ao
centro da Terra. Por esse mesmo motivo, um péndulo preso ao teto oscila, quando abandonado
do repouso com o fio inclinado ou uma bola de basquete cai em dire¢do ao piso [12].

O interessante € que os campos gravitacionais conferem a mesma aceleragio a qualquer corpo,
seja uma bola de basquete, como citada anteriormente, ou uma bola de gude de massa muito
menor; ambas adquirirdo a mesma aceleragdo. Isto é um fato totalmente empirico. Uma vez

estabelecido um local onde haja um campo gravitacional conhecido, verifica-se experimental-
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mente que todos os objetos caem; quaisquer que sejam, quando soltos em queda livre! a partir
de um mesmo ponto, exatamente com a mesma aceleragdo. Mas o que isso implica?

Para responder a essa pergunta fagamos um experimento mental® bem simples. Imagine que
derrubemos um objeto que se encontra sobre uma mesa, deixando assim com que cai em queda

livre. A sua acelera¢do pode ser calculada através da segunda lei de Newton:

FR =mpa (21)

onde m; é a massa inercial do objeto e a é a aceleragio por ele adquirida na queda. Nesse nosso

experimento, s6 existe uma tnica for¢a atuando no objeto que € a gravitacional, dada por:

FG =mgq (22)

onde mg é a massa gravitacional e g ¢ a aceleragdo da gravidade nas proximidades da terra (que
nesse contexto podemos considerar como constante). A partir dessas duas relagdes conclui-se,
portanto, que

mg

0= 25 (2.3)

ou seja, o fato de todos os corpos possuirem a mesma aceleragio e todas igual a ¢ quando em
queda livre, implica que os conceitos de massa inercial e massa gravitacional sio equivalentes,
pois tem-se M = Mg.

Facamos um outro experimento mental. Dessa vez, imaginemos um elevador no espaco,
longe de qualquer estrela ou planeta, num local onde ndo hd nenhuma grande massa causando
campo gravitacional consideravel. Nessa situagio, o péndulo que citamos anteriormente nio ird
oscilar, permanecerd em repouso, preso ao teto do elevador com o fio frouxo. A bola de basquete,
quando solta, também ndo caird em diregdo ao piso do elevador, mas ficard levitando em repouso
onde tiver sido abandonada. Ao indagarmos uma pessoa que se encontra dentro desse elevador,
como ela se senti fisiologicamente, nos dird sentir uma sensa¢do de auséncia de gravidade. A
mesma sentida por uma pessoa em queda livre.

Imagine agora que instalamos propulsores embaixo desse elevador, de forma a acelerd-lo para

cima, com uma aceleragio a constante. O que ocorrera no interior do elevador? No referencial

'Lembrando que queda livre pressupde a inexisténcia de atrito.
2Einstein denominava esses experimentos mentais como Gedankenexperiment [24].
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do elevador, o péndulo voltard a oscilar e a bola de basquete caird com essa mesma aceleragio a
em dire¢do ao piso. Todos os demais objetos tenderdo a acelerar para baixo com aceleragio a, da
mesma forma que fariam se o elevador estivesse em repouso na superficie de um planeta onde o

campo gravitacional tem intensidade a. Tal equivaléncia é mostrada na figura 2.1.

Figura 2.1 — Do lado esquerdo da figura, temos um elevador subindo com aceleragdo a, sob agio de um
campo gravitacional g. Jd do lado direito, temos o mesmo elevador com aceleragio nula, sob a¢do de um
campo gravitacional g + a. De acordo com o principio da equivaléncia de Einstein essas duas situagoes
sdo andlogas [12].

A verdade é que essa aceleragio a, para cima, que o elevador possui no referencial inercial, serd
sentida no referencial do elevador (referencial nio inercial) como um legitimo campo gravitaci-
onal de intensidade a para baixo; na mesma dire¢do e em sentido oposto ao da aceleragio desse
referencial ndo inercial. Essa é a ideia basica por trds do chamado Principio da Equivaléncia.

Se tivéssemos um observador dentro desse elevador, procurando entender em que estado de
movimento se encontra, mesmo realizando os mais diversos experimentos e fazendo as mais
diversas anilises, ele concluiria, inevitavelmente, estar em repouso na presen¢a de um campo
gravitacional. Ou seja, devido a equivaléncia entre massa inercial e massa gravitacional, o obser-
vador nio sabe dizer se encontra em um referencial acelerado ou num referencial em repouso,
porém na presen¢a de um campo gravitacional.

Finalmente, podemos enunciar o principio da equivaléncia: Nao hd nenbum experimento que
observadores possam efetuar para distinguir se uma aceleracao surge devido a uma forca gravitacional
ou porque o seu referencial estd acelerando [31].

Por fim, ¢ importante ressaltar que o principio da equivaléncia nio se aplica a forgas ndo
gravitacionais (como a forga elétrica, por exemplo). Ou seja, ndo temos como encontrar um
referencial no qual essas forgas se anulem. Isso é uma caracteristica exclusiva das for¢as gravita-

cionais devido a equivaléncia entre massa inercial e massa gravitacional.
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2.2 Forgas gravitacionais

Suponhamos uma particula movendo-se numa regiio onde existem apenas campos gravitacio-
nais. De acordo com o principio da equivaléncia, discutido na se¢do anterior, existe um sistema
de coordenadas £% no qual localmente nenhum campo gravitacional é observado (dessa vez nio
vamos supor que tais campos sejam uniformes, o préprio campo gravitacional produzido pela
terra ndo é, diminuindo 4 medida que nos afastamos dela). Tal referencial é exatamente aquele
que, localmente, anula o efeito do campo gravitacional e por esse motivo é chamado de referencial
localmente inercial. Nesse sistema de referéncia, a segunda lei de Newton ¢ escrita como:
2
e =0 (2.4)
dr?
onde d7? = —naﬁdéadéﬁ é o tempo préprio°.

Mas como um segundo sistema (digamos de coordenadas x#), que nio seja localmente iner-
cial, escreveria a sua equa¢do de movimento para essa mesma particula? Certamente ele o fard
de uma forma diferente, mas que felizmente pode ser relacionada com (2.4), através de uma
transformacio de coordenadas. Nessa transformagdo de &% para x*, temos que as coordenadas

&% sdo fungdes das coordenadas x*. Assim, a equagio (2.4) pode ser reescrita como

d [(d&”
=% (d_)
A (9ge
T dr (o"x” E)
_9&rdAix 92EY dxtdx”

= — 2.5
dxt dt? - dxtdx’ dtr dt 25)
multiplicando a expressdo acima por IxMIEX e usando a relagdo
dxt JEX  Ixt A
DEX Jxt  Ixt O 2.6)
obtemos
d2x? Ixt 92&%  dxH dxV
g2 I ox o7 A 2.7)

a2 T 953 gniar dt dt

3E o intervalo de tempo decorrido entre dois eventos medidos por um observador que encontra-se em um
referencial na qual os eventos ocorrem na mesma posicdo. E um pardmetro invariante em relagio ao qual calculamos
as derivadas temporais, para que assim, grandezas fisicas como a velocidade, continuem se transformando como
vetores, quando submetidas a uma mudanga de coordenadas.
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logo, a equagdo de movimento no segundo sistema (de coordenadas x*) é

d2x? o dxt dx

dr? Tl dTE:O (28)

onde I’ ﬁv sdo os coeficientes da chamada conexdo afim, definidos por

3x/\ 825“

DEX JxHPxv 29)

I, =

Ao fazermos uma simples mudanca de coordenadas, observamos o aparecimento de um
termo completamente novo. Como a unica diferenca entre os dois sistemas de referéncia consi-
derados sdo os campos gravitacionais presentes, sé6 podemos associar a segunda parcela do lado
esquerdo da equagio (2.8) a eles.

Enquanto no sistema de coordenadas £%, a particula descrevia seu movimento em linha reta.
Devido a preseng¢a dos campos gravitacionais, ela comegara a se mover ao longo de uma curva nas
coordenadas x*. Tal curva € a solu¢do da equagio (2.8). Nessa perspectiva, pode-se interpretar
a gravidade como uma forg¢a inercial.

Outro fato interessante, que refor¢a o que acabamos de falar, ¢ a interpretagio da equagio
(2.8), também conhecida na literatura [32, 33, 15] como a equagio de uma geodésica sobre uma
superficie curva. Dentre todas as curvas que ligam dois pontos fixos A e B de uma determinada
superficie, apenas uma, denominada geodésica entre A e B, tem comprimento menor que todas
as outras. A solugio da equagio (2.8) nos dd exatamente essa curva.

Numa tentativa de deixar o conceito de geodésica menos abstrato, podemos imaginar, por
exemplo, uma particula obrigada a mover-se em cima de uma superficie esférica. Se supormos
que a tal particula deseja ir de um ponto A até um outro B (ambos os pontos localizados sobre a
superficie esférica), percorrendo a menor distdncia possivel, ela certamente néo seguird em linha
reta, pois isso significaria “entrar” na esfera, o que ndo é permitido. Dessa maneira, vemos que
a menor distincia entre dois pontos, dado a geometria do problema, nio é sempre uma reta e
sim uma outra curva que chamamos de geodésica, diferente para cada geometria. Para o caso da

esfera, essa curva é o que chamamos de um grande circulo, como se pode ver na figura 2.2.

#Um circulo tragado sobre a superficie de uma esfera com o mesmo perimetro de sua circunferéncia, dividindo-a
em dois hemisférios iguais.
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Figura 2.2 — A curva que nos dd a menor distincia entre dois pontos localizados na superficie da esfera é
um grande circulo [13].

Um elemento de linha invariante, também chamado de intervalo espago-temporal (andlogo a

distdncia no espago Euclidiano), é definido por
ds” = —dr” = 1,dE0dP (2.10)

No entanto, nosso principal interesse ndo é nesse objeto em si, mas em um outro, de extrema
importincia em RG, que aparece quando expressamos o intervalo espago-temporal® em um
sistema de coordenadas arbitrdrio x#

d&” &P
ds? = Nag | 5 da? | | 55dx”
dxt Ixv

= guydxtdx” (2.11)

onde

dEX IEP

Suv = naﬁw Dx (2.12)

¢ o objeto procurado. Ele é o chamado tensor métrica, ou também conhecido simplesmente por
métrica. E um tensor simétrico (§uv = &vu) de segunda ordem, que trasmite todas as informagdes
sobre geometria do espago-tempo. Usando-o, podemos definir nogdes de distdncias, volumes,
angulos e curvatura; exatamente o que faremos na se¢io (2.5). No momento, precisamos saber
expressar a conexao afim em termos da métrica, pois sabendo a geometria do espago-tempo, isto
é, conhecendo g, conheceremos I ﬁv e por meio da equagio (2.8) saberemos o movimento do

objeto ou particula considerado [32].

No caso do espago euclidiano tridimensional: ds? = dx? + dy? + dz?
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2.2.1 Relagio Entre a Conexdao Afim e o Tensor Métrico

Como explicado anteriormente, estamos interessados em obter uma relagdo entre a conexio
afim e o tensor métrica, definidos respectivamente pelas equagdes (2.9) e (2.12). De agora em
diante, usaremos sempre que necessirio a nota¢do simplificada, que foi apresentada no inicio

desse trabalho. Nessa notagio, a aquagio (2.12) pode ser reescrita como

Suv = Nap(9,E4)(9,,EP) (2.13)

tomando-se a derivada com relagio a x* e fazendo uma permutagio ciclica nos indices, obtemos:

8w = Nap(919uEN)(9yEP) + 145(9,,E4) (D10, EP) (2.14)
Fv8ru = Nap(9y02E4)(uEP) + Nap(91EY)(D,,,EF) (2.15)
2481 = Nap(9u 0y ENINEP) + 1ap(0,E)(9,,9,EF) (2.16)

somando as equagdes (2.14) e (2.15) e subtraindo a equagio (2.16), ficamos com
v + 98y — Iu&ua = 2Map(9,E4)(91 0, EF) (2.17)
De (2.9), temos que:
919,EP = (9,ENT, (2.18)
e substituindo (2.18) em (2.17), obtém-se:

a)\gyv + angy - aygvA = znaﬁ(‘?yéa)(&agﬁ)rgA
= 2801, (2.19)

Neste momento, faz-se necessirio definirmos a inversa do tensor métrica g,,. A denotare-

mos por g"” e obedeceri a seguinte relacio:

8 e = 6% (2.20)
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aplicando a identidade acima na equagdo (2.19), obtém-se finalmente a relagio procurada

1
WA= 58“0((9A8yv + 0,81 — 9ugvr) (2.21)
O que essa equagio faz é nos dizer como obter as componentes da conexdo afim, uma vez
conhecida a métrica. Recorreremos a esta relagdo com frequéncia no restante deste trabalho.
Outra informagio conceitualmente muito importante é que a conexdo afim nio é um tensor.
Existem duas maneira simples e diretas de se demonstrar isso: a primeira é que se o tensor é nulo
num dado sistema de coordenadas, entio ele também o serd em todos os outros. E através das
equagdes (2.4) e (2.8), vimos que isso ndo ocorre com a conexdo afim. Matematicamente, pode-
mos chegar a essa mesma conclusio submetendo a conexio a uma transformagio de coordenadas

que, de acordo com (2.9), deve se dar da seguinte forma:

A —
o

Q&Y IxXHIx T dxP AEX Jx'H

ax’t 928 X' 9xP 9 [dx7 9
Ix’V dx°

oM oxP [ 9%x7 9&® s Ix° Ix* G2 (2.22)
COxP dEX | dxvaxF dxT  Ax’Y Ix'H dxOIxK '
onde, usando novamente a defini¢io (2.9), obtemos
i Ix't Ixk X7, s Ixt %0 (2.23)
B 0xP Qxt dxrv T 9x0 dxvax't '

se I‘ﬁv fosse de fato um tensor, esperariamos obter apenas o primeiro termo do lado direito da
equagdo (2.23); mas existe um segundo termo, nio-homogéneo, que faz com que essa transfor-
magio nio seja a de um tensor. E justamente esse termo extra que garante podermos encontrar
referenciais nos quais a conexdo afim € nula (os referenciais inerciais) e outros nos quais ela nio

é (referenciais ndo inerciais).

2.3 Limite Newtoniano

Reformulando a lei da gravitagdo. Nao podemos dizer que a teoria de Newton esti errada e
simplesmente esquecé-la. Vimos, no primeiro capitulo, os seus grandes feitos e intimeros expe-
rimentos que comprovam a sua veracidade. A teoria de Newton ¢ bela, simples e correta, mas

infelizmente limitada. Foi isto que levou a Einstein a querer reformula-la. Segundo diz Einstein
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em [34]: o destino mais belo que uma teoria fisica pode ter é quando ela abre caminho para o estabele-
cimento de um teoria mais ampla, na qual continua a viver como um caso particular. Portanto, antes
de prosseguirmos no desenvolvimento dessa nova teoria da gravitagdo, devemos verificar se ela
carrega consigo a gravitagdo newtoniana como caso particular.

Para isso, consideremos o caso de uma particula movendo-se lentamente numa regido per-
meada por um campo gravitacional fraco e estaciondrio. Neste caso, a equagio (2.8) se reduz

N

a

SR C_ 0 (2.24)
dr2 0 4] ~ '

onde, com o auxilio de (2.9) podemos escrever l"éo na forma

1

T = Egm(&ogvo + do&ov — 9vS00) (2.25)

Mas, por suposi¢io, estamos considerando o campo estaciondrio. Assim, todas as derivadas

temporais6 da métrica sdo nulas e a equagao (2.25) se escreve como
A 1 Av
Loo = 58 2,800 (2.26)

Falta ainda usarmos a dltima suposi¢do que é a do campo gravitacional ser fraco. Neste caso,
devemos ter uma métrica igual a de Minkowski (77,,,,) mais uma pequena perturbagio (%), onde

|h#V| < 1. Diremos entdo que
8w = N +hyy (2.27)
Substituindo (2.27) em (2.26), ficamos com’
T = —%(T?M = H*)(y 100 + Iy o) (2.28)

mas a perturbagdo é pequena, o que nos permite considerar apenas corre¢des de primeira ordem

em hHV' Lembrando também que Nuv € constante e, portanto, a sua derivada temporal é nula.

Lembre-se que dy = 9/dt.
"Temos gt = (gw)‘1 = (Thﬂ/ + hw)‘1 =N — B 4 @ (h2) = ¥ — bV
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Assim, nos resta que
A 1 Av
I'oo = —577 oo (2.29)

substituindo (2.29) em (2.24), encontramos que a equagio de movimento, para esse caso parti-
cular, é dada por
2t 1 dt

2
12 E’?Avgvhoo (d_’l') =0 (2.30)

Temos um conjunto de 4 equagdes, uma para cada valor de A. Podemos separar essas equa-

¢oes em duas partes, sendo que a primeira ¢é a parte temporal; neste caso A = 0 e obtemos

&, fant (2.31)
_— = — — = constante .
dr? dt

A segunda parte ¢ a espacial; neste caso A =i =1,2,3, o que implicaemv =j=1,2,3¢ca

equagio (2.30) é reescrita da forma

Py 1 dr\?
—Zniig. —| = )
de 277 ]hoo (dT) 0 (2 32)

Como nij = oY, podemos escrever (2.32) na forma vetorial da seguinte maneira

% 1 dr\?
> 1
ﬁ = EV”ZQO (234)

onde nesse tltimo passo, usamos o que obtemos na equagio (2.31) para reescrevermos d?x/dt?
como d?x/dT2. Comparando o resultado obtido, equagio (2.34) com o resultado da teoria new-

toniana, que é

d%x

=V (2.35)

em que ¢ ¢ o potencial gravitacional. Concluimos que:

hoo = —2¢ + constante (2.36)
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Mas ¢é esperado que, em regides muito distantes da distribui¢do de matéria, os efeitos gravi-
tacionais sejam despreziveis, de tal forma que a métrica g, reproduza a métrica de Minkowski
Nuv- O que implica que no infinito figy deva ser nulo. J4 sabemos, pela teoria newtoniana, que
¢ o 1/r; assim, no infinito, o potencial gravitacional é nulo. Ou seja, para que hy seja igual a

zero no infinito, devemos impor que a constante da equagio (4.38) seja nula. Portanto
hOO = —ZCZ) (237)
e, consequentemente,

Soo = —(1+2¢) (2.38)

dessa maneira, estamos garantindo que a nossa nova gravita¢io reproduza a de Newton no limite
nao-relativistico. Isto é o que chamamos de principio da correspondéncia.

2.

E interessante que fagamos algumas consideragdes sobre o que acabamos de obter. Como

visto em [33], o potencial gravitacional ¢ ¢ muito pequeno, da ordem de 107%

na superficie de
um préton, 107 na da terra, 107 na do sol e 107 na de uma ani branca. Isso torna evidente
que a distor¢ao na métrica g,,,, produzida pela gravitagao, ¢ muito fraca. Esse € um dos motivos
pelos quais a lei da gravitagdo de Newton € vidvel.

Existe ainda um outro fato muito interessante a ser notado. A equagio (2.38) nos mostra
claramente que o potencial newtoniano contém informagdes apenas da componente g9 da mé-
trica; deixando evidente quanta informagao acerca dos campos gravitacionais a teoria de Einstein
carrega, enquanto que a de Newton simplesmente deixa de lado®. Os resultados obtidos nessa

se¢do também nos sugerem que a métrica e a conexio afim na teoria de Einstein se relacionam

respectivamente com o potencial e o campo gravitacional da teoria newtoniana.

2.4 O principio da covariancia geral

Desde o inicio desse capitulo, estamos usando o principio da equivaléncia para obter os efeitos

gravitacionais em sistemas fisicos. Esse método consiste nos seguintes passos:

81sso ¢ esperado uma vez que estamos construindo uma teoria mais geral, e portanto, espera-se que ela contenha
muito mais informagées do que a antiga. E vilido ressaltar que a teoria de Einstein surge de um principio que
aparenta ter validade geral (o principio da equivaléncia), o que nos permite pensar que tudo que resultar desta teoria
terd também validade geral, ou pelo menos valerd onde o principio valer [35].
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1. Escrever as equagées em um sistema de coordenadas localmente inercial;

2. Realizar uma transformagdo de coordenadas para encontrar as equagdes correspondentes

em um sistema de coordenadas geral.

Poderiamos continuar a usar este mecanismo, mas ele ji se demonstrou muito trabalhoso.
Em vez disso, usaremos um método alternativo, muito mais elegante, conveniente e que possui
o mesmo conteddo fisico. Ele é chamado de Principio da Covariincia Geral e nada mais é do
que uma versio alternativa do principio da equivaléncia. A ideia por trds da construgio desse
novo princpipio é que as coordenadas nio existem a priori na natureza, mas sao apenas artificios
usados para descrevé-la e, portanto, nio devem desempenhar nenhum papel na formulagio das
leis fisicas fundamentais [36]. O Principio da Covariancia Geral afirma que uma equagio fisica

é vilida em um campo gravitacional qualquer se obedecer a dois requisitos [33]:

1. Ser satisfeita na auséncia de gravidade; isto ¢, concordar com as leis da relatividade restrita

quando a métrica g, for igual a de Minkowski 7, € a conexao afim I ;}V for a zero;

2. Possuir covaridncia geral; isto é, preservar a sua forma sob transformagdes de coordenadas

gerais x — x’ (e ndo apenas sob as transformacdes de Lorentz).

Suponhamos a existéncia de um campo gravitacional arbitrrio e uma equagio qualquer que
satisfaca as duas condi¢des acima, simultaneamente. A segunda condigdo garante que se nossa
equagio for verdadeira em um determinado sistema de coordenadas, entdo serd também em todos
os outros. Contudo, em qualquer ponto dado existe uma classe de referenciais, os localmente
inerciais, nos quais ndo temos efeitos gravitacionais. Para essa classe de referenciais, a primeira
condi¢io garante que nossas equacdes também serdo vilidas. E justamente neste ponto que
percebemos a relagio entre os dois principios, ou seja, ndo havendo como um observador saber
se a aceleragdo, por ele sentida, surge devido ao seu referencial estar acelerado ou por existir uma
forga gravitacional [37].

Como veremos, esse novo principio facilitard muito o desenvolvido da teoria, mas se qui-
sermos utiliza-lo, devemos ter em mente, de agora em diante, que nossas equagdes devem ser
invariantes sob transformagées de coordenadas gerais. O primeiro passo para isso ¢ mudarmos
a nossa defini¢do de derivada, pois como serd visto a seguir, a derivada de um tensor geralmente

nao é um tensor.
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2.4.1 Derivada covariante

Vejamos como construir essa nova derivada que serd uma invariante sob transformagdes de co-
ordenadas. Para isso, vamos considerar um vetor contravariante A* que se transforma, segundo

a lei

0 xl/\

A//\ —
dxP

AP (2.39)

e tomando-se a derivada com respeito a x’#, obtém-se

dAN _ ax’t dx* dAP s A2’ QxP
dx't T IxP X' Ixk  IxPIxT dx'H

A" (2.40)

Atentemos para o fato de que dAYdx* ndo é um tensor, pois se fosse, esperariamos obter
apenas o primeiro termo do lado direito da equagdo (2.40). O problema estd no segundo termo
que destréi o comportamento tensorial.

Felizmente, mesmo d A*/dx* nio sendo um tensor, podemos usi-lo de tal maneira a cons-

truirmos um. Para isso, retornamos 2 equagio (2.23) e a reescrevemos como

X't Ix* Ix° _,  IxP Ix° J*x'*

v = IxP x'F Ix T Ix'H 9x’V IxTIxP 2.41)
onde, apenas utilizamos a identidade
3?2 jj:; = 5] (2.42)
derivada em relacio a x'#:
IxN 9%x° IxP Ix° I*x'N
(2.43)

9% dxVIXE . 9x'E Ix’ dxoIxP

O préximo passo ¢é fazer uma contra¢io da conexdo afim com o vetor contravariante A#, da

forma que se segue

X't Ix* Ix" _,  IxP Ix° I*xH |oIx”

Iw)\A/v — Ko — T
Hy axP Ix'H dx"v AX'H Ax’ dx99xP | IxT
_ dx' dx¥ 0 ac A2’ JxP e (2.44)
T oxP oxh T AxPIxT Ix'H '
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somando (2.40) a (2.44), teremos o cancelamento do termo nido-homogéneo, resultando em

JdA™ FTAAY = Ix'N Ix* [JAP 0 At 545
Ed oxF x| gxe T 24
Dessa maneira, concluimos que o objeto
g A
o +I],A" =V, At (2.46)

se transforma como um tensor. Podemos finalmente definir uma derivada com comportamento
tensorial, a chamada derivada covariante. A equagio (2.46) serd a derivada covariante de um

vetor contravariante que, em notagdo simplificada, é escrita como
A — A A
VA = d A + T A" (2.47)

Aplicando o mesmo procedimento para um vetor covariante A, chegaremos a conclusio de

que a derivada covariante de um vetor covariante’ sera
VuAy = d Ay —T) A (2.48)

Podemos estender essa defini¢io a tensores de ordem mais alta. Para um tensor geral da

forma (p, ), tem-se
VaTon 5, = T+ DTibTo 3" = RTinTo ks, (2.49)
1

A derivada covariante, que acabamos de definir, possui propriedades semelhantes a derivada

ordindria, dentre elas:

(A) Linearidade;

Va(aTh + BS') = aV, T + BV, S, (2.50)

90 termo covariante possui dois significados: um deles é o que foi visto acima, para designar a “invariancia de
forma”. O outro é uma das representagdes que designamos a um vetor [30].

37



(B) Regra do produto de Leibniz.

VA(TESS) = (VATH)SE + Th(V,5¥) (2.51)

Outro resultado de suma importancia, que usaremos futuramente, é o da derivada covariante

da métrica ser nula

V)\gyv = &Agyv - rﬁ/lgvx - rf}lgyx =0 (2.52)

onde se quisermos demonstrar isto, basta que derivemos em relagio xt a expressdo (2.12). O

que nos dd como resultado

a/\gyv = TEAgVK - FJngm (2.53)

ou seja,

a)\guv - FEAgVK - FE/\gyK =0 (2.54)

A principal importancia da derivada covariante reside em duas de suas propriedades [37],

sdo elas:

1. Converter tensores em outros tensores;

2. Reduzir-se a uma derivada ordindria na auséncia de gravidade, isto ¢, quando a conexio

afim é nula.

O primeiro passo jd foi dado. Mas como devemos prosseguir? Qual serd o nosso guia?
As propriedades acima nos ddo uma pista. Elas nos dizem que devemos seguir um algoritmo
simples para incluirmos efeitos gravitacionais em sistemas fisicos. O primeiro passo é escrever
nossas equagdes de acordo com a relatividade especial (que sdo as equagdes vilidas na auséncia
de gravidade), mas substituindo a métrica de Minkowski 7, por uma mais geral, que pode
descrever espagos curvos, g, Além disso, devemos substituir todas as derivadas ordindrias por
derivadas covariantes. Dessa forma, as equagoes obtidas ao final dessas substitui¢oes possuirdo

covariincia geral e, portanto, serdo corretas também na presenca de gravidade [37].
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2.5 O tensor de curvatura

Como ji discutido nas segdes anteriores, em especial na (2.2), a gravidade estd ligada a curvatura
do espago-tempo. Desta maneira, para que consigamos prosseguir na construgio de uma equagio
de campo para a gravidade, devemos parar um momento e focar nossa aten¢io no problema da
curvatural®. Precisamos de um objeto (um tensor) que nos diga como ¢ a curvatura do espago-
tempo em questdo e como esta muda & medida que acrescentamos gravidade. Neste momento,
duas perguntas aparecem: como, exatamente, esse tensor ird entrar em nossa teoria? E de que
forma devemos construi-lo? O nosso guia para responder a essas perguntas é a equagio de

Poisson da gravitagio newtoniana [33, 38].

V2¢ = 4nGp (2.55)

onde ¢ ¢ o potencial gravitacional e p a densidade de matéria. O que a equagio (2.55) faz é
relacionar as derivadas segundas do potencial com a densidade de matéria de uma dada distri-
bui¢do. Assim, uma vez resolvida (juntamente com as condi¢bes de contorno), ela nos dari a
fun¢io potencial ¢ para uma dada distribui¢do de matéria.

A equagio de Poisson da gravitagio serd a base para a constru¢io das equagoes de campo de
Einstein. O que faremos apenas na préxima segio. Mas, desde j4, é necessdrio que se faga uma
breve discussio acerca do seu contetdo fisico. No final da se¢do (2.3), discutimos que o potencial
gravitacional ¢ da teoria newtoniana estd relacionado com o tensor métrica na teoria de Einstein
e a gravidade com a conexao afim que, por sua vez, estd relacionada com as derivadas de primeira
ordem da métrica. Uma vez que a massa (contabilizada no lado direto da equagio (2.55)) gera
gravidade, esperamos também que ela cause algum tipo de deformagio (ou curvatura) no espago-
tempo. Portanto, é o lado esquerdo da equagio (2.55) que deve estar ligado a curvatura que, por
sua vez, deve se relacionar com as derivadas segundas da métrica.

A equagio (2.52) nos diz para que nio se utilize a derivada covariante na métrica para a cons-
tru¢do desse tensor, pois fatalmente obteriamos um resultado nulo. Para resolver esse problema,
comegaremos aplicando a derivada covariante em um vetor qualquer A, e a aplicaremos duas

vezes, para que assim apareca termos proporcionais a segunda derivada da métrica. Isso nos leva

19Problema esse que foi desenvolvido principalmente por Riemann e Gauss [33].
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a um tensor de terceira ordem da forma

vyva/\ = 8y(VvAA) - FEAVVAK - rﬁvVKA)\

= 8#(81/14/1 - FgAAa) - FEA(avAK - rgKAU) - rﬁv(aKAA - FKKAG)
ou

ViV, Ay =0,0,A0 — (0,T5)Ag — 150, A; ~T 5,0, A + T TG A,

~ T5,0.A, +T5TS A, (2.56)

Os termos proporcionais a primeira derivada de A, nio permitem que encontremos o tensor
procurado, mas felizmente esses termos sdo simétricos na troca dos indices y por v, de modo

que para elimind-los basta tomarmos
ViVyA) =V, V, Ay =[0,T5, - 9,I, + T Te, -THTE | A, (2.57)

Temos que o lado esquerdo de (2.57) é um tensor e que A, (que se encontra do lado direito
dessa mesma equagido) é um vetor, entdo obrigatoriamente o termo entre colchetes também
deverd ser um tensor. Como a conexio afim ¢ formada somente pela métrica e suas derivadas
primeiras, entdo

%vy = &vriy - ayrgv + rﬁ)trgv - r:/{/lrg‘u (2.58)
¢ formado somente pela métrica e suas derivadas de primeira e segunda ordem, além de ser linear
nas de segunda. Esse ¢ o Gnico tensor que pode ser construido com todas essas propriedades!?.
Nio nos resta outra alternativa. Esse deve ser o tensor que procurdvamos e ¢ o que passaremos a
chamar de tensor de curvatura'?. O restante de suas propriedades sio descritas e demonstradas
no apéndice A.

Podemos ainda construir outros objetos usando o tensor de curvatura, mas para o objetivo

desse capitulo, que é a obtencdo das equagdes de campo de Einstein, precisaremos apenas de

suas formas contraidas que sio:

1A demonstragio de sua unicidade pode ser encontrada em [33], na pagina 133. Ela nio ser feita aqui, pois
foge aos interesses deste trabalho.
2Também conhecido na literatura por tensor de curvatura de Riemann-Christoffel [32].
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(A) O tensor de Ricci;

Ry, = R‘jwy (2.59)
(B) Escalar de curvatura.
R =g"Ry, (2.60)

as propriedades desses tensores também se encontram no apéndice A.

As derivadas covariantes do tensor de curvatura satisfazem uma identidade muito impor-

tante, chamada identidade de Bianchi:

V,RS,, + VRS, + V,RY

Avi Apv 0 (2.61)

pp
d e d indices fi i 13
ou, escrevendo na forma em que todos os indices fiquem covariantes ™, teremos

VoRoavu + VRoapw + V,R 0 (2.62)

oApp =

a demonstragdo dessa identidade ¢ feita no apéndice B.

Existe ainda uma rela¢do que serd muito importante na construc¢io das equagdes de campo.

Para obté-la, comecemos por contrair ¢ com v em (2.61) e desta forma obtém-se
14 —
VR, = VuRy, + VR Aup = 0 (2.63)
fazendo outra contragio, dessa vez A com (1, encontramos

V,R-V,R,-V,R%, =0 (2.64)

B3Tss0 é conseguido facilmente gragas ao fato da derivada covariante da métrica ser nula, equagio (2.52). Assim
a métrica pode entrar em cada um dos termos da equagio (2.61) e descer os indices.
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multiplicando (2.64) por gP¥ e trocando os indices p por u (pois sio indices mudos), obtemos
g“'V,R =2V, R = 0 (2.65)
e finalmente
wr_ Lo
Vi |R# = 547R| = 0 (2.66)

E exatamente a equagio (2.66) que terd um papel fundamental na construgio das equagdes

de campo.

2.6 A equagio de Einstein

Estamos finalmente aptos a construir a equagdo de campo de Einstein. Jd sabemos como incluir
os efeitos gravitacionais em sistemas fisicos; eles sdo descritos pelo termo extra na equagio (2.8),
onde a conexdo afim é obtida através de (2.21). Uma simples analise nessas equagdes nos permite
concluir que tais efeitos s6 sdo incluidos através da métrica. Entretanto, como obteremos a
métrica? Precisamos de uma equagio que, dada a informagio acerca da distribuigdo de matéria
e energia, nos fornega o tensor g, ponto a ponto.

Como discutido na se¢do anterior, uma vez conhecido a distribui¢do de matéria p, o potencial
¢ ¢ obtido através de (2.55). No caso da gravitagio einsteiniana, o potencial ¢ se relaciona
com métrica g, € a equagdo procurada deverd, dentro das condi¢des impostas na segio (2.3),
concordar com a mesma equagio (2.55). Infelizmente, nio hd uma maneira clara de se formular
precisamente as equagdes de campo, partindo de postulados gerais como os apresentados nas
secoes (2.1) e (2.4). Por isso, teremos que, inicialmente, trabalhar na aproximagio newtoniana.

Como mostrado em [39], a teoria da relatividade restrita nos fez concluir que qualquer corpo,
pelo simples fato de existir, tem uma energia que é proporcional 2 massa de repouso'*. O objeto
mais geral que carrega em si informagdo da massa, energia e momento de um determinado

sistema fisico € o chamado tensor momento-energia T, € € esse objeto que tomard o lugar de p

14Mais precisamente temos E = mc2.
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na RG. A componente Ty para matéria nio relativistica é tal que

TOO ~p (267)

A equagio (2.55) sugere que no limite newtoniano deva ser vélida a relagio:

vzgoo = KTOO (2 . 68)

substituindo (2.38) em (2.68) e comparando o resultado encontrado com a equagio (2.55), ob-

temos o valor da constante!® x que é

x = -8nG (2.69)

€ portanto

V2g00 = —81GTy (2.70)

Essa equagio, além de ser apenas um caso limite, ainda é baseada na suposi¢io de que um
campo estaciondrio e fraco é gerado por matéria nio relativistica e isso ainda nio é o que procu-
ramos. Por outro lado, ela nos leva a pensar que se o tensor momento-energia fosse o mais geral
possivel (para qualquer distribui¢io de matéria/energia) e se os campos gravitacionais pudessem
assumir qualquer intensidade, nao precisando mais serem necessariamente fracos e estacionarios,

nossa equagio deveria tomar a forma

G,y = —81GT,, (2.71)

onde Gy, € o chamado tensor de Einstein, que deverd ser uma combinagio linear do tensor métrico
com suas derivadas de primeira e segunda ordem!®.

Na se¢do anterior, vimos que o tensor de curvatura, dado por (2.58), ¢ o tnico objeto que
pode ser construido a partir de combinagio linear das derivadas de primeira e de segunda ordem

do tensor métrica e ainda ser linear nas de segunda ordem. Como demonstrado no apéndice A,

15Como se pode verificar, o valor numérico de « é da ordem de 107#3 no sistema MKS, o que pode ser interpretado
como um indicador da grande “rigidez” do espago-tempo.

16T embre-se da nossa discussio na segio (2.5) sobre o lado esquerdo da equagio (2.55), ela é fundamental para
se entender a afirmagio que acabamos de fazer sobre G,
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a anti-simetria de R, Avy NOS permite construir somente outros dois tensores por contragio que
possuem essas mesmas caracteristicas, sio eles: o tensor de Ricci, dado por (2.59), e o escalar de
curvatura, equagio (2.60). Concluimos assim que a forma mais geral de G, ¢ uma combinagio

linear desses dois objetos, ou seja
Gyv = ClRyv + ngP‘VR (272)

Como o tensor momento-energia obedece a equagio da continuidade que, na forma tenso-

rial, é escrita como
Vv, TH =0 (2.73)
entdo, substituindo (2.72) em (2.71) e utilizando a relagio (2.73), obtemos
V,GH = C;V,RF" + Cpgt'V,R = 0 (2.74)
mas de (2.66) temos
VR = lgWVHR (2.75)
2
e, portanto, substituindo esse resultado na equagio (2.74), ficamos com
(% + Cz) V,R=0 (2.76)

Assim, uma dessas condi¢des deve ser satisfeita: C; = =C1/2 ou VR = 0. Automaticamente
devemos rejeitar a segunda, pois usando (2.72) em (2.71) e fazendo uma contragio indicial,

obtemos que
G4 = (C; +4Cy)R = -8nGT,! (2.77)

onde concluimos que se V,R = 0, entdo VVTyH serd sempre nulo, o que ¢ falso, quando por

exemplo, consideramos o caso da matéria nio homogénea e nio relativistica [33]. Assim, s6 nos
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resta que C, = —C4/2 e, consequentemente, a equagio (2.72) toma a forma

1
Guv = C{ Ry = 38R (2.78)

O valor de C pode ser obtido retornando ao limite newtoniano (g,, = 7). Nesse limite

temos | T} << [Tl €, portanto, devemos considerar Gijl << 1Gool- Assim, de (2.78) tem-se

1
o que implica em
1 1

Nessa aproximagio, o escalar de curvatura pode ser escrito como

R = g.“VR#v
~ nPVR‘uV

~ Rii = Rop
1

= 50iiR = Roo
3R R
= 2 00
ou
R ~ 2Rgg (2.81)
substituindo esse resultado na equagio (2.78), onde faremos os indices p, v = 0, obtemos

1
Goo = C (Roo - E’?OOR) =~ 2CRyo (2.82)

Precisamos agora obter o valor de Ry, para isso faremos uso da equagio (A.7) que foi de-

monstrada no apéndice A. No limite de campos fracos essa equagdo pode ser escrita na forma

(ava)\gay - 69v90&m - &Aaygav + 8oaygm/) (2-83)

N -

Ra/lvy =
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e levando em conta o limite de campos estaciondrios, teremos

Roppo = 0

1
Ripjo = —591‘3]'800
Da defini¢do do tensor de Ricci, vé-se

— ij 00
RA,u = gm/Ra/\vy = nl]RiAjy +1 ROAO,u
=~ 0YRipju — Roropu

=~ Ripiy = Roaoy
assim
1
Roo = Ripio = Roooo = _Eaiajgoo

ou

R 1v2
00 =75 00

de (2.82) e (2.88), concluimos que

Goo = —CV2g00

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)

Por outro lado, era esperado que no limite de campos fracos, estaciondrios e produzidos por

matéria nio relativistica, tivéssemos

Goo = V%800 (2.90)
ou seja C = —1. Aplicando esse resultado em (2.78) e redefinindo o tensor de Einstein como
_ 1
Gu =Ry - ngR (2.91)
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entdo, consequentemente, obtemos que
1
R, - ngR = 8nGTy, (2.92)
ou simplesmente
GMV = SRGTPV (2.93)

Essa é a chamada equagio de Einstein e constitui um conjunto de 10 equagdes diferenciais
parciais ndo lineares em g,,,. Com essa equagio € possivel obter a métrica g, quando conhe-
cido o tensor momento-energia do sistema fisico em questdo. Dessa forma, saberemos como o
espago-tempo tem sua estrutura geométrica modificada pela presenga de matérial’.

Vale ressaltar que as equagdes de campo da RG sdo consideravelmente mais complexas do
que as equagoes de campo presentes na fisica classica, como por exemplo as equagdes de Maxwell
do eletromagnetismo. Tal complexidade surge por causa da natureza nio-linear do campo gra-
vitacional. Enquanto no eletromagnestimo as equagdes de Maxwell sdo lineares justamente por
causa do campo eletromagnético nio transportar carga e nio interagir consigo préprio. Em uma
teoria de campo efetiva, o campo gravitacional é portador de energia'® e momento e, portanto,

acaba gerando auto-interagdo, uma vez que no contexto da relatividade, energia e momento,

além da massa, também sio fontes de campo gravitacional.

2.6.1 Transformacio de calibre

O tensor de Einstein, dado por (2.91), é simétrico (pois R L € gy 530 simétricos) e o fato de tra-
balharmos num espago-tempo quadridimensional implica que ele possui apenas 10 componentes
independentes, da mesma maneira que a métrica Suv- Portanto, a equagio (2.92) consiste em
um conjunto de dez equagdes algebricamente independentes. Poderiamos supor que a equagio
de Einstein acrescida das condi¢des de contorno, seriam suficientes para que determinemos a

métrica univocamente, mas isso ndo ocorre, pois as dez componentes de GW estdo relacionadas

17Nio discutiremos a inclusio da constante cosmolégica. Consideragoes acerca desta podem ser encontradas em

[52], [33] ou [16].
8Deve-se ter cuidado com essa afirmagdo. A definigio de energia para o campo gravitacional é uma questio
bastante delicada, discutiremos isso no capitulo 4.
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pela identidade de Bianchi
V,.GH' =0 (2.94)

formando assim um conjunto de quatro identidades diferenciais que devem ser respeitadas.
Como consequéncia, o nosso conjunto de dez equagdes funcionalmente independentes se
reduz apenas em seis, deixando-nos ainda com quatro graus de liberdade na determinagio das
dez componentes de g,,,.. E importante entender que esses graus de liberdade correspondem
ao fato de que se Suv € solu¢io de (2.92), entdo fazendo-se uma transformagio de coordenadas
gerais (x — x’) e obtendo uma nova métrica g, que, por sua vez, também serd solugdo de (2.92).
No eletromagnetismo, tinhamos um problema parecido, que era determinar univocamente
o quadripotencial®’ Ay, através das quatro equagbes de Maxwell. Tal problema s6 era resol-
vido quando adotivamos um gauge particular?’. O problema da unicidade da métrica pode ser
resolvida de forma semelhante, basta simplesmente que adotemos um sistema de coordenadas
especifico, que serd o nosso gauge. E a escolha desse sistema (que pode ser expressa por quatro
condigdes), em adigdo as seis equagdes independentes que ja possuimos devido 4 (2.92), que nos
permite determinar a métrica univocamente. Voltaremos a esse assunto no préximo capitulo,

quando se fard necessdrio adotarmos um gauge.

19AH = (¢, A), onde ¢ é o potencial escalar e A o potencial vetor.
20Como por exemplo, (g + % = 0, o chamado gauge de Lorentz.
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Capitulo 3

Teoria da perturbagio

Neste capitulo, abordaremos uma solugio para a equagio de Einstein que descreve as chamadas
ondas gravitacionais. Primeiramente, usaremos o méfodo perturbativo que consiste, neste caso,
em escrevermos a métrica g, como a de Minkowski mais uma pequena perturbagio h,; subs-
tituir essa métrica perturbada na equagio de Einstein e entdo linearizd-la, de modo a obter a
perturbacido em fun¢io de algum parametro ou classe de paraimetros. No regime linear, veremos

que tal perturbagdo obedece a uma equagio de onda e estudaremos as implicagdes fisicas disso.

3.1 A equagio de Einstein no regime linear

A teoria linearizada da gravitagio é baseada no pressuposto de que sobre regides inteiras do
espago-tempo e em qualquer ponto na vizinhanga das fontes gravitacionais o campo € fraco e a
métrica se desvia apenas levemente da de Minkowski [40]. O que torna essa suposi¢io vilida, é
o fato de encontrarmos frequentemente na natureza situagoes nas quais a distribui¢do de matéria
¢ cercada pelo vicuo e os corpos mais proximos estdo muito afastados; de forma que o campo
gravitacional pode ser tido como fraco pelo menos em uma regiao intermedidria onde a métrica
¢ a minkowskiana mais uma pequena perturbagdo. Tal regido ¢ conhecida como zona de campo
distante (ou far field) e em geral o estudo das solugdes ondulatérias das equagdes de campo sido
restritos as solugbes que exibem tal regido.

Matematicamente, a aproximag¢do mencionada acima é descrita como uma perturbagio linear
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de primeira ordem na métrica de Minkowski!, na forma

Sy = Muw + (3.1)
onde |h #V| << 1. A inversa da métrica fica dada por
g = ntv — ht (3.2)

Pode-se interpretar a versio linearizada da RG (onde consideramos apenas efeitos de até
primeira ordem em },,,), como uma teoria que descreve a propagagio da perturbagio ao longo
de um espago-tempo minkowskiano? [16]. Para compreendermos melhor a propagagio dessa
perturbagio, devemos encontrar as equagbes de movimento que regem esse comportamento.
Para isso, examinaremos a equagdo de Einstein no regime linear. Iniciemos entdo pela conexdo
afim, dada por (2.21), que neste regime € escrita como

P 1 A
F.UV - Egp (avgy/l + 8ygw1 - a)\gyv)

1
= Enp}t(gvh/,m + 8yhv)\ - &Ahyv) 3.3)

vemos que os coeficientes da conexao afim s3o quantidades de primeira ordem em /,,,. Portanto,
ao calcularmos o tensor de curvatura, equagio (2.58), podemos negligenciar os temos I'T e a inica

contribui¢do serd das derivadas de I, obtendo assim

Ryvpo = gy/\RAvpa
= Nua (&préa - 8al—‘{}p)
1
= Eny)lnAT(apavhw - aparhva - aUavhw + acfafrhvp)

1
= 5Oty + 9o9ultyy = DMty = p9,lic) (3.4)

Esse fato também nos permitira usar Nuv € N para levantar e descer indices, respectivamente.

2Estamos considerando pequenas perturbagoes apenas sobre o espago-tempo de Minkowski e isso ndo precisa
ser sempre assim. Poderfamos, por exemplo, considerar essas mesmas perturbagées sobre um outro espago-tempo
qualquer de métrica ggv, € para esses casos escreverfamos nossa métrica perturbada como g, = g?“, +hy,. Obtendo
assim uma teoria que descreve a propagagio da perturbagio ao longo de um espago-tempo de métrica g?u,. Essa
abordagem € necessaria, por exemplo, na cosmologia.
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e, através de uma contracio dos indices u e p, obtemos o tensor de Ricci

Rys = g#pRyvpo

1
= En”9(8p8vhw + 9,0 by, — 9,0 by, — 9,0, 1)

1 1 p
= SOuAMs + 9,0 = 0,0, = 3, 9¥hy,)
ou
1
Ryy = 5000, + 9,9, = 9,9, = i) (3.5)

que como esperado é um tensor simétrico. Fazendo uma nova contragio, mas dessa vez no tensor

de Ricci, obtemos o escalar de curvatura

R = gquR‘uV
1
= SO0, + g0, = 9,9 - Ohyy)

1 v o
= 50,017 + 0,0, 1% = 9,041~ Clh)
€ assim
R = 9,d,h" — Oh (3.6)

substituindo (3.1), (3.5) e (3.6) em (2.91) obtemos o tensor de Einstein linearizado

1
GHV = R/JV - ETZHVR
1
= E(ago’ghﬂ# + 950, 1%, = 9,9, h = Ohyy,y = 10,0 ,0 1Y = 1, 0h) (3.7)

e a equagdo de campo linearizada fica portanto
90 h°, + 959,10, = 9,0, — Ohyy, = 11,,0,0,hP* = 1, Oh = 167GT, (3.8)

onde T, € o tensor momento-energia, calculado na ordem zero em hHV‘ Nio incluimos corre¢oes

de alta ordem em T, pois a quantidade de energia e momento devem ser muito pequena no
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limite de campos fracos [16]. Em outras palavras, os termos nio nulos de ordem mais baixa do
tensor momento-energia sdo da mesma ordem de magnitude que a perturba¢do. Além disso,
para ordens baixas, a lei de conservagio dada por (2.73), se reduz a QHTW =0.

Com as equagdes de campo linearizadas em maos, estamos quase prontos para comegar a

resolvé-las. Entretanto, ainda, devemos lidar com a questdo da invaridncia de gauge.

3.1.1 Invariincia de calibre

Como explicado anteriormente, o problema da invaridncia de gauge aparece porque a procura
por uma métrica g, = 1), + h, ndo especifica completamente o sistema de coordenadas no
espago-tempo; podemos ter outros sistemas de coordenadas em que a métrica continue a ser
escrita como a de Minkowski acrescida de uma pequena perturbagio, mas a perturbagio serd
diferente. Assim, a decomposi¢do da métrica como feita em (3.1) ndo ¢ univoca.

Nao devemos esperar, portanto, que as equagdes de campo nos deem uma tnica solugio, pois
qualquer solu¢do obtida dessas equagdes sempre pode gerar outras através de uma transformagio
de coordenadas (tal caracteristica é assegurada pelo principio da covaridncia geral). Precisamos
entdo especificar de maneira univoca nossa perturbagao h,,,. Segundo [16], a transformagao de

coordenadas mais geral que deixa o campo fraco é da forma’

xt — x'H = xt - EH(x) (3.9)

onde d&H/dxY €, no miximo, da mesma ordem de magnitude que i - A métrica no novo sistema

de coordenadas (as coordenadas com linha) é dada por

dx't dx"
g = 9t 9xP 8 v (3.10)
usando (3.2) e (3.9) em (3.10), obtemos
ruv 14va% 85 v 851/

e — e =(5§ aA)(é p)(n/lp_h/lp)

dE dEH

~ PV _ Jauv H_A vaAp L2

_1]# htv — 61].5’& 5 6[]17 ng/\
~ Y =B = d,&, - 9\, (3.11)

30nde o sinal negativo ¢ apenas uma convengio adotada.
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e assim
h;w = hyv + 28(H€V) (3.12)

onde & u=1 WEV. A equagio (3.12) ¢ a chamada transformagio de gauge para a teoria linearizada,
e a invariancia da teoria perante estas transformagdes é a chamada invaridncia de gauge. Pode-se
provar, por inspecio direta, que essa transformagio deixa o tensor de curvatura, dado por (3.4),
invariante

OR

1
wps = 5Ppd O + 00,956 + g0yud,Ep + 999,08,

— 090y0uEp = 0a0yDyEy = 0y0,u00E g = 3p3,u05E,) = 0 (3.13)

A fisica do nosso problema estd principalmente no tensor de Riemann R pois nele é

wvpo»
que estd contida toda a informagio sobre a curvatura do espago-tempo, e como vimos ¢ um
invariante sobre a transformagio (3.12). Consequentemente, as equagdes de campo dadas por
(3.8), também serdo invariantes sobre a mesma transformagio®. Assim, fixando as coordenadas

&, estaremos especificando univocamente nossa perturbacido e resolvendo definitivamente o

problema da invariancia de gauge. Voltaremos a essa discussdo na préxima segio.

3.2 Graus de liberdade

De posse do tensor de Einstein linearizado, equagio (3.7), e a expressio (3.12) para os efeitos
da transformacdo de gauge, poderiamos imediatamente escolher um sistema de coordenadas
apropriado e assim resolver a equagio de Einstein. Contudo, serd de grande enriquecimento
conceitual discutirmos melhor a fisica por detrds de cada uma das componente da perturbagio
h L} dessa maneira poderemos acumular insights fisicos, alguns até que nos auxiliaram na escolha

de coordenadas apropriadas para resolvermos a equagio (3.8).

Nossa perturbagao /1, € um tensor simétrico de rank 2 e a sua decomposicdo dar-se-d da

“Essa invaridncia que estamos falando é semelhante a invariincia de gauge do eletromagnetismo. Na teoria
eletromagnética a fisica estd contida nos campos eletromagnéticos, que sdo geralmente escritos em termos do qua-
dripotencial A¥. O problema ¢ que o quadripotencial nio é univoco (diferentes quadripotenciais podem gerar os
mesmos campos), entio, resolvemos o problema fixando-o através da transformagio Ay - A+ é’HA. No caso
da RG, a fisica estd contida no tensor de curvatura, que por sua vez, ¢ escrito em termos da métrica. Dessa vez,
o problema é que a métrica ndo é univoca, entdo a fixamos através da transformacio (3.12), resolvendo assim a
questdo.
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seguinte forma: componente 00 um escalar, as componentes 07 (que sdo iguais as componentes
i0) formando um trivetor e as componentes ij formando um tensor simétrico que representa a
parte espacial da perturbagio. Por razdes que apareceram mais a frente, ainda iremos decompor

a parte espacial em outras duas: a parte com trago € asem trago. Matematicamente, CSCI’CVCI’HOS5

hOO = —Z(P (314)
hyi = w; (3.15)
hij = ZSZ']‘ - 21)[161] (316)

onde 1 € a parte que contém o trago de /;j, enquanto s;; € a parte sem trago. Assim, com um

riapido processamento algébrico na equagio (3.16), chegamos a conclusio que

1 .
1 1
Sij = E (hl] - gémnhmnélj) (318)

e dessa maneira a métrica como um todo é escrita na forma
ds? = —(1 + 2¢)dt? + 2w;dtdx’ + [2s;; + (1 - 2)6;)dx'dx (3.19)

Até agora nio fizemos nada de novo, apenas definimos a notagio que serd utilizada. De fato,
algumas vezes a decomposi¢io das componentes espaciais em partes com e sem trago nio ird nos
ajudar e € por isso que, por enquanto, contiuaremos a usar /1;; no lugar de s;; e . Apenas quando
formos trabalhar com o tensor de Ricci e consequentemente com as equagdes de campo é que
essa diferenciacio vai ser fundamental para chegarmos a uma conclusio muito importante: o
tensor sem trago S;;, conhecido na literatura por strain, € quem ird conter a radiagio gravitacional
[15, 16].

Como foi dito, procuraremos agora obter algum sentimento sobre a fisica desses diferentes
campos na métrica perturbada. Para isso, vamos considerar o movimento de uma particula teste,
como descrito pela a equagio da geodésica (2.8). Nosso objetivo inicial é descrever esse movi-
mento, saber o comportamento da particula quando solta numa regido de espago-tempo plano

no qual existe apenas uma pequena perturbagio f1,,,,. Primeiramente, calculamos as componentes

5Como mostrado no capitulo anterior a componente 00 é dada pela expressdo (2.37).
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da conexdo afim usando (3.3) e encontramos que

Tgo = o (3.20)
Tl = 90 + dyw; (3.21)
% = di0 (3.22)
Ty = djjwy + %&Ohij (3.23)
r};{ = %3Ohjk — djw (3.24)
T = dhyi - %aihjk (3.25)

De posse delas, estamos aptos a escrever a equagio da geodésica. No entanto, serd conveniente
reescrevé-la em termos do quadrimomento p# = dx*/dA (onde A = t/m e m é a massa da

particula teste), no qual

dt

0 = o= E (3.26)
dt dx' .

p = JE =Ev (327)

onde E ¢ a energia e v' é a velocidade da particula na i-ésima dire¢do. Assim, em termos do

quadrimomento a equagdo (2.8) pode ser escrita como

dp#
_dli\ + I'ggpppg =0 (3.28)
ou ainda
dp* PPy’
S (3.29)

Uma répida comparagio com a segunda lei de Newton ¢ suficiente para nos mostrar que
o lado direto da equagio (3.29) é o termo de forga, [16]. A componente y = 0 dessa mesma

equagdo descreve a evolugdo da energia

dat " E
1 .
= —E [dp¢ + 20* 9y — (9,jwyy — E&Ohjk)vak (3.30)

dE 1 | -
(T8op°p° + TGpp° + TGpp + T pipk)
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e como podemos ver, ela nio se conserva. Vale ressaltar que E = p® = my inclui apenas a energia
de repouso da particula (e, no caso de baixas velocidades, é a energia de repouso mais a cinética)
e ndo temos energia das interagdes com o campo gravitacional.

Nas componentes espaciais, u = i, a equagio (3.29) fica

dpi 1, o . . L
~ =~ Thor"p” + Tjop® + Tipp) + Tipip)

. 1 .
-E 81(]5 + 0.)00)1‘ + (20-)[16()]] + &Ohij)vj + (aohk)l - E8Zh]k) U]Uk] (3.31)

para uma melhor interpretagio fisica é conveniente definirmos os campos gravito-elétrico e gravito-

magneético, respectivamente como

Gi

—81'(P - Qoa)i (332)

Hi

(VX w)' = ey (3.33)

tais nomes so justificados ao compararmos a defini¢do acima com a defini¢do dos campos elétri-
cos e magnéticos em termos do potencial escalar e potencial vetor. Neste caso, temos que ¢ atua
como potencial escalar gravitacional (como esperado) e wy, por sua vez, atua como o potencial
vetor gravitacional. Essa € a esséncia desses termos. Assim, reescrevendo (3.31) em fungio dos

campos gravito-eletromagnéticos, teremos

' _ [ : - Lo o
E =E|G' + (V X H) - 2(807’11']')0] + (&(]hk)z - Eglh]k) U]Uk} (334)

Observando atentamente a equagdo acima, podemos ver que os dois primeiros termos do
lado direito, que descrevem como a particula teste se move ao longo de uma linha geodésica,
possuem uma aparéncia incrivelmente semelhante ao da for¢a de Lorentz do eletromagnetismo.
Observando ainda a mesma equagio, detectamos acoplamentos da parte espacial da perturbagio
(hi;) com termos lineares e quadriticos em v'. Tais termos extras dependem da situagio fisica
considerada®.

O estudo que acabamos de fazer nos permitiu interpretar melhor dois dos trés campos pre-
sentes na perturbagio (¢ e w;); mas ainda nio concluimos nada sobre a parte espacial hi]'. A fisica,

por trds desse tltimo, aparecerd ao discutirmos as equagdes de campo da perturbagio (3.8), que é

6Se tomarmos velocidades muito baixas, por exemplo, entio i—lt’ ~ E[G + (vx H)] e tudo se passa como se a

particula estivesse sob a a¢io de uma for¢a de Lorentz da gravitagio.
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a prépria equagio de Einstein linearizada. De agora em diante faremos a distingdo entre a parte
com trago (1) e a sem trago (Si]') de h;;. Usando (3.5), as componentes do tensor de Ricci podem

ser escritas como

Rgo = V29 + dydra* + 393y (3.35)
1 1

RO]' = Eg]&k(uk + 280&]770 + 808](5]‘]{ _ Evzw] (336)

Rij = 20”kc9(is].)k + DIP(SI] - DSZ‘]‘ - 0-)18]@[) - IP) - 0-)00-)(10)]) (337)

onde V2 = 6/ d;d; ¢ o laplaciano no espago flat tridimensional. Através de (3.6) obtemos o

escalar de Ricci’

R = 29;0;(s" — 67) — 290,0" — 2V2p + 6V - 6951

= 20;0;s" — 2900,0" + 4V = 2V2¢p - 6951 (3.38)

e substituindo esses resultados em (2.91) determinamos o tensor de Einstein, que em compo-

nentes fica

Goo = 2V2Y + 998" (3.39)

1 1
Goj = 2009j1) + dpds* + 59j0kw* = SV (3.40)

Gij = (6;V2 = 99)( — V) + 650 Iw* ~ pd ),

+ 261](9(2)110 - DSZ']' + Z&k&(isj)k - (SijO.)kO-)lSkl (341)

Agora, podemos finalmente tirar algumas conclusdes importantes. Usando a equagido de

Einstein G, = 8nGT

Liv» Veremos que apenas alguns componentes da métrica sdo verdadeiros

graus de liberdade (ou, por motivos que aparecerdo mais tarde, também sio chamados de graus
de liberdade de propagagio) do campo gravitacional. As componentes restantes obedecerdo a
restrigdes que serdo determinadas em termos dos outros campos. Para confirmarmos a veracidade

dessa afirmag¢io vamos comegar analisando Gyg = 8tGT\y. Para isso, usamos a equagio (3.39)

’Onde usamos 1 = hyy = 2¢ — 61, e portanto, h = 20¢ — 6001 = 2V2¢ — 6V + 6931).
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€ escrevemos
2 1 kl
V2 = 4nGTyg - 50ids (3.42)

se soubermos o valor de Tpy € s;; em qualquer instante de tempo, como também as condi¢des de
contorno no infinito espacial, podemos determinar ¢ através de (3.42). Portanto, ¢ nio é por
si s6 um grau de liberdade de propagacio; ele é determinado pelo tensor momento-energia e o

tensor Sj;. Analisemos agora Goj = 8ntGT;, usando a expressdo (3.40), podemos escrever
(05cV2 = 99wk = ~167GT; + 4dgdjip + 2940y (3.43)

assim, da mesma forma, se conhecermos o valor do tensor momento-energia e de s;;, podemos
determinar ¢ e, consequentemente, determinaremos w' usando a equagio (3.43). Portanto,
@' também ndo é por si s6 um grau de liberdade de propagagio. Resta-nos apenas analisar
G;; = 8ntT}j e é com essa intengdo que faremos uso de (3.41), para assim escrever
2 _ 2 2
(61]V - 81&])(¢) = 87'(GT1] + (6Z]V - 818] - 261]80)110

— 6ij808ka)k + 800-)(10)]) + Dsij - 28k9(isj)k - 6ijakalskl (344)

o que nos leva a concluir que ¢ nio é um grau de liberdade, mas apenas uma fungio dos outros
campos. Dessa maneira, chegamos 4 inevitivel conclusio de que o tnico grau de liberdade de
propagacio nas equagoes de Einstein é o tensor sem trago Sij- Na préxima se¢io, veremos que tal
tensor é que serd utilizado para descrever as ondas gravitacionais. Todas as outras componentes

de h,, sdo determinadas em termos de s;; € o campo de matéria.

3.2.1 Fixagdo de calibre

Na se¢do passada, mostramos como as transformagoes de gauge hw — hy, + 0"#51, +d,& u $30

geradas por um campo vetorial £¥. Vejamos como cada uma das componentes da métrica sio
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transformadas de acordo com (3.12), a comegar pelo potencial gravitacional ¢:

hog = hoo + doéo + dpé&o

_2¢" = —2¢ - 29°%,
¢’ = ¢+ &’
logo
¢ — ¢+ pE’ (3.45)

aplicando-se o mesmo procedimento para os outros campos, obtemos

w; = w; + 80(? - 8ic§0 (346)
1. .
s (3.47)
1
sij - Sij + 8(16]) - 58;(5"61']' (348)

Enquanto na teoria eletromagnética, precisamos fixar os potenciais atraves de alguma con-
di¢do, aqui precisaremos fixar o tensor s;;. O problema € que existem virias escolhas possiveis
de gauge, cada uma mais apropriada para uma dada circunstincia; algumas delas sdo inclusive
comentadas em [16]. A nossa escolha serd por aquela que simplifique o méximo possivel nossas
equagdes de campo e ¢ por esse motivo que escolheremos o chamado gauge transverse®, que é
bastante semelhante ao gauge de Coulomb do eletromagnetismo. Nesse gauge impomos que s;;

seja espacialmente transverso, matematicamente isso ¢ escrito como

d;is1 =0 (3.49)

80 significado desse nome torna-se imediato quando tomamos como exemplo o caso do potencial vetor. No
eletromagnetismo geralmente escrevemos A = A, + A;, onde A, e A, sio, respectivamente, as partes transversal e
longitudinal de A, e que obedecem as condi¢ées: VA, = 0¢ V X A; = 0. Quando impomos o gauge de Coulomb,
ou seja, que V-A = 0, isso implica imediatamente que V-A; = 0; juntando isso, ao fato de que geralmente no infinto
A, tende a zero, temos que A; = 0. Portanto o que esse gauge faz é anular a componente longitudinal do potencial
vetor, e € por isso que muitas vezes o gauge de Coulomb é também chamado de gauge transverso. A mesma ideia
se aplica a0 tensor sy, isto é, ao fazermos d;s” = 0 estamos anulando todas as suas componentes longitudinais e
deixando apenas as transversais.
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e isto ¢ possivel desde que & satisfaga
2 ¢f 1 i ij
VeEl + 5&]&15 = —281'8] (350)

No entanto, vemos que &Y ainda ndo estd determinado; assim, podemos usar esse grau de

liberdade restante para obrigar que o vetor perturbacio w; seja também transversal, isto é
diw' =0 (3.51)
para isso basta que &° satisfaca
V2E0 = 9,0" + 9yd;&! (3.52)

De fato, as equagdes (3.50) e (3.52) ainda nio fixam completamente o valor de &¥; pois
ambas sdo equagdes diferenciais parciais de segunda ordem e requerem condi¢des de contorno
para que nos deem solu¢des Unicas. Felizmente, para os propdsitos desse trabalho ¢ suficiente
que as solugdes sempre existam e ndo nos preocuparemos em encontrd-las. As condigoes (3.49) e
(3.51) juntas é o que definem o gauge transverso e nele temos que (3.42), (3.43) e (3.44) tomam

a forma

Goo = 2V?Y = 81tG Ty (3.53)
1

GOj = —Evza)j + 2&08]1# = 87ZGTO] (354)

Gij = (05V% = 9i9))(¢ = ) + 20959 — ddiwy) — Ds;j = 8GT; (3.53)

O que acabamos de fazer foi aproveitar-se do fato de nossas equagdes de campo serem inva-
riantes de gauge para usar os graus de liberdade da nossa teoria, ou seja, a liberdade que temos no

tensor s;;, para reescrevé-las de forma mais simplificada. A primeira vista nos parece que essas

ij>
simplificagbes nio serdo tdo Gteis, porém, como veremos na préxima se¢io, elas nos trardo varios

beneficios. Passaremos agora a resolver as equagdes (3.53), (3.54) e (3.55) na auséncia de fontes.
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3.3 Solugio das equagdes de campo de Einstein no regime linear

Vamos enfim comegar a resolver as equagoes de campo de Einstein no regime linear. Em outras
palavras, o que vamos fazer é estudar a livre propagagio dos graus de liberdade do campo gravita-
cional. Inicialmente tal estudo ser4 feito desconsiderando a existéncia de fontes locais. Portanto,
retornemos as equagdes linearizadas no gauge transverso dadas por (3.53) a (3.55). Como foi
dito nessa primeira abordagem, vamos considerar estar situados numa regido do espago-tempo
longe de qualquer tipo de distribui¢do de matéria. Assim, T,,, = 0 e no infinito devemos ter

Suv = Ty, ou seja, hy, = 0. Nesse contexto a equagio (3.53) se reduz a
V2 =0 (3.56)

essa equagdo acrescida da condigdo de contorno no infinito nos garante que 1 = 0. Uma anilise

semelhante em (3.54) nos permite escrever

VZw; =0 (3.57)
e portanto w; = 0. Tomando-se o trago da equagdo (3.55) obtemos

V2 =0 (3.58)

o que implica em ¢ = 0. Resta-nos apenas estudar o que ocorre com a parte sem traco da

equagio (3.55), o que nos da
DSi]' =0 (359)

que ¢ uma equagdo de onda para o tensor Sj;.

Embora tenha sido conveniente trabalharmos com s;; até agora, € mais comum na literatura
[15, 16, 33] encontrarmos expressdes escritas em termos da métrica perturbada h#V' Felizmente,
como acabamos de ver, os termos ¢, ¢ e w; sdo todos nulos, restando assim apenas o tensor sem
tal

traco s;;, que também ¢ transverso (por conta do gauge adotado). Ao trabalharmos com h

ij> uvs

gauge passa a ser chamado de gauge transverso e sem trago (I'T) e escrevemos
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00 0 O

I’ITT — 0
1y
0 251']'
0
assim, a equagdo de movimento (4.50) torna-se
Ohly =0 (3.60)

onde, mantendo-se em mente que hEVT ¢ puramente espacial, transverso e possui traco nulo,

entao

I =0 (3.61)
dhipr =0 (3.62)
n*hi =0 (3.63)

Nosso problema entdo passa a ser encontrar solugdes para a equagio de onda (3.60), questio
essa bastante parecida com o que ocorre no eletromagnetismo. Felizmente, solugdes para essa
equagdo ja sdo bem conhecidas e bastante difundidas na literatura; sdo as chamadas solugdes de

onda plana9, matematicamente escritas como'?

hly = C, e (3.64)

onde C,, € uma constante que deve ser simétrica, puramente espacial e possuir traco nulo, ou

seja

Cpy = Cyy (3.65)
Cor =0 (3.66)
nyvcyv =0 (3.67)

O nome plana se deve ao fato de as solugdes serem uniformes sobre todos os planos perpendiculares 4 diregio
de propagagio da onda.
100 ik & 1 WIT ¢ 1: lei TNAT
aramente e"** é complexo, enquanto 1, ¢ real; portanto carregamos as partes real e imagindria nas contas
e no final de todos os cdlculos a nosso solugdo serd somente a parte real.
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e k; é o quadrivetor onda, tal que a componente tipo tempo ¢ a frequéncia angular w e as tipo
espago sdo as componentes do vetor de onda, isto ¢, k° = (w, k', k?,k3). Substituindo (3.64) em

(3.60) obtemos

0= OAIT
= N9, dhlk
= 09, (ik,h1T)

= kkhLT (3.68)

Assim, para que (3.64) seja realmente solucdo de (3.60) um dos termos acima deve ser nulo.

Como estamos interessados em solu¢des nao-triviais, devemos impor que
kK =0 (3.69)
que ¢ equivalente a
w? = 6, (3.70)

o que nos permite concluir que tais ondas devem se propagar a velocidade da luz'!.

Com efeito, vemos que essas perturbagoes no espago-tempo se propagam como uma onda
a velocidade da luz, e é exatamente por isso que recebem o nome de ondas gravitacionais. Vale
ressaltar também que nossa solugio estd longe de ser a mais geral, pois qualquer combinagio
linear de ondas planas também gerard outra solugdo, mas por enquanto, ela nos serd suficiente.

O que precisamos no momento ¢ garantir que a perturbagéo seja transversal, isso significa que

0=d,hr

iCHVk, ek
o que é verdade apenas se

k,CH = 0 (3.71)

11Se nio tivéssemos tomado ¢ = 1 terfamos w? = Czéijkikj , ou seja, a velocidade de propagacio da onda é ¢ que
é a velocidade da luz.
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implicando que o quadrivetor onda deve ser ortogonal a CH”.
Geralmente tem-se o costume, principalmente no eletromagnetismo, de escolher o eixo z
como a dire¢do de propagagio das ondas. Aqui diremos que nossa perturbagio se propaga na

3 ¢ assim devemos ter

dire¢do x
k* = (w,0,0,k%) = (w,0,0,w) (3.72)
neste caso, usando as condi¢des (3.71) e (3.66) encontramos que

Cs =0 (3.73)

Levando-se em consideragdo que C,, € simétrico, puramente espacial, possui trago nulo e

respeita a condigdo (3.73), a sua forma mais geral é

O 0 0 O

CTT _ 0 h, he O
uv

0 h, -h, 0

O 0 0 O

e com isso vemos que nossa onda fica completamente caracterizada por apenas dois ndmeros f,

e h,, juntamente com a frequéncia angular w. Onde, por conveniéncia futura, definimos:

Cyy =h, (3.74)

Cyp = hy (3.75)

A nominagio dos graus de liberdade h, e hy é feita de acordo com os efeitos produzidos em
particulas testes com a passagem da frente de onda [41]. Precisamos, portanto, aprofundar mais

nossa interpretacio fisica sobre a solugio que acabamos de obter.

3.3.1 Efeito de OG em particulas teste - Estados de polarizacio

Vejamos os efeitos fisicos da propagagio de ondas gravitacionais (OG) em particulas materiais.

Para entender tais efeitos, a primeira tentativa natural seria escrever a equagio da geodésica (2.8)
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para uma particula teste, que em termos do quadrivetor velocidade u# = dx*/dt ¢ dada por:

dut
d_uT + Thou'uf = 0 (3.76)

E também instintivo pensarmos que se resolvéssemos a equagio (3.76) na métrica corres-
pondente a uma onda gravitacional TT, conseguirfamos determinar os efeitos fisicos [15]. Cu-
riosamente esta abordagem nio funciona, como pode ser visto a partir da seguinte analise.

Consideremos uma particula que estd em repouso, num dado instante T = 7, no sistema de
coordenadas na qual a métrica € g, = 1, + hﬁVT (que chamaremos de sistema de coordenadas
TT). Neste caso ut = (1,0,0,0) para particula no instante 7( ¢ a equagio (3.76) toma a forma

du'’

pr Tip=0  (em7=r1p) (3.77)

fazendo uso das equagdes (3.3) e (3.61) em (3.77) obtemos
i _ 1 0 TT 0 TTy _

€ portanto

du!

— =0 (em T = 1) (3.79)
dt

concluindo assim que a acelera¢do é nula no dado instante 7). Deste modo, se uma particula
estava inicialmente em repouso, ela permanecerd em repouso (x' = constante) mesmo depois da
passagem da onda gravitacional. Infelizmente, isso nos mostra que esse método nio nos serd ttil
para a determinagdo dos efeitos fisicos; por outro lado, nos mostra também que a condi¢do do
gauge TT ¢ equivalente a escolher um conjunto de coordenadas que se move juntamente com
a particula (pelo menos para ordem baixas em /1,,). Essa caracteristica peculiar aparece porque
a transformagio de coordenadas gerais e a transformagido de gauge estdo intimamente ligadas
numa teoria linearizada [15]. A escolha do gauge implica na escolha das coordenadas.
Entretanto ¢ ficil ver que as ondas gravitacionais tem efeitos mensuraveis. Para isso, to-
maremos como exemplo duas particulas em queda livre que estdo na presenca de uma onda
gravitacional no gauge TT (que se propaga ao longo do eixo z). Vamos supor que tais particulas

partem inicialmente de z = 0, mas separadas ao longo do eixo x. Se L é a distincia prépria entre
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as duas particulas, ¢ possivel demonstrar que!?:

oL 1
= Ehzg (t, z=0) (3.80)

ou seja, a separagio prépria entre as particulas passa a oscilar devido a presenca da onda gravita-
cional e como j4 citado, tal efeito é mensuravel.

Um modo de compreender mais claramente esse efeito é estudando o desvio geodésico’® de
duas particulas préximas, digamos A e B. Para isso, vamos trabalhar em um sistema de coorde-
nadas préprio para uma das particulas, A por exemplo, e o que faremos ¢ estudar a variagdo do
desvio geodésico nesse sistema [15]. A separagio S* entre duas geodésicas préximas satisfaz a
equagio do desvio geodésico'*, dada por

D2

D—TZS“J = Ryvpo‘uvupso (381)

onde (D/Dt) = u*V,. Considerando que a particula teste move-se muito lentamente, entio
ut = 5f. Isto pode ser tomado como verdade, pois as componentes espaciais do quadrivetor
velocidade sdo da ordem de /1, e podem ser ignoradas, uma vez que o tensor de curvatura ¢
linear em hy;,. Tendo u# = (1,0,0,0), precisaremos calcular apenas a componente R g0, do

tensor de curvatura, que no sistema de coordenadas T'T fica

1
Ru000 = 5 (98hLE + 050, ] — Igdohly — dgdyhiT) = Eagh{g (3.82)

NI~

onde se fez necessario usar a condig¢io (3.61). Esse € o tensor de Riemann no sistema de coorde-
nadas TT e uma vez que ele ¢ um invariante de gauge, devemos obter esse mesmo resultado, em
ordem linear, para qualquer outro sistema de coordenadas; incluindo o sistema de coordenadas

préprio. Como I'f é nulo no sistema de coordenadas préprio, o lado esquerdo da equagio (3.81)

12Esse resultado é demonstrado em [15], na pagina 410.

13Tal desvio descreve a tendéncia de objetos de recuar ou se aproximar um do outro enquanto se movem sob a
influéncia de um campo gravitacional [15].

14 A demonstragio dessa equagio é feita em qualquer livro de relatividade geral, consulte por exemplo [15], pagina
198.
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pode ser aproximado por d2SH/dt? e, portanto, a equagio que precisamos resolver passa a ser

92 1. 92
— St = S s 3.83
ot? ‘ot (3-83)
Sabendo que hTT pode ser expresso em termos de /1, e hy, o que queremos ¢ entender o que
tais termos significam. Para isso, vamos inicialmente considerar uma situagio em que i, # O e
h é nulo. Neste caso a equagio (3.83) nos retornal®
92 92 .
1_ *eal ko x®
WS ES &t2 (l’l+€l x ) (384)
92 92 :
2_ Lt ko x0
WS = 25 8t2 (h_,_(:’l x ) (385)
cuja solu¢des sio
1 1 ikex? | ¢l
St=(1+ §h+e o* 1 5%(0) (3.86)
2 ! iksx® | c2
Sc=|1- §h+e o* 1 5%(0) (3.87)
Para facilitar nossa compreensio, vamos considerar os eixos x1, x% e x3 como sendo, respec-

tivamente, X, i e z do plano cartesiano. Podemos entdo representar as nossas solugdes de onda

plana como mostra a figura 3.1.

Velocidade (c = 1)
—

y e

Figura 3.1 — Ondas planas se propagando em diregdo ao sentido positivo do eixo z [14].

As solugdes (3.86) e (3.87) nos dizem que particulas separadas na diregio x, irdo inevitavel-
mente oscilar ao longo do eixo x, enquanto as que estdo inicialmente separadas na direcio y,

oscilardo ao longo do eixo y. Se nossa distribui¢do de particulas estiver na forma de um anel

Bembre-se que S! ¢ a separagio das particulas ao longo do eixo x!

eixo X% e nossa onda se propaga ao longo do eixo x°.

, analogamente S? é a separagio ao longo do
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que se encontra no plano x —y, elas irdo saltar para trds e para frente, formando uma elipse com
eixo principal ora em ¥, ora em x. A deformagio dos circulos em elipses segue um padrio que

se parece com um sinal " + ", como pode ser visto, a seguir, na figura 3.2. Tal efeito é o que

\ "

chamamos de polarizagio " + " da onda gravitacional e é o que justifica o subscrito " + " em

h[15].

OHOOO00

X

Figura 3.2 — O efeito de uma onda gravitacional com polarizagio " + " em conjunto de particulas de teste
originalmente localizadas num circulo no plano x — y. A deformagio dos circulos em elipses segue um
padrio que se parece com um sinal " + " [15].

Passemos agora ao caso hy # 0 e h, = 0. Aplicando o mesmo procedimento anterior,

obtemos

1 . .
St = 510) + Ehxelkox S%(0) (3.88)

1 . .
$% = §2(0) + Ehxelkox S1(0) (3.89)

Essa é a chamada polarizagdo " X ", o que justifica o subscrito X em h,. Nessa polarizagio,

a mesma distrui¢do de particulas, citada anteriormente, oscilard agora ao longo de linhas que

fazem 45° com os eixos x e y. A deformagio dos circulos em elipses segue um padrio que se
. " " . . N

parece com um sinal " X "; como pode ser visto, a seguir, na figura 3.3. E interessante notar

também que, enquanto a onda gravitacional propaga-se ao longo da dire¢do z, as perturbagtes

ocorrem nos eixos perpendiculares x e I/, o que caracteriza a nossa onda como transversal [15].

¥

O™V OOV

Figura 3.3 — Agora, temos o efeito de uma onda gravitacional com polarizagio " X " em um conjunto de
particulas de teste originalmente localizadas num circulo no plano x — y. A deformagio dos circulos em
elipses segue um padrio que se parece com um sinal " X " [15].
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Existe ainda um outro efeito muito interessante a ser discutido, que consiste na combinagio
desses dois que acabamos de presenciar. Tais efeitos (veja, por favor, a figura 3.4) surgem dos

modos de polarizagio circulares, definidos por:

1
hR = ﬁ(h-’— + lhx) (390)
I = -, —ihy) (3.91)

V2

O efeito de uma onda hy pura é o de girar as particulas no sentindo horario, enquanto uma
onda h pura, as gira no sentido anti-horério. E importante ressaltar que as particulas individuais

ndo viajam ao redor do anel em que se encontram, elas apenas se movem em pequenos epiciclos.

RSS20

X

)

Figura 3.4 — O efeito de uma onda gravitacional com polariza¢do R ¢ distorcer um circulo de particulas
teste em uma elipse que gira em um sentido com a mio direita [15].
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Capitulo 4

Radiagio gravitacional

Neste capitulo discutiremos a geragio de ondas gravitacionais e a natureza quadrupolar da ra-
diag¢do gravitacional. Além disso, trataremos também do problema envolvido na defini¢do de
energia para o campo gravitacional. Em seguida, chegaremos a uma expressio matemdtica que
nos forneca a taxa de energia irradiada por um sistema devido exclusivamente a emissio de ondas
gravitacionais. E, por fim, aplicaremos a teoria aqui desenvolvida aos dados observacionais da

binaria de Hulse e Taylor.

4.1 Produgio de ondas gravitacionais

No capitulo passado, fizemos um estudo sobre ondas gravitacionais no espago-tempo de fundo
plano e na auséncia de fontes. O que faremos agora é acrescentar o termo de fonte, isto ¢,
conceber a existéncia de uma dada distribuicdo de matéria e energia. Para isso, o primeiro passo

¢ considerarmos a equagdo de Einstein acoplada com o tensor momento-energia:
Gy = 8nGTy, (4.1)

Voltando as equagdes (3.53), (3.54) e (3.55) percebemos que, se T, € ndo nulo, a nossa
perturbagio ird conter novamente os termos (¢, i e w'), além do tensor sj. Isso implica que ndo
podemos assumir o gauge transverso e sem trago no caso de presenca de matéria. Contudo, esse
problema pode ser contornado se assumirmos estar longe da fonte, pelo menos o suficiente para
tratar o problema como tratamos o caso sem matéria. Depois incluimos o tensor THV amao. Isso

nos autorizard impor novamente o gauge 1T quando necessario.
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Antes de prosseguir, serd conveniente introduzirmos a perturbagio de trago reverso', definida
por

— 1
h, =h

pv pv Enyvh (4.2)

esse nome ¢ justificado pelo fato de que it = —h. Tal perturbagio, quando submetida a (3.12) se

transforma como
My = Hy +20,E,) = 05N, (4.3)

Em termos dessa nova perturbagio, o tensor de Einstein que no regime linear é dado por

(3.7), fica

1 _ _ _ _
Gur =5 [0795h, + 100,09 Phyy = 379,y — 979,11 (4.4)

onde foram desprezados termos de ordem superior em E#V'
Se 8“EW = 0, terfamos que apenas a primeira parcela 30&(;%#1/ = DEW seria ndo nula,

tazendo assim com que a expressdo acima ficasse mais simples. Gragas a liberdade na escolha do

gauge essa simplificagdo pode ser obtida, para isso basta obrigar que
—
O&, =-doh (4.5)

Devido a enorme semelhan¢a com o gauge de Lorentz (o"#A“ = 0) do eletromagnetismo, a
condigio acima (d*h,, = 0) recebe o mesmo nome?. Assim, no gauge de Lorentz, o tensor de

Einstein assume a forma

1 —
Guy = —50hy, (4.6)

Ty
A expressdo acima é um pouco mais confusa, quando escrita em termos da perturbagio origi-
nal e essa é a razdo pela qual introduzimos a perturbagio de trago reverso. A equagio de Einstein

linearizada nesse gauge é portanto uma equagio de onda para cada uma das componentes da per-

1Podemos reconstruir a perturbagio original a partir de /,,,,, assim nenhuma informagio é perdida ao fazermos

uvs
, —TT
essa mudanga. E interessante notar também que no gauge TT temos h,, = hy .
N A < : v_ 1
Vale ressaltar que a perturbagio original ndo é transversa nesse gauge, pois d,ht" = 5d,h.
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turbagio. Matematicamente temos

Oh,, = -16nGT,, (4.7)

Dada uma fonte T, nosso objetivo ¢ encontrar a solugdo geral para a equagio (4.7) e tra-
balhar as propriedades da radia¢do emitida por um sistema em diferentes tipos de movimento.
Matematicamente isso é semelhante ao problema de encontrar a solugdo para as equagdes de
Maxwell na presenca de fontes, onde tinhamos de resolver JA# = —4mJ# para determinar o
quadripotencial. A solu¢io da equagio (4.7) é obtida a partir do método da fun¢io de Green e

sua demonstragio ¢ feita no apéndice C, cuja a solugio é

_ 1
Bt %) = 4G f oy Tt e vl, y)d%y (4.8)

onde t = x°. Referimo-nos a quantidade ¢, = t — |x — y| como tempo retardado.

Esse resultado ¢ exato e mesmo tendo sido obtido no gauge de Lorentz, trata-se de uma so-
lugdo bem geral [16]. A equagio (4.8) pode ser interpretada da seguinte maneira: a perturbagio
no campo gravitacional em (¢,x) é a soma das influéncias da energia e momento da fonte no
ponto (t,,x —y) no cone de luz passado, como representado na figura 4.1. Percebemos que isso
é coerente com a teoria discutida no capitulo passado, pois enquanto a dindmica ¢ trivial (acon-
tece de forma instantinea) na gravitagio de Newton, ela passa a ser nfo trivial na de Einstein,
ou seja, a perturbac¢do gerada na fonte deve levar um certo tempo até chegar a outro ponto do
espago-tempo. Como pode ser visto no apéndice C, existe ainda outra solug¢io para a equagio
(4.7) que esta relacionada com o tempo acelerado t, = t + [x —y], no entanto a descartamos, pois

viola causalidade.

Figura 4.1 — O disttrbio no campo gravitacional no ponto (£, x) calculado em termos do evento no cone

de luz passado [16].
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4.1.1 A natureza quadrupolar da radiagdo gravitacional

O préximo passo é obter informagdes acerca da radiagdo gravitacional emitida por uma fonte
T, mas como se pode ver, é muito dificil extrai-las da equagio (4.8). Por isso aplicaremos
algumas aproximacoes: que a fonte encontra-se isolada, muito distante e é composta apenas por
matéria nio relativista’; tais aproximagdes ficardo mais precisas 2 medida que avangarmos.
Antes de prosseguir, serd conveniente eliminarmos a dependéncia de T, no tempo retardado,
o que pode ser conseguido através de uma transformada de Fourier na varidvel tempo [15, 16].

Se Tyv(a), y)e Ew(w,x) sdo, respectivamente, as transformadas de Fourierde T, (f,y) € Ew(t, x),

entao

1 o
By (0,%) = — f dt ey, (t,%)

f aret [ &y e 127
x—yl
it ot d3 ela)|x yl
— t, e ff —T,.(t,
\/2—nf r ylx_yly(rY)

1a)|x yl
46 [ @y Tt 4.9

e é com (4.9) que trabalharemos na nossa aproximagio.

Pondo a origem do nosso sistema de coordenadas perto da fonte, a aproximagao adotada nos
permite trocar na equagio (4.9) [x—y| por r = [x|, o que faz com que o termo ekl |x—y]| possa ser
reescrito como €'“"/r. Caso nio tenha ficado claro, realcaremos os motivos pelos quais essa troca
é valida. Vamos supor que a fonte possui tamanho 0r e que exista um observador localizado no
ponto onde queremos calcular a radia¢io gravitacional. Como por hipétese, a fonte encontra-se
muito distante do observador (67 << 7), entdo para quem observa, ela parece ser puntiforme.

Isto nos permite desprezar suas dimensoes*

e realizar a troca descrita acima. Essa situagio é
exemplificada na figura 4.2.
A aproximacio de baixas velocidades (quando comparadas a velocidade da luz) nos permite

assumir que r é praticamente constante, pois demora muito tempo até que a distancia entre a

fonte e o observador tenha alguma diferenca significativa. Com tudo isso podemos reescrever

3Matéria cuja a velocidade tipica é muito menor que a da luz.
“De fato, 6r << r nio implica que a fonte precise ser “pequena” ou localizada préxima de um ponto especifico
do espago; essa condigio ¢ verificada apenas tomando r suficientemente grande.
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Observador

o

Figura 4.2 — Uma fonte de tamanho 6r a uma distincia ¥ >> 6r do observador [16].

(4.9) como

~ ei(ur 5
aul@,%) = 4G— f By Tyl@,y) (4.10)

Felizmente precisaremos calcular apenas as componentes espaciais de ﬁw(a),x), e as razoes
para isso sdo duas: uma de cariter fisico e outra matematico. A motivacdo de cariter fisico
reside no fato de que a lei de conservagdo d, T#” = 0 implica que todas as integrais sobre T% sio
conservadas e independentes do tempo [15]. Dito de outra maneira, a transformada de Fourier
de T% com respeito a variivel tempo, conterd apenas termos estaticos (w = 0). Isso nos mostra
que a parte dependente do tempo da métrica, que € a que caracteriza a radiagdo, estd contida nas
componentes espaciais da perturbacao.

A razio de ordem matemadtica estd associada com o gauge adotado ﬁyﬁw = 0 (que implica
d, T# = 0 por causa de (4.7)). Esta por sua vez, estabelece uma relagdo entre as componentes

da perturbagio no espago de Fourier, dada por:

~0v ;jv

ho=——dh (4.11)
@

Tal equagio nos mostra que ZO] pode ser determinado a partir de ﬁ]. Além disso, juntando
o conhecimento de que ﬁOl = ZIO com a equagio (4.11), ¢é possivel determinar EOO. Portanto,
precisamos calcular apenas as componentes espaciais da perturbagio, pois todas as outras podem
ser obtidas a partir delas.

Dadas as devidas motivagdes, passamos entdo a resolver (4.10) apenas para as componentes

espaciais. Comegamos por efetuar uma integra¢io por partes

f By Ti(w, y) = f &y 3y (y'T) - f &y yf (9,T¥) (4.12)
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onde o primeiro termo do lado direito da igualdade é uma integral de superficie que ird desapa-
recer pelo fato de a fonte se encontrar isolada; enquanto o segundo termo pode ser relacionado
com TY% uma vez que a lei de conservagio d,T# = 0, quando escrita no espago de Fourier,

impoe que
o Tkt = —iTOH (4.13)
Assim

fd3y Ti(w,y) = iw fd3y yTY
_ % f By (yiTOj +ijOi)
iw

=2 [ @y [ty T - iy 0T

6()2 .
— _7fd3y yly]TOO (414)

a segunda linha ¢ justificada por conta da simétria dos indices i e j, enquanto as duas dltimas
foram simples aplicacdes da integragio por partes e a equacio (4.13). E uma convengio dos livros
de relatividade geral [33, 16, 15], definir o chamado zensor momento de quadrupolo da distribuigio

de matéria, como sendo
i) = [ &y yy T,y (415)
e a partir disso a equagdo (4.10) fica escrita como

iwr

i, %) = —2Gw26r (@) (4.16)

e usando a transformada inversa de Fourier, obtemos

2G d2

hii(t,x) = — qpli

(t,) (4.17)

que ¢ a chamada formula de quadrupolo; onde, como antes t, = t — 7.
Esse resultado nos mostra que a radiagdo gravitacional emitida por uma fonte, nas condi-

¢oes descritas, é proporcional a derivada temporal de segunda ordem do tensor momento de
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quadrupolo da distribui¢io de matéria. Podemos observar que isso contrasta com a radiagio
eletromagnética, em que a maior contribui¢do é proporcional a derivada temporal de segunda
ordem do momento de dipolo da distribui¢ao de cargas, e o motivo disso ¢ facil de entendermos.

O momento de dipolo no eletromagnetismo ¢é definido usando-se a distribui¢do de cargas, e
para um sistema feito de cargas com diferentes taxas q/m, ele pode mudar. No caso gravitacional,

o momento de dipolo d de um sistema de massas é dado por:

d = MRey (4.18)

onde M ¢ a massa total do sistema e Ry € o vetor que localiza o centro de massa. No caso de
distruibui¢des isoladas, temos que o centro de massa se move com velocidade constante e, por-
tanto, Repy = 0. Concluindo, entio, que nio podemos ter radiagio gravitacional proveniente
do momento de dipolo [15]. Assim, na decomposi¢io multipolar, o termo de ordem mais baixa
para a radiag@o gravitacional é o momento de quadrupolo. Vale ressaltar também que o mo-
mento de quadrupolo é geralmente menor que o de dipolo, e é por essa razio, bem como o fraco
acomplamento de matéria a gravidade, que implica que a radia¢do gravitacional é tipicamente
]. Uma comparagio entre essas radiagdes pode ser

muito menor do que a eletromagnética [

encontrada na tabela 4.1.

Tabela 4.1: Comparagio entre a radia¢io gravitacional e a eletromagnética [15].

Radiagio eletromagnética  Radiagdo gravitacional

—uv
Ok =-16nGTH

Equagio bésica OA# = —4nJ#
Condigdo imposta para
obter a equagio basica Jd, A" =0 aﬁ” =0

Solugio (com £, = ¢ — |x — y]) At(tx) = [ d3yf‘|‘)§’+yf|y) W (t,x)=4G [ d3yT‘|‘;+f;|'y>

Interdependéncia das componentes

. —0v —ij
devido a condigdo de calibre (gauge) ~A° obtido de A’ I obtidodeh

Solugdo para os modos espaciais

quando 0r < rev <K ¢ Al ~ % f d3y]i W~ g f dsyTij

—i ]

Resultado simplificado

A~ 1gyd B~ 262

Identidade satisfeita pela fonte

fd3y]i — %fﬂﬁyloyi

fdi’vyTij _ %51722 f ByT0yiyi

Modo radioativo

Transverso

Transverso € s€m tra(;o
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42 A energia transportada por ondas gravitacionais

Vamos agora a uma das questdes mais delicadas da teoria: a energia carregada pelas ondas gravi-
tacionais. Assunto por sinal muito importante, pois nas teorias de campo tratadas por intermédio
da RG, temos que o fator decretério para a existéncia de ondas nio é apenas que os campos sejam
dependentes do tempo; mas que, além disso, haja transporte de energia e momento sem haver
transporte de matéria. No entanto, essa é uma questdo muito dificil de se lidar [42].

As complexidades desse assunto nio sio apenas de origem técnica, mas também conceituais,
uma vez que o préprio principio da equivaléncia - pilar basico da RG - nio nos permite definir
a energia associada a um campo gravitacional’. Contudo, no contexto do regime linear em que
estamos trabalhando, a perturbagio ¢ interpretada como um campo tensorial definido sobre um
background fixo. Entdo, uma alternativa vidvel seria encontrar um tensor momento-energia para

as flutuagdes de h,,,, como feito em outras teorias de campo [41, 42].

pvs

Até o momento, todas as grandezas necessirias foram computadas em primeira ordem. O
problema € que em primeira ordem },, nio interage com nada e precisamos de interagio para
definir energia para os campos gravitacionais. Dessa maneira, torna-se necessirio incluir os
termos de segunda ordem, proporcionais a (hw)z, pois assim aparecerd a auto-intera¢do, uma

vez que a energia e momento transportado pelas ondas contribuem para modificar a si préprias.

Em até segunda ordem, a métrica e o tensor de Ricci sdo escritos como

1 2
Qv = My + 131 + ) (4.19)
R,, = R + RU) + R (4.20)

onde Rﬁ}v) ¢ considerado como sendo da mesma ordem que hﬁv), enquanto Rﬁz e hg} sdo da

mesma ordem que (hf}g)z
Como hﬁ?v) = Ty € uma solugdo trivial da equagdo de Einstein no vicuo, entdo RLOV) =0. E,

¢ esta equagdo que, juntamente com a transformacio de gauge, determina a perturbagio de

SNa RG a definicio de energia (componente 00 do tensor momento-energia) depende do observador. Uma
forma simples de ver isto é a seguinte: no sabemos dizer se a gravidade sentida ¢ devido ao referencial estd acelerado
ou por existir realmente um campo gravitacional.
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primeira ordem hﬂv A perturbagio de segunda ordem hé) iv serd determinada pela equagdo da

respectiva ordem, dada por:
RW[HA] + RAHD] = 0 (4.22)

onde, como pode ser visto, separamos o tensor de Ricci de segunda ordem em duas partes. A
notagio Rﬂv) [1@] indica a parte que ¢ proporcional as derivadas da conexdo afim (JT), calculada
em termos de h%’ ; enquanto isso, Rﬁz [hD] ¢ a parte proporcional a (I'T), calculada em termos

de hﬁ}v) Explicitamente temos:

R[] _% [@,17) (9,15 + Dphoy = Doltp) = (Dph?) (Iuhoy + Dyhgy — Iy )]

1
+ 510 (99 uhop + Ipdahy = 9,0y = 3pdhoy) (4.23)

REHD) = (9°K° ) Aol = 173, 0 by + = [hP"& Oy + Do (73, )]

b 1 [(0uhe) 207 (3,0,0) 0] - (a hPf’——&Ph)8 g (429)

u'tpo p'tuy P

Agora vamos escrever as equagdes de Einstein no vicuo G w = 0; isto é equivalente a R w = 0,

mas podemos expressar esse resultado de forma mais sugestiva, como

R [H®] - T)pOR;}(?[h(z)]ﬂw = 8nGt,, (4.25)
onde definimos
1 1
b= RO po RD[h¢ 4.26
» SG{[]Z [, (426)

Dessa maneira, conseguimos definir um tensor momento-energia (tw) para as flutuagdes de

h

uv- Embora essa linha de raciocinio que estamos adotando seja vidvel, dificuldades técnicas
impedem que haja um senso comum na forma desse tensor. O conforto vem com o fato de que
a maioria dessas aproximagbes preveem os mesmos resultados para fenémenos fisicos de maior
interesse, como por exemplo, a taxa na qual um sistema bindrio emite energia [41].

Antes de prosseguirmos, existem algumas consideragdes importantes a serem feitas. O lado

esquerdo da equagio (4.25) nio € o tensor de Einstein de segunda ordem completo, movemos

2 .. ;- .
os termos envolvendo REHB [hD] para o lado direito com o propésito de definir um novo tensor
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momento-energia f,,,. Esse novo tensor ¢ simétrico, quadritico em f1,,,, € representa como a per-
turbagio afeta a métrica do espago-tempo; andlogo ao que faz um verdadeiro tensor momento-
energia de matéria [16]. Além disso, t € conservado; no caso de um espago-tempo de fundo

plano temos

aytuv =0 (4.27)

tal expressdo ¢ obtida da identidade de Bianchi d,GH" = 0.

Existem também algumas limitagdes na nossa interpretagao de f,,,, como um tensor momento-
energia. Até agora estavamos dizendo que f,,, ¢ um tensor, no entanto isto nio € verdade, ele
¢ um pseudo-tensor, mas por enquanto estamos deixando isso de lado. Outro problema é que
como se pode averiguar por uma substitui¢do direta, f,, ndo ¢ invariante sob transformacdes
de gauge (3.12). Além dessas, outra questdo muito importante é a sua localidade, o fato de ele
depender das derivadas primeiras da métrica nos permite zera-lo, escolhendo um sistema de
coordenadas conveniente. Tal problema inclusive jd era esperado, pois como ji foi discutido, a
prépria energia nio tem uma defini¢do precisa na RG, entdo era de se supor que esse problema
se refletiria no tensor momento-energia [ 16, 41].

Felizmente, existe uma maneira de contornar o problema da localidade de f,,, que consiste
em trabalharmos com a sua média ao longo de véirios comprimentos de onda, pois a média, sim,
¢ uma propriedade global. Nio entraremos no mérito do cilculo da média, apenas diremos que
ela é calculada através de uma operagio denotada por (...). Tal procedimento tem vantagens
filoséficas e praticas. Do ponto de vista filoséfico, sabemos que a nossa capacidade de escolher
um sistema de coordenadas inercial em qualquer ponto, torna impossivel definir uma medida
confidvel (que seja puramente local, isto €, definido em cada ponto em termos da métrica e
suas derivadas primeiras) da energia e momento de uma onda gravitacional. Por outro lado,
trabalhando com a média de muitos comprimentos de onda, esperamos capturar o suficiente
da curvatura fisica em uma pequena regido, para assim descrever uma medida que seja uma
invariante de gauge [ 16]. Do ponto de vista pritico, quaisquer termos que sdo derivados possuem
média nula, ou seja

(d,(X)) =0 (4.28)
o que implica (efetuando uma integracio por partes) em
(A(d,,B)) = =((d,A)B) (4.29)
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expressao essa que ird gerar um grande nimero de simplificagées em contas futuras.

Com isso em mente, vamos calcular a média de ¢ Ly @ partir de sua defini¢io dada por (4.26)
e usando a expressio (4.24) para R%} [HV]. Apesar da motivagio de calcularmos a média para
obter como resposta um invariante de gauge, o cilculo real ¢ muito complicado, entdo o faremos
apenas no gauge TT®, onde sio vilidas as igualdades (3.62) e (3.63). Assim, o tensor de Ricci

de segunda ordem (apenas a parte proporcional a h(D) é reescrito nesse gauge como

RO D] = hP 9, T + = (a L) 3,17 + npA (9nET) 9 5T

p'tpo
(&ahTT)a hii — W7 dpd ity + 1o 00Tt (4.30)
e sua média é
1 o
<R(2)TT[ <1>]> _ 4<(ayhgg) (9,05%) + 20 (Dhgj)h§§> (4.31)

No entanto, a perturbagio obedece a equagao de movimento de primeira ordem DhTT =0.

E portanto (4.31) se reduz a:
<R§?3TT[h<1>]> <(ayhgg ) (avth’i})> (4.32)

Para obtermos o escalar de curvatura tiramos o trago de (4.32). Depois de uma integragio

por partes encontramos novamente um termo [JhLT, que é nulo, restando assim

v

<n“VR§?3”[h<1>]> =0 (4.33)

Inserindo (4.32) e (4.33) em (4.26), obtemos uma expressio mais simples para o tensor
momento-energia das ondas gravitacionais no gauge T'T, dada por:

1 o
o = 55= <(&yh;(,T) ((9vh§T)> (4.34)

Entretanto, na literatura (consulte, por exemplo, [ 15, 16]) muitas vezes iremos ver a expressio
acima escrita em termos das componentes espaciais, em vez das componentes espago-temporais.

Mas como sabemos thT = ( e, portanto, essas duas versdes sio claramente equivalentes.

6Nio esquega que s6 estamos autorizados a usar esse gauge no vicuo.
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Como demonstrado em [16], o célculo da média de t,, sem considerar o gauge TT ¢

1

t, = ——
¥ 32nG

<<ayhp0> (9yhP7) - %@h) (@yh) = (9,17) (9,1 - <&phpo)<&vhw>> (4.35)

que como se pode verificar diretamente, trata-se de um invariante de gauge. Esse resultado foi
mostrado aqui apenas a titulo de curiosidade, mas continuaremos a usar a expressio (4.34) para
o tensor momento-energia.

O que faremos agora ¢ usar a expressio (4.34) para o tensor momento-energia das ondas
gravitacionais, com o intuito de calcular a taxa de energia perdida (Egpy), por um sistema que
emite radiagdo gravitacional de acordo com a férmula quadrupolar (4.17). A energia total contida

na radiagdo gravitacional em uma superficie £ (constante no tempo) é definida como:

EGW:ft00d3x (436)
p¥

enquanto a energia total irradiada, até o infinito, pode ser expressa na forma

AEgy = f Lowdt (4.37)

onde Lgyy € a poténcia irradiada (energia emitida por unidade de tempo), definida por

LGW = f toﬁn”erQ (438)
%

onde a integral é calculada sobre uma 2-esfera infinita (S2,) e n# é um vetor tipo espago unitdrio’

normal a 5%, .

Gostarfamos de calcular a poténcia irradiada usando (4.34). No entanto, surge um problema:
a expressio (4.38) é escrita em termos da perturbagio transversa e sem trago, enquanto a férmula
quadrupolar é escrita em termos das componentes espaciais (Eij) do gauge de Lorentz (pertur-
bagio de traco reverso). Assim, o primeiro passo ¢ converter (Eij) para o gauge I'T, o que nos é
permitido, uma vez que estamos interessados no comportamento das ondas no vicuo. As com-
ponentes T'T desse tensor podem ser obtidas aplicando-se o seguinte procedimento. Primeiro,

i

€m gquc
i ™4

a parte transversa € obtida com a projegio de /1;; na superficie ortogonal a direcdo n' =

"Em coordenadas esféricas: n* = (0,1,0,0).
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a onda se propaga, isto ¢
_T —

—IT T

sendo P; /= 6] — n;n o operador projecio. Em seguida, extraimos o trago hyj =h; - %Pi]ﬁ ,

obtendo assim

—TT _ 2G 1 d?
hi = - (PkPl PPk’)—Ikl(t,)

i dr
_2G &
= — 1) (4.40)
onde
1
iIT = (PikP]-l - EPijpkl) I (4.41)

—IT
Devido a auséncia do traco h;; € igual a perturbacdo original hgT e, portanto

—TT _ 2G & T

=hj =—13 IZ] t,) (4.42)
De fato, o momento de quadrupolo como definido em (4.15), nio ¢ uma quantidade muito

conveniente para se usar na expressao de geragio de ondas, pois envolve uma integral sobre toda

a densidade de energia, o que é muito dificil de se determinar [16]. Em vez disso, usaremos o

chamado momento de guadrupolo reduzido, definido por:

1

que como se pode ver ¢ a parte sem trago de [;;. Logicamente que no gauge TT o momento
de quadrupolo reduzido ¢ igual a0 momento de quadrupolo. No entanto, existem argumentos
plausiveis para o seu uso, que podem ser encontrados em [16], mas que ndo iremos comentar

aqui. Em termos de /71-]', a equagio (4.42) é reescrita como

yrr_ 26 &

ij dt2 (tr) (444)

Para o cilculo da poténcia, estamos interessados apenas em fg,, 1" = g, pois assim jé estamos

considerando uma dire¢do genérica r para os cdlculos. Usando-se (4.34), podemos computar essa
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componente, obtendo

1 TT ij
for = 350G <(a°hff )(MTT»

1 (26 EAT( 268 Ay
S 32rG\| r dB rode

__G <d3 if”d3/%fT>

T 8nr? d3 drd (4.45)

onde levamos em conta que o momento de quadrupolo depende apenas do tempo retardado e,

portanto, tém-se:

2G d?
ot = 228 AT (446
€
TT 26 & 2G d&* _,p
8rh1] = __@ ij (tr) - _Zﬁfl] (tr)
2G &
~—— i () (4.47)

em que nesta Gltima equagdo jogamos fora o termo 772

, uma vez que estamos interessados no
limite de ¥ — oo.
O préximo passo é colocar (4.45) em termos de #;;. Usando-se o operador que projeta e
p p ij p que proj

deixa o trago nulo Py = (Pikp]'l - %Pijpkl), e lembrando que 7j; trata-se de um tensor de sem

tra(;o, pOdemOS escrever
TT &1 _ ij J ik 1 ij 7kl
j Srr =L =270 S e+ 5 2V 7 Ty (4.48)

o que implica em

__ G (&A4E  EAES LTS N
T g2\ dB AP T dp dp kT2 as dp i |

substituindo esse resultado em (4.38) obtém-se

G f d3j1] d?’jij ngfi]d?)fikn.n +1d3fijd3fkl
2\ dB 4P s dre T2 B ds

Lew = 8 nin]-nknl> dQ (4.50)
e
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Essas integrais sdo facilmente calculadas se lembrarmos que o momento de quadrupolo re-
duzido ndo depende das coordenadas angulares e, portanto, podem sair da integral. Para esse

cilculo, sio usadas também as identidades abaixo®

[do=4n (4.51)
4m
fnl-nde = ?61] (452)
4r
fninjnknldQ = E (61']'(5]{1 + 6,']((5]'1 + 51'16]7() (4.53)

substituindo essas identidades em (4.50), encontramos finalmente que

3 gTIT ij

Low = =——
¢ dt 5\ df  d
onde o momento de quadrupolo reduzido é calculado no tempo retardado. A férmula acima
representa a taxa de energia que ¢ trocada, e fontes irradiantes estdo perdendo energia, por isso

o sinal negativo na igualdade.

4.2.1 Ondas gravitacionais emitidas por um sistema bindrio em 6rbita circular

O préximo passo consiste em usar a férmula (4.54) para calcular a energia emitida (via radiagio
gravitacional) por um sistema bem simples: dois corpos de massas 1m1; e m, efetuando 6rbitas
circulares em torno de um centro de massa em comum. Tal situagio ¢ descrita na figura 4.3:
Faremos uma anélise dessa situagio através da mecinica newtoniana, vilida em baixas ordens.
Neste caso, os pardmetros orbitais sio completamente determinados pela massa reduzida p1 e pela
distancia [y entre os dois corpos envolvidos. Baseando-se na figura acima para a nossa andlise,
onde adotamos a origem do sistema de coordenadas coincidindo com o centro de massa do
sistema, podemos escrever, em termos da massa reduzida y = mymy/M e a separagio orbital

ly = r1 + 1, que as distancias rq e 1, valem respectivamente

mzlo
- 4.55
LAY (4.53)
mqly
= — 4.56
7"2 ( )

8Essas identidades sio demonstradas escrevendo-se o vetor normal unitirio #' em coordenadas cartesianas:
n' = (senOcos, senOsend, coso).
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Figura 4.3 — Dois corpos de massas 117 e 1, efetuando 6rbitas circulares em torno de um centro de massa
em comum.

onde M = my + m, é a massa total do sistema.
A frequéncia orbital Q é obtida igualando-se a for¢a gravitacional, dada por (1.1), a resultante

centripeta. Para cada uma das massas teremos

mqniy mzlo
GT = leZW (457)
iy mly
GT = TI’Z2Q27 (458)
o que implica que para ambas as massas
GM
Q=,|— (4.59)
[
0
e, portanto, as equagdes de movimento serdo
X1 = Mlo cos(Qt) _ Imalo sen(Qt) (4.60)
myly l
Xy = —Wcos(ﬂt) Yo = —%sen(ﬂt) (4.61)

De posse dessas equagdes estamos aptos a computar o tensor momento de quadrupolo, de-

finido por (4.15). Para este caso temos

2
T = Z 1m,0(x — x,)0(y — y,,)0(2) (4.62)
n=1

85



o que resulta em

L, =m fxzé(x — x1)8(y — y1)0(z)dxdydz
+ m, f 26 — 1)8(1 — 15)0(2)dxdydz
= myx3 + myx3
= ul3cos?(Qt)

= %l%cos(ZQt) + %l% (4.63)

aplicando-se o mesmo procedimento para as outras componentes, encontramos que todas sio

nulas, exceto

Iy = ~SlBcos20) - 51 (4.64)
Ly = glgsen(ZQt) (4.65)

No entanto, uma breve olhada na equagio (4.54) é suficiente para perceber que nos interessa

apenas a parte temporal dessas componentes e, portanto, as contas serdo efetuadas tomando-se

Ly =-1, = gl%cos(%]t) (4.66)

Iy = %lésen(ZQt) (4.67)

Antes de prosseguirmos ¢é interessante notar uma primeira informagio importante que nos
aparece: a frequéncia das ondas gravitacionais emitidas é o dobro da frequéncia orbital. Em uma

forma matricial o tensor momento de quadrupolo é escrito como

cos(2Qt)  sen(2Q2t) 0O
I = %l% sen(2Qt) —cos(2Qt) 0
0 0 0

ou de forma mais reduzida

I = gngi]. (4.68)

onde A;j sio os elementos da matriz apresentada acima.
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O momento de quadrupolo reduzido, dada por (4.43), é portanto9

cos(2Qt,) sen(2Q2t,) O
Siity) = %l% sen(2Qt,) —cos(2Qt,) 0
0 0 0

e o derivando trés vezes em relagdo ao tempo, obtemos

X sen(2Qt,) —cos(2Qt,) 0

d

@fij(tr):élpl%(ﬁ —c0s(2Qt,) —sen(2Qt,) 0
0 0 0

substituindo esse resultado em (4.54) encontramos finalmente que

dEGW _ 32 G4y2M3

Low = 4.69
WTTd T 5 5 (469

onde reinserimos a constante ¢ nas contas.
A amplitude das ondas gravitacionais pode ser calculada substituindo-se (4.68) na férmula

do quadrupolo (4.42), o que implica em

2G &2
r dt?
2Gpu , d?
= T%lgﬁpijkllqkl
2G
= —%15(29)2131']'“141«1

4uMG?
S By Yy (4.70)

TT _
hi' = Pijalia

Vlo

onde, nesta ultima linha, usamos o valor da frequéncia orbital expressa em (4.59). Assim, a

ordem de magnitude da amplitude dessas ondas é dada por:

4uMG?

Note que o trago de Ij; ¢ nulo, implicando assim que [;; = 7.
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4.3 A bindria de Hulse e Taylor

No capitulo 1, discutimos a descoberta feita por Russell Hulse e Joseph Taylor de uma estrela
bindria formada por um pulsar e outra estrela de néutrons que orbitam um baricentro comum.
Tal sistema foi designado por PSR 1913+16. O que faremos agora é aplicar os resultados obtidos
na sec¢do anterior a este sistema, para assim, termos uma ideia dos valores envolvidos nesse tipo
de evento; por exemplo, a taxa da libera¢do de energia devido a4 emissdo de ondas gravitacionais.

Como consultado em [17], os dados do referido evento sio:

my ~1,441M

My ~ 1,387M,
Q~3,58-107° Hz
lo=0,19-10'2 cm ~ 2R,
P = 7h 45m 7s

r=1,5-10%2 cm

onde os pardmetros acima sdo os mesmos descritos na se¢do anterior; P o periodo e r a distdn-
cia bindria-Terra. De posse desses dados, podemos concluir que a frequéncia vy das ondas

emitidas nesse evento sio da ordem de
vew =2Q ~7,16-10"° Hz (4.72)
além disso, usando-se (4.69) e (4.71) encontramos também

Low =7,0-1083W (4.73)

hy ~6-10723 (4.74)

Os resultados acima nos permitem tirar algumas conclusées imediatas. Primeiro, a amplitude
de tais ondas ¢ infima. J4 haviamos explicitado isso no primeiro capitulo, mas agora demonstra-
mos essa afirmagio, pelo menos para um caso particular. A perda de energia devido a emissdo
de ondas gravitacionais ¢ altissima. Para se ter uma ideia de quanta energia estamos falando, o

préprio Sol irradia uma quantidade equivalente a 4,3 - 1026 W através de radiagio eletromag-
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nética, mas apenas 5 - 103 W via radiagio gravitacional. Incrivelmente, por mais alta que seja a
energia irradiada nesse evento, nem mesmo os observatérios do Advanced LIGO seriam capazes

de detectar essas ondas, como pode ser visto no gréifico abaixo (figura 4.4) [17].

g T IIIIIII| T IIIIIII| T IIIIIII| T IIIIIII| T IIIIIII| T IIIIIII| T IIIIIII| T IIIIIII| T IIIII?

B ——LISA ]
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Figura 4.4 — Em vermelho, temos a curva de sensibilidade dos equipamentos LISA (Laser Interferome-
ter Space Antenna Project). Em azul, a curva de sensibilidade dos equipamentos do Advanced LIGO.
Apenas eventos localizados acima de tais curvas é que podem ser detectados. No entanto, como pode ser
visto, PSR 1913 + 16 ndo se encontra em nenhuma dessas regides e, portanto, nao pode ser detectada

[17].

E de se esperar que com a perda de toda essa energia as componentes da bindria acabem se
aproximando, o que acarreta na diminui¢do do periodo orbital. Para finalizar o trabalho, o que
faremos agora é aproveitar todos os resultados obtidos até aqui para calcular essa diminui¢do no
periodo. Isso nos possibilitara ter uma nog¢ao de quando ird acontecer a coalescéncia das referidas
componentes.

A expressio (4.69) foi obtida a partir de (4.54). Isto implica que ela deve ser considerada
como uma média de muitos comprimentos de onda ou, equivalentemente, sobre um nimero
muito grande de periodos. Portanto, a fim de que Lgy seja uma grandeza definida, devemos
estar em uma regido onde os parimetros orbitais ndo mudam significativamente durante o in-
tervalo de tempo necessdrio para executar tal média. Esta hipétese é chamada de aproximagio

adiabdtica e, certamente, € aplicdvel a sistemas tais como PSR 1913 + 16 que estdo muito longe
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da coalescéncial®.

No regime adiabitico, o sistema tem tempo de ajustar a érbita para compensar a energia
perdida pela emissdo de ondas gravitacionais com uma mudanga na energia orbital, de tal maneira

que:

+Lew =0 (475)

vejamos agora as consequéncias dessa equagao.
A energia orbital ¢ igual a energia cinética E. de cada uma das componentes, acrescida da

energia potencial U de ligagdo (que neste caso é de origem gravitacional), isto é

E,=E.+U (4.76)
onde
1 1
Ec = 5my (Qn)” + Sy (Qry)°
_ lgz mym3ly | mimly
2 M? M?
GuM
_GH (4.77)
2l
e
G GuM
lo lo
substituindo (4.77) e (4.78) em (4.76), obtemos
GuM
Eop = - 4.79
orb 210 ( )
e tomando-se a derivada temporal da expressdo acima
dEorb G‘UM 1 dlo 1 dlo
— =, | == 4.80
dt 21, (lo dt ) orb (lo dt (4.80)

No entanto, a expressdo acima pode ser escrita de uma maneira mais sugestiva, para isso,

100g dados mostrados acima indicam que essa coalescéncia estd longe de ocorrer. O que queremos é ter ideia do
quao longe.
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reescreveremos dlp/dt em termos da derivada temporal de Q. De (4.59), temos

1dQ  3dj

Qdt ~ 2dt
e substituindo (4.81) em (4.80), ficamos com

dEop 2 Eqqp dQ
dt 3 Q dt

(4.81)

(4.82)

por outro lado, a frequéncia orbital Q) é relacionada com o periodo P pela relagio QO = 2nP, o

que implica em

140 1dP

Qdt ~ Pdt
pondo isso na equagio (4.82), obtemos

dP 3 P dE,

dt ~ 2E,, dt
ou, fazendo uso de (4.75)
P 3 P
dt ~ 2E., W

(4.83)

(4.84)

(4.85)

A relagdo acima nos permite computar o quanto o periodo da érbita muda devido a emissio

de ondas gravitacionais. Supondo que nossa érbita seja circular e, portanto, que os dados acima

sdo verdadeiros, temos que

P = 27907 s
E b ~-1,4-1047

Low =7,0-108 W

logo
dp
i -2,2-10713g/s

(4.86)

No entanto, o valor de dP/dt foi obtido a partir de medi¢des. Tal valor, medido com uma

precisdo altissima, foi encontrado depois de aproximadamente trés décadas de monitoramento e

vale:

dpP
i —(2,4184 + 0,0009) - 1072 5/s
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o que implica em uma taxa de redugio de periodo orbital de aproximadamente 76,5 microsse-
gundos por ano. Com isso, o tempo de vida calculado para a inspiral final é de 300 milhées de
anos [17].

Como pode ser visto, existe uma grande diferenca entre o valor obtido teoricamente e o
medido. Na verdade, tal discrepéncia jd era de ser esperada. Isto porque a 6rbita real do sistema
nio ¢ circular, mas sim uma elipse de excentricidade € = 0,617 [17]. Como explicado em
[15], se refizéssemos os cdlculos usando as equagdes de movimento apropriadas para uma érbita
excéntrica, obteriamos

dpP

i -2,4-10712g/s (4.88)

que ¢ incrivelmente préximo do valor medido.

Em 2004, Taylor e Joel M. Weisberg publicaram uma nova andlise dos dados experimentais,
concluindo que a disparidade de 0,2% entre os dados e os resultados previstos ¢ devido a cons-
tantes galdcticas pouco conhecidas, incluindo a distincia do Sol ao centro da galdxia, movimento

préprio do pulsar e sua distancia da Terra [17].
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Capitulo 5

Conclusio & Perspectivas

O objetivo deste trabalho foi fazer um estudo introdutério sobre ondas gravitacionais. Come-
¢amos por uma breve anilise da lei da gravita¢do newtoniana, discutindo seus feitos e um pouco
de sua histéria. Ainda na introdugio debatemos um pouco sobre a teoria da Relatividade Geral
e uma de suas previsdes mais impactantes, a existéncia de ondas gravitacionais. Em seguida,
discutimos como se deu a detecgio das ondas produzidas pelo evento chamado GW 150914, que
tratou da fusio de um par de buracos negros. Essa detecgio além de confirmar, mais uma vez, a
veracidade da teoria de Einstein, inaugura também uma nova maneira de observamos o universo.

No capitulo 2, fizemos um apanhado geral sobre a RG e discutimos os dois principios que
regem essa teoria: o principio da equivaléncia e o principio da covaridncia geral. Por fim, obtivemos
as equagdes de Einstein da gravitagio.

No capitulo 3, aplicamos o método perturbativo nas equagdes de Einstein e em seguida
as linearizamos. Como consequéncia obtivemos que as componentes espaciais da perturbagio
obedecem a uma equagio de onda, e estudamos tal equagio no caso de auséncia de fontes. Logo
ap6s, discutimos os dois estados de polarizagio das ondas gravitacionais.

No capitulo 4, estudamos a geragio de ondas gravitacionais. Para isso, voltamos a equagdo
de onda obedecida pelas componentes espaciais da perturbagio, mas dessa vez com a inclusdo
do termo de fonte, isto é, considerando a presen¢a de matéria. Passamos entdo a discutir a
natureza quadrupolar da radiagdo e suas diferencgas em relagio a radiagio eletromagnética que
¢ de natureza dipolar. Por fim, computamos a energia emitida via radiag¢io gravitacional por
sistemas bindrios em 6rbita circular e aplicamos nossos resultados aos dados experimentais da
PSR 1913 + 16 (Binéria de Hulse e Taylor). Os dados desse pulsar bindrio levam a previsio te¢-

rica de que a poténcia irradiada nesse evento, devido exclusivamente as ondas gravitacionais, é da
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ordem de 7-10% W. Para se ter uma ideia do que significa essa quantidade de energia, o préprio
Sol irradia uma quantidade equivalente a 4,3 - 10%® W através de radiagio eletromagnética, mas
apenas 5 - 10> W via radiagdo gravitacional.

Outro dado de suma importincia obtido aqui foi a diminui¢do do periodo orbital dessa bi-
ndria, algo em torno de dP/dt ~ -2.2- 107 13s/s. No entanto, este resultado ndo é tio préximo do
valor medido dP/dt ~ —(2,4184+0,0009)-107'3s/s (uma reducio de aproximadamente 76, 5 us
por ano). Tal medicdo foi resultado de aproximadamente trés décadas de muitas observagoes e
realizada com uma precisdo altissima. De fato, esse erro ja era esperado, pois a érbita do sistema
real nfo é circular e sim eliptica, com excentricidade € ~ 0,617. Como pode ser visto em [15],
tazendo-se novamente os cilculos, mas dessa vez usando as equagoes de movimento apropriadas
para uma 6rbita excéntrica, irfamos encontrar dP/dt ~ -2.4 - 10725/s, o que concorda total-
mente com resultado experimental. Portanto, concluimos que o desenvolvimento teérico feito
por Einstein e reproduzido em parte aqui, sobre as ondas gravitacionais, é realmente a correta
para descrever esses eventos cataclismicos que ocorrem no universo.

E pensado, como perspectiva, desenvolver os clculos da emissio de energia considerando a
excentricidade das 6rbitas e entdo aplicar os resultados a outros sistemas bindrios. Além disso, o
formalismo descrito neste trabalho pode ser aplicado para calcular ondas gravitacionais emitidas
por outras configuragées; por exemplo, a de oscilador harménico que, apesar de nio existir no

universo, em muitos casos especiais torna-se uma aproximagao bastante razodvel.
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Apéndice A

Propriedades do tensor de curvatura, tensor

de Ricci e escalar de curvatura

O objetivo desse apéndice é fazer um breve estudo sobre as propriedades do tensor de curvatura,
tensor de Ricci e o escalar de curvatura. Comecando pelo tensor de curvatura. As propriedades
desse objeto tornam-se mais evidentes se o reescrevemos na forma totalmente covariante, isto é

Rypyy em vez de RY, w5 0 que € obtido gracas a uma simples contragao
Ra/lvy = &xo Kvy (A1)
onde, substituindo (2.58) obtemos
RU/\vy = &«xo [O.)vrxy - &yrxv + rﬁArgv - Ff/llﬂpcﬂ] (A2)

Para uma melhor visualizagao das simetrias envolvidas em R, vamos escrevé-lo em termos

das derivadas segundas da métrica. Para isso, substituimos (2.21) em (A.2) o que nos da

1 1
Ra/h/y :Egkaé)v [gaK(gozy,/\ + ga/\,y - gy/\,oc)] - ngaay [gaK(gm/,/l + ga/\,v - g/lv,a)]

+ Suo [ThAT s ~TITE, (A.3)
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mas,
8roPv8™" = =80\ 8xo (A.4)

o que ainda pode ser reescrito, através de (2.53), como
80Py = =% [T 8o + Tlogiy (A.5)

Substituindo esse resultado em (A.3) e usando novamente a equagio (2.21) nos leva a:

Rotos == (D0 + Doy TRy + (Vi + Tiiogin) T,
1
+ Eég [8va)lgay - av&ag‘u)l - &ya)lgav + ayaag)lv]

+ Qo [Tl —~ThiT K, (A.6)
eportanto
R :1(3(9 = 90,058u1 = 9uGov + 0u008iv) + Gn [T 5T e ~T5, 0] (A7)
oAvu > v /\gay v agy/\ U A8ov U oS Av 8707 Av* po Ay~ vo .

A equagio (A.7) nos permite enxergar as seguintes propriedades:

(A) Simetria;

Roavy = Rypor (A.8)
(B) Anti-simetria;
Rorvy = =Riovy (A.9)
Rorvy = —Roppw (A.10)
(C) Ciclicidade.
Roavy + Roprv + Roppr =0 (A.11)

Essa relagio pode ser obtida aplicando-se a derivada ordindria na igualdade ¢,.,g** = 6%.
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O tensor de curvatura possui um total de 256 elementos distintos, mas devido as propriedades
acima esse numero cai para apenas 20. Além disso, essas simetrias (mais especificamente a
propriedade B) restringe os tipos de tensores que podem ser formados a partir de R,4,,. O

unico tensor de rank 2 que pode ser obtido é o chamado fensor de Ricci e definido por:
R/\y = gavRo/\v‘u (A.12)
e pela propriedade A vemos que ele é simétrico, isto ¢

R/\ :R

u (A.13)

uA

o que implica que possui apenas 10 graus de liberdade.
Existe ainda mais um tnico objeto que podemos construir, denominado de escalar de curva-

tura e definido como
R = nggm/Ra)lvy = gAyR)lp (A-14)

e por se tratar de um escalar é invariante sobre mudangas de coordenadas.
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Apéndice B
Identidade de Bianchi

O objetivo desse apéndice é a demonstragdo da identidade de Bianchi, muito util na obten¢do

das equagdo de campo de Einstein para a gravitagio. No apéndice A demonstramos que:
1 k171 x 17
Ra/lvy = E (‘9vé)Agay - ‘9vé)agyA - o—)y&Agav + 9;@;&» + 8xn [FAVF}lG - FAPFVO] (B.1)
A derivada covariante do tensor de curvatura é dada por
VpRoAvy = &pRaAvy - rgaRa/lvy - FgARaavy - rngaAay - rgyRaAva (B.2)
substituindo (B.1) em (B.2), ficamos com

VPRG/W}J :%é)p [&V&Agay - &v&agyA - &y&Agav + %%&v] + ap {gKT] [FEVFZG - FXngU]}

- FgaRchy - rgARaav,u - rngoAay - rgyRaAva (B3)

Tentar demonstrar a identidade de Bianchi usando a relag¢io acima seria muito trabalhoso.
Felizmente, existe uma maneira férmidavel de resolvermos esse impasse, como surgerido em
[33]. Temos que V R4, € um legitimo tensor, o que implica que se conseguirmos demons-
trar que ele obedece uma determinada relagdo em um sistema de coordenadas especifico, entdo,

obedecerd a mesma relagio em todos os outros.

Suponha um determinado ponto x, no qual adotamos um sistema de coordenadas localmente

inercial, assim, para este ponto, temos que I'ly (mas ndo suas derivadas) serdo todos nulos. Por-
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tanto em x temos

1
VpRaAvy = Eap [51/%80# - &v&agy/\ - &y&/\gav + &yaagAv]

1
=5 1950,01801 = 99405810 — 9pPu018ov + Ipudogir ] (B.4)

Fazendo uma permutagio ciclica nos indices A, v e p na equagio acima, nos permite concluir

que
VpRUAV;l + VyRa/\pv + VVRG/\yp =0 (BS)

que é a chamada identidade de Bianchi; e que como ji dito, é vilida em qualquer sistema de

coordenadas.
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Apéndice C

Solu¢io da equacao de onda com o termo de

fonte

O objetivo desse apéndice ¢ encontrar as solugdes para a equagio

Oh,, = -167GT,, (C.1)

o que serd feito através do método da fungao de Green.

A fungio de Green G(x° — 1) por defini¢do satisfaz
0,G(x° —°) = 6W(x? — ) (C.2)

onde [, denota o operador d’Alembertiano com respeito as coordenadas x°. A utilidade dessa

fungio reside no fato de que a solugio geral de (C.1) pode ser escrita na forma

hy,, = -16nG f G(x7 = y*) T (y)d*y (C.3)

como se pode verificar por uma substitui¢do diretal. Assim, determinando G(x° —y°), estaremos
determinando também a solugio geral de (C.1).

A notagio utilizada no desenvolvimento das contas serd a seguinte’: x° = (ct,r) e y° =

1Vale salientar que nio é necessario incluir o fator /8 na integragdo uma vez que estamos trabalhando em um
espago-tempo de fundo plano.
2Tomaremos ¢ = 1 somente no final do processamento algébrico.
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(ct’,1"). Portanto, nessa notagio, a equagio (C.2) pode ser reescrita como
OG(x, ct,r’, ct’) = 6O (r — ')(ct — ct’) (C4)

ou

2

1
V2G(x,ct, v, ct’) —

5300 et v ct') = 60— 1)o(ct —ct) (C.5)

e aplicando-se a transformada de Fourier sobre a vardvel ct em ambos os membros da equagio

acima, obtemos

iwct’

V2q(r, w1, ct’) + w?g(r,w, 1, ct’) = 6271 59 (r —r) (C.6)

onde usamos a representagio integral da funcio delta de Dirac, isto é

1 +00 ) ,
S(ct —ct') = — f dw e-iwelt=t) (C.7)
21t J_o
e definimos
+00 )
G(r,ct, v, ct’) = dw e g(r, w, 1, ct’) (C.8)

Tomando-se outra transformada de Fourier, mas agora na equagio (C.6) e com a relagio a

varidvel r, obtemos

1 P
k2 gk, w,r,ct’) + w? gk, w, ', ct’) = (27)46[_11” Fiwct'] (C.9)

onde novamente utilizamos uma representacio integral da funcio delta de Dirac, mas dessa vez

dada por
0¥(r—r) = 1 f d3k ek @) (C.10)
(2n)3
e definimos
ot @, ¢, ct') = f Bk e gk, w, ¢, ct') (C.11)
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De (C.9) concluimos que

pl-iker’ +iwct']

ok ' ct’) = 1
e portanto
. plik (=) Hioct']
/et = 1
g(r,w, 1, ct’) fd 2K 7] (C.13)
substituindo (C.13) em (C.8) obtemos que a fungdo de Green é
Gle—r,ct—ct) = [ &%k da) el by ot (C.14)
(2n)4[-k? + w?] '
ou ainda
r Ct) _ dek f+oo o e[ik-r—lwct]
(2n)4[-k? + w?]
lkr
— —iw 3
= (2n)4 ) da) e ct fd k_—a)z) (C].S)

Precisamos agora resolver as integrais acima, e a melhor maneira de se fazer isto é trabalhar

em coordenadas esféricas, pois assim

dek eik-r _ foo kde f2nd fﬂ d@ 8 eik~r
@ =)~ J, o 4Px ] OOy

) k2 s '
= 2nf —dkf dO,senO;e’r (C.16)
2 — 02
0 0

e escolhendo-se o eixo z do espago dos vetores de onda k, como sendo paralelo ao vetor r, ficamos

com

ik-r
fd3k(€_—wz) = 2nf 2 _wzdkf d6senekreosok

:27zf —dkf elkridy
0 K -w? -1

2 >k . .
— k —ik
-5 kz_a)z[e”—e”]dk (C.17)
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onde utilizamos a substitui¢cdo u = cosOy. Usando agora o fato de que

* k —ikr 0 k ikr
fo e dk:—f_oo etk (C.18)
podemos escrever
ik-r 00
3 © _ 2 ki
J o =7 | €19

A integral acima ¢ facilmente resolvida no plano complexo, para isso, devemos resolver

e"2dz, (C.20)

Z
§C (Z-w)(Z+ w)

onde +w sdo os polos e o contorno C ¢ fechado sobre o semi-plano complexo superior, como

mostra a figura (C.1).

-

Figura C.1 - Contorno utilizado para calcular a integral (C.20)

Usando o teorema dos residuos, chegamos a conclusdo de que:

e"2d7 = rie*@r) (C.21)

j C (Z — a))(Z + C())
€ portanto

gkt 212
3 — (+iwr)
| o . (C.22)
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substituindo (C.22) em (C.15) ficamos com

212
Gy(r,ct) = - (271 f dw e7iwet —— n p(Fiwr)

da) e-iwct (+za)r
8n2

dow e—m} (ct=Fr)
8n2 f

= ——6 (ctFr7) (C.23)
4rtr
ou ainda
1
Gy(r—t,ct—ct')=—0(ct—ct' F|r—7|)
47tlr — 1’|
1
=——0O(t' —ct£|r—7)) (C.24)
47t|r — 1’|

e voltando para a notagio indicial (com ¢ = 1 novamente)

G.(x7 —1°) = — 5[k -yl - (2 - y9)]0(° - 1) (C.25)

4mx —yl

onde a fungio O(x? — 1°) vale 1 se x° > 1/ e 0 caso contririo. Como explicado na segio (4.1),

estamos interessados apenas na solugio expressa em fungio do tempo retardado, dada por

G(x7 —y°) = - 5[k =yl - (- y9)]6(x° - y°) (C.26)

4rtlx —yl

substituindo (C.26) em (C.3) ficamos com

_ 1
— _ _ ol — (40 _ 4,0 0_,0 0 3 0
Ty = 167sz[ 47Z|x—y|6 [x-y1- (0 -y)]0° -y )]Tw(y ,y)dPydy

e utilizando a fungio delta para calcular a integral em 1°, obtemos finalmente a solugio de (C.1),

que €

_ 1
B(tx) = 4G f Tty (C.27)
XY

108



	Introdução
	A Lei da Gravitação Universal
	Uma breve história...

	A predição de Einstein - Ondas gravitacionais
	O que é o LIGO?
	Detecção
	Experimento e Resultados
	Localização do evento GW150914 no espaço
	Por que detectá-las?

	Organização do trabalho

	A Teoria da Relatividade Geral
	Princípio da Equivalência de Einstein
	Forças gravitacionais
	Relação Entre a Conexão Afim e o Tensor Métrico

	Limite Newtoniano
	O princípio da covariância geral
	Derivada covariante

	O tensor de curvatura
	A equação de Einstein
	Transformação de calibre


	Teoria da perturbação
	A equação de Einstein no regime linear
	Invariância de calibre

	Graus de liberdade
	Fixação de calibre

	Solução das equações de campo de Einstein no regime linear
	Efeito de OG em partículas teste - Estados de polarização


	Radiação gravitacional
	Produção de ondas gravitacionais
	A natureza quadrupolar da radiação gravitacional

	A energia transportada por ondas gravitacionais
	Ondas gravitacionais emitidas por um sistema binário em órbita circular

	A binária de Hulse e Taylor

	Conclusão & Perspectivas
	Apêndice Propriedades do tensor de curvatura, tensor de Ricci e escalar de curvatura
	Apêndice Identidade de Bianchi
	Apêndice Solução da equação de onda com o termo de fonte

