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RESUMO

Desde a publicagao da solucao de Schwarzschild para as equagoes de campo de Einstein,
muitos trabalhos vem sendo desenvolvidos em teoria de buracos negros. Classicamente,
um buraco negro é definido como um objeto fisico que nao pode ejetar matéria ou radiacao,
mas somente absorvé-las. Porém, devido a efeitos quanticos, um buraco negro pode emitir
radiacao com espectro de corpo negro. Esse efeito, apresentado por Stephen Hawking
em 1975, recebe o nome de radiacao Hawking. A existéncia dessa radiagao aponta uma
conexao entre a mecanica de buracos negros e a termodinamica. O mais importante
exemplo disso é dado pela semelhanca existente entre as propriedades da area de um
buraco negro e a entropia associada a ele. Neste trabalho, apresentamos os principais
resultados classicos da teoria de buracos negros, a analogia entre a mecanica de buracos
negros e a termodinamica e descrevemos quanticamente a radiacao Hawking.

Palavras-chave: Buracos Negros. Entropia de Buracos Negros. Radiacao Hawking.



ABSTRACT

Many works have been developed in black hole theory since the publication of Schwarzs-
child’s solution for Einstein’s field equations. Classically, a black hole is defined as a
physical object that can not eject matter or radiation, but only absorb them. However,
due to quantum effects, a black hole can emit radiation with a blackbody spectrum. This
effect, presented by Stephen Hawking in 1975, is called Hawking radiation. This effect
points to a connection between the mechanics of black holes and thermodynamics. The
most important example of this is given by the similarity between the properties of the
area of a black hole and the entropy associated with it. In this work, we present the
main classical results of black hole theory, the analogy between black hole mechanics and
thermodynamics, and describe Hawking radiation quantically.

Keywords: Black Holes. Black Hole Entropy. Hawking Radiation.



LISTA DE TABELAS

[Tabela 1 — Comparativo entre as principais métricas e seus parametros|. . . . . . . . 43

[Tabela 2 — Comparativo entre a termodinamica classica e a mecanica de buracos |

[ NEZIOS.| . . . . . e 50




LISTA DE FIGURAS

[Figura 1 — Fonte: [1]. Espaco-tempo na Relatividade Restrital. . . . . . .. .. . .. 17
[Figura 2 — Fonte: [1]. Espaco-tempo na mecanica Newtoniana.,| . . . . . . . . . . .. 18
[Figura 3 — Fonte: [1]. Diagrama de espago-tempo para dois eventos distintos,| . . . . 18
[Figura 4 — Fonte: [1]. Triangulo esférico.| . . . . . .. .. ... ... ... ... ... 26
[Figura 5 — Fonte: [1]. Transporte paralelo num espaco plano.| . . . . . . . . ... .. 27
[Figura 6 — Fonte: [1]. Transporte paralelo numa superficie esférica. . . . . . . . . . 27

[Figura 7 — Fonte: [2]. Coordenadas de Eddington-Finkelstein incidentes e emergentes.

As setas indicam a direcao da coordenada temporal da meétrica de original

que chegam atravessam o horizonte de eventos e alcancam a singularidade:;

|
|
Schwarzschild. A figura da esquerda representa um buraco negro: os fotons |
|
|
|

os fotons emergem da singularidade, atravessam o horizonte de eventos e

| A segunda figura representa um buraco branco no qual o contrario acontece:

se propagam no infinito.| . . . . . ... ..o 36

[Figura 8 — Fonte: [3]. Coordenadas de Kruskal-Szekeres]. . . . . . . ... ... ... 40

[Figura 9 — Fonte: [4]. (a)Criagao e aniquilacao de particulas. (b) Criacao e ani- |

| quilacao de particulas nas proximidades de um buraco negro.|. . . . . . . 45




SUMARIO

il INTRODUCAO| . . . . ot vttt et e e e
2 TEORIA DA RELATIVIDADEl . . . .. ... ... ......
(2.1 Relatividade Especial|. . . . . . . ... ... 000000
2.1.1 Introducao e Principios de Relatividade Especial| . . . . . ..
2.1.2 Transformacoes de Lorentz| . . . . . . . . .. .. ... ....
2.1.3 Intervalo de Espaco-Tempol . . . . . . ... ... ... ....
(2.1.4 Tempo Proprio| . . . . . . .. . ... ... ... .. 000,
(2.1.5 Dilatacao do Tempo| . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
2.1.6  Mecanica Relativistical . . . . . ... ... ... ... ..
I2=2 Iilgzlill;i & i!lii(ig: g; g:l iill ----------------------
2.2.1 Principio da Equivalencial] . . . . . . ... ... ... .00 ...
(2.2.2 Transporte Paralelo, . . . ... ... ... ...........
2.2.3  Curvatura e Tensor de Riemannl. . . . . . . . ... ... ...
[2.2.4 Tensor Energia-Momento| . . . . . . .. ... .. ... ....
2.3 Equacao de Einstein| . . . . . . .. ... ... 00000 0L,
3 BURACOS NEGROS

(3.1 Introducaol . . . . . . . . . . . . . e e e
[3.2 Buracos Negros de Schwarzschild| . . . . . .. .. .. ... ..
[3.2.1 Coordenadas de Eddington-Finkelstein| . . . . . . . ... ...
3.2.2  Coordenadas de Kruskal-Szekeres . . . . . . .. ... ... ..
3.3 Buracos Negrosde Kerr| . . . . . . . .. ... .. ... ....
3.3.1  Horizontede Kerrl . . . . . . . .. .. ... ... ...
3.3.2  Outras Métricasl . . . .. .. ... ... ... . 00000
4 RADIACAO HAWKING| . . . . ¢ v v v i e e e
4.1 Analogia Termodinamical . . . . . . . ... ... ........
(4.2 Transformacoes de Bogoliubov] . . . . . . .. ... ... ...
[4.3 Evidencias Experimentais da Radiacao Hawking| . . . . . . . .
5 CONSIDERACOES FINAIS| . . .. ... ... ........
L APENDICE A - RELATIVIDADE! . . . . ... ... .....
(A.1 Transformacoes de Galileu x Transformacoes de Lorentz

|A.2 Tensores e Algebra de Tensores| .................

12
14
14
14
15
16
18
19
20
21
21
26
27
29
30
34
34
34
36
37
40
41
43
45
46
20
53
95
26
56
58
61



[A.2.2 Conexao Afiml. . . . . . . . . . . . 0 e e e 63
[A.2.3  Derivada Covariantel . . . . . . . .. ... ... ... 63
(A.2.4 Propriedades Algébricas do Tensor de Riemann| . . . . . . . . 66
[ GOLIUBOVI . . . . e e e e e e e e e e e e e e e 70
L REFERENCIAS| . ... ... .. ..., 72



12

1 INTRODUCAO

A Relatividade Especial (RE) [5], proposta por Albert Einstein em 1905, foi
responsavel por uma revolucao cientifica e até mesmo filoséfica, ao substituir os conceitos
de tempo e espaco, que eram independentes entre si, pelo conceito de espaco-tempo.

A necessidade da reformulacao desses conceitos surgiu quando se provou que
as leis da eletrodinamica, ao contrario das leis da mecanicas de Newton, nao se conservam
na passagem de um referencial inercial para outro por meio de uma transformagao de
Galileu. Neste caso, a nogao de relatividade proposta por Galileu nao podia ser valida.
Para reconciliar as leis da eletrodinamica com as leis mecanicas, sugeriu-se que o universo
seria permeado por um fluido, o éter, meio material no qual as ondas eletromagnéticas se
propagariam.

Apesar dos muitos experimentos feitos, dentre eles o interferémetro de Michelson-
Morley, o éter nao foi detectado. A existéncia do éter foi entao bastante questionada
ao final do século XIX. Nesse contexto, Einstein considerou o conceito do éter como
desnecessario e partiu do pressuposto de que nao existe um referencial absoluto mas sim
que cada referencial estd em movimento em relagao a outro [6].

A teoria da Relatividade Geral [7], publicada por Einstein em 1915, conduziu a
um entendimento sobre a geometria do espacgo-tempo e de como ela ¢é alterada pela matéria.
Além disso, a RG tornou possivel a compreensao de como a gravidade afeta a luz. Logo
apos, em 1916, Karl Schwarzschild publicou uma solucao da equacao de Einstein para o
caso de simetria esférica [8]. Tal solugao estd relacionada a buracos negros perfeitamente
simétricos e sem rotagao.

Apesar do termo Buraco Negro ser de origem recente, tendo sido cunhado
por John Wheeler em 1969 [9], a ideia do que seria esse objeto remete ao fim do século
XVIII, quando John Michell, baseando-se na mecanica newtoniana, sugeriu a existéncia
de estrelas tao massivas e compactas que nem mesmo a luz poderia escapar de seu campo
gravitacional. A época, ele as batizou de estrelas escuras. Esses foram os objetos que mais
tarde receberiam o sugestivo nome de buracos negros, pois nao seria possivel ve-los, ja que
sua luz nao poderia nos atingir e, uma vez dentro de um buraco negro, nao seria possivel
vencer seu campo gravitacional [10].

Ap6s Schwarzschild, outras solugoes de buracos negros surgiram, como por
exemplo, a solugao de Kerr para buracos negros com rotagao [I1]. Juntamente com os
buracos negros de Schwarzschild, os buracos negros de Kerr constituem as duas solugoes

de maior interesse cientifico. A primeira por ser o caso mais simples e a segunda por
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representar a maioria dos objetos astrofisicos conhecidos. Além delas, outras solu¢ées como
as métricas de Reissner-Nordstrom [12] para objetos simetricamente esféricos eletricamente
carregados e a métrica de Kerr-Newman [13] para objetos eletricamente carregados e em
rotagao foram publicadas. Esta ultima, tem como parametros somente a massa do buraco
negro, sua carga e seu momento angular. Com base nisso, o teorema “no-hair” foi proposto.
Este teorema afirma que um buraco negro estacionario pode ser caracterizado somente
por esses parametros, enquanto todas as demais informagcoes sobre o objeto colapsado que
gerou o buraco negro estariam inevitavelmente perdidas [9].

Na década de 1970, Stephen Hawking trouxe uma perspectiva quantica ao
estudo de buracos negros, ao descobrir que eles emitem radiagao [I4]. A radiacao Hawking,
como ficou conhecida, possui um espectro tal como o espectro de corpo negro. Na mesma
década, Bekenstein publicou a analogia entre as leis mecanicas de buracos negros e as leis
da termodinamica, calculando inclusive a entropia e a temperatura de um buraco negro
[15].

Muitos trabalhos cientificos vem sendo desenvolvidos tanto na tentativa de
unificar a relatividade geral com a mecanica quantica, quanto na tentativa de provar
experimentalmente a existéncia da radiagao Hawking. Um importante passo nesse sentido,
foi dado por Unruh [16], que percebeu que ondas sonoras se propagando em um fluido
supersonico apresentam comportamento semelhante ao da luz sob a influéncia de um
campo gravitacional. Desde entao, surgiram muitos modelos tedricos de andlogos acusticos
de buracos negros e experimentos tem sido realizados no sentido de comprovar a existéncia
dessa radiacao.

Esta monografia tem como objetivo, abordar os conceitos basicos relacionados
a teoria de buracos negros e a radiacao Hawking e se divide da seguinte forma: O capitulo
2 se destina a uma introdugao da teoria da relatividade especial e geral. No capitulo 3,
apresentaremos alguns dos resultados mais importantes relacionados as principais solugoes
de buracos negros. O capitulo 4, aborda a radiacao Hawking e estd divido em duas secoes
principais: a primeira se destina a apresentacao das leis mecanicas de buracos negros,
em analogia as leis termodinamicas; a segunda se destina a estudar a radiacao Hawking
utilizando a mecanica quantica. No capitulo 5, apresentamos as consideragoes finais e as

perspectivas de trabalho.
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2 TEORIA DA RELATIVIDADE

A Teoria da Relatividade inclui duas teorias: a Relatividade Restrita ou
Especial (1905) [5] e a Relatividade Geral (1915) [7]. Enquanto a Relatividade Especial
se refere aos fenomenos fisicos em referenciais inerciais, a Relatividade Geral os trata
do ponto de vista nao-inercial. Neste capitulo, faremos uma breve introducao da Teoria
da Relatividade. Introduziremos o principio da relatividade, a partir do qual, decorrem
os principais conceitos de relatividade restrita. Apods isso, utilizaremos o principio da

equivaléncia para estender esses conceitos a observadores nao-inerciais.

2.1 Relatividade Especial
2.1.1 Introdugao e Principios de Relatividade Especial

Na Relatividade Especial, os eventos sao descritos num espaco quadrimensional:
o espaco de Minkowski. Podemos interpretar um evento como um ponto contido nesse
espaco cujas coordenadas sao dadas pelo quadrivetor z# = (20, 21, 2%, 23) = (2°, 2%), onde
2! as coordenadas espaciais e 2° denota a coordenada temporal, ou seja, a localizacao
espacial de um evento e o instante de tempo no qual ele ocorreu. Ao conjunto de todos os
eventos denominaremos espaco-tempo. Dessa forma, uma linha continua no espago-tempo
descreve uma sucessao de eventos e serd denominada de linha mundo [17].

Para descrever um evento, precisamos de um sistema de referéncia. Dentre
0s possiveis sistemas que podem ser utilizados, nos interessa um conjunto especifico: os
sistemas de coordenadas inerciais ou referenciais inerciais E] Um referencial inercial é aquele
no qual a 1? lei de Newton é valida. Em outras palavras, uma particula nesse referencial,
se move com velocidade uniforme se desconsiderarmos as influéncias externas. Deste modo,
se um referencial estd em movimento retilineo uniforme relativo a um referencial inercial
entao este referencial também serd inercial. Logo, cada referencial inercial se move com
velocidade constante em relacao a outro [18].

A partir desses conceitos, podemos introduzir os dois postulados a partir dos
quais Einstein desenvolveu a RE:

1 - Principio da Relatividade (proposto por Galileu): As leis da fisica permanecem
inalteradas em qualquer referencial inercial.
2 - Universalidade da velocidade da luz: As interactes entre particulas nao ocorrem

instantaneamente. Existe uma velocidade maxima ¢ (a velocidade da luz) na qual essas

'Muitas vezes, utilizamos também o termo: observador inercial, para se referir a um referencial inercial.
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interagoes podem se propagar.
Com isso, podemos concluir que a velocidade da luz deve ser a mesma para qualquer

observador inercial [I].Essa foi a pedra fundamental no desenvolvimento da RE.

2.1.2 Transformacgoes de Lorentz

Como ja mencionado, as leis da eletrodinamica nao sao invariantes sob trans-
formagoes de Galileu. Entretanto, resultados experimentais indicam que o eletromag-
netismo esta correto, portanto nao é necessario corrigi-lo. Para resolver isso, Einstein
propos a substituicao das transformagoes de Galileu pelas transformacoes de Lorentz.
Tais transformagoes, foram obtidas empiricamente por Lorentz, afim de sustentar a teoria
do éter.[0]. As transformagoes de Lorentz constituem um importante grupo de simetria
chamado grupo de Lorentz. Sob estas transformacoes, tanto as leis de Maxwell quanto a
velocidade da luz permanecem invariantes, mas as leis mecanicas de Newton nao. Entao,
Einstein reformulou as leis de movimento de maneira que elas fossem invariantes sob
transformacoes de lorentz. Deste modo, surge o novo principio da relatividade que diz que
as leis fisicas devem ser Lorentz invariantes [19].

Uma transformacao de Lorentz transforma um sistema de coordenadas inercial

x® em outro sistema de coordenadas =" da seguinte forma [19]:
2’ = A%xf + a®, (2.1)

onde a® e AO‘B sao constantes e valem:

A A o = v (2.2)
com
—1,sea=L£=0;
Nag =4 +1,sea=5=1,23; (2.3)
0, se a # .

Desejamos determinar as constantes A%. Entao, vamos supor que temos dois
referenciais inerciais, e um deles se move com velocidade constante v em relacao ao outro.
Se, para o primeiro referencial, O, temos uma particula em repouso, entao de acordo com
o referencial O’, essa mesma particula estard em movimento com velocidade v. Podemos

relacionar os deslocamentos da particula para ambos os referenciais da seguinte forma:

da'™ = Ayda”. (2.4)
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Como dx* = 0,7 = 1,2, 3, obtemos
dz'® = A°,dx’; (2.5)
do' = N'ydt, (1=1,2,3);

= (2.6)
dt' = A°.dt.

Se dividirmos dz® por dt, obteremos v*.

de ANy
pr— pr— g pr— . 2.
at A0, T (27)

Fazendo it =v =0 em obtemos
—1 = = AaoAﬂona,B = (Aio)(A%) - (A00>2' (2-9)

Substituindo (2.8)) na ultima equagao, ficamos com

(A%)? = (il\") (v:A%) = 1; (2.10)
= AO0 = ; =7,
V1—1?
= Ay = v A = ;. (2.11)

Nao podemos determinar os termos A%(a, 3 # 0) univocamente, mas podemos

fazer uma escolha conveniente e que satisfaca a condigao (2.2)) [19]:
i si -1
A i = 5j + 'Uﬂ)jT,
A% = ;. (2.12)
2.1.3 Intervalo de Espago-Tempo

Para provar a validade da relagao (2.2), vamos definir o intervalo de espago-

tempo entre dois eventos P e Q como [I]
ds? = —dt* + dz* + dy?® + dz* = napdrda’. (2.13)

Note que, para obtermos a coordenada temporal com dimensao de espaco, devemos ter

dxz® = cdt, mas aqui estamos usando as coordenadas naturais, nas quais ¢ = 1.
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Como o intervalo entre dois eventos deve ser o mesmo para qualquer referencial

inercial, devemos ter ds” = ds®. A partir da equagao (2.4) obtemos [19],
ds” = nuda’tde’ = n, N de* N gda’ = (0, LAY da®da’ = ds® = nagda®ds®. (2.14)

Portanto, obtemos a equacao .

Se ds* = 0, a separacao entre os eventos sera do tipo luz e, portanto, o evento
Q estd contido na superficie do cone de luz de P. Se ds* > 0 (ou seja, os deslocamentos
espaciais dominam o deslocamento temporal), a separagao entre os eventos serd tipo espago
e o evento Q estard fora do cone de luz do evento P; se ds®> < 0, a separacao entre os
eventos sera tipo tempo e o evento () estara contido no cone de luz do evento P. Como a
velocidade da luz é a velocidade maxima de interacao, nenhum evento fora do cone de luz
de P possui alguma correlagao com esse evento. Enquanto isso, os eventos dentro do cone
de luz de P sao fisicamente conectaveis com esse evento. Deste modo, eventos que fazem
parte do futuro do evento P sao chamados de futuro absoluto e eventos que fazer parte do
passado de P s@o chamados de passado absoluto [1].
Future

! T N \Of “ /
‘Elsewhere’ '~

Einstein:

of o ° ‘Elsewhere’
VO of ¥
/ N
‘Now’ is only 4 A N
o itself L/ Past of N
N
/7 N X
s ~N

Figura 1: Fonte: [I]. Espaco-tempo na Relatividade Restrita

E interessante notar que na mecanica relativistica, os eventos que estao contidos
na superficie do cone de luz formam a fronteira que delimita o passado e o futuro desse
evento, enquanto na mecanica Newtoniana, a fronteira que delimita o passado e o futuro é
a linha que representa o “agora”; o passado estd compreendido em tudo que ocorreu antes
do “agora’e o futuro é tudo que ainda vai acontecer.

Além disso, como os intervalos entre eventos sao invariantes, podemos considerar
que o futuro e o passado de um evento sao também entes invariantes. Logo, o passado e o
futuro de um evento é o mesmo para qualquer observador inercial. Porém, o mesmo nao
ocorre entre eventos distintos, pois seus cones de luz nao coincidem e, portanto, possuem

passado e futuro distintos [IJ.
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Galileo: t f

Future of event o/
‘Now’ for

ol event s/

Past of event o/

Figura 2: Fonte: [I]. Espago-tempo na mecanica Newtoniana.

Common
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b AN
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/ e N N
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4 e

-

Two events:  \
N
~N
~N

Vs

=y

7" Common past

Figura 3: Fonte: [I]. Diagrama de espago-tempo para dois eventos distintos.

2.1.4 Tempo Préprio

Assim como o conceito de posicao da mecanica newtoniana é substituido pelo
conceito de quadriposicao na RE, o conceito de tempo global dé lugar ao tempo proprio

dr, definido como [19]
dr? = —dt* + dz® + dy? + d2* = —napda®da’. (2.15)

Uma propriedade interessante do tempo proprio é que ele é invariante sob uma
transformagao de Lorentz, como desejado. Com efeito, usando a (2.4)) e a condigao (2.2,

obtemos
dr'* = —n,,dx"da" = —nm,A“adx"‘A”ﬁdx'B = —Napda®dz’ = dr? (2.16)

Portanto, d7"? = dr2. Note que, para a propagacao da luz, temos dr = 0. Como
j4 provamos que o tempo préprio é um invariante de Lorentz, segue que d7’ = 0, ou seja,

do!
dt

dx
dt

Com isso, provamos que a velocidade da luz é a mesma em qualquer referencial
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inercial, como havia sido postulado inicialmente.

2.1.5 Dilatacao do Tempo

Vamos supor que para um dado observador inercial O, temos um relégio A que
estd em repouso. O intervalo de espago-tempo medido por esse reldgio sera tal que dx = 0
e dt = At. Onde At é o periodo de tempo decorrido entre as duas medidas. Deste modo,

seu tempo préprio sera [19]

dr = VA2 — dz? = At (2.18)

Vamos supor agora que um observador inercial O’; que se move com velocidade v em
relacao a O, possui um relégio A’ que esteja em repouso de acordo com esse observador.
O relégio A nao estard em repouso em relagao a O’, mas sim movendo-se com velocidade
v. Para esse observador, se o intervalo de tempo medido para relégio A de acordo com o
relégio A’ for dt’ = At’, entao o intervalo espacial serd de’ = vdt’ e seu tempo préprio serd

dado por:

dr’ = Vdt"? — dz'? = V1 — v2At. (2.19)
Como o tempo proprio é um invariante, temos

dr' =dr = dt’ = i (2.20)
Vie

Aparentemente, o relégio A anda mais depressa para o observador O’ do que

para o observador O. Paradoxalmente, em relagao ao reldgio A’, temos o inverso: O relégio
A’ anda mais depressa para o observador O do que para O’. Ou seja, para o observador O
o relogio A estd adiantado em relagao ao relégio A’, enquanto para O’ observa justamente
o contrario. Mas isso parece contradizer o principio da relatividade. Isso ocorre porque os
relogios de O e O’ nao estao sincronizados. Realmente, cada observador mede o tempo
do relogio de outro observador e chega a conclusao de que este anda mais devagar. O
relégio do observador O esta sincronizado com os seus préprios reldégios, mas nao com
os relogios de O’, e vice-versa. Na verdade, o engano esta em considerar que a taxa de
variacao do tempo é invariante, o que nao é verdade, ja que a informagao nao pode viajar
instantaneamente de um referencial a outro [I]. Decorre disso que observadores inerciais
nao podem concordar com a simultaneidade de eventos. Se, por exemplo, dois eventos
P e Q sao simultaneos de acordo com o observador O, eles nao o serao para O’. Logo, o
conceito de simultaneidade em RE nao é invariante, mas sim dependente do referencial a

ser considerado [17].



20

2.1.6 Mecanica Relativistica

Na mecanica nao-relativistica, o tempo é absoluto para todos os referenciais,
mas como vimos, isso nao acontece na Relatividade. Deste modo, nao podemos usar
vt = % para definir a velocidade pois esse objeto nao se transforma como um vetor.
Logo, a definicao de velocidade também deve ser modificada. Para tanto, faremos uso do
tempo préprio para definir a quadrivelocidade [17]
_dat

UV = —.
dr

(2.21)

Segue da definigao anterior e da equacao (2.4)) a relagdo da velocidade de um referencial O

para um referencial O’ (lembrando que o tempo préprio dr é um invariante):

dx'* dx
o SN £m
v dr’ Ydr

= A" UM, (2.22)

Vamos considerar que uma particula de massa m cuja trajetoria seja descrita
por z#(dr). Deste modo, podemos definir a forga relativistica que atua sobre esta particula

como: [19]
d?zt
dr?’

Podemos facilmente obter a forca relativistica para qualquer outro referencial

fr=m

(2.23)

inercial através da relagao f* = A* f¥. Com efeito,

de/u deV
= mA*
dr? My dr?

fr=m — ALF, (2.24)

Assim, vemos que a velocidade e a forca relativisticas sao quadri-vetores.
A partir da definigao de velocidade ([2.21]), podemos definir o quadri-vetor
momento [I]

P =mU" = m—, (2.25)
dr

onde p° = E ¢é a energia da particula no referencial O e p’,i = 1, 2,3, sdao as componentes
espaciais do momento. Assim, a segunda lei de Newton pode ser reescrita como:
dpt

fr=— (2.26)

Naturalmente, vamos postular que a energia e o momento devem se conservar e, portanto,
o quadri-vetor momento deve se conservar.
Como exemplo, vamos considerar que uma particula de massa m se move em

relacao a O com velocidade v na direcao x. Entao, neste caso a quadri-velocidade u* e o
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quadri-momento p* da particula serao dados por

u’ =1 & p’=my,
ut = yv s pl = myw,
uw? =u =0 s p?=p*=0. (2.27)
Para pequenas velocidades, temos = 11_v2 =1+ %02, portanto,
E=p"=m+ %va, (2.28)

ou seja, a energia da particula sera equivalente a sua massa de repouso m mais o termo de

energia cinética.
2.2 Relatividade Geral

A partir de agora, trabalharemos nao mais com referenciais inerciais, mas sim
com referenciais gerais. Logo, as transformacgoes de Lorentz darao lugar a transformacoes
gerais de coordenadas e o sistema de coordenadas cartesianos dara lugar a sistemas de
coordenadas gerais. Mas antes disso, vamos enunciar o principio da equivaléncia de

Einstein:

2.2.1 Principio da Equivaléncia

O Principio da Equivaléncia diz que: “Um referencial que tenha aceleragao
uniforme em relacao a um referencial inercial é equivalente a um campo gravitacional.”
Para entender melhor este principio, vamos descrever um experimento mental proposto
por Einstein. Imagine que tenhamos dois observadores, digamos O e O’, e que o primeiro
esteja em um elevador em repouso sob o efeito do campo gravitacional como o da Terra,
por exemplo, enquanto o outro esteja dentro de uma nave espacial que sobe com aceleracao
g mas que nao sofre a influéncia de campos gravitacionais. Se o observador O soltar um
objeto, este responderd ao campo gravitacional atuando sobre ele e caira. Da mesma forma
se o observador O’ soltar um objeto na nave, este permanecera em repouso enquanto a
nave avanca, mas do ponto de vista do observador dentro da nave o objeto na verdade
esta caindo com aceleracao —g. Portanto, ambos os observadores obtiveram resultados
equivalentes a seus experimentos. Em outras palavras, o Principio da Equivaléncia afirma
que leis de movimento observadas sob a influéncia de um campo gravitacional ou em
um referencial com aceleragao constante serao equivalentes, de modo que nao ha como
distingui-los [20].

Na verdade, a afirmacao feita anteriormente costuma ser chamada de Principio



22

da Equivaléncia Fraco enquanto na forma forte do Principio da Equivaléncia todas as
leis da fisica sao equivalentes. Para tanto, postularemos que, pelo menos localmente, as
equacoes fisicas terao a mesma forma tanto em referenciais inerciais quanto em campos
gravitacionais. Ou seja, para cada ponto do espaco-tempo que esteja sob a influéncia de
um campo gravitacional podemos escolher um sistema de coordenadas inerciais local de
modo que numa regiao suficientemente proxima desse ponto as leis da fisica terao a mesma
forma que teriam em um sistema de coordenadas nao acelerado na ausencia de campo
gravitacional [19].

Dessa forma, podemos usar as equacoes ja conhecidas nos referenciais inerciais
e encontrar sua forma sob a influéncia de um campo gravitacional. Digamos que temos um
referencial inercial S com coordenadas y* e um referencial nao inercial com coordenadas x*.
Tais sistemas de coordenadas se relacionam por meio de tranformacoes gerais, de modo
que temos dy* = gi—ida:“. Lembrando que o intervalo de espaco-tempo é um invariante,
temos [19]

a B
aida:“a—yydx” = gudrtdr’ = ds3,. (2.29)

dst = Nasdy®dy’ = 14
%5 = Nap Y- =Tab 5 1" Bz

Onde definimos a métrica g"” como

oy oy
Jpr =B 5 o v

(2.30)

Mostraremos, no Apéndice A, que a métrica é um tensor covariante. Em particular, 1,5 é
a métrica do espaco de Minkowski, também conhecida como tensor de Minkowski. Vemos
através dessa definicao que a métrica esta relacionada com a medida de comprimento
de curva num determinado espaco, ou seja, através dela podemos definir como medir o
comprimento de uma curva num espago qualquer [21] [22]. Veremos adiante como a escolha
da métrica para um determinado espaco define sua curvatura.

Agora, vamos ver qual é a forma da forga relativistica no referencial S’. Primeiro,
devemos escrever a forca relativistica no referencial inercial S, que ja conhecemos e depois

utilizar as relagoes entre os dois sistemas de coordenadas [19]. Assim

Syt d [ dy
Pt =m=L = (i> (2.31)

dr? _mE dr
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_ e d _ de¥ d
onde temos agora dr = —g,, dz"dr”. Mas = = -,

[ mi(dy“@) _ mldy“ d*x” N dm”i(@y“)}
S dr \ dzv dr dxv dr? dr dr \ Oz
. {dy“ d>x” N PPyt dxv dx"}
dzv dr?2  Qxv0x° dr dr |

entao

(2.32)

Sabendo que 3:5_2% = 6, podemos multiplicar a tltima expressio por % e
obter
dz? d*z®  drd OPy* dat dx’
F)\ — 7 K 233
ST dyn S m[ a2 " dy* 0zv0x° dr dr ] ’ (2.33)
By _&rh g datdr (2.34)
m dr? dr dr

onde definimos a conexao afim, também chamada de simbolo de Christoffel, como

y da OPyH

Yy = — ———. (2.35)
dyt Oxv 0x°

Note que, I' pode ser nulo no referencial S e nao nulo no referencial S’; portanto nao se

transforma como um tensor. Demonstraremos isso formalmente no Apéndice A.

De acordo com o Principio da Relatividade, todos os observadores inerciais sao
equivalentes. Baseado nisso, Einstein propos o Principio da Covariancia Geral no qual
afirma que todos os observadores sao equivalentes, sejam eles inerciais ou nao-inerciais.
E natural, portanto, assumir que todas as equagoes que descrevem leis fisicas devem ser
invariantes e para isso, devem ser equagoes tensoriais [20]. Para tanto, uma equacao
escrita para um referencial sob influéncia de um campo gravitacional deve atender a duas

condigoes [19]

1 - As equagoes encontradas devem concordar com a relatividade restrita, onde g,, — 7,
A )
el), —0;

2 - As equagoes devem ser covariantes sob uma transformacao geral de coordenadas.

Se consideramos uma equacao que satisfaca as condi¢oes acima, vemos, pela
condicao 2, que ela devera ser verdadeira para todos os referenciais se for verdadeira
para um referencial qualquer. A condicao 1, nos diz que podemos escolher um sistema

inercial local no qual nao ha influéncia de um campo gravitacional, onde as equacgoes
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obtidas devem ser verdadeiras e, portanto, serao verdadeiras em todos os outros sistemas
inerciais. Desta forma, o Principio da Covariancia Geral resulta diretamente do Principio da
Equivaléncia. Logo, para tornar uma equagao covariante, basta escreve-la para um sistema
de coordenadas e verificar como ela se transforma sob uma mudanga de coordenadas.
Porém, o Principio da Covariancia Geral s6 pode ser aplicado numa escala pequena o
suficiente para que possamos construir um sistema de coordenadas local, para o qual nao
h& influéncia gravitacional.

Para uma particula livre, a equagdo de movimento serd dada por [19]

RN dz¥ dx°
r = 0. 2.36
dr? o dr dr ( )

Note que, na auséncia da gravidade retornamos aos resultados ja conhecidos da relatividade

restrita

2,2
azle =0, dr? = —n,,datdx". (2.37)
.

A equagao (2.36)) é invariante sob transformacoes gerais de coordenadas, pois,

para um novo referencial z’# ela serd

d2£(,’/)‘ " d:L'/V dl’/a
dr? YO dr dr

— 0. (2.38)

2 A
Mas 4 —- se transforma como

RE d (89{;”\ dx”) B x> xP  dxf dx® O*x™ (2.30)

dr>  dr\Oxzr dr ) Oxr dr2 ' dr dr O0x®0xr’
enquanto o simbolo de Christoffel se transforma como (ver Apéndice A)

ox' dxr OxP oxP Oz 0%z
N re — ) 2.4
Yoo Oz Ox'v Ox'e BP Ox'v 0x'7 OxPOx® (2.40)

dx/u dx/o

Multiplicando ambos os lados por “—%— obtemos

F/)\ dl‘”j dﬂfla B ax/A dx“@ o @dﬁ 823}/)‘
YO dr dr  Ox® dr dr P dr dr OxPdx®

Com isso, a equagao ([2.38]) se torna
Pa™ daVda? M dPar Ox datdaxr 02 (d%“ o dz” dxp>

(2.41)

dr? Tl dr dr — Oxr dr2 * oz* dr dr " 0z° \ dr? T "dr dr

(2.42)

Portanto, a equacao ([2.36)) é invariante sob qualquer transformagao de coordenadas. Logo,
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pelo principio da covariancia geral, a equacao deve ser verdadeira para qualquer sistema
de referéncia [20)].
Desejamos agora, encontrar uma relagao entre a conexao afim I' e a métrica ¢

[19]. Para isso, derivaremos g, em relagao a a, g, em relagao a ¥ e gy, em relagao a

Tt

?3%; e gij aiigiv e ajig:w Zi’f; (2.43)

PR e e 249

?9?: — et ggy; aizgiv T hes aiigc;v ggy:‘ (2.45)
Se somarmos as duas primeiras e entao subtrairmos a ultima, obteremos

T+ e~ e =i 240
Como %Fﬁg = %, entao

TR VA LD S R (247

A inversa de g,, ¢ definida de modo que g*g,, = 0. Logo, multiplicando ambos os lados

da tultima equacao por g*’ obtemos

1 m gx 9w
g, =—g"| =& £ . 2.48
w99 {(%A * dzv 01“] (2.48)

A equagao ([2.48) pode ser reescrita como

L gw | 9a I
T =T, == | 2& o 2.49
T v A Q[Gx’\+8x” 6x“]’ (249)

onde I';y, é o que chamamos que de simbolo de Christoffel de primeiro tipo e I'§, é
o simbolo de Christoffel de segundo tipo. A partir da equacao obtemos duas
propriedades béasicas do simbolo de Christoffel [21]

1) I'Y, =TI'7, (simetria nos indices inferiores);

g A 3
2) I', é nulo se todos os g, sdo constantes.
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2.2.2 Transporte Paralelo

Queremos investigar a curvatura do espaco e como ela influencia as leis fisicas
e para isso é preciso desenvolver nossa nocao de curvatura. Para comecar, devemos
definir dois tipos de curvatura: intrinseca e extrinseca. Podemos pensar ,inicialmente,
num cilindro, que é uma superficie curva, do ponto de vista tridimensional. Esta é sua
curvatura extrinseca. Por outro lado, podemos pensar num cilindro como uma folha de
papel enrolada, logo, sua curvatura extrinseca é aquela do papel, ou seja, do ponto de vista
da superficie bidimensional da folha de papel, o cilindro é plano. Esta é sua curvatura
extrinseca. De fato, os axiomas de Euclides continuam valendo na superficie do cilindro.
A distancia entre dois pontos continua sendo medida como num espago euclidiano e linhas
paralelas continuam paralelas quando estendidas indefinidamente [I]. Com este exemplo,
podemos definir a curvatura extrinseca como a curvatura da superficie em relagao a um
espaco de dimensao superior no qual ela esta contida e a curvatura intrinseca como a
curvatura da propria superficie. Porém, nos limitaremos agora em diante a nos referir
somente a curvatura intrinseca, pois é a tnica que interessa em RG [22].

Ao contrario do cilindro, que ¢ intrinsecamente plano, a superficie de uma esfera
¢ intrinsecamente curva. Podemos ver isso tracando linhas paralelas a partir do equador.
As linhas que partem dos pontos A e B sao paralelas nas proximidades desses pontos,
porém, quando estendemos essas linhas na direcao do “Pdlo Norte”elas se encontram no
ponto P. Portanto, na superficie de uma esfera, linhas parelelas nao permanecem paralelas

quando estendidas indefinidamente, logo a superficie nao é plana [1J.

Figura 4: Fonte: [I]. Tridngulo esférico.

Uma outra forma de ver isso, é por meio do transporte paralelo. Por exemplo,
desenhamos uma curva fechada num espaco plano e um vetor no ponto A. Se, partindo
do ponto A, desenharmos, em cada ponto da curva, um vetor paralelo ao vetor no ponto
anterior, obteremos ao final de uma volta completa, um vetor no ponto A que sera paralelo
ao vetor original.

O mesmo nao acontece na superficie de uma esfera, por exemplo. Agora desenhamos um
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C
Figura 5: Fonte: [I]. Transporte paralelo num espaco plano.

triangulo na superficie da esfera com os pontos A e C no equador e o ponto B no Pdlo
Norte. Vamos repetir o mesmo procedimento, comecando com um vetor tangente ao ponto
A e paralelo ao Equador. Os vetores transportados paralelamente do ponto A ao ponto B
serao portanto todos perpendiculares ao arco AB. Porém, no ponto B o vetor tangente
serd paralelo ao arco BC e portanto todos os vetores paralelamente transportados de B a
C sera paralelos ao arco BC até que no ponto C o vetor tangente sera perpendicular ao
Equador e o mesmo acontecera a todos os vetores paralelamente transportados no arco CA.
Por fim, o vetor tangente no ponto A nao sera paralelo ao vetor tangente inicial, mas sim
perpedicular. Isso ocorreu devido & curvatura intrinseca da esfera [I]. Portanto, podemos
concluir com esses exemplos que um espacgo curvo é aquele no qual nao se pode definir o

transporte paralelo globalmente [22].

Figura 6: Fonte: [I]. Transporte paralelo numa superficie esférica.

2.2.3 Curvatura e Tensor de Riemann

Agora que ja definimos a curvatura de um espaco, devemos ver qual o efeito
de um campo gravitacional na curvatura do espago. Para isso, vamos construir o tensor
curvatura a partir do tensor métrico e de suas derivadas segundas. O tensor de curvatura

surge quando respondemos a seguinte pergunta: A ordem com que as derivadas covariantes
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sao tomadas altera o resultado final? Para responder, calcularemos Ao — A5, onde

usamos estamos usando V., = V,V, como notagao da derivada covariante [21].

0A,.,
(AM;V);U = 0:;; - ng(Ap;V) - Fgu(Au;p)
0 [0A A 0A N 0A N
= Oa° (8:):5 B F“"AA) — 1o ( 5:55 - FpuAA) - 17, (_axg - FM,A,\)
P24, aFQVA s O, 0A L0 ey
T 9zodr  ox° Fow or® Lo oxv Lo oxP 1ol Ax+ 16,1, Ax

(2.50)

Agora, subtraindo da equacao anterior a mesma equag¢ao com indices o e v trocados,

ficamos com

or? or?
8:;;0- o 8;?: + Fg/irzl’ B Fﬁurgo A>‘ = RﬁucrA)w (251)

A#;W - Au;av =

Onde definimos o tensor curvatura ou tensor de Riemann R’ —como sendo

nrp
or: - or
ng = a;; — a—;f + Fgurgy - Fﬁul“ga. (2.52)

0

Swp € um tensor e algumas de suas propriedades. Com

No Apéndice A, mostramos que R
isso, vemos que para a derivada covariante de segunda ordem, o resultado depende da
ordem em que as derivadas sao tomadas. Mas, para espagos onde a métrica é constante, o
simbolo de Christoffel é nulo e, consequentemente, obtemos o resultado de que derivadas
parciais de segunda ordem sao independentes da ordem com que as derivadas sao tomadas.
Vemos, também, que o tensor de Riemann esta relacionado com a curvatura do espaco, pois

este serda nao-nulo somente em espacgos onde a métrica nao é constante, ou seja, espacos

curvos [19].
A partir do tensor de Riemann wa , bodemos obter outros tensores, como:
R)\,uua = g§)\RZVO-7 (253)

onde Ry, € 0 tensor de Riemann de primeiro tipo [I]. Se contrairmos dois dos indices do

tensor de Riemann, obteremos o tensor de Ricci [19]

R, = R, (2.54)

UAT

a partir do qual podemos obter o escalar de curvatura ou escalar de Ricci:

R=g"R,,. (2.55)
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No apéndice A, obtivemos a seguinte relacao entre o tensor de Riemann e o

tensor métrico:

]‘ g ag
R)\#VP - §(gu>\,pp — Juvro — Yo T gpu,/\V) t Yos [Fl/)\rip - Fp)\riu]‘ (2‘56)

Se escolhermos um sistema de coordenadas inercial local tal que as conexdes afim I'7) se

anulam num ponto x, podemos derivar R}, nesse ponto e obter [19]

1 0
R/\;u/p;n = iﬁ(gu)\,up - g,uu,)\p - gp)\,,uu + gpu,)ﬂ/)' (257)

Se permutarmos ciclicamente vp e 7, obteremos a identidade de Bianchi:
R/\/me + Rkunvm + Rkupn;v =0. (2-58)

Se contrairmos a tltima equacio com ¢*”, obteremos

Ryvpn = B T Bypnw = By = Bunsp + 1, = 0. (2.59)
Contraindo novamente, ficamos com
R,—-R,,—R,, =R, —2R , =0 (2.60)
Deste modo, podemos escrever
14 1 14
(R — 567]}%);”, (2.61)
ou, numa forma equivalente
1
(R"™ — g™ R),, = 0. (2.62)

2
2.2.4 Tensor Energia-Momento

O tensor momento-energia é uma importante quantidade tensorial, em Relati-
vidade, que descreve o fluxo de momento e energia. Deste modo, o fluxo da componente
p* do quadri-momento através de uma superficie ¥ é descrita por um tensor do tipo T
[1]. Assim,

1-T% ¢ o fluxo de energia;

2 - T ¢ o fluxo de momento linear p’;

3 - T% ¢é a tensao normal na direcio i, ou seja, a pressao;

4 - T é a tensao de cisalhamento.

Para um fluido perfeito, com densidade p e pressao p e cuja quadri-velocidade é dada por

U* = (1,0,0,0) para um sistema de coordenadas coméveis z'#, teremos [19]

T = p, (2.63)
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T =T" =0, (2.64)

T" = pdy;. (2.65)

Como TH deve ser um tensor, sua relacao com o sistema referencial do laboratoério x# é

dada por
TH = NJUNGTP, (2.66)
Portanto,
+ pv?
ey 2.67
s (267)
70 — e 2.68
(P+r)T—0 (2.68)
i V;U;
T = pbiy + (P + P) T3 (2.69)
Podemos escrever as tltimas relagoes obtidas numa tnica equacao
™ =pn*™ + (p+ p)UMT”, (2.70)

onde U* é a quadri-velocidade do fluido. Note que podemos generalizar a equagao anterior
para um sistema nao-inercial apenas fazendo a troca n*¥ — ¢g"”. Sabendo que U - % =0

e g 5=0, obtemos a lei de conservagao para o tensor momento-energia [I]
™., =0. (2.71)
2.3 Equacgao de Einstein
De acordo com a mecanica newtoniana temos [1]
V2¢ = 47Gp, (2.72)

onde GG é a constante gravitacional universal e p é a densidade de massa. A solugao dessa

equacao de Poisson para uma particula de massa m é dada por:

o= (2.73)

r

onde fizemos a velocidade da luz ¢ = 1. Com isso, vemos que a fonte do campo gravitacional
na mecanica newtoniana ¢ a densidade de massa. Para fazer a analogia entre a Relatividade

Geral e a Mecanica Classica, vamos considerar o caso de uma particula movendo-se a
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baixas velocidades sob a influéncia de um campo gravitacional fraco. Se considerarmos
que a velocidade da particula é suficientemente pequena, podemos desconsiderar os termos
dx'/dr,i =1,2,3 e obter da equacao (2.36) [19]

P (dt?
(1) o o7

Como o campo ¢ estaciondrio, g,, nao depende explicitamente do tempo, portanto,

1 09,0  O0Gos 9900 1 9900
F)\ _ Ao o - _ Ao ZJ00 ) 2.
00 =59 { 0z  0xz%  Ox° 27 0x° (2.75)

Como o campo é fraco, podemos dizer que a métrica é aproximadamente a métrica do

espaco de Minkowski mais um termo de perturbacao, ou seja,
gMV - n;,LV + hMV? |h/uy| << ]- (276)

Deste modo, ficamos com

——n"7— 2.77
2 Gro (2.77)

1, o | O oh
=y 5 5 -

onde desprezamos os termos de segunda ordem em h. Substituindo na equacao de

movimento, obtemos

Pz 1, Ohgo (dt\’
— e 202 2.78
drz 2" oo (dT) ’ (2.78)
Pz 1 dt\?
= - = _V?hy| —
dr? 2 00<d7') ’
Pt 1 0Ohoo [dt?
- = 02 ) =0, 2.79
a2~ 2" 90 \dr (2:79)
Na ultima equacao utilizamos o fato de que h é estacionario. A solucao da equacao para t
2
nos da j—i = constante, entao, se dividirmos a equacao de 227’2” por (%) obteremos
d*z 1
— = ~V?hqp. 2.80
a2 " (2.80)

Comparando a ultima equacdo com o caso newtoniano (equagao (2.72)) vemos

que [1]
hoo = —2¢ + constante. (2.81)
Devemos notar que quanto mais distante o observador, mais o espaco se aproximara do

espaco de Minkowski. Entao, no limite » — oo, hgy devera se anular. Mas, de acordo com

a equagao (2.73), » — 0 no infinito, portanto a constante serd nula. Com isso, vemos que
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a métrica sera dada por
goo = —(1+2¢). (2.82)

Como temos Tyy =~ p no caso de matéria nao-relativitica, entdo, a partir da equacoes ([2.72)

e (2.82), obtemos
V2400 = —87GTo. (2.83)

Devemos lembrar, que a tltima equagao é valida para o caso de campos fracos
e estacionarios gerados por matéria nao-relativistica [19]. Podemos supor que, para uma
distribui¢ao de momento e energia arbitréria 75, as equagoes de campo fraco possuem a

mesma forma da equagao anterior. Ou seja,
Gag = —87TGTa5. (2.84)

onde G,p é uma combinacao linear das derivadas de primeira e segunda ordem da métrica.
De acordo com principio da equivaléncia, podemos estender esse resultado para o caso

mais geral, no qual estao atuando campos gravitacionais quaisquer
G = —8nGT),. (2.85)

Como T}, ¢ um tensor simétrico, segue por defini¢ao que G, também deve ser
um tensor simétrico. No limite para campos fracos produzidos por matéria nao-relativistica,
a componente G deve se reduzir a V2ggy. Além disso, sabemos que G, é combinacao
linear das derivadas de primeira e segunda ordem da métrica, entao, deve ser combinagao

linear do tensor e do escalar de Ricci [19]. Portanto,
G =aR,, + by R. (2.86)

Pela lei de conservagao do tensor momento-energia, devemos ter GI., = 0. Entao,
a
Gy, =aly + bR, = (5 + b) R, =0, (2.87)

onde na peniltima igualdade ultilizamos a equagao (2.61]). Devemos ter a/2 4+ b = 0, pois

R., = 0 em todo espago nao ocorre em geral. Se fixarmos a = 1 obtemos
1
G =R, — égWR = —81GT),. (2.88)

Vemos, pela equacao acima, que a curvatura do espaco, representada pelo
tensor de Curvatura, estd relacionada com a matéria presente nesse espago que, por sua
vez, é representada pelo tensor energia-momento. Tal relagao pode ser sintetizada pela

seguinte frase de John Wheeler:
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“Spacetime tells matter how to move and matter tells spacetime how to curve”.
Isto é, a matéria é responsavel pela curvatura do espago-tempo e a curvatura do espaco-
tempo é responsavel pelo movimento dos corpos. Uma solucao interessante é para o caso

do vécuo, onde T},, = 0 e recaimos na solucao de Schwarzschild [23].
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3 BURACOS NEGROS

Neste capitulo, apresentaremos as principais propriedades relativas a buracos
negros. Daremos atencao, em especial: a solucao de Schwarzschild, que se refere a buracos
negros eletricamente neutros e sem rotacao, e a solucao de Kerr, que se refere a buracos
negros com rotacao. Na tultima secao, faremos um breve comentario a respeito de outras
métricas e calcularemos o raio dos horizontes de eventos e a area de um buraco negro de

Kerr-Newman, que é eletricamente carregado e com rotacao.
3.1 Introducao

De acordo com a mecanica newtoniana, um buraco negro é um corpo tao denso
que nem mesmo a luz poderia escapar dele. Podemos redefinir o conceito de buraco
negro usando sua velocidade de escape. A velocidade de escape de um corpo massivo é a
velocidade minima necesséria para que um objeto possa escapar de seu campo gravitacional.
Assim, a velocidade de escape da Terra é a velocidade minima na qual um objeto deve ser
lancado de modo que nao volte a cair na superficie terrestre. Entao, definiremos o buraco
negro como um objeto cuja densidade seja suficientemente grande ao ponto de que sua
velocidade de escape seja maior que a da luz. Em outras palavras, nenhum objeto pode
escapar a um buraco negro, uma vez que a velocidade maxima no universo é a velocidade
da luz [23].

Ao tentar escapar do buraco negro, a luz é atraida de volta pelo intenso campo
gravitacional. A regiao do espago-tempo que limita as trajetérias dos raios de luz que nao
conseguem escapar ¢ chamada de horizonte de eventos. O horizonte de eventos de um
buraco negro é, portanto, a regiao que o delimita, ou seja, ¢ a distancia maxima a partir
do centro do buraco negro para a qual nao é possivel escapar. Deste modo, o horizonte
de eventos age como uma membrana, pois permite que objetos a atravessem e caiam
no buraco negro, mas nunca que fagam o caminho inverso. Assim, nao temos nenhuma
informagao a respeito da matéria encontrada dentro de um buraco negro, ja que a luz

emitida por ela nunca nos alcangard [4].
3.2 Buracos Negros de Schwarzschild

Trataremos agora da solucao de Schwarzschild para as equagoes de Einstein. A
geometria de Schwarzschild, definida pela métrica que leva o mesmo nome, é a geometria

que descreve a regiao do espaco-tempo exterior a um corpo esférico. Tal solugao, é obtida
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quando resolvemos a equagao de Einstein para o vacuo, onde 7, = 0. Deste modo, a
métrica de Schwarzschild é 1til para descrever a geometria de um buraco negro que seja
esfericamente simétrico. Como a massa do buraco negro é seu unico parametro associado
a métrica de Schwarzschild, entao buracos negros que tenham a mesma massa serao
equivalentes [10]. O intervalo de espago-tempo para um corpo esférico de massa M serd
dado pela seguinte expressao [1]

2M oM\
ds* = — (1 — —) dt* + <1 — —) dr® + r2dQ)?, (3.1)

r r

onde dQ? = df* + sin*(0)dg>.

Note que, para o limite r — oo obtemos a métrica do espago “flat” (plano),
o que é natural pois, quanto mais distante se esta de um objeto massivo, mais plano o
espaco se torna. Para r = 2M o termo que acompanha dr? fica indeterminado, ou seja, a
equacao deixa de valer nesse ponto. As condigoes de contorno para obtencao dessa métrica
s6 dizem respeito a regiao onde r > 2M . Portanto, ela deve valer somente nessa regiao.
Como a solucao parte do pressuposto de que estamos considerando somente pontos fora de
um corpo esférico e ao mesmo tempo s6 ¢é valida para r > 2M podemos definir rg = 2M
como o raio de Schwarzschild. Se um corpo esférico de massa M tiver raio menor que rg
entao esse corpo sera um buraco negro e o raio de Schwarzschild se refere ao seu horizonte
de eventos, cuja superficie possui drea 47r% [23]. A métrica de Schwarzschild pode ser

entao reescrita como

-1
ds? = —( - r—s) dt* + (1 - Tf) dr® 4 r2d?. (3:2)

Essa métrica descreve, portanto, um buraco negro esférico e estatico, ou seja,
sem rotacao. Por isso, o Unico parametro associado a ele é sua massa M.

A singularidade r = rg nao é fisica pois, no caso de um buraco negro, um
observador em queda livre nao teria como notar nenhuma singularidade ao passar por
r = rg. Podemos reescrever a métrica de Schwarzschild de modo a evitar a singularidade no
horizonte de eventos, quando r = rg. Para isso, podemos fazer uma escolha de coordenadas

que seja mais adequada.
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3.2.1 Coordenadas de Eddington-Finkelstein

Ao solucionar as geodésicas para a métrica de Schwarzschild (ds = 0), encon-
tramos as condig¢oes t = +r* + K, onde r* = r + rgln‘% — 1| e K é uma constante. As

coordenadas u e v que tem a diregao das geodésicas nulas sao obtidas a partir de [3]
u=t—r" e v=t+r", (3.3)

de modo que
1 1
dt = é(dv +du) e dr*= §(dv — du). (3.4)

onde as geodésicas nulas incidentes sao definidas por v = constante e as emergentes sao

definidas por u = constante [2].

\E

\

Figura 7: Fonte: [2]. Coordenadas de Eddington-Finkelstein incidentes e emergentes. As setas
indicam a diregao da coordenada temporal da métrica de original Schwarzschild. A figura da
esquerda representa um buraco negro: os fotons que chegam atravessam o horizonte de eventos e
alcancam a singularidade; A segunda figura representa um buraco branco no qual o contrario
acontece: os fotons emergem da singularidade, atravessam o horizonte de eventos e se propagam
no infinito.

Se mantivermos as coordenadas 7, 6 e ¢ e fizermos a mudanca de coordenadas

t—v—r— 2Mln|é — 1|, obtemos [2]

d L —1+1 -1
dt = dv — dr — rlzdv—(rs—_l)dr:dv—(l—£> dr. (3.5)

T
rs
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Assim,

—2 -1
dt? = dv? + (1 - i) dr? — 2(1 - 1) dvdr. (3.6)
rs rs

Substituindo dt? na métrica de Schwarzschild (3.2)), obteremos as chamadas
coordenadas de Eddigton-Finkelstein incidentes [2] [23]

—2 —1 —1
ds® = —(1 _ T—S) {dzﬂ 4 <1 _ i) dr? — 2(1 _ 1) dvdr} 4 (1 — T—S) dr? + r2d0?
T s s T

ds? = — (1 - T—S>d1)2 + 2dvdr + r2dQ2. (3.7)
T

Note que agora nao temos mais a singularidade no horizonte de eventos, o que torna
essa escolha de coordenadas muito mais adequada uma vez que podemos “enxergar”além
do horizonte de eventos, ainda que nao possamos ir além do raio do buraco negro rp.
Ao mesmo tempo, continuamos com a singularidade em r = 0, que se trata de uma
singularidade fisica (pois representa o centro do buraco negro), e nao de uma consequéncia
da escolha de coordenadas [23].

De maneira analoga, se mantivermos as coordenadas r, 6 e ¢ e fizermos a
mudanca de coordenadas t — u + r + 2M ln’% . 1|, obteremos as coordenadas de
Eddington-Finkesltein emergentes

ds? = — (1 - T—S) du? — 2dudr + r2dQ2. (3.8)

r

3.2.2 Coordenadas de Kruskal-Szekeres

Uma outra transformacao de coordenadas largamente utilizada para remover a
singularidade do horizonte de evento resulta nas coordenadas de Kruskal-Szekeres [3]. A

partir da relacao r* =r + rsln‘% — 1‘ obtemos

dr* -t dv —d
Co(1-2) sar= (1-D)ar = (1-2) 2 )
dr r r r 2

onde na tultima igualdade utilizamos (3.4)). Deste modo, temos

1 2
dr? = 2 (1 - %S) (dv? + du® — 2dvdu),

1
dt* = Z(dv2 + du® 4 2dvdu). (3.10)

Substituindo no intervalo de espago-tempo (3.2)), obtemos

ds®* = — (1 _ I8 )dudv + 72 (u, v)dQ2. (3.11)

r(u,v)
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1

5(v — u) podemos igualar essas

Lembrando que r* = r + 7’5[%}% — 1| ers=

duas expressoes e aplicar a fungao exponencial para obter

L—1:L(1—T—S>:exp<—l+”_“>, (3.12)
rg Tg r rg 2rg

0 que, substituindo na equagao (3.11)) resulta em

T —(u—v)
's % (e77s dudv) + r*(u, v)dQ. (3.13)

ds? = —

r(u,v)

Podemos reparametrizar as coordenadas u e v da seguinte forma
U= —e s ¢ V=¢/%s (3.14)

onde U e V sao definidos na regiao r > r, Deste modo que o intervalo de espago-tempo

sera reescrito como

47{’; IRSCAD)

ds* = — rs dUd 2 dQ?. 1
s T(U,V)e s dUdV +r2(U,V) (3.15)

Agora, faremos uma ultima mudanca de coordenadas para coordenadas tipo
tempo T = (V — U)/2 e tipo espaco X = (V +U)/2 [2]. Com isso, a ultima equagao se

torna: ;
4rg

ds* = (dT? — dX?) + r2d$)P?, (3.16)

e s
que é a métrica de Kruskal-Szekeres. Podemos obter as coordenadas X e T" em termos das

coordenadas originais r e t:

T 61}/27“5 4 e—u/2rs _ er*/2r5 (et/Qrs 4 6—t/2r5>

2

r 1/2 r t
T=——-1 e h{—]. 3.17
(7‘5 ) P (27’5> o (27’5) (3.17)
1/2
r T t
X=|—-1 —— | sinh | — ). 3.18
(TS ) b (27’5) . (27“S> (3.18)

Além disso, obtemos diretamente das duas ultimas equacoes as seguintes relacoes

Analogamente,

[3]
T2 - X% = (1 - 1) er/™s | (3.19)
rs
i X
L~ oaretgh( = ). 2
- arctg <T> (3.20)

Essas relagoes sao validas para X > 0 e T < 0, pois a métrica de Kruskal-

Szekeres foi definida para esse dominio, mas podemos estendé-lo continuamente para
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X <0eT > 0. Deste modo, a relagao (3.19)) serd reescrita como:

T

rs

T2 - X? = er/rs. (3.21)

Essa relacao é valida nos dominios denotados por I, II, III e IV para os quais

temos [2]

1/2
X = (é — > exp (ﬁ) sinh (ﬁ),
(I): X >0= 1/2 ) (3.22)

1/2
X = (1 — %) exp (%S cosh (ﬁ),
(II): T>0= (3.23)

( 1/2
X=—(1- % exp (ﬁ) cosh (ﬁ),
(I11):T < 0=« (3.24)

1/2
X =— (TSTI) exp (ﬁ) sinh (ﬁ),
T=— (1 — %) exp (ﬁ) cosh (#)
Além disso, temos agora
t Qarctgh(%),pam lelV, (3.26)
s 2a7‘ctgh()T—(),para ITelll.

Podemos notar que a singularidade em r = rg é agora correspondente a 7' = +X (que
corresponde a U = 0 ou V = 0 nas coordenadas U e V). J4 a singularidade fisica r = 0
corresponde a X2 —T? =1 (ou UV = 1) que estd indicada pelas hipérboles nas regioes II
e III da figura [3] [2].

As regioes I e IV correspondem a um universo chato, com r > rg. Um objeto
que esteja em queda livre na regido I e atravesse a linha 7' = +X (onde fica o horizonte de
eventos), adentra na regiao II e cai na singularidade r = 0. Nenhum sinal de luz emitido
na regiao II podera fazer o caminho inverso e adentrar na regiao I. Nesse sentido, vemos

que a regiao II descreve um buraco negro. A regiao III é similar a regiao I, apenas com a
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A

4 Vv
: r=rg
> T=+Xe U=0
[=+aC
‘?-illi.',tl]ill'illnldl'l'l'I'Lf 0
»
X
singularidade em r =0
'QOI'III..-.‘. r:r:‘
¥ T=-Xe V=0
==

Figura 8: Fonte: [3]. Coordenadas de Kruskal-Szekeres.

coordenada temporal T invertida. Assim, um objeto na regiao III faz o caminho inverso do
objeto que cai na singularidade da regiao 2, ou seja, se origina na singularidade, atravessa a
linha T"= — X em direcao a regiao I. Deste modo, a regiao III representa o que chamamos
de buraco branco. Nas regices I e IV, quando T' — £X temos, de acordo com a equagao
(3.26)), t — co. Nas proximidades do horizonte de eventos, alguns efeitos quanticos, como
efeito Unruh e radiagdo Hawking podem ser relevantes [3]. Tais efeitos serdo discutidos no

préximo capitulo.
3.3 Buracos Negros de Kerr

Ap6s a solugao de Schwarzschild, outras solugoes da equacao de Einstein foram
publicadas. Entre elas, podemos citar a métrica de Reissner-Nordstrom para objetos
simetricamente esféricos eletricamente carregados, a métrica de Kerr para objetos massivos
em rotagao e a métrica de Kerr-Newman para objetos eletricamente carregados e em
rotacao. A métrica de Kerr tem importancia fundamental, uma vez que muitos objetos
astrofisicos, como por exemplo estrelas e buracos negros, sao dotados de rotacao. Portanto,
a métrica de Kerr possui como parametros a massa M e o momento angular .J. Podemos
descrever o espago-tempo ao redor de um objeto rotativo pelo intervalo de espago-tempo
ds?, que neste caso serd dado por [24]

2M AMar sin 6 dr?
ds® = — (1 - p2r>dt2 - %dqﬁdt n p2<£ n d92)

2Mra?sin®6

7 ) sin’ 0d¢?, (3.27)
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onde, a = J/M é o momento angular por unidade de massa, p* = r? + a%cos?0 e
A =712 —2Mr + a?®. As coordenadas utilizadas (¢, 7,0, $) nas quais a métrica de Kerr é
expressa sao chamadas de coordenadas Boyer-Lindquist [25]. Podemos destacar algumas
propriedades importantes da métrica de Kerr [24] :

e E estaciondria: nao depende explicitamente do tempo;

e E simétrica: nio depende explicitamente de ¢

e Parar > M er > atemos p*> ~ r? e A ~ r?. Assim, o intervalo de espaco tempo

assume a forma

r2

2M 2M
ds® ~ — (1 — 7) dt* + (1 - —) dt* 4 r*(d6? + sin? 0d¢?)

4Ma

3 sin? 0(rdo)dt + ... (3.28)

Assim, no limite r — oo a métrica de Kerr se aproxima assintoticamente da métrica de
Minkowski em coordenadas polares.
e No limite @ — 0 (buraco negro sem rotagao), a métrica de Kerr se aproxima da métrica

de Schwarzschild, pois p? — r2 e A — r(r — 2M), entao

T T

2M oM\
ds? = — (1 — _>dt2 + (1 — _> dr? + r?(d6* + sin? 0dp?). (3.29)

3.3.1 Horizonte de Kerr

A métrica de Kerr é singular tanto para p? = 0 quanto para A = 0. No limite
de Schwarzschild (a — 0) temos p? = r? = 0, que representa a singularidade fisica r = 0
enquanto que para r # 0, A = r(r — 2M) = 0 representa a singularidade r = 2M que
nao é fisica. Podemos concluir entao que p?> = 0 é realmente uma singularidade fisica,
enquanto A = 0 é uma singularidade decorrente da escolha de coordenadas. Para A = 0,
o descriminante é A’ = 4(M? — a?), portanto se a> > M?, A nao terd solugio real. Neste
caso, nao teriamos um horizonte de eventos. Por isso, vamos analizar o caso em que

a® < M?. Se resolvermos a equacio A = (), vamos encontrar como solugoes [24]

ry =M+VM?—a?,
r-=M—vM?—a% (3.30)

Devemos notar que 7, — rg quando a — 0, portanto r, é o horizonte de eventos, enquanto

r— — 0 quando a — 0 e é chamado de horizonte de Cauchy [2].
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Para uma superficie onde r e t sdo constantes, temos [1]

2Mra? sin® 6

ds® = p*df* + (T2 +a® + 5
p

> SiIl2 qubQ = g¢¢d§b2 + g99d02. (331)

Com ggg = p* ¢

oo = (7"2 e 2M7’a22s.in2 9) g — ((r2 + a?)(r* + a? COS22 0) + 2Mra? sin’ 9) .y
P P

_ ((7’2 +a?)? — (r? 4+ a®)a®sin”® 6 + 2Mra? sin® 9) sin?f = ((TQ o)’ — Ad?sin® 9) sin” 0
= P - P2 '

(3.32)

Assim g = det[g;;] = ((r* + a?)? — Aa®sin? §) sin? §. Tomando integral de ¢g'/2 em 6 e ¢,

obtemos a area da superficie:

2 s
Alr) = / dng/ \/(T2 + a2)? — Aa?sin? 0 sin 0d6). (3.33)
0 0
Como a superficie do horizonte de eventos é definida para A = 0, temos em r =
2w ™
Ahorizonte = / d(b/ (7"_2|r + a?) sin 0df = 471'(’/‘3_ + a?). (3.34)
0 0
Mas, temos [2]

ri =2M? —a® + 2MVM? —a? = 2Mry —a® = 2Mry =1} +a’. (3.35)

Entao a equagao ([3.34) se torna
Aporizonte = 8tMry = 87 M (M + vV M? — a2) = 87(M? + vV M* — J?), (3.36)

onde usamos J = ma. Vemos portanto que a area do horizonte de eventos para o buraco
negro de Kerr depende nao somente de sua massa, como no caso de Schwarzchild, mas
também de seu momento angular. Mais uma vez, quando a = 0, obteremos Aporizonte =
47r? a drea do horizonte de eventos de um buraco negro de Schwarzschild.

Numa superficie para a qual g;; = 0, devemos ter [1]
2 2 2 .2
p° =2Mr = r°—2Mr + a” cos* 0, (3.37)

cujas solugoes determinarao as ergosferas

re, =M + VM2 — a2 cos? 6,
re. =M — VM2 — a2 cos? 6. (3.38)
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Denominaremos rg, como ergosfera externa e rp_ como ergosfera interna.
Podemos notar que no limite a — 0, rg, — 75 enquanto rg_ — 0, o que era esperado,

uma vez que para a solu¢ao de Schwarzschild temos apenas um horizonte de eventos [2].

3.3.2 Outras Métricas

Vimos que os buracos negros de Kerr sao uma generalizacao dos buracos negros
de Schwarzschild para o caso em que haja rotacao. Outras generalizagoes podem ser feitas,
porém com menor relevancia astrofisica. Por exemplo, a métrica de Reissner-Nordstrom
extende a métrica de Schwarzschild para o caso em que haja a presenca de cargas elétricas.
A métrica de de Reissner-Nordstrom para um objeto de carga elétrica @) é dada por [20]

oM 1} oM i\ 7!
ds? — — (1 _a7 _Q) dt? + (1 0 T—Q) dr® +r*(d6? + sin? 0d¢?),  (3.39)

r 72

onde r% = %?2 com k a constante de Coulomb, GG a constante gravitacional e () a carga

elétrica do buraco negro. Podemos notar que a massa e a carga sao os unicos parametros
dessa métrica e que no limite () — 0, recuperamos a solucao de Schwarzschild.

Uma outra generalizagao pode ser feita acrescentando carga elétrica a métrica
de Kerr, obtendo assim a métrica de Kerr-Newman que tem como parametros a massa
M, a carga (Q e o momento angular J e tera a mesma estrutura que a métrica de Kerr,
somente com a alteracio A = r? — 2Mr + a®> + Q%. A solugao da singularidade A = 0

resulta agora em [2]

re =M+ /M2 — a2 — Q2
Anorizonte = 4m(r2 4 a?) = 4r[2M (M + /M2 — a2 — Q?) — Q%] = 47 (2Mr, — Q?).
(3.40)
Assim, podemos obter as demais métricas a partir da métrica de Kerr-Newman. Para
o limite () — 0, obtemos a métrica de Kerr; para o limite a — 0 obtemos a métrica de

Reissner-Nordstrom; para ¢ — 0 e a — 0 obtemos a métrica de Schwarzschild. Podemos

sumarizar esses resultados na seguinte tabela [2]

Tabela 1: Comparativo entre as principais métricas e seus parametros

sem rotagao (J = 0) | com rotacdo (J # 0)
sem carga (@ = 0) | Schwarzschild Kerr
com carga (@ # 0) | Reissner-Nordstrém | Kerr-Newman
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Vemos que para descrever um buraco negro, nao precisamos de nenhuma
informacao a respeito do objeto colapsado que o originou, uma vez que as informagoes
desse objeto se perdem no buraco negro. Ao invés disso, somente alguns poucos parametros
(massa, momento angular e carga) sdo necessarios para caracterizar um buraco negro, o

que ¢ resumido pela maxima: “Um buraco negro nao tem cabelos” [10].
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4 RADIACAO HAWKING

Até agora temos tratado de buracos negros do ponto de vista classico, ou seja,
nao envolvendo mecanica quantica. Porém, sob o ponto de vista quantico, buracos negros
nao sao tao negros assim. Ou seja, haveria algum tipo de emissao de radiacao associada a
eles [10]. De fato, em 1974 Stephen Hawking provou matematicamente a existéncia dessa
radiac@o, conhecida como Radiagdo Hawking [14].

Devido a flutuagoes do vacuo, pares de particulas virtuais podem aparecer e
logo apds se aniquilar multuamente. Se um desses pares estiver préximo ao horizonte de
eventos de um buraco negro uma das particulas do par pode eventualmente cair no buraco
negro enquanto a outra permaneceria livre. Essas particulas livres seriam aparentemente

uma radiacao proveniente do buraco negro [4].

ldg

Aniquilagdo

&
&
. (J

Antiparticula 9
Particula

Criagio

a (b)
Figura 9: Fonte: [4]. (a)Criagao e aniquilacao de particulas. (b) Criac@o e aniquilacao de
particulas nas proximidades de um buraco negro.

Naturalmente essa é apenas uma explicacao heuristica, que foi apresentada
pelo proprio Hawking, mas que apresenta algumas inconsisténcias fisicas, como veremos.

O objetivo deste capitulo é discorrer sobre aspectos termodinamicos e quanticos
relacionados a radiagao Hawking de buracos negros. Na primeira secao trataremos
das analogias com a termodinamica e obteremos as leis da termodinamica de buracos
negros, bem como a entropia e a temperatura de Bekenstein-Hawking. Logo em seguida,
utilizaremos as transformacoes de Bogoliubov para analizar a radiacao Hawking sob o
ponto quantico. Na tltima secao, apresentaremos os métodos utilizados para detectar a

radiacao Hawking.
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4.1 Analogia Termodinamica

Como discutido no capitulo anterior, somente alguns poucos parametros sao
necessarios para descrever um buraco negro. Esse resultado é conhecido como Teorema
“no-hair”. Na termodinamica ocorre o mesmo. Um sistema pode ser caracterizado por meio
de poucas variaveis macroscopicas, como seu volume e pressao, por exemplo. Portanto, é
natural relacionarmos as propriedades de um buraco negro com a termodinamica [27].

A area do horizonte de eventos de um buraco negro apresenta a propriedade de
ser nao decrescente. Sempre que houvesse acréscimo de matéria no buraco negro a érea de
sua superficie aumentaria. E se dois buracos negros colidissem de modo a formar um tinico
buraco negro esperaria-se que a area do horizonte de eventos do buraco negro resultante
fosse pelo menos igual ou maior que a soma das areas dos horizontes de evento dos dois
primeiros. Esse comportamento assemelha-se muito com o da entropia pois, de acordo com
a segunda lei da termodinamica a entropia de um sistema isolado sempre aumenta com o
decorrer do tempo. Além disso, quando dois sistemas sao somados, a entropia do sistema
final é maior que a soma das entropias dos sistemas iniciais [10]. Podemos portanto supor
que a entropia para um buraco negro ¢ diretamente proporcional a area de seu horizonte
de eventos, ou seja

S o A, (4.1)

como proposto em 1973 por Bekenstein [15].

De acordo com a lei zero da termodinamica, um sistema se encontra em
equilibrio quando sua temperatura é constante em todos os pontos. Um buraco negro
torna-se esfericamente simétrico quando a forca gravitacional atuando na superficie do
horizonte é constante. Nesse sentido, um buraco negro se encontra em equilibrio quando
a forga gravitacional atuando em seu horizonte é constante. De acordo com a mecanica
newtoniana, a aceleragao gravitacional é dada por a = GM/r?. Podemos definir na
superficie do horizonte de eventos r = rg (aqui nao faremos ¢ = G = 1) [27]

C4

0 (4.2)

Kk =a(rg) =

onde k é a gravidade superficial do horizonte. Definiremos a gravidade superficial como a
aceleracao de uma particula estatica préxima ao horizonte de eventos, medida por um
observador no infinito. Entao, para buracos negros estaciondrios, a gravidade superficial s
sera constante na superficie do horizonte de eventos. Esta é a Lei Zero para termodinamica
de buracos negros.

Como discutido anteriormente, se a massa de uma buraco negro aumenta por
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um fator dM, a area de sua superficie deve aumentar por um fator dA
dM o dA. (4.3)

A area do horizonte de eventos para um buraco negro de Schwarzschild, por exemplo, é
dada por A = 167G?M?/c*. Portanto,

B 2rGPMdIM 87

A
De modo que encontramos a primeira lei para buracos negros de Schwarzachild na forma
27]
dM = —"_dA. (4.5)
8tG
Podemos estender esses conceitos para um caso mais geral, como o buraco
negro de Kerr-Newman. No capitulo anterior encontramos a area do horizonte de eventos

de um buraco negro. De acordo com a equagao (3.40)), temos

A=4A7[2M(M + /M2 — a% — Q2)]. (4.6)

Se diferenciarmos essa equacgao, considerando que os parametros M, () e J sao variaveis,

obteremos [15]

dA _(2M(M+ VM2 —a?—Q?) —a®— Q2>dM

8 \/M2—a2—Q2
B aMda _(Q(MJr\/M?—a?—Q?))
\/MQ_a2_Q2 \/M2_a2_Q2
2 2
dd B o gy 9 g, (4.7)
8T ry—r_ Ty —T_ Ty —T_

onde na ultima equagao utilizamos dJ = d(Ma) = adM + Mda. Reorganizamos os termos

da equagao anterior, encontramos [2§]
dM = SidA +QdJ + dQ, (4.8)
™

onde k é a gravidade superficial, €2 é a velocidade angular e ® é o potencial elétrico no

horizonte e [2§]

Ty —T_
R = + s
[0
a
Q=
(6%
Qr
d=t
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com a = A/4w =13 + a” sendo a drea racionalizada do buraco negro [17].
Bekenstein propos que a equagao (4.8) para o buraco negro devia ser andloga a

expressao termodinamica

dE = TdS — PdV. (4.9)

Nesse sentido, QdJ e ®d() podem ser interpretados como o trabalho realizado sobre o
buraco negro por um agente externo que promove uma variacao d.J no momento angular
do buraco negro e uma variagao d@) em sua carga. Por isso, ao compararmos as expressoes
para o trabalho realizado pela rotacao de um corpo e sua carga, vemos que QdJ e dQ)
tratam-se, respectivamente, do velocidade angular e do potencial elétrico [I5]. Ainda de
acordo com as equagoes e , podemos ver que a entropia ¢ andloga a area do
buraco negro, como argumentado no inicio da se¢ao e cuja relagao encontraremos mais
adiante.

Naturalmente, podemos estender a lei zero da termodinamica para a gravidade
superficial k, redefinida como [29)

M2 — a2 — ()2

K= . (4.10)
M2 _ CL2 _ Q2) )2

Lei Zero: Na superficie do horizonte de eventos de um buraco negro estacionério, a gravi-

dade superficial k devera constante.

Além disso, decorre diretamente da equacao (4.8]) a primeira lei [28]

Primeira Lei: Um buraco negro deve satisfazer a equagao
AM — SidA +QdJ + ®dQ, (4.11)
™

onde k ¢é a superficie gravitacional do buraco negro 2 é velocidade angular do horizonte

de eventos e ® é o potencial elétrico no horizonte.

De acordo com a lei zero, podemos esperar que a gravidade superficial x esteja
relacionada com a temperatura de um buraco negro, e de certa forma, podemos considerar
que a gravidade superficial exerca o papel da temperatura de um buraco negro [2§]. De fato,
se considerarmos que o buraco negro emite radiacao, havera uma temperatura associada a

essa radiagao proporcional k, que serd dada por [27]

hk hed
o — e 412
B 2rc  8TGM’ ( )
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onde h é a constante de Planck, ¢ é a velocidade da luz no vacuo, kg é a constante de
Boltzmann, G é a constante gravitacional de Newton e M a massa do buraco negro. Vemos
que a temperatura tem a massa como Unico parametro

hed

Contudo, essa expressao para a temperatura do buraco negro nos diz que a tempetura
decresce com o aumento da massa, ou seja, buracos negros menores apresentam temperatura
maior que os mais massivos. Se a massa do buraco negro for grande o suficiente de modo
que sua temperatura seja menor que a da radiacao césmica de fundo, entdao nao seria
possivel detectar sua radiacao. De fato, a temperatura para a radiagao césmica de fundo é
da ordem de 3K, enquanto a temperatura para a radicao Hawking é da ordem de 107K
para um buraco negro com massa da ordem da massa sol [28§].

Se reescrevermos a equagao (|4.5)) da seguinte forma

2 hx  kpc? kncd
E=dMe) = 25 A = B 1A = "BE g4 4.14
B = d(Mc) = ¢ md onkeaGh A = agn 1A (4.14)

e compararmos com a primeira lei da termodinamica na forma dE = T'dS, obteremos a

entropia de Bekenstein-Hawking [27]

AkBC?)
4hG -

Spi = (4.15)

Utilizando coordenadas naturais (¢ = G' = 1), temos que g-dA = TdS, de

modo que podemos reescrever a primeira lei como:
dM =TdS + QdJ + ®dQ), (4.16)

e com isso obtemos nao mais uma lei mecanica para buracos negros, mas sim uma lei
termodinamica [28].

Da segunda lei da termodinamica dS > 0 obtemos uma segunda lei analoga
para buracos negros: dA > 0.

Entretanto, a medida que o buraco negro irradia, sua massa descresce e conse-
quentemente a area de seu horizonte de eventos também. Mas isso seria uma contradigao
a segunda lei que acabamos de enunciar e também a segunda lei da termodinamica. Pen-
sando nisso, Bekenstein propos que mesmo que a entropia Spy decresca, a entropia total
St = Sest+SpH, onde S..; € a entropia da regiao exterior ao buraco negro, é uma func¢ao nao

decrescente no tempo. Assim, ele propos a segunda lei generalizada para buracos negros [30)]
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Segunda Lei (Generalizada): Para a entropia total, temos
dSr > 0, (4.17)

qualquer que seja o processo ocorrido.

Sabendo que a superficie gravitacional x tem relagao direta com a temperatura
de um buraco negro, e que a terceira lei da termodinamica afirma que é impossivel alcancar
T = 0 por meio de processos fisicos, portanto, podemos enunciar a terceira lei analoga

para buracos negros [31]:
Terceira Lei : E impossivel, por meio de qualquer processo fisico, alcancar x = 0.

Podemos reunir as analogias entre a termodinamica e a mecanica de buracos

negros na seguinte tabela:

Tabela 2: Comparativo entre a termodinamica classica e a mecanica de buracos negros.

Leis Termodinamica Buraco Negro

Lei Zero | T constante para um sistema em | x constante para um buraco negro
equilibrio estacionario

1* Lei dE =TdS + PdV dM = &dA + QdJ + ¢dQ

22 Lei |[dS>0 dSr = Seaqt + 7 A > 0

3* Lei Impossivel alcancar T = 0 Impossivel alcancar k = 0

Embora, num primeiro momento, as leis mecanicas para buracos negros fossem
somente analogias a termodinamica, sem qualquer interpretagao fisica mais profunda,
a partir do momento em que Hawking provou a relagao entre a area de um buraco e
sua entropia, viu-se que as leis obtidas nao eram meramente analogias mas na verdade

descreviam a termodinamica de buracos negros [2§].
4.2 Transformacgoes de Bogoliubov

Evidentemente, o ponto de vista cldssico nao é o mais adequado para abordar o
fenémeno pois a radiacao Hawking é um efeito quantico. Portanto, o objetivo dessa secao
é abordar a radiacao Hawking por meio da mecanica quantica, o que sera feito através das
chamadas transformacoes de Bogoliubov.

Ao comparar as solucoes da equacao de Klein Gordon para particulas nao
massivas a partir do ponto de vista de um observador inercial e de um observador nao-

inercial, surge o chamado efeito Unruh, no qual o ntmero de particulas depende do
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observador. Em outras palavras, um observador uniformemente acelerado observa radiacao
de particulas enquanto um observador inercial observa o vacuo.

Para calcular a producao de particulas, devemos utilizar as transformacoes
de Bogoliubov entre o estados de vacuo externo e interno [32]. Sejam u; e v; conjuntos

completos de solugoes da equacao de Klein-Gordon satisfazendo [33]

<, up >=— < up,up >= 04, < ug,u; >=0;

< Vg, U >= — < Uy, U] >= Oy, < vk, v >=0. (4.18)

u; esta relacionado ao modos emergentes e v; estd relacionado aos modos incidentes, vistos

no capitulo 3. Podemos escrever o operador campo escalar (;3 como
~ R s ~ .
§Z§ = E (aiui + CLZ'TUZ-> = E (bjUj + bj ’Uj), (419)
i J

onde d; e d; sdo, respectivamente, os operadores de aniquilacdo e criacio relativos a u; e

~

b;j e b; sao os operadores criacao e aniquilagao relativos a v;.

Esses operadores obedecem as seguintes relagoes de comutagao [32]

[diadjT] =i, [di, a5] = [diTadjT] =0;
oot S oanetoat
[bk,bl ] = 5kl> [bk, bl] = [bk ,bl ] =0. (420)
O estado de vacuo serd definido por [34]
Q;]0 >a=0,  bp|0 >,=0. (4.21)
Além disso, temos
|1z >a= CizT|0 >a, |1] >p= b}”o >p . (422)

Por completeza, podemos escrever v; e v} em termos de u; e u; através das

transformagoes de Bogoliubov [33]

v =Y (ejiui+ i),

i

v = Y (e + B (4.23)

i

onde ayg; e Bk; sao as coeficientes de Bogoliubov. Utilizando as transformagoes de Bogoliubov
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na equagao (4.2)), obtemos

6= (A +di'uy) =) (bg > (s + Bjiuy) + by > (aju; + B}Z-ui))

[ 7 7
=Sy by + B0 )+ D ur Y (ah + piiby). (4.24)
7 i 7 i

que nos leva as relacoes entre os operadores d;, d;' e 6j, bAjT
N w0 T
a; = Z(ajib] + B5ib; ),
J
- £ 1 »

Pelas condigoes de ortogonalidade (4.18) obtemos as seguintes relacoes para os

coeficientes de Bogoliubov [33]

0=< Uk,i)l* > = ZZ(@klﬁi‘; < Uj, Uj > +Bkia7j < u;k?u; >)
i

= Z(akiﬁl*j — Briag;) =0, (4.26)

O =<V, vf >= ) (awief; < wiuy > +B)B < uj,uf >
(A
= Z(Oékioé;} - ﬁkiﬁg*j) = O (4.27)
7

Podemos analogamente obter as transformacgoes de Bogoliubov inversas

wi =Y _(aj0x — Brivh),

k

ul = Z(akivz — Brivi)s (4.28)

k
e também as relagoes inversas entres os operadores de aniquilacao e criacao

bAk = Z(Oékidi - 5ZidiT),

k

~ 1 A .
bk = Z((xkiaiT — ﬂklaz) (429)

Com base nisso, podemos definir o operador [34]

A ~

R e
N’i = aﬁai, N], = b]' bj, (430)
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cujo valor esperado é o nimero de particulas. No vacuo, temos

o < O[N;|0 >,=0,
» < O[N!|0 >,= 0. (4.31)

Porém, se calcularmos o valor esperado de N, , para os estados de vacuo |0 >, obteremos
[[33] [35]

o <OINLO >0 = o < 01D > (ondi’ = Brdi) (angdy — Brd; )10 >,
]

= < 0| Z Z(CX;‘;ZO[]C](ZAZTCLA]'O >4 ta < 0| Z Zﬁkzﬁzjdldﬂ() >a
i j i J

o <OINIJO >0 = > |Bul*. (4.32)

Os coeficientes [; nao sao todos nulos, portanto, , < O|]\Afl§|0 >,# 0. Da mesma
forma, se calcularmos o valor esperado de Ni para os estados de véicuo |0 >,, obteremos
» < O|N;|0 >p= >, 18ij[*. Assim, o observador B (que se encontra na regiao incidente)
observa particulas no vacuo do observador A (que se encontra na regiao emergente) e
vice-versa. Este é o caso mais simples de Radiacao Hawking. No Apéndice B, calculamos
os coeficientes de Bogoliubov e obtivemos

. 1
/ —
o < O0[N[|0 >,= .

(4.33)

que corresponde ao espectro de um corpo negro com temperatura T = k/(27kg), e

haviamos assumido em (4.12) [14].
4.3 Evidéncias Experimentais da Radiacao Hawking

Como ja mencionado, a detecgao direta da radiagao radiagao Hawking é muito
pouco viavel, do ponto de vista pratico, uma vez que a temperatura associada a essa
radiagao é muito inferior a da radiagao césmica de fundo. Pensando nisso, em 1981 Unruh
propos um método experimental para a detecgao da evaporagao de buracos negros [16]. De
acordo com ele, haveria um sistema fisico dotado de propriedades andlogas as propriedades
de buracos negros.

A ideia bésica por tras desses sistemas andlogos, é que os mesmos argumentos
utilizados para prever a radiacao de buracos negros também sao validos para prever o
espectro térmico de ondas sonoras que deve ser obtido a partir do horizonte sonico de
um fluido supersonico. Por esta razao, os analogos de buracos negros sao denominados

buracos negros actsticos. Hoje em dia, sabe-se que aspectos da Relatividade Geral como
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a existéncia de horizontes de eventos, a definicao de uma métrica e de uma gravidade
superficial, possuem analogos em mecanica dos fluidos. Além disso, se a velocidade do
fluido exceder a velocidade do som, entao as ondas sonoras nao poderao escapar da regiao
de fluxo supersonico, semelhantemente ao que ocorre com a luz aprisionada em um buraco
negro. Ou seja, os fonons exercem um papel semelhante ao dos fétons. A regiao do fluido
na qual isso ocorre é denominada ergorregiao [36].

Desde que foram propostos por Unruh, os analogos de buracos negros se
tornaram uma importante linha de pesquisa tedrica. Recentemente, Steinhauer observou a
radiacao Hawking em um andlogo de buraco negro obtido a partir do confinamento de
um condensado de Bose-Einstein em um feixe de laser [37]. Esse resultado é de grande
importancia para a confirmacao da radiacao Hawking, que por sua vez, traz muitas
implicacgoes positivas no desenvolvimento de uma teoria que una gravidade e mecanica

quantica.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, fizemos uma revisao da teoria da relatividade, apresentando
seus conceitos mais fundamentais e obtivemos as equacoes de campo de Einstein, a partir
das quais, surgem as principais solucoes de buracos negros. Apds isso, apresentamos, no
contexto da relatividade geral, uma revisao tedrica das principais propriedades relacionadas
as solugoes cldssica de buracos negros, com enfase nas métricas de Schwarzschild e Kerr.
Calculamos os raios dos horizontes de eventos e a area correspondentes a cada uma
das solucoes apresentadas. A partir da expressao para a area de um buraco negro de
Kerr-Newman, obtivemos uma relacao analoga a primeira lei da termodinamica, por
meio da qual construimos toda a analogia termodinamica de buracos negros. Por tltimo,
analizamos, quanticamente, a radiacao Hawking. Para isso, utilizamos as transformacoes de
Bogoliubov e calculamos o valor esperado do operador niimero de particulas. Concluimos
que a radiacao Hawking é um efeito quantico e que a emissao de radiacao de um buraco
negro ¢ similar ao de um corpo negro. Nosso interesse ¢ aplicar a chamada violagao da
simetria de Lorentz a esse contexto. Partindo de um modelo onde um campo vetorial
possui uma direcao preferencial, pretendemos calcular sua influéncia no calculo do raio do
horizonte de eventos. Calculos anteriores impoem um requisito de nao-dinamica, exigindo
que o campo vetorial adquira um VEV (“Vacuum Expectation Values”) puramente radial.
A expectativa é de que a introducao de dinamica pode trazer interessantes contribuicoes

da violacao de Lorentz no contexto da radiagao de Hawking.
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APENDICE A - RELATIVIDADE

Neste apéndice, serao tratados alguns aspectos mais técnicos de Relatividade
Restrita e Geral, em especial em relacao a algebra de tensores, ferramenta fundamental

para o desenvolvimento matematico da teoria de relatividade.
A.1 Transformacgoes de Galileu x Transformacgoes de Lorentz

Queremos mostrar que a teoria eletromagnética é invariante por transformagoes
de Lorentz, mas nao por transformacoes de Galileu. Para tanto, basta mostrarmos que a
equagao da onda [6]

2, 1079
2 ot

¢ mantida invariante apenas por transformacoes de Lorentz.

Dados dois referenciais inerciais com velocidade relativa V entre si, podemos
encontrar uma relacao entre o sistema de coordenadas de S no sistema de coordenadas de
S’

As transformacoes de Galileu sao dadas por:

o =x—Vt, (A.2)
y =y, (A.3)
7 =z, (A.4)
t'=t. (A.5)

Como x = z(2/,t') = 2+ V', y =y, t') =y, 2z = 2(z/,t') =2 et =
t(z',t') = t', as derivadas parciais se transformam da seguinte forma:
o o0« o ot 0 0? 0?

o= oror Toror o0 T 02 oaP (A.6)




o o _o_ o
dy Oy oy Oy T Oy
0 0z 0 0 0?
- = = =
0z 0z 02/ 072 022

o7

62

= 37 (A7)
82

= 5. (A.8)

Deste modo temos V? = V2, porém, o mesmo nao vale para as derivadas

temporais. Com efeito, temos

o o0x 0 ot o 0 0 0? , 02 0? 0?
o ator aor - Vowtar o e Vowor To Y
e a equacgao da onda se torna
0, 10 1[0 P 0’
v o Ve 2 v Ox? V&U’at’ * o2 ¢ (A.10)

Portanto vemos que a equacao da onda nao permanece invariante sob trans-

formagoes de Galileu. As transformacoes de Lorentz nao consideram o tempo absoluto,

logo, a coordenada temporal no referencial S’ deve depender nao s6 da coordenada temporal

como também das coordenadas espaciais de S. Para este caso as transformagoes de Lorentz

serao dadas por

onde (V) = (1 — V?2/c?)~1/2,

(A.11)
(A.12)
(A.13)

(A.14)

(A.15)
(A.16)
(A.17)

(A.18)

Mas, utilizaremos as transformacoes de Lorentz na forma geral para provar a
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invariancia da equacao da onda:
7 = A g2 o 1% = Agoa’’ (A.19)

lembrando que A5 e Ag® sao constantes.
As derivadas parciais se transformam da seguinte forma

g 0 _0dk 0

— — — B
(il il i A, " 0g (A.20)

0" =00, = 0" N, 0o = 0" (a0 A ) 0o = G AT 100 = A (n™10a) = A0

(A.21)
onde usamos n*” = 1, e "N, = 0%
Como o produto interno ¢ definido por A, B* = 1, A”B*, temos
0% = 0,0" = —0,0° + 9;0" = V*? 18—2 (A.22
T T B 2o 22)

[1 é o operador D’Alambertiano.
Assim, para transformacoes de Lorentz, a equagao de onda se transforma da

seguinte maneira:
?¢ = (3;8’”)@5 = (A, 58/3/\”“ L0 = (A, AAH 4)0507¢ = 0,079 = 0%¢ (A.23)

onde usamos A, PA* . = 55 . Portanto, provamos que o operador D’Alambertiano, assim

como a equacao de onda sao invariantes por transformacoes de Lorentz.
A.2 Tensores e Algebra de Tensores

Ao construir equacoes fisicas, é de grande interesse que estas sejam invariantes
sob transformacgoes gerais de coordenadas. Para tanto, devemos saber como as quantidades
fisicas descritas por tais equacoes se transformam de um sistema de coordenadas para
outro. Os escalares como por exemplo, um nimero ou o tempo préprio (d7), nao se
alteram sob transformagoes gerais [19]. Um outro exemplo simples é o da transformagao
de um vetor. Dizemos que um vetor V# é cotravariante se, sob uma transformacao de

coordenadas z# — x'* ele se transforma da seguinte maneira

ox'"
" — v
V=SV (A.24)
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Por exemplo, a derivada total de x* é um vetor cotravariante, pois

ox'*

ox?

da'™ = dx” (A.25)

Um vetor U, é covariante se sob uma transformacao de coordenadas z* — z'#
ele se transforma da seguinte maneira

o ox”

I 8331;1

U, (A.26)

A derivada parcial é vetor covariante pois

, 0 dx¥ 0 ox”
a“ N ) ax’“au

(A.27)

No caso da transformagao de Lorentz temos z# = A, #z, portanto, 9, = A,,"0,.

Os tensores sao objetos matematicos extremamente importantes em fisica,
pois, equacoes tensoriais validas em um determinado sistema de coordenadas sao validas
em qualquer outro sistema de coordenadas. Em particular, se um tensor é nulo em um
determinado sistema de coordenadas, entdo ele serd nulo em todos os outros [21]. Podemos
definir os tensores a partir da definicao de vetores contravariantes e covariantes. Um tensor
contravariante de ordem se transforma como o produto de dois vetores contravariantes:

oz'* 0z’
Tlul/ — TCYB
Ox® Jxf

(A.28)

Portanto, sabendo que um tensor contravariante de ordem n T#1#» se transforma como o

produto de n vetores contravariantes V#1WW#2 ... temos
axlﬂl axlﬂn
Tk — e T A.29
Ox Oxvn ( )

Da mesma forma, um tensor covariante de ordem m 7},, .., se transforma como

o produto de m vetores covariantes = R*1.S"?---. Logo,
ox™ ox¥m
/ _
TMI...Mm - a$/“1 U a‘x,‘um Tlllu.l/m <A30)

Um tensor misto é aquele que possui indices covariantes e contravariantes. Por
exemplo, o tensor T é covariante de ordem um e contravariante de ordem um e obedece a
seguinte regra de transformacao:

O 0xP
O

(A.31)

Podemos facilmente estender essa definicao para o caso mais geral de um tensor
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contravariante de ordem n e covariante de ordem m [21]

5y /n B1 Bm
T,m“#n:<8x B ox )(8m N or )Tm...an (A.32)

Vie-tm or Qg o™ Qgivm | BrBm

A partir da definicao geral de tensor podemos notar que:
1) Se todos os indices sdo contravariantes (covariantes), entdo temos um tensor puramente
contravariante (covariante);
2) Os tensores contravariantes (covariantes) de ordem um sao vetores contravariantes
(covariantes);
3) Tensores de ordem 0 s@o escalares.

Os tensores obedecem as seguintes regras algébricas [19] [21]
1)Combinacao Linear: A combinacao linear de dois tensores de mesma ordem deve resultar
num terceiro tensor de mesma ordem. Por exemplo, sejam U = U/!=kr e V = V- kn

V1...Um

tensores mistos de mesma ordem, e a e b constantes. Temos

T = THbn = gl + bV = qUkn 4 Y -n (A.33)

V1...Um V1...Um V1...Um

Logo T deve ser uma tensor de mesma ordem que U e V. Com efeito, temos

ox'™m ox'Hn oz A YT
T/M N 2 — a( ee. ) ( o )Uﬁlﬁm

Vi...Um axal axl/n ax/yl . ax/ym
1p ox'™ . Ox'Hn OHxr* o OxPm Vﬁalban‘
8x0‘1 aa’,"/’ﬂ al’/Vl al./l/m 1.-Bm

1 hm, B1 Bm
T,m...un:<5$ o )(35’3 o= )Talwan (A.35)

V1...Um 61:&1 ’ axljn ax/lll ) ax”/m ﬁlﬁm '

De maneira geral, se Ry, Ry, ..., I, sao tensores de mesma ordem e o, o, ..., oy, sao escala-

(A.34)

Portanto,

res, entao R = oy Ry + e Ry + ... + o, R, € um tensor de mesma ordem que os Rs.

2) Produto Direto: O produto direto de um tensor U = U~ com um tensor V = Vi 77

resulta num tensor de ordem m + n + p + ¢, pois,

THL--Hnp1--Pp :(Um---un . pl---pp)

V1...Um01...0q V1...Um 01...04

B o' O'Hn ax& axﬂm ol
- Oxot T Oxom ) OHxm T Ox'vm B1...Bm X
/p1 /p 71 o
Oz 81: p. O axqvkl...)\p .
OxM Ox™ Orlot Hx!oa Y1

(A.36)
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Portanto,

P11 Pp
V1...Um01...0q

Do B . ey e
8$B1 ... 8$6m . dam . Ox al...apAl...Ap
Oxm Hx'vm  Hrlot Or'%a B1...Bmy1..vq *

(8x’“1 Ox'Mn  Ox'Pr  Ox'Pr )
pr— X

(A.37)

< T s

3) Contracao: Se, para um tensor U = U}ttt fazemos y; = v; = j e
somamos em j, o tensor resultante U’ serd a contracao de U e terd ordem m +n — 2. Ou
seja,

! Pl — 1 i1 P e fbi— 1T i1 e o
U - Ul/1...1/i,11/i+1..,1/m - Uyl...yi_ljyi+1...1/m (A38)

A.2.1 Tensor Métrico

Antes de mais nada, vamos mostrar que a métrica é um tensor. A métrica é

definida como [19]
dy* Oy”

Juw =T 200 (A.39)

onde y* ¢é um referencial inercial e z* é nao-inercial. A métrica g, num novo sistema de

coordenadas z'* é

a B a 927 b HpA a 9,8 v A
J :nﬁﬁy oy :nﬁﬁy oz Oy° Ox _ nﬁ@y oy”\ 0x" Ox (A.40)
w1 9t Ot “0xY Oz’ O D'V P 0xy 0z ) O Oz
Com isso concluimos que a métrica é um tensor covariante de ordem 2, pois
oz Ox*
guy = g'y)\ 81’/“ ax/l/ (A41)

Sabendo que a métrica é um tensor, se fizermos o produto direto da métrica

g, com um tensor que tenha indices covariantes (por exemplo, U, #2) e uma contracio no

indice p, obteremos de acordo com as regras 2 e 3 da se¢ao anterior, um novo tensor V
definido como:

V2 = gu Ut (A.42)

Chamaremos essa operacao de abaixamento de indices, por razoes 6bvias. Analogamente,
podemos definir uma operacao de levantamento de indices utilizando a inversa da métrica
g

WA = g™V, (A.43)

onde W¥A. E facil ver que as operacoes levantamento e abaixamento devem ser inversas

entre si, ou seja, abaixar (levantar) um indice e depois levanta-lo( abaixé-lo) nos leva ao
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tensor original [19]
W;A - guyvu)\a - g#VgH'YU;)\ = Utl;)\‘ <A44)

Para que “* = g"g,,U)* devemos ter
glwg;w = 5K (A45)

Ou seja, baixar um indice de g"” ou levantar um indice de g, resulta no delta de Kronecker.

Podemos notar que baixando ambos indices de g*” obtemos g,,,

g,uagzz/\glw = gW(Sf = Qxo, (A46)

e, inversamente, levantando ambos os indices de g,, obtemos g”.
Uma das fungoes fundamentais da métrica é definir a nogao de distancia entre

dois pontos em espagos nao-Euclidianos [I]
ds* = g, dz"dz”. (A.47)

Portanto, o tensor métrico obedece as seguintes propriedades [I]
1) g é simétrico (g = Guu);
2) O conceito de distancia é invariante sobre uma transformacgao de coordenadas
Oz Oz

22 I v o__
ds —gwdx dx _gw\_ﬁx/“ EI

dx'™dz" = g \dx"da* = ds® (A.48)

Dados dois vetores U e V| seu produto interno deve depender somente dos
vetores e nao do sistema de coordenadas no qual foram especificados [schaum|. Em outras
palavras, o produto interno de dois vetores deve ser um invariante. Sejam U = U* e
V = V*# vetores contravariantes. Com o auxilio da métrica podemos definir o produto
interno geral

U-V =g, UV =UV"F=U",. (A.49)

Da mesma forma para vetores covariantes, temos
uv.v=¢"0,V,=0,V*=U"V,. (A.50)

Logo, para realizar o produto interno de dois vetores de mesmo tipo, devemos levantar ou
abaixar o indice de um deles e ultilizar as regras 2 e 3 da secao anterior. Como exemplo,
vamos calcular o produtoe interno entre o quadri-vetores velocidade

datdot_ds?
dr dr  dr?

U-U=g, =1, (A.51)
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onde usamos dr? = —ds%. Como U - U é constante, temos
U
U-— =0 A.52
dr ( )

A.2.2 Conexao Afim

No capitulo 1 definimos o simbolo de Christoffel, ou conexao afim, e afirmamos
que este nao se trata de um tensor. Nesta se¢ao vamos mostrar como o simbolo de
Christoffel se transforma sob uma mudanca de coordenadas e verificar que ele nao é um

tensor [19]. Lembrando da defini¢do da conexao afim:

ot *y*

) =——"— A53
YT Oyt OxvOxC ( )
Mudando o sistema de coordenadas z# — x'*, obtemos
o oz OPy* _ oz 0z 0 [ Oy* OxP
Y Oyt Qxox'e  Jx® Oyt Oz’ \ OxP Ox'°
I\ « i 2.0 p K 2, 1
:835 ox® [ oy* 0°x +8$ ox" 0%y ' (A.54)
Ox® Oyt | OxP Ox™Ox'®  Ox'° Ox'v Qx 0xP
Rearranjando os termos e usando a identidade %% = 0;, obtemos
s Ox Ox Oxr . Ox §%a” (A55)

v Qx Q' dx'c P Qx da'vOx'T
O primeiro termo é o que se esperaria do comportamento de um tensor sob
uma transformacao de coordenadas, mas a existéncia do segundo termo nos diz que o

simbolo de Christoffel nao é realmente um tensor. Desejamos encontrar uma férmula

alternativa para o termo inomogéneo no simbolo de Christoffel. Para isso vamos derivar a

relacio 22292 — §X om relacdo a 2’ e encontrar [19]
s Oz Ox o s
oz &z~ Oaf dx™ 92" AEG
Oz dxdx'e  dxl Hx' dwrdr® (4.56)
Deste modo podemos reescrever a equagao ((A.55))
Ox'* Oz~ Ox” OxP dz® O™
M = o (A.57)

Oxe Ox' Oz'e P dg™ Ox'° OxPOTe
A.2.3 Derivada Covariante

Ao trabalhar com tensores muitas vezes desejamos deriva-los para obter alguma
equacao fisica. E desejavel que tais derivadas de tensores tenham comportamento tensorial,
mas isso nem sempre acontece [19]. Com efeito, dado um tensor contravariante V¢, cuja

transformacao de um conjunto de coordenadas x* para um conjunto de coordenada x™ é
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do tipo

ax/a
0zh

Se diferenciarmos V'® em relacao a ' obtemos

Ve = %G (A.58)

& (A.59)

ov'e 0z 0 8m’“v5 ~ 0x7 O™ ove N 0x® 0%z’
or™  0x 9z \ OxB 9™ 0xB Oxe Oz Oz OxB

. . . £
O primeiro termo corresponde ao que se esperaria se %‘;—,A fosse um tensor mas,

o segundo termo que é inomogéneo, faz com que essa derivada nao se comporte como um
tensor. Logo, precisamos redefinir a operagao derivada de maneira que a derivada de um

tensor gere um novo tensor. Isolando o termo inomogéneo da equagao (A.57)

0233/” o' . axlé or’"™
Oxrdz’  Oxm ™ Ozk Oxv O (4.60)
e substindo na equacao (A.59)), obtemos [21]
ov'e  9x° 9" VP ox'™ ox™ 0x" 0x°
_ . — ra VP A.61
9r™ 92" 0aP ozo T |:85L'T P 9xo Db ”7} Oz ( )
Lembrando que %ﬁ: g;”,A oy, ‘?;’/; V8 = V" e rearranjando os termos obtemos
8V’°‘ 0x° Ox'* [OV P
B T
ax/)\ V,’y ox'™ O0xP [axa + FUTV :| (A'62)

Segue imediatamente da equagao anterior que se definirmos a derivada covariante
de um tensor contravariante V# como
ovH
B poysT
Vi = FIoY + IV (A.63)
essa derivada serd também um tensor.

Podemos obter de maneira andloga a derivada covariante de um tensor covari-

ante. Para um vetor covariante V,, que se transforma da seguinte maneira

o0z’
V! = S P (A.64)
a derivada com relacio a 2 seréd
ov! 0%’ 0z8 0z OV
S = $ Vs + 2" 92" 0% (A.65)

ox™ — dzoxre P gzl gx Do
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Neste caso como temos

D" ox*_, 0x° 97 _,
ooz’ Ox = ' Dz O (4.66)
e a equagao (A.65)) se torna
av, Ox° 02° [OVs .
dx™ MV = Oz x'e L‘?x” a 5”‘/7} (A.67)

Deste modo, podemos definir a derivada covariante de um tensor covariante

como
A = % s WNE (A.68)
e a equagao nos garante que essa derivada gera um tensor.

Note que, uma vez que o simbolo de Christoffel é obtido das derivadas do tensor
métrico, este deve se anular para espacos cuja métrica é constante. Logo, no espago de
Minkowski a derivada parcial e a derivada covariante coincidem [19] [21].

Podemos estender a definigao de derivada covariante para um tensor mais geral

— H1H2..- b — THLIH2.. b i
T = Thakz-kn para obter um tensor Ty, = THik2!» da seguinte forma [21]

K12 . hn
12 i Viv2...Um M1 QU2 ... n M2 H1C...Un Hn H1p2...
Tl/lVQ...Vm;K/ - ax,{ + Fom Tulyg...ym + Fom Tulug...um + .o+ Fom quyg...l/m
_ V1 H1p2---Pn v2 oI 2. _ VUm L2 n
Pan Tal/g...l/m FanTula...um Fan Tu11/2...a <A69)

Podemos verificar algumas propriedades da derivada covariante [21] [19]. Dados
dois tensores arbitrarios de mesma ordem U e V e escalares a e b :
1) A derivada covariante de uma combinagcao linear de tensores é a combinagao linear das

derivadas covariantes

(CLU + bV);)\ = CLU;)\ + bV;)\; (A?O)

2) A derivada covariante do produto direto de dois tensores obedece a regra de Leibniz

(UV);A = (U;AV) + (UV;A); (A.71)

3) A derivada covariante de um tensor contraido é a contragao da derivada covariante

ouke our
Uﬁl)\ = (U5a>§)\ = al,a)\ + F/)J:V év/a = % + F';\LVUV' <A72)

Podemos notar que em espacos com métrica constante as propriedades 1 e 2
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recaem nas propriedades da derivada usual. Além disso, a derivada covariante da métrica

¢ sempre nula [19]. Com efeito,

Guvx = a I\ _F)\M Jov — Kygcr,u- (A?S)

Usando a definicao da métrica e derivando com relacao a x® obtemos

oG 0 oy oy’\ 029~ 8_yﬂ dy~ 02yP
o Oz lf oxt Oz ) Tlf Oz Ozt Oz Tof ozt Ox Oz
dz® 8y5 dz® 8y5

naBFAud T Ouv + Nagp )\ud T Oph’ (A.74)

Onde na ultima igualdade usamos %F = agi 4> de acordo com a defini¢ao do stmbolo
de Christoffel dada no capitulo 1. Assim

69 v o o

a M)\ = )\,ugm/ + F)\ng',UJ <A75)

e concluimos que o resultado a equagao ((A.73) é zero e o mesmo vale para g". Portanto, a
métrica é constante perante a derivada covariante e vemos que as operagoes levantamento

e abaixamento de indices comutam com a derivada covariante

(guuvu);A - guu(‘/j) = VV;)\
( WV) W(Vu;/\) = V,K

(A.76)

Portanto, as equagoes obtidas na auseéncia de gravidade podem ser reescritas
na presenca de campos gravitacionais apenas substituindo 7, por g, e a derivada usual
pela derivada covariante e o principio da covariancia geral nos garantird que as equagoes

obtidas seram verdadeiras [19] [20].

A.2.4 Propriedades Algébricas do Tensor de Riemann

No capitulo 1, definimos o tensor curvatura ou tensor de Riemann R/M, de

segundo tipo como sendo

ory, or,
ng = a;/ 8:15 + rgurgy — rgurga (A.77)

Iremos demonstrar que R}, é um tensor. Para tanto, devemos lembrar de como a conexao
afim se comporta sob uma transformagao de coordenadas. Da equacao (A.57) podemos

isolar o termo inomogéneo da transformacao do simbolo de Christoffel e obter a equagao

A.60 [19]
an/n axm 85(}/5 ax/»y
— rr — e, A.
Ozrdxr  Ox7 M Ozk Ozv O (A-78)
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Vamos derivar a tltima equacao em relacao a x” e obter
/
O%a’ O, Oz’ 0x' 02 OT'Y,

a3x/n B anm FT N B
Orrortdxy  OxPdx™ ™ QxrdxT OxP ozt Oxv OxP Ox"
2,10 Iy 16 2.1y
%2 Ox ox" 0%z } (A.79)

o [8:)3/’833“ dzv Ozt Qxrdx” |

Utilizando a equacao (A.78)), obtemos

af

P &v'” o 0z Oz ox'= o', B 0z 9z Oz O
OxrOrrdxr 0x® T Qzr Ox7 Ox™ OxP Ozt Ozv OxzP Ox"
o0x'” 9x'% _ s o (0 0z 0z,
: ) (6xT Fow = dzr WFGQ)] '

oxH

e | 02 8x’5F5 B
ox™ P*  OxP Ozt

(A.80)

Organizando os termos comuns e alterando alguns indices, ficamos com
o 8‘7;/5 am/’y ax/n arg F/ F/K _ F/o‘ N
Ox# Ox¥ OxP \ Oz m

16 16
O T gxu rgy) . (A.81)

asxm _axm 8I‘5 L F5
OxPOrtdxr  Ox® (9959 pvepr
e 0T (83:’5FT N

Y g \ Oz M Oz

Agora vamos subtrair da equacgao anterior a mesma equacao com indices p e v trocados

[19]

Oz’ Oz’ D" (8F 81“577 —To T + T T )

_ axm 8F6 a 6 ‘l‘FT F6 FT F5
T 020\ Oxe Qv M eT T | Han Qxv Qxe \ Oz Oz
(A.82)

Se multiplicarmos por gaff; gj,ﬁ gx,i obteremos
or'ys oy o P e oxt Ox”
oz ozP of " " ba o = ox'® Ox'8 Oz’ Oxfd

pvs pt

oxr 8x”
(A.83)

K 0 1
Oxr Oz’ (81“”” Oy LT _rrpFiT>

Deste modo obtivemos a seguinte regra de transformacao

Oxt Oz¥ OxP O™ s (A.84)

pvp?

/K

aBX T Gy §aB dr™ Oxd

demonstrando assim que RW , ¢ um tensor
é o tensor de Riemann de segundo tipo e fazendo a operacao

Na verdade, RWU
abaixamento de indice obtemos o tensor de Riemann de primeiro tipo [21]

R)\uup - gé)\wap <A85)

Agora, queremos escrever explicitamente a relacao entre Ry, e a métrica g,
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Usando a equagao ([2.48)), obtemos [19]

R)xuup :EQ(SA@ g Gun,v + Gunw — Guum - 596/\ Ozv g Gun,p + Gonu — Gpun

+ gsx [FT -1, ] (A.86)

puvs pT pup vt

Usaremos a seguinte relacao

0 ) dg°" dGgsx
- (57] - my — on L JoA
0= 75200 = 559000 = gr > + 9" 52
agén ) ag(”\ & o o
= g5 P =—9g n_axf’ =—9g n[Fp(sg,\d + Fp7905]> (A.87)

onde na tultima igualdade usamos a equagao (A.75). Entao a equacao (A.86) se torna

1 o o 1)
Rywp = 552(9/”7,140 + Gunup — Guvmp) — Lpsdrs + 190511,

1 o o 1 1 T S T
- §5Z(lew + Gongw — Gou) + L5900 + FV)\gO'lS]FMp + Gra {FW oo — Lol sl

(A.88)
Apos cancelarmos alguns termos, obtemos
1 g ag
R)\HVP - §(gu)\,up = Guvhp = GpA v + gPH,AV) + Yos [FV)\F;SLp - Fp)\rfw]‘ <A89)

Diretamente da equacao acima podemos verificar as seguintes propriedades do
tensor de Riemann [19] [21]

1) Simetria na troca do primeiro par de indices com o segundo:
Rywp = Rupa; (A.90)
2) Anti-simetria na troca de dois indices do primeiro ou do segundo par:
R)\,ul/p = _R,u)\up = _R)\upl/ = R,u)\pl/; (A~91)
3) Ciclicidade nos trés dltimos indices:
Rywp + Ryppw + Ryvpp = 0. (A.92)

Da propriedade 2 concluimos que termos como R)y),, ou Ry, (sem soma em A ou v)
sao nulos. Além disso, para os seguintes casos, supondo que cada indice varie de 1 até
n, temos (sem soma nos indices repetidos)[21] i) Para Ry,x,, A | ¢ temos n(n —1)/2
componentes independentes e nao-nulos; ii) Para Ry, pt | v, temos n(n — 1)(n —2)/2

componentes independentes e nao-nulos; iii) Para Ry, temos n(n —1)(n —2)(n — 3)/12
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componentes independentes e nao-nulos. Somando todos esses termos concluimos que
o tensor de Riemann possui n?(n? — 1)/12 componentes independentes. Logo, para um
espaco de 4 dimensoes, por exemplo, temos 20 componentes independes!

A partir da definigao do tensor de Riemann, obtivemos o tensor de Ricci, que é

um tensor simétrico [19], pois

R,ua = g)\VR/\/,wcr = g)\VRucr)\,u = R)\ Ra‘u~ <A93)

oA =

Podemos ver que o tensor de Ricci possui 10 componentes independentes num espaco de 4
dimensoes. Além disso, devido a anti-simetria do tensor de Riemann, vemos que esta é a

unica forma de obter um tensor de segunda ordem nao nulo a partir do tensor de Riemann

211.
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APENDICE B - CALCULO DOS COEFICIENTES DE BOGOLIUBOV

Este apéndice destina-se ao calculo dos coeficientes de Bogoliubov. Por sim-
plicidade, consideraremos um campo escalar nao massivo e utilizaremos a geometria de
Schwarzschild. A frequéncia positiva estd relacionada com os modos emergentes u e a
frequéncia negativa esta relacionada aos modos incidentes v, definidos no capitulo 3. Para
frequéncias positivas, o campo escalar que satisfaz a equacao de Klein-Gordon tem o

seguinte comportamento [3§]
B, ~ e, (B.1)

Lembrando da transformacao (3.14)), obtemos, a partir do parametro afim U da regiao

emergente

U= —2rin(~U) = —~In(~U), (B.2)

K

€ O calmnpo escalar se torna
D, ~ XM, (B.3)

Na regiao dos modos incidentes, o parametro afim nao serd V, pois este foi

definido na regiao r > ry, mas sim v. Deste modo, temos

By, ~ exp (%ln(—v)), (B.4)

para v < 0. Para v > 0, os raios de luz incidentes cruza o horizonte de eventos futuro e

portanto, nao alcanca um observador externo. Portanto,

0, sev > 0;
exp(*2in(—v)), sev < 0;

Tomando a transformada de Fourier, obtemos

. too 0 iw
P, = / e P, = / exp <iw’v + —ln(—v))dv. (B.6)

o0 —0o0 K

Podemos mostrar que [3§]
B, (—w') = — exp (%) B, (). (B.7)

Com efeito, para w’' > 0, podemos utilizar o eixo imaginario e escrever v = ix,
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obtendo
P, (W) = —i /+OO exp ( —w'r + %wln(xe”ﬂ))dx
, 0 W too , tw
= —iexp (%) /0 exp ( —w'r + ;ln(x))dm (B.8)
Para ' < 0, utilizaremos v = —ix

~ ’ . oo / w in/2
O, (—w') =1 exp | W + —In(ze™?) |dx
0 K

_ +o0 :
= jexp ( 27:.}) / exp (a/x + 2%ln(m))dac, (B.9)
0

e obtemos com isso, a relagao (B.7). Com isso, podemos identificar os coeficientes de

Bogoliubov da seguinte forma (para w’ > 0):
Q! = (I;w(w/)a
B = Oy (—w') = —exp (_—M>(I;w(w') (B.10)
K

Portanto,

—27w;
|5ij|2 = exp ( - )laij’2- (B.11)

A partir da tltima relacdo e de (4.27)), obtemos [14]

1
> 1847 = Py (B.12)
i



[1]
2]

[7]

8]
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