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RESUMO

Grafeno, uma monocamada de atomos de carbono arranjadas em uma rede honeycomb,
tem se tornado um topico de estudo intenso nos ultimos anos e é considerado um candidato
promissor para aplicacoes em dispositivos eletronicos devido a sua estrutura de bandas
eletronica tnica. Tal material bidimensional (2D) é um semicondutor de gap nulo, exi-
bindo uma relacao de dispersao linear, onde os portadores de carga se comportam como
férmions de Dirac sem massa, para baixas energias. Neste trabalho, investigamos com
o modelo continuo de Dirac os estados eletronicos do grafeno na presenga de um campo
magnético uniforme perpedicular e considerando o efeito de potenciais unidimensionais
dependentes da posicao. Mostramos que os niveis de Landau diferem dos obtidos resol-
vendo a equacao de Schrodinger para particulas livres, apresentando uma dependéncia
com a raiz quadrada do campo magnético, ao invés de linear como o gés de elétrons 2D.
Ao considerar duas formas diferentes de potenciais, tais como uniforme e periddico, calcu-
lamos a relagao de dispersao e a dependéncia com o campo magnético destes sistemas na
presenca de um campo magnético externo. Nossa solucao é obtida fazendo uma expansao
das componentes do pseudo-espinor (fungoes de onda para cada sub-rede) em termos dos
polinomios de Hermite e construindo uma equagao de autovalores cujos autovalores nos
dao a relagao de dispersao do sistema.

Palavras-chave: Niveis de Landau. Grafeno. Modelo Continuo de Dirac. Carbono.
Método de Ligacao Forte.



ABSTRACT

Graphene, a monolayer of carbon atoms arranged in a honeycomb lattice, has become a
topic of intensive study in recent years and considered a promising candidates for electronic
device applications due its unique electronic band structure. Such two-dimensional (2D)
material is a zero gap semiconductor, exhibiting a linear energy dispersion, where charge
carriers behave as massless Dirac fermions for low energies. In the present work, we
investigate within the Dirac continuum model the electronic states of graphene in the
presence of a perpendicular uniform magnetic field and by considering the effect of different
position-dependent one-dimensional potential. We show that the Landau levels differ from
those ones obtained by solving the Schrodinger equation for free particles, presenting a
square root dependence on magnetic field, instead of being equally spaced as in 2D electron
gas. By considering two different shapes of potentials, such as uniform and periodic, we
calculate the energy dispersion and magnetic field dependence of those systems in the
presence of an external magnetic field. Our solution is performed by using an expansion
of the pseudospinor components (wavefunctions for each sub-lattice) in terms of Hermite
polynomials and by constructing an eigenvalue equation in which the eigenvalues gives us
the energy dispersion.

Keywords: Landau Levels. Graphene. Dirac Continuum Model. Carbon. Tight-Binding
Method.
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1 INTRODUCAO

O estudo de novos materiais tem impulsionado o desenvolvimento de tecnolo-
gias relacionadas a eletronica. Com o advento da mecanica quantica e da fisica do estado
solido, adquirimos um conhecimento a respeito dos materiais em nivel microscépico e mo-
lecular, com o qual podemos entender suas propriedades e até mesmo manipula-las afim
de construir dispositivos eletronicos com as caracteristicas que se deseja. Sem duvidas, o
elemento quimico mais usado na fabricacao de dispositvos eletronicos é o silicio devido ao
fato de ser um semicondutoxEl (o qual pode-se mais facilmente controlar o fluxo de corrente
em seu interior), a sua abundancia (pois é simplesmente encontrado em areia comum) e a
relativa facilidade de purifica-lo para um uso eficaz em dispositivos. Contudo, nas tltimas
décadas tém aumentado o interesse no estudo de materiais baseados em carbono. Isto se
deve as descobertas de nanoestruturas como os fulerenos, os nanontubos de carbono e,
em especial, o material que serd o objeto de estudo deste trabalho, o grafeno. O grafeno

¢ um material de carbono formado por uma tnica camada de atomos de carbono, como

é mostrado na Figura

YOO

D S i

Figura 1 — Arranjo cristalino do grafeno.[I]

Antes de falarmos sobre o grafeno, suas propriedades e aplicagoes é interessante

nos voltarmos, primeiramente, ao estudo dos atomos de carbono.

!Semicondutores sao materiais cujas propriedades de conducio elétrica sdo intermedidrias as dos isolan-
tes e dos condutores. Uma discussao mais detalhada pode ser encontrada no Capitulo 28 da Referéncia [2].
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1.1 O atomo de carbono

O carbono é o sexto elemento da tabela periédica. O seu a&tomo possui, por-
tanto, 6 prétons, 6 elétrons e A néutrons, onde A = 6 e 7 constitue os isétopos estaveis
120 e 13C, respectivamente, e A = 8 constitue o isétopo radioativo *C, usado na datacao
histérica de fésseis. B responsavel pela existéncia de varios materiais. Entre estes pode-
mos mencionar todos os compostos organicos, os quais formam a base da vida em nosso
planeta, e também muitos outros sélidos cristalinos.

Certamente, o carbono é um dos elementos mais versateis da natureza, po-
dendo combinar-se com outros atomos para formar ligagoes que resultam em diversos tipos
de compostos. No estado fundamental, a configuracao eletronica do carbonoEL 15225%2p2,
¢ vista como tendo dois elétrons mais internos (1s), também chamados de elétrons de
micleoEL os quais estao fortemente ligados ao ntcleo, nao participando da formacao de
ligagoes quimicas e quatro elétrons mais externos (2s e 2p), também chamados de elétrons
de valéncia, que podem participar da formacao de ligagdes. Até aqui, temos que os dois
orbitais p semi-ocupados leva-nos a concluir que o atomo de carbono forma apenas duas
ligacoes em seu estado fundamental. Verifica-se, porém, que na presencga de outros dtomos
é energeticamente favoravel formar um estado excitado promovendo um de seus elétrons
2s ao orbital 2p que se encontra vazio, resultando em quatro orbitais (um orbital 2s e
trés orbitais 2p) semi-preenchidos que podem, eventualmente, formar ligagdes com dtomos
vizinhos.

Quando dois dtomos se ligam eles adquirem maior estabilidade (ou seja, com
energia mais baixa), o que significa que eles liberam energia para o meio ao fazer essa
ligacao. Dessa forma, o d&tomo procura maximizar o nimero de orbitais semi-preenchidos
para obter um maior numero de ligagoes possiveis de forma a minimizar a energia total
do sistema, desde que nao tenha um alto custo energético. Por exemplo, no dtomo de
carbono a diferenga de energia entre os orbitais 2p e 2s é de aproximadamente 4 eV (veja
a Figura|2)) e esta quantidade de energia é pequena comparada com a energia das ligagoes
quimicas, verificando assim que é mais favoravel energeticamente excitar um elétron 2s
para um orbital 2p que se encontra desocupada.

De acordo com a Teoria do Orbital Molecular[4], 5], a formacao de um orbital

2Esta representacdo de orbitais atomicos é conhecida como notacio espectroscépica. O primeiro
nimero € o numero quantico principal n, a letra que segue indica o nimero quantico de momento angular
orbital I, com s, p, d, f, g, h correspondendo & [ = 0,1,2,3,4,5. O surgimento dessa notagao veio
de observagoes empiricas antes do desenvolvimento da mecanica quantica. As letras s, p, d e f s@o
as primeiras letras dos adjetivos sharp, principal, dif fuse e fundamental, respectivamente. Letras
correspondendo a valores mais altos de [ seguem a ordem alfabética.[3]

3Em inglés: core electrons
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Figura 2 — Configuragao eletronica do atomo de carbono no estado fundamental
(esquerda) e para um estado excitado (direita), o qual possui uma energia de ~ 4 eV
acima do estado fundamental. [0]

molecular pode ser vista como o Overlapﬂ dos orbitais atomicos (isto é, das fungoes de
onda)ﬂ de elétrons provenientes de atomos vizinhos. Esta superposicao de funcgoes de
onda esta relacionada com a formacao de ligagoes quimicas do tipo covalentdﬂ. Desse
modo, quanto maior o overlap mais forte é a ligagao e maior é a energia liberada. Com
isso, torna-se necessario que ele seja maximo. Isto é possivel se os orbitais atomicos
estiverem situados em direcoes nas quais as funcgoes de onda tém valores maximos na
regiao da superposicao. Além disso, ao aproximar atomos para a formacao de moléculas
(via superposicao de orbitas atomicos), obtemos niveis de energia moleculares que quando
comparados com os niveis dos atomos isolados tém um nivel mais baixo (estado ligante)
e outro mais alto (estado antiligante |

Para ter uma ideia qualitativa de como sao os orbitais atomicos do atomo de
carbono, vamos relembrar que as fungoes de onda sao solugoes da equacgao de Schrodin-
ger [9] para o d&tomo de carbono que supomos ter um potencial V'(r), que é central. Dessa
forma, o problema é resolver a equagcao

h?

— %VQ +V(r)|¢ = Eg, (1.1)

4Do inglés: superposicio

®Neste texto serdo tratados como sinonimos os termos: estado, funcio de onda e orbital. O segundo
é uma funcao que descreve, matematicamente, o primeiro; e o terceiro é uma representacao grafica do
segundo, ou seja, uma regiao onde é possivel encontrar o elétron no dtomo.

6Uma discussao um pouco mais detalhada sobre ligacoes covalentes é encontrada no capitulo 5 da
referéncia [7].

"Para uma explicacdo um pouco mais detalhada e bastante simples consulte o capitulo 3 da re-
feréncia [§]
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onde m ¢é a massa do elétron. Vemos que a Eq. pode ser resolvida pelo método
de separagao de varidveis fazendo ¢um(r) = Ru(r)Y;™(0,¢), em que Y;™(0,¢) sdo os
harmonicos esféricosﬂ Sera analisado apenas o formato dos orbitais para um valor fixo de r
de forma que ndo nos preocuparemos com a parte radial de ¢, (r). Para visualizar os trés
orbitais p semi-preenchidos denotaremos eles por 2p,, 2p, e 2p,. Como temos seis elétrons,
sO precisamos nos preocupar com orbitais s e p que correspondem a [ = 0,1. Quando [
= 0 o unico valor possivel do nimero quantico magnético ¢ m = 0 e, consequentemente,
para um 7r fixo, temos uma funcao de onda real e constante que representaremos por
Ins) = Ruo(r)YP(0,0) = \/%ERHO(T). O caso com [ = 1 permite m = -1,0,1, produzindo
os estados|11]

Inp.) = R (r)Y(0, ¢) = \/%Rm(r) cos 6, (1.2)

3 .
’”pﬁ = Ry (T)Yiﬂw, ¢) =+ anl(T) senfe™"?. (1-3)

Para obtermos os orbitais p,(,) reais fazemos as seguintes combinacoes lineares com os

estados |npy)
= ! =1/ 3 R 0 1.4
|7”lpz> E(]anr) — |np,>) 4— nl(r) Sene cos ¢, ( . )

i

nps) = (inp) -+ Inp-)) = @m senfl seng. (L5)

A primeira vista, esta escolha dos orbitais p,(,) parece ser um tanto arbitraria. E, de fato,
ela é. A justificativa para isso se deve ao fato de que a escolha dos eixos para visualizar

os orbitais também é arbitraria (veja a Figura [3)).

| /w " o \ g
e =
v Pz

5 p, p.

Figura 3 — Forma dos orbitais s e p.[12]

Além da excitgao de um elétron 2s para um estado (orbital) 2p, quando esta

8Para mais detalhes sobre a solucio da equacio de Schrodinger veja o capitulo 4 da referéncia [7] e
para um melhor esclarecimento acerca dos harménicos esféricos veja a referéncia [10]
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préximo de outros atomos, os estados 2s e 2p se misturamﬂ de modo a aumentar o overlap
com os orbitais dos elétrons de atomos vizinhos, tornando as ligacoes mais fortes. Esta
mistura de estados é chamada de hibridizacao, e a mistura de um estado 2s com n estados
2p é uma hibridizagao sp™ [13]. Vamos agora discutir brevemente sobre os trés tipos de

hibridizacoes mais simples no 4tomo de carbono: sp, sp? e sp®.

1.1.1 Hibridizagoes no atomo de carbono
Hibridizacao sp

Na hibridizacao sp, uma combinacao linear do orbital 2s com um dos orbitais
2p (2p,, por exemplo) é formada. Temos, dessa forma, dois orbitais hibridos sp, denotados
por |sp.) e |spy) que sdo escritos da forma:

SPa) = C1|28) + Co |2ps)
|spa) = c1]25) + €2 |2pa) (16)

|spp) = ¢3125) + ¢4 |2ps) ,
onde os coeficientes ¢; sao constantes. Estes orbitais hibridos tém a mesma geometria,
diferindo somente de suas orientagoes espaciais[I3]. Uma vez que a forma depende somente
das quantidades relativas dos estados |2s) e |2p) na superposicao, e todos os estados s
possuem simetria esférica, é necessario que ¢; = c3. Usando estes argumentos de simetria,
as condigoes de ortonormalidade (sp;|sp;) = d;j, com i,j = a, b e §;; sendo a delta de
Kronecker, e a ortonormalidade entre os orbitais |2s) e |2p,), obtemos as seguintes relagoes

entre os coeficientes ¢;:

cic3 + cocy = 0, c% + cg =1, 7)
c§+ci:1, c1 = Cs. .
A solucio de (L.7) é ¢y = ¢y = c5 = 1/v/2 e ¢y = —1/v/2, tal que:
spn) = 75 1251+ 120) )
SPa) = —f= S P) |
V2 (1.8)

) =5 (129) = 20} ).

Uma visdo esquematica destes orbitais é mostrada na Figura[d] onde os sinais das fungoes
de onda estao indicados. O orbital |sp,) é alongado no diregao = > 0, enquanto |spy) é
alongado na diregao x < 0. Assim, quando os orbitais de a&tomos vizinhos estao ao longo
da direcao x suas fungoes de onda tém um maior overlap com os orbitais hibridos do que

que teriam com um orbital |2p,) puro. O acetileno (H — C = C' — H) é uma molécula

9Matematicamente falando, essa “mistura” é nada mais do que uma combinacio linear dos orbitais
puros s e p.
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Figura 4 — Forma dos orbitais da hibridizacao sp.[14]

linear tipica que satisfaz este arranjo de orbitais.
Hibridizacao sp?

Na hibridizacdo sp?, dois orbitais 2p e um 2s sdo superpostos para originar

trés estados sp*:

|spa) = c1[2s) + ¢ [2p.) + ¢35 12py)
‘SP§> = ¢4 |25) + ¢5(2p2) + c6 |2py) (1.9)
|sp2) = cr |25) + cs |2pa) + co |2py) -

Novamente, é requerido que as funcoes de onda sejam equivalentes, o que significa que
um pode se transformar no outro através de rotacoes em torno do eixo z. Entao, temos
c1 = ¢4 = c7. Além disso, podemos escolher os eixos de forma que o orbital |sp?) seja
simétrico em relagao ao plano xz. Dessa forma, temos que c¢3 = 0. Com isso, da mesma

forma que fizemos para a hibridizacao sp, obtemos o sistema de equagoes abaixo:

a+ci=1, 3+ cacs = 0,
i+ reg=1, 2+ eaes = 0, (1.10)
A+t =1, ¢+ cscs + cocy = 0

que nos leva aos orbitais sp*:

1 2
‘Sp(21> = % |2S> + \/;|2p$> )

|spi) = % |25) — % 12p.) + % 2p,) (1.11)

L I B
‘Spc>_\/§|2> \/6|2p96> \/§|2py>'
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Afim de verificar uma importante propriedade destes orbitais recordemos que

o operador de rotacao R,(ar) = e~ #*L=[I1], onde L, = 2 6‘1 é a componente z do operador

momento angular, realiza uma rotagao de um angulo a em torno do eixo z. Para efe-
tuar rotacoes nos orbitais utilizando este operador vale lembrar algumas propriedades de

fungoes de operadores. Seja a equacao de autovalores para um operador A:
All,m) = X|l,m) . (1.12)
Sendo f uma funcao que possui uma série de Taylor, entao segue a identidade

FA) [ m) = f(N) |L,m) (1.13)

que pode ser facilmente demonstrada fazendo uma expansao em série de Taylor de f(A) e

depois usando a Eq. (1.12)[I1]. Com o uso do resultado conhecido da mecanica quantica:
L, |l,m) = mh|l,m), e utilizando a Eq. (1.13)), com A = L., obtemod!"]
e 7= |25) = |25)
nol: 12p,) = cosa |2p,) + sena|2py) , (1.14)
nals 12p,) = —sena |2p,) + cosa |2p,) .

Ao aplicar operador de rotagao nos orbitais hibridos |sp?) e |sp?), e fazendo a = 27/3

observamos que

(1.15)

revelando que, na hibridizacao sp?, os orbitais hibridos sao rotacionados de 120° uma em
relacao a outra, o que faz com que as ligagoes quimicas adquiram uma simetria triangular
no plano xy (veja a Figura |5)). Entre os materiais em que os dtomos de carbono possuem

este tipo de hibridizagao estao a molécula de etileno (CoHy), o grafite e o grafeno.
Hibridizacao sp3

A hibridizacao sp? ocorre quando o orbital 2s e os trés 2p sao superpostos para formar os

0Lembrando que, para o} estado \25} m = 0, e para os estados |2px(y)> (com!l=1em=-1,1)

utilizamos as Equacoes (|1.4) e
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z z z
y y y
W
\‘} X = X X
/‘ -
1
s Px Py
z z z z
]
y y y 120 y
+
~ _ X = X = X 9 x'* —X
/ /

Figura 5 — Forma dos orbitais da hibridizacao sp®.[15]

orbitais hibridos

|spa) = c1[28) + c2[2ps) + 3 |2py) +ca |2p2)
|spi) = ¢5[25) + ¢ |2pa) + c712py) + cs |2p2)
|SP§> = ¢9 |25) + c10 |2ps) + 11 [2py) + €12 [2p2)
|5P3> = c13|25) + 14 |2ps) + €15 2py) + c16|2p2) -

(1.16)

Mais uma vez é requerido que os orbitais tenha a mesma forma, tal que ¢; = ¢5 = ¢g = ¢13.
Vamos assumir que a diregao do orbital |sp?) é ao longo da diagonal de um cubo com um
vértice na origem, ou seja, ao longo do vetor (1,1,1) com um atomo de carbono no centro
(veja a Figura @ Dessa forma devemos ter ¢o = ¢3 = ¢4 = ¢. Definimos o parametro «
= max|sp3), ou seja, é o valor maximo do primeiro dos orbitais de El Como para r
fixo, a nossa base, isto é, os orbitais 2s e 2p tem comportamento apenas oscilatorio nos
angulos, sendo seu valor méximo determinado pelas suas respectivas amplitudes (veja as
Equagoes - ) Com isso, concluimos que o valor maximo de [sp3) s6 pode ser
a soma de todas as amplitudes envolvidas, isto é, & = ¢; + 3c. Conforme foi discutido
anteriormente, o overlap dos orbitais 2s e 2p deve ser maximo, de tal forma que o primeiro
orbial de deve ter valor maximo nessa escolha de eixos. Utilizando as condigoes de
ortonormalidade dos orbitais, obtemos que ¢ = 4/ 1_36%, e dessa forma o = ¢; +/3(1 — ¢3)

[16, 17]. Maximizando « como fungao de ¢, ou seja, fazendo da/de; = 0, obtemos

a=2ec =c= As outras constantes sao encontradas aplicando as condicoes de

1
3

1Veja, por exemplo, o Capitulo 1 das Referéncias [16].
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ortonormalidade da mesma forma que as hibridizacoes anteriores. Desse modo, chegamos

aos orbitais sp?:

1 1 1 1
|sp)) = 3 |2s) + 3 12pe) + 3 12py) + 3 2p.) ,

1 1 1 1
|spy) = 3 |25) — 5 12p2) — 3 2py) + 5 12p.) , w1

1 1 1 1
3\ __
[s2) = 5 128) = 5 [2pa) + 5 |2py) = 5 12P2)
1 1 1 1
[spa) = 5 128) + 5 [2p2) — 5 [2py) — 5 12P2) -

Os orbitais |sp}), |sp?) e |sp3) apontam nas diregoes (-1,-1,1), (-1,1,-1) e (1,-1,-1), respec-
tivamente, mostrando que os orbitais sp® sao arranjados em linhas juntando o centro de
um tetraedro regular aos seu vértices. O angulo entre dois orbitais ¢ de aproximadamente
109°30".[4]

Este tipo de hibridizacao é responsavel pela forma estrutural do diamante e é

também encontrado na molécula de metano (C'Hy).

(b)

(-1,1,-1)

(1,-1,-1)

Figura 6 — (a) Direcoes das ligagoes sp®. (b) Ligagoes quimicas na estrutura do
diamante. Imagem adaptada de Referéncia [16].

Vimos que a superposicao de orbitais atomicos resulta em ligacoes Covalenteﬂ
que sao consideradas ligacoes fortes em relagao a outros tipos. No processo de hibridizacao
sao formados duas classes de ligacoes covalentes. Os orbitais que participam do processo
de hibridizagao formam as chamadas ligacdes o, que sao bem localizadas e nao possuem

plano nodal no eixo entre os nicleos atomicos (veja a Figura[7)). Dessa forma, as ligagoes

12 A ligacao metdlica é outro tipo que decorre da superposicio das funcoes de onda atoémicas de dtomos
vizinhos, porém ocorre somente entre dois metais, como o nome sugere.
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o sao muito fortes, sendo responsaveis pela coesao das estruturas moleculares, na qual
ela estd presente. Ja os orbitais puros (que nao participam da hibridizacao) formam
as ligagoes m, que sao deslocalizadas pela estrutura da molécula (ou do sélido) e sdo
fracas, em comparacao com as ligacoes o. As ligagdes m tém um papel muito importante
no transporte eletronico dos materiais nos quais ela esta presente. Estes dois tipos de
ligacoes sao formados pela superposicao construtiva dos orbitais, isto é, pelas regides com
mesmo sinal da fun¢ao de onda. Além destas, temos as superposicoes destrutivas que dao

origem as antiligacoes o* e 7", que possuem energia mais alta.

o0 00— -@-

o
. + . QD &
VD 0@ 0 D
Figura 7 — Orbitais o e ¢*. As cores indicam os sinais das func¢oes de onda.

0.9 A/ P

% £ - .

b6 4.0

9. 8N
0 0 =

b1

Figura 8 — Orbitais m e m*. As cores indicam os sinais das fung¢oes de onda.

1.2 Materiais e nanoestruturas de carbono

Devido as formas de hibridizacao que ocorrem no atomo de carbono, este
tem uma grande flexibilidade na formacao de ligagoes. Isto se reflete na capacidade
que o carbono tem de formar estruturas com apenas atomos de carbonos em diferentes
arranjos chamados aldtropos. As propriedades fisicas destas estruturas sao, em grande

parte, resultado da dimensionalidade dos arranjos. Entre estes, o grafeno desempenha
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um papel importante, uma vez que ele é a base para o entendimento das propriedades
eletronicas de outros alotropos. Entre os alétropos do carbono podemos citar o diamante,
o fullereno, os nanotubos de carbono, o grafite e a nanoestrutura abordada neste trabalho,

o grafeno.

Figura 9 — O grafeno (superior esquerdo) é uma rede do tipo honeycomb. O grafite
(superior direito) pode ser visto como um empilhamento de camadas de grafeno. O
nanotubo de carbono (inferior esquerdo) pode ser visto como uma folha de grafeno
enrolada de forma cilindrica. O fulereno (inferior direito) é visto como a introducao de
uma curvatura positiva no grafeno, que é feita com a introducao de pentagonos e
fechando o arranjo. [18]

A estrutura cristalina do diamante foi discutida na secao anterior. Possui uma
baixa condutividade elétrica (devido & auséncia de orbitais m na hibridizagdo sp?), alta
condutividade térmica, altamente transparente a luz visivel e é um dos materiais com
uma das maiores durezas ja conhecidos.

Uma nova forma de carbono molecular, os chamados fulerenos[19] 20}, 21, 22],
descoberta em 1985, devido aos estudos do astroquimico inglés Harold Kroto que inves-
tigava sobre sintese de cadeias de carbono no meio interestelar. O nome foi dado em
homenagem ao escritor e arquiteto estadunidense Buckminster Fuller. O tipo mais co-
mum, o Cgy, contém 60 atomos de carbono e tem o formato semelhante ao de uma bola
de futebol com 20 hexagonos e 12 pentagonos, os quais permitem uma superficie esférica.
A descoberta dos fulerenos rendeu o prémio Nobel de quimica em 1996 a Kroto, Smalley
e Curl.

Outras nanoestruturas interessantes sao os nanotubos de carbono, que foram
produzidos em 1991 pelo pesquisador japonés Sumio lijima[23] e que tém sido objeto de

estudo desde o inicio da década de 90. Sua estrutura pode ser vista como sendo folhas de
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grafeno enroladas em formato cilindrico (veja a Figura E[)

O grafite, um alétropo tridimensional do carbono, se tornou amplamente co-
nhecido apés a invengao do lapis em 1564, e sua utilidade como um instrumento de escrever
vem do fato de que o grafite é feito através do empilhamento de camadas de grafeno que
sao fracamente ligadas por for¢as de van der Waals[18]. Portanto, quando passamos um
lapis em uma folha de papel estamos arrancando essas camadas de grafeno e depositando-
as na folha, devido as fracas ligagoes entre essas camadas. Um estudo tedrico sobre o

grafite foi feito por Wallace[24], o qual usou o grafeno como ponto de partida.
1.3 O surgimento e os aspectos gerais do grafeno

Embora o grafeno seja a base para os estudos de outras estruturas de carbono
e seja produzido toda vez que alguém escreve com um lapis, foi somente em outubro de
2004 que o grupo liderado pelos fisicos russos Andre K. Geim e Konstantin S. Novoselov,
da universidade de Manchester, conseguiram isolar uma tinica camada de grafeno[25]. Tal
feito rendeu-lhes o prémio Nobel de 2010.

O método usado pelo grupo de Manchester é surpreendentemente simples e é
conhecido como clivagem micromecanica ou, simplesmente, método da “fita adesiva”. Este
método consiste no uso de fita adesiva comum para a clivagem, isto €, esfoliacao de blocos
de grafite pirolitico altamente orientadoE. Isto faz com que as fracas ligacoes de van der
Waals entre as camadas do grafite sejam desfeitas, e com isso, vao sendo depositadas em
algum tipo de substratﬂ (veja a Figura . Esse método consegue realizar amostras de
alta qualidade. No entanto, tem a desvantagem de estar limitado a amostras de dezenas
de micrometros e de nao ser um método aplicavel em escala industrial. Uma alternativa a
esse método corresponde a deposicao quimica a vapor (CVD)E. Esse método permite que
se obtenha amostras de grafeno com alto grau de pureza e com comprimentos que chegam
a ordem de milimetros. Um problema surge, no entanto, devido a existéncia de defeitos
na amostra obtida através desse processo, o que modifica as propriedades eletronicas do
grafeno formado. Apesar disso, foram obtidas maneiras de contornar este problemal26].

A obtencao em laboratério de um material bidimensionalm foi, em principio,

uma grande surpresa. Até entdo, acreditava-se que nao era possivel a sua obtencao isolada

I3Diferencia-se do grafite comum por apresentar poucas irregularidades ou defeitos no ordenamento das
suas camadas. E obtido por meio da pirdlise, processo pelo qual as substancias organicas sao decompostas
por aquecimento.

4 Normalmente formados por Si/SiOs.

15Gigla em inglés para Chemical Vapor Deposition.

160s materiais bidimensionais sdo aqueles formados por uma tnica camada de materiais lamelares,
aqueles formados por varias camadas. O grafite é um exemplo de material lamelar. Uma caracteristica
interessante destes dltimos é a capacidade de exfoliagao em poucas camadas.
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Figura 10 — A técnica de clivagem micromecanica (método da “fita adesiva”) para
producao de grafeno. Na parte de cima da figura vemos a fita adesiva sendo usada para
esfolear algumas camadas de grafite. Na parte de baixo da figura vemos que as camadas
retiradas sendo pressionadas contra um substrato. Algumas camadas ficam sobre o
substrato sempre que removemos a fita adesiva. [32]

em laboratério. Esta conclusao se deve aos estudos de Landau[27] e Peierls[28] (poste-
riormente estendido por Mermin[29], Wagner[30] e Hohenberg[31]) no qual afirmava que
cristais estritamente bidimensionais (2D) eram termodinamicamente instaveis e nao po-
deriam existir. A temperatura de fusdao desses materiais decresce rapidamente com o
decréscimo da espessura, fazendo com que esses materiais muito finos se quebrem em
estruturas menores. Entretanto, a existéncia do grafeno se sustenta no fato de que as
ligacoes carbono-carbono (ligagoes o) sao fortes e pequenas o suficiente, de forma que as
flutuagdes térmicas (que ocorrem em qualquer sistema cristalino a temperatura diferente
de zero) nao sejam o suficiente para desestabilizar o material mesmo a temperatura am-
biente. Como essas estruturas 2D sao extraidas de materiais 3D, as fortes ligacoes o sao
mantidas, nao havendo a possibilidade de quebra.

Apesar das tentativas de se estudar o grafeno datarem de 1859[33], foi somente
com sua producao em laboratorio, em 2004, que cresceu rapidamente o interesse dos
pesquisadores em estudéd-lo. Com sua producao em laboratério os cientistas comecaram a
investigar a respeito de outros possiveis materiais bidimensionais[34]. Entre eles podemos
citar o nitreto de boro (BN), o siliceno, o germaneno, o estaneno, e uma classe de materiais
chamada de dicalcogénios de metais de transi¢ao como o dissulfeto de molibidénio (MoS,)
e o seleneto de niébio (NbSey).

O interesse dos cientistas em pesquisas sobre grafeno se deve, em grande parte,
as suas propriedades fisicas e efeitos que ocorrem unicamente neste material. Foram ob-

servadas algumas propriedades eletronicas, mecanicas, 6ticas e térmicas bastante interes-
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20 (um

1 um

Figura 11 — Filmes finos de grafeno. (A) Fotografia de uma multicamada relativamente
larga de grafeno com espessura ~ 3 nm no topo de uma pastilha de éxido de silicio
(Si05). (B) Imagem de microscopia de for¢a atomica (AFM) de uma area de 2 um por 2
pm préximo a uma borda. Cores: marrom escuro, superficie de SiOs; Laranja, 3 nm de
altura acima da superficie de SiOq. (C) Imagem de AFM de uma monocamada de
grafeno. Cores: marrom escuro, superficie de SiOg; marrom-avermelhado (drea central),
0,8 nm de altura acima; marrom-amarelado (canto inferior esquerdo), 1,2 nm acima;
laranja (canto superior esquerdo), 2,5 nm acima. (D) Imagem de microscopia de
escaneamento de um dispositivo preparado experimentalmente. (E) Visao esquemética
do dispositivo em (D). [25]

santes.

Uma tnica folha de grafeno exibe uma excelente qualidade eletronica. Valo-
res medidos da mobilidade eletronica u ultrapassam 15.000 cm? /Vs mesmo em condigoes
ambientes[25], 34]. Além disso, as mobilidades observadas dependem fracamente da tem-
peratura 7T, significando que p a 300 K é determinado, em sua maior parte, pelas impure-
zas do material e, portanto, pode ser melhorada significantemente, talvez até ~ 100.000
cm?/Vs[35]. De fato, experimentos obtiveram mobilidades maiores do que 200.000 cm? /Vs
a temperatura ambiente[36], que excede os valores de p em outros semicondutores. Dessa
forma, o grafeno é um excelente condutor de eletricidade. Observa-se também a pre-
senga de um efeito ambipolar de campo elétrico[25], que consiste na mudanga do tipo
de portadores de cargas devido a mudanca de uma voltagem aplicada. Outra propri-
edade eletronica interessante é a existéncia de uma condutividade minima diferente de
zero (/2 4e?/h) mesmo quando a concentracdo de portadores de carga tende a zeromm.

Mais forte que o ago, o grafeno apresenta uma alta resisténcia a tensoes

"Em um semicondutor a férmula da condutividade é dada por: o = neue + pepn, onde n (p) é a
concentracao de elétrons (buracos), e é a carga do elétron e p. (1) é a mobilidade eletrénica do elétron

(buraco).[38]
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mecanicas e foi verificado como sendo um dos materiais mais fortes encontrados na na-
tureza. Medidas foram feitas em uma monocamada de grafeno[39] as quais comprovam
tal caracteristica. Apesar de sua resisténcia, este material é bastante flexivel e de baixa
densidade (=~ 0.77 mg/m?).

Apesar de ter a espessura de apenas um atomo, o grafeno absorve uma fragao
da luz que incide sobre ele. No limite do infravermelho, a porcentegem de absorcao medida
éde ma ~ 2,3 % (onde o = €2 /Ic é a constante de estrutura fina), e as corregoes para esta
medida na faixa do visivel do espectro sao menores que 3 %[40, 411, [42]. Tal coeficiente de
absorcao significante torna possivel ver o grafeno sem o uso de um microscopio. Assim,
podemos observar (literalmente) uma constante fundamental & olho nu[32].

O grafeno também possui propriedades térmicas interessantes. Sua conduti-
vidade térmica é dominada pelos fénonﬂ e possui valores medidos de aproximadamente
5000 W/mK. O cobre & temperatura ambiente tem uma condutividade térmica de 401
W/mK. Assim o grafeno conduz calor 10 vezes mais do que o cobre[43]. Também foram
feitas medidas de seu calor especifico indiretamente & partir do grafite[44].

Com todas essa propriedades bastante interessantes, muitas aplicacoes tec-
noldgicas em diversas dreas foram propostas. Entre elas podemos citar os transistores[45],
os fotodetectores[46], os sensores de gds[d7], as células solares[48], os displays de cristal
liquido[48], os touch screens[48], os dispositivos eletronicos/optoeletronicos flexiveis[49] e
os filtros de purificacao de agua[0].

Além de toda a aplicagao pratica, o grafeno também se tornou alvo de estudos
puramente académicos. Devido a sua estrutura eletronica peculiar (que serd explicada
no préximo capitulo), foram observados diversos efeitos que foram previstos em mecanica
quantica relativistica. Como sera mostrado posteriormente, os portadores de carga no
grafeno se comportam como se fossem particulas relativisticas sem massa. Temos entao,
um sistema de baixas energias (o grafeno) imitando o comportamento de sistemas de
altas energias e, dessa forma, tornou-se possivel realizar experimentos de altas energias,
que necessitariam de laboratérios gigantescos, com apenas uma pequena amostra de gra-
feno. Além destes, existem também fenomenos no grafeno que, normalmente, sé seriam
possiveis de serem observados a baixas temperaturas em outros materiais (como o efeito
Hall quantico, por exemplo). Estes e alguns outros fenémenos serao posteriormente ex-
plicados.

Além desta introducao geral, sera feita no Capitulo [2 uma discussao a respeito

das ferramentas necessarias para obtermos o Hamiltoniano de uma folha infinita de gra-

I8 A energia de vibracio dos dtomos da rede cristalina é quantizada. O quantum dessa energia é
representado por uma quasiparticula chamada de fonon.
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feno, com o qual iremos calcular a relacao de dispersao e comentar a respeito de outros
aspectos deste material.

Em seguida, sera feita uma aproximacgao para baixas energias que se mostrara
bastante 1til, pois com essa aproximagcao se extrai bastante informacao de natureza fisica e
ajudara a elaborar modelos a fim de explicar alguns efeitos observados experimentalmente.

Sera mostrado como incluir a presenga de um campo magnético na equagao de
Schrodinger independente do tempo e na equagao dos portadores de carga no grafeno, de
forma a obter seus niveis de energia.

Este trabalho tem como objetivo explicar um método que extende o que foi
feito para um campo magnético uniforme de tal maneira que possamos incluir a presenca
de um potencial unidimensional que depende da posi¢ao. Sera obtida a relacao de dis-
persao e a dependéncia da energia com o campo magnético. Ilustraremos o método no
Capitulo [3| utilizando um potencial uniforme (diferente de zero) e um potencial periodico
(senoidal). Sera feita uma discussao qualitativa a respeito dos resultados.

Finalmente, no Capitulo[4]ser4 feita uma pequena conclusao comentando sobre
as vantagens e desvantagens do método, e algumas perspectivas dos resultados que podem

ser acrescentados.
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2 MODELO TEORICO

Antes de discutirmos sobre a teoria geral do grafeno, iremos introduzir o for-
malismo de segunda quantizacao através do qual obteremos o seu Hamiltoniano. Serd
feita apenas uma breve introducao mostrando os resultados necessarios deste formalismo
para a construgao do Hamiltoniano. Conceitos como o da simetria de permutacoes e o
de particulas indistinguiveis nao serao discutidos neste texto. Para mais detalhes sobre
o formalismo de segunda quantizacao veja as referéncias [51, 53 52]. Tendo obtido o
Hamiltoniano, podemos calcular sua relacao de dispersao, que é uma expressao da forma
E = E(k), onde E é a energia e k é o nimero de onda. Sua importancia se encontra
na determinacao (pelo menos qualitativa) das propriedades eletronicas dos materiais. Em
um curso introdutério de fisica do estado sélido vemos que a relacao de dispersao é crucial
para determinar se um material é condutor, isolante ou semicondutorﬂ Posteriormente,
serd feita uma introdugao ao modelo tight-bindingﬂ e, finalmente, serd abordado a teoria

geral para uma monocamada de grafeno.

2.1 Formalismo de segunda quantizagao

A extensao da mecanica quantica para um sistema de N particulas é feita con-
siderando que a fungao de onda é uma func¢ao complexa W(ry, ra, ..., rx) = (r1,ro, ..., rx|¥)
no espaco de Hilbert de N particulas HY = HOH ® - - -®7—[ Para os nossos objetivos, é
suficiente considerar que as N particulas sao idénticas, como é para o caso de N elétrons
em um solido.

Uma abordagem diferente, que simplifica o controle sobre os estados de muitas
particulas, reexamina a maneira segundo a qual definimos um vetor de estado |¥). Esta

abordagem ¢ conhecida como segunda quantizac¢ao[52], onde sua formulagao é baseada na
T

algebra de certos operadores escada a; e a; e na representacao de um estado de muitas

particulas em funcao dos niimeros de ocupagao, que serao discutidos em breveﬁ

Veja, por exemplo, os capitulos referentes & estrutura de bandas nas referéncias [2] [8].

2Do inglés: ligacao forte.

3A operagdo ® é chamada de produto tensorial (ou produto direto). Um elemento de H” é um ket
expandido da forma [AMAg - Any) = [A1) ® [A2) ® -+ - ® [An) ou, simplesmente, [A1)|As) - |An).

40 termo “segunda quantizacdo”é um tanto infeliz, pois indica uma nova teoria de quantizacio. His-
toricamente, esta terminologia foi motivada pela observacao de que a algebra desses operadores escada
adota uma interpretacao de transicoes entre estados como se fossem processos discretos e instantaneos
(portanto, quantizados). Fundamentalmente, ndo hé duas teorias de quantizagao e sim uma nova repre-
sentacdo matemadtica para lidar com sistemas de muitas particulas. [53]
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2.1.1 Representacao de niimeros de ocupagao

Seja um estado de muitas particulas definido como
|n1,n2,...,ni,...>, (21)

onde os n; especificam o numero de particulas no estado com autovalor \; de algum
operador. Apesar de estudarmos o mesmo problema fisico, esta nova representacao esta
definida nao mais no espaco de Hilbert H”, mas no chamado espaco de Fock F = Fy @
FidFo--- E] onde F; é o espago de Fock com capacidade para ¢ particulas.

Uma palavra de precaugao neste ponto. Nossa notagao de espago de Fock (ou
espago de numeros de “ocupagao”) para os vetores de estado parte de um importante
pressuposto: que realmente existe uma base de estados nao interagentes. Se podemos
ou nao, partindo desta hipdtese, construir uma teoria autoconsistente que descreva de
maneira precisa a natureza, é algo que s6 pode ser testado através de experimentos[52].

O ponto de partida da teoria de muitos corpos no espaco de Fock é o estado

de vacuo ou, simplesmente, vacuo
0,0, ...,0,...) = 0), (2.2)

para o qual nao ha particulas em qualquer um dos estados de particula tnica e que esta
situado no espaco Fy. O vacuo é, por definicao, um estado normalizado.

Para construir um estado de muitas particulas vamos, primeiramente, definir
o operador de criacao aj» que aumenta em um o numero de particulas em um estado com

autovalor \;, ou seja

aj N1, ngy ey Mgy o) X [0y, Mgy ey + 100 (2.3)

T

Postula-se que a agao do operador a; no vacuo é a de criar um estado de particula tnica

normalizado, isto é

al |0) = |\). (2.4)
Isto nos leva a escrever

L= (\lAs) = [(0] (a])'][a |0)]
= (0] [(a})'al [0)] = (O] (a])T s,

(3 K3

(2.5)

e definindo (a])! = a;, obtemos
a;|A;) =10}, (2.6)

50 sfmbolo @ denota a soma direta de espacos vetoriais.



31

de modo que o operador a; “aniquila”uma particula no estado com autovalor \;. Dessa
forma, obtemos o chamado operador de aniquilagao. Temos os seguintes postulados para

o operador de aniquilagao:

a; |ny, Mgy ooy Mgy o) O |09, M9y sy — 1000) (2.7)
a; |0) =0, (2.8)
a;[A\j) =0 sei#j. (2.9)

Certamente, nenhuma particula é criada ou aniquilada no sistema fisico. Isto se trata
apenas de uma interpretagao para a ocupagao de uma particula em um dado estado |\;).

O ato de permutar duas particulas, uma pela outra, pode ser melhor entendido
colocando-se a primeira particula no estado |\;) e a segunda no estado |);) e depois com-
parando o que acontece quando revertemos a ordem segundo a qual estes foram ocupados.
Isto é, esperamos que para um estado de duas particulas:

alal |0) = £ala] |0), (2.10)

L)

onde o sinal +(—) é para bdsons (férmions). Dessa forma, somos levados a

[a;r,a;r-] =0 (Bdsons), (2.11)
{ai,a}} =0 (Férmions), (2.12)

onde fizemos uso do anticomutador {A, B} = AB + BA. Basta tomarmos o adjunto

destas equacoes para obtermos

la;,a;] =0 (Bésons), (2.13)
{a;,a;} =0 (Férmions). (2.14)

Observe que o principio da exclusao de Pauli é automaticamente incorporado nesse for-

malismo, uma vez que a Eq. (2.14]) implica que (para o mesmo estado temos: i = j)
T_

a}ai = 0, mostrando ser impossivel duas particulas ocuparem o mesmo estado |\;).

Pode ser mostrado também que

[@i,aﬂ =0,; (Bdsons), (2.15)

{ai,aT} = 0;; (Férmions), (2.16)

J

e além destas expressoes, temos também a expressao abaixo que vale tanto para bdsons
quanto para férmions:

ala; In;) =n;|n;) (2.17)
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onde denotamos |0,0,...,n;,...) = |n;). Vemos que o operador aIai conta o numero de
particulas que estao no estado |n;). Portanto, o nimero total de particulas idénticas é

dado por

_ E T
N = a; a;, (218)
i
onde o somatério se estende sobre todos os estados acessiveis ao sistema em questao.

2.1.2 Operadores em segunda quantizagao

Suponha que estados |\;) de particula tinica sdo autoestados de algum operador
K de particula inica. Por operador de particula tnica entenda como um operador que é
definido para uma tnica particula. Para um operador de potencial de interagao V;;, por
exemplo, precisamos identificar sobre quais particulas i e j ele atua, sendo portanto um
operador de duas particulas, e nao um de particula inica. Em algum estado de muitas

particulas
|\I/> = |TL1,TLQ,...7TLZ‘,...>, (219)

esperamos que o autovalor de um operador K de muitas particulas seja a soma de todos

os autovalores do operador K para todas as particulas, ou seja,

Um operador desta forma é dito ser aditivo. Exemplos incluem o momento e a energia
cinética.
E necesséario saber como efetuamos uma mudanca de base nesse formalismo.

Se usarmos a relagao de fechamento . [v;) (vj| = 1 para escrever
Ay =D i) (wilha), (2.21)
J
entao, faz sentido postular que

al = " al (| \) (2.22)

J

que implica em
a; = Zaj </\l‘l/]> y (223)
J
t
j
Com estas especificagoes, agir sobre o viacuo na Eq.(2.2) com a expressao da Eq.(2.22)
obtemos a Eq.({2.21]), mostrando assim a consisténcia do postulado acima.

onde os operadores a; e a; criam e aniquilam particulas nos estados de uma particula |v;).

Efetua-se uma mudanca de base no nosso operador de muitas particulas usando
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as Eqs. (2:22) e (2:23):
K= Z)\Z b X)) (Nilvn) an
Z anz Wil Ai) A i)
—Za an (U {Z)\ A (
—Za an (U] [KZM }m)

} " (2.24)

e, portanto,

K = Zalnan (V| K ) - (2.25)

m,n

Esta forma geral é apropriada para escrever qualquer operador aditivo de uma
particula no formalismo de segunda quantizagao. Desde que nao haja interagao entre as
particulas, poderiamos escrever, por exemplo, o Hamiltoniano dos elétrons em um sélido

cristalino, o que serd considerado posteriormente.
2.2 O método de ligagao forte (tight-binding)

Consideremos, em principio, que os N atomos que constituem o sélido estejam
bem afastados de modo que as func¢oes de onda dos elétrons sejam os proprios orbitais
atomicos ¢,, dos atomos isolados. Os orbitais atomicos obedegem a equacgao de Schrodinger

para um unico atomo
Hun(r) = €,0,(r), (2.26)

onde €, é o n-ésimo nivel de energia em um &tomo isolado, H,; é o Hamiltoniano so-
mente com o potencial atomico e os orbitais satisfazem a condi¢cao de ortonormalidade
(¢ (1)| (1)) = . A medida que esses dtomos se aproximam para formar o cristal, os
orbitais atomicos comegam a se superpor e, devido isso, os niveis de energia se “abrem”em
bandas de energia como mostra a Figura (12

Para alguns orbitais atomicos ¢,, (cuja extensao espacial é comparavel ou maior
do que o parametro de rede), a superposigao entre orbitais de dtomos vizinhos é grande
o suficiente para que a funcao de onda de um elétron seja bem diferente do respectivo
orbital atomico. Porém, existem orbitais em que a superposicao é muito pequena, de
modo que a fungao de onda de um elétron localizado préximo a um dos atomos da rede
se assemelha bastante com o respectivo orbital atomico em que este se encontra. Como

exemplo veja a Figura [13| para um sistema com dois atomos de sédio.
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Bandas com N niveis de energia

Nivieis atomicos degenerados

S—

PE——

Distancia entre os atomos

Figura 12 — Aparigao de bandas de energia quando a distancia entre os atomos vai
diminuindo. Para uma rede infinita, cada banda forma um continuo de energia.[54].

Podemos assumir que o Hamiltoniano cristalino H é dado por
H = H, + AU, (2.27)

onde AU ¢ a diferenga entre o potencial real da rede cristalina e o potencial de um dtomo
isolado. Exigimos que, para um dado orbital atomico, AU — 0 a medida em que o elétron
se aproxima de um atomo da rede.

Para um sistema com um potencial periédico (como é o caso de um sélido

cristalino) a fungao de onda de um elétron obedece ao teorema de Bloch:
U (r + Ry) = e*BRiw,, (v), (2.28)

onde R; ¢ um vetor de translagao da rede no espaco rea]ﬂ n é o indice do orbital e k é
o vetor de onda no espaco reciproco. Este resultado foi obtido em 1928 pelo fisico suico
Felix Bloch[55].

Como os orbitais atomicos sao localizados nos sitios atomicos, um unico orbital

nao satisfaz a periodicidade exigida pelo teorema de Bloch. Para contornar este problema

60 vetor R; também ¢é chamado de vetor da rede de Bravais. Para mais detalhes veja a referéncia [2].
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n Na|[ls?, 252, 2p5,35"] m

Figura 13 — Funcgoes de onda radiais calculadas para os niveis do sédio atomico,
colocados em um gréfico sobre dois nticleos separados pela distancia do vizinho mais
préximo no sédio metdlico, 3,7 A. As curvas sélidas sao rW(r) para os niveis 1s, 2s e 3s.
A curva pontilhada é para o niveis 2p. Observe que as curvas do nivel 3s superpoem-se
extensivamente, as curvas dos niveis 2s e 2p superpoem-se apenas um pouco € as curvas
do nivel 1s praticamente nao tém superposicao [2].

consideramos que a funcao de onda é uma combinacao linear da formam
ank<r) =A Z eik‘Rj ¢n<r - Rj)>
J

onde A é uma constante de normalizacao e o somatério se estende a todos os N sitios
atomicos. Esta aproximagao consiste no método de ligagao forte (ou tight-binding, em
inglés). Como as fungoes de onda sdo aproximadamente os orbitais atdomicos, o elétron
pode ser visto como se estivesse “fortemente ligado aos atomos da rede”, por isso o nome
do método. Para encontrar o valor de A fazemos a normalizacao e usamos o fato de que

os orbitais de diferentes sitios atomicos possuem uma superposigao desprezivel (para a

"Para ver que VU, (r) satisfaz o teorema de Bloch veja a referéncia [2].
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condicao de ortonormalidade (¢, (r — R;)|¢,(r — Rj)) = §;;7 seja satisfeita):
(i) () = A3 3 e (g (v = Ryl — Ry1)
i 7
_p2 Z Z ¢k Ry Ry 5
j 7
=AY 1
J
= A’°N =1,
mostrando que A = 1/ VN, Portanto, temos que

V(1) = \/LN Z e*Rig, (r — R;). (2.29)

As fungoes ¢,, que tém o papel de fungoes de onda atomicas sao conhecidas
como fungoes de Wannier. Essas funcoes de Wannier podem ser definidas para qualquer
banda (qualquer indice n), independentemente de estarem bem descritas pela aproximagao
de ligagao forte. Mas se a banda nao for uma banda de ligagao forte, as fun¢oes de Wannier
terao pouca semelhanca com qualquer das fungoes de onda para o dtomo isolado.[2]

Tendo em vista as Eqgs. (2.22)) e (2.23), identificamos a Eq. (2.29) como uma

espécie de mudanca de base das funcoes de onda para os orbitais atomicos, com

(00 = Ry () = e (2:30)

Da mesma forma, podemos fazer a transformacao inversa para escrever os orbitais atomicos

como uma combinagao linear das func¢oes de onda do elétron com diferentes vetores de

onda k:
Gn(r = Ry) =D (Tpe(r)|dn(r — Ry)) rue(r),

Kk
e, sabendo que os coeficientes da expansao acima sao o complexo conjugado da Eq. (2.30)),

obtemos

Gu(r — Ry) = JLN Xk: e W (r). (2.31)

.. ~ . 1R
Por outro lado, ao multiplicarmos a equacao acima por e’ ®i e somarmos sobre todos os

vetores R;, temos

Z e*Rig,(r—Ry) = \/LN Z Z e TR (r).
ko

J
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De modo a manter a Eq. (2.29)) valida, devemos ter satisfeita a seguinte relagao

D e OR = Ny, (2.32)
j
que sera 1til posteriormente.
Traduzindo o que foi discutido sobre o formalismo de segunda quantizagao
para o contexto do método de ligacao forte vemos que, como as fungoes de Wannier sao

bem localizadas nos sitios atomicos, elas podem ser escritas como um operador de criacao

T

a; (que “cria’uma particula no sftio R;) atuando no estado de vécuo:

[én(r — Ry)) = a} |0). (2.33)

Similarmente a Eq.(2.31]), podemos concluir que a férmula da mudanga de base para as

fungdes de Wannier pode ser escrita como

1 .
T Z —ik-R; T 2.34
a; = —=— e a, (2.34)
VN ”

que é normalmente chamada de transformada de Fourier do operador de criacao. A partir

disto, obtemos também a transformada de Fourier do operador de aniquilacao:

1 kR,
a; = —— e qy. 2.35
J \/N; k ( )

Seguindo a mesma linha de raciocinio, a partir da Eq. (2.25) (com m,n — i,j),

obtemos o Hamiltoniano no formalismo de segunda quantizagéoﬂ

H=—- Ztijaz% (236)
1]
onde t;; = — (¢n(r — R;)| H |¢n(r — R;)) s@o as integrais de transferéncia ou, como serd

denominado neste texto, t;; ¢ o parametro de hoppz'ngﬂ, o qual serve como uma espécie
de medida da probabilidade que elétron possui de ser transportado do sitio atomico i
para o sitio atomico j, isto é, o hopping entre sitios atomicos pode ser entendido como
uma espécie de tunelamento, o qual s6 existe se as funcoes de onda desses niveis atomicos
possuirem algum overlap. Portanto, no contexto da aproximacao tight-binding, exige-se
que o overlap entre fun¢oes de onda de diferentes sitios atomicos seja muito pequeno mas

nao nulo, pois se o fosse nao haveria transporte de elétrons entre diferentes sitios atomicos.

80s somatdrios em i e em j se estendem & todos os sitios da rede.
9Do inglés: pular, saltar.
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2.3 Estrutura cristalina do grafeno

Para um estudo puramente teérico do grafeno, é conveniente imagina-lo como
atomos de carbono periodicamente arranjados em um rede plana e infinita, e que sao
ligados através da hibridizacao sp?, a qual foi descrita na Subsecao m Dos quatro
orbitais de valéncia do dtomo de carbono (2s, 2p,, 2p, e 2p,, onde z é a direcdo perpen-
dicular ao plano), os orbitais (s,p,,p,) se combinam para formar os orbitais sp®. Todos
os orbitais sp? formam as ligagoes o (ligante) e o* (antiligante). As ligagoes o sao for-
tes ligacoes covalentes e sao responsaveis pela estabilidade e as propriedades elasticas do
grafeno. O orbital p, restante é perpendicular ao do plano do grafeno e as ligacoes o,
como é mostrado na Figura (a). A partir da interacao dos orbitais p, vizinhos, orbitais
7 (ligante) e 7* (antiligante) sdo formados. Os orbitais 7 sdo deslocalizados sobre todo o
grafeno e predominam na determinacao das propriedades eletronicas. As ligacoes o e o*
sao separadas por um gap de energia de ~ 12 eV, enquanto que as ligagoes 7 e 7* estao
situadas na vizinhanca do nivel de Fermi (Er) e produzem as bandas de valéncia e de
conducgao. Por esse motivo que as ligagoes o sao frequentemente desprezadas no estudo

das propriedades eletronicas do grafeno em torno da energia de Fermi.

(a) (b)
E (eV)
B
o o
+12
+8
c
[ -—— - EF
-4
-8

Figura 14 — Orbitais de valéncia dos d4tomos de carbono no grafeno. (a) Os trés orbitais
o e o orbital p,, que é perpendicular ao plano do grafeno. (b) Energias das ligagoes 7
(7*) e o (0*). Imagem adaptada de [56].

Os atomos de carbono no grafeno formam um arranjo do tipo honeycomb, o
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qual nio constitui uma rede de Bravaid 'l Porém, pode ser considerada como duas
subredes triangulares A e B (ambas redes de Bravais) e, deste modo, a célula unitaria é
composta por dois atomos de carbono vizinhos pertencentes a subredes diferentes, como

mostrado na Figura [15]

fo 3/ Yo S/
////////// fo 3/ o oY/

Figura 15 — A esquerda: célula unitaria representada pelos pontos pretos e cercada por
losangos. A direita: os dois atomos das subredes A (azul) e B (amarelo).[57]

Tomando como origem um atomo da sub-rede B, por exemplo, podemos utilizar
argumentos simples de geometria plana para determinar os vetores primitivos da rede de

Bravais em uma base cartesiana. Suas coordenadas sao dadas por (veja a Figura
a a
=50, V3), ay = (3, —V/3), (2.37)

onde a ~ 1.42 A ¢ a distancia carbono-carbono[I8]. Os vetores &; (com I=1,2,3) sio os
vetores dos primeiros vizinhos de um dado atomo de carbono, como mostrados na Figura
e sao dados por:

81 = 3(1, V3), 8y = g(l, —V3), 85 =—a(1,0). (2.38)

Usando a condicao a; - b; = 279;;, os vetores da rede reciproca sao obtidos:

77

=R = (1L VA) (2:39)

Vemos que a primeira zona de Brillouin tem um formato hexagonal e é construida a partir
do método da célula de Wigner-Seitz da rede reciprocd?} De todos os seus seis vértices,

apenas dois nao sao equivalentes (os outros podem ser escritos como um destes dois mais

10A razdo para este arranjo nio ser denominado hexagonal se deve ao fato de que redes hexagonais sao
formadas por dtomos em cada um dos vértices de um hexagono mais um atomo adicional em seu centro.
As redes hexagonais constituem uma rede de Bravais.

"Para uma discussdo detalhada, veja a referéncia [2]

12Note que a forma hexagonal da zona de Brillouin é uma consequéncia da rede de Bravais triangular
de uma subrede particular. Este fato nao esta conectado com o formato hexagonal do arranjo dos dtomos
no grafeno, os quais formam uma base de dois dtomos (A e B) por célula unitdria. Esta dltima informagao
nao entra na definicao de zona de Brillouin.
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um vetor da rede reciproca). Estes dois pontos especiais sao denotados por K e K'. Outro
ponto de alta simetria é o ponto M mostrado na Figura[l6] As posi¢oes desses trés pontos

no espaco dos momentos sao dadas por

2 2 2 2 2
K: (_ﬂ-) T )7 K/: (_7-[-7_ T )7 M: (_ﬂ-?O) (240)
3a’ 3v/3a 3a’  3v/3a 3a

A importancia destes trés pontos sera mostrada posteriormente.

Figura 16 — A esquerda: rede honeycomb com suas respectivas subredes A e B. A
direita: primeira zona de Brillouin do grafeno.[18]

2.4 Estrutura de bandas do grafeno

Vemos na Figura que os orbitais p, sao localizados nos sitios atomicos e,
desta forma, é uma boa aproximacao aplicar o método tight-binding ao grafeno para estes

orbitais. Para isso vamos, primeiramente, separar os termos do Hamiltoniano da Eq.

(2.36]) em somatoérios com i = j, j =i ei # j:

_ § ' T T T
H = — tijaiaj — tiiaiai — tjjajaj,

2 ( J

(i#7)
onde os dois ultimos termos criam e aniquilam um elétron no mesmo sitio. Levando
em consideragao a Eq. (2.17) vemos que estes termos apenas acrescentam uma energia
constante em um dado sitio (chamada as vezes de energia on-site). Considerando que a
rede s6 possui atomos de carbono, estes dois ultimos termos sao numericamente iguais e,
dessa forma, podemos definir o nivel zero de energia como aquele ao qual os dois ltimos

termos da expressao acima sao nulos. Levando em conta que a soma se estende a todos
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os sitios podemos fazer uma nova separacao de termos no Hamiltoniano da forma

H=- Z(tija;raj + tjia;ai).

irj

(i#7)
Em uma primeira aproximacao, vamos considerar apenas o hopping entre os primeiros
sftios vizinhos de modo que o valor de t;; é igual em toda rede (devido ao fato de sé haver
atomos de carbono). Portanto, o parametro de hopping nao depende dos indices 7 e j e,
com isso, podemos denotar t;; = ¢, onde t ~ 2,97 eV[16]|E. Conforme ja foi visto na sec¢ao
anterior, cada atomo da subrede A é cercado por trés atomos da subrede B e vice-versa.
Com isso em mente, vamos denotar que os sitios i sao da subrede A e os sitios j sao da
subrede B, e que a; = b; (para que possamos facilmente identificar os operados que atuam

em cada subrede). Finalmente, obtemos o Hamiltoniano tight-binding para o grafeno
H=—t) (alb; +bla;), (2.41)
2

onde os somatdrios se estendem somente aos primeiros vizinhos.
Para encontrar a relacao de dispersao devemos fazer uma transformada de
Fourier para passar para o espago dos vetores de onda através das Eqs. (2.34) e ([2.35))

(vélidas para as duas subredes). Com isso, temos

H = _Nzg;(e (kR;—k RJ)CLLbk/ 4 ik Ri—k RJ)bL,ak).
1] ,

Da Figura [16{ vemos que R; — R; = 6;, e substituindo na expressao acima, obtemos

]_ —i(k— AW . ]- i(k— "\ R . *
H=—t) {N<Z€ ( k)R’>9(k)aLbkf+N(Z€(k k)R])g (k)bﬂfak},

k k' J J
onde g(k) = >, e~*% [M Usando a Eq. (2-32), temos que

H=—t) (g9(k)alb + g"(K)bla).

O elétron com um vetor de onda k = (k, k,) pode ocupar qualquer uma das subredes do
grafeno. Uma func¢ao de onda geral no espaco dos vetores de onda pode ser escrita como

uma combinacao linear da forma

|y) = (Aal + Bbl)|0), (2.42)

13Vemos, portanto, que t é real, mostrando que ti; = tjs.
MPor vezes, a funcio g(k) é chamada de fator de estrutura do cristal [58].
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onde os coeficientes A e B estao relacionados com a amplitude de probabilidade nas
subredes A e B, respectivamente. Vamos agora inserir a fungao de onda da Eq. (2.42)) na
equagao de Schrodinger

H|U) = E|T), (2.43)

onde

o) =3 0.

k

Tendo feito isso, utilizamos as relagoes das Eqgs. (2.8), (2.16) e (2.17) (lembrando que

temos n = 1 elétron no estado p,) para obter (para um dado k)
—t(g” (k) Abj, + g(k) Bay) [0) = E(Aaj, + Bb}) |0).
Igualando os coeficientes de aL e bL chegamos a um sistema de equagoes dado por

—tg*(k)A=FEB
—tg(k)B = EA,

que, escrevendo na forma matricial, obtemos

< 0 _tg(k)) <A>:E(k)<A>. (2.44)
“tg*(k) 0 B B

Dessa forma, para obter a relacao de dispersao basta resolver a equacgao de autovalores

acima. Ao fazer isso, chegamos a
Ex(k) = +t|g(k)]. (2.45)

Substituindo na expressao de g(k) os vetores §; dados na Eq. (2.38)) chegamos a relagao

de dispersao do grafeno

Ei(k)==+t,[3+ 2(308(\/§k’ya) + 4 cos (?kw) cos <gkma>, (2.46)

onde o sinal de — (+) se refere a banda de energia do estado 7 (7*). Dessa forma, vemos
que a energia de Fermi Ep é igual a zero.E| Com isto, somente a parte inferior do gréfico
(banda de valéncia) se encontra ocupada por elétrons, enquanto que a parte superior
(banda de condugdo) se encontra desocupada.

Ao observar o grafico da Figura vemos que existe uma simetria elétron-

buracom, ou seja, uma simetria em relacao ao plano £ = 0. Outra observagao notével é

15sto se deve ao fato da escolha para energia on-site igual & zero.
16Um buraco pode ser visto como uma vacancia (auséncia de elétron) no cristal. Este tipo de portador
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Figura 17 — Bandas de energia do grafeno.[59]

que nas proximidades dos vértices da primeira zona de Brillouin e baixas energias a relagao
de dispersao formam cones que se tocam nos vértices da primeira zona de Brillouin (pontos
K e K'). Estes sao os cones de Dirac, e os pontos K e K’ sio chamados de pontos de

Dirad”] A razdo para os nomes ficard mais clara na préxima secio.
2.5 O modelo continuo de Dirac

O aspecto conico da relagao de dispersao na Figura sugere um compor-
tamento peculiar dos elétrons com vetores de onda préximos ao pontos de Dirac e em
baixas energias no grafeno (em outras palavras, préximo ao nivel de Fermi). Isto porque
um cone é o grafico de uma relagao de dispersao linear da forma: F = «a|k|, onde o é uma
constante. Este é o caso do féton (E = ¢|p|). Esse fato leva-nos a concluir que os elétrons
em baixas energias no grafeno se comportam como quasi—particulaﬂ ultra—relativisticaﬂ.
Tendo isto em mente, vamos fazer uma expansao em série de Taylor do fator de estru-

tura em torno dos pontos de Diraﬂ Consideremos que k = Q + q, onde Q = K. K' e

se comporta como se possuisse uma carga positiva.

"Devido & forma do gréfico da relacdo de dispersio préxima dos pontos K e K’, estes sio frequente-
mente chamados de vales.

180 termo quasi-particula é dado & particulas ficticias cuja dindmica é regida por um modelo efe-
tivo. Entre os exemplos de quasi-particulas podemos citar os fonons, os elétrons e os buracos em um
semicondutor e os plasmons.

YRecorde a expressao para a energia relativistica: E? = p%c? + m2c*. O termo ultra-relativistico é
usado para particulas onde p?c? >> m2c?, o que leva & uma relacio de dispersio linear.

20Pela, Figura isto nos assegura que estamos no regime de baixas energias. A aproximacao que serd
feita a seguir descreve a dinamica dos elétrons com boa precisdo para energias menores que do 1 eV.
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q = (¢s,qy) é um vetor de onda com médulo muito pequeno tal que |q| << |K| ~ 1/a, de
acordo a Eq. . Vemos que |gq|la << 1 e, com isso, podemos enxergar o sistema como
um cristal com parametro de rede a tao minusculo que boa parte da informacgao granular
que o material possui foi perdida. Dessa forma, o grafeno nesta aproximacao pode ser
visto como uma folha continua justificando, assim, o nome do modelo. A expansao de

Taylor em duas dimensoes para g(k) é dada por

9k)=9(Q)+aq-Vigk)| +0(q*,

k=Q
onde
.0 0
Vi :Xa_kz +ya—ky.

Observa-se que ¢(Q) = 0 (energia nula nos pontos de Dirac). Da expressao de g(k)

obtemos ,
Vig(k) = —i Z e~
=1

Substituindo os pontos de Dirac na expressao acima, obtemos a seguinte aproximacgao

para o fator de estrutura (até termos de primeira ordem em q)

3a —5imw -
g(k) ~ e 7/8(q, Fiq,) = g(q), (2.47)

onde o sinal — (+) refere-se ao ponto K (K'). Ao observar a Eq. (2.45)), vemos que o

fator ei™/6

feito isso e substituindo ¢g(q) na Eq. (2.44)), obtemos (para um dado q)

0 =y
H = hor Gz F iqy |
Gz T gy 0

onde vp = 3at/2h =~ 10°m/s é a velocidade de Fermi no grafeno[18]. Lembrando da

nao muda a energia e, com isso, podemos ignora-lo no Hamiltoniano. Tendo

relacao de de Broglie p = hq, podemos escrever

0 z F 1
H = vp Pz T 1Dy .
Pz T 1Py 0

Em torno do ponto K, o Hamiltoniano para baixas energias pode ser escrito

na forma (veja a Referéncia [60])

HK:vFa'-p,
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onde o = (0,,0,) é o vetor das matrizes de Pauli dadas por

0 1 0 —2
Ogp = 5 Oy = >
1 0 1 0

sendo os autoestados da forma
P
= ). (2.48)
dp

1
HX =ypo* - p,

"
= (%)'

Podemos entao, construir um Hamiltoniano efetivo para os dois pontos de Dirac na forma

Em torno do ponto K’, temos

de uma matriz bloco dada por

0 H¥ 0 ..
Hy={ — up 7Py (2.49)
H 0 o-p 0

onde os autoestados agora sao dados por

P
vy ={ 7 (2.50)
Py

47

onde a funcao ® 4(p) representa a amplitude de probabilidade de encontrar o elétron na

sub-rede A (B) com vetor de onda préximo ao ponto K. O mesmo vale para as fungoes
', e @ para o ponto K'.

Vamos agora discutir alguns resultados da mecanica quantica relativistica para

os elétrons. A teoria foi proposta pelo fisico inglés Paul Dirac em 1928 [61]. A equagao

de onda relativistica que descreve particulas de spin 1/2 (portanto, férmions) e massa m

é a equacdo de Dirac Hp |¥) = E |¥), cujo Hamiltoniano Hp é dado por[62]
Hp = ca - p + Bmc?, (2.51)

onde ¢ é a velocidade da luz e as matrizes a e 3 sao dadas por

(0 a> (1 0)
o = 5 ﬁ: )
o 0 0 —1
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e os autoestados sao da forma
P,
W) = i, : (2.52)
+
P’
Tal autoestado acima é chamado de espinor. A metade superior do espinor acima corres-
ponde a uma energia positiva, equanto que a metade inferior corresponde a uma energia
negativa. A funcao @, representa a amplitude de probabilidade de encontrar o elétron
com valor da proje¢ao do spin (S,) de +h/2 (up), e &_ com valor de —h/2 (down). A
mesma interpretagao vale para as funcoes ®’ e @’_.

Vale mencionar que as expressoes para a densidade de probalidade p e para a

corrente de probabilidade j sao dadas por
p= (W), j=(¥ V), (2.53)

onde (¥| = (|¥))' representa o conjugado hermitiano do espinor na Eq. (2.52).
Para particulas sem massa, o Hamiltoniano da Eq. (2.51)) se reduz a

szca-p:c< ’ U'p>. (2.54)
o-p O

Vemos que a Eq. é muito semelhante a Eq. , onde a velocidade de
Fermi no grafeno faz o papel da velocidade da luz na teoria de Dirac (e observamos um
complexo conjugado nas matrizes de Pauli do Hamiltoniano efetivo da Eq. ) Neste
contexto, portanto, podemos dizer que os elétrons no grafeno (com energias proximas do
nivel de Fermi) se comportam como férmions de Dirac sem massa. Estendendo ainda mais
a analogia feita até aqui, ao comparar as Eqs. e , vemos que as sub-redes A
e B fazem o papel das projecoes do spin up e down e, desta forma, dizemos que o grafeno
possui um grau de liberdade associado a cada sub-rede, o qual chamamos de pseudo-spin.
Dessa forma, chamamos o autoestado na Eq. de pseudo-espinor.

Ao observar o Hamiltoniano efetivo da Eq. vemos que as equagoes para
K e K’ sao desacopladas e, com isso, podemos resolvé-las separadamente. Para o ponto
K, temos

vpo -p|¥) = E|U). (2.55)

Neste ponto, vale lembrar que as energias ja podem ser obtidas substituindo a Eq. (2.47)
na Eq. (2.45)), o que nos da: FE.(q) = thvr|q|, que é a relacao de dispersao linear

que esperavamos. Para energias positivas, os portadores de carga se comportam como
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elétrons e para energias negativasEl como buracos. Se a banda de valéncia nao estiver
totalmente ocupada os estados eletronicos se comportam como quasi-particulas carregadas
positivamente (buracos)[63]. Desse modo, os pontos de Dirac sao também chamados de
pontos de neutralidade (de carga). Com isso, é possivel entender melhor o efeito ambipolar

de campo elétrico que foi mencionado no Capitulo (1| (veja na Figura|18]).

p (ki)

Figura 18 — Efeito ambipolar de campo elétrico em uma monocamanda de grafeno. Os
cones indicam a mudanga na energia de Fermi com a variagao do potencial aplicado V.
V, positivo (negativo) induz elétrons (buracos) em concentracoes de n = AV, onde o
coeficiente \ =~ 7.2 x 10'° ecm~2V~! para o experimento da figura. O decrescimento

rapido na resistividade p ao adicionar portadores de carga indica sua alta mobilidade
eletronica. [35]

Para obtermos os autoestados, utiliza-se a expressao para o operador momento
da mecanica quantica (p = —ihV) na Eq. (2.55)

. 0 Oxr — 10, \ [Pa — 1q Dy 7
Oy — 10, 0 dp ®p

onde dz = 0/0x e ¢ = |q|. Da equacao acima obtemos o seguinte sistema de equagoes

2lEssas energias negativas nao tém nenhuma relacdo com antiparticulas da verdadeira teoria rela-
tivistica. Sua existéncia se deve a energia de Fermi igual a zero.
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acopladas:

(0, — i0,)Pp = +iqd 4, (2.56)
(0, +1i0,) P4 = +iqdp. (2.57)

Aplicando o operador (9, —i0,) na Eq. (2.57)) e usando a Eq. (2.56]) obtemos uma equacao

diferencial para ® 4:
(V2 +¢*)®4 =0,

que ¢é a equacao de Helmholtz cuja solugao é dada por
by = AeaT, (2.58)

onde r = (z,y) e A é uma constante de normalizagao. Substituindo ®4 na Eq. (2.57)),
obtemos

by = iAeiq'rew,
onde § = arctg(q,/q.). Utilizando o mesmo procedimento anterior, agora para o ponto K’
(vpo*-p|¥) = E|¥)), concluimos que a fungao &/, é igual a @ 4, porém &’ = AeldTe=.

Dessa forma, os pseudo-espinores normalizados para cada um dos pontos de Dirac sao
dados poi?

1
UK = eldr | £ ‘ K’> = et 0 : (2.59)
a V2 | o | 4 V2 o1
0 +e

A estrutura de bandas dos sélidos pode ser observada experimentalmente uti-
lizando uma técnica conhecida como ARPES?? Esta se baseia na incidéncia de um féton
com energia L = hv e momento p = hk na amostra. A energia deste féton é transferida
para o elétron que é emitido. Um detector mede a direcao do um elétron emitido e sua
energia. A partir das leis de conservacao da energia e do momento é obtida a dependécia
da energia com o momento. A obtencao experimental da estrutura de bandas do grafeno

¢ mostrada na Figura|[19]

22 facil entender que as amplitudes de probabilidade referentes & um ponto de Dirac sao nulas para
os autoestados que correspondem ao outro ponto.
23Gigla em inglés para Angle Resolved Photoemission Spectroscopy
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Figura 19 — Obtencao experimental da relacao de dispersao do grafeno. Podemos
observar que aparece apenas a parte inferior da estrutura de bandas. O motivo para isto
é que a técnica utilizada se baseia na excitacao de um elétron por um féton e, como
somente a parte inferior da estrutura de bandas se encontra ocupada por elétrons ela é a
tnica que aparece. [64]

Quiralidade vs. helicidade

Quiralidade ¢ um conceito originalmente geométrico. Quando um objeto nao
pode ser sobreposto a sua imagem especular ele é dito quiral, enquanto que um objeto
aquiral é aquele em que a sua imagem especular pode ser sobreposta ao objeto original [65].
Exemplos de objetos quirais sao as nossas maos (ver figura , as conchas marinhas,
alguns tipos de bactérias, algumas moléculas e o parafuso[66].

ij/ JJJ *

o (B “] (4 [,
V " ‘_ﬂ‘v&)!{'

Figura 20 — A mao esquerda pode ser vista como uma imagem especular da mao direita

e, como podemos ver, nao podemos superpor as duas. Devido a esta propriedade, as
maos humanas sao objetos quirais.[67]

J& o conceito de helicidade é utilizado em fisica de particulas elementares. A
helicidade de uma particula é definida como a projecao do spin na direcao do momento
linear:

hp =0 —, (2.60)

lembrando que o = (2/h)S. A definicao acima é motivada pelo fato de que o operador hy,
seja unitario. Uma particula cujo spin é paralelo ao momento angular é dita direita (ou
right-handed, em inglés), e uma que possui spin anti-paralelo ao momento é dita esquerda
(left-handed).

Sabemos que particulas massivas se movem com velocidades menores que a luz.
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> >
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Figura 21 — Dois tipos de helicidade para um férmion de Dirac.[6§]

Dessa forma, podemos mudar para um referencial que se move mais rapido que a particula
fazendo com que a direcao de seu momento inverta e, assim, invertendo a helicidade da
particula. Entretanto, para particulas sem massa (que se movem a velocidade da luz)
tal mudanca nao é possivel. Com isso, a helicidade é uma caracteristica intrinseca de
particulas sem massa, ou seja, a sua helicidade é a mesma em qualquer referencial (uma
quantidade conservada).

O conceito de quiralidade no contexto da fisica de particulas é um pouco
mais abstratd??] e toma o nome emprestado do caso geométrico discutido acima. O mais
importante é que, para particulas sem massa, helicidade e quiralidade se tornam conceitos
equivalentes.

Voltemos agora para a equacao de autovalores para o grafeno dada na Eq.
(2.55)):

vpo - p|V) = +up|p| |P).

Podemos escreveé-la na forma

Gp |V) = £ V),

onde ¢, ¢ 0 operador quiralidade (em analogia com o operador helicidade hy). Da equacao
acima vemos que os autovalores do operador ¢, sao £1, onde o sinal de + (—) se refere ao
elétron (buraco)[63]. Neste contexto, a quiralidade é a proje¢ao do pseudo-spin (associado
as subredes A e B) na diregdo do momento e, dessa forma, o elétron no grafeno é conside-
rado uma quasi-particula quiral. O papel da quiralidade no grafeno é muito importante

na compreensao de alguns efeitos peculiares que ocorrem neste material.

2.5.1 Alguns efeitos relativisticos no grafeno

Nesta subsecao, serao feitos alguns comentarios a respeito de alguns efeitos

interessantes que surgem devido ao carater ultra-relativistico dos portadores de carga no

2De fato, este conceito envolve teoria de grupos e simetrias e, por esta razdo, nio serd discutido de
forma mais detalhada.
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grafeno.
Tunelamento de Klein

Em mecanica quantica relativistica ocorre que, para particulas sem massa que
incidem em uma barreira de potencial o coeficiente de transmissao é igual a 1. Isto significa
que particulas com energia menor que a altura do potencial sempre atravessam a barreira.
Este fenomeno foi proposto pelo fisico suéco Oskar Klein em 1929 e é conhecido como o
paradoxo de Klein[69]. Este fenomeno é restrito somente ao regime de altissimas energias.
Entretanto, este efeito foi previsto teoricamente [63] e comprovado experimentalmente[70]
no grafeno.

Para obter os coeficientes de transmissao e reflexdao resolvemos o problema
de tunelamento definindo uma direcao para a particula incidente e fazendo uso da con-
tinuidade da funcao de onda nas trés regides envolvidas. Ao contrario da teoria nao-
relativistica, nao precisamos exigir a continuidade da derivada das func¢oes de onda, pois
a corrente de probabilidade nao depende das derivadas das componentes ®,, dos espinores
(veja a Eq. (2.53))).

Para incluir a barreira de potencial no Hamiltoniano apenas somamos o termo

V(z) multiplicado pela matriz identidade:
H =vpo-p+V(x)1, (2.61)
onde a funcdo do potencial é dada por (veja a figura 22p)

Vo/2 0<z<D,

V(r) =
—Vo/2  caso contrério.

Obtemos, dessa forma, um coeficiente de transmissao 7" dependente do angulo
de incidéncia. T é igual a 1 para incidéncia normal a barreira. Este é o tunelamento de
Klein no grafeno.

Uma forma de entender o mecanismo por tras deste efeito é considerando a
conservagao do pseudo-spin o. Um elétron que se move para a direita tem a direcao do
seu pseudo-spin também para a direita, e sempre tera essa diregéoﬁ. Como essa direcao
nunca muda (para particulas sem massa), concluimos que nao pode haver possibilidade
de reflexao, pois isto implicaria na mudanga da direcao de o (veja a figura )

Apesar de ser um fenémeno muito interessante, esta transmissao perfeita im-

possibilita o confinamento de um elétron, que é um requerimento fundamental para a

25Lembrando que o elétron tem quiralidade positiva.
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Figura 22 — (a) Diagrama esquematico do espectro das quasi-particulas nas trés regioes
do potencial. As regides pintadas de azul indicam os estados ocupados. (b) Barreira de
potencial de altura V; e largura D.[63]

construcao de dispositivos eletronicos. Entretanto, existem alguns trabalhos que sugerem

técnicas de confinamento em estruturas de grafeno (veja, por exemplo, a referéncia [59]).
Zitterbewegung e a condutividade minima

Outro efeito relativistico que é observado no grafeno é o zitterbewegung@ pro-
posto pelo fisico austriaco Erwin Schrodinger em 1930[71]. Este efeito é um movimento
oscilatério que aparece em adicao a trajetoria classica do pacote de onda que representa o
elétron. Este efeito é causado pela interferéncia entre as componentes do pacote de onda
com energia positiva e negativa[r2).

Para explicar o problema da condutividade minima, mencionado no Capitulo[T]
foram propostos modelos que se baseiam no tunelamento de Klein[I6] e no zitterbewe-
gung[73]. A figura [23| mostra o menor valor da condutividade o,,;, medido préximo do
nivel de Fermi para quase 50 amostras de monocamadas. Vemos que, independente-
mente da mobilidade u, amostras diferentes exibem aproximadamente o mesmo valor de
Omin = 4€2/h. Valores altos de 0,,;, se devem & presenca de impurezas e inomogeneidade
nas amostras. Assim, ao melhorar a homogeneidade da amostra, os valores se aproximam
de 4€?/h. Um valor tedrico para a condutividade minima foi obtida teoricamente[73] e é
dado por 0,,;, = 4€?/mh, que é m vezes menor que o valor tipico observado experimen-
talmente. Na figura [23| podemos observar uma tnica amostra que exibe o valor obtido

teoricamente.

26Do alemao: Movimento trémulo
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Figura 23 — Condutividade minima no grafeno. A seta verde indica o decréscimo no
valor de 0,,;, de uma amostra que foi aquecida a ~ 400K e resfriada lentamente, afim de
melhorar a pureza da amostra. Vemos que a condutividade se aproxima do valor
tipico.[35]

2.6 Grafeno em um campo magnético uniforme

Nesta secao vamos analisar as consequéncias sobre a estrutura eletronica do
grafeno quando um campo magnético for aplicado. Primeiramente, sera feita um pequena
introducao ao caso nao-relativistico, isto é, a equacao de Schrodinger para um elétron
livre e depois passaremos a abordar o caso do grafeno. Para simplificar a descrigao, serao

considerados apenas campos magnéticos uniformes: B = Bz, onde B = constante.

2.6.1 Niveis de Landau para um elétron livre

Seja um elétron com massa m e carga ¢ = —e se movendo sob a influéncia de
um campo magnético uniforme. Classicamente, a dinamica deste sistema é descrita pela
segunda lei de Newton

mv = —ev X B,

da qual concluimos que a trajetoria é helicoidal com eixo na direcao do eixo-z com
frequéncia ciclotronica dada por w. = eB/m = hi/m/(%, onde a constante {5z = \/h/eB é
chamada de comprimento magnético, cuja importancia sera revelada mais a frente.

Na mecanica quantica, a dinamica é regida pela equagao de Schrodinger, a
qual foi, primeiramente, resolvida para este sistema pelo fisico soviético Lev Landau[74]
em 1930, que desenvolvia um modelo para explicar o diamagnetismo dos metais[75]. Para

um elétron livre, temos que V(r) = 0. Para incluir a presenca do campo magnético no
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Hamiltoniano (assim como na mecanica classica) faz-se a seguinte substituigao:
p—II=p+eA, (2.62)

onde A é o potencial vetor que obedege a relacio: B = V X A. A Eq. (2.62) é, por
vezes, chamada de acoplamento minimo. Dessa forma, essa teoria possui uma liberdade
de escolha para o vetor A (ou, liberdade de gaugﬂ. Para este problema, sera utilizado

o gauge de Landau: A = Bxy. Com isso, o Hamiltoniano é dado por

m 1
H=— — [y Bx)? + p?]. 2.
Da expressao acima, ¢ facil ver que [p,, H] = [p., H] = 0 e, com isso, as autofuncoes de

H sao mutiplos das autofuncoes de p, e p,. Por esta razao, podemos escrever a fungao de

onda na forma®}

U(a,y, 2) = x(x)e ot

Substituindo a funcao acima na equacao de Schrodinger: HVY = EWV, cancelando as
exponenciais complexas e fazendo a substituicao p, — —ihd/dz, obtemos a seguinte

equacao diferencial:

—— =5+ smwi(z —x0)’x = | E — Wk X (2.64)
(& 2m Y

onde xg = —(%k,. A Eq. (2.64) tem a forma idéntica & equagao de Schrodinger para
o oscilador harmonico unidimensiona]@ com ¥ — x — xo. Portanto, concluimos que o
termo que multiplica x é igual aos niveis de energia do oscilador com frequéncia w.. Dessa

forma, os niveis de energia do elétron em um campo magnético uniforme sao dados por

1\  R%k?2
E, = hw, (n + 5) + sz ¢/ n=0,1,2.., (2.65)

e k, assumindo qualquer valor real.

A funcao de onda correspodente é dada por

—5(@/tp+lpky)? )
€’ Ho [+ 0k, |elththe2) (2.66)
(ﬁ?”n'&;)i

\anykz (.T, Y, Z) = /
B
onde H, sdo os polindmios de Hermitd™)}

2TDo inglés: calibre

28Lembrando que a equacdo de autovalores dos operadores momento sdo: pod = hka¢, com a = vy, 2.
A menos de uma constante de normalizacdo, as autofuncoes sao dadas por ¢ = e

29Consulte, por exemplo, a referéncia [7].

30Para mais detalhes, veja a referéncia [10].
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A energia quantizada dada pelo primeiro termo da Eq. correspondente
a0 movimento no plano zy sugere um confinamento ao longo deste plano, que é observado
na trajetéria classica. Portanto, observamos uma correspondéncia entre os casos classico
e quantico. Os niveis quantizados da Eq. sao conhecidos como os niveis de Landau.
Podemos observar que os niveis sdo igualmente espagados (assim como o caso do oscilador

harménico) e as energias dependem do campo magnético de forma linear (veja ﬁgura.

45 T T T T T 12

(a) (b)

10+

E (meV)

5 10 0 1 2 3 4 5

k (1/nm) B (T)

=10 =5

Figura 24 — (a) Niveis de Landau para o elétron livre com B = 20 T. (b) Energia em
funcao do campo magnético. A medida que aumentamos n, a inclinacao das retas na
figura também aumenta. Estes resultados foram obtidos com n indo de 0 até 17.

2.6.2 Niveis de Landau para um elétron no grafeno

Utilizando o acoplamento minimo e o gauge de Landau, o Hamiltoniano do

grafeno na presenca de um campo magnético uniforme em torno do vale K é dado por
H= VO - II.

com os autoestados na forma mostrada na Eq. (2.48). Como o Hamiltoniano acima nao

depende de y, entao [p,, H] = 0. Similarmente ao caso nao-relativistco, podemos escrever

D ap)(7,y) = dacp) (z)e™V. (2.67)

Substituindo a expressao acima na equacao de autovalores e cancelando as exponenciais

complexas, obtemos

( 0 4t (ky+ x/@;)) <¢A> e <¢A> , (2.68)
ix — (ky +x/03) 0 ?5 o5
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com € = F/hvr. Ao efetuar o produto matricial acima verifica-se que as duas equagoes
resultantes possuem um fator de ¢ extra. Mas, sabemos que uma fase (exponencial com-
plexa) multiplicativa na funcdo de onda nao muda a fisica do problema. Entao, fazendo
a substituigdo ¢p — i¢p (e colocando um fator de i em evidéncia em ambos os membros

de modo a serem cancelados), obtemos

( d 0 L+ (ky + I/WB)> (—m) _ ¢e<_i¢A>, (2.69)
L~ (ky+2/3) 0 & o

que nos leva ao sistema de equagoes diferencias acopladas:

d

(@ + ]{?y + %) ¢B = €da, (270)
d

(% —k, - é) b4 = —cbm, (2.71)

onde é possivel ver que o fator de i foi eliminado. Aplicando o operador (d/dx —k,—x /(%)
na Eq.(2.71]), obtemos a seguinte equacao diferencial:

oy , 1 )\’
dw * KE +@> - (kﬁg) ]%20'

Para poder compararmos a expressao acima com alguma equagcao diferencial da literatura,

¢ conveniente deixé-la adimensional. Para isto, fazemos a transformagao £ = x/{p, afim

de obter

d*¢p
e TS+ 1) = €+ lsk,)op = 0. (2.72)
E possivel encontrar na literatura a chamada equacao diferencial de Weber—]—[ermit,
dada por
@+(A—x2) =0 (2.73)
de y - Y .

que para solucoes convergindo para todos os valores de x, devemos ter A = 2n + 1, com
n = 0,1,2.... As solugbes (a menos de uma constante multiplicativa) sao dadas pelas
funcgoes de Weber:

D,(z) = e " ?H,(x).

Ao comparar a Eq.(2.72) com a Eq. (2.73]), vemos que

A= (5 +1=2n+1,

31Veja, por exemplo, a referéncia [10]. Esta equagao também é a mesma do oscilador harmonico
quantico.
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T

Do(z) — ¢p(z) = Dn<£B + €Bk;y).

Recorrendo da definigao de ¢, concluimos que os niveis de energia no grafeno na presenga

de um campo B sao dados por
E, = +hwpvn c/n=0,1,2.., (2.74)

onde wp = v/2vp/lp. Fazendo o mesmo procedimento para ¢4, obtemos que as energias
sao dadas por E, = +hwpvn+1 (¢/ n=0,1,2,..), os quais ndo possuem um nivel com
E =0 (ao contrario da Eq. (2.74)).

(a) (b) .
A — g8
74» Ky
st

u

=

Figura 25 — Relagoes de dispersao de baixas energias para (a) B =0 e (b) B # 0.[70]

Podemos concluir que, na presenca de um campo magnético, o elétron agora
nao possui mais um continuo de energia disponivel, mas niveis discretos, os niveis de
Landau (veja a Figura . Podemos observar na Figura [26] que os niveis de Landau no
grafeno nao sao mais igualmente espacados, e que as energias sao proporcionais a VB.

Para um dado autovalor E,,, observa-se que as amplitudes nas sub-redes A e B
diferem seus valores de n por 1, mostrando que essas fungoes sao, de fato, independentes.
Tendo isto em mente, concluimos que os autoestados (correspondendo & um valor de n)
sao dados por (veja a forma dos autoestados na Eq. )

W) = A, ety (—z\/%pn_l(x/@g + €Bky))
nky) = = ,

V2 Dy (z/lg + Usk,)

onde
1

(\/r2mmllg) /2

A constante A, é obtida por comparacao direta com a constante de normalizacao das

autofuncgoes na Eq.(2.66)).

A, =
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(@[ ‘ ‘ ‘ ' (b)

400 200+

200

E (meV)
E (meV)

—200+ —-100+

—400 —200+

—600 . . . . . -300

éB(T)é

Figura 26 — (a) Niveis de Landau para o grafeno com B =20 T. (b) Energia em fungao
do campo magnético. A medida que aumentamos n, a abertura das parabolas na figura
também aumenta. Estes resultados foram obtidos com n indo de 0 até 17.

Olhando para os autoestados acima, observa-se que para n = 0 a amplitude
da sub-rede A se anula, enquanto que na sub-rede B ¢é diferente de zero (para o vale K).
Dessa forma, somente uma das sub-redes é ocupada no nivel com n = 0. Este nivel possui
uma discussao bem mais detalhada que envolve conhecimentos bastante avangados e, por
esta razdo, nio serd abordada neste textd®’}

Como os niveis da Eq. nao dependem do nidmero quantico k,, eles
sao altamente degenerados. Tendo em mente muitas outras aplicagoes ao grafeno, essa
degenerescéncia deve ser multiplicada por 4: 2 por causa da degenerescéncia dos vales K e
K’ e 0 outro 2 devido as projecoes do spin (up e down). O tltimo fator é possivel porque a
razao da energia do efeito Zeeman anomalo (ehB/ Qm)ﬁ por hwp é frequentemente muito
pequena (em torno de 0,01 para B ~ 10 — 30 T)[16]. Estes niveis de Landau j& foram
comprovados experimentalmente no grafeno[77].

A maior energia de separacao é entre o nivel zero e o primeiro nivel de Lan-
dau. Este gap permite que o efeito Hall quantico no grafeno seja observado mesmo em

temperatura ambiente[78] [79].
Efeito Hall quantico anémalo

Um resultado bastante importante na comprovagao do comportamento rela-
tivistico dos portadores de carga no grafeno é o efeito Hall quantico anémalo. O efeito

Hall esta relacionado ao surgimento de uma diferenca de potencial transversal ao fluxo

32Para mais detalhes, veja [16].
330 efeito Zeeman anémalo ocasiona a quebra de degenerescéncia de spin.
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de corrente (devido as particulas carregadas que sao depositadas nas extremidades trans-
versais ao fluxo) e um campo magnético perpendicular a corrente. Esse fenémeno foi
descoberto em 1879 pelo fisico norte-americano Edwin Hall[80].

Ja o efeito Hall quantico (EHQ)@ observado em sistemas bidimensionais su-
jeitos a baixas temperaturas e altos valores de campo magnético é caracterizado pela
quantizacio da condutividadd™]| de Hall[8T]:

Opy = N— c/n=1,23..

No grafeno, a férmula da quantizacao da condutividade é dada por:

4e? 1
Opy = %(n—i— 5) c/n=123..,

onde n é o indice dos niveis de Landau e o fator de 4 ¢ devido as degenerescéncias de
vale e de projecao do spinf35]. Ao observar a expressdo acima para o,, vemos agora
que os valores da condutancia sao separados por valores semi-inteiros do quantum de
condutividade 4e?/h. Em referéncia a isto, este efeito é chamado de EHQ semi-inteiro,

ou anomalo. Este efeito ja foi observado experimentalmente [37), 82].

a,, (4e?/h)

Pxx (KQ)

Figura 27 — Condutividade Hall o, e resistividade longitudinal p,, do grafeno como
funcao de sua concentracao com B =14 T e T = 4 K, sendo baixa para que os degrais
na condutividade sejam melhor observados. O grafico no canto superior esquerdo mostra
esta mesma medida para uma bicamada de grafeno, onde a quantizagao ocorre em
miiltiplos inteiros de 4e?/h. Isto mostra que o EHQ semi-inteiro ocorre exclusivamente
numa monocamada grafeno. [37]

34Mais precisamente, o efeito Hall quantico inteiro.
35Para sistemas 2D, condutancia e condutividade sdo conceitos equivalentes.[54]
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2.7 Niveis de Landau em grafeno na presenca de potenciais unidimensionais

O objetivo agora ¢é incluir, além de um campo magnético uniforme, um po-
tencial U = U(x) arbitrario e devidamente suave. A fungao U(z) pode representar por
exemplo, uma desordem, ou até mesmo um potencial eletrostatico. Do mesmo modo que

foi feito na Eq. (2.61]), podemos escrever o Hamiltoniano como
H =vpo -1+ U(z)1.

Utilizando novamente o gauge de Landau e escrevendo ® 4 5(z,y) = e*Y¢ 4 p(z),

a equacao de autovalores vpo - IT|¥) = (E — U) |V) resulta em duas equagoes acopladas

dadas por
8 1 (hy + B)05 = (€~ u)oa,
do (2.75)
— = = (ky + pr)pa = —(e — u)dp,

onde usamos a substituicao usual ¢p — i¢p, € = E/hvp, u=U/hvr e B =eB/h = 1/(%.

Deixando as equacoes adimensionais, temos

d¢B (6 — U)
+ (fi + §)¢B — qua
d‘ff E/B ) (2.76)
A _ €E—U
d—g—(/‘“rf)%— 75 oB.

com & = /P e k = k,/\/B. Fazemos o mesmo procedimento da subsegao anterior para

obter as equacoes diferenciais de segunda ordem:

2
5_52% — (54805 + (e —w?/B+ 1op = -5 2—5¢A,
(2.77)
d§2¢A — (5 0at [(e—w)?/6 104 = 6*1/2—5%,

Observa-se que, para um potencial uniforme (isto é, du/d§ = 0), as equagoes
acima se reduzem a equagoes semelhantes a Eq. (2.72)).

Vamos agora fazer a substituicao ¢4 5 = fa, e~ ("T9%/2 - Agsim, obtemos

R

I T i o)
L L [M—Z}h:ﬁ‘m fB. |
i i€ 7 i

Para um potencial uniforme, as equacgoes acima se desacoplam e se reduzem

a equagoes de Hermite (com k + & — &), cujas solugoes sao dadas pelos polindémios H,



61

(e com constantes de normaliza¢do adequadas). Como o conjunto dos H,’s formam um
conjunto completﬂ e expressa as solugoes para um caso particular, é mais conveniente

assumir que as solucoes fa(p), para du/d§ # 0, sao combinagoes lineares da forma
Fa©) =D AHL(E),  fBl&) = B H,(9). (2.79)

Vamos substituir as expressoes para fap na Eq.(2.76), e usar as seguintes relacoes de

recorréncia para os polinomios de Hermite[I0]:

H,() =

! an—l(g)a
Hn+1 (5)

2

Isto leva &

S 20 i(©)5, = S ),
n e—u(e— )] 5 (250
; Hp1(§) A, = 5 ; Hp(€) B
Empregando a relacao de ortogonalidade para os polindmios de Hermite
/ h Hy (&) Hp (€)e™ € dE = 27 \/Tm\ 6, (2.81)

ao multiplicar ambos os lados da Eq. 1’ por H,,(& )6*52 e integrar, obtemos as seguintes

relacoes:

2(m +1)y/ BB = €Ay — Y Sn(K) An,
" (2.82)
\/BAm—l == E13m - Z Smn(/f)Bn7

onde S,,, é dado por

2—m [

u
mi/m J_ o
Ao reescrever a Eq.(2.82)) como

Z Smn(/<v>Bn + \/BAmfl = EBmy

Syn () = (§ = K)Ho (&) Hn(€)eE de. (2.83)

2(m +1)v/BBrsr + Y Smn(k)An = €A,

36Completo no sentido de que qualquer funcdo, sob certas condicoes de validade, podem ser escritas
como combinacoes lineares das fungoes deste conjunto.
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vemos que este sistema pode ser escrito como a seguinte equagao de autovalores:

( 5 T ) C = ¢C, (2.84)

T, S
com
SOO SOl SOZ
S _ 10 11 12 : (285)
520 521 522 ttt
0 0 0
0 0
T, = VB , (2.86)
0 VB 0
0 203 0
T, = VB , (2.87)
e
By
By
c=| = 1. 9.88
4 (2.88)
Ay

Este método é bastante 1til para obetencao do espectro de energia para poten-
ciais representados por fungoes suaves. A construcao da equacgao de autovalores da Eq.
(2.84) facilita a implementagao em um programa de computador para realizar os cdlculos

mais rapidamente.
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3 RESULTADOS
Para a realizagao dos cédlculos, foi feito um truncamento nas séries da Eq.(2.79)
até n = 8.
Potencial uniforme

Para o caso do potencial uniforme v = uy = Uy/hvp, pode ser visto facilmente que

Smn = UgOmn. Substituindo na Eq. (2.82)), obtemos

2(m + 1)\/BBm+1 = (€ — ug) A,
\/BAm,1 = (6 — UO)Bm

Resovendo para A,,, obtemos

e =1++/2(m+1)p + uo,

(3.1)

e para B,,,
€ = ++/2mp + uy,

comm = 0,1,2,.... Vemos que o potencial uniforme apenas desloca os niveis de Landau no
grafeno por Uy, como esperado. A Figura [28 mostra os niveis de energia e a dependéncia

com o campo B.

4001 200+

E (meV)
E (meV)

—200F —-100+

—400 —200+

—600

—iO - 5 10 0 1

"k, (1/nm) ‘BT

Figura 28 — (a) Niveis de Landau para o grafeno com um potencial uniforme e B = 20
T. (b) Energia em funcdo do campo magnético. Estes resultados sdo iguais aos da
Figura , porém deslocados para cima por Uy = 100 meV .
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Potencial periédico

Vamos considerar agora um potencial peridédico senoidal com periodo L, que

ao escrevermos este em fungao de € e k, obtemos (veja a Figura [29))

u(§ — k) = ug cos (2mhé — 2rhk + ¢), (3.2)

onde
1 lp
h=——=— 3.3
VL L (33)

e ¢ é uma fase arbitraria. Vemos que ao descrever U(z) como fungao de £ obtemos um
potencial com periodo 1/h = L/lg. Substituindo u({ — k) na Eq. (2.83) obtemos os

elementos da matriz S que sdo mostrados no apéndice [A]

u(€ — K) 4

N N /
_ N1 NS

Figura 29 — Ilustracao do potencial periddico utilizado neste trabalho.

Para todos os resultados nas Figuras [30| e |[31] escolhemos uma amplitude de
Up = 100 meV (com ug = Uy/hvg) e ¢ = 0.

600

(a) (b)

" \/\/\/\/ B
’ \/\W |

—600

E (meV)
E (meV)

2 3 a4

5 10 —4 -3 -2 -1

k, (1/nm)

Figura 30 — (a) Relacao de dispersao para um potencial periédico com B =20 T. O
valor do perfodo do potencial é L =200 nm. (b) Um zoom da Figura (a).

A Figura mostra que, para campos magnéticos fracos a dependéncia do
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espectro com B se aproxima do caso com o potencial U(xz) = 0, apresentando uma de-
pendéncia do tipo vB. A razao para isto situa-se no fato de que para campos fracos o
comprimento magnético correspondente se torna muito maior do que o periodo do poten-
cial de tal maneira que o sistema experimenta apenas a influéncia da média do potencial,
que neste caso é zero. Em outras palavras, para campos pequenos, obtemos h >> 1, o que
implica que os elementos S,,,, vao a zero, devido aos termos e~ (mh)? presentes em todos
os elementos calculados (veja o Apéndice . Entretanto, ao aumentar o valor do campo
o comprimento magnético se torna comparavel ao periodo L (isto é, h & 1) e os niveis de

Landau se alargam formando bandas de Landau.

Figura 31 — Os graficos das Figuras (a) e (b) representam a energia em fungao do campo

7

magnético para um potencial periédico. (c) é um zoom de (a) e (d) é um zoom de (b).
O valor do periodo do potencial é L = 20 nm (a) e L = 30 nm (b).

Potenciais periddicos podem, em geral, representar uma super-rede. Uma
super-rede consiste em um arranjo periédico de varios sistemas iguais e espagados por
um comprimento L. Além disso, pode ser visto também como um arranjo periédico e
alternado de camadas de dois semicondutores com gap de energia diferente[83]. A Figura

mostra um exemplo de um potencial que representa uma super-rede. O potencial com
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perfil senoidal considerado neste trabalho é bem mais suave que o arranjo periédico de

pogos quadrados mostrado na Figura |32b.

a)
B B B B B - L [ ] . L ]
=
o Pogo de Barreira dle b)
Distancia potcnciaI/ potencia
I [ / ’
Descontinuidade Banéia ‘f.ie
em energia condugio
Gap
Banda de
valéncia

Figura 32 — (a) Modelo de uma super-rede formada pelo arranjo periédico e alternado
de camadas de dois semicondutores com gap diferentes. (b) Esquema de um potencial
que representa este sistema. [83]

Quando temos varios sistemas idénticos separados por uma distancia L, seus
espectros de energia diferem do que seria para um unico sistema isolado devido a super-
posicao das fungoes de onda para cada sistema. Porém, se em seguida afastassemos todos
eles a uma distancia muito grande, o espectro de energia de cada sistema se tornaria
igual ao de um tnico sistema isolado. Com isto em mente, é razoavel esperar que, com o
aumento de L, as relagdes de dispersao na Figura [30] tendam aos niveis de Landau obtidos
para o caso de um potencial uniforme Uy. Outra maneira de enxergar este limite é olhando
para a Eq. . Podemos observar que quando L — oo, h — 0 e, consequentemente,
u(§ — k) = ug. Portanto, tendo em vista a relagdo de ortogonalidade dos polinémios de
Hermite, vemos que S,,, — Ug0mn.

Um efeito interessante que pode ser observado em superedes é a oscilacao de
Bloch. Este ocorre quando um elétron em um cristal esta sujeito a uma forga externa
constante (um campo elétrico €, por exemplo). Resolvendo a equacdo do movimento
no espaco reciproco obtemos um movimento oscilatorio do elétron no espago real com
frequéncia wg = efa/h, onde a é o parametro de rede (veja a Referéncia [38]). Essas
oscilagao sao, na verdade, muito dificeis de serem observadas, uma vez que em cristais o
valor de a é muito pequeno (da ordem de angstrons), o que implica em uma frequéncia de
oscilagao muito pequena. Entretanto, em super-redes, o parametro de rede é muito maior

(da ordem de nanometros) e, dessa forma, essas oscilagoes podem ser mais facilmente
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observadas[84]. No nosso problema, L funciona como uma espécie de parametro de rede e,
por esta razao, verifica-se ser possivel a existéncia deste efeito no sistema em consideracao.
Existem alguns trabalhos sobre o estudo das oscilagoes de Bloch no grafeno, entre eles a

Referéncia [85].
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4 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Inicialmente, no Capitulo [1} foi feita uma introducao em linhas gerais sobre o
grafeno e uma pequena discussao sobre os orbitais e hibridizacoes no atomo de carbono.
Em seguida, comentamos sobre outros tipos de nanoestruturas de carbono que vieram
ganhando algum interesse de estudo ao longo das ultimas décadas. Foi feito também um
breve comentdrio a respeito dos trabalhos do grupo de Manchester que levaram a primeira
sintetizacao deste material em laboratério, concluindo o capitulo com um apanhado geral
a cerca das propriedades fisicas do grafeno.

No Capitulo [2| foram introduzidas as ferramentas necessarias para se chegar
no Hamiltoniano do grafeno, passando pelo formalismo de segunda quantizacao e pelo
método tight-binding. Tendo feito isto, aplicamos este método ao grafeno com o intuito
de obter sua relacao de dispersao e, a partir dela, concluir algumas informagoes a respeito
da estrutura eletronica. Por meio de uma aproximacao para baixas energias foi observada
a existéncia de um comportamento bem diferente dos portadores de carga, os férmions
de Dirac sem massa. Devido a isto, foi feita uma breve discussao sobre alguns efeitos
relativisticos que ocorrem neste material. Ainda no Capitulo [2] incluimos a presenca de
um campo magnético uniforme na equacao de Schrodinger e, posteriormente, extendemos
o problema para a equacao de Dirac do grafeno. Concluimos este capitulo introduzindo
um método que inclui, além de um campo magnético uniforme, a presenca de um potencial
externo e unidimensional que depende da posicao.

Para ilustrar tal método introduzido neste trabalho, no Capitulo |3 aplicamos
ele a dois exemplos bastante simples de potenciais: uniforme e periédico. Calculamos a
relacao de dispersao e vimos como se comportam as energias com a mudancga do valor
do campo magnético. A maior parte da discussao qualitativa dos resultados obtidos
foi baseada nos valores relativos do comprimento magnético com algum comprimento
caracteristico do sistema (como, por exemplo, o periodo do potencial senoidal).

Uma vantagem interessante deste método é que sua aplicagao exige um baixo
custo computacional. Para o truncamento feito neste trabalho (em n = 8) foi preciso
diagonalizar uma matriz 18 X 18 que, em geral, ¢ bem menor do que as matrizes utilizadas
em métodos de diferencas finitas. De certa forma, a aplicacao deste método foi analitica,
através do cdlculo das integrais S,,,. A parte computacional deste trabalho foi somente
utilizar uma rotina de diagonalizagdo para obter os autovalores (energias), uma vez que
os elementos da matriz ja foram calculados analiticamente. Para uma possivel extensao

a um valor maior de n, é sugerido que o cédlculo dos elementos da matriz S seja feito
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numericamente utilizando técnicas de integragao numérica.

Por outro lado, verifica-se que para potenciais com uma descontinuidade o
método nao obtém os resultados com boa precisao pois, nas equacgoes que descrevem o
comportamento do sistema, aparece a derivada dos potenciais externos (veja a Eq. )
Perfis de potenciais bem conhecidos e importantes nao podem ser implementados por esta
razao. Dois exemplos importantes sdo a fungao de Heaviside e a barreira quadrada (ou um
pogo). Uma maneira de contornar este problema é “suavizando”o potencial nos pontos de
descontinuidade utilizando representacoes destas fungoes, por exemplo. Ao incluir estas
representacoes, é mais conveniente utilizar uma integragao numérica para calcular S,,,,.

Alguns exemplos de resultados que podem futuramente serem acrescentados a
este trabalho é a implementacao deste método para outros perfis de potenciais. Para o
potencial periédio, em especial, pode ser interessante extender um pouco mais a andlise a
respeito de super-redes e das oscilacoes de Bloch neste sistema. A obtencao da densidade
de estados deste sistema, a aplicacao deste método a nanoestruturas de grafeno (como
nanofitas, pontos e anéis quanticos) e, possivelmente, o calculo de grandezas relacionadas
ao transporte quantico (como condutéancia, por exemplo) sdo outras possibilidades de

futuros resultados a serem incluidos.
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APENDICE A - ELEMENTOS DA MATRIZ S PARA O POTENCIAL
PERIODICO

Resolvendo as integrais da Eq. (2.83)), de m,n = 0 até m,n = 8, para o

potencial acima obtemos os elementos da matriz .S:

Soo = uoe_(“h)2 cos (2mhk — ¢),

So1 = 2upmhe™ ™ sen (2mhk — @),
Soa = —up(27h)%e =(®h)* cog (2mhk — @),
Sos = —ug(2mh)3e™ ™ sen(2rhi — @),

Sou = ug(2mh)*e ~(mh)? )" cos(2mhk — ¢),
Sos = ug(27h)’e ~(mh)? sen(2whk — @),
Sos = —u0(27rh)ﬁe’(”h)2 cos(2mhk — @),
Sor = —u(2wh) e ™ sen(2mhk — @),

Sos = uo(2mh)de ™ cos(2mhi — ¢),

Si = upe” ™[1 = 2(7h)?] cos (2rhk — ¢),
Sia = dugmhe ™ [1 — (wh)?] sen (2mhk — ¢),
Siy = u0(27rh)26_(”h)2 [—3 + 2(h)?| cos(2mhsk — @),
Sia = 2up(2mh)> e~ =2 4 (7h)?] sen(2rhi — ¢),
S5 = ug(2mh) e ™[5 — 2(h)?] cos(2mhk — @),
Sie = —2up(2mh)’e” ™ [=3 + (wh)?| sen(2mhk — ¢),
Syr = up(2mh)Se™ =7 4 2(7h)?] cos(2mhr — ¢),

Sis = 2up(2mh) e~ [—4 4 (wh)?] sen(2rhi — ),

So = uge” ™ [1 — 4(mh)? + 2(xh)*] cos (2rhk — ),

Sas = 2ugmhe ™7 [3 — 6(h)? + 2(wh)*] sen(2rhi — @),
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Sy = —2ug(2mh)%e” " [3 — 4(xh)? + (wh)Y] cos(2mhk — ¢),
Sas = —2ug(2wh)>e” 7[5 — 5(rh)? + (wh)*] sen(2whk — ¢),
Sae = ug(2mh) e [15 — 12(7h)? + 2(xh)*] cos(2mhi — @),
Syr = ug(2rh)’e= M [21 — 14(xh)? + 2(zh)*Y] sen(2mhk — @),

Sos = —2ug(2mh)%e” ™ [14 — &(nh)? + (wh)*] cos(2mhk — @),

Sz = 7“;0 e~ (™[3 — 12(rh)2 + 18(mh)* — A(mh)®) cos(2mhi — &)

Sy = 20 T[3 — (xh) (=3 + (=3 + (wh)?)?)] sen(2whn — ),
Sy = Q;fo (27h)2e= [ =15 + 30(h)? — 15(wh)* + 2(mh)®] cos(2mhk — @),
Sz = 250 (2rh)3e™ ™[ =30 + 45(h)? — 18(xh)* + 2(nh)®] sen(2whk — ),

Sar = %(27%)46_(”)2 [105 — 126(xh)? + 42(rh)* — A(mh)%] cos(2mhe — ¢),
Sas = _%(%h)%ﬁw [—42 + 42(7h)? — 12(7h)* + (7h)%] sen(2nhk — ¢),
Su = S0 (34 2(wh) (=2 + (h)?)(6 — 6(wh)° + (wh)*)] cos(2mhrs — ),

16

S5 = — 37The (T)* 115 — 60(mrh)? + 60(wh)* — 20(mh)® + 2(h)®] sen(2whi — ¢),
Sis = 8;‘“ (2mh)2e~ (M (45 4 120(xh)? — 90(xh)* + 24(wh)° — 2(mh)¥] cos(2mhi — ),
Sy = —3(2 7h)2e~ ™ [105 — 210(wh)? + 126(wh)* — 28(7h)® + 2(wh)®] sen(2whk — @),
Sis = %(27?]1)46_(“'1)2[105 — 168(mh)? + 84(mh)* — 16(mh)® + (wh)*] cos(2rhk — @),

S5 = %e_(”h)2[15 — (2(7h)*)(5 = 5(7h)* + (wh)*) (15 — 15(7h)? 4 2(7h)*)] cos(2mhk — @),

4U0

Sse = —Ewh W [—45+(h)?(225—300(mh)24+150(h)* —30(h)+2(7h)?)] sen(2mhr—g),

Ssr = ;‘—g(%h)%*(”h)ﬂ—?)w + (2(7h)?)(525 — 525(mh)? 4+ 210(wh)* — 35(mh)"

+ 2(mh)®)] cos(2nhk — ),
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4
Ssg = 1“50 (2rch)3e~ ™[ =210 + (wh)?(525 — 420(wh)? + 140(wh)* — 20(rch)®

+ (7h)®)] sen(27hk — @),

Ses = 2= (45 4 o(wh)2(=3 + (h)2)(90 — 195(mh)? + 135(wh)* — 30(xh)°

45"
+ 2(mh)®)] cos(2nhk — ),
2
Ser = 4%07711@ 1315 + 2(h)2(—945 + (mh)2(1575 — 1050(h)? + 315(rh)*

—42(wh) + 2(mh)®))] sen(2mhr — ),

4
Sgs = —4%0(27#1) ~("W)?[315 + (h)2(—1260 + (wh)2(1575 — 840(wh)2 + 210(wh)*

— 24(mh)® 4 (7h)®))] cos(2mhk — @),

Ug

(Th)*1_31542(mh)?(2205+(mh)?(—6615+(mh)(7350—3675(mh)>4-882(wh)*

5= 55
— 98(7h)® + 4(7h)®)))] cos(2mhk — @),
1 )
Srg = — 361%07rh6_(”h) [—315 + (7h)%(2205 + (mh)?*(—4410 + (wh)?(3675 — 1470(7h)?
+294(h)* — 28(7h)® + (wh)?)))] sen(2hk — @),
Sgg = 315 e ("[315 4 2(mh)?(—2520 + (7h)*(8820 + (mh)*(—11760 + (7h)?(7350

—2352(h)? + 392(mh)* — 32(7h)® + (7h)®))))] cos(2mhk — ¢).

onde os elementos simétricos podem ser relacionados da definicao dos elementos .S,,, na
Eq. (2.83), trocando seus respectivos valores de m.
Estas integrais podem ser resolvidas analiticamente ou utilizando alguma fer-

ramenta computacional que seja capaz de resolve-las.
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