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RESUMO

Neste trabalho, apresentaremos um método bastante sistematico para a construcao da
Lagrangiana do setor de léptons sem massa da interacao Eletrofraca do Modelo Padrao de
Fisica de Particulas. Iniciaremos fazendo um breve comentario sobre as particulas que
compoem a teoria. Em seguida, abordaremos sobre grupos de simetria de Lie e campos
classicos (campo escalar, vetorial, tensorial e espinorial). Por 1ltimo, construiremos a
Lagrangiana fazendo aplicagao direta dos conceitos desenvolvidos ao longo do trabalho.

Palavras-chave: Modelo Padrao. Léptons. Eletrofraca. Fisica de Particulas



ABSTRACT

In this current work, we are going to introduce a systematic method for building up the
Lagrangian of the massless lepton sector of the Electroweak interaction within standard
model of particle physics. Starting off doing a ”brief”comment about the particles in which
such theory holds. In the following sections, we’ll stamble upon with Lie Groups and
classical fields (such as scalar, vectorial, tensorial and spinorial fields). For making out,
we’ll make the Lagrangian using a direct application of the previous concepts developed
through this work.

Keywords: Standard Model. Leptons. Electroweak. Particle Physics.
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1 INTRODUCAO

O Modelo Padrao é uma teoria que especifica todas as particulas elementares
conhecidas até hoje e descreve como elas interagem umas com as outras [23]. O termo
elementar refere-se as particulas que nao possuem estrutura interna [16], ou seja, nao sao
constituidas por particulas menores. Claro que esta designacao possui um carater relativo,
os prétons, por exemplo, eram considerados particulas elementares e hoje sabemos que os
mesmos sao constituidos por particulas ainda menores [16].

Até o momento, as particulas verdadeiramente elementares sao os léptons e os
quarkﬂ [16,23]. A verdade é que existem seis tipos de léptons: o elétron (e), o neutrino do
elétron (v.), o mion (u), o neutrino do maon (v,), o tau (7) e o neutrino do tau (v;) [23].
Estes diferem entre si pela carga elétrica () e pelos respectivos nimeros leptonicos L e

assim, podem ser organizados em trés familias ou geragdes, como mostra a tabela |1| [16].

Lepton classification

I [ o TL|L |L
First generation { e | 1 1 0 0
& vl O [ 1]0]o0
. w | —1 0 1 0

t
Second generation { " 0 ol 110
; : T | =1 0 0 1
Third generation { " 0 ol ol 1

Tabela 1: Fonte: [16]. Classificacao dos léptons e a organizagdo dos mesmo em familias.

Por outro lado, também existem seis tipos de quarks, o up (u), o down (d), o
charme (c), o estranho (s), o bottom (b) e o top (t) [23]. Estes diferem entre si pela carga
elétrica e pelos nimeros de quarks?] downness (D), upness (U), strangeness (S), charm
(O), beauty (B) e truth (T). Além disso, cada um destes pode vir em trés cores diferentes’}
vermelho, verde e azul. Assim como para os léptons, os quarks podem ser organizados em

trés tipos de familias, como mostra a tabela [2]

1O préton é constituido por dois tipos distintos de quarks, dois quarks up e um quark down.

2Estamos usando a notagao da referéncia [16].

30 termo cor é usado apenas para especificar uma propriedade da particula e assim, ndo constitui uma
cor propriamente dita [23].
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Quark classification

q 0 D|(U| S|C| B |T
_ . d{-13-1]0| 0 |0] 00O
First generation { = 2/3 | 0 1 0O l]0] 0 |O
' s | —=1/3 1 0 O|-1]0f 0 |O

Second generation { p 2/3 0 0 0 1 0 |0
. _ b | —1/3 0 0 0 O]-110
Third generation { ; 2/3 0 0 0 0 0 1

Tabela 2: Fonte: [16]. Classificagao dos quarks e a organizagao dos mesmos em familias.

A cada particula existe uma antiparticula associadaﬂ Estas se caracterizam
por terem a mesma massa e spin das particulas em questao, porém, com cargas elétricas,
nimeros leptonicos e nimero de quarks invertidos [23]. Ou seja, o pésitron e (antiparticula
do elétron), o anti-mion [, anti-tau T possuem carga elétrica () = +1 e ntimeros leptonicos
respectivos L = —1, L = —1 e Lz = —1. De um modo geral, o ntimero leptonico para
particulas é +1 enquanto que para antiparticulasﬂ é —1 [20]. A tabela (3] especifica as

massas dos [éptons e anti-léptons.

Particulas e [ T Ve | Vu | Vr
Antiparticulas e i T Ve | Uy | Ur

Massa (MeV/c?) | 0.511 | 106 | 1777 | 0 | 0

Tabela 3: Fonte: [20]. Léptons e anti-léptons e suas respectivas massas em unidades de

MeV/c.

Particulas que possuem estrutura interna sao chamadas de hddrons. Estes sao
constituidos de quarks e anti-quarks [23]. Os hddrons ainda se dividem em dois tipos de
particulas, bdrions e mésons. Particulas que sao bdrions, por exemplo, sao constituidas
por trés quarks ou trés anti-quarks enquanto as que sao mésons sao constituidas por um
quark e um anti-quark |23]. Assim, podemos resumir as particulas que compéem o Modelo
Padrao como sendo de trés tipos: léptons, quarks e hadrons [23].

Em geral, o trabalho de um fisico de particulas consiste em identificar particulas
elementares e tentar descobrir como elas interagem umas com as outras [16]. O Modelo
Padrao, como dito no inicio deste capitulo, descreve como as particulas elementares (quarks,

léptons e hddrons) interagem entre si.

4Contabilizando particulas, antiparticulas e a propriedade cor temos 12 léptons e 36 quarks |23].
®Veja que o que diferencia os antineutrinos dos respectivos neutrinos é o ntiimero lepténico, pois os
mesmo sao supostos sem massa. Veja tabela
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Até hoje, existem na natureza quatro tipos de interagoes que sao consideradas
fundamentaif| [23]: eletromagnética, fraca, forte e gravitacional. Fenomenos eletro-
magnéticos e gravitacionais sao facilmente percebidos em nosso cotidiano - ao ver um
objeto cair ou ao ligar a luz de uma casa, estamos presenciando, respectivamente, a mani-
festagao das interagdes gravitacional e eletromagnética [10]. Por outro lado, as interagoes
forte e fraca ocorrem em escala subatomica e assim sao mais dificeis de serem percebi-
das [10]. A interacao forte é responsavel pelo aprisionamento dos quarks nos hddmnsﬂ e
pela estabilidade da matéria [8]/10,/16] - ela mantém os prétons e os néutron juntos no
nucleo. Ja a interacao fraca é responsavel pelos fenomenos da transmutacao de elementos,
ou seja, a transformagao de uma particula em outra [10] - decaimento beta, decaimento do
pion e o decaimento do mion sao exemplos da manifestacao da interagao fraca [8,9].

As interacoes fundamentais se manifestam devido a uma propriedade chamada
carga que ¢ intrinseca as particulas [23]. De forma simétrica, existem na natureza quatro
tipos de cargas (carga massa, carga fraca, carga cor e carga elétrica) correspondentes a
quatro tipos de interagoes fundamentais (gravitacional, fraca, forte e eletromagnética) [23].
Cada carga cria um campo que preenche o espago e que carrega consigo a informacao
que permite a ocorréncia de uma determinada interacao. Uma vez que a interacao
ocorre, as particulas podem estar sujeitas a até quatro tipos de forgas fundamentais (forga
gravitacional, forga fraca, forca forte e forga eletromagnética), bastas que elas estejam
carregadas com as respectivas cargas. Assim, se uma particula esta carregada com a carga
cor, ela interage via forca forte [20].

Por outro lado, os campos fundamentais, criados pelas respectivas cargas, sao
quantizados em particulas chamadas bdsons [23], os quanta dos campos. Estes, também
conhecidos na literatura por particulas virtuais ou de interagao |23, podem ou nao ter
massa e aparecem na teoria (Modelo Padrao) como consequéncia da aplicagao de algum
grupo de simetria internaﬂ [4]. A interagao passa a ser explicada entao pela troca de
particulas virtuais, ou seja, como cada carga se associa a um campo cujo quantum é um
boéson, dizemos que duas particulas carregadas com a mesma carga interagem via troca
de um béson correspondente [23]. Os quanta dos campos eletromagnéticos, fraco, forte
e gravitacional sao, respectivamente, os fétons v, as particulas W* e Z° os glions e
os gravitons (ainda nao detectados). Assim, por exemplo, a interagdo eletromagnética

entre duas particulas com carga elétrica ocorre pela troca de fétons e para duas particulas

5Estas interacdes sdo fundamentais no sentido de que todas as interacdes conhecidas na natureza séo
manifestagoes de uma ou combinagoes entre as quatro interagoes [20].

"Esse é o motivo pelo qual os quarks nunca podem ser detectados separadamente, estdo sempre unidos
nos hadrons [10].

8Simetrias internas, como veremos nos capitulos [2| e |3} sdo aquelas que nao envolve transformacdes no
espago-tempo [4].
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carregadas com carga cor, pela troca de glions. A tabela |4]ilustra a configuracao de cargas
e massas das particulas de interacao ja detectadas. Veja, por exemplo, que os bésons W=
interagem com eles mesmos via interacao eletromagnética e gravitacional, pois os mesmos
possuem as cargas elétrica e massa [20]. Por outro lado, os gliions interagem entre eles

apenas via interagao forte enquanto os f6tons nao interagem entre si [20].

Bésons y W+ W= Z% | Glions
Cargas 0 | Carga elétrica +1 | Carga elétrica —1 | 0 | Carga cor
Massa (GeV/c?) | 0 80 80 91 0

Tabela 4: Fonte: [20]. Relagoes de cargas e massas das particulas bosonicas das interagoes
abordadas pelo Modelo Padrao. O zero simboliza o fato da particula ter auséncia de massa
ou qualquer tipo de carga. As cargas elétricas sao dadas em unidades elementares de carga
elétrica.

Em resumo, o Modelo Padrao consiste de uma teoria que reine todas as
informagoes necesséarias para descrever um sistema fisico de particulas [16]. No entanto,
ele ainda apresenta certos questionamentos sem resposta [16,/19,[21]. Dentre estes, por
exemplo, existe o problema da hierarquia entre as interacoes gravitacional e fraca - as
massas dos bésons W e Z sio cerca de 10' vezes menor do que a massa (massa de Planck)
do menor buraco negro possivel [2]. Isto estd relacionado com a magnitude do campo
de Higgs e coloca em divida a validade do Modelo Padrao [2,/19] - como desenvolvido, o
Modelo Padrao nao descreve a interacao gravitacional [16,/19]. Além disso, ele apresenta
certas inconsisténcias quanto as massas dos neutrinos. Estes, na teoria, sao supostos sem
massa, mas experimentos recentes [12/17,22] mostram o contrario, mesmo que pequena,
os neutrinos possuem massa [20].

Este trabalho se dedica a apresentar ferramentas introdutérias que permitem a
construgao da Lagrangiana do Modelo Padrao de Fisica de Particulas. Com este propésito,
no capitulo [2] apresentaremos o conceito de grupo de simetria. Como veremos, a aplicacao
de um elemento de transformacao nos permitird enxergar propriedades fundamentais
existentes na natureza |31]. No entanto, daremos énfase aos grupos de simetria que sdo de
interesse para a construgao da Lagrangiana do setor de léptons da interacao Eletrofraca,
os grupos U(1), SU(2) e o de Lorentz.

No capitulo |3 explanaremos sobre Campos Cléassicos que, como veremos, funci-
onam como ponto de partida para sistemas quanticos [4]. Comecaremos por apresentar
um método para se chegar as equagoes de Campos e em seguida, finalizaremos o capitulo
fazendo uma breve explicacao sobre os campos que comporao a Lagrangiana do setor de

léptons da interacao Eletrofraca.
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O capitulo [4] sera dedicado exclusivamente ao campo de Dirac que, como
veremos, é um espinor, uma vez que ele se transforma segundo a representacao espinorial
do grupo de Lorentz. O motivo é que a Lagrangiana de Dirac serd nosso ponto de
partida para a construcao da Lagrangiana do setor de léptons da interacao Eletrofraca
do Modelo Padrao. Como veremos, suporemos que esta Lagrangiana seja invariante sob
as transformacoes de simetria que serao apresentadas no capitulo [2] e como consequéncia
imediata, ganharemos as interagoes [34].

Por 1ltimo, no capitulo |5| construiremos a Lagrangiana do setor de léptons sem
massa da interacao Eletrofraca. Iniciaremos introduzindo conceitos fundamentais para
o desenvolvimento da teoria, como por exemplo, quiralidade e helicidade e em seguida,
faremos aplicacao direta das ferramentas apresentadas nos capitulos anteriores. Como
veremos, os bosons da interacao Eletrofraca estao associados aos grupos de simetria interna
U(1) e SU(2) e que a invariancia da Lagrangiana sob tais grupos permitem naturalmente

o surgimento das interacoes.
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2 GRUPOS DE LIE

As leis da fisica, como algo universal, sao as mesmas independente do ponto no
espago e da orientacao do sistema de coordenadas utilizados para observacao do sistema
fisico. Assim, ao girar o sistema de referéncia com o qual estamos trabalhando, ou mesmo
transladando-o de uma certa distancia, as medidas realizadas no ponto em que o evento
fisico ocorreu devem concordar com as realizadas antes das transformacoes impostas ao
sistema de coordenada. Isso nos diz que as equagoes de movimento que descrevem a evolugao
dinamica de um sistema devem permanecer invariantes sob determinada transformacao
de simetria. Assim, simetria se relaciona com o conceito de invariancia das equacoes da
dinamica que por sua vez, garantem a preservacao das medidas fisicas. De um modo
geral, estas ideias formam a base para a construcao do Modelo Padrao. Neste, se insiste
que as equacoes do movimento permanecam inalteradas, em forma, sob determinada
transformagao de simetria [9).

Este capitulo tem como objetivo desenvolver toda uma linguagem matemaética
que permite tratar o conceito de simetria de uma uma forma bastante simplista e como

resultado, teremos propriedades fundamentais da natureza sendo reveladas.
2.1 Introduzindo Grupos

Um grupo de simetria pode ser entendido como um conjunto de transformacoes
realizadas em um objeto qualquer que deixam o mesmo invariante [31]. Um quadrado
por exemplo, permanece o0 mesmo apos uma rotagao por 90°. O mesmo nao é verdade
para um angulo de 3°. Seguindo a mesma ideia, o médulo de um vetor é sempre o
mesmo ao realizarmos rotagoes mantendo a distancia entre as extremidades fixa. Assim,
rotacoes constituem um grupo de simetria e o mesmo pode ser dividido em discreto e
continuo. Estes caracteres sao determinados pelos parametros de transformagao (o angulo
de rotacao nos exemplos anteriores). Para o quadrado, apenas rotagoes por 0°, 90°, 180°,
270°,... sao permitidas e assim rotacoes deste tipo constituem um grupo de simetria
discreto. Entretanto, como um circulo pode ser rotacionado por qualquer angulo e ainda
permanecerd invariante, rotagoes em um circulo constitui um grupo de simetria continuo.

A linguagem matematica envolvida na definicao de uma grupo estd relacionada

com uma série de axiomas que o mesmo tem de cumprir. Assim [27},31]:

Dado um conjunto G, cujos elementos g se combinam através de uma opera¢ao

bindria o , definimos um grupo (G,o0) através dos axiomas
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e Fechamento: Se g, e go € G, entao gy 09y =g € G.

e Elemento identidade: Sendo e o elemento identidade do grupo G, entao

cog=goe=g.
e Elemento inverso: Como g € G, ¢g7' € G de tal modo que g~' o g =

gog'l=e.

e Associatividade: Se g1, g2 e g3 € G, temos que as combinagoes entre eles

sdo associativas, ou seja, (g1 © g2) 0 g3 = g1 0 (g2 © g3).

E importante ter em mente que um grupo de simetria é algo bastante abstrato.
Qualquer conjunto de objetos que satisfagam esses axiomas podem ser definidos como um
grupo de simetria. No entanto, a conexao entre grupo de simetria e fisica se faz através do

conceito de representacao |25].

Uma representacao € um mapeamento entre qualquer elemento do grupo e uma
transformacao linear, de algum espaco vetorial, que preserva as propriedades

do grupo [31].
Assim, seja g1 e go elementos de um grupo G, entao o mapeamento

g — D(g)

é de tal forma que

D(g1)D(g2) = D(g192);  D(e)=1;  D(g")=D"'(g).

Para nossos propdsitos, como veremos, as transformacoes lineares sao matrizes quadradas
[7,25]. Para cada elemento do grupo existe uma representacao na forma matricial. O
conjunto de todas as representacoes matriciais dos elementos de um grupo, junto a operacao
bindria de multiplicagdo de matrizes também formam um grupo [25].

Dedicaremos este capitulo para tratar dos conceitos estabelecidos pela teoria
de Lie. Esta aborda simetrias continuas e, como veremos, sera de bastante relevancia
estuda-las. Agora que ja definimos o que é um grupo de simetria e aprendemos sobre o
conceito de representagao, comegaremos por discorrer sobre tranformacgoes que envolvem

rotagoes, pois estas constituem um exemplo simples e bastante ilustrativo.
2.2 Grupo de Rotagao: Uma Primeira Representagao

Como ja mencionado, as rotagoes também constituem um grupo de simetria

continuo e portanto fazem parte da teoria de Lie. Se realizarmos qualquer rotagao em
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torno do eixo perpendicular ao plano que define um circulo unitério, todos pontos (x,y),
tais que 2% + y?> = 1, serao mapeados no préprio circulo unitario, deixando o mesmo
invariante. Veja que o grau da rotacao aqui fica em um segundo plano, de tal modo que é
possivel rotagoes tao préoximas quanto se deseja da tranformacao identidade. Esta nao
realiza qualquer alteracao no objeto. Portanto, definiremos um grupo de simetria continuo
por aqueles que permitem transformacoes arbitrariamente préximas da transformacao
identidade.

Coloquemos nossa atencao dirigida aos vetores. Podemos entao nos perguntar
qual é o tipo da transformacao de simetria que deixa o médulo de qualquer vetor invariante.
A resposta a esta pergunta pode ser encontrada analisando o produto escalar entre dois
vetores. Considere entao a transformagao v — v/ = Rv que deixa o médulo do vetor v

inalterado. Entao

v v = (Rv)"(Rv) =v"RTRv =v"v =v - v. (2.1)

Portanto, para o médulo de um vetor permanecer o mesmo apds uma transformacao R, a
mesma deve cumprir a condi¢ao

R'R =1 (2.2)

Tal expressao ainda pode ser explorada fazendo uso do conceito de determinante de
matrizes. Veja:

det(R"R) = det(R") det(R) = (det(R))?

det(R"R) = detl = 1

det(R) = £1. (2.3)

Mas o que as expressoes e nos diz? A ideia é bem simples. A primeira nos
informa sobre o grupo cujo os elementos sao representados por matrizes ortogonaisﬂ A
segunda nos diz que este grupo é dividido em dois outros. O valor positivo na expressao
refere-se ao grupo das rotagoes, enquanto que o valor negativo pode ser associado ao
grupo das reflexoes espaciaisﬂ [31].

Com a defini¢ao do grupo de rotagao bem estabelecida, podemos seguir estu-
dando o mundo das rotagoes em sua forma algébrica de uma maneira bastante simples e

esclarecedora.

'Uma matriz A é dita ortogonal se AT = A~
2Uma reflexio no espaco é permitida pela transformagio x; — z; = —z;(i = 1,2, 3).
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2.2.1 Rotacoes em 2-D

Rotagoes em duas dimensoes que deixam o médulo de qualquer vetor invariante
podem ser efetuadas fazendo o uso do grupo SO(2). Tal denominagao refere-se ao fato de
o grupo ser constituido por elementos que sao representados por matrizes 2 x 2, ortogonais
(OTO =1) e especiais (det(O) = 1).

Jé se sabe que para um vetor rotacionado de um angulo 8 no sentido horério em
relacao a origem, mantendo o médulo fixo, as coordenadas novas e antigas se relacionam

respectivamente por [5]
2’ =xcosh+ysinb

/ —_—

y = —xsind + ycosh.

Tais equacgoes, que podem ser reescritas na forma matricial

' _ cos@ sin6 x
Y —sinf cosf Yy

nos diz que a matriz que permite uma rotacao em duas dimensoes é dada por:

R(0) = ( cosf sind ) ' (2.4)

—sinf@ cosf

A matriz (2.4)), junto com a multiplicagao ordinaria de matrizes (operagao bindria), satisfaz

todos os axiomas requeridos pela definigdo de um grupo [31]. Além disso, como

RT(O)R(0) =

cos? 6 + sin? 6 cosf@sinf — sin 8 cos 6 _
sin @ cos§ — cosfsin 0 cos? ) + sin? 0

det R(0) = cos® 0 +sin* 0 = 1

o grupo em questao deve ser o SO(2).
Se formos um pouco mais astutos em nossa analise a rotagoes bidimensionais,
lembraremos que os nimeros complexos podem ser representado, sem perda de informacao,

por um vetor no plano complexo. Consideremos o niimero complexo unitario
z=u-+w

onde

r=u+07=1.
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Em coordenadas polares se escreve
2z =R(0) = e’ = cosh +isinb

uma vez que

R*R = ¢ "% = 1.

Podemos seguir investigando qual é o efeito que um nimero complexo unitario causa
quando multiplicado por um outro ntimero complexo qualquer. Assim, seja z = u + vi
e apliquemos no mesmo, através da multiplicacao de nimeros complexos, o complexo

unitario R(m) = cosm + isinm = —1. Assim:
Z=R(r)z=—-1(u+vi) = —u—vi

Concluimos assim que o nimero complexo z sofreu uma rotagao de 180° em torno da origem,
mas seu médulo permaneceu fixo em tal transformacao. Com esta pequena sondagem,
deslumbramos o conceito por tras de um grupo conhecido como U(1), aquele constituido

por todos os niimeros complexos unitériosﬂ A condi¢ao que o define é dada por
U'U=1 (2.5)

Isso nos diz claramente que U(1) e SO(2) realizam a mesma tarefa, exercem uma rotagao

em um vetor. Para ficar ainda mais claro o que estamos explorando, facamos a defini¢cao

10 (0 -1
(1) (0 as

E importante observar que

GG ()0 )

Escrevendo R(#) como

1 0 ) 0 —1 cos) —sinf
R(0) = cos 0 +siné =
01 1 0 sinf  cosf

vemos algo muito semelhante a (2.4)), que permite rotagoes bidimensionais. Pelo o mesmo

raciocinio, podemos escrever z = u + v COmMoO

3Como veremos no capitulo [5| este é o grupo associado as interacoes eletromagnéticas.
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=)0

Assim, trasformagao z — 2/ = R(f)z passa a ser dada por

, u = cosf) —sinf u —v
z = = R(0)z =
v sinf  cos# v
u' —v"\ [ ucosf —wvsinf —vcosf —usinf
v usinf +vcosf —wvsinf + ucost
Ou, de uma forma bem mais ilustrativa,
u' '\ [ cos —sind u
v sinf  cos# v
Tudo isso ratifica a nossa afirmacao anterior de que os grupos SO(2) e U(1) realizam a

mesma tarefa, desempenham uma rotagao no plano.

2.2.2 Rotagoes em 3-D

As matrizes que permitem uma rotagao em trés dimensoes sdo dadas por [25]

1 0 0 cos O 0 sinfs cos 03 sinfl3 0
R;(01) = 0 cosb sin 61 Ry(02) = 0 1 0 R.(63) = —sinf3 cosf3 O (2.7)
0 —sinf; cosfy —sinfa 0 cosfs 0 0 1

onde 6y, 05,03 sao chamados de angulos de Euler [9]. Estas matrizes de rotacao satisfazem
tanto os axiomas listados anteriormente na definicao de um grupo de simetria quanto as
condigoes e com o sinal positivo e, portanto, fazem parte de um grupo sob
multiplicagao de matrizes. Sendo mais especifico, elas ainda constituem uma base para este
grupo, denominado SO(3). Ou seja, qualquer elemento do mesmo pode ser encontrado
fazendo uma combinacao linear de [31]. Ou seja,

R = OélRm<91) —+ OCQR:D(92> + Oéng(@g,)

onde a; (i = 1,2,3) sdo parametros reais.

Da mesma forma que encontramos uma segunda maneira para descrever rotacoes
em um plano, podemos determinar aqui ferramentas que possibilitem rotacoes no espaco
tridimensional diferentes de . Essa ideia é fundamentada no conceito por tras da
possivel extensao dos nimeros complexos. Uma rotagao em trés dimensoes é possivel

quando se faz presente trés parametros [9]. Até agora em nosso desenvolvimento teérico,
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para manter o comprimento de um vetor constante, estamos sempre acrescentando um
vinculo a nossas transformacoes, esta tem que ser unitaria. Tal condicao extra faz com que
tenhamos exatamente um grau de liberdade ao considerar niimeros complexos convencionais
(z = u + iv) E| Isso nos induz a suposicao de que em uma rotagao tridimensional, com
a condicao de transformacao unitaria U, se faz necessario a construcao de um objeto de
modo que, com a aplicacao do vinculo, possibilite a existéncia dos trés graus de liberdade
requeridos. Assim, tais objetos devem possuir quatro parametros. Eles sao conhecidos
pela comunidade fisica por quatérniosﬂ

Os quatérnios podem ser entendidos como uma extenao ao nimeros complexos
[31]. O que diferencia um ntimero complexo de um real é, em principio, a presenca de uma
parte imaginaria v (2 = u + ), onde 72 = —1. De forma semelhante, podemos supor a

existéncia de outras unidades imaginérias i, j , k e definir os quatérnios por [31]

= al + bi + ¢j + dk (2.8)
onde
i’=j*=k*=—-1 (2.9)
(§]
ijk = —1 (2.10)

Esta tultima nos possibilita a combinacao de quatérniosﬂ. Colocando em pratica (2.9) e

(2.10)), definimos um quatérnion unitério como sendo aquele que satisfaz o vinculo
lq=a*+ v+ +d* =1. (2.11)

A expressao (2.8) pode ainda ser colocada em uma forma matricial. Podemos definir as

matrizes [31]

10\ . 0 -1\ . 0 —i i 0
1=1= i = j= Kk —
0 1 1 0 —i 0 0 —i

de modo que condigoes (2.9) e (2.10) sejam satisfeitas(2.4]). Veja por exemplo que

ijle = ( | = = =1

4Um nimero complexo, em duas dimensodes, é constituido por dois parametros, u e v (z = u + iv).
Quando se considera que eles sdo unitdrios, temos associado o vinculo u? 4+ v? = 1. Assim, um parametro
é escrito em fungao do outro e, portanto, permanecendo apenas um unico grau de liberdade.

5Uma demostracido de que esses objetos permitem rotacdes em trés dimensdes pode ser encontrada
em [31]. No decorrer da subsecao, temos como objetivo somente mostrar que eles constituem um grupo.

5Veja por exemplo que, ijk = —1 — i’jk = —i = jk =i



23

Assim, podemos escrever um quatérnio em sua forma matricial

10 0 -1 0 — v 0 a+1id —b—ic
qg=a +b +c +d =
01 1 0 —i 0 0 —i b—ic a—id

e verificar que

detq = (a +id)(a —id) — (=b—ic)(b—ic) =a®> + Vb +* +d* =1 (2.12)

Por outro lado, seja q; e g2 quatérnios unitarios escritos em sua forma matricial. A
combinacao das duas, por multiplicacao de matrizes, fornece também uma matriz unitaria.
Ou seja,

(g2)" = abal = a7 = () ™

det(qqu) = det q1 det Qo = 1.

Concluimos assim que os quatérnios unitérios formam um grupo, conhecido como SU (2)
(detU = 1,U'U = 1) , cujos elementos sdao construidos pela combinagao linear das
matrizes 1,1, j e k. Este grupo de simetria, como veremos, é de extrema importancia para
a fisica, pois junto ao grupo U(1), possibilita a unificacdo entre as interacoes Fraca e

Eletromagnética, a interacao Eletrofraca.
2.3 A Algebra de Lie

Para um grupo de Lie G (dado por matrizes n X n), a dlgebra de Lie g de

G ¢ dada pelas matrizes n x n X tais que e € G para t € R [31].

A definigao acima nos diz que os objetos X, de algum modo, geram um elemento
do grupo com o qual eles se associam. Deste modo, as matrizes X serao ditas geradores

do grupo e os elementos do mesmo serao dados por exponenciais. Ou seja,
et (2.13)

onde ¢t é um parametrd’| que permite a transformacdo. Os geradores X, que compoem
o que definimos como algebra de Lie, permitem a combinacao dos elementos do grupo,
antes através da requerida operacao bindria, de uma forma bastante simplista. No entanto,
devemos entender primeiro como os préprios geradores se combinam. Esta operagao deve

ser fechada sobre a algebra de Lie, ou seja, ao combinar dois elementos da algebra de

"Um exemplo ilustrativo para um parametro de transformagao seria o angulo de rotagao 6 em ([2.4)).
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Lie, o elemento resultante deve fazer parte da mesma [31]. A ferramenta que permite
esta operagao é conhecida como colchetes de Lie [,]. Assim, dado dois gerados X e Y, a

combinagao dos mesmos ocorre através do que chamamos de comutador,
(X,Y]=XY -YX. (2.14)

Com estd definigao, afirmamos que a algebra de Lie é fechada sobre os colchetes de Lieﬂ [32].
Por dltimo, a operacao binaria, que permite a combinacao de dois elementos do grupo,
se associa com a combinacao, ou melhor, soma dos elementos da algebra de Lie pela a
férmula de Baker-Campbell-Hausdorff [31],

X 4 oZ = XHZH3IX 2+ XIXZ] - (2.15)

onde X e Z sao os ja definidos geradores.
Até agora, falamos da algebra de Lie de uma forma bem simplificada. No

entanto, existe toda uma linguagem matematica que a define.

A dlgebra de Lie é um espaco vetorial g equipado com uma opera¢ao bindria

[,] : g X g — g que satisfaz os sequintes aziomas [0,|24)/:
e Bilinearidade: [aX +bY,Z] = a[X, Z]4+b[Y,Z] e [Z,aX + VY] = a[Z, X]+
b[Z,Y).
o Anticomutatividade: [X,Y] = —[Y, X].
o Identidade de Jacobi: [X,[Y,Z]|+ [Z,[X,Y]]| +[Y,[Z, X]] = 0.

onde X, Y e Z compoe a dlgebra de Lie e a, b e ¢ sao quaisquer niumeros

escalares arbitrarios.

Mostrar que o comutador satisfaz estes axiomas constitui uma tarefa bastante simples.

Veja por exemplo que
(X, Y]=XY -YX=—(YX-XY)=-[YV, X].

2.3.1 Os Geradores e Algebra de Lie de SU(2)

Como vimos, SU(2), junto a multiplicagdo ordindria de matrizes, constitui um
grupo cujos elementos sao matrizes 2 X 2, unitarias e com determinante igual a 1. Faremos

uso destas caracteristicas de definicao para encontrar os geradores da algebra de Lie e

8XY e YX, de forma individual, podem néo ser parte da &lgebra de Lie. No entanto, XY — Y X
sempre serao.
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entender como os mesmos se combinam sob a relacao de comuta@éoﬂ Vejamos como isso é

feito. Para SU(2), temos
e Grupo unitério: UTU = I.
e Determinante 1: detU = 1.

No entanto, sabemos que os geradores, ao serem exponenciados, fornecem um elemento

correspondente do grupo. Assim , pensemos em um elemento de SU(2) como sendo

i

onde J; é o gerador. Veja entao que
Uy = (euj)feuj — o i — [ — O

Aplicando a férmula de Backer-Campbell-Hausdorff (2.15]),

1

z'(Jj—J})+2

[J;,Jj} B

Veja que os geradores de SU(2) sao quantidades hermitianaﬂ. Isto é extremamente
importante para a fisica, pois se reflete diretamente ao fato de que observaveis fisicos

devem ser quantidades reais [31]. Por outro lado,
det U = dete?i = ¢1"i = ¢ = TrJ; =0.

Desta forma, os geradores de SU(2) devem ser matrizes hermitianas e de trago nulo. Seja
A uma matriz geral com estas caracterfsticas [9]. Entad']
a b—ic

A:
b+ic —a

9 Apesar de a algebra de Lie ter toda um arcabouco teérico desenvolvido, faremos uso dos colchetes de
Lie [,] como a prépria defini¢do de dlgebra de Lie. Assim, a partir de agora, quando falarmos de uma
algebra de Lie, estaremos nos referindo ao comportamento dos geradores sob os colchetes de Lie.

19Uma quantidade A é dita hermitiana se AT = A [15].
Veja que estamos tratando com valores completamente arbitrarios aqui e como AT = A, concluimos
que esta matriz engloba qualquer matriz hermitiana de trago nulo.
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onde a, b e ¢ sao numeros reais arbitrarios. Esta matriz ainda pode ser decomposta em

uma soma, ou seja,

1 0 01 0 —i
A=a +b +c )
0 —1 10 +i 0

Veja que uma matriz hermitiana de traco nulo qualquer pode ser escrita como uma
combinacao linear de trés outras matrizes. Estas sao chamadas na literatura por matrizes

de spin de Pauli [15] o*(k = 1,2, 3), onde

) (0 1) ) (0 —i) , (1 0)
ol — 0% = 0% = . (2.16)
10 i o0 0 —1

A algebra de Lie (relagdo de comutagao), satisfeitas por estas matrizes, pode ser verificada

facilmente. Basta calcular a relagao |07, 0%] = /0% — 007, Veja por exemplo que

01 0 —1 0 —1 0 1 21 0 )
A () ()0 () (0 ) e
10 1 0 1 0 1 0 0 —2

Seguindo com o mesmo raciocinio para todas as matrizes o, chegaremos a relagao de

comutacao

(07, 0] = 2ie?™ o,

onde fazemos uso do tensor de Levi-Civita

1, para permutagoes ciclicas nos indices (123,312 e 231).

ik — —1, para permutagoes nao cilicas dos indices (213,321 e 132).

0, para quaisquer indices repetidos.

Por questao de conveniéncia, definiremos os geradores de SU(2) como sendo@
) 1 .
J = _O_z’
2
de modo que a algebra de Lie passa a ser

[J7, J%] = ie?™ ] (2.17)
121850 nos diz que SU(2) e SO(3) possuem a mesma dlgebra de Lie [31]
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2.3.2 Os geradores e a algebra de SO(3)

Por questao de completeza, listarei aqui os geradores do grupo SO(3) e derivarei
a sua algebra de Lie. O procedimento utilizado é analogo ao da subsegao anterior [31].
Assim, levando em consideragao que SO(3) é constituido por todas as matrizes 3 x 3,

ortogonais (OTO = 1) e com determinante igual a 1, seus geradores séﬂ

00 O 0 01 0 -1 0
Ji=t1| 00 -1 Jy =1 0 00 Js3=4i| 1 0 0 |. (2.18)
01 0 -1 0 0 0 0 0

Fazendo uso do tensor de Levi-Civita, podemos escrever (2.18) em uma forma mais

Compactalﬂ,

Jj = —i(Ejkl)gxg. (219)
Veja por exemplo que
(Jl)n (J1)12 (J1)13 €111 €112 €113 00 O
J1 = (J1)21 (J1)22 (J1)23 =—1 €121 €122 €123 =1 00 -1
(J1)31 (J1)32 (J1)33 €131 €132 €133 01 0

Assim, o elemento que se encontra na linha 2 e na coluna 3 do gerador .J; é, por exemplo,
(J2)23 = —i€g3 = 0. Esta notagdo nos permite encontrar a élgebra de Lie do grupo SO(3)
de uma forma bastante simples e direta [25]. Veja que [J;, J;| é uma matriz 3 X 3 em que

o elemento que se encontra na m-ésima linha e n-ésima coluna é dado por

(i, Jelmn = (T mp(Je)pn = (T )mp(J5)pn

= €jmpEpkn T EkmpCpnj

= (0jk0mn — 6jn0mk) + (Okn0mj — Ok;i0mn)
= 0jmOkn — 0jnlkm

= EjkpEpmn

= i€jkp(—i€pmn)

= i€kp(Jp)mn-

130 imagindrio i foi colocado nessas matrizes afim de se conseguir objetos hermitianos, ou seja J = J.
Em contra partida, ao fazer J — 4.J, um elemento de SO(3) passa a ser dado por €¢*/  onde ¢ em um
parametro de transformagao [31].

140 indice k refere-se a linha e o indice [ refere-se a coluna.
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Portanto, a édlgebra de Lie satisfeita pelos geradores de SO(3) é dada poﬂ
[Jj, Jk] = iijpJp. (220)

E de grande relevancia, como veremos na proxima segao, reconhecer que esta ¢ a mesma

algebra satisfeita pela momento angular L [15],

[Lj, Li) = i€jily (2.21)
onde
Ll = €kl jPk (2.22)
d
p=—:V.

Estabelecidos os geradores e a algebra de Lie, um elemento Ry, de SO(3), pode
ser escrito na forma
R1<¢1) — eidnJl.
No entanto, podemos expandir estd exponencial em uma série de Taylor [5,7]. Ou seja,
>, 22k g2k 20 2l 2k 2k

ey 1
Rl<¢1)—ZT—ZW+§ (2k +1)!

n=0 k=0

E muito simples verificar qu

{sz:<_1)k Jfk:{l’ se k=0

i2k+1:’i(—1)k e I, Sek#o 9
J12k+1 = J
onde [ é a matriz identidade e j; é dado por
0 00
n= 0 0
001

Assim,

0o _1k ok oo _1k 2k+1
Rl(gbl):]ﬂlz%ﬂ(hz(mj%m.

k=1 k=0

150s indices matriciais m e n foram omitidos.

I6Estamos utilizando o sistema de unidades em que i = ¢ = 1.

1"Primeiro reconheca que i2 = —1 e use-o para calcular as outras poténcias ( i
faca o mesmo para J. Uma andlise acurada conduzird a esses resultado.

3 = —i ), em seguida,
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Ou seja,
LU | — (=1t SR (—1)kgpt!
. _ . iy .
@)=1010f+010 2" (2h)! e 00 = kz_% (2k + 1)!
0 0 1 0 - 1 -

Em uma forma mais compactaEL R1(¢1) toma a forma da primeira matriz em ({2.7)),

1 0 0
Ry(¢1) = 0 cos¢; sing

0 —sing; cos@,

Esse ja era um resultado esperado. Da teoria de Lie, ao exponenciar um elemento da

algebra obtemos um elemento correspondente do grupo.
2.4 O Grupo SO(N) e a Representacao Espinorial

O conjunto de todas as matrizes N x N, especiais (det O = 1) e ortogonais
(OTO) constituem um grupo sob multiplicagio de matrizes. A este grupo damos a
designacao SO(N) e as caracteristicas que o definem serdo de grande utilidade para
a definicao da representacao espinorial que, de um modo bastante singelo, permitira
transformagoes de objetos conhecidos como espinores |25]. Tais objetos serao apresentados
em mais detalhes no capitulo[d e a um tratamento mais abstrato é que esta se¢ao se dedica.

J& estamos bastante acostumado com a ideia de que um elemento do grupo de
Lie pode ser escrito em termos dos geradores. Assim, de um modo geral, um elemento O

de SO(N) pode ser parametrizado da forma [25]

O = e’ (2.23)

onde a;(j = 1,...,n) sdo parametros reais que permitem a transforma(;éom. A condigao de

ortogonalidade,
07O = ¢ ¢ivili
= (I +io;J — (O"';J‘T) — (I +iaJ; — (O‘J'Q‘Jj> — )
= I+iog(J] +Jp) —...=1,
nos diz que JjT = —ij. Isto faz com que o nimero de parametros «, que possibilita

18Usamos a expansdo em série de Taylor para o cos ¢, e para o sin ¢ [5].
YA letra O foi escolhida pela condicdo de transformacao ortogonal.
20Terfamos obtido o mesmo resultado se tivéssemos usado (2.15) [31].
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(2.23), seja diferentdﬂ. Ou seja, se

ai;p ... Qip
Ap1 ... Qpp

entao, a condigao de ortogonalidade faz com que

{ 0,i=j
@ij = L
_ajiy.]%z

de modo que

0 Qn1 0 Q1n bll bln 1 0
= : : =1 : C | = Lo
A1y ... 0 (07 0 bnl bnn 0 ... 1
onde
. L j=k
bjt = Y _ Qi = { , . (2.25)
m=1 07 j ?é k
E facil notar que b;, = by;. Isto faz com que tenhamos N equagoes de vinculo tipo (2.25))

N2—-N
2

para j = k (elementos da diagonal principal) e equagoes para j # k (elementos fora

da diagonal principa]ED. Uma vez que os elementos da diagonal principal em (2.24)) devem

ser nulos, a condicao de grupo especial nao acrescenta nenhum vinculo extra. Assim,

N2-N

temos N? parametros (a;x) satisfazendo N + &=

equacoes de vinculo. Entao, podemos
concluir que o nimero de parametros necessarios para escrever (2.24)) junto a condicao de
matriz ortogonal, passa a ser

n? — (n L > ”) - "("2_ b, (2.26)

O modo como propomos ([2.23|) foi completamente arbitrario, de modo que os

argumentos apresentados acima ainda seriam verdadeiros se tivéssemos estabelecido que

2L Antes da condicao de ortogonalidade sdo necessirios N2 parametros para se escrever uma matriz
N x N geral.
22 A divisao por 2 se deve a simetria & diagonal principal.
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O assumisse a formal]

O = ezionlik, (2.27)

onde o, (como antes, o sdo parametros reais que permitem a transformacao) e Jj; sao

. .. sl s . . . ) —1
quantidades antl—snnetrlca. Assim, ainda seriam necessarios %

que (2:28) fosse possive’]

Podemos prosseguir perguntando que aspecto teria a dlgebra de Lie satisfeita

arametros o para
J

pelos geradores J;,. A derivacao da mesma, como veremos, pode ser entendida como uma
simples questao de generalizacao. Comecemos por relembrar que para trés dimensée@ a
algebra é a mesma obedecida pelo momento angular L = (L4, Lo, L3), onde

L,= €5kl Pk -
Esta expressao, restrita ao caso tridimensional, pode ser generalizada para qualquer

dimensao [25]. Basta multiplicarmos por €,,,; do dois lados e definir

Lmn :EmnlLZ =  €mni€ijkT; Pk

= (5mj5nk - 6mk5nj)xjpk

Uma vez que [15]
[, xk] = [pj, k] =0 (2.29)
e
[}, pr] = 101, (2.30)

podemos facilmente determinar a dlgebra de Lie satisfeita por (2.28)). No entanto, precisa-

remos de duas relages extras envolvendo comutadores [15],

[A, BC] = [A, B]C + B[A,C] (2.31)

[AB,C] =[A,C] B+ A[B,C). (2.32)

230 fator % evita termos repetidos na soma. Por exemplo, se j = 1,2 e k = 1,2, entao %aijjk =
5 (onkdik + aordar) = (@112 + a21J21) = 121

24Se a;; ¢ dito anti-simétrico, entdo a;; = —a;;

25E importante notar que os indices j e k ndo sdo matriciais. Eles tém o papel de rotular os geradores
e seus respectivos parametros. Assim, o lado direito de (2.24]) tem a mesma forma apés a transigao
Oéij — Oéjkjjk [25]

26Veja subsecao m
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Calculemos assim a algebra,

[me qu] = [xmpn — TnPm, TpPq — xqpp]

= [TmPns TpPg) = [TmPns TaPp] — [TnDims TpPg] + [TnDims TePp)-

Aplicando ([2:31), (2:32)), (2:29) e (2.30) podemos ver quef’}

[TaDbs TePa) = =0T aPd + 10aaZcPe

e assim,

[Linny Lpgl = —i0pn@mPyg + 10mgTpPn — (—i0qn@mPp + 10mpTePn) +
—(—=10pmTnDq + 100qTpPm) — WgmTnPp + 10npTePm
= i[0pm (TnPg — TqPn) = Ogm (TnDp — Tppn) +
—0pn(TmPg = TqPm) + Ogn(TmPp — TpPm )]
= 1(0pmLng — OgmLnp — OpnLimg + OgnLimyp). (2.33)

De fato, como no caso tridimensional, esta é a mesma &algebra satisfeita pelos geradores

Jix em @27 5, ond]
[ij, ng] = i(éngkm — (5ij]€€ — 5gkjjm + 5mk<]j€)- (234)

Os geradores J;, de SO(N) podem ser facilmente determinados considerando
transformacoes infinitesimais. Seja assim «;, parametros infinitesimais. Entao, as coorde-

nadas de um vetor N-dimensional se transformam como [25]

vy =[] s,
i
Ou seja, .
0Ty =1 — Xy = %Oéjk(ij)mnl’n.

Por outro lado, para transformagoes infinitesimais, também é verdade que [25]

0Ty = Qyn .-

270s fndices a,b, ¢ e d foram colocados apenas para generalizar.
280s indices matriciais serao omitidos. De fato, a &lgebra se escreve [Jik, Jomlpg = i(6ej(Jkm)pg +
—0mj (Jre)pg — 0ok (Jjm)pg + Omi(Jje)pq), onde p e g sdo os indices que rotulam as entradas da matriz.
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Como exemplo ilustrativo, pensemos no caso tridimensional, onde@

1 0 0
R, = 0 1 6
0 -0 1
Logo,
x) 1 0 0 T
z |=10 1 0 To
xh 0 —0 1 T3
e
5$1 = 0, 51’2 = 9.’13'3, 51133 = —(933'2.
Entao, podemos concluir que
1
O, = §ajk(ij)mn
e assim, afim de satisfazer essa relagéom
(ij)mn = —i(5jm5kn - 5km5jn) (2.35)

E muito conveniente saber que (2.35) satisfaz (2.34)) [25]. Isto ndo poderia ser diferente.
Agora sim estamos equipados com ferramentas que possibilitam a defini¢cao de

uma representagao espinorial,

Se existem N(N — 1)/2 matrizes I'; tais que

onde {I';,T'y} € chamado de anti-comutador entre as matrizes I'; e 'y, temos

que
1
4

também satisfaz a dlgebra do grupo SO(N) e corresponde, portanto, a outra

My, = =~ [T, T] (2.36)

representacao do grupo, a espinorial [25].

Um exemplo ilustrativo de uma representacao espinorial se faz presente nas rotagoes
através do grupo SU(2). As matrizes de spin de Pauli (2.16) satisfazem a condigao de
anti-comutacao requerida [15],

{oj,01} = 20,

290 sfmbolo § rotula uma transformacao infinitesimal. Esta é obtida expandindo as entradas da matriz
de tranformacao em série de Taylor até primeira ordem.
30Mais uma vez usamos a anti-simetria de «, o = —0yj.
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e assim seus geradores sao dados por

)
Mjk == —Z[O'j,(]'k]. (237)
Esse mesmo valor ¢ encontrado reescrevendo os geradores de SU(2) (J; = 10;), derivados

na subsecao [2.3.1] como

1
Ji = §€ijijk-
Isto pode ser visto diretamente de (2.17)),

. 1 _ 7
[Jj, Jk] = Zéjkgjg = Z[Uj,ak] = Zejkgjg = _A_L[aj’ak] = Ejkgjg =

= M = €jiede = €M, = —€ijperjede = €My = 2050 J0 =
1
= Jl = §€ijijk'

Para finalizarmos esta segao, conseguimos um elemento de SU(2) (representagao espinorial

do grupo das rotagoes [25]) exponenciando os geradores (2.37)), ou seja,
U = e3%kMin — ¢5kl73,0n] (2.38)
2.5 O Grupo de Lorentz

Na relatividade especial, onde as coordenadas espaciais e temporais ganham o
mesmo status na teoria (as duas compoem juntas e de forma dependente o que chamamos
de espago-tempo), existe um objeto que é invariante sob as transformagoes de Lorentz.

Ou seja, se I for este objeto, entéolﬂ [16],
I= (22— (2% — (22)% — (%)% = (2) — (z'1)2 — ()% — ("%)2.
Podemos ainda escrever a expressao anterior em uma notacao mais compacta,
I =nuats” = atz,, (2.39)

onde x,, = 12" e 1,,, chamada métrica do espago de Minkowskiﬁ definida como

1 0 0 0
S I (2.40)
00 -1 0
00 0 -1

31Continuando com o sistema de unidades em que ¢ = A = 1, temos as correspondéncias z° — ¢, 2! —
r, 2?2 s yead = 2
32Também chamada de métrica do espago plano [28].
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Se denotarmos as transformagoes de Lorentz por A, entdao, como I é um invariante,

27l = 2, 1" = (A7 1t )ne, (AP 2") = 2 (A7 ne, AP )" = oty et = oty

ou sejaP]

AgunapApu =NMw — ATUA =7n. (241)

A expressao (2.41)), que defini as transformagoes de Lorentz |31], tem algumas caracteristicas

interessantes para a definicao do grupo de Lorentz. Veja que

det (ATnA) = detn
det ATdetndet A = 1
(detA)? = 1
detA = =1 (2.42)

Ago’%pAp o = Too

(A%)* =) (A = 1

Ay = (2.43)

Desta forma, as transformagcoes de Lorentz se dividem em quatro. A tabela |5 resume o

que acabamos de fazer.

detA | +1 | —1 | =1 | +1
ANy [>+1]>+1]<-1]<-1

bt |t ]t

Tabela 5: Fonte: [25]|. Divisao das transformagoes de Lorentz em outras quatro trans-
formagoes.

De todos esses conjuntos, o tinico que forma um grupo é L4 o grupo ortocrono
) P
Proprio [25]. Para nossos propdsitos, este serd o préprio grupo de Lorentz e assim sera
nosso objeto de estudd®}

O grupo de Lorentz envolve rotacoes e Boostﬂ e assim, uma transformacao

33 As duas notacoes sao equivalentes. Uma colocamos na notacao indicial e a outra na forma matricial,
onde A%, = (A,%)7.

34Veja que a combinacdo de dois elementos de um grupo com determinante igual a —1, gera um elemento
com determinante +1, este j4 nao pertence ao grupo. O mesmo raciocinio vale para A%

35A razdo encontra-se no fato de que o grupo de Lorentz completo possui quatro componentes. Estas
sao obtidas por transformagoes de paridade e de reversao temporal aplicadas a L1 [31].

360s boosts relaciona as coordenadas do espaco-tempo 2’ e  de dois referenciais inerciais S e S’ em
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completa é escrita como

-

A = A(R)A(B), (2.44)

onde 5 =V /c. A forma destas matrizes A j& deve ser bem familiar para nés, uma vez que
sao assuntos bem explanados em um curso de relatividade especia]m Entretanto, como

exemplo ilustrativo, uma rotagao no espago de Minkowski é dada por

A(R) o 1 O1><3
O3x1 [3xs

e um boost na direcio x, por™)

vy =8 00

B v 00
A(B) =

0 0 1 0

0 0 0 1

onde

1 v

VE — 552

c2

e R3x3 sao as matrizes que permitem rotagoes em trés dimensoes (2.7)) [2531].

2.5.1 Os Geradores e a Algebra do Grupo de Lorentz

Podemos comecar esta secao nos perguntando quantas quantidades reais sao
necessarias para parametrizar um elemento do grupo de Lorentz. E importante observar
que as matrizes A possuem 16 entradas. No entanto, (2.41]) nos garante 10 equagoes de

vinculos,

A onepNPo =1 — 1 equacao.
AinspA\Pi = —1, i=1,2e3 — 3 equagoes.
ANing,AP; =0, 1#j(i=1,2e3;57=1,2e3) — 6 equagdes.

movimento relativo um em relagao ao outro.
37Veja por exemplo 28]
38Seja v a velocidade relativa entre os referenciais.
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Portanto, o niimero de parametros necessarios sao 6. Sendo assim, comecemos, de modo

equivalente a secdo [2.4] com uma parametrizacdo do tipd®>]

A = e~ 29" Luv

: (2.45)

onde w"” sao quantidades anti-simétricas reais que representam os 6 parametros e L,

também anti-simétrico nos indices, sao o geradoreﬂ Entao, uma transformagao do grupo
de Lorentz [25],

lo __ g P
27 = N af,

¢ dada por

i

27 = (e 2wWL“”)‘7p:Ep. (2.46)

Como usual, se supormos que w*” sao parametros infinitesimais, temos,

N o (1 )

2
(o2 t 14 g
= 0y = 5w (Lw)
E assim, .
517 = —%WW(LW)”,):EP (2.47)

Por outro lado, também ¢ verdade (veja segao que [25]
027 = w? ,a”

e assim,

o /l. v g
w’, = —éw“ (L)% p- (2.48)

E muito simples verificar que a solucao para esta equagao é [25]

(L) = i(07m0p — Oy Tap)- (2.49)

39Na secao haviamos parametrizado com o sinal de mais e as transformacoes eram feitas no espago
euclidiano. Assim, ndo havia distin¢ao entre quantidades contravariante e covariante, requeridas pelo
espago de Minkowski [28]. Para preservar a mesma convengao de sinal positivo na parte espacial, lembrando
que a métrica acrescenta um sinal negativo nela, colocamos um sinal de menos.

40Como antes, os indices u e v apenas rotulam os geradores e portanto, ndo devemos confundi-los com
indices matriciais.
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/I: v (o (o2
_§w# Z<5u77up - 6ynup)

1 g g
5(” p—wp’)

5(“’0/) +w,) = w’p.

—éw‘“’LW = —5((,000[/00 + woﬂ L()j + LUZOLZ'() + Wl]Lz’j)
i ‘
= —§(QWOJLOJ‘ + 2w12L12 + 2w13L13 + 2w23L23)
= —i(w” Lot + w”Log + w®Log + w'?L1s + w'? L1z + w?* L),
onde usamos a propriedade de anti-simetria, ou seja, w"” = —w"* e L* = —L"*, podemos

escrever os geradores do grupo de Lorentz fazendo uso de (2.49)) [25],

0 —
- 0
Loy =
0
0 0
e
0O 0 O
0 0 —2
Lis = )

0 ¢+ O

00 0

o o o O

o O o O

o O O O

LO2 =

Lz =

0 —i 0 0 0 0 —i
0 0 0 0 0 0
Los = (2.50)
— 0 0 O 0 0 O
00 0 0 —i 0 0
000 O 0 00
000 —i 000
Lo = (2.51)
000 0 000 —i
0 i 0 0 00 i 0

Estes geradores ainda satisfazem uma &algebra, chamada a algebra de Lie do grupo de

Lorentz, que pode ser determinada diretamente de ([2.49)),

[Lm/v Lwcr] 9\

ou, omitindo os indices matriciais,

(L Lol

=1 (Nuo Loy + Moy Lo — My Lo — Moo Ly ) -

(L) a(Lo) s = (L) 5(L)

Mo (0513 = 0510) =+ T (00710x — 00mn) +

Ny (60 x = 6510A) — Mo (00791 — 0510 )]

i (Mo (L)’ + Moy (Lo )5 = M (Lo )X = Moo ( Ly )2 5

(2.52)

“1Fazemos uso da propriedade de anti-simetria, ou seja, W, =—w,? e L7, =—L,°.
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Antes de finalizarmos este capitulo, ja adiantando o que iremos explanar no
capitulo [4, gostarfamos de citar uma propriedade interessante satisfeita pelas matrizes de

Dirac v*. Estas, que compoem a equacao de Diraﬂ, se relacionam por
{(V "} =AM A =20 (2.53)

Esta relagdo de anti-comutacao é equivalente aquela vista na [2.4] quando definimos
a representacao espinorial. A tnica diferenca encontra-se na métrica, onde no espaco
euclidiano temos a identidade (6;;) e no espago-tempo de Minkowski temos [28].
Portanto, por analogia, os geradores da representacao espinorial da algebra de Lorentz sao

dados porf™]

14 Z v
2 =0 (2.54)

uma vez que os mesmo satisfazem (2.52)) [25]. Um elemento do grupo de Lorentz na
representacao espinorial, no lugar de ([2.45|), passa a ser dado por

S(A) — 6—%WHVZHV — 6%0‘)“1/[7#771’}‘ (255)

42Veja equacao m
430 sinal positivo é para manter a forma como definimos os geradores da representacio espinorial([2.37).
Veja que a métrica acrescenta um sinal negativo na parte espacial de (2.54))



40

3 CAMPOS CLASSICOS

Quando estudamos Mecanica Classica, nos deparamos com dois novos tipos
de formalismos, o Lagrangiano e o Hamiltoniano, alternativos ao tao conhecido método
vetorial proposto por Isaac Newton. Esses, nao s6 fornecem um meio de se chegar aos
mesmos resultados estabelecidos pelas leis de Newton, como fazem isso de uma forma
bem mais simplificada, uma vez que a teoria deixa de lado os vetores para tratar com
quantidades escalares (Energia cinética e Potencial) [3]. Por razoes que se tornardo bastante
claras a posteriori, iremos nos restringir a estudar o primeiro formalismo citado acima, o
Lagrangiano. Entretanto, insistindo um pouco mais na mecanica classica, devemos lembrar
que o estado de um sistema fisico, ou seja, as informagoes momentaneas contidas no mesmo,
¢ mapeado em um unico pontcﬂ (q(t),q(t)) do chamado espago de conﬁguragéesﬂ. Quando
a evolucao dinamica acontece, esse ponto da lugar a uma curva neste mesmo espaco e tudo

passa a ser regido segundo as equagoes usuais de Euler-Lagrange [3]:

o _oL_ doc_
8¢ Oq dtog

Podemos ir um pouco além e comecar a nos perguntar como seria se os N

(3.1)

graus de liberdade passassem a ser infinitos. Deste modo, embora trabalhoso, ainda
conseguiriamos rotular as coordenadas generalizadas, ou seja, q(t) = (¢'(t), ¢*(t),...). Por
outro lado, se abrissemos mao da contagem entrariamos em um novo dominio da fisica,
onde o continuo toma seu lugar. E exatamente assim que definimos, de uma forma um
tanto simplista, Campos Cléssicoéﬂ, um continuo infinito de graus de liberdade [4]. Ou
seja, os objetos com os quais denominaremos campos serao fun¢ées com valores classicos,
podendo estes ser reais ou complexos [4].

Por fim, podemos nos perguntar o porqué de se estudar Campos Classicos
uma vez que nossos objetivos mais profundos encontram-se no mundo do diminuto. A
verdade é que uma teoria de campos puramente quantica ainda estd fora de nosso dominio,
ou seja, ainda nao temos ferramental suficiente para tal descri¢ao [4]. Assim, somos
forcados a um estagio intermediario. Comecamos com o que, de certa forma, dominamos e

estendemos nossos conhecimentos ao desconhecido através de modificacoes impostas as

Yq(t) = (¢* (1), (1), .. ¢ (t)), chamado de coordenada generalizada, representa os N graus de liberdade
existentes no sistema.

2 Também conhecido como pu-space |4]. Fazemos aqui, alusdo direta com o formalismo Lagrangiano.
No Hamiltoniano, o estado de um sistema é caracterizado por um ponto (g, p) no espago de fase.

30 termo Cléssico refere-se a uma teoria nao quantica.
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algebras presentesﬂ
3.1 O Formalismo Lagrangiano em sua Forma Covariante

Existem um conjunto de fatores que fazem da teoria que estamos prestes a
desenvolver atraentes para nossos objetivos. Talvez um dos mais importantes esta ligado
ao fato de que o formalismo Lagrangiano engloba muito bem as simetrias presentes na
natureza [31] - é uma verdade que a invariancia presente na densidade Lagrangiana [ﬂ é
diretamente refletida nas equagcoes que regram a evolucao dinamica do sistema fisico, de
modo que, se ela nao se modifica sob uma determinada transformacao de simetria, entao,

0 mesmo ocorre com as equagoes de campo, garantindo assim a covariancia destasﬂ [4].

3.1.1 O Principio de Hamilton

Para chegarmos as equacoes que regram a evolucao de um sistema fisico,
precisamos estar atentos a um dos objetos mais importantes da teoria, o Funcional Ac¢ao
S, onde

ste) = [ att.
OUE

S[¢] = / d*zL, (3.2)

onde definimos L em termos da densidade Lagrangiana £ [4],

L= /d3x£.

O funcional S[¢| tem um cardter global para o sistema, pois carrega consigo todas as
informagoes pertinentes a descricao de um fenomeno ﬁSiCdﬂ tanto, que a natureza parece
se adequar as peculiaridades concernentes ao mesmo [4,31]. A ele, existe associado um

principio, denominado Principio da Minima Acao, que diz,

Os estados fisicos que realmente se realizam na natureza sao aqueles para

0s quais a Ac¢ao assume um valor minimo [4).

4Na mecanica quéntica, por exemplo, o momento tridimensional j torna-se um operador, onde
p— —ihV [15].

5A definicao deste objeto serd apresentada nas secdes que se seguem.

5Duas equacdes sao covariantes se elas tomam a mesma forma em diferentes referenciais inerciais.
Assim, por exemplo, se F=miéa forca em um referencial inercial S, entao, no referencial inercial S’,
devemos ter F/ = ma' [28,31].

Td*r = dtdxdydz.

8Veja que na integral também estd implicito as condigoes de contorno e assim o funcional Agao
abrange todo o espaco ocupado pelo sistema fisico [4].
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Considerando entao uma variacao da forma
S —= 54465

e sabendo que esta variacao, segundo os preceitos da natureza, representa um minimo,

devemos concluir que [20]

5S[¢] =0 (3.3)

3.1.2 A densidade Lagrangiana

Existe uma série de requisitos que devemos estar cientes antes de considerar-
mos o método por tras da construcao de nossa teoria. Portanto, esta secao tem como
objetivo esclarecer sobre o formato do objeto com o qual o formalismo propoe trabalhar, o
Lagrangiano.

Na secao anterior, coloca o funcional Ac¢ao em termos do que chamamos
de densidade lagrangiana L£. Apesar deste ser o objeto mais perceptivel em toda a
teoria, devemos sempre ter em mente que as informacoes necessarias para descri¢ao do
fenomeno fisico estao fundamentadas na Agao. Tendo essa primazia, deseja-se que todas as
transformacoes de simetria, inerentes a evolucao dinamica do sistema, estejam em completa
harmonia com S. Para nossa satisfacao, tais argumentos sao naturalmente estendidos da
Acao para a densidade lagrangiana £ [4] e assim, a este, devemos incorporar todas as
informacgoes que nos fazem capazes de descrever o sistema por completo.

Como primeira exigéncia, a nossa teoria deve ser consistente com a relatividade
especialﬂ Assim, de modo a preservar a covariancia das equagoes da dinamica, devemos
supor que nossa densidade Lagrangiana seja invariante sob o grupo de Poincarélﬂ

Por outro lado, ja estamos acostumado, da Mecanica Classica, com a ideia de
que para se descrever um sistema por completo se faz necessério o conhecimento dos graus
de liberdade e das correspondentes velocidades [33]. Aqui, de forma andloga, construiremos
nossos objetos levando em conta apenas os campos ¢ e seus gradientes d,¢ (devemos
aceitar dependéncias apenas em derivadas de primeira ordem, pois, caso contrario, seria
preciso mais do que os campos e seus gradientes para caracterizar um sistema como um
todo) [4].

Uma terceira exigéncia, a fim de simplificar o formalismo, é supor que estejamos

trabalhando com teorias locais e assim, a Lagrangiana serd suposta depender, em cada

9 Aqui, trabalharemos com campos relativisticos. No entanto, os argumentos apresentados ainda séo
vélidos no limite em que v < ¢, onde ¢ é a velocidade da luz.

10No capitulo|2] apresentamos o grupo de Lorentz, aquele que trata de rotacdes e boosts. Se acrescentarmos
as translagoes, estaremos no dominio do grupo de Poincaré.
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ponto do espaco, somente dos valores dos campos e de suas derivadas na vizinhanca
infinitesimal de cada ponto [4].

Por 1ltimo, devemos querer uma Lagrangiana escrita na forma mais simples
quanto possivel. No entanto, tal conveniéncia deve ser consistente com os resultados
experimentais. Uma primeira tentativa seria supor £ do tipo polinomial em ¢ e d,¢. Ou
seja,

L=a10+ ()’ + ...+ 10,6 + $2(0,0)* + ...

No entanto, construimos nossa densidade Lagrangiana evitando termos de terceira ordem
em diante nos campoﬂ. Este requerimento permite tratar teorias sem interacao, ou seja
teorias de campos livre [31].

Assim, em resumo/”|

L= L(0,0u0) (3.4)

3.1.3 As equacgoes de Lagrange

Comecaremos esta se¢ao fazendo um pequeno comentario sobre os conceitos
por tras do calculo das variagoes - uma abordagem direta e simples pode ser vista tanto
em [3] como em [4] .

Quando falarmos em uma variacao total, devemos ter em mente que, em um

mesmo objeto, estao sendo levadas em consideracao variacoes nas coordenadas,
" =t + dat, (3.5)
ao mesmo tempo que variagoes nos campos [4],

¢'(") = ¢(x) + dp(x). (3.6)

Por outro lado, quando falarmos em variacoes funcionais estaremos nos referindo apenas
a variagoes na forma funcional dos campos e assim, estaremos desconsiderando as tran-
formacoes ligadas ao parametro do espaco-tempo xﬂ Em uma linguagem matematica,

uma variagao funcional é entendida como [4]

¢ (x) = p(2) + d0(). (3.7)

1Um termo de terceira ordem, por exemplo, é do tipo ¢28ﬂ¢.

126(0) = {61(x), 62(), 63(x)s--} € ud(x) = {001 (2), 0 2(), Dy (). ..}

BTransformacoes ligadas ao espago-tempo sdo chamadas de transformacoes de simetrias externas. Caso
contrério, estaremos tratando com transformagoes de simetrias internas [4].
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De (3.5), (3.6) e (3.7) podemos derivar as relagoes de comutagao [4]

[0, 816 (2) = [0, (62™)] O () (3.8)
e
94, 3]() = 0. (3.9)
Passemos, entao, a considerar uma variacao do tipo funcional imposta a Acao
S, ou seja,

55 = § / d2L(6,0,0).
Como se trata de uma varicao na forma funcional dos campos, os pontos do espago-tempo

sdo mantidos fixos (6x* = 0) e assim, J transpde a integral e atua diretamente na densidade
Lagrangiana £ [4],
- oL oL
5S:/d4az5£ = /d% [—5¢+ 0,0)| .
2" " 30,00
Por outro lado, (3.9) nos diz que

de modo que podemos escrever

05 = / d'z oL = / d'z [a§5¢+ (af@ (&b)}

Entretanto,

% [%@w] - F"agf@} 56+ 5ig,510n 59

nos permite escrever a ultima integral apds o segundo sinal de igualdade como

J ag’f@ 5 = [ ' {a“ [%f@‘%] - {a <af¢)} M}

e assim, fazendo uso do teorema de Gauss quadridimensiona]@, onde

[ =0 55.5%%) = [ 4o g0 =o (310

podemos escrever a variacao funcional na Acao como

. Toc or 1-
is = [0 |55~ %

4De modo anélogo a Mecanica Classica, as variagdes nos campos sao supostas nulas nos contornos

(6¢ = 0).
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Observe que este é um resultado bem geral, valido para qualquer tipo de variagao 5.
Isto nos permite, finalmente, ao aplicar o principio da minima acao (3.3)), chegarmos as
equacgoes de Lagrange em sua forma covariantelﬂ [4],

oL oL

3.2 0Os Campos ¢’s

Definimos Campos Cléssicos, no inicio deste capitulo, como um continuo infinito
de graus de liberdade. No entanto, esta é uma definicao bem geral, no sentido de que
podemos nos deparar com uma variedade de campos que satisfazem a mesma. A distincao
entre essas quantidades, denominadas campos, torna-se perceptivel quando passamos a
analisar a maneira como elas se transformam segundo algum grupo de simetria.

Nesta secao, apresentaremos os campos escalar, vetorial, e tensorial. No
entanto, o capitulo seguinte se dedicara por completo a um tratamento mais detalhado
do campo spinorial. Este, servird como ponto de partida para o desenvolvimento da
teoria Eletrofraca do Modelo Padrao e assim, um tratamento mais abrangente torna-se

extremamente conveniente.

3.2.1 O Campo Escalar

Na mecanica quantica nao relativistica, a evolucao dinamica de um sistema é
descrita pela equacao de Schrodinger, que para uma tnica particula restrita a se mover na
diregao x é dada por [15]

0*Y(x)

h ()
om Oz2

+vw@:—mﬁ%< (3.12)

No entanto, esta equagao nao é compativel com o mundo relativistico [4,25], basta ver,
por exemplo, que a coordenada espacial x e a temporal ¢ nao recebem o mesmo status em
(3.12) - para a primeira temos uma derivada de ordem dois e para a segunda de ordem um.
Como primeira alternativa relativistica a equagao de Schrodinger, veio a equagao

de Klein-Gordor{""| [13}[20],
(O +m?)¢(z) =0, (3.13)

Em nenhum momento especificamos qual o tipo de variacdo estamos considerando.

6Veja que a todo momento tratamos a coordenada tempo (z° = ct) em pé de igualdade com a
coordenada espaco (x?). Isto é requerido pela Relatividade Especial e quando satisfeito por uma equacao,
dizemos que esta estd em sua forma covariante [4].

17Schrédinger, de forma independente, primeiro sugeriu esta equacdo. No entanto, apés acreditar que a
mesmo possuia problemas que comprometiam a teoria, acabou descartando-a em troca de sua famosa

equagao (3.12) [20]
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ondd™| o
O =0,0" = 000 + 0;0" = i v?
é chamado de operador D’Alambertiano. Em , como podemos ver, as derivadas
espaciais e temporais possuem a mesma ordem.
A equagao , como requerido pela Relatividades Especial, deve ser covari-
ante de Lorentz, ou seja, ela deve manter sua forma apds uma transformacao de simetria

correspondente ao grupo de Lorentz,
(O +m?)¢/(z') = 0.

Entretanto, o operador D’Alambertiano é um invariante de Lorentz, ou seja, ele se

transforma como um escalar,
O = 8;8’“ = AuaN‘B@aaB = 5gaaaﬁ = 0,0% =01.
Como a massa é um escalar, temos que
O+ m?

é, como um todo, escalar de Lorentz e assim, a covariancia de (3.13]) estard garantida se o
campo ¢(x) também se transformar como um escalar [20].
Definimos um campo escalar ¢ como sendo aquele que é um invariante de

Lorentz [4], ou seja,
¢'(2') = ¢(x). (3.14)
A equacao que este campo satisfazEL portanto, é a equacao de Klein-Gordon (3.13)), uma
equacao de campos escalares livres, isto é, sem intera(;éom [4].
A densidade Lagrangiana, que permite encontrar a equagao de Klein-Gordon,

pode ser facilmente encontrada levando em consideracao as condigoes descritas na subsecao

3.1.2, Se ¢(x) for um campo escalar real, entao

L= (0,006 — m*0?), (3.15)

18 Adotamos o sistema de unidades em que ¢ = A = 1.

9 A equacdo de Klein-Gordon é também chamada de equacdo do campo escalar, pois ela é a tinica
equacdo que eles satisfazem [4].

20A equacdo de Klein-Gordon foi primeiramente pensada para se aplicar a uma particula relativistica
livre, ou seja sem a interagao via um potencial V' como na equacao . Entretanto, na realidade, o
campo pode tanto interagir com outros campos como sofrer uma auto-interacao que, matematicamente
falando, é representada por A¢3, A\¢?, ..., A¢™ [4].



47

uma vez que

o .. R
) 0 0
L L YN .

nos conduz a equacad?] (3.13).

Além dos campos escalares reais, existem aqueles que assumem valores comple-
xo0s. Um campo escalar complexo pode ser pensado como a uniao de dois campos escalares

reais, ¢; e ¢, colocados juntos como [4]

¢(z) = d1(z) +iga(). (3.16)

Ao fazer isto, devemos impor uma condigao extra a nossa densidade Lagrangiana. Afim
de se evitar algum tipo de energia complexa@, devemos assumir que £ deve ser real [4].
Assim, de modo semelhante a (3.15)), temos que

L= L0670 — m6°0) (317)

Observe ainda que ([3.17) pode ser escrita como a soma de duas densidades Lagrangianas

referentes a cada campo escalar,

L = =(0,0°0"d —m*¢ )

[(Our — i8,u02) (8" 1 + 10" 3) — m*(P1 — icha) (1 + i)

NSRS NN

1 1
= [3@0000 - D) + 500000 - mich
= L1+ L. (3.18)
De modo simétrico, ao aplicarmos (3.11)), chegaremos a duas equagoes de Klein-Gordon

independentes,
O+ m?)¢1 =0

(O4m?)¢s =0,

uma para cada campo escalar.

Por outro lado, poderiamos trabalhar diretamente com os campos complexos

21 A densidade Lagrangiana é referente a campos livres. No entanto, quando a interagao se faz
presente, devemos assumir que £ = L {00 + £ interacio -

22De um modo geral £ =T —V e como nenhum sistema Cldssico tem sido encontrado sugerindo algum
tipo de energia compleza, devemos assumir que £ deve ser real [4].
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uma vez que de (3.17)),

oL oL

_ 2 _
% %o " = OFme=0

oL oL ™ol
@qb*_a“a(auqb*)_o = (04 m%)ex = 0.

3.2.2 O Campo Vetorial

Com excecao da gravitagao, todas as interagoes fundamentais da natureza

sao mediadas por campos vetoriais [4].

A afirmacao acima deixa bastante claro o quao importante sao os campos
vetoriais para o Modelo Padrao. Em outras palavras, os campos (campos bosénicosED que
permitem as interacoes Eletromagnética, Fraca e Forte sao do tipo vetorial.

Definimos um campo vetorial como aquele cujo as componentes se transformam

como as componentes de um vetor de Lorentz [4], ou seja,

¢M(a') = A", 0" (). (3.19)
Assim, ¢ é deve ser um objeto de 4 componente@,

O(z

()
¢'(x)
()
()

<

P = (3.20)

Xz

¢2

3(x

-

Como no caso escalar, a natureza permite que os campos vetoriais possam
assumir a forma real ou complexa. A titulo de exemplificacao, na interacao Eletrofraca
temos tanto campos bosonicos complexo Wj, onde

1 _ 1172 1 T2
L W=y _ W+
Wi=—F7— e W, =——+
V2 V2

como campos bosonicos reais Z, [4].

(3.21)

Seja ¢* um campo vetorial real de massa@ m, uma densidade Lagrangiana

23Bésons sao particulas de spin inteiro que permitem as interacées fundamentais do Modelo Padrao. Os
campos correspondentes a essas particulas sao chamados de campos bosonicos.

24Veja que p vai de 0 a 3 e assim ¢* deve ter 4 entradas.

25Na linguagem do Modelo Padrio os bésons sdo particulas que sdo os quantas do campo bosénico e,
portanto, como particulas, podem ou nao ter massa.
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adequada ¢ escrita, de modo analogo ao caso escalar, como

L= _% b, 0" Y + %m2¢,,¢”. (3.22)
Veja que
0,8,0"¢" = (A0l 05) (NN ¢")
= AN AN 00gpd @7
= 0%000a050" 0"
= 0,0,07¢" (3.23)
€

¢,0" = NN Wps0”
= Ongp0”
= ¢a¢a (324)

nos diz que (3.22)) é invariante de Lorentz e assim, estd em completa harmonia com as
restricoes abordadas na subsegao [3.1.2] Com isso, ao aplicar (3.11)), onde

oL m? 0
= vB_~ — 2«
) 0 0
L 1
—_ _ upB, vo — _ A
aa’y¢a 2 aa’ygba (aﬂgblfaﬁqba) a (b

chegaremos a quatro equagoes independentes semelhantes a Klein-Gordon (3.13)) 4],

(O + m?)¢*(z) = 0. (3.25)

No entanto, a densidade Lagrangiana (3.22)) traz consigo um problema para

teoria,

A Lagrangiana sozinha nao determina, via o principio da minima ac¢ao,

as condigoes aceitdveis para o sistema [4].

Sendo mais especifico, ela proporciona uma densidade de energia que nao é positiva-definida
e consequentemente, um Hamiltoniano que nao é positivo-definido é um problema para

teorias nao interagenteﬂ. Se por outro lado associarmos a densidade Lagrangiana £ um

26Veja mais detalhes em Aldrovandi |4].
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vinculo extra,

8,0" = 0, (3.26)

nosso problema estara resolvido, ou seja, termos como resultado uma densidade de energia
positiva-definida [4].
Por outro lado, para um campo vetorial complexo ¢*, sabendo que nossa

densidade Lagrangiana deve ser real, podemos escrever

1 1
L= —50,050"0" + Sm’6}", (3.27)
onde, em analogia ao caso complexo,

O = ¢ +igh (3.28)
o = P —idy, (3.29)

com ¢ e ¢ sendo campos vetoriais reais [4]. Outra vez, para uma descri¢ao aceitavel do

sistema, devemos ter

8,0" =0 e  0,0" =0. (3.30)

As equagoes de campo sao facilmente encontradas por (3.11f), onde pra ¢ — ¢*

aﬁ _ 2 Cv _ 2
8¢*a =m 504¢V_m (ba
‘ 0
L
— _SOSVAL — _A°
T 37640 p, = —0° o,
temos
(O+m?)e¢” =0 (3.31)

e para ¢ — ¢%, de modo analogo ao anterior, temos
(O +m?)¢™ = 0. (3.32)

3.2.3 O Campo Tensorial

Na Relatividade Especial, onde o espaco de Minkowski surge naturalmente,
definimos quadrivetores covariantes e contravariantes pela forma como eles se transformam

segundo Lorentz [25]. Um quadrivetor contravariante A* se transforma segundo regra

Al = A1 A, (3.33)
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enquanto que um quadrivetor covariante A, se transforma segundoﬂ

Al =M\ A, (3.34)

i

Podemos definir os tensores no espaco de Minkowski fazendo uma extensao de
(3.33)) e (3.34) [28], ou seja, um tensor contravariante de ordem-n 712 ¢ definido por

Tz on — N1 g N2, N g T2 (3.35)
enquanto que, em sua forma covariante, temoﬁ

T =N N, NG T, (3.36)

a1ag ..o

Ao apresentarmos os campos vetoriais nos deparamos com o problema de que
sozinha nao era suficiente para descrever o sistema como um todo, se fazia necessario
a condicao extra . No entanto, o problema pode ser facilmente resolvido ao adicionar
um termo extra a . A nova densidade Lagrangiana, chamada de Lagrangiana de
Wentzel-Pauli, é obtida por [4]

1
L = £+§8M¢,,8”¢“

1 2
= 1000 + 0,0, = 0,0 = 0,0,0 ) + =",
1 2
= 1040, = 0,6,)(9"6" — ) + 00,
1 j2274 m2 v
- _Z MVF + 7¢ ¢y7 (337)

onde
= 0kp” — 0¥t (3.38)

é chamado de tensor campo de for¢a |20]. Veja que (3.38) se transforma como um tensor

contravariante de ordem-2, ou seja,

F/MV — a/u¢/y _ a/l’(b/“
= AuaAvﬁ(aa¢6 _ aﬁ¢a)
= AF AP,

Aplicando (3.11)) a (3.37)), onde

2"Um quadrivetor pode vir de duas formas, como contravariante ou como covariantes. A relacdo entre
elas é dada por A* =yt A,,.

28 Ainda é possivel a construcdo de tensores mistos, estes misturam fndices contra e covariantes. Como
exemplo, um tensor misto de ordem-2 é definido por T"%,, = A*, A, PT® 8-
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oL L,
oo ~ogn "

oL’ oL 1 0
= _ Y HH

- aa(bﬂ - aﬁ¢a — Lap

chegamos a equacad®)

0 F" +mP¢” =0, (3.39)

chamada equacao da proca [29,31].

Para concluir, mesmo sabendo que os campos que mediam as interacoes fun-
damentais do Modelo Padrao sao do tipo vetorial, iremos construir quantidades que se
transformam como tensores, os campos tensoriais, e fazer uso de densidades Lagrangianas,
como veremos no capitulo , semelhantes a da proca . Isto nos permite contornar o

problema da densidade de energia nao ser positiva-definida [4].

2 Observe que FH = —FVH,
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4 O CAMPO DE DIRAC

Uma segunda alternativa relativistica a equagao de Schrodinger veio através da

famosa equacao proposta por Diracﬂ [9,:30],

oy

— = (—1a - 4.1
IS8 = (~ia -V + ), (1)
onde 5 5 5
_ 1 2 A3 o s
V = 8x16 +ax26 +6x36 = 0;é
e

ad=oa'e! +a?e? + o = a'é,

pois estamos no mundo relativistico e assim trabalhando com o espaco de Minkowski.
Veja, por exemplo, que esta equagao rebaixa, em comparagao a equacao , a derivada
espacial para primeira ordem e assim, deixando as coordenadas de espaco em pé de
igualdade com a temporal, status requerido pela Relatividade Especial.

A equacao tras consigo algumas caracteristicas interessantes. A primeira
delas é que a; e B sao matrizes 4 x 4 que, como veremos, possuem algumas representagoes
distintas [20]. Uma segunda, seria que ela, a equagao de Dirac , se aplica a particulas
(campos) de spin—%. Isto nao poderia deixar de ser verdade, ela foi pensada primeiramente
para resolver o problema de um elétron relativistico livre e, como dita o experimento, estes

tém spin-1 [9,[20].
4.1 A Equacao de Dirac em sua Forma Covariante

A equacgao (4.1]) pode ser escrita em uma forma mais compacta definindo as

matrizes, chamadas matrizes de Dirac 9], por

" =B (4.2)
o= Ba’ =4"%" (4.3)

Estas, como adiantado anteriormente, possuem algumas representacoes distintas. Neste

trabalho usaremos duas, a representagao de Dirac-Pauli [11], ondeﬂ

L 0 Z. 0 o
7 = e o= ‘ (4.4)
0 _IQ —o’ 0

Devemos ter em mente que jé estamos considerando o sistema de unidades em que i =c = 1.
20 indice em I indica a ordem da matriz identidade.
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e a de Weyl, também conhecida como a representacao quiral, onde

0 IQ i 0 O'i
7P = e A= ‘ : (4.5)
I, 0 —o' 0

Estas duas representagoes se relacionam através da transformacao de similaridade [4]

u _ B -1
,yquiral =U YDirac U

U= L L =L )
V2 \ 1, I,

Na verdade, qualquer representacao obtida por uma transformacao de similaridade é

onde

igualmente equivalente [4]. Além disso ¢* sdo as matrizes de Pauli (2.16)), ja abordadas no

capitulo [
Para nossos propésitos, torna-se muito conveniente definir ainda uma outra

matriz,

VP = in0y 123 (4.6)

onde, por exemplo, na representacao de Weyl, por simples cédlculo direto, obtemos [20]

S A
7—( 0 IZ). (4.7)

As matrizes gamas, independentemente da representagao, satisfazem uma
propriedade fundamental, a &lgebra de Clifford [4], também chamada de relacao de

anti-comutagao, onde, para a métrica ([2.40]), é dada por |11}30]
(72"} =AY A = 2 (4.8)

Veja por exemplo que, na representacao de Dirac,
{(7°7° = A+
B I, 0 I, O N I, O I, O
0 —I 0 —1I 0 —1Ip 0 —1I
= I+ 1, =21, =291, (4.9)

e, na representacao de Weyl,
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00} (0 5)(0 12>+<0 5)(0 12>
I 0 I, 0 I, 0 I, 0
= L+ 1,=2I, =201, (4.10)
Assim, a equacao de Dirac na forma covariante pode ser facilmente escrita como
(iv*0, —m)y =0, (4.11)

pois

Z@@_@i} —id - V + fm)y

(
0y = (—ia?d; +~'m)
0 = (=7°a’0; + (4°)*m)¢
V00 = (—=iy?0; +m)y = iy"9, —my = 0.

4.2 O Campo Espinorial de Dirac

Definimos um campo espinorial como sendo aquele que se transforma segundo
a representagao espinorial do grupo de Lorentz vista no capitulo [2 ou seja, se 1(z) é um

espinor, ele se transforma como [25]

i

Y(2) = S(A)P(x) = e 2" i) (a). (4.12)

Mostraremos agora que o campo de Dirac que aparece na equagao é de fato um
campo espinorial. Para isto, consideremos que ele seja realmente um campo espinorial, ou
seja,

W'(2') = Si(x)
ou, na forma inversa,

U(a) = ST ().
Em seguida, sabendo que
d,=NA,"0, = A0, = NG A0,
= A“aa; = 0.0,

= 0,=A"0,
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podemos reescrever a equacao de Dirac (4.11]) Com(ﬂ

(iv" A", 0, —m)S™' =0 = (iv" SN0, —mST ) =0
= (z’S*y“SilA”“a,’/ —m)y =0,
onde multiplicamos tudo por S(A)pelo lado esquerdo. Esta ultima equagao, afim de ser

consistente com a Relatividade Especial, deve ser covariante de Lorentz e para isso as

matrizes v* devem satisfazer a relagao
A S(A)HS™H =", (4.13)

Vamos entao mostrar que a equacao (4.13) é realmente satisfeita. Das equagoes ([2.45)),
(2.48) e , onde mais uma vez, por questao de simplicidade, estamos considerando

parametros de transformacoes infinitesimais, temos que

A, =6+,

1
S(A) =1 + EOJMVZMV.
Substituindo esse valores em ({4.13]),
v 14 14 1 « /l.
7= (0% W) - B PBap) (7" + 57#“’%277/))
v 124 Z’ « v v
= 7+ W+ 5w (1 Sas = Tap”),

temos que ‘

? v 14

7" [Zag, 7] = Wy (4.14)

Por outro ladd}
[as 6], 771 = 4(7a05 — 7505) (4.15)

e com isso, trabalhando com a parte esquerda da equagé(ﬂ (4.14),

4 a v 1 a v
;W 5[20457/7 ] = —gWw IB[[’YOMV,B]J’Y ]
2 8
1 va v
L =)
—_= ’yuwyu

3Devemos ter em mente que A” x ¢ um elemento de matriz.
4Para dedugao veja Aldrovandi [4].
5Lembremos que wh’ = —w"".
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conseguimos provar que a equacao (4.14)) é realmente verdadeira e como consequéncia, o
campo de Dirac é realmente espinorial.
Além disso, as quantidades v* sao matrizes 4 x 4 de modo que nosso campo

espinorial ¥ é uma matriz coluna com quatro entradas,

1

<

(«)
¥2(2)
o= | s (4.16)
')

X

<

Por razdes que ficarao claras no decorrer deste capitulo, chamaremos o campo v (z) de

espinor de Dirac.
4.3 O Espinor Adjunto e a Lagrangiana de Dirac

Vimos na sec¢ao anterior, equacao , como o espinor ¥ (x) se transforma
segundo Lorentz. Iremos agora, seguindo o procedimento padrao apresentado no capitulo
construir objetos que sao invariantes de Lorentz, ou seja, escalares. Estes constituirao a
Lagrangiana que fornecerd a equagao de Dirac (4.11)).

Comecemos por analisar como o objeto ¥4 se transforma. No entanto uma

propriedade extra, satisfeita pelas matrizeﬂ yH,
STHA) = 408140 (4.17)
se faz necessaria. Assim|
W)W = (S¥)'Sy

= yisisy

= ¢Ty%9°5190Sy

= ¢hy’57140Sy

= YION Y # Py,

ou seja, 111 ndo é um escalar de Lorentz. Entretanto, o objeto

U(z) = phy’, (4.18)

6Para mais detalhes veja Barcelos [25].
"Veja que de (A.8) (4°)? =14
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chamado de espinor adjunto, permite a construcao do escalar de Lorentz

. (4.19)

Veja queﬁ
bt = Y

= (SY)r"SY

= yishOsy

= Y1°y°5T0Sy

= P58y

= Y.
Por outro lado, multiplicando (4.13)) por S(A) a direita e por S~! a esquerda, obtemos

STHAYS(A) = Ay,

Com isso, podemos mostrar que outro escalar de Lorentz, que serda de nosso interesse para

construcao da Lagrangiana, ¢ dado por

VYO, (4.20)

uma vez que

Py = TSN, 0, Sy
= T804 A, 10,5y
= @A;’Sflv"S&,w
= YNV A D)
= Yoy O
= YO

Uma maneira interessante de se obter a Lagrangiana que fornece a equagao
de Dirac é multiplicar o lado esquerdo de (4.11)) por um objeto que faga do conjunto um
invariante de Lorentz, de modo que ao aplicar (3.11)) para este objeto, recuperamos a

prépria equacdo de Dirac. Este objeto ndo podia deixar de ser o espinor adjunto v, basta

8De ([4.4) e ([&.5)) é trivial ver que (7°)F = 0.




olhar para (4.19) e (4.20)). Assim, a Lagrangiana de Dirac é dada por
L= &(zfyﬂa,u - m)wu

pois

oL oL oL ., B
a—&—aua@@ 0o = a—&Z(w@—m)w—O

4.4 Solucao da Equacao de Dirac

99

(4.21)

Imaginemos que estejamos observando uma particula, cuja evolucao é descrita

pela equacao de Dirac, em seu referencial de repouso. Como esta nao realiza qualquer

movimento em relacao a mesmo o seu momento é zero e assim, a equacao de Dirac que

temos que nos preocupar é dada por [9]

i°0) —m =0 = WO%@Z)—m:O

(4.22)

As matrizes v* na representacao de Dirac (4.4)) permitem reorganizar o campo ¥ (x ue
s b

como vimos é uma matriz coluna composta por quatro parametros, em um espinor de

duas componentes em que cada uma é composta por dois campos, ou seja |20,

1

<

X

()
BEECE I
v =| e _<)
()

. ( o' () )
V*(x)

x
Assim, substituindo (4.4)) e (4.23)) em (4.22)),

(5200 ()

obtemos duas equagoes diferencias de primeira ordem independen‘cesﬂ7 ou seja,

<

onde

—imau

—imu

9Estamos usando a notacdo ¢ = dya.

(4.23)

(4.24)
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Se supormos que u = Ae™! e v = Be"8!, com A e B constantes, entdo as solugoes de (4.25))
e (4.26) sao dadas, respectivamente, poﬂ

u(t) = u(0)e ™ (4.27)
v(t) = v(0)e™. (4.28)

E? =p% +m? (4.29)
e para o referencial de repouso considerado temos que
E*=m*> =  E=d24m

Isto nos permite escrever as solugoes (£.27) e (£28) comd™

u(t) = u(0)e Bt (4.30)
v(t) = v(0)e (4.31)
onde
E, = m
E, = —m.

Veja entao que nos deparamos com estados de energias negativas. Interpretamos isso
dizendo estados com energias negativas caracterizam antiparticulas [9}20]. Dirac propos
que estados de energias negativas estavam, de modo geral, todos preenchidos por elétrons e
assim, a nao ocupagao destes estados devia-se ao principio da exclusao de Pauli [15,25]. No
entanto, um desses elétrons poderiam ir para um estado de energia positivo pela absorcao
de um foton e assim deixando um espaco vazio. Este foi interpretado como sendo uma
particula de carga@ +1 e energia negativa, ou seja, uma antiparticulaﬁ. Tal proposta
ficou conhecida como o mar de Dirac [14}25].

Agora, imaginemos a particula relativistica como sendo observada de um

0Fazemos o uso da famosa férmula de Einsten que relaciona massa e energia, E = mc?. Veja que
estamos trabalhando com ¢ = h = 1.

HUma afirmacdo mais formal seria dizer que toda solucio da equacio de Dirca satisfaz também a
equacgao de Klein-Gordon e por isso pode se usada [9].

12Estamos fazendo uma analogia entre a mecanica relativistica e a nao-relativistica. Para esta tltima, a
solucdo da parte temporal da equacio de Schrodinger ¢ da forma e~*£* [15], com h = 1.

IBEm unidade elementar de carga elétrica.

14Em 1932, Carl David Anderson descobriu uma particula, que a chamou de pésitron, com mesma massa
e spin do elétron, mas com carga +1. A Anderson foi dado o prémio Nobel de 1936 pela descoberta [25].
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referencial em que ela possui um momento p. Neste caso, sabendo que

pra=pla, = plag+pa;
— Bl-j-Z (4.32)

podemos fazer uso das solugoes (4.30)) e (4.31)) para supor solucoes generalizadas do tipﬂ

u(z) = Ae P'ow (4.33)
v(r) = Be?', (4.34)

onde A e B constantes. A equacao de Dirac para esta configuracao,

. (% U
iv"o, —-m =0,
v v
nos conduz a
i'yuauu —mu=0 = i,yue—ipl’zy(_ipyﬁumu> _ me_ipVa:,/ =0
= iyte P (—ip,dy) — me” P =0
= Ypuu —mu =0
e
RO —mo=0 = iy (ip,d,a") — me? =0
= iyHetP T (ipu0,,) — me® ™ = ()
= —y'pv —mu =0,

ou ainda em uma notagao mais conveniente,

(p—mu = 0 (4.35)
(p+m)v = 0, (4.36)

150 sinal negativo em u pode ser entendido analisando (4.32]) em conjunto com ([4.30). Nesta a parte
temporal é negativa pois E,, é positiva. De forma andloga podemos entender o sinal positivo em (4.34)).
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onde p = v¥p,. A solugao desta equagao ¢é facilmente obtida observando que [20]

(p—m)p+m) = (Y'p.—m)(y'p,+m)
= Y9pupy, —m?

1 v 1%
= 5(7“7 by + YV Pupp) — m°

1 v v
= 5(7“7 + VY pupy — m?
= 0")pup, —m°
= p,upu - m2

= E*—p —m?>=m>—m* =0,
pois se

u(p) = (p + m)u(0) (4.37)

v(p) = (p —m)v(0), (4.38)
as equagoes (4.35)) e (4.36]) estdao automaticamente satisfeitaﬂ.

16 As condigoes iniciais u(0) e v(0) sdo os estados de spin para cima ou para baixo livres de escolha [20].
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5 TEORIA ELETROFRACA

A interacao Eletrofraca, descrita pelo Modelo Padrao de Fisica de Particulas,
provem da unificagao de duas interagoes fundamentais, a eletromagnética e a fraca [20].
Ela foi desenvolvida e aprimorada pelo os cientistas Sheldon Glashow, Abdus Salam e
Steven Weinberg, aos quais, foi dado o Prémio Nobel de Fisica em 1979 [20,26].

Em um primeiro momento, o objetivo original de Glashow era promover a
unificacao de modo que as interagoes eletromagnética e fraca fossem vistas como ma-
nifestagoes de uma tnica interagao mais fundamental, a interagao Eletrofraca [16]. No
entanto, ele acabou se deparando com questionamentos que nao conseguia responder de
forma satisfatéria. Na época, em concordancia com Glashow, cientistas acreditavam que
a diferenca de magnitudes das forcas eletromagnética e fraca poderiam ser explicadas se
esta ultima fosse mediada por uma particula pesadas [16]. De fato, isto é condizente com
a realidade, uma olhada na tabela |4 nos revela que os bésons da interacao fraca possuem
massa enquanto o féton, que media a interacao eletromagnética, é uma particula sem
massa. Mas, como explicar essa disparidades de massas? A resposta a esta pergunta so
veio com Weinberg e Salam, em 1969, com a introdugao do mecanismo de Higgs [16]. Este,
fornece as massas para todas as particulas especificadas pelo Modelo Padréoﬂ [20]. Em
resumo, afim de contornar esta disparidade de massas, a teoria foi primeiro desenvolvida
desconsiderando as massas das particulas para posteriormente seriam recuperadas pelo
mecanismo de Higgs [16},26].

Neste capitulo, apresentaremos um método bastante sisteméatico para a cons-

trucao do setor de léptons sem massa da interacao Eletrofraca do Modelo Padrao.
5.1 O campo de Dirac na Representacao de Weyl

No capitulo 4] apresentamos duas representagoes possiveis para as matrizes 7.

Estas, em particular na representacao quiral (Weyl), assumem a forma

0 0 IQ i 0 O'i
= e 7= , :
I, 0 —o' 0

1Com excecdo do neutrino. Como vimos, estes, para o Modelo Padrio, sdo particulas sem massa e, no
entanto, experimentos conduzem a neutrinos massivos [20].
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O termo quiral refere-se a uma propriedade puramente quantica intrinseca a todas as
particulas de spin nao nulo, a quiralidaddﬂ [16]. No entanto, no limite de altas—energiaﬂ
quiralidade coincide com o conceito de helicidade, de modo que essas propriedades podem
ser entendidas como sendo uma sé [1]. Isto se tornard mais claro em instantes.

De uma forma bastante simplificada, helicidade pode ser entendida como uma
propriedade de orientagao espacial expressa por todas as particulas. Fazendo uma analogia
com o mundo classico, imaginemos que o spin de uma particula caracterize seu sentido de
rotacao e que este sentido seja representado simbolicamente pelos dedos da nossa mao
que nao sejam o polegar - reservaremos o polegar para especificar a direcao do momento
da particula. Se uma particula é dita de helicidade direita, entao ela possui orientacao
definida pela mao direita, onde o polegar aponta na direcao do movimento da particula e
os outros dedos envolvem a diregao do Spinﬁ [1]. Por outro lado, se uma particulas tem
helicidade esquerda, entao podemos entender sua orientacao como sendo dada pela mao
esquerda , onde, mais uma vez, o polegar aponta na direcao do movimento enquanto os
outros dedos envolvem a direcao do spin.

A propriedade helicidade, no entanto, é relativa ao referencial inercial ao qual se
observa a particula. Podemos, por exemplo, considerar um referencial fixo .S ao qual uma
particula possui helicidade direita e outro referencial S’ que viaja na mesma direcao do
movimento da particula, porém com uma velocidade maior em relacao a ela, entao, vista
de S’, a particula se move no sentido contréario e portanto passa a exibir uma helicidade
esquerda’] [1].

Ao contrario do que acontece com a helicidade, a quiralidade é sempre bem
definida |1]. Como dito anteriormente, quiralidade e helicidade se confundem no limite de
altas-energias. Nesse limite, onde as massas tendem a zero, nao existe referencial inercial
que viaja na mesma velocidade da particulaﬂ e assim quiralidade e helicidade passam a ter
o mesmo significado [1].

Os conceitos de quiralidade e de helicidade sao de extrema importancia para o
Modelo Padrao. Este, de fato, como veremos, é uma teoria quiral, no sentido que particulas

de quiralidades distintas interagem de formas diferentes [9].

2Quiralidade é uma das trés simetrias do teorema CPT (C-Carga, P-Paridade/Quiralidade e T-Tempo).
Para mais detalhes veja referéncias [20L31].

3Limite em que as massas das particulas tendem a zero [34].

4Isto é um artificio simbélico, apenas para facilitar a compreensao, onde podemos pensar em uma
particula girando e a orientacao do giro como sendo a orientagao do spin. No entanto, devemos ter em
mente que o spin é uma propriedade puramente quantica [1].

5Veja que se pensarmos no spin como uma particula girando, ao ser vista de S’, a mesma ndo muda o
sentido de spin.

SParticulas sem massa se movimentam na velocidade da luz e assim, nio exite referencial de repouso
para essas particulas [1].
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Na linguagem da mecanica quantica, helicidade é um operador h que informa a

projecao do spin na dire¢cao do momento [18},30],

L G-p 0
h=Sp=( 7" 2, (5.1)
0y &P
ondd’]
— _)O
s 7 7
0, &

Voltemos nossa atencao para as matrizes v na representacao quiral, relembradas
no inicio dessa secao. Elas permitem reescrever o campo de Dirac (4.16)) como um espinor

de duas componentes de quiralidades distintas, ou seja,

2/} R w R 0
_ - + = b + Uy, 5.2
(0 i 0 o YR+ Y1 ( )

onde g é o espinor de quiralidade direita e ¢, o de quiralidade esquerdaﬂ e

v = ‘ff (5.3)
0

= 5.4

U b (5.4)

Agora, para o caso sem massa, o espinor é conhecido como espinor de Weyl [20] e sua

evolugao dinamica passa a ser dada pela equagao de Dirac sem massaﬂ

YR YR
7“0“ = (70]70 - %‘Pz‘)
Y, Y,
_ 0y Iy g_ 0y —o; . YR
I, 0y o 0y Yr
B 0. Eh+ap\(vn)_,
El,—-c-p 02 {173

7Assim como em I, Oy indica uma matriz nula de ordem 2. Um cuidado que devemos ter, é de nio
confundir % com , usamos o mesmo simbolo e apesar de elas se relacionarem entre si [20], ndo sao a
mesma coisa.

8Tanto 1 como ¥, sao espinores de duas componentes, o que totaliza uma matriz coluna de quatro
entradas [20]. Por outro lado, em e devemos considerar 0 = 0241, ou seja uma matriz coluna
com duas entradas nulas.

9Devemos ter em mente que p* = (E, p) |28].
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Estas, nos fornecem duas equacoes,

(El, =G -p)vr = 0 (5.5)
(Eb+7d-p)yr = 0. (5.6)
Por outro lado,
E2 — |ﬁ]2 4 m2

e para particulas sem massa [16],
= [pl.

Outra forma de verificar essa relagao seria multiplicando (5.5)) por E + & - p,

0 = (E4+0-p)(E—7-D)¢nr
= [E*—=(F-p)°] v
(E* —o'o’ ’pj)%
B PR ——
= (E* = 0"p'p)¢r = (B° — [p*) ¥r
Com isso verificamos [ que
= |p]

e como consequéncia, obtemos duas equagoes de autovalores |20]

Qu

(0-P) L =—Elpr = —|pllyyy (5.7)
(G-P)Yvr=—Elyr = +[pllayr. (5.8)

As definigoes (5.1)), (5.3) e (5.4) nos permitem ver as equagoes (5.7 e (5.8)) de uma forma

bastante interessante. Veja que,

(E'ﬁ 402A><¢L>:_<¢L> N Y — (5.9)
0 &-p 0 0
d-p 0O 0 0 2

— - hir = +n, 5.10
( 0, 5.1§><¢R> (@/)R) . . .

ao efetuarmos as multiplica¢oes de matrizes, fornecem exatamente as equagoes (5.7)) e
(5.8) e assim podemos ver explicitamente que 1y e g sdo auto—estadoﬂ do operador

helicidade com autovalores respectivos, —1 e +1.

10Fizemos uso da relagio de anti-comutacio satisfeita pelas matrizes de Pauli (2.16)), {c*, 07} = 2§ [9].
1No limite de altas-energias, onde as massas tendem a zero [34].
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E importante observar que ainda podemos escrever as componentes quirais em

termos do espinor de Weyl aplicando o operado %(14 + 75), ou seja,

1 1 I, 0y I 0, YR
(I - =
5 (L +5)¢ 2[(02 12>+<02 —12>] <¢L>
Iy 0y VR YR
= = = 5.11
() ()= (0) e om
enquanto que

1 B 1 I, 0y B I, 0 YR
o =30 ) (o 51
(02 0 v\ [ 0 )
- <02 12><m>_<m>_%' 12

Isto nos permite demonstrar que g e ¥y, sao auto-estados da matriz 75 com autovalores

+1 e —1, respectivamente, ou seja,

1
Vstbr = 5(75+752)@/)

= %(14 +75)0 = Vg

VL = %(75—752)1/1

1
= 5(75 — 1) = =,

A matriz v5 é chamada de operador quiralidade e assim g e ¥ sao auto-estados do
operador quiralidade com autovalores +1 e —1 [31]. O operador quiralidade, no limite

sem massa, comuta com o operador helicidade,

. I, 0 G-p 0y g-p 0O I, 0y
02 —]2 02 g-p 02 g-p 02 —Ig

Assim, 75 e h compartilham dos mesmos auto-estados e, portanto, tendo os mesmos

2Devemos ter em mente que V5 = —'y5.



68

autovalores, eles podem ser vistos como sendo a mesma propriedade [1},20,31].

Para concluir esta segdo, o campo de Dirac na representagao quiral (5.2)) junto

as equagoes (5.11)) e (5.12)) nos possibilita escrever a Lagrangiana de Dirac (4.21)) sem

massa em uma forma que separa campos de quiralidade esquerda e direitaH, ou seja,

L = W0
= (YL + VRV 0u (YL + VR)
= iy O + ibpY O, R + (VLY ObR + YrYM O,
= W 0L + iRV OuR. (5.13)

Veja que

- 1 — 1
W0 r = 5(14 - 75)¢’Y”8u§([4 + v5)¢

1 _
= 12 =)0,

R ATE R

e, de forma semelhante,
i@Z_)R"}/Ma;ﬂ/JL = 0.

5.2 Grupos de Simetria, Campos e Cargas da interagao Eletrofraca

Nesta secao encontra-se algumas informacoes extras de extrema importancia
para o desenvolvimento da teoria referente ao setor de Léptons da interacao Eletrofraca.
Veremos que aos grupos de simetria presentes estao associados os bdsons que promovem
as interacoes e que estas s6 sao possiveis entre os campos que estao carregados com as

correspondentes cargas.

5.2.1 Grupos de Gauge e os Campos da Interacao Eletrofraca

Introduzimos este capitulo falando que as interagoes fundamentais eletro-
magnética e fraca sao manifestacoes diferentes de uma interacao ainda mais fundamental,
a interacao Eletrofraca. Esta unificacao é possivel, como veremos, pelo requerimento da
invariancia da Lagrangiana de Dirac sob transformacoes de simetria dadas pelo grupo de
gauge |9,220]

SU2)®U(1). (5.14)

O setor SU(2) é responsével pela interacao fraca. Esta é possivel pela troca

130 termo de massa mistura as quiralidades e assim quebra a simetria direita-esquerda, mip =

mipribr + myripr.
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de bésons W+ e Z° que sdo os quanta do campo fraco [23]. Como veremos, eles surgem
naturalmente da invaridncia da Lagrangiana sob tal grupo de simetria?] [20].

Por outro lado, o setor U(1) é responsavel pela interacao eletromagnética [20]
cujo os bdsons, quanta do campo eletromagnético, sao os fétons [23]. Como vimos, estes
sao particulas sem massa.

Sendo mais especifico, os bésons W+, Z% e os fétons sao consequéncias das
combinagoes entre outros tipos de bdsons associados, de forma independente, aos setores
SU(2) e U(1) da interagao Eletrofraca [20]. A tabela |6 mostra a correspondéncia entres
os grupos de simetria e os respectivos bosons de gauges enquanto que a equacao

exemplifica a combinacao destes bésons para gerar W=,

Grupo de gauge | Bosons de gauge
SU(2) W;, WE e W;’
(1) B,

Tabela 6: Fonte: [20]. Bésons de gauge do setor SU(2) e U(1) da interagao Eletrofraca.

Vimos anteriormente que os léptons, juntos com os quarks, sao particulas
verdadeiramente elementares, ou seja, ndo possuem estrutura interna [23]. Vimos ainda
que existem seis tipos de léptons, o elétron, o mion e o tau junto a seus respectivos
neutrinos. Eles se diferenciam entre siﬁ em suas cargas, numeros leptonicos e massas, veja
as tabelas [ e [3l

O Modelo Padrao, como dito anteriormente, ¢ uma teoria quiral, ele distingue
entre particulas de quiralidade esquerda e particulas de quiralidade direita [9]. Por outro
lado, para nossos propésitos, suporemos as particulas como sendo sem massam e assim
quiralidade pode ser entendida como helicidade. Uma olhada na tabela [3| nos revela que o
elétron, o mion e o tau, por serem massivos, devem possuir uma versao direita e esquerda
da helicidade enquanto que os neutrinos, supostos sem massa pela teoria, sé podem vir
com um tipo de helicidade [20]. Aqui, o neutrino do elétron v, é considerado puramente
de quiralidade esquerda [1,120]. Como veremos, eles possuem um determinado tipo de
carga, assim como os elétrons de quiralidade esquerda, que permitem o acoplamento com
os bdsons le (1 =1,2,3), ou seja, a interacao acontece via a troca destes bésons [1].

De um modo geral, quando falamos em particulas, devemos assumir que, na

140 grupo SU(2) ja foi abordado no capftulo
15Uma caracteristica em comum dos léptons é que eles sdo particulas de spin—%.
16 A teoria, como mencionado anteriormente, foi primeiramente construida desconsiderando as massas

das particulas. A tarefa de dar massas as particulas veio posteriormente com a introdugao do campo de
Higgs [20].
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verdade, estamos falando de campoﬂ [20]. Sendo mais especifico, os campos de 1éptons
sdo campos de Dirac, no sentido que os mesmos sao solugoes da equacao de Dirac [20]. Ou

seja, por exemplo, um campo de elétrons livreﬁ (e) satisfaz a equagao
(iv"0, — me)e =0 (5.15)
e, de forma semelhante, o campo de neutrino do elétron livre (v,) satisfaz
(iv"0, — my,)ve. = 0. (5.16)

5.2.2 Cargas da Interacao Eletrofraca

Existem trés tipos de cargas presentes na interagao Eletrofraca: a carga elétrica
@, a carga isospin frac Tea hipercarga fraca Y |20]. E um fato experimental que essas
cargas se relacionam pela formula de Gell-Mann-Nishijima

Q:I3+§, (5.17)
onde I? é a terceira componente da carga isospin fraca I [26,29].

Como vimos, cada carga, ou melhor particula carregada, cria um campo que
preenche o espago e comunica as outras da sua presenca [23]. Os quanta desses campos
sao os bosons de gauge mencionados na tabela |§| [20]. Sendo mais especifico, a interagao
entre particulas carregadas com isospin fraca I ocorre através da troca de béson W;L
(1 = 1,2,3) enquanto que a interacdo entre particulas carregadas com hipercarga fraca Y
se deve através da troca de bésons B, [20]. A tabela |7 mostra a relacao experimental
de cargas para elétrons de quiralidades diferente e para o neutrino do elétron. Veja por
exemplo que o elétron de quiralidade direita possui carga elétrica e hipercarga fraca, logo,

ele interage eletromagneticamente pela troca de fotons e participa da interacao fraca via
bésons B, [20].

ITEsta é uma interpretacio requerida pela teoria e permite entender aspectos antes considerados
estranhos como, por exemplo, a antimatéria. Para mais detalhes veja referéncia |20].

180 termo livre significa sem interacio.

9 A caga isospin fraca pode ser entendida como um vetor de trés componentes I= (I, 12, 13).

20Na verdade o campo B,, compoe o campo de fétons junto com o campo Wg’ Veja mais detalhes na
referéncia [20].
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1 1
Bl o |+1
Y| -1]-2]-1

Tabela 7: Fonte: [20]. Cargas da interagao Eletrofraca para elétrons de quiralidades
distintas e para o neutrino do elétron.

5.3 Setor de Léptons da Interacao Eletrofraca

Nesta secao encontra-se o objetivo ao qual este trabalho se dedica. Todas as
ferramentas necessarias para construcao da Lagrangiana do setor de 1éptons da interagao
Eletrofraca ja foram apresentadas e, como veremos, faremos uma aplicacao direta das
mesmas.

A Lagrangiana de léptons do Modelo Padrao deve ser a soma das Lagrangianas

individuais para cada campo [20], ou seja,
L=LA+L,+L - +L) +L,) +L, . (5.18)

No entanto, como mencionado repetidas vezes, partiremos da suposi¢ao que os campos em
principio sdo sem massa e assim, analisando a tabela [I, vemos que elétron, mion e tau
possuem as mesmas caracterl’sticaﬂ e portanto, podemos construir a Lagrangiana apenas

considerando elétrons e neutrinos de elétrong™] [20], ou seja,
L=LA+L,,. (5.19)

No entanto, vimos que a cada carga presente na interacao Eletrofraca existe um
béson associado e a cada um destes existe um grupo de simetria de gauge correspondente,
veja tabela[6] Sendo mais preciso, campos carregados com isospin fraca se transformam
segundo o grupo de simetria SU(2) enquanto que campos carregados com hipercarga
fraca se transformam segundo o grupo U(1) [20]. Analisando a tabela [7} por exemplo,
podemos concluir que tanto elétrons de quiralidade esquerda como os neutrinos do elétron
se transformam segundo SU(2) e U(1). Por outro lado, o elétron de quiralidade direita se

transforma apenas por U(1) [20]. Com isso podemos construir dubletoﬁ de SU(2) [29,34],

210 mesmo é verdade para seus respectivos neutrinos, no entanto estes j4 sio supostos sem massa.

22 Termos semelhantes podem ser adicionados no final a Lagrangiana por questdo de completeza [20].

23 A designacao dubleto de SU(2) se deve ao fato de 11, e g se transformarem de formas diferentes sob
tal grupo de simetria. Porém, tanto vy, como 1 se transformam sob o grupo U(1) [34].
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sz(V€> e wR=<O), (5.20)
er, €R

onde, se U for um elemento deste grupo, entao

/

Ve Ve
U = ( > = U( ) = Uy, (5.21)
ey, ey,

/

1/13?,:(0):U<0>=(0>=¢R. (5.22)

Os dubletos de SU(2) permitem escrever a Lagrangiana para o campo de elétrons e de

seus respectivos neutrinos de uma forma bastante interessante,

L = L., +L, +L.,

= ey Ouer + iy Ouve + i€pyOuer

00, 0 .
— i(ﬂe éL> 7 On e ) &
0 7"8” er,

—l—z’( 0 én ) ( 7“03# Woau ) ( ; ) , (5.23)

ou, em uma notagao simbélica?] [34],

L = ippy 0,0 + ivry 0, 0R. (5.24)

No capitulo [2 estudamos sobre os grupos de simetria U(1) e SU(2). Elementos

destes grupos, escritos em termos dos geradores, sao dados respectivamente por [31]
Ui (x) = e"98x e Uy(@) = eégw&;, (5.25)

onde x e @ = (o', a?, a?) sdo os parametros que permitem as transformagoes corresponden-
tes ¢ 37 = (71,72, 7°) sdo os geradoreﬁ de SU(2). No entanto, estes grupos se dividem
em dois tipos, grupo de simetria global e grupo de simetria local [18]. Para o segundo,
diferentemente do primeiro, os parametros de transformagao sao funcoes dependentes das
coordenadas do espago-tempo [4]. Além disso, é muito simples verificar que a Lagrangiana

(5.24]) é invariante sob transformagoes globais [34] e, portanto, passaremos a analisar-la

24 Aqui, devemos estar atentos a sutilezas, sabemos que v* sdo matrizes 4 x 4 e assim, os dubletos de
SU(2) ¥g e ¥y, totalizam, cada um, um objeto de oito entradas. Em outras palavras, os campos ey, ep e
v, por satisfazerem a equagdo de Dirac, sdo objetos com quatro entradas cada [34].

25 Adotaremos a notacao 7! para as matrizes de Pauli (2.16)).
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sob o ponto de vista de simetrias locais.

Comentamos anteriormente que o Modelo Padrao de Fisica de Particulas é
construido fazendo o requerimento de que a Lagrangiana da teoria seja invariante sob
transformagao de simetrias [9]. Isto garante que as equagdes de campo sejam covariantes

sob tais transformagoes |4]. Passemos entao a considerar a equagao de Dirac sem massa,
iyt o = 0. (5.26)
Para transformagoes de gauge local U(1) temos, de (5.25]) e ((5.26]),

"o = iV O,(Ury)
= iy, U + i UL
= iv*(igp0,X) U1 + iV U1 0,0
= U1[i®g57"(0,X)0 + iv" 0]
= 97" (0% #0, (5:27)

ou seja, 1" = U1 nao é solucao da equacao (5.26|) e, portanto, a requerida covariancia nao
) b )

foi satisfeita. No entanto, ¢ é solu¢ao da equagao de Dirac sem massa modificada [34]
i (O — igpdux)Y" = 0. (5.28)
Observe que 0,y ¢ um quadrivetor de Lorentz [34]. Isto nos possibilita dizer que a equacao

iv" (0 +igpBu)Y =0 (5.29)

serd covariante sob transformagoes de simetria local U(1) desde que consigamos achar uma

lei de transformagao para o campo extra B, [18,34]. Ou seja,
(D + i Bl = iv"(0, + ign By = 0 (5.30)
ou, em forma mais compacta,
' D" =iy Dy =0, (5.31)
onde definimos a derivada covariante D,, por [34]
D, = 0, +igpB,. (5.32)

Da equacao ([5.31) podemos concluir que se a derivada covariante se transformar por
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simetria local U(1) da mesma forma que o campo se transforma
DLW = (Duw)/ = Ul(Duw)a (5.33)
entdo, a covariancia estara satisfeita. Portanto, de (5.33)),

(0" +igpB")Ury = U[(0" +igpB" )] = igpB*Uy = —(0"U) + U("Y) + igpUB"y
—  _(D"U) + iguU B,

Uma vez que 1 é completamente arbitrario, podemos descarta-lo da equacao e ao multiplicar

tudo por U~! do lado direito obtemos a lei de transformagao para o campo B* [34],

1
B*"=UB"'U ! — E(aﬂU)U—l. (5.34)
B

Como de costume, para facilitar nossos cédlculos, vamos considerar transformacgoes infinite-

Simaiﬁ fazendo o parametro y(x) ser bem pequeno [4], ou seja,

Uy~ 1+iggx. (5.35)

Substituindo (5.35)) em ((5.34)) obtemos explicitamente como o campo B* deve se transfor-

mar para preservar a covariancia da equagao de Dirac sem massa modificada ((5.29)),

1
B" = (1+iggx)B*(1 —igsx) — aigg(ﬁ”)UUfl
B
= B" —iggB"x +igpxB" — d'x
— B —9"y. (5.36)

Veja que o termo 0"y é exatamente o que cancela o termo que resulta da aplicagao da

derivada no campo transformado, ou seja,

i7" (O + igBB;)w’ = V[0, +igp(B, — 0,x)] U1y
= iy"[igp0u XV + U1(0,%) + igp (B, — 0,x)V']
= U1 [@'7"(8# + igBBH)w] = 0,

pois o campo 1 satisfaz (5.29)).

O ponto importante a se observar é que, para mantermos a covariancia da
equagao de Dirac sob transformagoes de simetria U(1) local, precisamos construir uma
derivada covariante D* adicionando a teoria um campo B* extra que se transforma
segundo a equagao . A presenca desse campo extra adiciona um termo de interagao

a Lagrangiana (5.24]) [20]. Veja que B* é um campo vetorial, porém, pelos mesmos

26Uma transformagdo finita pode ser alcangada realizando infinitas transformagdes infinitesimais [31].
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argumentos apresentados no capitulo |3, podemos construir um objeto que se transforma

como um tensor de Lorentz, chamada tensor campo de for¢a f* [20], onde
f*=0"B" —o"B" (5.37)

e cuja a contribuicao para a Lagrangiana é dada pela Lagrangiana de Wentzel-Pauli sem

massa (3.37]), ou seja,
1 v
Einteragéo_Uu) = _Zf“ Juw- (5.38)

Passemos agora a considera o grupo de simetria local SU(2). Como vimos, um
elemento desse grupo é dado por Uy em (5.25)), onde & = d(x). Entao, semelhantemente

ao que acabamos de fazer para o setor U(1), se ¢ for solugdo da equacao de Dirac sem

massa (5.26]), temos que

V'O = iy 0, (Us))
. { o
= iy* §gw(aua) T 4 U0t

Z'Q

= F9w"(,) - 7Y

e assim, 1’ nao é solucao da equacao (5.26)). No entanto, ele é solugao de uma nova equagao
de Dirac sem massa modificada,

. Z — - Vi
it 10, — §9W<aua) Tl =0. (5.39)

Como anteriormente, vamos construir uma derivada covariante D,, adicionando um novo
campo a teoria que faga com que a nossa equacao seja covariante sob transformacoes de

SU(2) local [34]. Veja que 0,a é um quadrivetor de Lorentﬂ, e mais uma vez podemos
sugerir algo parecido com ([5.29)), ou seja,

i {au + %ng*vﬂ : F] ¥ =0, (5.40)
ondd®] _
D, =0,+ %gWWM LR (5.41)

Veja que esta equagao sera covariante sob SU(2) local se a equagao (5.33)) for satisfeita

para tal grupo de simetria, ou seja,

DLW = (DM/J)/ = UZ(DMD)- (5.42)

27Sendo mais preciso, cada componente de 0,d se transforma como o quadrivetor de Lorentz.
28Devemos ter em mente que W, = (W, Wi, Wi)
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Assim,
1 >, 1 >
(&L -+ §gWW; . T)Uw = U(&u -+ 55]1/[/‘/1/‘u . T)Qﬂ
e como consequéncia]]
%gWW; F= %gWUWH FU = (9, U)U, (5.43)

Fazendo & ser um parametro infinitesimal, temos que [4]

Vs~ 1+ 59wd- 7 (5.44)
e assimm,
— 5 . . R . Z o . . . o
WZL'T - _(a“a) T+ Wy T+§9W |:<a'7)<Wu‘T)_(Wu T)(Oé T)}
= —(0,0)- T+ W, -7+ 9w [aJTJWka _ WllkaajTj}
R b o L ;

= —(0u@) - TH W, T+ 59w [aJW,]f(TJTk TkT])}
R ,

= —(0ua) -7+ W, T+ 59w (W7, 7))

= —(0,Q) T+ ﬁu T + ng (aleleze]sze)

= —(9,Q) T+ W, T — gwe I Wh!

= —(0,a) - T+ VT/H 7— gw(a x Wu)eTe

= —(0,a) -7+ ﬁ# ?—gw(&xl/f/#)-?,

ou seja, a lei de transformagao para o campo W, ¢ dada por

-

W, = —(0,8) + W, — gw(d@ x W,). (5.45)

Neste ponto, devemos tomar cuidado com a notacao que estamos considerando. A verdade
é que VT/M representa trés campos do tipo vetorial, a saber Wl}, Wi e W,‘:’ Assim, havera
trés contribuigoes do tipo Wntzel-Pauli sem massa para a Lagrangiana que vamos
construir [20], ou seja,

| -
ﬁinteragéofSU(Q) = _ZF,ZVFM ’ (5.46)

onde j = 1,2,3. No entanto, essas contribuigoes devem ser invariantes de SU(2) uma vez

Y Este é o mesmo procedimento que fizemos para obter (5.34) e assim, basta substituir nesta equacio
igp By por 9w W, - T.

30Estamos desconsiderando termos de segunda ordem ou superiores [4] e levando em conta a relagao de
comutacao para as matrizes de Pauli apresentada no capitulo
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que queremos preservar a covariancia de ((5.40]) [4]. Assim, para que
17 iy i j v
Flipram = pi piny,

devemos definir o tensor campo de forca F w com [20]

Fo=0W, —0,W, — gwW, x W,, (5.47)
pois
Fi’w = W — &ij/L - QWWL x W,
= 9,[-0,8+ W, — gw(@ x W,)] — 0,[~0,& + W, — gw(d x W,)] +
—gw[=0,0 + W, — gw (@ x W,)] x [<0,d + W, — gw (@ x W,)]
= AW, — W, — gwW, x W, — g,[(8,d) x W, + @ x (8,W,)] +
+90](0,@) X W, + @ x (8,W,)] + gw (0,8) x Wy, + gw W, x (8,d)
= F,, —gwad x (3,W, —8,W,)
e, portanto@,
FIFI = [F, = gwea"(0,W, — 0,W|[F/* — gwe™ o (oW — 0"W*H))

= Fi,FI" — g o [F ("W — 9" W'H) — (9, W) — 0,W})FIm]
_ Fﬂqu pr gwekzéjak [2Fj uvaHWlel _9F ’“”’(%Wﬁ]
= FJ BV

Por fim, voltemos a Lagrangiana . Sabemos que a covariancia da equagoes
de campo sob transformacoes de simetrias locais SU(2) e U(1) estardo garantidas se
definirmos derivadas covariantes dadas respectivamente por e [34]. Por outro
lado, como mencionado anteriormente, 15, deve se transformar tanto por SU(2) como por
U(1), enquanto que 9 se transforma apenas por U(1). Além disso, devemos incluir a

nossa Lagrangiana final as contribuigoes dos campos de interacao [20] de modo que

L= cléptons + ﬁintera(;éO' (5.48)

Assim, levando em consideragao todos os requerimentos impostos no desenvolvimento deste

trabalho, podemos escrever a Lagrangiana do setor de 1éptons da interacao Eletrofraca

31 7o (L 2 3
Devemos ter em mente que F, = (F,, F},, Fj;,).
32Vamos considerar mais uma vez transformacoes infinitesimais, ou seja, o parametro @ é suposto

infinitesimal e termos de segunda ordem neste podem ser negligenciados [4].
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porf”]
.- . 1 > - ‘
L = " ((‘3“ +igp By + §QWWM : T) Y, +ippy* <6u +1 QBBM> YR+

DR
_Zf# fW_ZF;]wFW 7 (5.49)

onde 9, Vg, f* e F’W sao dados respectivamente por (5.20)), (5.37) e (5.47).

33Veja que as constantes de acoplamento gp e gj sao distintas. De fato, g = 4. Isto, é consequéncia
da hipercarga fraca Y, onde Y;, = —1 e Yp = —2. Assim, os campos de quiralidade direita interagem duas
vezes mais fortes que os de quiralidade esquerda .
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6 CONCLUSAO

Podemos concluir deste trabalho que o Modelo Padrao de Fisica de Particulas é
uma teoria construida de modo a especificar as particulas existentes na natureza e descrever
como elas interagem umas com as outras. Isto é possivel, como podemos perceber, fazendo
a correspondéncia entre dados experimentais e ferramentas conceituais desenvolvidas
nos capitulos que aqui se encontram. Assim, na introducao e no inicio do capitulo
abordamos sobre as propriedades experimentais que compoem as particulas elementares e
as particulas de interagao (bdsons) como, por exemplo, cargas, quiralidade e helicidade.
Tal conhecimento nos possibilitou discernir entre os tipos de interacoes presentes e como
os campos de quiralidade distintas se comportam sob uma determinada interacao.

Nos capitulos seguintes nos deparamos com conceitos tedricos fundamentais
para o desenvolvimento da teoria. Como vimos, para a construcao da Lagrangiana do setor
de léptons sem massa da interacao Eletrofraca , foi necessario ter o conhecimento
dos grupos de simetria SU(2) e U(1), além do grupo de Lorentz, apresentados no capitulo
Além disso o ponto de partida foi requerer a invariancia da Lagrangiana de Dirac,
apresentada no capitulo [ sob as transformagoes de simetrias correspondente a cada
interacao.

Concluimos também que os campos de interagao B, e Wu sao do tipo vetorial.
No entanto, pelos argumentos apresentados no capitulo [3] construimos quantidades que se
transformam como tensores e cuja a contribuicao a Lagrangiana, referente as interacoes,
sao dadas por e (5.46).

Concluimos ainda que para construir a Lagrangiana , levando em consi-
deracao todos os dados experimentais e conceitos tedricos abordados em todos os capitulos
deste trabalho, foi preciso definir as derivadas covariantes e . Como vimos isto
garante a covariancia das equagoes de campos e permite que a interacao surja de forma
natural na teoria.

Também, concluimos que apesar de ser muito bem construido, o Modelo Padrao
ainda apresenta algumas deficiéncias. Além da interagao gravitacional ser um ponto ainda
nao abordado pela teoria |16], vimos que os neutrinos sao supostos sem massa. No entanto
experimentos conduzem a existéncia de neutrinos massivos [17,22]. Apesar disso, uma
refutacao completa do Modelo Padrao nao é bem vista pelos cientistas. Estes acreditam
numa extensao da mesma para explicar questionamentos ainda em aberto [16].

Como perspectivas futuras visamos estudar o Modelo Padrao com um viés mais

fenomenolégicos fazendo aplicabilidade em cosmologia, matéria escura e etc.



[1]

80

REFERENCIAS

Helicidade, quiralidade, massa e o higgs. http://arsphysica.wordpress.com/2011/
06/24/helicidade-quiralidade-massa-e-o-higgs/. Accessed: 2017-06-13.

The hierarchy problem. https://profmattstrassler.com/articles-and-posts/
particle-physics-basics/the-hierarchy-problem/. Accessed: 2017-07-12.

N. L. Agostinho. Mecanica Analitica. Editora Livraria da Fisica, second edition, 2007.

R. Aldrovandi and J. G. Pereira. Notes for a Course on Classial Fields, 2008. Apostila,
IFT (Instituto de Fisica Tedrica), Sdo Paulo, Brazil.

George B Arfken and Hans J Weber. Mathematical Methods For Physicists Internati-
onal Student Edition. Academic press, 2005.

J. F. Cornwell. Group Theory In Physics, volume 2. Academic Press, 1986.

G Costa and G. Fogli. Symmetries and Group Theory in Particle Physics, An Intro-
duction to Space-Time and Internal Symmetries. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1
edition, 2012.

W. N. Cottingham and D. A. Greenwood. An Introduction to Nuclear Physics.
Cambridge University Press, second edition, 2001.

W. N. Cottingham and D. A. Greenwood. An Introdution to the Standard Model of
Particle Physics. Cambridge University Press, second edition, 2015.

G. da Costa Marques. De que tudo € feito? Editora da Universidade de Sao Paulo -
Edusp, first edition, 2010.

A. Das. Lectures on Quantum Field Theory. World Scientific Publishing Company,
2008.

F. E. P. dos Santos. Estudo Analitico das Probabilidades de Oscilacao de Neutrinos
na Matéria em Trés Geragoes. Master’s thesis, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo,
2007.

F. E. P. dos Santos. Espalhamento de Férmions sob Influéncia da Violagao de Lorentz
no Setor Fotonico. Master’s thesis, Universidade Federal do Maranhao, Sao Luis,
2010.

W. Greiner. Relativistic Quantum Mechanics, Wave Equations. Springer-Verlag
Berlin Heidelberg, third edition, 2000.

David J. Griffiths. Introduction to quantum mechanics. Englewood Cliffs, NJ: Prentice
Hall, 1995.

David J. Griffiths. Introduction to Elementary Particles. Wiley-Vch, second edition,
2008.


http://arsphysica.wordpress.com/2011/06/24/helicidade-quiralidade-massa-e-o-higgs/
http://arsphysica.wordpress.com/2011/06/24/helicidade-quiralidade-massa-e-o-higgs/
https://profmattstrassler.com/articles-and-posts/particle-physics-basics/the-hierarchy-problem/
https://profmattstrassler.com/articles-and-posts/particle-physics-basics/the-hierarchy-problem/

[17]

[18]

[19]
[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]
[32]
[33]
[34]

81
T. Kajita. Nobel lecture: Discovery of atmospheric neutrino oscillations. Reviews of
Modern Physics, 88(3), 2016.

R. D. Klauber. Student Friendly Quantum Field Theory. Sandtrove Press, second
edition, 2013.

P. Langacker. The Standard Model and Beyond. CRC Press, first edition, 2009.

D. MacMahon. Quantum Field Theory Demystified: A Self-Teaching Guide. McGraw-
Hill Professional Publishing, 2008.

R. Mann. An Introduction to Particle Physics and the Standard Model. CRC Press,
first edition, 2009.

A. B. McDonald. Nobel lecture: The sudbury neutrino observatory: Observation of
flavor change for solar neutrinos. Reviews of Modern Physics, 83(3), 2016.

Marco Antonio Moreira. O modelo padrao de fisica de particulas. Revista Brasileira
de Ensino de Fisica, 31(1):1306, 2009.

Hamermesh Morton. Group Theory and Its Application to Physical Problems. Dover
Publications, 1989.

Joao B. Neto. Matemdtica para Fisicos com aplicacoes: Vetores, Tensores e Spinores,
volume 1. Livraria da Fisica, 2010.

S. F. Novaes. Standard Model: An Introdutction, 2000. Apostila, IFT (Instituto de
Fisica Tedrica), Sao Paulo, Brazil.

P. Ramond. Group Theory, A Pfysicist’s Survey. Cambridge University Press, first
edition, 2010.

W. Rindler. Relativity: Special, General, and Cosmological. Oxford, second edition,
2006.

L. H. Ryder. Quantum Field Theory. Cambridge University Press, second edition,
1996.

S. S. Schweber. An Introduction to Relativistic Quantum Field Theorys. Dover
Publications, second edition, 2005.

Jakob Schwichtenberg. Physics from Symmetry. Springer, 2015.
J. Stillwell. Naive Lie Theory. Springer, 2008.
J. R. Taylor. Classical Mechanics. University Science Books, 2005.

C. G. Tully. Elementary Particle Physics in a Nutshell. Princeton University Press,
second edition, 2011.



	Introdução
	Grupos de Lie
	Introduzindo Grupos
	Grupo de Rotação: Uma Primeira Representação
	Rotações em 2-D
	Rotações em 3-D

	A Álgebra de Lie
	Os Geradores e Álgebra de Lie de SU(2) 
	Os geradores e a álgebra de  SO(3) 

	O Grupo SO(N) e a Representação Espinorial
	O Grupo de Lorentz
	Os Geradores e a Álgebra do Grupo de Lorentz


	Campos Clássicos
	O Formalismo Lagrangiano em sua Forma Covariante
	O Princípio de Hamilton
	A densidade Lagrangiana
	As equações de Lagrange

	Os Campos  's 
	O Campo Escalar
	O Campo Vetorial
	O Campo Tensorial


	O campo de Dirac
	A Equação de Dirac em sua Forma Covariante
	O Campo Espinorial de Dirac
	O Espinor Adjunto e a Lagrangiana de Dirac
	Solução da Equação de Dirac

	Teoria Eletrofraca
	O campo de Dirac na Representação de Weyl
	Grupos de Simetria, Campos e Cargas da interação Eletrofraca
	Grupos de Gauge e os Campos da Interação Eletrofraca
	Cargas da Interação Eletrofraca

	Setor de Léptons da Interação Eletrofraca

	Conclusão
	Referências

