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INTRODUCAO

Muitas tem sido as aplicacoes da sequencia de Fibonacci em varias
areas do conhecimento, como arquitetura, economia, matematica, bem como a

constatacao de sua presenca em certos comportamentos biologicos.

Em otimizacao tem-se utilizado tal segqiiencia para obter aproxi%g
coes do ponto otimo de uma funcao (problemas sem restricoes). No caso par
ticular de uma variavel, Kiefer J. [7] , escreveu um artigo no qual afir-
ma que obtém-se o melhor resultado quando utilizamos o algoritmo de busca
de Fibonacci (baseado na seqiiencia citada acima).

0 objetivo de meu trabalho € apresentar algumas aplicacoes da se

giiencia de Fibonaceci (Capitulo 1) e tornar mais acessivel aos nao especia

listas em Otimizacao o trabalho de Kiefer citado anteriormente (Capitulo 2).




1 - 0S NOMEROS DE FIBONACCI E ALGUMAS DE SUAS APLICAZOES

Neste capitulo faremos uma exposicao sobre 04 numencs de  Fibo-
nacci, partindo desde o seu aparecimento e relacionando algumas de suas
propriedades que aparecem em Geometria, Teoria dos Numeros, etc.... Tam-

bem sera estabelecido no contexto fatos que estabelecem ligacao entre tais
numeros e certos fenomenos ligados a natureza.

O proximo capitulo abordara uma importante aplicacao dos  nume-
ros de Fibonacci a Matematica em si: sua utilizacao num algoritmo que cal
cula aproximag5es para extremos de fungaes e que, sob certas condicoes,

fornece a melhor aproximacao para o extremo procurado.

1.1 - Leonardo de Pisa

Antes de conhecermos os numeros de Fibonacci, fagamos um breve
historico acerca do homem que deu origem a tal sequencia de numeros.

Leonardo Fibonacci (fillius Bonacci - filho de Bonacci), alias
Leonardo de Pisa, nasceu em 1175. Seus primeiros anos foram vividos numa
comunidade crista, mas ele recebeu sua instrugao academica entre os maome
tanos da Barbaria. All conheceu o sistema arabico - ou decimal - de nume
ragao, bem como os ensinamentos da Algebra de Alkarismi. Com cercade vin
te e sete anos de idade, retornou a sua terra natal e la publicou,em1202,
uma obra que tornou-se amplamente conhecida como o Liber Abacci (0 Livro
do Abaco), na qual demonstrava as grandes vantagens que sobre o sistema

romano de numeracao tinha o sistema arabico. Liber Abacci foi uma  obra

. . - - - - -
modelo durante duzentos anos e o principal veiculo da introdugao do sistema




hindu-arabico de notacao nas camadas cultas da Europa Crista.
A reputacao de Leonardo entre os estudiosos -era merecidamente
3 boa. Ele era tao proeminente que Frederico II, ao visitar Pisa,em 1225,
promoveu alil uma competicao publica de matematica para testar a capacida-
de de Leonardo. Um dos problemas foi: "Quais os numeros racionais que,
) elevados ao quadrado e aumentado ou diminuldo de 5, ainda continua sendo

i

um quadrado perfeito?". Leonardo apresentou comc solugao o numero 41/12,

que € correta, pois. —=
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Note-se que ainda nao eram conhecidos os numeros reais. Por isso e que o
problema apresentado tem solucao tao diffcil para época.
Os concorrentes de Leonardo nao conseguiram solucionar nenhum dos

problemas propostos.

e o Problema dos Coelhos

A sequencia dos numeros de Fibonacci originou-se de um problema
matematico apresentado por Leonardo no Liber Abacci.

"Supondo-se que a genética procriadora dos coelhos seja tal que
eles sao sexualmente adultos comum més e que mensalmente cada casal procria
um outro casal, pergunta-se: Quantos casais de coelhos nascem, no trans-
curso de um ano, iniciando-se com apenas um casal?"

Resolveremos este problema de um modo geral. Sejam n, n+l e n+2

e F a quantidade de casais de coc-

tres meses consecutivos e F , F .
n nt+l

n+l

lhos existentes em cada um deles, respectivamente. De acordo com a penc-

tica citada acima pode-se observar que F“ % F e a quantidade de casais

n+l

existentes no (n+2)-esimo mes e, portanto, tem-se que F e Fo% B iy
; n+2 n n

Indicando por FO a quantidade de casais ao iniciar-sec aexpericncia
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temos F = 1. No mes seguinte temos F. = 1 e assim por diante, isto e ,
o

1

-2, F3 = 33 F4 e F12 =243,

A seqiiencia (Fn) , dos numeros de Fibonacci, e definida pela
n EN
regra segundo a qual cada termo e a soma dos dois termos lmediatamente an

teriores:

1.3~ A Filotaxia

Filotaxia e um termo de Botanica para o topico que inclui a dis-
posicao das folhas nos ramos das arvores. As disposicoes sao caracteris-
ticas dos generos. "Divergencia" das folhas e o termo tecnico  empregado
para descrever a separacao angular das bases de duas folhas sucessivas no
talo, medida atraves de uma espiral tracada da base da planta para o pon-
to de crescimento. A disposigao das folhas pode ser especificada em ter-
mos desta divergencia.

Antes de especificarmos como se calcula a-divergencia, & necessa
rio uma palavra de esclarecimento sobre o termo separagcao angular, usado
no paragrafo anterior. Tomando-se a secgao do caule que contem duas fo-
lhas sucessivas e projetando—o sobre o plano obtemos uma circunferencia a
qual & seccionada pelas retas que contem as bases das folhas. O  angulo
entre as bases de duas folhas consecutivas no talo e entao definido como
o arco da circunferencia, medido no sentido anti-horario, compreendido en
tre as retas suportes das respectivas bases das sucessivas folhas.

Voltemos agora ao assunto da divergencia. Traga-se uma espiral
que passe pela extremidadg de cada folha ate atingir a primeira extremida
de verticalmente acima do ponto de partida (ver Fig. 1.1). Tomemos p como

o numero de voltas da espiral e q como o numero de folhas pelas quais a
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espiral passou (excluindo-se a primeira). Entao p/q e uma fracgao caracte
ristica de algumas plantas, ou seja, a divergencia das folhas. Constata-
-se que num grande numero de especies, tanto o numerador quanto o denomi-

nador tem tendencia a ser membros da sequencia de Fibonacci:

Figura 1.1 - A Filotaxia. A espiral e tragada

atraves das extremidades das folhas.

0 interesse dos botanicos na divergencia das folhas nao e funda-
mentalmente matematico; sua atengao esta voltada antes para o fato de que
todos os termos desta serie de fragoes situam-se entre 1/2 e 1/3, de modo
que as sucessivas folhas estao separadas umas das outras por ao menos um terco
da circunferencia do talo, assegurando o maximo de iluminacao e ar para a
base de cada folha. Observamos que, em geral, as divergencias nas varias

- - .
plantas (veja r-3 | ) podem ser dispostas como segue:
gramineas comuns : 1/2
ciperaceas : 1/3
Frutiferas(macieira): 2/5

Tanchagens: 3/8

Lilaceas : 5/13

O aparecimento dos termos da sequencia de Fibonacci no  mundo




natural pode ser entendido com facilidade em alguns casos, mas em oOutros
nao. Uma das surpresas da Matematica e que se pode provar gque seus Tre-

sultados, obtidos geralmente em completo isolamento do mundo dos fenome-

nos, sao perfeitamente aplicaveis a ele.

1.4 - Numeros de Fibonacci e as Fracoes Continuas

Consideremos a expressao

fod

S (1.4.1)

onde Ays Ggseess sao inteiros positivos e q, © um inteiro nao negati-
vo.

A expressao (1.4.1) chama-se §ragac continua.

0 pfocesso de desenvolvimento de um numero em fragao continua se
denomina desenvofvimento deste numero numa fracao continua

Vejamos como obter tal desenvolvimento para uma fragﬁo qualquer

a/b, a > b. Pelo algoritmo de Euclides:

o aER - TR

b = rlq1 * r2 N

1T e e o

RS e (1.4.2)
Ta=2 © Tpek B By

T = 7 g te N




0 processo interrompe—-se se rn+1 = 0 para algum n. Os numeros qp, q],
Gps--+s G 830 chamados " quocientes ancompletos ".

Da primeira igualdade temos:

y 1
—é—.: -+ _1-= - -
b % b % b/r,
Da segunda igualdade de (1.4.2) obtemos
L = q -+ r: = q - 1
r, 1 r 1 r1/r2
de modo que
a 1
— == +
b % 1
ql + —_
r,/t,
Da terceira igualdade de (1.4.2) vem que
T T
1 3 1
}:2 4 l’,) < rq/rﬂ
- < =
e dai
_3_= - 1
b % 1
ql =
g9 = L
q
r_/r3
Prosseguindo dessa maneira e facil observar que chegaremos a expressao
(Li41).
Se r_,, =0 para algum n, entao e facil ver que g ° s Com
efeito, se fosse q = 1, resultaria r s S g seria divisivel por
n n1 n T2
T e o algoritmo de Euclides haveria de ter sido interrompido ne passo

n=1

anterior.
. - -~ - - - . -
O desenvolvimento de um numero em fragao continua e unico. Com

efeito, suponhamos que @ e w' sao dois desenvolvimentos obtidos paraa/b.

seus respectivos quocientes

Sejam q_, q;5---5 Q4 € 45, q{ seres QL

n &)
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incompletos. Provemos que a igualdade w = w' implica q; » qi , para to

do 3 = 0,1,:.,,0. Be foted 4 e a parte inteira de w e qé e a parte in-
teira de w'; por isso, N qé. Agora, podemos representar w e w' da for

ma seguinte:

o) = qo + —1— e w! = q") + .—17
3 e
Visto que w = w' e Ly qé , deve-se ter 4y wi. Logo, sao iguais as

partes inteiras de w, e mi, ou seja, Gy qi. Prosseguindo dessa forma
obtemos q, = q& skl oW q;, como desejavamos.

Para exemplificar o desenvolvimento em fragao continua, transfor

memos a fracao impropria 236/139 usando (1.4.2). Observe-se que

g93g g9y 1
U e s e
a partir dal segue que
236 9=t 1 (1.4.3)
B s i oy ¢
&
1
A -
!
3 +
4+L
3
Na expressao (l1.4.1), consideremos os numeros
1 1
qo: qo +—"'q1 ’ qo " \ Aol SR .
ql 5t e

Tais numeros expressos mediante fragoes irredutiveis

o



g
o
& I
e e
Q 1
P
Q2 o q +_ (1-&-“)
1 q2
P g
n
— = m . -

se denominam as convergentes da funcao continua (l.4.1). Observe-se que
P P

- se obtem de i substituindo o ultimo quociente incompleto desta
Q Q
k+1 i
convergente, ou seja, Gy POL Gy + e .
Y1

Na expresséo (1.4.3) as convergentes, desde que primeira sao res

pectivamente, 1 , § . 170 x 22 e —1—9377 o fracﬁo—l—gé?g— é chamada

de 611.0.@5.0 Zermminal . As convergentes, neste exemplo, oscilam em torno da

fracao terminal.

Mais geralmente tem-se o seguinte:

Eo . Ponsz  Toanm . Fonit

. (1.4.5)
Qo Tomez - Qo

P P 4
Com efeito, comnsidere T e Q——— duas convergentes sucessivas. Entao
' k k+1
P P
k g k+1 i 1
=g e N . ? LR s
Q o 1 Q o 1
s 9, 5 1, +. k+1 9, + ™ +.
. i ‘11 .~ ] ;
= i
kN
Veja que
1
q, < q, + — (1.4.0)
- ¥ Sl N
-~
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Logo
NS : : (1.%.7
Gy 1
i
Qp+1
dai
+_1-> +_—_l_.—
Qe f i Q-1 1 (1.4.8)
k qk =+
Q-1
entao
1
1 < (1.4.9)
. E Ml RN
Sl i g k-1 1
k qk+
Qp+1

Diremos que de (l1.4.7) para (1.4.9) houve uma invernsao. Associaremos, pa
ra cada inversao ocorrida, o numero (-1). Observe entao que o numero de
inversoes desde Uty ate 9 e igual a (—1)k. Também pode-se notar que,
a partir de (1.4.7), na 22 inversao voltaremos ao sinal positiveo, isto €,

de Qs ate Qo © sinal volta a ser o mesmo de (1.4.7). Uma consegiien-

cia desse raciocinio e o seguinte resultado.

Lema 4.1 - Para toda fracao continua (1.4.1) as relacoes seguintes sao
verdadeiras:
e g 2 (1.4.10)
P Wi AR - (-1)k (1.4.12)
k+1 "k K ‘ktl 2

A prova deste lema e feita usando-se inducao sobre k e pode ser
encontrada em [ 9 ].
Consideremos agora as seguintes seqiiencias de fracoes convergen-

tes

e . e (1.4.13)
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S aen e (1.4.14)

Pelo lema 4.1, temos:

Ptz Ton Rmp g 2nn

Q2n+2 Q2n Q2n+2 Q2n+1 Q2n+l QZn

= > + . > 0

Un+2 Vntl Qus1 Yon

s

pois (1.4.lf§_mostra que Q2n+2 > an se k = 2ntl. Logo conclui-se que

12 P
QZ“ < Q2“+2 ; (1.4.15)
2n 2n+2
Analogamente
| Pabt  Pomes  PHen Ton . Tew gt
! Q2n+1 QZn—l Q2n+1 Q2n QZn Q2n—1
f 1 1

= ey
Q2n+1 Q2n Q2n QZn—l

em virtude de ter-se, neste caso, Q2n+1 > an_l(basta colocar k = 2n em

(1.4.11)). Segue-se assim que

P P
2n+1 - 2n-1 : (1-4.16)
B Yy
P P
Resta-nos provar que Q2n+2 5 Q2n+1 . Com efeito, usando (1.4.12) ve-
2n+2 2n+1
-se que
2n+]
Paial s (1) i 1 i
’
Uz 88y 0 Qpey Yoy Qn+2 Qa1

provando o que desejavamos. E isto encerra a prova de (1.4.5).
0 proximo resultado nos mostrara a relacao existente entre as

fracoes continuas e a2 sequencia (Fn) » dos numeros de Fibonacci.
nEN

Antes , porém, convem observar que uma fragao continua ¢ dita
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incompleta quando os seus quocientes incompletos sao em numero infinito.

e

Teorema 4.1 - Se uma fracao incompleta tem n coeficientes incompletos ,

F
~ -~ = b n
todos iguais a 1, entao esta fracao e igual a ; ; ¢
n
Prova: Observe que
Tarl ol Al 1
F
3 ¥ L (Fn_;lr+ FoodE.
=] 4+ 1
L .
g
= 1 - 1
L+ 1
L
i F
1
b
o
Fn+1-
ou seja, F é uma fracao continua que tem n quocientes todos iguais a
n

1. Em virtude da unicidade que existe no desenvolvimento de fracoes con-

tinuas, segue que qualquer outra fracao que possua n quocientes incomple-
F

n
F
n

Ilustrando o teorema 4.1 podemos observar que as convergentes

tos iguais a 1, deve ser igual a » como queriamos.

abaixo

13 21 34 55

1 5 8
s 3 3 s 5 bl 8 ] 13 b 21 > 3[‘ e B8 o e

2 3
1 e

geram a fracao continua incompleta

S

s




i
158 )

que € convenientemente representada por

1.5 - Numeros de Fibonacci e a Teoria dos Numeros

Consideremos neste paragrafo algumas propriedades dos numeros de

Fibonacci, relacionadas a Teoria dos Numeros.

Teorema 5.1 - Para todos os numeros naturais n e m temos:

Fn+m = Fn—l Fm—l =+ Fn Fm (1.5:1)
Prova: Note que
Fn+m = Fn+mr1 S Fn+m-2 (1522
E e T L) "o
T et e
= 3Fn+m—3 = ZFnﬁm-A .
Mais geralmente, ocorre
B s TPy P i (1.5.3)
= G P i (g4 T 2 o (542)
B e T Pye1 Frin-(g¥2)
Logo conclui-se que
aj+l = aj e bj e bj+1 = aj >
e por conseguinte
a =a, +a (1:5:4)

331 3 - o U
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A equacao de diferencas (1.5.4) possui como solugoes reais os numeros
b+ /5 )2 Q——.—z—-fs——)— Logo, toda solugao de (1.5.4) tem a forma
i k
£ 1% 5% 1~ 45
ak—cl( 3 ) +c2( __i—-) o Cp» c2€B 1.5}
Usando as condicoes iniciais do problema em (12522 Lem-se as equagaes
abaixo:
Y ¢ + ga N e it
1 +v5 1L =95
Cl( > ) CZ( -—2—'——) age R Bt €1.5:6)
; 1 +/5 ¥5 - - Sl
que possui ¢; = —F—— g G —5—2——1— como solugoes. Substituindo os
valores de c, ec, em (1.5.5) temos £, =il o S aq el SRR
isto e, aj = Fj. Dado que bj+1 = aj, entao bj = Fj—l' Agora, tomando-
~se j=m em (1.5.3), & facil ver que
n+m Fn Fm i Fn—l Fm—l i
estabelecendo assim o resultado desejado.
Teorema 5.2 -Se n e divisivel por m entao B e divisivel por Eoy

Prova: Suponhamos que m/n, ou seja, existe k € N tal que n = mk. Usa
remos indugdo sobre k para concluirmos o resultado acima.

Se k=1 entao n =m e nada ha a demonstrar. Suponhamos ago
ra que Fm—llka—l e mostremos que isto implica,que Fm—llFm(kﬂ)-l. Com

efeito, note que Fm(k+1)—1 = F(mk—l)ﬂn' Dai, usando-se o teorema 5.1 vem

B > T Pkl T

E facil observar que F__. divide a primeira e segunda parcelas da igual-

dade acima e, portanto, F

e divide a soma delas, provando assim o resul-

tado desejado.
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Teorema 5.3 - Dois numeros consecutivos de Fibonacci sao primos entre si.

Prova: Suponhamos, por contradigao, que Fn e Fn+1 possuam um divisor co

mm d > 1. A diferemga F . - F_ e, portanto, divisivel por d. Mas

ot Fn Fn—l’ donde obtemos que dIFn_l. Prosseguindo com um racioci-
nio analogo provaremos que d divide Fn—Z’ Fn—3’ etc.; e finalmente, F] .

Como F. = 1, & claro entao que F

1 nao pode ser divisivel por d > 1. Em

1
virtude desta contradicao fica provado o teorema 5.3.

Os teoremas que se Seguem seraoc enunciados sem demonstragao. 0

leitor interessado podera consultar [?i].

Teorema 5.4 - Se o indice de um numero de Fibonacci e impar entao todos

os seus divisores impares sao do tipo &4t + 1.

Teorema 5.5 - Se um numero primo p € da forma 5t*1, os numeros Fp—l e

Fp+1 sao divisivels por p.

- ! ; 2 .
Teorema 5.6 - Qualquer que seja o numero inteiro m, entre os m =1 pri-

meiros numeros de Fibonacci havera pelo menos um que e divisivel por m.
Percebe-se que os numeros de Fibonacci possuem propriedades  as
mais interessantes e curiosas possiveis. Pode-se afirmar, sem sombra de
duvidas, que para cada uma das propriedades aqui expostas existem outras
tantas na literatura sobre o assunto. Encerramos este paragrafo com mais

algumas delas.

Observe que
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Efetuando—-se a soma das igualdades acima temos:

n 2
L o SRR (1.5.7)

k=0

Os dois resultados a seguir tem uma prova similar:

n
j B ow ¥ -1 (1.5.8)
k=1 2k 2n+l
e
n
i SRR S e (1.5:90
k=0 —
Usando F F -F F = F-(F - F ) = F2 obtemos as se-
m  m+l m-1 m m m+l m-1 m’

guintes igualdades:

i - i e
F1 F2 Fo Fl = F1 Fz 1 = Fl F2 Fo

2

1

2

9% 0p Bain Baiky
2

3

F3 F4 b F2 F3

n Fn n+l b Fn--l Fn

Por adicao segue-se que

n

2
e i SR (1.5.10)
k=0

Outra identidade interessante e a que se segue:

2 n

B E ot (1) (1.5.11)

A demonstracao de (1.5.11) @ feita usando-se indugao sobre n .

De fato, se n = 1, temos que F2 ] =2 ~1m= Fo B (-1){ ficando pro

1 2
vado o inicio da indugao. Suponhamos que (1.5.11) seja valida para um
numero natural n e provemos sua validade para n+l. Somemos Fn Fn+1 a am

bos os membros de (1.5.11):



TP R R P PR oy wall gy
n 0 ntl ayl . ontl n-arl
dal
n
F et ) = + il —
n(Fn Fn+1 (Fn-l Fn)Fn+1 -1)

2 n
Fn+1 Bl

Usando novamente a definicac da sequencia de Fibonacci obtemos:

2 n+l
= i il D)
Fn+1 Fn n+2 (=1,

A ultima expressao completa a prova de (1.5.11)

1.6~ 2 Formula de Binet

Neste paragrafo, vamos deduzir uma formula, encontrada pelo Mate
matico J.P.M. Binet, a qual determina diretamente qualquer numero F , bas
. -

tando para tal apenas ter o numero n.

Ja sabemos que a formula de recorrencia usada para determinar a

sequencia -dos numeros de Fibonacci e a seguinte:
F = F + F (1u6.1)

Para estabelecer a "Formufa de Binet" trataremos de estudar to-
das as sequencias distintas de numeros Fi, Fo F3, sess T, ..., que sa-
tisfazem a equagao (1.6.1).

Daqui por diante denotaremos por V, V' e V" as sequancias

B e, V., e,

n
t A |
v1 ’ v2 sns ey vn e i s e
" n ” .
v1 s v2 S 0is g vn S » Iespectivamente.

Os seguintes resultados podem ser verificados em forma imediata

como consequencia da limearidade de (1.6.1).
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-

Lema 6.1 - Se V é uma solucao da equacao (1.6.1) e ¢ e uma constante,

entao a segiiencia cV e tambem solucao desta egquacao.

Lema 6.2 - Se as sequéencias V' eV" sao solugoes da equagao (1.6.1), en-

tio a soma V' + V" é tambem solucaoc desta equacgao.

Definicdo 6.1 - Diremos que duas solucoes V' e V' 40 propokrcionatls se

v

existe c tal gueparaqualquer n € NWN , R e
J
—_ ‘ n
Nosso proximo passo é mostrar que se V' e V" sao solucoes nao
proporcionais de (1.6.1) entao para toda seqiiencia V que e solucao de
(1.6.1), tem-se
V= c V' eV (1.6.2)

1 2

onde c, e c, sao constantes. Uma solucao da forma (1.6.2) € chamada solu
cao geral de (1.6.1).
Observe inicialmente que se V' e V" nao sao proporcionais, entac

ocorre que

v Vv
S S R (1.6.3)
vy N

Tomemos agora uma seqiiencia V que & solucao de (1.6.1). Ja sabe

mos que para determinar V basta-nos que tenhamos Vv, e V Portanto en-

1 ¥ &

contraremos o valor das constantes c, ecy tais que

<

1 "
Cl Vl + C2 Vl

(1.6.4)

O sistema (l1.6.4) tem solucao pois sec o determinante A = v; vy - v? vt
-~ .

e v

fosse zero entao b, s

1
tradizendo (1.6.3).

i » isto é, V' e V" seriam proporcionais, con-
2

Por conseguinte, vemos que
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Logo, para descrever todas as solucoes da equacao (1.6.1) basta-nos encon
trar duas solucoes nao proporcionais da mesma.

Pela lei de recorrencia (l.6.1) procuraremos estas solucoes en-
tre as progressoes geométricas. Pelo Lema 6.1, basta considerar as pro-
gressoes cujos primeiros termos sao iguais a 1. Consideremos entao a pro

gressao

2
Ligs Haavs .

Para que esta seja uma solucao de (l.6.1) é suficiente que, para todo n,

tenhamos:

dado que queremos q # 0, dividindo por qn, resulta

. e (1.6.5)

As raizes desta equacao sao

1 - /5 1 + V5
i aua il ta s B

Obtemos portanto duas progressoes geométricas que sao, ambas, so

lucoes de (1.6.1). Por isso, todas as segiiencias do tipo
£ bie GIE LR o L S R az geic 82 vis (1.6.6)
1 e gl | ¢ ol

tambeém sao solucoes de (1.6.1). Visto que a ¥ B, as solugoes encontra-
das nao sao proporcionais, logo a férmula (1.6.6) nos oferece, para dis-
tintos valores de Cy € Sy todas as solucoes de (1.6.1).

Em particular, para algum valor de c; ecy a formula (1.6.6) de
ve coincidir com a segiiencia (F“)nEI\’ de Fibonacci. Para isso, basta-
-nos determinar ¢; e ¢, a partir das equacoes

Codh c, = Fo e ¢, a e ¢y R =F

1 1
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ou seja, a partir do sistema

(C1+C2=l
Y5 + 1 g 8 5 i 2
Cl(_—f—-—) + 6 % 9=
cuja solugao €
145 o5 = 3 1=
Cy Ty e ¢, = -
2/5 245 25
de modo que =
2 n n
Boow e + ¢, B
=(1+»/5—)(1+Js—)“ (1—./5_)(1—6‘)“
25 2 2/5 2
T L T
e
b =
¥:3

1.7 - Nameros de Fibonacci e a Geometria

Consideremos um segmento de reta AB de comprimento L, dividido
em dois segmentos pelo ponto C (Fig. 7.1). Tomemos a e b como comprimen
a

to de AC e CB, respectivamente. Se C e um ponto tal que —%— - di-

zemos que C @ a "secao aurea" ou divisao aurea de AB .

T
i

A 4 B

Figura 7.1 - A Divisao Aurea.

. %
A razao £/a ou a/b e chamada de xazac auwrea. Na terminologial

dos antigos Matematicos, o segmento AB esta dividido pelo ponto C . cm
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noxtrema e media nazoes" ou tambem em "divdsac em jusic propongac". Kepler
a chamava de "a divina propongac'. 5

Parece nao haver duvida que os escultores e arquitetos gregos fa
ziam uso dela em suas obras. Por exemplo, Fidias, incorporava esta razao
em suas construcoes. As proporgoes do Partenon sao um exemplo disso(Veja
[+,

Sugeriu-se, no inicio do seculo, que a letra grega ¢ - a letra
inicial do nome Fidias - fosse adotada para designar a razao aurea.

0 valor numerico de ¢ pode ser calculado facilmente. Tomemo s
AC=x e CB=1 na figura 7.1, de modo que AC/CB = x = ¢. Pela defini

cao de razao aurea temos:

i 3 =
- - - T ; isto e, x2 =oxi= sl @
- 2 - . . - -
Note-se que a equagao X - x - 1 = 0 e igual a (1.6.5) cujas raizes sao
3 1 + /5 i 1 -5
S 5 3 i -

Chamaremos ¢ a solugao positiva-e ¢' 3 solugao negativa.

Nao ha dificuldade alguma na construgao geométrica do ponto que
oferece uma justa proporgéo para um dado segmento AB.

Tomemos AB (fig. 7.2) como o segmento dado. Tragamos BD = AB/2
perpendicular a AB. Unimos A e D.

Com centro em D e raio BD, tragamos um arco cortando DA em E .

Com centro em A e raio AE, tracamos um arco cortando AB em c.

//K
e

R

R e C

Figura 7.2 - Divisao Aurea: Construgao Geometrica &
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Entao C e a secao aurea de AB. De fato, usando o triangulo retangulo ABD

temos:

AD2 = AB2 + D32 = —-f—:—-AB2
Logo, AD = —%E: AB. A partir dal segue que AE = AD - ED = [-KE:E:—L‘AB.
Teremos por construgao que AC = AE, isto e, 3; = /g"v_ . s+ COmO querig

mos provar.

0 numero ¢ e mais conhecido pelo nome de 'numero aureo'. Daremos
aqui um exemplo dos mais simples de como o numero aureo surge em uma
aplicagao a Trigonometria.

Suponhamos que procuramos a solucao da equagao
sén 20 = cos 38 | (Lol

ou, o que seria equivalente, qual e o triangulo retangulo cujos angulos
agudos sao 20 e 30 ?

Pode-se ver ¢ a espreita nestes simbolos inocentes? Uma vez que o seno

de um angulo e igual ao coseno de seu complemento, 260 + 36 = —%— 5 ou
R i
10
A equagao (1.7.4) pode ser reduzida a
4 senze + 2senf -1=0. (1::7:5)
- + .

Assim, sen 180 = é ( /5; 1 ) <ipuiisen 18° = ; ( /§; 1 Yo Conside-
rando-se que ; = Jg—é— 1, e facil ver que sen 18° = 7; Dal obtemos

que

2
B ) - 2 sen” 18° = b2

Estes resultados e outros similares sao obtidos atraves da figu-

ra 7.3(a) abaixo. Consideremos o pentagono repular P1P2P3P4PS cujas dia-

gonais PPy, PP, P3P5, P4P1 e PSPZ tém comprimento unitario.

®
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Figura 7.3
Tragando-se raios do centro do pentégonv{Fig.7.3(b))formam-secincotriig
gulos cujos angulos sao 54°,54° e 72°, pois cada angulo do vértice do pentago-

no é 108°. Dado que o triangulo P,P,P, ¢ isosceles, seus angulos de base sao

—é—uso° - 108°) = 36° ; < P,EP, = 180° - 2.36° = 108°

3
e &P BER w1
1 2 i
Note que os triangulos EP2P3 e P3P4P2 sao isosceles e semelhantes. Se-
jam EP2 =v e P2P3 = x . Sendo P2P4 = s Eemos
v % 2

——=-——: ouseja V=X .
X e J

Observando. que os angulos do triangulo EP4P3 sao 720, 7% o 360, tal tri

angulo e isosceles, de modo que

Portanto,

Xasmidoi= o

Dizemos que o triangulo P1P2P4 e o triangulo "aureo" devido a

propriedade seguinte:
"A bissetriz dos angulos iguais intercepta os lados opostos na razao au-
reats

Em virtude do triangulo PIEP4 ser isosceles, a bissetriz do an-

gulo <x PIISPA intercepta perpendicularmente o lado PAP]' donde obtemos

o triangulo P_EF, que e solugao da equagao (1.7.4).

K
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Outro fato interessante que segue-se dai e que o lado a0 de um

decagono regular, inscrito numa circunferencia de raio R sera:

a0 = 2R sen 180 = 2R( —l—-) = —5— s OU ;5— = ¢ .
2¢ ¢ 10
Consideremos um pentagono regular. Suas diagonais formam um po-
1igono regular estrelado (Fig. 7.4).
E
A D
q “

Figura 7.4 - O poligono Regular estrelado.

- P - . 3 (e] -0

Observe que os angulos AFD ‘e ADF.'sao iguais a 108 e 36,

respectivamente. Assim, se aplicarmos a lei dos senos no triangulo ADF,
obtemos:

o o
AD o Ben 108 . i gen 12 e o 360 i

o~ sen 36° sen 36°
Dado que AF = AC, temos
D Al
AF AC

e C e o ponto de justa propor;go do segmento AD.

Por definigao de justa proporgcao teremos

AC

—_— = 0

CD

Observando que AB = CD, e aplicando novamente a definigao de jus
ta proporgao no segmento AC, temos:

AC AB

AB BC
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ou seja, cada um dos segmentos BC, AB, AC e AD e ¢ vezes maior quc o ante

rior, respectivamente.

AD

Tambem e faci —_
ambem e facil ver que AF

= ¢

Vamos agora ilustrar, atraves de um velho sofisma geometrico bem
simples, mais uma ligacao entre o numero ¢ e a sequencia de numeros de
Fibonacci.

Na realidade; vamos provar que "64 = 65". Tomemos para 1ss0 um
,gaédrado de lado 8, portanto de area 64, e o dividamos em quatro partes
como mostra a figura 7.5(a), formando com estas um retangulo (Figura7.5(b))

de lados 13 e 5, ou seja, de area 65.

(a) (b)
Figura . 7.5

Como explicar o surgimento de uma unidade, tomando-se¢ como ponto
de partida o quadrado de lado 8 ?

De fato, e facil explicar este aparente enigma: os pontos A, B,
Ce D da figura 7.5(b) nao se acham, na realidade, sobre uma mesma reta,
sendo vertices de um paralelogramo cuja area e precisamente igual a unida
de da area acrescentada.

Esta demonstraggo correta, mas que e bastante imprecisa em deta-
lhes, explica a proposicao falsa (o sofisma). No entanto, ficara mais
evidente e elegante se em lugar do quadrado-ide lado 8 tomarmos um quadra-

do de dimensao igual a um numero de Fibonacci F, de indice par suficien-

2n
temente grande. Dividamos este quadrado em partes (Figura 7.6) ¢ forme-

mos com estas um retangulo (Figura 7.7) O 'vazio" em forma de paralelo-
g I

gramo que comparece ao longo..da diagonal e de arca 1, em virtude da rela-

cao (1.5.11). A altura maxima desse paralelogramo se¢ calcula facilmente,
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sendo igual a L e
2 2
t/FZn ¥ F2n—2
Portanto, formando um quadradoc de dimensac 2lcm e "convertendo-o"
a um retangulo de dimensoes 34cm e 13cm, obteremos : cm=0, &4mm,

?
v342 e

aproximadamente, de altura maxima para o paralelogramo, entidade numerica

que escapa a vista humana.

b gt
. =
g Fl.ﬂ-\ F!n—z
Fin-t
B
P n-3
Figura 7.6 Figura 7.7
Encerrando este paragrafo, falaremos de uma figura geometrica

muito interessante. Trata-se de um retangulo conhecido pelos gregos des-—
de 500 D.C. . Tal retangulo satisfaz a propriedade de que seus lados es-
tao em proporgao aiirea. Por este motivo recebeu a designagao de "netangu
Lo aureo" ou "netangulo de jusia proporgac”. Seu formato parece exercer
atracoes esteticas superiores as de outros retangulos. A evidencia, ba-
seada em estudos da Psicologia, pode ser encontrada em [4], cap 5. Qual
quer que seja a realidade acerca do assunto, parece nao haver duvida de
que os arquitetos gregos utilizavam-se desse formato em seus projetos.
Pode-se ver um exemplo na representagao do Partenon ([4 ], cap 5). Mais
significativamente, o retangulo aureo esta associado de modo natural a
quatro dos cinco solidos convexos regulares conhecidos pelos prepos. Uma
descrigao sobre o assunto & encontrada cm [ﬁ:], gap 2.

A construgao do retangulo aureco ¢ uma questao simples, O ponto

E representa o ponto medio do lado AB de um quadrado ABCD ( Figura 7.8).
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Com centro em E e raio EC desenhe um arco de circulo que corte o prolon-

gamento do lado AB no ponto indicado por F. Desenhemds FG perpendicular

a AF encontrando o prolongamento de DC no ponto indicado por G. AFGD [
entao o retangulo aureo.
A E B ¥
N
A
X
\
\
\
\
\
N
\
\
\
N
\
D C «
Figura 7.8 - O Retangulo Aureo.
A prova e igualmente simples. Tomemos AB = x. .Entao EC = EF =
v5
= ——x , Logo
2
%W v )x
AF O EK S EF- 2 2 e L da ¢
FG FG x 2 i

AF esta dividido por B na secao aurea. O ponto B e as vezes cha
mado de "conte auneo". Ja dissemos anteriormente que ele esta associado

a ideéia de "media geometrica': AB e a media geometrica de AF e BF:

_A_B_=_A§_. s iStO é’ ABZ

BF N3 = AF-BF .

Outro fato que vale a pena ser demonstrado @ que o retangulo BFGC

tambem e aureo, isto e,

Para demonstrar tal resultado vamos faze-lo de um modo bem geral.

Considere um retangulo aureo ABCD como na figura 7.9 e seja E o seu corte

aureo.

{




§ i B
b . ¢
Fig. 7.9

Tomemos AE =y e EB = x.

- “a s

= ¢,
Y
Queremos demonstrar que —%— = ¢. Com efeito, seja a =-€%—,
-—1_=-—X_ e -1_+l=—}:-_L=¢.

Logo,

R
s ¢ 1 5 T

Portanto, concluimos que -

do de um retangulo aureo e tambem aureo.

O capitulo 2 trata de mais uma das propriedades da

de Fibonacci, mas, devido ao seu carater estritamente tecnico,

da das demais para uma melhor compreensao do leitor.
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Pela definigao de retangulo alreo temos que

entao

a = —— = ¢ , provando que todo retangulo obti-

sequencia

foi separa




2 - O PROBLEMA DA OTIMALIDADE DO ALGORITMO DE FIBONACCI

2.1 - Conceitos Preliminares

VE%Diversos problemas em que temos que aplicar a Matematica, neces-
sitam éara sua resolugao, do conheciemnto de metodos de otimizagao, isto
e, algoritmos que tem por objetivo determinar um ponto extremo de uma fun
¢ao (podendo este ponto ser de maximo ou de minimo) ou uma sua aproxima-
cao. Em geral, tais processos sao classificados em duas categorias: a
dos metodos indiretos e a dos metodos diretos.

Na primeira categoria situam-se os metodos que nao dependem da
comparacao direta dos valores da funcao assumidos em alguns pontos; eles
se utilizam de condicoes matematicas que sao necessarias para que um pon-
to seja de maximo ou de minimo. Geralmente estas condicoes necessarias
sao expressas atraves de relagoes matematicas que sao por sua propria na-
tureza, indiretas. A titulo de exemplo citamos o Metodo dos multiplicado
res de Lagrange, o qual utiliza apenas condicoes sobre a diferenciabilidg
de da funcao a otimizar.

Ja na segunda categoria, situam-se os métodos que utilizam a de-
teﬂm&hag&o e comparagac dos valores da funcao a otimizar em diversos pon-
tos do seu dominio. Vale ressaltar que, os algoritmos inseridos nesta ca
tegoria, nao utilizam as condigoes envolvendo a continuidade ou a diferen
ciabilidade da fungao em estudo. Outra caracteristica dos matodos dire=-
tos € a de nao fornecer precisamente -0 ponto otimo. No caso de fungocs
de uma variavel, o que nos obtemos, usando tais mctodos, ¢ apenas um  in-

tervalo, (chamado 4ntervalo §inal), o qual contem o ponto otimo.

- 29 -
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Dessa forma, chega-se a um resultado que apresenta um certo CAN0 ﬁ
nelativo, erro este expresso pela razao entre os comprimentos dos intervalos f
final e o inicial (aquele aonde esta definida a funcao, o qual e sempre )
limitado). !
A titulo de exemplo de metodos desta categoria vamos citar a bus-
ca exaustiva e a busca de gibonacci, os quais serao mais detalhados adian
§ &3 2
Neste capitulo abordaremos um estudo compa;ativo entre metodos
diretos para fungaes reais de uma variavel real,—f:[é,ﬁj —> R, ‘as quais i
admitiremos unimodais, isto e, funcoes que apresentam apenas um ponto  ex-
tremo dentro do intervalo de definicao IE,E]. i
As fungoes da figura 2.1(a) sao unimodais, pois apresentam ape-

nas um ponto de maximo dentro do intervalo considerado. As da figurse |

2.1(b) nao sao unimodais. '

£(x) T 1
BT t:
] { :
!

I ‘:1
(a) t ‘ t!‘
i | |
i i
[ | F!I
I | ! |
t : | |
] . |
; : ] \j\
a b i i “
a b ]
«\
( f(x) | |;
£(x) | ﬂ
! | i
Il |
{ | : |
i W
I ! i 1‘1
| | I

(v) ' i i !

i ' ' { i
i I | ( \ V
i S = i | ‘iL
a b a 5 ‘:,
y i i
: Fig. 2.1(2) Tipos de funcoes unimodais. (b) Tipos de funcoes nao unimodais, i
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Antes de precisarmos mais detalhadamente a que nos propomos nes-
te capitulo, faremos algumas consideragEeslque facilitarao o “entendimento
de nosso objetivo.

1. Sera considerado, para efeitos de exposicao, o ponto otimo
como sendo de maximo. E claro que nao ha perda da generalidade, pois pa-
ra minimizar uma funcao f(x), basta considerar o problema da maximizagao
da funcao fl(x) = - £(x). De agora em diante, o ponto otimo da fungao f
sera denotado por x(f).

2. Os algoritmos a serem considerados apresentam a seguinte ca
racterisitca: conhecido o dominio [a,b] da fungao f e fixado um  numero

natural n > 2, encontra-se, apos n avaliacoes da funcao f, (utilizando o

algoritmo) um intervalo Ean,bn]c Ea,lﬂ, tal que x(f) e ]:an,bn:l.

Note que 0 =b_ - a_ e o evw absoluto cometido na aproximagao
(f) . . - . el B .(f)
de x utilizando tal algoritmo, pois X @ [an’bnj entao Ix =y | < 0.
bid—a
0 evw relativo notaremos por £ = —,I;_—an— i

3. Quando as avaliagoes dos valores da funcao sao feitas aos pa

. - - - ~a .
res, isto e, de duas em duas, o metodo e chamado de 2= ordem (Kiefer[7]|),
e al, em cada duas observacoes se determina um novo intervalo quecconterao

(£)

valor x da seguinte forma: seja Iék’bkzj o intervalo obtido durante a

k-esima (2 < k < n) iteracao do algoritmo tal que x(f) € Iék'bk:]' Sejam

x? < xg € Iék’bk:] os dois pontos que serao usados para a avaliacgao da
funcao f. O novo intervalo [ék+1’bk+1:]’ o qual devera conter x(f), sera
obtido mediante o seguinte criterio. Se ocorrer f(xT) < f(xg) entao

. - - - - - X k
[ék+l’bk+1:] = Eék,xg:]. Caso contrario, isto e, se for f(x?) > f(xz) en
. b ek
tao B iehu i = 5.0, 1.
A Figura 2.2 da pagina seguinte mostra que se f nao for unimodal

em [a,b], o eritério acima nao se aplica necessariamente.
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£(x) 4 :
t
1
'
i
i
: i
e 4g] B :
f(xlzc) e -:- - !
i & i A '
. i e
-4 i i y i :
akxl{ le( x(f) bk

Fig. 2.2 - Note que f(xllc) > f(xg) mas x(f) ¢ Eak,xl;j

4. De agora em diante, salvo em excessoes que serao explicita-
das, usaremos o intervalo I0 = [0, 1] como o dominio das funcoes a maxi
mizar. Nao havendo perda de generalidade nisto, visto que o que nos in-
teressa para o calculo de x( ) € o erro relativo, o qual é expresso pela
razao £/L, onde £ é o comprimento do intervalo ao final do processo e
L ="5b-a¢éeo comprimento do intervalo ao iniciar-se o processo. Por outro
lado, usando Io como intervalo inicial, o que nos interessara sers a ra-
zaa L1, onde £' é o comprimento do intervalo obtido ao final do proces-
so iniciado com IO (Ja que o comprimento de Io e 1)

Considerando o homeomprfismo canonico ¥:[0,1] —la,bly: Vit) =
= (b-a)t+a e fixando n 2 2, provamos que £/L = £'/l. De fato, sejam
£=5 -n et = £ - a', onde Bn’bn] e [ar'x . b;j sao os intervalos fi

nais do processo iniciado com [a,b] e Io’ respectivamente. Entao

L=b -a =¥0b) - ¥a)

(b-a)b) + a - [(b-a)a' + a]

= (b-a) (b]['1 - ar'l)

RN gt
como queriamos.
5. Definicao de Estratégia

Todo algoritmo nas condicoes do {tem 2 acima sera, de agora em

diante, denominado de eatnateQLa, denotado por E (n € o numero de avalia

coes fixado a priori) e que definimos formalmente a seguir.
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Fixemos um numero natural n 2 2 e consideremos os conjuntos

~

F = {f - Io = E),l] iR, unimodais} s

T =T Xl asioe s el e AR ok TR X SR e reie s YCHIRG
(o] (o] (o] [a] K J
L J Y
) =
k-vezes n-vezes

Uma estrategia E_ € um conjunto B {xl, 8y» ...,gn,s,t}‘consig
tindo de um numero X, € Io, funcoes gk:Ils_2 X'Rk—l -——+Io (2. S ks,
e funcoes s,t : Iz_l X'EP———+IO com s £ t. Uma estr?ZZéia E_ e usada
da seguinte forma: observamos (ou computamos) os valores f(xl).f(xz),...,
f(xn), onde X, = gk(xz,...,xk_l,f(xl),..L,f(xk_l)) pata:2 S ks n .. com
X, = 82(f(x1))-

Dai escolhemos o intervalo fechado

D(f;En) ="[é(xz,...,xn,f(xl),...,f(xnl, t(xz,...,xn,f(xl),...,f(xn)i]

Cada subintervalo de Io obtido desse modo sera chamado uma
decisao .

Designaremos por En o conjunto consistindo de todas as -estraté-
gias En que se utilizam de n avaliacoes e para as quais x(f) e [én’ bn:J,
para toda funcao f em F, .

Seguem-se agora exemplos ilustrando os conceitos apresentados.

EXEMPLO 1. A BUSCA EXAUSTIVA

Entre todes os processos de busca direta, este apresenta-se como
o mais simples de ser aplicado a qualquer funcao unimodal.
A esséncia desse método reside em calcular os valores da func¢ao

em pontos equidistantes no intervalo inicial Io' Fixando d = X

el 1"

= 1/n+1, i=1,2,...,n-1, temos que o ponto X, sera marcado a uma distancia

igual a d unidades a direita de zero; o ponto X, sera marcado a uma dis-

tancia igual a d unidades do ponto Xy, € assim por diante ate marcarmos o
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ponto X . De fato, e facil ver que ®. = dil vd=k 2 0. Desta cons-
tatacao e relembrando a definicao de estrategia segue-se gque g; =addity
isto e, as fungoes g;s 2 £1i < n, dependem apenas do valor pre-fixado d
(Neste caso nao dependem dos valores que f assume nos pontos anteriormen-
te calculados, conforme a definicao de estrategia.) Assim teriamos
sz,,..,xn,f(xl),...,f(;{n)),t(xz,...,xn,f(xl)?...,f(xn))] =R

ﬁara #lgum . 1=ls...90, tal gus T(x ) et f(xi). Usando a observacao 2 ,

i+l
indicamos tal intervalo por [an,bnj. Na pratica, em virtude do carater
unimodal da funcao, paramos o'processo quando f(xi+1) < f(xi), fato e,

quando a funcao passar a decrescer.

A figura.2.3 ilustra o método acima para n = 5.

it - -

0 % X Xg X, Xg
! Fig 2.3 - Busca exaustiva para n =5 .
3 ; 1 ; ;
Observe que, na figura acima, d = g iz sendo o intervalo de decl
sao final ]:an,bn] = rxz,xaj e seu comprimento, que denotaremos por
4 b =b - a i
([an, nj) bn a_, sera igual a
B e~ x, — X = i S
n n 4 2 6 6 3

temos
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2
L([an’bn]) silin B Bl e e )

Assim apresentamos o processo de Busca Exaustiva. Passaremos ao

exemplo mais Amportante do capitulo.

EXEMPLO 2. A BUSCA DE FIBONACCI

Neste exemplo, e mais instrutivo usarmos um intervalo Ea,b] qual

quer. Consideremos entao uma fungio f:[a,lﬂ — R unimodal e sejam

L = L([a,b]) = b-a ‘e B um numero natural fixo. Lembremos que denotamos

por (Fn) a seqiiencia dos numeros de Fibonacci. Definamos a estrate-
neN
gia para a localizacao dos pontos XpsererX o

F
EiiuSe n=2,tomex=a+—1L=a+b e
1 F 2
Z
Fl
x2=xl+6L=a+(—F2+5)L,

onde 6 > 0 @ tal que X, EEI,b:] %

II. Se n > 2, denotemos Eo’bo] = [a,b] e e L(an,bo]). No pri-

meiro passo tomemos

F F
x=x1= +n_1L,x=x1=a+n—2L,
1 it o F o 2 2 o F [¢)
n n
1 1 :
= < % > -
Note que x, < X, pois Fn—Z Fn—l Se ocorrer f(xz) f(xl) escolhe
i g - (£} G
mos [al,blj = [ao,xlj como o novo intervalo que contem X '; caso con

trario, isto e, se f(xz) £ f(xl) escolhemos [al’blj = [xz,bo:] . Observe

que
E

-1
L([a A H0 o= L

|
el
|
|

|
o'
|
fal
]
e
I

L(BZ’boj) =1 2 F & U F o
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Logo, qualquer um dos intervalos a escolher tem o mesmo comprimento:

Escolhido o intervalo I:al,blj apos a primeira iteragao, traba- k.
lharemos neste intervalo, usando a mesma tecnica descrita para encontra- E}
lo, a fim-de determinar o intervalo [:az,bz:] . Devemos, para tanto, consi
derar fixado agora o valor n-1. Tomemos entao i

2 Fn-2 2 g

x1=a1+F L1 e x2=a+
n—1 il

Aqui tambem observa-se xg < xf

OBSERVAGOES. 1) Se Ell’blj = EL, xfj, temos que xf = x‘l,2 (portanto ja

calculado no passo anterior). Com efeito,

x2 ] ¥, Fn—2 2 Fn--l i ° Fn—2 A xl
1 D F o) 1 F o e
n—1 n n ,
Definimos neste caso (vide definigao de estrategia) X3 POT X, = X, h
2) Se [:a blj = Ec 5__] temos x2 = x1 (portanto, ja calcu |
1’ '2, * 2 it s . ;“
lado no passo anterior). De fato, w
, 4
T RO I SO T
2 i F L 2R 1 F o i) F (o] 1
n=1 n-1 n n=l i
Il
I +:F |
= =2 n=3 2 nel | |
=a + ( = )Lo—a+ T Lo X ;
n n !
i
G 2 :
Definimos neste caso Xy =X .

Feito isto, comparamos os valores f(xz) e f(x3) ou f(xl) e f(x?).
conforme estejamos trabalhando no intervalo [al, -blj = [a,x;' ou @l.bJ-
= [xz,!z] , respectivamente. A3l escolhe-se o novo intervalo, o qual sera .‘

denotado por [az,bz:] . Assim chegamos ao terceiro passo usando a tecnica

ja descrita, tomamando-se agora o cuidado de considerar como fixado, o va




W
~J

n-2 (para uso dos numeros de Fibonacci).
Utilizando-se sempre este processo, continuamos ate a determina— ~

cao do ultimo ponto X - Convem observar que quando vamos determinar tal

valor X s iremos aplicar o primelro passo 1noO intervalo [?n—Z’bn-Zj g de
comprimento Ln o+ Assim:
&
i3 Fl .
e ! &
= = a + L = a + —— (b il Bl S
1 n-2 §, g n=7 2 = n=2
a st s
a2 o7
= 2 :
I a b
n-1 o n—2 n-2
X =3 & L = .
2 n-2 FO 0= 2 2
'

Note que a cada iteragao um dos pontos da iteragao seguinte coin
cide com algum dos anteriores. Neste caso ve-se que tal ponto e o ponto
medio do intervalo a b . Portanto toma-se

[ n=2: n-Zj

Fl
o el

9 =2

n n-2

de modo que X = [?n—Z’bn—2] .

Note-se portanto que, dado o numero 6 > O e sempre possivel ob-
ter uma busca de Fibonacci, a qual depende desse § fixado a priori.

Além disso, existe uma relacao bastante forte entre o ¢ fixado a
priori e a busca de Fibonacci a ele associada. Tal resultado consta da

seguinte proposigao.

Proposicdo 2.1. Fixado n > 2 e dado € > 0 fixo, e sempre possivel

construir uma busca de Fibonacci tal que

1
[ SeeaciPE
Ln—l ( Fn E)Lo

Demonstragéo: Conforme a determinagﬁo dos pontos xl,...,xp, temos que

:

e lo final i ., *
o intervalo fina [én-l’bn—l:J’ de comprimento e e ou
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~

Ban_z - bn_z)/Z,bAj. Para o

Ei‘n--l?bn—l:l i En—Z’xnj - En—l’bn—l ]

primeiro caso, temos

.- o1
ot TR no T p O 20,
F F
= D 1 . 2 = = __.1 =
@t . Ll
2 3 n
= 26
At
n =3
WF
Agora basta tomar ¢ < 2: € e desde que, evidentemente satisfaca a con

(o}

dicao imposta na definicao deste algoritmo.
Para o segundo caso, temos:

41

F. B
L1 . e Mkl SRy
Maeg T e e Ui g o
2 2 3 n

A Ultima expressao satisfaz a condigao requerida, concluindo a demonstra-

cao da Proposicao 2.1.

2.2 -0 gque & um "Algoritmo Otimo"

Consideremos agora dois problemas.

Problema I. Fixados f € F e € > 0, determinar n natural e En £ €n tal

que

L(D(f;En)) < €

Problema II. Fixado n natural maior do que ou igual a 2 e f€ F, deter-

i *
minar E_ € &_ tal que
n n

L(D(£;E)) = inf L(D(FE ))
n Enegn n

Observagao. Entenda-se por L(D(f;En)) como sendo o comprimento do inter-—

valo final usando a estrategia E na fungao f.
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0 problema I apresenta solugao (embora nao seja unica) conforme
veremos a seguir. De fato, basta considerar a busca exaustiva como n pon
tos e de tal modo que o comprimento do intervalo final, dada por —%— {co—
mo foi visto anteriormente) satisfaga a condigao (2/n) < E, isto &,
ni>i2/e 5 oonpc e

Em virtude dessa infinidade de solugoes, o problema Il surge de
maneira natural, e seu objetivo e determinar a '"melhor" estrategia EUECn'

= *

que sera denotado por En, para cada f € F fixa. —

Infelizmente tal problema nao admite solugao, como mostra;emos a
seguir. Com efeito, sejam I = [@, g] e f:1 — R uma fungao unimodal

f - -
x( ) € I. Fixemos n = 2 e tomemos O um numerc real

possuindo um maximo
suficientemente pequeno de modo que 1 - a e 1 + q estejam em [@, 2] .
Calculemos os valores da fungao f nos pontos 1l-o e 1+x. Temos:

1) Se ocorrer f(1-a) >f (+a) entao x(f) = I@, 1+@]

2) Se ocorrer f(1-o) L £(1+a) entao x(f)e EL—OL, 2]

Note que, em ambos os casos, o comprimento do intervalo final

(L = L([@,l+@]) ou L = L([j—a, g])) e sempre L = 1+0. Veja que se a0
entao L=+1. No entanto, se 00 = 0 entao 1-a = 1+0 e a comparagao destes
valores nao nos oferecera pista nenhuma para a 1oca1izag§o do ponto x(f),
alem do que estariamos apenas com uma observagao, contradizendo o fato de
ser, neste caso, n = 2. Para cada o > 0, se chamarmos a estrategia acima
de Egﬁ usando o fato de que sempre existe o' € R tal que a' < a, segue-se

- = . ok :
que, sempre existe tambem outra estrategia E_  tal que o comprimento do

2
¢ : ' : g :
intervalo final de E2 e menor do que o comprimento do intervalo final da
o ~ : R * =
do por E2. Portanto nao existe a melhor estrategia En € Ln 5
Entretanto, em 1952, J. Kiefer [:f] propos e demonstrou o seguin

te problema, objeto principal do presente trabalho.

Problema ITII. Fixados n > 2, numero natural, e € > 0, determinar

5
En € gn tal que

<




40

sup L(D(£f3E*)) < inf Sup L(D(f; E ))is €. {2.1)
fefF WOTURENe . fel “
nen
Uma estrategia E: satisfazendo a condicao (2.1) acima sera denominada, de
agora em diante, de estrategia otima.

0 que faremos a seguir tem por objetivo demonstrar o problema III
acima, tomando por base as ideias apresentadas em |7 |, as quais foram re
formulados em alguns pontos para tornar a prova mais compreensivel, espe-
cialmente a leitores nao especialistas no assunto.

Alem do problema III em si ser realmente interessante, temos que
a busca de Fibonacci com n avaliacgoes, E:, satisfaz (2.1), o que sem dﬁv:_'L-
da e mais uma das muitas aplicagaes (g surpresas) da seqiiencia de Fibonacci.

A partir de agora veremos em separado alguns resultados que, uma
vez juntos, formarao o corpo da solucao para o problema III.

Dados f € F e ¥ 0 € I, definamos fil = [0, 1] — R

e 8 .
expEf( v )], g D Cwny.
£@y) = (2.2)
Ay, u8e y <y £
Entao f € F e y(f) e 2 x(f)

De fato, suponhamos que f possui um grafico como o da figura 2.4
abaixo:

£(x) 4

e - - e - - - -

0 x(f) . X

.
2
[

Figura 2.4

Sreeet.

ORUR——
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Como: pama 5 8 [0, ), f(y) >0 evpara y €[y, I], £(y) <0, temos
3 y(f) € ]:0, yoj_. Por outro lado, a exponencial e monotona, e assim, f ©

tambem unimodal. A figura 2.5 nos da uma ideia do grafico de f obtido a

partir do grafico de f na figura 2.4:

x) 4 : 4

i
| 1
i b
f
i |
[ N
; ; i
(e 3 o 3
¥ st : y o
e : 1
; |
H i
: g
s {
s {
3
—1 - P : |
Figura 2.5 - ]
Temos, por outro lado, que "
Li~
f(x(f))> f(x) ¥ x ¢ [0, 1] T x(f) . ]1
2 !
Dai “‘
exp f(x(f)) >exp £(x) ¥ x € E), ]J, x # x(f) S |
(£) :

Tomando-se y =y x e ; =y X , temos

o o e
b &

B
> &
exp £( - ) >exp £( L) M) SRS
yO )’o . 1
= i s 3 = SRS o . B
Logo f£f(y ) = Suus ¥ ¥ g [0, yoj, donde conclulmos que y =y e . 0 'L i 1
- = g 3 é .
ponto de maximo de f. Segue-se entao que f € F . ‘3
|
| :.
2
",

&
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Teorema 2.1. Dadas f € F e E € in sejam Tal® b e i by

n+l

com a > 0, os dois primeiros pontos em Enll para observacao. Entao exis

te En € En tal que

-3 1 ~
L(D(£5 E))) £ = L(E; E add g (2.3)
onde f e a funcao definida em (2.2) tomando-se ¥ atb
- d b = 5 s
Demonstracao. Fixados En+1 e f €F, tomemos e Elaf A primel

ra observacao em En’ usando f, e dada por f(xl) = f( ;gg ). Com a fun—

cao f faremos as duas primeiras observagoes em En+1’ que serao

E(}'1) = exp f(xl) =axp £ 'a_lj-—b' ) = EM) e f(yz) = -(a +b).

Note-se que, logo de inicio, ja fizemos duas observagaes em En+1 para ape i

nas uma observacao em En' Como E ., €E ..» entao resta-nos ainda fazer "

n-1 observagoes em E_ .. Como estamos construindo E a partir de E , € i
n+l n n+l

importante mantermos sempre a paridade entre as observagoes feitas anEn+1

e En’ pois En devera, ao final dessa construgzo, pertencer a £n. Para de- i

finir x, € En’ consideremos 5 © proximo ponto a ser observado em Wiy s |

Se ocorrer Y3 > a+b entao tome X, = 0 e considere (para manter a parida U

de) como observagao o valor £(x,). DNote que em E v ja teremos observa-

y

dos os valores f(yz) e f(y3). Se for Y < a+b, tome X, = ;:g- e consi- 3§

dere entao £(x,) como uma observagao. Em geral, para 2 <k < n-1, se a

k-esima observacao sobre E i e tomada em um valor ¥ 2 atb, basta por ﬂ

X o = 0 e tomar f(x,_,) como uma observagao em En' Caso contrario, isto L

>3 % = " -

e, se < a+b, tome =— e ao : sera a observagao a ser
. Yy s X =g ent f(xk_l) er o rvag

considerada em En' Esta maneira de definir os pontos x € En leva=-nos

claramente a obter n pontos em En a partir dos n+l pontos de En+1' 4

(£) 14

Resta mostrar que x deve estar no intervalo final do proces-

SO ao usarmos En' De fato, como En+1 atua em f e y(f) e [9, a+b), ponhamos
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[§, T| como sendo o intervalo final de E E possivel, que este algo-
n+

e &

1
ritmo nao seja "muito inteligente" e tome t > a+b. Desse modo, defini-

mos o intervalo final de En’[g i E_-_], como sendo[g : E:] =]: : 1]

a+b ’ .
- - (€3]
: o - s t (£) y -
Caso contrario, tomemos [__‘s' . t] = [Erb- » e e como X il <~ g
claro que em ambos os casos temos x(f) € [E % Ej.
Segue—-se que En € En 5
Observe-se, neste ponto, que L([E A f_—_l) = t<g . Colocando

D(f ; En) o £t e pifs En+1) = ]:'5 » T_|, temos que, mo primeiro

caso, isto e, quando [ s, Tl l' a—i—g i 1—} , vale

1

o i
LO(E s Rt l- okt SR NG : L)) .
No segundo caso, isto e uando [E t = —S_—- i temos
: 3 % g a+th *-asb |’
Sl B T -0 g
LADCE & En)) @ib ath . sa ®b i Sath L@ £ ; En+1))

0 que completa a demnstragzo.

Teorema 2.2. Dadas f € F e E 11 € €n+1’ sejam y, = b e ¥n ® & R,

a > 0 os !dois primeiros pontos em En+1 para observagao. Entao existe

E €
En—-l £n_1 tal que

. F 1 .
L(D(f s En—l)) ;T L(D( i s En+1)) s (2.4)

onde f & a fungao definida em (2.2) fazendo-se yo =b .

Demonstragao. Fixemos E € £ nas condigSes acima. Dada f € F qual

n+l

n+l

quer, facamos as duas primeiras observacoes em En+1’ a saber: f(yo) = i=h

e ‘f(yz) = - (atb). Usando a tecnica do teorema 2.2, para manter a pari-

dade entre o numero de observagoes entre a estrategia O dada e a estra

1

tegia En—l’ a ser construida, somente faremos a primeira observagao em

En—l quando fizermos a terceira observagao em En+ Desse modo, a k-csima

1°
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observacao em E . correspondera, com certeza, a (K-2)-esima observagao
5 5 i

AE)

de En—l' Sendo y(f) = bx(f), entio x'f) = -lﬁ;—- , logo basta por
= i ' ! t' 3
D(f s n_l) ’_—. b s mln {1 ’ T}jl L]
onde )
B goold = TL=
8 BN DLE 3 E n ). Segue portanto que x '€ D(f’En-l)
€, assim, En—l € Qn—l'

A conclusao do teorema 2.2, isto e, a desigualdade (2.4), segue

da seguinte sequéencia de calculos:

= & e o 3
LO(E 3 E 1)) =1- =2 <=0 (2.5
s' i
para o caso em que D(f ; En—l) =[:-$r—, 1-1 Caso contrario, isto e, se
e i S' t'_] it
DIE 5 En—l) = __—E—-, —B—:J, entao temos
£ & t' S'_ it
L (D(E En_l)) g o S : (2.6)

Como a igualdade em (2.6) nao & sempre valida, podemos garantir,
com certeza, que (2.5) e valida, de modo que a desigualdade (2.4) e veri-

ficada, encerrando assim a prova do teorema.

2.3 - Resolucao do Problema III

Agora estamos aptos a mostrar que para n € IN fixo, a estrategia
- . . - * . - .
de Fibonacci com n avaliacoes, que denotaremos por En, satisfaz a desi-

gualdade (2.1). Usaremos indugao sobre n para chegar a tal resultado e

vamos considerar novamente I0 = [@, E].
Consideremos n = 2 e € > 0 dado.
s * 1 i 5 : &
Pela proposigao 2.1, E2 ey e 6 b, Dode D¢ E<ic o Dad

o]

* * B i
Dt EZ) = [é i -%— h {} ou: D(f&: E2) = ‘ 3 {]. Segue-se entaoc  que
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* 1 ¥ * 1
LEE S Bad) =+ 3§ ou LID(E ; E.0) » wge

4

=

Observe que o conjunto 62 tem os seguintes elementos:

e R R
52 i {Ez s Ez ] EZ s Ez] s
1 2 3 - : :
onde os elementos E2 A E2 e EZ sao, respectivamente, os das figuras
abaixo:
3l 1 e
E2 S + + + -y
%, 142 x, = :
1
|
2 ol_ ol i i 1; i
E2 ¥ T T g j E | {
% s ¢
o 1 |
Eg I + + t — i
k3 X, X, ;
2 i
Note que, para todas as estrategias E; soudienl, 2.3 s acimal Gengs 3
sup L(D(E 5 Bp)) 2
feF : :
sup L(D(f ; E)) 2 = e !
feF i
|
sup L(D(f 3 E;)) ;-—]2'— Z ‘
feF i

Portanto, segue-se que ¢

* |
sup L(D(£;E,)) = —%— i o -%_-+ €< inf  sup LD(f ; E,)) + € . |

wi‘:

feF E.CE, £8F 4
A ultima expressao prova (2.1) para n = 2. ¥ 8
|

Suponhamos entao, por hipotese de indugao, que o resultado vale

para um numero natural n. Provaremos que a desigualdade © valida tambom

para - n=hidd

Suponhamos que (2.1) seja falsa para n+l. Isto significa que exis J

te € >0 Nl e




46

x
sup.: L(D(E 3 En+1)) > inf sup L(D{fi 2 En+])} + E (2.79

feF E €& 4 E€

~

Para este mesmo € > 0 existe, pela Proposigao 2.1, uma estrate- i

- . . —*
gla de Fibonacci E € &

2l -_ tal que
+E2 L(D(E' ;. )) > inf LDUEE . )) |
s b o +£ 3
Tr = fef bt £ il b age et i
ntl n+l
Logo, concluimos que
inf Ehp LD Uy < 1 (2.8)
E . €L feF e F e .
n+l n¥l. o9 |
- . - — J:
Isto significa que existe tambem En+1 & En+1 tal que |
sup L(D(f ; E +1)) < Fl
feF . n+2
i
pois caso contrario, terlamos
: 1
amfte coups Li(DEE s B s 1
E_.€cE_fef ek i :
ntl n+f i

De posse dessa estrategia En+1’ imporemos algumas condigoes ne-

cessarias que viabilizarao a obtencao do resultado desejado.

Seja En+1 = { ;{1’ EZ""’ 8 » E, T } Sem perda de generalida-

de, podemos supor que §2 e constante em En+1'

Com efeito, caso Ez nao

: - : oG]
o seja, tomemos ..X, € E e definamos uma outra estrategia En

1 St uti

&
+1e “n+l -

lizando a funcao f - f( Il) em lugar de f. Note que X, = Ez(f( ;1)) e,

apos a permutagio das fungSes obtemos X, € -fnl tal que
X, = G EED. £ ( X)) = 3,( 0)

Isto mostra que EZ E'fiw e constante pois EZ( 0 ) independe da fungao f.

1

= : =1 ; - e S —
Alem disso, En+l satisfaz a condigao (2.9), pois f-f(x ) € F e

sup L(D(f - £( §i); E_,;) = sup LOD(f ; E

n+1)), ja que aqui o supremo ¢

tomado dentre todas as fungoes que compoem a familia e nao apenas sobre

uma particular fungao f.




; 47

De agora em diante, usaremos sempre a notagao E ao inves de

n+l
= : = o 2%
En+1° Isto posto, substituamos o Xy e o X, de En+1 por bea + b= l=¢
- . . - *
com a > 0. Os valores correspondentes na estrategia de Fibonacci, En+l'
Fn—l Fn
serao denotados por d = erid e —d s
F F
n+l n+l

Usando esta notacao e partindo de (2.9), vamos provar que

aidheb < .d e e a -+t c.ldd g (2.10)

Em virtude da semelhanca entre as desigualdades acima, nossa demonstragao
se restringira apenas a desigualdade do lado esquerdo de (2.10). A outra
demonstracao e feita de modo analogo "mutatis mutandis".

Suponhamos, por absurdo, que a + b > d + e. A ideia aqui econs

truir uma estrategia E; € &n tal que

' 1
sup L(D(f ; E )) < — , (2.013%)
feF a Fn

contradizendo nossa hipotese de inducao, pois tal desigualdade so se veri
fica se supusermos que (2.1) e falsa para o valor n, o que nao e o caso.
Utilizando-se o Teorema 2.1, e facil concluir a existencia de

1
En € &n tal que

' . T
L((f ; E)) < S5 LO(CE

En+1

). (2.12)

Mas, por hipotese, a + b > d + e. Entao, de (2.12), vem

n+l

. = L 1 ".
sup L(D(f ; E )) < —= sup LOD(f ; ))

feF feF

A

1 e
s sup L(D(f ; E__.))
d+e feF n+l

Logo, (2.11) e satisfeita, contradizendo, como queriamos, a hipotese de

inducao. Em virtude disso deve ser a + b < d + e .

i e

- g m——

- " o p—
e A —— g

R
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Observe que, em virtude da definicao dos numeros a + b, d e

~

d + e, e facil concluir que
a+b+c=2d+e-=1 (2.13) ==

Assim, como a +c =1 -b e, uma vez provado que a + ¢ L d + e, et

l1-b<d+e. Vistoque 2d + e=a + b + c, segue gue (2H TR

=

< d + e. Dal obtemos que b > d. Analogamente € possivel concluir que
c >d, isto e, valem as desigualdades: -~
b2d e FE (2.14)

Por intermedio destas observacoes e usando o Teorema 2.2, pode—'§%

- . - . i "
mos concluir a existencia de uma estategia En—le gn—l tal que

£ 1 B
LOE ; E _,)) SR E ) (2.15)

Por (2.14) e (2.15) segue que

I - —
sup L(D(f ; E* .)) < —— suwp LOD(E; E )
1 e
€t supLOL T HE. )
d feF n+l
L
Yot T Tou

A Ultima desigualdade nos indica a existencia de uma estrategia Ei{f&&n_l

satisfazendo a condicao

sup L(D(f ; E;_l)) :

feF S

(2.16)

Observe entao que (2.16) contradiz a hipotese de inducao, pois tal desi-

gualdade tambem so se verifica se supusermos que (2.1) e falsa para o va-

lor n-1l, o que tambem nao e o caso.
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/

Perceba que as contradigoes obtidas em (2.119%e,(2,16) sao ‘orir

undas da suposicao feita sobre a nao validade da desigualdade (2.1) para

o ivator ntl.

Portanto (2.7) e falsa, implicando na validade da expressao (2.1)

- . * - - g -
para a estrategla En de Fibonaccl como desejavamos.

-
T —— ——— T
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