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RESUMO

Formulamos resumidamente a teoria da relatividade geral e a discussao de varios concei-
tos desta teoria. Introduzindo os vierbeins, que sao objetos mais simples de se trabalhar
e redefinimos os objetos que descrevem o nosso espaco-tempo em termos destes. Fina-
lizamos utilizamos o principio variacional para obter as equacoes que irao descrever o
comportamento do nosso espaco-tempo. As equagoes de Einstein e as de Cartan.

Palavras-chave: relatividade; vierbein; Einstein; principio variacional;Cartan;



ABSTRACT

Were briefly formulated the theory of general relativity and the discussion of several
concepts of this theory. We introducted the Vierbeins, which are simpler objects to work
on and we then redefine the objects that describe our space-time in terms of these. Finally
we use the variational principle to obtain the equations that will describe the behavior of
our space-time. The Einstein and Cartan equations.

Keywords: relativity vierbein Einstein variational principle Cartan
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1 INTRODUCAO

A teoria da relatividade geral foi proposta por Einstein em 1915 como gene-
ralizacao de sua teoria da relatividade restrita. Em 1928, em uma tentativa de unificar a
gravitacao com o eletromagnetismo, Einstein criou a teoria de campos de vierbeins que é
uma teoria de campo de calibre para a relatividade geral onde as vierbeins sao tomadas
como sendo a raiz quadrada da métrica [13].

Neste trabalho, inicialmente definimos ideias basicas, conceitos importantes
que sao abordados na relatividade geral de forma mais qualitativa e logo em seguida
definimos importantes estruturas matematicas que serao utilizados ao longo do trabalho.
Faz-se necessario para compreender o texto que o leitor ja esteja familiarizado com o
calculo tensorial.

Desenvolvemos ao longo do texto um resumo de relatividade geral, construimos
através do principio variacional a equacao da geodésica e através desta os simbolos de
Christoffel, conhecidos como conexoes. Abordamos também sobre a importancia da co-
variancia dos objetos definidos na nossa teoria, construindo assim as derivadas covariantes
cuja comutacao nos dé o tensor de curvatura do espago.

Definimos as vierbeins que sao objetos mais elementares que a métrica na
descrigao do espago-tempo e através destes redefinimos nossos objetos. Os campos gra-
vitacionais sao de tal natureza que cada ponto do espacgo-tempo pode ser transformado
utilizando um certo sistema de coordenadas. Este sistema de coordenadas ird variar de
ponto a ponto, mas sempre parecerd localmente livre de gravidade, pois podemos tratar
tal referencial como um espago sem curvatura de modo que podemos utilizar a métrica de
Minkowski. Portanto, as quantidades definidas localmente podem ser expressas em termos
das variaveis arbitrarias do espago-tempo para que a interagao gravitacional naturalmente
apareca. Escrevemos as coordenadas locais com indices latinos e as globais com indices
gregos. As vierbeins sdo matrizes de transformagao entre o espago local e o global [11].
Utilizamos o principio variacional com o formalismo de vierbeins para construirmos as
equacoes de campo de Einstein e as equacgoes de Cartan. As equacoes de Einstein e Car-
tan relacionam a maneira com que meu espago sera encurvado e em consequéncia, como
a gravidade ira agir com a matéria e energia que ira causar tal deformacao no espaco.

A organizacao deste trabalho é dada como se segue: No capitulo 2, iniciamos
fazendo um breve resumo de relatividade especial para que o leitor possa rever importantes
conceitos desta teoria que serao utilizados ao longo do texto. Abordaremos as superficies

curvas e propriedades das mesmas, como as geodésicas e depois iremos formalizar estas
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ideias discutindo sobre espacos Riemannianos, variedades e objetos definidos nestas vari-
edades, como vetores, tensores e a algebra tensorial. Falaremos do tensor métrico e suas
propriedades e finalizaremos falando um pouco sobre o principio variacional. No capitulo
3 iremos, através do principio variacional, escrever a equacao da geodésica e definir as
conexoes afim. Discutiremos as coordenadas geodésicas e operadores diferenciais impor-
tantes, como a derivada covariante através da qual iremos tratar de transporte paralelo
e o tensor de curvatura de Riemann. Por fim, iremos definir o tensor e escalar de Ricci
e o tensor de Einstein. No capitulo 4 iremos utilizar o principio variacional na obtencao
das equacoes de Einstein na auséncia de campo gravitacional. Discutiremos o principio
da equivaléncia e o tensor energia-momento e através destes escreveremos a equacao de
Einstein com o termo de fonte. Definiremos os campos de vierbein e as bases tetradas e
falaremos um pouco da algebra destes vierbeins, definiremos a conexao de spin e o pos-
tulado tetrado. Finalizamos utilizando o principio variacional obtendo as duas equacoes
nao-lineares acopladas de Cartan sem termo de fonte que sao equivalentes a equacao de

Einstein e citamos a equagao com termo de fonte.
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2 IDEIAS BASICAS

Este capitulo tem como objetivo desenvolver para o leitor as principais fer-
ramentas que serao necessarios para o estudo de relatividade geral, abordando alguns

conceitos e ideias matematicas que serao utilizadas ao longo deste trabalho.
2.1 Principios de Relatividade Especial

Dados dois observadores inerciais com velocidade relativa v entre eles, ambos
veem um evento ocorrer. Para o observador no referencial S , este registra o evento por
um conjunto de varidveis no espago-tempo (z,¥, z,t), 0 mesmo evento é registrado pelo

observador em S’ da forma (2/,y/, 2/, t'), como vemos na figura 1.

Figura 1
) Y’y

..................................... .[>'U

O 0/ L T

z z’

Sistemas inerciais em movimento relativo [14]

Podemos relacionar as medidas em diferentes referenciais utilizando as tran-

formadas de Lorentz:

¥=qx—vt), y=y, 2=z t’zy(t—i—f), (2.1)
onde v = (1 —v2/c?) 7Y% e ¢ é a velocidade da luz no vécuo. Através destas relacoes é
possivel mostrar que a velocidade da luz no vacuo nao varia de um referencial para outro e
é o limite maximo de velocidade para particulas, de fato, é impossivel para uma particula
massiva alcancar c.

Definimos a quantidade invariante
ds* = 2dt* — (da* + dy* + d2?) (2.2)

que é invariante por transformacoes de Lorentz (ds? = ds'?). Tal objeto define o espago

de Minkowski que é o espago vetorial utilizado na relatividade restrita.
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Podemos definir o objeto na forma

ds® =y, dz'dz” (2.3)

onde 7, = diag(l,—1,—1,—1) e os indices e v vdao de 0 a 3, onde 2° = ct e 2! =

r, 2=y, 23==z

Tomando no referencial da particula, as medidas espaciais sao nulas, pois o
referencial se move junto com a particula e o tempo medido é chamado de tempo proprio
7, expressando estas ideias na equacao (2.2), teremos ds* = c*dr? [12].

Podemos representar o espaco de Minkowski através dos diagramas de Min-
kowski (ver figura 2). Para duas dimensoes espaciais mais uma temporal, podemos repre-

sentar tal espaco através dos cones de luz:

Figura 2

ct )
A ct

L:l’

Representacao em duas dimensoes espaciais e uma temporal do cone de luz [1].

O intervalo ds?> > 0 é definido como sendo do tipo tempo que representa
particulas que tem v < c. Estabelece-se uma relacao causal de forma que todos os eventos
possiveis para estas particulas estao representados na parte superior e interior do cone
de luz e os eventos passados sao representados na parte inferior e interior do cone de
modo que uma particula do tipo tempo tera uma linha-mundo, que é sua trajetoria no
espaco-tempo, de forma que esta linha-mundo estd sempre dentro do cone de luz e nunca
toca as bordas do cone. Objetos do tipo luz sao representados pelo intervalo ds? = 0,
movimentam-se com velocidade ¢ e as linhas-mundo possiveis sao representadas pelas
bordas do cone. Objetos com ds* < 0 sao chamados do tipo espaco e nao respeitam a
causalidade.

Podemos definir objetos em 4 dimensoes chamados de 4-vetores da forma
A = (A}, Ay, A3, Ay), cujo médulo ao quadrado é dado por A? = A2 — A2 — A2 — A2
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portanto podemos representar a posicao em 4 dimensoes de uma particula pelo 4-vetor

R = (ct, z,y, z) cuja derivada é

dU (ct) dr dy dz
_ _ s e 2.4
v dr (dT’dT’dT’dT) (2.4)

onde U é chamado de 4-velocidade da particula. Sabemos que a diferenca entre o tempo
t em um referencial em movimento em relacao a uma particula e o tempo no referencial

proprio da particula 7 é dado por um fator de ~, assim, teremos as seguintes expressoes:

), i (Cfl—f) (%) = uy (). (2.5)

Onde o indice 7 representa, neste caso, as coordenadas espaciais. Assim podemos escrever

U na forma
U = y(u)(c, uy, uz, uz) = y(u)(c,u). (2.6)

Através da 4-velocidade definimos o 4-momento P na forma
P= mOU = mOV(U) <C> 11) = (mc, p)7 (27)

onde p é momento nas dimensoes espaciais, my € a massa de repouso da particula, ou
seja, a massa da particula no seu referencial préprio e m = ymg é massa da particula
medido no referencial em movimento em relagao a particula, também chamado de massa

relativistica. Expandindo este termo, teremos:

u\ 2 1/1 T
m = moy(u) = mg (1—;) :m0+c_2 (§m0U ) —l—...%mo—I—C—g. (2.8)

Onde T é a energia cinética da particula. Definimos a relagdo entre energia e massa
através da formula

E=mc* =my? +T (2.9)
e reescrevemos o 4-momento na forma P = (E/c, p) que nos leva a expressao
P2 =mic® =m?/c* —p* = E*/* — p?, (2.10)

que permite escrever a relagao entre a energia, momento e massa de uma particula através
da férmula:

E? = p*c® + mich. (2.11)

Através de uma transformada de Lorentz para o referencial da particula, sua velocidade

é nula e a energia é relacionada com a massa através da formula :

E = myc®. (2.12)
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2.2 Superficies curvas e geodésicas

Iremos analisar as propriedades intrinsecas das superficies, que sao aquelas
que nao dependem do que esta fora da superficie, mas apenas da superficie em si. Uma
maneira de visualizar estas propriedades seria visualizar o que é preservado quando en-
curvamos a superficie sem rasga-la ou estica-la, porém certas superficies como uma casca
esférica, por exemplo, nao podem ser deformadas suavemente devido sua rigidez, esta
teria que ser cortada se tentdssemos colocd-la em um plano [I]. Podemos distinguir a
curvatura intrinseca e extrinseca. Em um cilindro, por exemplo, podemos pensar que este
é curvo, porém esta ¢é sua curvatura extrinseca, que é a curvatura em relacao ao espago
tridimensional plano que este faz parte. Por outro lado, o cilindro é feito de uma folha
plana, portanto sua curvatura intrinseca é plana. Isto quer dizer que a distancia entre
dois pontos em um cilindro ¢ igual a distancia em um plano, enquanto que para a esfera,
esta ¢ intrinsecamente curva [3].

Uma caracteristica intrinseca das superficies mais importante é a geodésica
que é definida como a menor distancia entre dois pontos, onde esta distancia é medida
inteiramente na superficie e entre dois pontos podemos tragar apenas uma geodésica para
conecta-los. Como a geodésica é uma propriedade intrinseca da superficie, esta permanece
como uma geodésica mesmo que encurvemos a superficie e seu comprimento permanece
estaciondrio, como vemos na figura 3, onde tragamos uma geodésica como uma linha

pontilhada e encurvamos a superficie.

Figura 3

B
Geodésica em um plano encurvado [1J.

2.3 Espacgos Riemannianos

Em superficies curvas, globalmente, nao podemos utilizar as coordenadas car-
tesianas como em um plano, certas superficies requerem, devido as suas simetrias, um

sistema de coordenadas que seja natural ao seu tipo de superficie. Para especificar um
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ponto sobre a superficie, escolhemos a latitude e longitude de modo que o sistema pode

ser ou nao ortogonal como podemos ver na figura 4.

Figura 4

(a) (b) X (c)

Diferentes tipos de superficies riemannianas [I].

Observando a figura 4.c, vemos que esta superficie cujas coordenadas sao z e
y pode ser parametrizada a partir das coordenadas do espago 3-dimensional Euclidiano
(X,Y, Z) tendo a forma [1]:

X =X(z,y), Y=Y(x,y), Z=2Z(z,vy). (2.13)

De fato, em um espago Riemanniano, podemos definir em cada ponto deste espago um
conjunto de coordenadas local utilizando o espago Euclidiano. No contexto da relatividade
geral, estaremos tratando de espagos pseudo-Riemannianos onde em cada ponto do espaco
podemos trata-lo como um espaco de Minkowski. Nesta secao iremos utilizar a seguinte

notacdo para derivadas parciais: 0/0x* = 0,,.

2.3.1 Variedades e espagos topoldgicos

Um espaco topoldgico consiste de uma colecao 7 de subconjuntos de X, onde

X é um conjunto. Este deve satisfazer as seguintes propriedades:

e (1) A unido arbitrdria de uma cole¢do de subconjuntos, onde cada subconjunto

pertence a 7, deve pertencer a 7: Se O, € 7 Va, entao U,0O, € T.

e (2) A intersecdo de um numero finito de subconjuntos de 7 deve estar em 7: Se

O1,...,0, € 7, entao N;0; € T.
e Todo o conjunto X e o conjunto vazio () estdo em 7.

Dizemos que 7 é uma topologia em X e os subconjuntos de X estao em 7 sao chamados

de conguntos abertos [0].
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Podemos definir uma wariedade M como um espaco topoldgico que local-
mente se parece com espago Minkowskiano e existe um homeomorfismo (fungao bijetiva
e continua) entre a variedade M e R~V (para uma variedade n-dimensional com n-1
dimensoes espaciais e uma temporal). As variedades sdo generalizagoes de nossas ideias
sobre curvas e superficies para objetos com dimensodes arbitrarias. Uma condigao impor-
tante é que as variedades sejam suaves e C*° (infinitamente diferencidveis), de modo que
podemos utilizar o calculo nas mesmas. Deve existir uma fungao continua que mapeia o
espago topolégico para o espago Minkowskiano e tal fungao deve possuir inversa [9]. Uma

variedade deve satisfazer as seguintes propriedades:

e (1) Cada ponto p € M deve estar em pelo menos um conjunto aberto O, onde O,

cobre uma certa regiao de M.

e (2) Para cada «, deve existir um mapeamento um-a-um onde um conjunto aberto
O, (cuja dimensdo é n) pertencente a variedade é levado a um subconjunto U, €
R™=L1 " cujo mapeamento ¢ é um homeomorfismo e é representado da seguinte
forma:

Ve : Of = Uy, (2.14)
onde admitimos a inversa ¢! : U, — O,.

e (3) Dados dois conjuntos O, e Og sobrepostos onde O, N Og # (), se considerarmos
um mapeamento ¥z-1, ', este nos levara dos pontos em 1,[0,NO0;s] C U, C R(—11)
para os pontos em 93[O, NOg] C UsR™~1V (ver figura 5 para que fique mais claro).

Cada mapa 1, é chamado de carta e o conjunto de todos os mapas é denominado atlas
[6].
2.3.2 Vetores na variedade

A ideia de um vetor como sendo uma flecha conectando os pontos e a origem
nao funciona na variedade, porém podemos definir o vetor tangente a curva em M. Para
definirmos um vetor tangente precisamos de uma curva ¢ : (a,b) — M e uma fungao
f: M — R onde (a,b) é um intervalo contendo ¢t = 0. Definimos o vetor tangente em
¢(0) como a derivada de f(c(t)) ao longo de c(t) em t=0, onde a variagdo de f(c(t)) em

= (0 ¢é dada por
t ' o) 015
dt |,y '

que em termos das coordenadas locais ficam

{(%)f%j(t))] . (2.16)
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Figura 5

er

‘-\\\\\\‘ k\\\\"

[lustragao de um mapeamento g - ¥, ! vindo de uma sobreposicio de dois sistemas de
coordenadas [6].

Onde p sao indices em 3 dimensoes espaciais e 1 temporal na variedade. Definimos um
operador diferencial X da forma

X = X"(0,), X'= [%} N (2.17)

Temos que X sera definido como o vetor tangente de M em p = ¢(0) ao longo da diregao
dada pela curva ¢(t) e o conjunto de todos os vetores tangentes em p formam um espago
vetorial chamado de espago tangente (veja a figura 6) de M em p, denotado por T,M,
onde os vetores de base de T,M sao os objetos covariantes &) = J(,). O vetor X deve

existir independentemente da escolha de coordenadas devido a nossa construcao.

Figura 6

Normal Space

Tangent Space

Representacao de uma variedade com suas geodésicas e espago tangente para um dado vetor

normal [15].

Para o espaco vetorial T, M, deve existir um espaco vetorial dual cujos elemen-

tos sao uma funcao linear de 7,M para R. O espaco dual é chamado espaco cotangente
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em p e ¢ denotado por T)M onde um elemento w : T, M — R de Ty M ¢é chamado de vetor
dual, vetor cotangente ou 1-forma.

Seja o elemento contravariante dz*) uma base dual de T, M, temos que

v amy v
<dz™, 0y, > = oo = O (2.18)

Podemos escrever um 1-forma arbitrario como w = wuda:(“) onde definimos o vetor da

base dual & = dz®,

2.3.3 Tensor

Um tensor do tipo (u,r) é um objeto multilinear que mapeia p elementos de
T;M e v elementos de T, M para um numero real e é denotado por T*, [9].

Por conveniéncia, utilizaremos a notagao

oz , ox® 2 )

o —

g Lo ggar TP fraggs — P e

(2.19)

Dado um tensor A®*# chamamos de tensor contravariante de ordem n e se
transforma como

A“ Bl — Aaﬁm‘upaapﬁﬁ’”p“/la (220)

um exemplo de tensor contravariante é um 1-forma dz’. Similarmente definimos um tensor

covariante Aqg.., de ordem n que se transforma como

AO/,@’...M’ = Aaﬁ..,upaa/pﬁﬁln-puul, (221)

podemos exemplificd-lo com o gradiente de uma funcao posicao 9;¢ onde ¢ = ¢(xt, ..., 2V).
Um tensor misto possui componentes covariantes e contravariantes. Note que cada indice
covariante e contravariante repetido representa uma soma, estamos adotando a convencao

de Einstein, como no seguinte exemplo:
N
> ALB” = A.B". (2.22)
i=1

A contragao de um tensor do tipo (s,t) (s superindices e t subindices) consiste
na repeticao de um indice de forma que este terd um indice covariante e contravariante

igual, como no exemplo: A%, = Bgf,,,

Dados dois tensores do mesmo tipo A~ e Bj, podemos escrever sua soma

formando um tensor do tipo (s — 1, —1).

na forma: Cg = Af~ + Bj. Podemos também escrever o produto de dois tensores

arbitrarios fazendo uma justaposicao de suas componentes, por exemplo: C’ﬁgf = AijZf
1.
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2.4 Propriedades do tensor métrico

Todas as propriedades intrinsecas de uma superficie podem ser verificadas a
partir da métrica. A métrica determina as relacoes de distancia nas superficies e através
dela podemos construir e mapear tais superficies.

Para o caso N-dimensional introduziremos a seguinte notagao [1]:
ds? = gapdr®dz®  (a,8=1,...,N). (2.23)

Na presenca de um campo gravitacional, o espaco-tempo é modificado para esta forma
[7]. Uma propriedade importante do tensor métrico é que este é simétrico: gog = gga [1]-
O tensor métrico g,p determina todas as propriedades internas do espago métrico, mas
estas dependem da escolha da rede de coordenadas [4].

As métricas na forma da equacao sao pseudo-Riemmanianas e local-
mente sio Minkowskianas [I]. Notemos que ds? nos d4 a distancia quadrética infinitesimal.
A equacao também é chamada de forma métrica ou primeira forma fundamental
[2].

Podemos definir a norma de um vetor contravariante X® da seguinte forma
X2 = go5(x)X*XP. Para dois vetores X® e Y7, estes sao ortogonais se g,s(7) XY ? = 0.

Definimos o determinante da métrica da seguinte forma g = —det(g,z). Uma
condi¢ao importante é que o determinante da métrica deve ser diferente de zero (g # 0)
para que admita inversa. A inversa da métrica é ¢*?, onde a contracdo nos dé a delta de

Kronecker na forma g,59°" = 67 [2].
2.5 Principio Variacional

Para um dado sistema, a sua configuracao pode ser descrita por n coordenadas
generalizadas ¢y, ..., q,, correspondendo um ponto em um plano Cartesiano n-dimensional
chamado de espago de configuragoes. Com a evolugao temporal a particula descrevera
uma curva neste espaco de configuragoes considerando o tempo como o parametro. O
principio de Hamilton nos diz que o movimento de um sistema de um tempo ¢; até ¢, é

tal que a integral de linha, chamada ag¢ao terd um valor estacionario,

t2
[:/ Ldt, (2.24)
t1

onde L =T —V é a Lagrangiana. A variacao desta integral de linha serd entao zero:

to
5T = / L(1, ovey Gy 1 s G, )t = 0. (2.25)

t1
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Onde a notacao ¢ é a derivada de g em relacao ao parametro. Consideremos f
uma funcao das variaveis independentes y; e suas derivadas ¥; cuja acao possui um valor

estacionario J, sua variacao é

5. =6 / F (@), 12(2)s o i1 (), o), s ), (2.26)

entao, consideramos J como uma func¢ao de um parametro a que indica um conjunto de

possiveis curvas y;(z, o) onde introduzimos « fazendo o seguinte ajuste:
yi(x, ) = y;i(z,0) + an;(z). (2.27)

Temos que y;(x,0) sao solugdes do problema que serdo obtidas e 7; s@o fungoes de x
independentes que anulam-se nos extremos e continuas até a segunda derivada. Variando

J em relagao a o obteremos

f 0yi , af 9y
: 2.2
/ 2 (ayz 90"+ 35,00 ) (2.28)
Integrando por partes o termo envolvendo a segunda soma,
2 8f (923/1' ayz af
dr = — d 2.2
L 0y; Dadx v | dadx (8yi) x, (229)

onde os termos de fronteira anulam-se pois os pontos extremos sao fixos. Substituindo
E2) @),
d o0f
0J = — dy;dx. 2.30
/Z<8yz ro7,) e (230)

As variacoes dy; sao independentes, lembrando que J é nulo, cada coeficiente dy; deve

anular-se separadamente. Portanto teremos

of _i@f B
Oy dl?a?)i_

Onde a equagao ([2.31) é chama de Fquacdo de Euler-Lagrange [5].

(2.31)
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3 CURVATURA

Iremos abordar como se comportaram objetos como vetores em uma variedade
transportando-os e verificando a curvatura da regiao em que se encontram, primeiramente
definiremos entao as conexoes chamadas de simbolos de Christoffel que conectam um vetor
transportado ao longo de uma variedade e um vetor transportado paralelamente através
desta mesma variedade, a maneira em que esta conexao é feita sera explicada nas subsecgoes

seguintes.
3.1 Equagao da geodésica

Considerando a geodésica que liga dois pontos A e B e varias curvas vizinhas
que também conectam A e B, utilizando o principio variacional podemos encontrar a

curva geodésica,

u2
0= 5/d5 = 5/ | Japdx®dat|M? = 5/ |G| 2 du. (3.1)

Onde % = dz®/du e u é um parametro arbitrario com os pontos da curva

fixados u; e us ao longo da geodésica, temos:

(5/ | G| 2 du = 5/L(:ca,:ta)du =0. (3.2)
Podemos resolver este problema variacional por meio das equagoes de Euler-Lagrange,
d (0L oL
— (=) - —0. (3.3)
du \ 0z ox®
temos da equagao (3.1)) que:
s o
2 = g2 (3.4)
No tempo proprio da particula vemos que,
d
ds? = 2dt? = 2dr? — 22 = ¢, (3.5)
dr
Tomando a raiz positiva, fazendo ¢ = 1 e analisando a trajetoria ao longo da curva,

podemos tomar L = 1 de modo que podemos definir o quadrado na forma:

L = goi“it = £L° (3.6)

Onde £ nao sera uma Lagrangiana, utilizando-a no principio variacional, teremos como
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resultado as mesma equagoes de movimento que teriamos se tivéssemos utilizado L, porém

serd bem mais facil através de L, teremos

5/£ ds = 0. (3.7)

Agora estamos utilizando o parametro s e #* = daz*/ds. Teremos entao,

d (0L oL
is (a_> ~ o = (38)

Utilizando a equagao (3.6 e sabendo que a métrica é simétrica, teremos que a derivada

de £ em relacao a 1t fica:

0 o - o . o .
@(gagx i) = gagéu:cﬁ + Jap 55 = guga;ﬁ + Goput® = Zgﬂga;ﬂ. (3.9)

Lembrando que a métrica é funcao apenas de = e nao de &, teremos da equacao (3.8)) e

B9):

d _ o
2—(gulgxﬁ) — 0,908T i’ =0,

ds
29,55° + 23"(0,9,5)3" — Opgapi®’® = 0. (3.10)
Onde 5
d dz¥ .
o= =0 (3.11)

Utilizando propriedades da simetria da métrica, sabemos que:
20,9857 7" = (0,95 + 0 g )" 3. (3.12)
Dividindo a equacao por 2 e utilizando a equagao (3.12)), teremos:
07 4 2 0uts + oo — 0u0)i 8 = 0. (3.13)

Definimos o objeto entre colchetes como sendo o simbolo de Christoffel de primeira espécie

na forma:
1
Lppa = i(aaguﬁ + 9pGpa — augﬂa)- (3.14)

Podemos reescrever a equagao (3.13)) com o simbolo de Christoffel,
T,,52"2" + g,,i" = 0. (3.15)

Podemos encontrar o simbolo de Christoffel de sequnda espécie, também chamado de
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coeficiente de conezxao, levantando o indice a:

o e 1 107
I3, = 9Ty = 59“ (Ov9us + 89 — Ougup)- (3.16)

Podemos fazer a contragdo com a métrica ¢”“ na equagao (3.15)) e obtemos a equacdo da
geodésica:

Togitil + i = 0. (3.17)

O sfmbolo de Christoffel nao é um tensor, pois I'yos + I'aps = 089ua, onde a derivada
parcial de um tensor nao se transforma como um tensor. Este possui simetria nos dois

tltimos indices na forma I'np, = Laus, I, = 5[0
3.2 Coordenadas geodésicas

Dado um ponto P, podemos construir um sistema de coordenadas em sua
vizinhanca tal que todos os simbolos de Christoffel se anulam em P. Um sistema de
coordenadas com esta propriedade é chamado de coordenadas geodésicas em P onde P é
um polo. Esta afirmacao nos mostra que os go, g anulam-se em P [I]. Seja s o parametro
que mede os arcos na linha de mundo de uma particula na geodésica, chamamos v e s de
parametros afim, pois se definimos este da forma v = as + b, onde a e b sao constantes,
entao v é um parametro que também satisfaz a equacao [2].

Seja um sistema de coordenadas ortonormal em P. Construimos entao a hi-
peresfera X(y®)? = € para um e conveniente, isto é andlogo ao circulo x? + ¢*t? = €2.
Facamos u = e e em P, u = 0 e u é o parametro afim das geodésicas saindo de P. Nas

vizinhangas de nossa hiperesfera, cada ponto QQ é conectado a P por uma tinica geodésica

que consideramos ser y*(u), teremos

dy®
- = q° 3.18
( du >u0 ¢ ( )

no vetor tangente em P. Se em QQ o parametro tem valor u, definimos novas coordenadas
% na forma x® = a%u, os sistemas de coordenadas cujas geodésicas em P podem ser
escritos desta maneira sao chamadas Riemannianos.

Quando u varia, x* caminha sobre toda a geodésica. Como u é um parametro

afim, este satisfaz a equagao da geodésica (3.17)),
resata’ =0. (3.19)

Isto é verdade para todas geodésicas em que passam por P, concluimos que

I'* 5 =0em P e que 2% nos da um sistema de geodésicas com polo em P.
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. . s . !/ ~
Dados dois sistemas de geodésicas x* e £ em P, podemos estabelecer a relagao:

(p*,5)p = 0. (3.20)

Todo sistema que ¢ relacionado a um sistema de geodésica é este também uma geodésica,
a equacao (13.20) nos mostra a equivaléncia entre os sistemas de coordenadas. Podemos

demonstrar da seguinte forma (& = dz/du),

'O!/_ O!/ )
% = p° ar,
/

B = p® gitd? + p*E%. (3.21)

Toda geodésica z*(u), deve satisfazer a equacao (3.17)), portanto #* = 0 em
P , onde z* é uma geodésica. Para dois sistemas de geodésicas, deduzimos da (3.21])

que (pa;m) p = 0, pois como 2% também é uma geodésica em P, esta deve satisfazer que
# =0em P, daf a " nos da que (Fﬁ’/B’)P = 0.

. s . / , s .
Suponhamos que temos um sistema de geodésicas x* que é geodésica em P e

queremos transformé-lo em um sistema arbitrario x®. Todas geodésica em P satisfazem

7 =0 em P, a equacio (3.21)) nos mostra que,

palaia + pa;gftﬁx'ﬁ = U,
B+ p®p dti’ =0, (3.22)
comparando com a (3.17]), temos que
zﬁ = pauﬁpaa/‘ (323)
Se diferenciarmos o objeto po‘a,pa; = 0%, em relagao a 2 teremos,
2 ~|—po‘a,5,pﬁﬁpau =0, (3.24)
comparando agora com a (3.23]), vemos que:
B, o
s = —p"wpps P°, (3.25)

3.3 Operadores Diferenciais: Derivada Covariante, Derivada Absoluta e 4-
divergente

A operacao de derivacao parcial de um tensor nao nos retorna um tensor, mas

tal objeto comporta-se como tensor sob transformagoes lineares de coordenadas [I]. De
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fato, podemos verificar para A* e d,

, o
O, — 3, = %,Mak, (3.26)

a combinacao d, A" nao se transforma apropriadamente, a expressao para 0, A" é

oA =

v - ox'v

AP, (3.27)

9 [ox™" x> Ot 02z’
AP ) = AP
((%P ) ox'™ OxP (O2A7) + ox'" Oxr

Vemos que hd um termo extra [I0]. Devemos buscar um objeto que no espago plano se
reduz a uma derivada parcial, mas se transforma como tensor para um espago-tempo de
curvatura arbitraria, tal objeto também deve ser linear e obedecer a regra do produto de
Leibniz [§].

A derivada de um campo vetorial envolve a diferenca entre vetores em dois
pontos distintos no limite em que estes se aproximam. No espaco curvo, devemos tratar
com cuidado, pois tais vetores, apesar de serem iguais no espaco plano, nao irao necessa-
riamente apontar na mesma diregao.

No limite em que os vetores estao a uma distancia infinitesimal, o espago é
localmente plano e as derivadas dos vetores de base (que s@o constantes) anulam-se, pois
estamos trabalhando com um referencial localmente inercial em um dado ponto P [3].

Definimos a derivada covariante de F'%; [1]:
V“Faﬁ - aMFaﬁ + FV,BFS;L - FQVFEM' (328)

A regra acima pode ser generalizada para um tensor arbitrario, escrevemos a sua derivada
parcial, primeiramente, mais um ntimero de termos de correcao para cada indice, onde os
termos com indice em cima (contravariante) terao sinal positivo e para os de indice em
baixo (contravariante) terao sinal negativo. Cada termo de corre¢éo é o produto de uma
I' e do tensor original com o indice trocado por um indice mudo contraido com a I'.

A derivada covariante leva em conta o fato de que os vetores de base irao
variar de ponto a ponto no nosso espacgo-tempo, diferente do caso Euclidiano onde os
vetores de base sao constantes. Como nao podemos reduzir a métrica a forma Cartesiana
globalmente em um espago-tempo curvo, os vetores de base terao a necessidade de variar
de ponto a ponto, nossas I's nao irao se anular globalmente também, portanto deve-se
usar a derivada covariante no lugar da derivada ordinaria [7].

A derivada covariante nos da a taxa de variacao de um campo tensorial em
relagdo a como o tensor seria se fosse transportado paralelamente [§]. Para um escalar
¢(z*), a derivada covariante reduzir-se-d4 a uma derivada parcial [I] e o operador de

derivada covariante aplicado em um campo tensorial suave do tipo (a, 3) leva a um novo



26

campo tensorial suave do tipo (a, 5+ 1) [6].
Podemos definir a derivada absoluta de um vetor V¢ na forma:

Dve dve

Du  du

+ Vil (3.29)

Podemos estabelecer uma relagao entre a derivada covariante e a derivada absoluta:

DV«
Du

= VsVeif, (3.30)

A expressao (3.30) é a generalizagao da derivada direcional de um campo vetorial em uma
direcao dada pelo vetor tangente ©°. Escrevendo para um tensor F ‘s temos:
DF“ dF*

:8 o UV 5 o UV o N
B =V, %1 = » + PTG a7 — FO I 3. (3.31)

A definigao de derivada absoluta e derivada covariante ficaram mais claras nas préximas
segoes onde iremos aplicé-las [1IJ.
Considerando o transporte geral de um 4-vetor através da derivada covariante,

podemos definir o 4-divergente na forma

Vv VE =0, Vi +Th V., (3.32)
Para a conexao I'],, contraindo os indices o e p, teremos
Fu_lup3 1#/)3 _ 1w
pr = 59 vpp T 59 (Opgpv — OpGpuw) = 59 OvGpp- (3.33)

Como o termo entre parénteses ¢ anti-simétrico em p e p e o tensor métrico é simétrico,

este produto na equacao acima anula-se. Podemos entao escrever o 4-divergente na forma:

1 1
VMV“ = auvu + Tg(aA \/__g)VA - Tgau(\/ _gvu)‘ (334)

V=9 V=9

Esta relagao serd ttil no capitulo 4 [13].
3.4 Transporte Paralelo e Tensor de Curvatura de Riemann

Podemos explorar a nocao de curvatura utilizando a nogao de transporte pa-
ralelo. Na figura 7 temos uma superficie plana e na figura 8, uma superficie esférica.
Vemos que para uma trajetéria fechada, um vetor tangente inicialmente em um ponto p
é transportado paralelamente nesta trajetoria de modo que quando este retorna ao ponto
p percebemos que sua direcao e sentido foram preservados.

Isto nao acontece na esfera, vemos na figura 6 que o vetor retorna rotacionado.

Isto é devido p fato de que o plano possui curvatura nula e a esfera possui curvatura nao
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Figura 7

sy
Representagao de um vetor paralelamente transportado em um plano, nota-se que este aponta
sempre na mesma diregao [6].

nula [6].

Para compararmos vetores em um espaco curvo, nao podemos simplesmente
adiciond-los ou subtrai-los, pois os vetores de base mudam de ponto a ponto, utilizaremos
entao a nocao de transporte paralelo de um vetor que nos permite comparar a diferenca

entre vetores em diferentes locais da variedade.

Figura 8

Representacao de um vetor paralelamente transportado em uma esfera, este transporte nao
preserva a diregao [6].

O resultado do transporte paralelo de um vetor de um ponto a outro ira de-
pender do caminho percorrido em um espago curvo [8]. Em um espaco plano, um vetor
tangente é paralelamente transportado ao longo de uma linha reta que é o caminho mais
curto e preserva a direcao do vetor. No espaco curvo, os caminhos mais curtos serao
geodésicas por onde os vetores serao transportados paralelamente, o que requer a condi¢ao
de que a derivada absoluta ird se anular, isto é, dV*/du = 0 [7]. Dado um vetor X®, a

equacao para a propagacao paralela generalizada para espacos curvos é

DX« dzt
= —V,X*=0, 3.35
Du du ( )

como z# é arbitrario, a derivada covariante de X é nula,

VX = 95X +T5,X" =0. (3.36)
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Consideremos a propagacao do vetor X em um circuito infinitesimal de 2 a

x® + 0x® + dz® através dos dois caminhos possiveis representados na Figura 9 [2].

Figura 9

% 4+ dx* % + 0z + dx®

dx®

dx™

™ T + oz

Representacao de um vetor paralelamente transportado em um circuito infinitesimal [13].

Fazemos o transporte paralelo de z para x® + dx®:
X%z +6x) = X(2) + 05 X XP ()" = X(x) — F%‘MXﬁ(a:)(Sw“. (3.37)
Da mesma forma, transportando este vetor para x® + dx® + dx® obteremos
XYz 4+ 0z +dr) = XY(x + 0z) + 0,X“(x + 0z)dx", (3.38)
onde
0, X (x + 6x)dat = =I5, (x + 62) X" (x + dx)da*. (3.39)
Expandindo em série de Taylor teremos
0, X (x+0x)da = T4, XPdat—0,T%, X 5a" da"+T§, T2 X 6afdx"+0,T, T X 0" 62 dat

n CE
(3.40)

Descartando o termo de terceira ordem, temos

X(x + 0z +dz) = X* =5, X 62" — 5, XPda? — 0,1, X 62" dat + T4, T, X 0t da”.
(3.41)

Analisando o caminho por x® + dx®, basta trocarmos dz® por dx® que teremos

X(x +dv + 0z) = X* =15, X da? — TG, X 62t — 0,1, X da” ot + TG, T X datoa".
(3.42)

A diferenca entre os dois caminhos é

a a o a 7¢ a ¢ v _ pa
AX® = (8,15, — 0,15, + T8I, — T¢I, X 62" da” = R

v

XPozrdr”.  (3.43)

Brp

Definimos o objeto entre parénteses como sendo o tensor de curvatura de Riemann que



29

descreve a curvatura do nosso espago-tempo [2]. Como este tensor estd relacionado com
a diferenca gerada ao transportar paralelamente um vetor por dois caminhos diferentes,

portanto no espago plano R%;, =0 [3].

3.4.1 Propriedades do tensor de Riemann

Podemos escrever o tensor de curvatura em sua forma totalmente covariante

utilizando a métrica:
Rapvp = 9ac R 4, = 0T apy — Ol agu + 15, caw — T4 Tcap. (3.44)
Uma outra forma alternativa é escrever na forma
Ropu = %(agaugay + 0a0,981 — 050ugan — OaOugpy) + T4, Tcar — T, Tean- (3.45)

No polo das coordenadas geodésicas o produto das ['’s anulam-se e podemos

facilmente definir as seguintes relacoes de simetria e anti-simetria:

Raﬁl/u = _Raﬁuy, (346)
Raﬂuu = _Rﬂap,yy (347)
RQ,BV,LL = Rz/,uaﬁ; (348)

Temos ainda a seguinte identidade:
Raﬁ,u,u + Ra,uzzﬁ + Rauﬁ,u - 07 (349)

levando em conta que a I' é simétrica nos dois ltimos indices.

As derivadas covariantes nao comutam, como podemos verificar para um vetor
Ve onde
V V=09,V +To,V7, (3.50)

derivando novamente,

VoV V= 0,(0,V* +ToVP) + T0(0,VC + T5,VP) = T, (0:V* +T&VF),  (3.51)
invertendo a ordem das derivadas temos

V.V, V= 0,(0,V* +TVP) + T8 (9,VE + T4 V) =TS, (0:V + TV, (3.52)
a diferenca nos da

V.,V V* = V.V, V= V0,10, — 9,0 + Te IS, —T0T,) = -V R (3.53)

Buv:



30

Vemos que as derivadas covariantes nao comutam e a nao-comutatividade destas esta
relacionada com o tensor de Riemann [I]. De fato, podemos definir o comutador da

derivada covariante em termos do tensor de Riemann:
Va, Vﬁ]V" = R“WBV” (3.54)

isto significa que em espagos curvos devemos ter cuidado na ordem em que aplicamos as
derivadas covariantes.

A equagao estd relacionada a nossa derivagao do tensor de Riemann
através do transporte paralelo, pois este problema pode ser visto da forma que primeiro
variamos o vetor V# em uma direcao e depois em outra e subtraimos para ver a diferenga

e ¢é exatamente o que o comutador de derivadas covariantes faz [3].

3.4.2 Tensor de Ricci e tensor de Einstein

Através da contracao do tensor de Riemann e utilizando suas relagoes de si-

metria e anti-simetria construimos o tensor de Ricci:

R, =R, =R, =R =R =R, (3.55)

pro Vo [ v oop vpo

e o escalar de curvatura [1]:

R=R",=R",,. (3.56)
Seja o tensor de Riemann
R, =00, — 9,0, + 0T, =IO, (3.57)

Utilizando a definigao de derivada covariante, podemos escrever o tensor de Ricci seguinte

na forma:

Ry, =V, I, — VI . (3.58)

Onde a identidade acima ¢ conhecida como identidade de Palatini [13].
Da equagao (3.4.2)) tomada no polo das coordenadas geodésicas, lembrando

que a derivada covariante se reduz a derivada parcial,
VR, = 0,0, — 0,01, (3.59)
Podemos demonstrar a seguinte identidade,
0,01, — 0,01, + 0,0, — 0:0,1'" 5, + 0:0,1% , — 0,0, = 0, (3.60)

VQROL/BMV + VMRaﬁVC + VVRaﬂCM — 0 (361)
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Devido a comutatividade da derivada parcial os termos se anulam, a equacao acima é

conhecida como a identidade de Bianchi. Da identidade de Bianchi, contraimos « e v:
V¢Rg, — V,Rac + Vo R, =0, (3.62)
em seguida levantando o indice 3 através de um ¢”¢,
VeRS, — VR + VR, =0 (3.63)

e contraindo p com &,

VR~ V,R'; — VoR = 0. (3.64)

Trocando os indices mudos no ultimo termo da equacao acima, teremos:
VR — ZVHR“C =0. (3.65)
Esta é a identidade de Bianchi duplamente contraida, através desta, temos que
6“<VMR — ZVHR”C =0, (3.66)
multiplicamos por ¢,
1 Cv 5# O -
59 ! gR_2R g] =0,

v |

g
5 R— R“"] = 0. (3.67)

Aqui utilizamos o fato que a derivada covariante da métrica é nula, assim esta pode entrar
na derivada, demonstraremos posteriormente na secao 4.2.2. Definimos entao o Tensor

de Einstein:

1
GM = R" — §g‘“’R. (3.68)
Da equacgao (3.67)), vemos que
V,.G" =0, (3.69)

[1] onde nosso tensor G* é construido apenas com o tensor de Riemann e a métrica, o
desenvolvimento destas identidades ficara mais claro no préximo capitulo onde estas serao

utilizadas na construgao das equagoes de campo de Einstein [3].
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4 CAMPO DE VIERBEIN E EQUACOES DE CAMPO

Neste capitulo iremos inicialmente utilizar o principio variacional de modo a
obter as equacoes de Einstein de maneira convencional, em seguida introduziremos as
vierbeins e relacionaremos nossos resultados de forma a obtermos expressoes mais gerais
e observarmos que estas irao facilitar a obtencao das equacoes de campo. No final, iremos

utilizar apenas as vierbeins e conexoes para obtermos as equacoes de estrutura de Cartan.

4.1 Equacgoes de Einstein
4.1.1 Acao na auséncia de campo gravitacional

Utilizando um sistema de unidades onde ¢ = 1, teremos que a agao livre de

campo gravitacional é:
I =—— [vV—gR(z)d"z. 4.1
o= 1org [VIRE (1.1
Para determinarmos a equacao de movimento, devemos variar a acao acima em relacao a
métrica,

SW/=GR) =v/=gRu09" + ROG/=G) +v/=99" 0 Ry (42)

Da identidade de Palatini (3.58)), teremos que a variagdo do tensor de Ricci pode ser
escrita na forma

0R,, = —V,0I, + VoI, (4.3)

onde a variacao comuta com a derivada covariante, podemos expandir o terceiro termo

depois da igualdade na equagao (4.2)):

V99" SRy = — /—=g[g"' V6T, — ¢V 0T, ]
V=99" 6 Ry, = — V=gV, (g""0T},) — Valg"oT}, )], (4.4)

onde a métrica entra na derivada covariante, pois sabemos que V,g,, = 0, teremos que

V=99" 0 Ry, = —0,0/=g9" 5Th\) + Or(/—9g" 0T}, ). (4.5)

Estes termos de superficie integrados em todo espaco irao a zero, portanto o terceiro
termo da direita na equacao (4.2)) anula-se [13].

Dada uma matriz A, esta pode ser expandida na forma A = 1+ M + ...

Por uma transformacao de similaridade podemos diagonalizar A. Defini-se que A = M.

Seja os elementos da matriz A denotados por a;;, teremos que detA = e®te®? ™" =
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eall+a22+---+ann de forma que
In[detA] = T'rM = Tr[inA] (4.6)

Se diferenciarmos a relacao acima, onde a derivagao comuta com o trago, obteremos

ddet M 1
sy TriM~"0,M] (4.7)

Tomando entdao que M = g,5 ¢ M~! = ¢g*#  iremos chegar na expressao 6g = gg*®8gas, 0

que nos d& [7]
g 0ag = Oaln[Det(g,)] = Oaln[—g] = ¢" oG = —GuOag""- (4.8)

Utilizando a relacao acima, podemos escrever a equacao (3.33)) na forma

1 1
FZV = §9upavgpu = anln[—g] = 0,In/—g (4.9)

Teremos a seguinte relacao:
1
It =—0,v—g. 4.10
V=g (4.10)

Portanto, podemos escrever:

1
d/—q = 3 V—=99"" 00, (4.11)

Para o segundo termo do lado direito na equagao (4.2)), iremos utilizar a iden-

tidade acima de forma que reescreveremos a variagao da agao em termos da métrica:
0lg = 1 /\/—g R,,09" + 1g‘“’Rég d*z (4.12)
167G " 2 " ' ‘
Sabendo que a variacao da identidade é nula,
0103] = 6[g""gra] = (69"7)grr + g7 6g-n = 0, (4.13)
onde encontramos a seguinte relagao
59#7'91/)\97)\ + gVAg/M—(SgTA =0, (4‘14)

teremos entao

5g" = —g" "8, (4.15)
Através desta identidade reescreveremos a nossa acao da forma:

1

1
S — — KT VA v 4
0l e /\/ g {Ruyg §"0g 29 ROg | d*x (4.16)



34

1 1
- o [V [Rw - 59"’”3} g’ (4.17)
1
6= "T6rc / V=9G" g d'x. (4.18)

Como a variagao da métrica nao é nula em geral, este deve se anular. A equacao de

movimento na auséncia de campo gravitacional fica na forma [13]

G = 0. (4.19)

4.1.2 Principio da Equivaléncia

Quando temos um referencial inercial, uma particula em repouso neste refe-
rencial permanece em repouso caso nenhuma forca atue.

Analisando o campo gravitacional da Terra, deve existir um referencial no
qual as particulas possuem velocidade uniforme, este é o referencial que cai livremente
no campo gravitacional, pois este referencial acelera na mesma taxa que as particulas
livres tomadas localmente. Nossas medidas podem ser feitas em referenciais inerciais,
vale ressaltar que apesar do efeito de aceleracao que a particula experimenta, cada ele-
mento infinitesimal no espaco-tempo da trajetéria da particula é tido como um referencial
localmente inercial [2].

Considerando em um espaco livre de gravidade um foguete em movimento uni-
formemente acelerado (ver figura 10), pra um observador dentro do foguete, este sente
que existe um campo gravitacional onde os objetos dentro do foguete experienciam uma
aceleracao que independe da composicao do material. Um objeto que permanece esta-
cionario em relacao a nave possui um ‘peso’ igual a forca que este é acelerado pela nave
que é proporcional a massa do objeto como na gravidade. Neste caso um referencial ideal
para analisarmos seria um que cai livremente devido a acao da aceleracao do foguete,
como as particulas [3].

Vemos que referenciais com um campo gravitacional uniforme é equivalente
a um referencial que é uniformemente acelerado em relagdo aos referenciais inerciais,
formando assim o principio da equivaléncia entre a gravidade e a aceleragao.

Todas forcas as inerciais sao proporcionais a massa do objeto experienciando-
as, assim como a forca gravitacional. O principio da equivaléncia diz que devemos tratar
a gravitagao como um efeito inercial, que vem do fato de nao ser utilizado um referencial

inercial [2].
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Figura 10
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Foguete subindo com aceleracao g [2].

4.1.3 Tensor energia-momento e equacao de Einstein com termo de fonte

Devido a equivaléncia entre matéria e energia da relatividade especial e do
principio da equivaléncia, concluimos que toda forma de energia gera um campo gravita-
cional, o que nos leva a crer que o tensor de energia-momento é um termo de fonte nas
equacoes de Einstein. Impondo a condicao da relatividade especial de que o tensor de
energia-momento é conservado, pois queremos a conservacao da energia e do momento no

campo de matéria, no espaco de Minkowski teremos que

05T =0, (4.20)
podemos generalizar utilizando a derivada covariante para um espaco curvo:

VT = 0. (4.21)

Sabemos a derivada covariante do tensor de Einstein também é nula (3.69)), o que sugere

que os tensores sejam proporcionais:
G = kTP, (4.22)

Onde k é chamada de constante de acoplamento. [3] A constante é obtida fazendo com
que as equacoes de Einstein predigam corretamente o movimento dos planetas no sistema

polar. Obtermos que x = 87, de modo que ficamos com a equagao
G = 8nGT. (4.23)

A equagao de Einstein é uma equacao tensorial nao-linear de segunda ordem que repre-
senta um sistema de 10 equagoes diferenciais nao-lineares acopladas, uma maneira de

simplificd-la é utilizando as vierbeins [2].
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4.2 Campo de Vierbein

Definiremos um conjunto de bases vetoriais €(,) que sao vetores unitdrios nao-
coordenados com indices latinos para o referencial nao-coordenado onde tal base é orto-

normal e podemos expressar o produto interno na forma
< &), €up) > = Nap (4.24)

onde 74, é a métrica de Minkowski [13].

Dizemos que os objetos sao nao-coordenados quando definidos por bases veto-
riais em um espaco tangente na variedade que nao sao derivadas de nenhum sistema de
coordenadas e possuem a condigao de que tais bases devem ser ortonormais [§].

A base ortonormal nao-coordenada é chamada de base tetrada. De uma pers-
pectiva local, qualquer vetor pode ser expresso como uma combinacao linear da base
tetrada fixa naquele ponto.

Seja um elemento da base tetrada €, expressamos uma base coordenada na

forma de uma combinagao linear

é(u)(l‘) = 6#a<CL’)é(a). (425)

(

A matriz e, ) ¢ chamada de campo de vierbein ou vierbein e admite inversa denotada por

e, de forma que satisfaz as condicoes de ortonormalidade
e’ (x)e, (x) =0y, e (x)e",(x) =&y (4.26)

Podemos fazer um produto da métrica com os vierbeins de modo que obtemos e relacionar

o espaco local com a variedade na forma

G (2)e’ o (X)€", () = N, Gu(@) = €, (@)e," (@) (4.27)

Através da relacao acima, definimos o determinante do vierbein:

g=—E*  E=J—yg (4.28)

Definimos uma base ortonormal nao-coordenada dual denotada por 8@ que
satisfaz

&g =17, (4.29)

Podemos escrever estes 1-formas como combinagao linear dos 1-formas da base coordenada

e vice-versa:

ald) — eua(@é(u) (z), é(#)(x) — oM

()&, (4.30)
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Qualquer vetor no espaco-tempo pode ser escrito na base coordenada e na nao-coordenada
V =VHe, = V%y), (4.31)
portanto, as componentes estao relacionadas da forma

Vé=e/ VI  VE=¢l V" (4.32)

i

4.2.1 Conexao de Spin

Para a base nao-coordenada, utilizaremos a conexao de spin w,*, no lugar da
conexao afim usual Fl’)y. Cada indice latino corresponde a um fator da conexao de spin

contraida. Para um tensor 7% temos [13]
VMTG == aHTab + wuacch - W“CbTac. (433)

O nome conexao de spin vem do fato de que estes sao utilizados para derivar spinores, o
que nao é possivel utilizando a conexao usual [8]. Os termos de corregao sao positivos para
os indices de contravariantes e negativos para indices covariantes. Para um tensor com
indices da base local e global, a derivada covariante serd dada em termos das conexoes de
spin e das I's:

V. I = 0,T" + w,* T + T}, T*. (4.34)

A derivada covariante de um vetor X em uma base coordenada é

VX = (V,X")da" ® 0,
= (0, X" + Tl X )da" @ 0. (4.35)

Onde ® denota o produto direto. Seja a derivada covariante de um objeto em uma base

mista sendo convertido para uma base coordenada na forma

VX = (VMXa)dl’“ (024 é(a)
= (0, X" 4w, X")dz" @ & ).

Escrevendo &,) = €7,0,, escreveremos também X¢ = e, X" e X b =¢,"X* de forma que

v

a expressao acima ficard na seguinte forma,

= (0u(e,"XY) + w,%e," X )da" @ (e7,0,)
=e%,(e,0, X" + X"Ope,* + wuabe/\bX’\)da:“ ® 0,
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= (0,X° + €°,0,e," X" + €7 e, W, “ XN dr" ® 0,.
Renomeando os indices na forma ¢ — v — A ficamos com a expressao

VX = (0, X" + €, 0ue,* X* + ¢ e,w, X M) dat @ 0, (4.36)
= [0, X" + (e",0,e," +€” e/\w “ )X dx' ® 0,. (4.37)

Comparando as equacoes (4.35)) e (4.37)), vemos que podemos escrever a conexao afim em

termos da conexao de spin na forma

= e, 0" + e’ e\ w ° (4.38)

v
ux w b

Podemos inverter a expressao (4.38)) e obter a conexao de spin em termos da conexao

afim:

wuab == €Va€)\bFZ>\ - €Abau€>\a. (439)

Como o simbolo de Christoffel é composto pela métrica e suas derivadas, podemos escreve-

lo totalmente em termos das vierbeins, temos que a I' é dada por

v

1 14
A = ggC (&ggu + 0u9cx — Ocgan)- (4.40)
Relacionamos as métricas com as vierbeins através da (4.27)), teremos
Lol . ) a
pA T §(€Cae ») (O[e eub] + Oule; )] — Ocley eub]), (4.41)

Agora também podemos escrever a conexao de spin apenas em termos de vierbeins e suas

derivadas utilizando a equagao (4.41)) e a (4.39), onde teremos a contragao de e, %S, = &5,

a conexao de spin fica na forma

1

w,% = Ee’\be”b(&\[eyaeub] + (9H[e,,“e/\b] — 8V[e,\“eub]) — e’\baﬂef. (4.42)

Utilizando a regra da cadeia nas derivadas, veremos que algumas vierbeins irao contrair,

1
a v A a A sa b A S a A ga b a v b
v_A a A a

Fazendo as devidas contragoes,

1
a A a A a A a A a v a
w, = 5(6 yone," +e”,0ne," + ey 0ue, +e0ue,” — e 0pe,

A a A a
—e™,0ue,") — €, 0,e,".

Vemos que alguns termos se cancelam. Atuamos, no quarto termo, a delta apenas na
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derivada parcial da vierbein. Renomeando, no segundo termo, o indice mudo A\ para v,

esta cancela o quinto termo, ficaremos com uma expressao bem reduzida na forma:

1
W, = E(ekb&\e#“ — e 0uen). (4.43)

4.2.2 Postulado Tetrado

O postulado tetrado nos diz que a derivada covariante do campo de vierbein

anula-se, V,e,* = 0, podemos mostrar multiplicando a equacao (4.39), o que nos da

wuabeyb = eaae’\bebeZ/\ —eMe,t0,e, (4.44)
=e,'I', — Oue,”. (4.45)

Reorganizando os termos, temos:
Ve, =0ue," —e, T, + wuabeyb = 0. (4.46)

Como o campo de vierbein ¢ invariante sob transporte paralelo, isto ¢, Ve, =
0, teremos como consequéncia que o tensor métrico também sera invariante por transporte

paralelo:

Viugur = V(e e\ Nap) (4.47)
Vg = (Vue, Ve na + €, (V uex")nap = 0. (4.48)

Utilizando a relacao anterior na métrica do espaco local teremos:

v;ﬂ]ab =0 (449)
aunab + wuacncb + wubcnac = 0. (450)

Como a derivada parcial de n é nula, a equagao acima nos permite concluir que a conexao

de spin possui antissimetria na forma [13]:
w,® = —w b (4.51)
4.3 Equacgoes de estrutura de Cartan

Nesta secao, a notacao para as vierbeins sera alterada, utilizar-se-a os indices
sem fazer o espacamento horizontal entre os indices covariantes e contravariantes, a mo-

dificacao apenas tem como objetivo compactar as equacoes a seguir.
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Podemos escrever o tensor de curvatura de Riemann em termos das vierbeins e

conexoes de spin, para isto iremos encontrar o comutador das derivadas covariantes de um

vetor com indices locais, o procedimento é analogo ao feito para encontrarmos o tensor

de Riemann dado pelas I'’'s. Dadas as seguintes derivadas,
V, VP =9,V +w, PV, VVP = 0,VP + w,” Ve
Derivando novamente, teremos:
Va(VVP) = 04(0 VP + w, " V) + w, P (0V T 4 w, 1. V) — w, " (0, VP 4w, P V),

teremos também, mudando a ordem de derivagao:

Vi (VaV?P) = 05(0aV? + w, V) + w, P 0V + w,9.VE) — w, ", (0. VP + w, P VE).

A diferenca entre estas derivadas é

P Py — c p p p q P q
V(V VP) = Vo (VVP) = VEOw,?. — Oaw,”. + w, oo — W wy
_yepP o u,n P _ P P qg _ ,, P q 1y/¢

VR cab €a€h [8un c auwu c +w1/ qw,u c w,u qwl/ C]V :

Portanto, podemos escrever o nosso tensor de Riemann na forma
Pq _ LM P prq __ pq __ rp q rp q
R, = emen[auwp OpW,, w,"Pw, 1+ w,"Pw,, ]
onde a antissimetria em g e p nos permite escrever

Rmnpq - (efnez - ezefn)<aﬂwppq - w,urpwpr q)'

Escreveremos, entao, a agao de Einstein da seguinte forma:

1 4 mn
Sp = 167rG/d rER,"".

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

Obteremos as equagoes de movimento variando e utilizando o principio da minima acao

em relacao aos vierbeins e as conexoes.

4.3.1 Variacao em relacao as conexoes de spin

Primeiramente, em relagao as conexoes teremos:

1

0wSp = 167G

[ dalBleher - cheb N[5(0u0,™) = 86, ")

(4.60)
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Para o termo com a variacao da derivada da conexao, iremos utilizar integracao por partes:

[ dslB(ehes — een 5@, = [ das, 0, (Eleheh, ~ eher)l, (161)

onde descartamos os termos de superficie e compensamos o sinal da integragao por partes
trocando a ordem dos produtos das vierbeins.

Para a variacao do produto de conexoes, teremos que

m ny __ n ™m m n __ n mr m n
—(w,""w,,. ") = ~w, "ow,"" —w,"Mw,, " =w, "ow," —w,Mw,, (4.62)

Utilizamos acima a relacao de antissimetria da conexao de spin (4.51). Renomeando os

indices mudos, teremos:

(el el — eﬁefn)wm, "ow, " = (epel — eﬁ;ef]’)w#nqéwpm” (4.63)
e
—(ehen —ehen)w,Mow, " = —(elen — ehelw, " ow,, " = —(elen — ehelw,,low, ™"
(4.64)
A nossa variacao ficard na forma:
1
o | 00, OB (el — chen)] + Bl — e~ (el — chef)uy?) = 0
(4.65)
Ficaremos com a seguinte equagao:
Ou|E(eh el —elel )] — E(epel — el etw ., + E(elel —ehef)w,.7 =0 (4.66)
que reconhecemos como a derivada covariante:
V,.[E(eh el —elel )] = 0. (4.67)

A equagao (4.67) serd primeira equagao tensorial de Cartan sem termo de fonte.

4.3.2 Variacao em relagao as vierbeins

Podemos escrever a variagao em relagao as vierbeins na seguinte forma:

1

058 = Tenca

/d4x[§ERmnm” + E(Ouw," —w,"w,. ") (en,eh —ehen)] =0.  (4.68)

2 pr

Como 6(detM) = (detM)Tr[M~1d,M], podemos escrever

OF = Eel ey (4.69)
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A relacao abaixo também sera til:
deb, = —epehde,. (4.70)

Podemos escrever o produto de vierbeins retirando da forma antissimétrica, sua variagao

ficara na forma
d(ek el —elel ) = 25(ek el) = 2[el d(el) + el o(eh )]. (4.71)

Escreveremos as variagoes em termos de dej;, de forma que teremos 0F = Felde, dely, =

—ep.ende; e del = —elel dey;. A variagao da agao em relagao as vierbeins ficard na seguinte
forma:
1
0SE = e /d%[EeZéeZRmnm"—l—QE(@uwpm”—wﬂmwm ")(en[—emenden])teh [—ehenden] )],
(4.72)
nos fornecendo a equagao
etRr, " — 4(8uwpm” —w,""w, ")(elel eh) = 0. (4.73)
Contraindo com ef,
Op Ry — 40w, —w, MW, "ehen ot =0, (4.74)
1
§Rdg — (Ouw,™ —w,"Mw,. ) (enen — eneh) = 0. (4.75)

Obtivemos a segunda equagao tensorial de Cartan . Estas equacoes que obtivemos
variando em relagao as vierbeins e as conexoes de spin sao equivalentes a equagao de
Einstein tensorial sem termo de fonte, a grande vantagem é que Cartan transformou uma
equacao tensorial de segunda ordem nao-linear em duas equacoes tensoriais nao-lineares

de primeira ordem acopladas, nos dando 20 equacoes acopladas nao-lineares [11].
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5 CONCLUSAO

Construimos através do principio variacional as equacgoes de campo de Einstein
sem presenca de matéria e através do principio variacional e do tensor-energia momento,
construimos a equacgao de Einstein com termo de fonte de matéria. Desenvolvemos as
equacoes de Cartan fazendo a variacao da nossa acao em relacao as vierbeins e a conexao
de spin de modo que reduzimos a equacao de Einstein, que é uma equacao tensorial de
segunda ordem nao-linear (que representa 10 equagoes acopladas) para duas equagoes
tensoriais nao-lineares de primeira ordem e acopladas (representando 20 equagoes nao-
lineares acopladas). Temos como motivac¢do introduzir campos spinoriais como o campo
de Dirac que naturalmente aparece utilizando as vierbeins, onde a teoria de campos de
vierbein nos permite representar uma teoria quantica de campos relativistica em espacos

curvos e construir uma teoria de calibre para a gravitacao.
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