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Brihad-aranyaka Upanishad



Resumo

Neste trabalho estudamos dos pontos de vista classico e quantico dois osciladores
harménicos com massa dependente da posicdo (MDP), a saber: (i) m™ (x) = my(x? + 1?) e
(i) m@ (x) = my[sech?(Ax) + 1%]2.

A correspondéncia entre as solucdes classicas do oscilador MDP e o oscilador de
massa constante (MC) é obtida a partir do método da fatoracdo. A dindmica dos sistemas €
obtida a partir de suas trajetdrias no espaco de fase.

Para obter a solucéo da equacéo de Schrodinger para os osciladores MDP (i) e (ii) nos
utilizamos o método algébrico de operadores escada e uma transformacéo candnica de ponto
(TCP). Destas solugdes, nés calculamos a informacdo de Fisher e a entropia de Shannon para

o0 estado fundamental.

Palavras-chave: Osciladores harmdnicos com massa dependente da posicdo. Transformacéo

candnica de ponto. Entropia de Shannon. Informacao de Fisher.



Abstract

In this work we study from the classical and quantum point of view two position-
dependent mass (PDM) oscillators, namely: (i) m™ (x) = my(x? + A?) and (ii) m@® (x) =
me[sech?(Ax) + A%]2.

The correspondence between the clssical solutions of the PDM oscillator and the
constant mass (CM) oscillator is obtained by means of the factorization method. The
dynamics of systems is determined from their phase space trajectories.

To obtain the solution of the Schrodinger equation for PDM oscillators (i) and (ii) we
employ the algebraic method of ladder operators and a point canonical transformation From
these solutions we calculated the Fisher information and Shannon entropy for the ground
state.

Keywords: Position-dependent mass harmonic oscillators. Point canonical transformation.

Shannon entropy. Fisher information.
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1 Introducéo

Nos livros basicos de Fisica, 0 estudo do oscilador harmdnico é feito considerando a
massa (m) da particula independente tanto do tempo quanto da posi¢do. Entretanto, existem
diversos sistemas que para serem adequadamente descritos, a massa deve depender do tempo
ou da posicdo. Sistemas onde a massa depende do tempo, ou de forma mais geral, sistemas
descritos por hamiltonianos dependentes do tempo aparecem em diversas areas da Fisica,
como por exemplo: Otica Quantica, Fisica Molecular, Quimica Quantica, Teoria Quantica de
Campos, e Fisica de Plasmas [1-5]. Sistemas onde a massa depende da posicao sdo utilizados
no estudo das propriedades eletronicas de semicondutores [6], cristais homogéneos [7],
pontos [8] e liquidos quanticos [9].

Do ponto de vista da mecanica quéantica, ao estudarmos sistemas onde a massa
depende da posicdo devemos ter cuidado ao escrever o operador energia cinética (T), haja
visto que, agora, a massa e 0 operador momentum ndo comutam. De acordo com von Roos
[10], para que o hamiltoniano que descreve o sistema seja hermitiano, o operador energia

cinética deve ser escrito como
1
T = 7 (m“pmﬁpmy + mmeﬁpm“), (1.1)

onde m = m(x), p = —ih d/dx e a, f e y satisfazem a relacéo de vinculo

a+p+y=-1 (1.2)

Este vinculo é necessario para que possamos reobter a expressao usual do operador cinético
no caso limite de uma massa constante, garantindo que tal expressdo tenha uma dimenséo
correta (dimensdo de energia).

De maneira geral, o operador hamiltoniano para um sistema com massa dependente da

posi¢éo é dado por

H=T()+ V() (1.3)



12

onde T (x) é o operador energia cinética dado pela Eq. (1.1) e V(x) é o termo de potencial. A

equacdo de Schrodinger independente do tempo (ES) para estados estacionérios é dada por

Hy(x) = Ep(x). (1.4)

Considerando por simplicidade « =y =0e f = —1, obtemos

1
T = E(pm_lp). (1.5)

Substituindo as Egs. (1.5) e (1.3) na Eq.(1.4), e considerando o sistema de unidades no

qual 42 = 2, obtemos a seguinte ES para o operador energia cinética generalizado

Ay m'dy _
W - Ea + m(E - V(X))l[l =0, (16)

onde m' = dm/ dy- Agora, considerando a transformacéo

Y(x) = ym(x)p(x), (1.7)

encontramos
d*¢p [m"” 3m'?
—= —+m(E-V(®)|¢ =0, (1.8)

dx® ' |2m 4 m

que é a ES para uma particula de massa unitaria e potencial efetivo

mn 3 mIZ
, (1.9)

| =|V(x)——+-——
oy () [ W) —5=t7—
ou seja, o problema de uma particula com massa dependente da posicdo em um potencial
V(x) pode ser transformado através da Eq. (1.7), no problema de uma particula com massa
unitaria em um potencial efetivo, V.

E do ponto de vista da mecénica classica, que mudancas devem ocorrer ao

escrevermos o hamiltoniano do sistema? Considere o caso do movimento de uma particula
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com massa unitaria que desliza sob a acdo da gravidade e sem atrito em um fio parabolico
2

[11]. Escolhendo x como a coordenada generalizada e da equacdo da parébola y = x? temos

que a lagrangiana é dada por L = %(xz +y2) —gy = %(1 + x?)x?% — %xz. Como a energia

cinética esta na forma quadratica na velocidade (x), o hamiltoniano (H = T + V), é dado por

2

P g,
S

= m‘f‘ (1.10)

Observe que na expressdo da energia cinética aparece um termo de “massa”, m(x) =

(1 + x?), e, nesse caso, 0 momento candnico é dado por p = (1 + x?) x. Devido ao vinculo
2

y = x? 0 potencial torna-se parabdlico. A Eg. (1.10) é interpretada como a hamiltoniana de

uma particula com massa dependente da posi¢cdo movendo-se em um potencial harménico. A

Eq. (1.10) indica que ndo ha problema em escrever a expressdo para a energia cinética como

= ( S Mas, dada uma distribuicdo arbitraria de massa (m(x)) como obter uma expressdo

para o potencial V' (x)?
A resposta foi dada por Cruz y Cruz, Negro e Nieto [12] que utilizaram o método de
fatoracdo do hamiltoniano do sistema em consideracdo para encontrar a seguinte relacéo entre

0 potencial e a massa

V(x)——(j Jm(y) dy+X0> , (1.11)

onde X, é uma constante de integracao.

Estes autores estudaram, tanto classicamente quanto quanticamente trés sistemas com

massa dependente da posicdo, a saber [12]: (i) m,(x) = 1+(/1 o7 (i) my(x) = (1 ;1 = e (iii)

— Mo .
ms(x) = (—(1_(/1x)2)2). Pouco tempo depois, estes mesmos autores [13] apresentaram um
estudo similar para os seguintes osciladores: (i) m;(x) = m, (—“’“(‘”)

1+(ax

). (i) ma(x) =

motanh?(Ax), e (iii) ms(x) = (1_7(2‘;)2).

O Principio da Incerteza de Heisenberg [16] impfe a mecanica quantica um carater

probabilistico. Como j& mencionamos, na Mecénica Quéntica a posicdo e momento ndo
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comutam. Quantitativamente, esse principio nos diz que AxAp > h/2, onde Ax e Ap Sa0 0S
desvios padrdo da posicdo e do momento, respectivamente. Qualitativamente, o Principio de
Heisenberg estabelece um limite inferior ao produto das incertezas da posi¢édo e do momento,
revelando um aspecto da natureza, em nivel atbmico, totalmente diverso daquele a que
estamos habituados, ou seja, quanto mais sabemos acerca da posicdo da particula, menos
podemos dizer a respeito de seu momento, e vice-versa.

Em seus primérdios, a teoria da informacédo foi utilizada para resolver problemas de
Engenharia de Telecomunicacgdo. Posteriormente, seus conceitos foram difundidos em outras
areas como Fisica, Biologia [17-19], Quimica [20-22] e Economia [23-25]. Especificamente
em mecanica quantica, tem sido utilizada na busca por novas relag@es de incerteza em termos
das entropias de Shannon e informacdo de Fisher.

Mas, o que ¢ “informagdo”? Em 1948, Claude E. Shannon estabeleceu esse conceito
[26] e definiu-o como tudo aquilo que reduz a incerteza. Essa incerteza ¢é definida para cada
conjunto de elementos que se tenha, constituindo uma medida da variabilidade nesse
conjunto, por exemplo, a variabilidade da idade dos alunos de uma sala. A entropia de
Shannon para um conjunto de elementos discretos X = {x;}, onde a cada elemento esta

associada uma densidade de probabilidade {P(x;)}, é dada por

Sy = — Z P(x) InP(x,). (1.12)
i=1

Observe que se temos certeza do resultado de um dado experimento, ou seja, se 0
conjunto X for constituido de um dnico elemento x;, entdo P(x;) =1, P(x;) =0 parai # 1
e a entropia de Shannon sera nula. Dessa maneira, a entropia de Shannon esta relacionada
com o grau de incerteza e quantifica, portanto, a informacéo. Quanto menor for Sy, menor é o
grau de incerteza e maior sera a informacao que se tem.

Yafiez, Van Assche e Dehesa [27] calcularam, em 1994, as entropias S, € S, para 0
estado fundamental e alguns estados excitados do oscilador harmdnico isotropico. Majernik e
Opatrny obtiveram, em 1996 [28], S, e S, do oscilador harmonico e sua correspondente
relacdo de incerteza entropica. Trabalhos envolvendo sistemas com massa dependente da
posicdo e teoria da informacdo podem ser encontrados nas Refs. [29, 30].

Outra ferramenta poderosa utilizada no mesmo ambito que a entropia de Shannon é a

informacdo de Fisher. Esta foi estabelecida em 1925 por R. A. Fisher [31] como uma maneira
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de medir a quantidade de informacdo que um observavel X carrega em relacdo a um dado
parametro 6 para o qual a densidade de probabilidade de X varia, ou seja, para o qual a
densidade de probabilidade seja uma funcdo explicita de X e 6, P(X, 6).

A informacdo de Fisher € uma candidata a teoria unificadora da Fisica. Partindo do
chamado principio da minima informacéo de Fisher, B. Roy Frieden interpretou a segunda lei
da Termodinamica, derivou a equagdo de Schrodinger [32, 33], a lei de Maxwell-Boltzmann
[32] e as equacdes de Maxwell para a eletrodinamica [34], entre outras.

Em 2010, P. Sanchez-Moreno et al. [35] derivaram a relagdo F,F, = 4D?, onde F, e F,
sdo as informac0Oes de Fisher para a posicdo e momento, respectivamente, como uma relagédo
de incerteza para informacédo de Fisher valida para sistemas num espaco de configuracdo D-
dimensional. Contudo, trabalhos posteriores [36] mostraram que esta desigualdade ndo é uma
propriedade geral dos sistemas quanticos.

Em 2015, Aguiar e Guedes [36, 37] obtiveram expressdes gerais para a entropia de
Shannon e a informacdo de Fisher, bem como suas relacbes com outras quantidades, de
sistemas quanticos cuja massa e frequéncia dependem do tempo.

Nosso objetivo neste trabalho € estudar dos pontos de vista classico e quéntico,
osciladores harménicos com massa dependente da posicdo. Em particular, consideramos as
seguintes distribuicdes de massa m™ (x) = my(x? + 12) e m@ (x) = my[sech?(Ax) + 1%]2.
Esta dependéncia é importante ndo apenas do ponto de vista tedrico, mas também do ponto de
vista pratico, pois pode ser utilizada na modelagem de heteroestruturas abruptas ou suaves
[14]. Este trabalho encontra-se assim dividido. No Capitulo 2, mostramos o método de
fatoracdo apresentado nas Refs.[12, 13], aplicando-o aos sistemas m®(x) e m®@ (x) e
estudamos suas trajetorias no espaco de fase (x(t), p(t)). No Capitulo 3, utilizamos 0 método
algébrico de operadores e a transformacdo candnica de ponto (TCP) para calcularmos as
funcBes de onda exatas do sistema, a fim de obtermos numericamente a entropia de Shannon e

a informacdo de Fisher. No Capitulo 4, apresentamos alguns comentarios finais.
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2 Osciladores harménicos classicos com massa dependente da posicéo

2.1 O método de fatoracdo

Vamos encontrar a correspondéncia entre os hamiltonianos classicos do oscilador
harmonico com massa constante (OMC) e com massa dependente da posicdo (OMDP).
Inicialmente, desenvolveremos o método de fatoracdo para o OMC. Considere o seguinte

hamiltoniano classico para 0 OMC

PZ XZ
H = 7+7, (21)

onde X e P (= X) sdo, respectivamente, as variaveis canonicas de posicdo e momentum.
Observe que ao escrevermos a Eq. (2.1), utilizamos um sistema de unidades no qual m = w =

1. Através das relacoes
1
=—(XTFiP), (2.2)
V2

at

H pode ser fatorado nas formas
H=a%a =a at, (2.3)

onde (a™)* = a*. As novas varidveis canonicas a~ e a* obedecem a algebra de Heisenberg

com os parénteses de Poisson [15], a saber:

i{a”,a*}=1, (2.4)
i{H,a*} = +at. (2.5)
Podemos obter as constantes de movimento definindo as variaveis
_. 1 _ _.
Q* = ate™ = — (X FiP)e'Y, (2.6)

V2

com isto H = Q*Q~. No presente caso, a energia cinética é uma funcdo puramente

quadratica da velocidade e a funcao energia potencial independe da velocidade. Sendo assim,
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a hamiltoniana H é igual a energia mecénica total do sistema, H = E, que € conservada.

Escrevendo Q* = VEe*® onde ¢ é uma fase a ser determinada pelas condi¢des iniciais, e

utilizando as Egs. (2.6) e (2.2), obtemos as expressdes usuais para X e P, a saber:

X(t) =V2E cos(t + ¢), (2.7)
e
P(t) = —V2E sen(t + ¢). (2.8)
Agora considere que de forma geral o hamiltoniano classico para um OMDP seja dado
por
p?
H = 2m(x) + V(x), (2.9)

onde m(x) é uma funcéo arbitraria da posicdo e V(x) é o potencial a ser determinado a partir
da forma de m(x). O método utilizado por Cruz y Cruz, Negro e Nieto [12, 13] supde que 0
hamiltoniano dado pela Eq. (2.9) também possa ser fatorado da mesma forma que foi feito

para 0 OMC. Assim, considerando que

A% (x,p) = Fi—b— + W(x), (2.10)
v 2m(x)
obtemos
p2
H=AYA" = A~A* = + W2(x), (2.11)
2m(x)

ou seja, V(x) = W2(x). O proéximo passo é considerar que as variaveis AT e A~ também

obedecam a algebra de Heisenberg, isto é

2W' (x)
(A", AT} =—==1, 2.12
i{H, At} = iMAi, (2.13)
2m(x)

onde W' = dW/dx' Da Eq.(2.12) encontramos a seguinte relagdo
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1 X
W(x) = ﬁ([ Jym@y)dy + XO>, (2.14)

onde X, é uma constante a ser determinada. Usualmente considera-se X, de forma que
V(0) = 0. Como V(x) = W?2(x), temos

x 2
V(x) = %(f Jym(y) dy + X0> , (2.15)

e 0 hamiltoniano classico para 0 OMDP passa a ser escrito como

H= 2m(x)

2 1 X 2
s+ iV ay e x) (216)

Ao compararmos as Egs. (2.9) e (2.16), vemos que

X(x) = f Jm(y) dy + X, (2.17)
(S]
X p
P(x,p) = T m(x). (2.18)

Das Egs. (2.17) e (2.18) podemos obter as trajetorias no espaco de fase x(t) e p(t) a

partir das relagoes:

x(t) = X~Y[V2E cos(t + ¢)), (2.19)
p(t) = — ’Zm(x(t))Esen(t + ¢), (2.20)

onde X1 é a funcéo inversa de X obtida a partir da Eq. (2.19).
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2.2 Sistema com massa m® (x) = my(x? + 1?)

Substituindo a expressdo para m™ (x) na Eq. (2.15) e considerandomy, = 1 e X, =

—2
A D obtemos a seguinte expressio para H® (ou ED)
2
p 1 2
@ - = 2 2 2 2 2\ _ 52
H 2(x2+/12)+8{x\/x + 22+ 22 [2 (x +/x2 + 2)| - 2 m@2D)] . (2.21)

Poderiamos obter as trajetdrias no espago de fase utilizando as equagdes de Hamilton,
mas ndo é dificil perceber que as equacdes para p e x obtidas a partir da Eq. (2.21) séo
equacdes nado lineares cujas solugbes sdo ndo-triviais. Por exemplo, para a particula com
massa unitaria que desliza sob a acdo da gravidade e sem atrito em um fio parabolico (veja

Eq. (1.10)) as equacgdes de Hamilton sdo expressas por

. p
= —— 2.22
T T a2y (2.22)
. p?
p=—x [(1+x2)2 — g]. (2.23)

De outra forma, poderiamos tentar utilizar as Eqgs. (2.19) e (2.20). Entretanto obter
X~ neste caso é também complicado em face da expressdo de m(x). Assim, vamos analisar
as trajetorias no espaco de fase utilizando diretamente a Eq. (2.21).

Na Fig. 1 mostramos o grafico de V) (x) paracom 1 =0, 1=0,7 e A = 1,0 como

indicado. Observamos que ao aumentarmos A, V) (x) torna-se mais fechado.
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Fig. 1. Gréaficos de V(Y (x) para A = 0 (linha grossa), 2 = 0,7 (linha pontilhada) e 1 = 1 (linha fina).

Nas Figs. 2(a) - (d) mostramos o diagrama de fase para 0 OMC (m(x) = 1) e para o
OMDRP para alguns valores de E. Devido ao sistema de unidades utilizado (im = w = 1) as
trajetdrias de fase para 0 OMC séo circunferéncias concéntricas, ao inves de elipses. J& para o
OMDP com A = 0, observamos que as trajetorias de fase sdo deformadas proximo a origem e
tendem a zero, evidenciando o fato que neste limite a massa tende a zero, €, por conseguinte,
0 momentum candnico, p = m(x)x.

O comportamento mostrado na Fig.2(b) é muito semelhante ao exibido pelo OMDP
com m,(x) = tanh?(Ax) estudado por Cruz y Cruz, Negro e Nieto [12], onde as trajetorias

no espaco de fase séo obtidas da equagéo

1 p? 1
H=-————+—In? h(Ax)). 2.24
2 tan?(Ax) + 22" (cosh(2x)) (2.24)

As trajetdrias no espaco da fase para A = 0,7 e A = 1,0 sdo mostradas nas Fig. 2(c) e
2(d), respectivamente. Nestes casos a massa ndo vai a zero para x = 0. As trajetorias
mostradas na Fig. 2(c) ainda sdo deformadas, mas ndo tendem a zero quando x — 0. Na
Fig.2(d) as trajetdrias ndo sdo tdo deformadas. O momentum da particula em todos os casos

sO se anula nos pontos de retorno.
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Fig. 2. Trajetdrias no espaco de fase para E = 0,3 (linha grossa), E = 0,7 (linha pontilhada) e E = 1,1
(linha fina). (a) OMC. (b) OMDP com A = 0. (c) OMDP com A = 0,7. (d) OMDP com A = 1,0.

2.3 Sistema com massa m® (x) = my[sech?(Ax) + A%]?

Tomandom, = 1 e X, = 0, obtemos a seguinte expressdo para a hamiltoniana desse

sistema

2

P + z cosh?(Ax)[sech?(Ax) + A?]?
2[sech?(Ax) + A%]2 ~ A2

23 x cosh(Ax) + senh(Ax)]
2+ A%+ A2cosh(2Ax) |’

H(z) =

(2.25)
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Na Fig. 3 mostramos o grafico de V& (x) parao OMDP com A =0,1,1=0,7e 1 =
1,0 como indicado. Novamente, observamos que V@ (x) torna-se mais fechada a medida que

aumentamos A.

Fig. 3. Graficos de V®(x) para A = 0,1 (linha grossa), 2 = 0,7 (linha pontilhada) e 1 = 1 (linha fina).

Nas Figs. 4(a) - (c) mostramos o diagrama de fase para 0 OMDP, para alguns valores
de E, obtidos diretamente da Eq. (2.25). Observe que no limite de A — 0 este sistema se reduz
ao OMC e as trajetdrias de fase serdo, entdo, circunferéncias concéntricas. Independente da
posicdo da particula e de A, a massa m@® (x) sempre sera diferente de zero, logo, o
momentum da particula serd nulo somente nos pontos de retorno. Veja que o tipo de

deformacdes verificadas no sistema de m (x) no estdo presentes neste caso.
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Fig. 4. Trajetdrias no espaco de fase para E = 0,3 (linha grossa), E = 0,7 (linha pontilhada) e E = 1,1 (linha
fina). (a) OMDP com A1 = 0,1. (b) OMDP com A = 0,7. (¢) OMDP com 1 = 1,0.
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3 Osciladores harmonicos quéanticos com massa dependente da posicao:

Funcdes de onda, Entropia de Shannon e Informacé&o de Fisher

3.1 Algebra de Heisenberg e o0 método TCP

Primeiramente analisemos o problema do OMC quantico. O espectro e autoestados

desta hamiltoniana podem ser obtidos de duas maneiras [38], a saber:

(@) Método algebrico, que consiste em fatorar o hamiltoniano em termos de dois operadores,
b~ e b*, definidos como

1 d
bt == (72 1y), 51
V2 \ dy Y (3-1)
Neste caso o hamiltoniano é dado por
142 1 1
- 132 =ptH _
h = 2dy2+2y b*b +2. (3.2)

Pode-se mostrar facilmente que estes operadores satisfazem as seguintes propriedades:

(a.1) b~ e b™ sdo conjugados hermitianos (auto-adjuntos)

(bt =pF. (3.3)

(a.2) b~ e b* obedecem a algebra de Heisenberg

[b=,b"] =1, (3.4a)
[h, b%] = +b*. (3.4b)

Como consequéncias dessas propriedades, e considerando ¢, como o estado

fundamental do sistema descrito por h (veja Eq. (3.2)) , temos

b”¢po(y) =0, (3.5)
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b_¢n(y) = ‘/ﬁqbn—l(y) ’ (3.6)

b+¢n(y) =vn+1 ¢n+1(y)' (3.7)
1

dn(y) = \/—n_|(b+)" (), (3.8)

E,=n+ % (3.9)

Resolvendo a Eqg. (3.5), obtemos o estado fundamental e, aplicando sucessivamente o

operador b* sobre ¢,(y), chegamos aos demais autoestados ( Eg. (3.8)).

(b) Método analitico, que consiste em resolver diretamente equacdo diferencial associada a
ES. Levando-se em consideracdo a normalizacdo de estados ligados, as autofuncbes

normalizadas (¢,, (v)) sdo identificadas em termos dos polinémios de Hermite

P (y) = e " 12H, (y). (3.10)

1
Vrl/z 2n nl

Voltemos agora para o problema da resolugdo da ES de um OMDP. Tomando a =

y = a e B = 2b, podemos reescrever o operador energia cinética como

T = %m“(x) p m?2(x) p m*(x), (3.11)

com a nova relacdo de vinculo a + b = —1/2. Seja H, a hamiltoniana quéantica de um sistema

qualquer dado por

Hy = — < ma(0) Lm0 ()L ma ) + 1, () (3.12)
@ 2 dx dx ar=a '
podemos novamente fatora-la na forma

H,=A} A; + =, (3.13)

utilizando agora os seguintes operadores auto-adjuntos



26

A = %mb(x)%ma(x) + W, (x), (3.14a)
4t = e L 14b
a = _ﬁm (x)am (x) + W, (x), (3.14b)

sendo a funcdo W,(x) denominada de superpotencial. As Egs. (3.14) podem ainda ser

reescritas na forma

A = ﬁ [% + a[lnm(x)]’] W, (), (3.15a)
At = —ﬁ [j—x + b[lnm(x)]’] + W, (). (3.15h)

De que forma V,(x) esté relacionado com W, (x)? Seja f(x) uma funcéo arbitréria,

utilizando a Eq. (3.12) obtemos

1 d d
Haf = —Emaamﬂ’ama + V;;(x)]f(x)
= —%{m‘lf” —-m7?m' f' +a[m?m" — (a+2)(m'")> m3|f} +
S (3.16)

Por outro lado, utilizando a Eq. (3.13) obtemos

Hof =42 47 43| r )

J— 1 -1 n 1 -2 Il 1 2 -3 "2 1 4a+1 _§ ,

=—gm f +§m m'f +f{§am (m') +—§( > >m Zm Wa}+
1 —2. 11 1 ! 1 2 -3 "2 1

+f{—§am m —ﬁWam 24+ WS +am=>(m') +§} (3.17)

Comparando as Egs. (3.16) e (3.17), obtemos a seguinte expressdo para V,(x) em

termo s de W, (x)
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Va(x) =

1 I(4a +1)
oL 2

V2m(x)

W,()[Inm(x)] — Wa’(x)l + W2(x) +% : (3.18)

Nao é dificil mostrar que a relagdo de comutacéo entre A; e A% é dada por

o ’L , fat+1y 1 df 1 ,
(A7 481 = | Wa(x)+( - )de{m [lnm(x)]}. (3.19)

Impondo que [A; ,Af] = 1, obtemos que W, (x) é expresso por

1(r* 4da+1\ 1 ,
Wa(x)=ﬁ{f Jmo) dy+X0—( - )W[lnm(x)]}. (3.20)

Substituindo a Eq. (3.20) na Eq. (3.18) chegamos a seguinte expressao para V, (x)

1/~ ? lgda+1y 1 d 1 ,
Va(X)=§<f vm(y)dy+Xo) +§( 2 )Wa{m [lnm(x)]}—

1[rd4a+1\ 1 T

_EK 4 ),/m(x)[lnm(x)]l' 320

14

onde ' significa derivada com respeito a x.
Observe que para que haja concordancia entre as expressoes classica e quantica de
7, (x), devemos escolher a = —1/4. Dessa forma, a hamiltoniana quéntica do sistema é dada

por

1
H_1/4(x, p) = Ai1/4 AZy/y t 2

1 1 d 1 d 1

X 2
- (x)+%<f mdy+Xo>. (3.22)

_Ei/m(x)a\/m(x)a‘L m

Analogamente a questdo do OMC quantico, as propriedades de Ai1/4 e AZ1/4

garantem que
AZ1/4ho(x) =0, (3.23)



A:1/41/Jn(x) = Vn i, (x),
Af1/41,l)n(x) =vVn+ 1¢Yp1(x),

1
Pn(x) = ﬁ (At1/4)n PYo(x),

com a equagdo de autovalores e autofuncdes de H_, 4 (x, p) sendo expressa por
H—1/4(x» p)lpn(x) = Enlpn(x);

onde E, =n+1/2.
A TCP consiste em considerarmos as seguintes substitui¢bes na Eq. (3.27)

X=X(x) =j vm(y) dy,
Pn () = Ym(x) &X ()],
reduzindo-a a expressao

1d&,(X)
2 dx?

1
+ 5 (X + X0) §(X) = Enén(X),

28

(3.24)
(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

ou seja, a equacdo de autovalores do oscilador harmbnico com massa constante deslocado de

—Xo, cujas solugbes sdo bastante conhecidas. Logo, as autofuncbes de H_;,,(x,p) seréo

dadas por

. [ 1/ (% ’
Yp(x) = Vm(x) exp _EU vm(y) dy+Xo>

1
Vrl/z 2n !
x .
X H, U Jmy) dy + X, | .

(3.31)

Estas soluges satisfazem automaticamente a seguinte condicdo de normalizagéo



29

f GO dx = f Jm Ifn(X)IZ—dX
- f JI@ & O

dX = f|§n(X)|2dX =1. (3.32)

\/m(x)

3.2 Informacéo de Fisher

A informacdo de Fisher de um observavel unidimensional 6 (¢ R) com uma
densidade de probabilidade P (8) é dada por [39]

[d nP@O)]
Fy = :P(e) — | a>o0. (3.33)

Assim, a informacdo de Fisher da posicdo de um sistema quantico, cuja densidade de

probabilidade no espaco das posicdes é P (x)=[y,, (x, t)|?, sera

r= | |¢n<x,t>|2[dl"'l”gf’”'zl x = [ o i ) [ T L 2Ll P

ou seja,

PLot) (o]

U, (x,t) N Wi (x, ©) [, (x, t)|“dx. (3.34)

F, = 4--[1/),*1'(36, O Wi (x, £) dx + ”
Da mesma maneira, a informacéo de Fisher para 0 momento sera dada por

dn(p,t) ¢y (p,t) 2 ,
¢n(p,t)_¢;;(p,t)l [6n (P, O dp, (3.35)

B=4[ o0 dmod+ | l

onde ¢ (p, t) é a transformada de Fourier de ¥ (p, t), ou seja

o(p,t) = f e~ X/ (x,t) dx. (3.36)

1
(2nh)1?
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A informagéo de Fisher e os desvios padrdo de posicdo e momento de osciladores

harmonicos estdo relacionadas pela chamada inequacao de Cramer-Rao [40, 41], dada por

1 1

>ar 0 B ey (3.37)

3.3 Entropia de Shannon

A entropia de Shannon de um observavel unidimensional & com uma densidade de
probabilidade P (6) é dada pela Ref. [42]

Sp = — f P(0) InP(6) d6. (3.38)

Assim, as entropias de Shannon no espaco da posicdo e do momento séo,

respectivamente

Se=— f (s 12 Il Cx, )P, (339)

S, = f |6, D1 Inlpn(p, O)12 dp. (3.40)

A partir de S, e S, a seguinte relacdo de incerteza entropica [43, 44] pode ser

estabelecida
S§=5:+5=20+Inmn), (3.41)

que € valida para problemas unidimensionais.

3.4 Sistema com massa m™W (x) = my(x* + 21?)

De acordo com a Eqg. (3.31), os estados estacionarios para esse especifico sistema séo

Ymo(x2 + 22) exp(—iE,t)

1
(€]

) = ————
Yn (0 0) Vrl/2 2n i
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exp [~ g/ + 7+ 220 [2 (3 + V5T )| - 2tz |

x H, E (x Va2 + 22+ 22 In |2 (x + a2 + 22)| - 22 ln(ZA))]. (3.42)

Como o principio de incerteza € minimo para o estado fundamental, vamos considerar
apenas a funcdo de onda para n = 0 a fim de obtermos as informacdes de Fisher e entropias

de Shannon. Neste caso

P (x,t) = 4/@%;9(4%6

X exp [—%{x\/ x>+ A%+ A%ln [2 (x +VxZ+ /12)] — A% ln(Z)l)}z]. (3.43)

As Figs. 5(a)-(b) mostram as densidades de probabilidade no espago da posicéo

2 2
PP () = |1/)(§1)(x)| e do momento PV (p) = |¢§1)(p)| para A=0,1= 02 e 1 =04,
2
enquanto as Figs. 6(a)-(b) mostram as mesmas quantidades, 730(1) (x) = |1/)(§1)(x)| e

2
PO) = [9°@)|  parai =06, 1= 08e1=1.

Nas Figs. 7(a)-(b) mostramos a variagdo das incertezas na posi¢ao (Ax(()l)) e no

momentum (Apél)) em funcdo do pardmetro A. Ao aumentarmos A, observamos que Ax(()l)

diminui. Podemos entender este resultado a partir da variacao de 730(1) (x) mostrada nas Figs.

5(a) e 6(a). Observamos que a largura de ?0(1)(x) diminui, o que torna a particula mais

localizada a medida em que A aumenta, diminuindo a incerteza na posicdo. Nesse cenario

deviamos esperar que a incerteza para 0 momento, Ap(()l), aumentasse. Entretanto, observamos

da Fig. 7(b) que a medida em que A aumenta, Apél) diminui no intervalo 0 < 1 < 0,6, ao
invés de aumentar como esperado. Para 1 > 0,6, Apél) sempre aumenta.

Nas Figs. 8(a)-(b) mostramos o comportamento de Fx(l) e Fp(l), respectivamente, com
relacdo ao parametro A. Observamos que Fx(l) diminui no intervalo 0 < A < 0,6 e aumenta a

partir de A = 0,6, enquanto que Fp(l) s0 diminui com o aumento de A. Infelizmente, o

significado deste resultado ndo pode ser obtido uma vez que ndo hd uma relacdo bem definida

entre as informacOes de Fisher e os desvios padréo (veja as Figs. 7(a)-(b)) deste sistema,
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contudo, vemos nas Figs. 9(a)-(b) que a inequacdo de Cramer-Rao, Eq. (3.37), continua sendo

respeitada.

Obtemos nas Figs. 10(a)-(c) o comportamento de Sf) e Sz(,l), respectivamente, com
relacdo ao parametro A. Observamos que, no intervalo de 0 < 1 < 0,4, S,El) aumenta ao passo
que SI(,” diminui com o aumento de A. J& para o intervalo 0,5 <A <1, a medida que A
aumenta, constatamos que S,El)diminui enquanto que Sz(,l) aumenta. Para entendermos esses
resultados, consideremos, mais uma vez, 0 comportamento de Po(l)(x) com relagcdo ao

parametro A mostrado nas Figs. 5(a) e 6(a). Observamos que, no intervalo 0 <1< 1,0, a

dispersdo nos valores de posicdo da particula torna-se menos deformada na origem e sua
largura mais estreita. Como 730(1) (x) torna-se mais localizado com o aumento de A, é razoavel
supor que 0s comportamentos de S,El) e SI(,D observados no intervalo 0 < A1 < 0,5, sejam por
causa da deformacdo que ocorre em .’Po(l) (x) para pontos proximos da origem. Para A > 0,5,

0S comportamentos de S,El) e Sf,l) correspondem aqueles esperados quando ocorre uma
diminuicdo na dispersdo da posi¢do, ou seja, a incerteza com relacdo a posicao (SJED) da

particula diminui enquanto a incerteza com rela¢do ao seu momento (Sf,l)) aumenta.
Observamos que, no intervalo de 0 <A1 <0,6, os detalhes das deformacbes de

?0(1)(35) ndo sdo percebidos pela incerteza Axél) (veja a Fig. 7(a)). Isso ocorre porque 0

desvio padrédo Axél) depende do comportamento do integrando xz?o(l)(x), ja que o valor

esperado da posicdo é nulo ({(x) = 0). Vemos que xz?o(l) é sempre nulo na origem, o que

torna Axél) incapaz de detectar o efeito que as deformacfes tém sobre as densidades de

probabilidade P (x).

€Y

o '+ a incerteza Apél) percebe as deformacbes. Da mesma

Mas, ao contrario de Ax

maneira que Axél), 0 desvio padrdo Apél) depende do integrando pz?o(l) (p). A diferenca esta

no fato que as deformacdes de 730(1) (p) nédo se encontram em p = 0, mas sim nas regides

—35<p<-15e1.5<p < 3.5 (vejaas Figs. 5(b) e 6(b)). Assim, como nas entropias de
Shannon, atribuimos o comportamento ndo usual de Apél), no intervalo 0 < 1 < 0,6, a essas
deformacgdes. A partir de A > 0,6 as deformacdes em ?0(1) (p) desaparecem e o

comportamento de Ap(()l) passa a concordar com o que é esperado quando Axél) diminui.
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Fig. 5. Densidades de probabilidade no espago da posigio P (x) = |1p(§1)(x)|2 e do momento 2 (p) =

2
|¢él)(p)| para A = 0 (linha grossa), A = 0,2 (linha pontilhada) e A = 0,4 (linha fina). Nos calculos
consideramos my = 1.

Fig. 6. Densidades de probabilidade no espago da posicao P (x) = [ (x)|2 e do momento P (p) =

2
|¢(§1)(p)| para A = 0,6 (linha grossa), A = 0,8 (linha pontilhada) e 4 = 1 (linha fina). Nos calculos
consideramos my = 1.
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Fig. 7. Dependéncia dos desvios-padrao (a) Axél), (b) Apf,l)e com relacdo ao parametro A (m, = 1).
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Fig. 10. Dependéncia das entropias de Shannon (a) S,El) e (b) 5,5“ com relacdo ao pardmetro A (m, = 1).
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3.5 Sistema com massa m® (x) = my[sech?(Ax) + 1%]?

Para este sistema, 0s estados estacionarios sao

1
) _ N 2 272 i
a2 (x,t) = ey \/mo[sech (Ax) + A?]? exp(—iEp,t)

2 2 h(Ax) + sinh(Ax)]°
X exp [_ﬁcos’lz(lx)[sechz(/lx)+,12]2[ x cosh(Ax) + sinh( x)l ]

2 + A% + 22 cosh(21x)

A® x cosh(Ax) + sinh(Ax)
2+ A% + A2 cosh(21x)

X Hy,

;cosh()lx) [sech?(Ax) + A%] I ” (3.44)

Desta maneira, a funcao de onda para n = 0 sera

P (x, ) = 4\/% [sech?(Ax) + A%])2 exp(—iE,t)

AZ

2 22 x cosh(Ax) + sinh(1x)]°
2 2 212
— . 4
X exp[ cosh(Ax)[sech®(Ax) + 7] l 2+ 72 1 72 cosh(2I0) l (3.45)

As Figs. 11(a)-(b) mostram as fungdes de onda ¢(§2) (x) e densidades de probabilidade
s @) | @) | _ _ _
no espaco da posicdo P, = |y,~ (x)| parai=0,1,1= 0,7e1=1.
Nas Figs. 12(a)-(b) mostramos o comportamento de Fx(z) e Fp(z), respectivamente, com

~ A 2 2
relacdo ao parametro A. Observamos que Fx( ) cresce, enquanto Fp( ) decresce com 0 aumento

de A. O significado deste resultado pode ser mais bem entendido quando olhamos mais
atentamente para Ax(()z) e Apéz), nas Figs. 13(a)-(b), respectivamente. Assim procedendo,
constatamos que esse oscilador satisfaz a igualdade na inequacdo de Cramer-Rao, Eg. (3.37):
F. = 1/(4x)? E, = 1/(4p)? e AxAp = (F,.F,)~*/?. De acordo com as Figs. 13(a)-(b), Axéz)

decresce enquanto Ap(()z) cresce com o0 aumento de A, ou seja, @ medida que A aumenta, a

precisdo em prever a localizacdo da particula aumenta ao passo que a precisao em prever 0

seu momento diminui.
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Como podemos ver nas Figs. 13(a)-(b), Axéz) = Apéz) = 0,707 e Axéz)Apf)z) =0,5
para A = 0, 0 que é o esperado de um OMC quéantico. Com o aumento de 4, Ax(()z) < 0,707,
2P > 0,707 e AxPap$? > 0,5.

Obtemos na Fig. 14(a)-(c) o comportamento de SJEZ), 5152) e S@, respectivamente,

com relagéo ao parametro A. Observamos que S,(CZ) diminui ao passo que Sz(,z) aumenta com o
aumento de A, mostrando mais uma vez que a incerteza com relacdo a posicao da particula
diminui enquanto a incerteza com relacdo ao seu momento aumenta, ou seja, a informacao
com relacdo a posicdo aumenta ao passo que a informacdo com relagdo ao seu momento
diminui. Também mostramos que a entropia conjunta S cresce e decresce com o0 aumento

de A, no intervalo de 0 a 1, sempre respeitando o principio de incerteza entrépico (3.41).

(a)

2
Fig. 11. Fungdes de onda y{® (x) e densidades de probabilidade P* = |? (x)|” para 2 = 0,1 (linha grossa),
A = 0,7 (linha pontilhada) e A = 1 (linha fina). Nos calculos consideramos m, = 1.

(a) ; ; (b)
Tt / 20
f
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S| ]
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34
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Fig. 12. Dependéncia das informagdes de Fisher (a) Fx(z) e (b) Fp(z) com relacdo ao pardmetro A (m, = 1).
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Fig. 13. Dependéncia dos desvios-padrao (a) Axéz), (b) Apgz)e com relacdo ao parametro A (m, = 1).
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Fig. 14. Dependéncia das entropias de Shannon (a) S,Ez), (b) Sz(,z) e (c) S@ com relagio ao parametro A (m, =

1). A linha pontilhada corresponde a 1 + Inm.
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4 Conclusoes

Neste trabalho estudamos dos pontos de vista classico e quantico dois osciladores
harmonicos com massa dependente da posi¢do. Em particular, consideramos sistemas com
distribuicdes de massa m™® (x) = mqy(x? + 12) e m@ (x) = my[sech?(Ax) + A?]2.

Na parte classica, Capitulo 2, mostramos o procedimento de fatoracdo do hamiltoniano
que deve ser seguido quando estudamos sistemas com massa dependente da posicdo. Este
procedimento desenvolvido por Cruz y Cruz, Negro e Nieto [12, 13] consiste em decompor o
hamiltoniano em termos de duas variaveis a* e a~ que satisfazem a algebra de Heisenberg.
Admitindo que a decomposicdo possa ser feita tanto no OMDP quanto no OMC, vemos que a
correspondéncia entre os sistemas € dada pelas transformacdes canbnicas expressas pelas Egs.
(2.17) e (2.18).

Obtivemos as trajetorias no espaco de fase do sistema com m™®(x) a partir da Eq.
(2.21) para A = 0, 0,7 e 1,0. Observamos que para A = 0 as trajetorias de fase sdo deformadas
proximo & origem devido ao fato que m™ (x) - 0 quando x — 0. Para A # 0, a deformacéo
diminui e praticamente desaparece para A = 1,0. Mostramos assim que para sistemas nos
quais as solucbes das equacbes de Hamilton figuem muito complicadas ou ndo possamos
obté-las a partir das Egs. (2.19) e (2.20), a analise das trajetorias no espaco de fase fornece
uma boa descricdo da dinamica do sistema em consideracéo.

As trajetorias do sistema com m®) (x) foram obtidas da Eq. (2.25) para A = 0,1, 0,7 e
1,0. Observamos que o tipo de deformacéo presente no oscilador m™ (x) ndo aparece nesse
caso. No limite A — 0, o sistema se reduz a um OMC e as trajetdrias no espacgo de fase se
tornam circunferéncias concéntricas.

Na parte quéntica, Capitulo 3, desenvolvemos a teoria de algebra de operadores
juntamente a0 método da TCP para obtermos a funcdo de onda exata de um OMDP.
Utilizando a funcdo de onda, determinamos numericamente as informacGes de Fisher, as

entropias de Shannon e os desvios padréo para o estado fundamental.
Para o oscilador com m™(x), observamos que Fx(l) diminui no intervalo 0 <1 < 0,6

e aumenta a partir de A = 0,6, enquanto que Fp(l) s6 diminui com o aumento de A.

Infelizmente, o significado deste resultado ndo pode ser obtido uma vez que ndo ha uma

relagdo bem definida entre as informac0es de Fisher e os desvios padréo deste sistema.
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Observamos que ao aumentarmos A, Axél) diminui. Entretanto o comportamento de

Ap(()l), S,El) e Sél) € um pouco mais complexo. Se Axél) sempre diminui, Apél) deveria

sempre aumentar e S,(Cl) diminuir. Atribuimos o comportamento ndo usual de Ap((,l), S,El) e

S,El) no intervalo 0 < 1 < 0,6, as deformagfes que surgem nas densidades de probabilidade
500(1)(x) e 500(1)(;9) em funcdo da forma de m™ (x) considerada. Para A > 0,6, quando as
deformacgdes tornam-se menores e desaparecem, 0s comportamentos de Ap(()l), S,El) e S,Sl)
correspondem aqueles esperados quando Ax((,l) diminui.

Ja para o oscilador com m®(x), verificamos que as informagBes de Fisher e os

desvios padrdo encontram-se relacionadas pela igualdade na inequacdo de Cramer-Rao (Eqg.
3.37). Observamos que Fx(z) aumenta enquanto Fp(z) diminui com o0 aumento de A. Isto se deve
ao fato de V@ (x) se tornar cada vez mais fechado, diminuindo a dispersdo nos valores de

posicdo da particula (.’PO(Z) (x) se torna cada vez mais localizada, veja a Fig. 11(b)).
Consequentemente, & medida que A aumenta, a precisdao em prever a localiza¢do da particula
aumenta ao passo que a precisao em prever o0 seu momento diminui.

Constatamos que, para este Gltimo sistema, S,EZ) diminui enquanto Sz(,z) aumenta com o
aumento de 1. Este resultado também é consequéncia do comportamento de V@ (x). As Figs.

12(a)-(b) e 14(a)-(b), nos mostram que a entropia diminui (aumenta) quando a informacao

aumenta (diminui).
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