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Nesta Monografia apresentamos a demonstragao dos teoremas abaixo

enunciados.

Teorema I : (Hoffman-Osserman - Schoen, 198 |2]). Seja S uma superficie
completa, orientada de curvatura média constante emIR3. Se a
imagem de S pela aplicacao de Gauss situa—sé em um hemisfe-
rio aberto (fechado) entdo S & um plano (plano ou um cilindro

circular reto).

Teorema II: (Hoffman-Osserman-Schoen 198 [2]). Seja S uma superficie
completa, orientada em]R4 com vetor curvatura média paralelo
- . 4 . )
e nao nulo. Seja G(2JR') o Grassmanniano de 2-planos orienta

4
dos emRR representado pelo produto de esferas S, X S En-

1 2°
tao a imagem de S pela aplicagao de Causs tem a propriedade

de que nenhuma de suas projegoes sobre S, ou 32 pode situar -

1
-se em um hemisferio aberto; se alguma de suas projecoes si-
tua-se em um hemisfério fechado, entao S & um cilindro circu-

3 . 4 -
lar reto em algum R~ contido emIR , ou um produto de giricu~
los.
Na demonstracao dos teorema I e II, utilizamos a equagao AY =
2 ; - ~ . -

= = ,dY’ Y que caracteriza as fung¢oes harmonicas na esfera, onde Y e uma

funcao de uma superficie S na esfera e A & o operador de Laplace-Beltrami

sobre S. Utilizamos também um teorema de Hoffmann (2.2.49) o qual afirma

- . . 4
que "se S @ uma superficie completa, orientada emIRR com vetor curvatura

1
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meédia paralelo 2 m2o nulo e curvatura gaussiana K = 0 entao S € um cilin
. 3 4 -~ -
dro circular reto em 2lgum IR™ < IR, ou um produto de circulos. Tambem
recorremos ao Teorema de Uniformizacao de Koebe e a alguns fatos sobre
fungoes sub-harmonicas. Apesar disso tudo, o que realmente comclui a de-
monstragao dos teoremas I e II, na hipotese da superficie ser o disco, &
um resultado devido a (Fischer-Colbrier-Schoen) o qual garante que dada

uma métrica completa no disco, de curvatura gaussiana K, se a>1 e p>0,

entao a lmica solugao g da equagao Ag - aKg + pg =0 & g = 0.
Para abordar alguns aspectos histdoricos referentes aos teoremas
I e IT acima, observamos, em primeire lugar que um fato essencial com re-

o i . ~ o . ' n
lagao a aplicacao de Gauss de superficies minimas completas no espago R

ue se o conjunto dos planos tangentes a uma superficie minima completa
P

D\

suficientemente restrito, entao S e um plano. O primeiro resultado nes

m\

te sentido, provado pof Osserman em 1959 no artigo intitulado "Prova da
Conjectura de Nirenberg (Comm. Pure Appl. Math. 1lq, (1959), 229-232), foi
que se uma superficie minima completa S _— nao € um plano, entao suas
normais devem constituir um conjunto densc na esfera. Este resultado foi
estendido por Chern no artigo "Superficies Minimas em]Rn, (Diff. and Com-
binatory topology, Princenton University Press (1965)), para superficies
minimas em]R4 como produto de duas esferas. Em 1981, no artigo "A aplica
cao de Gauss de uma superficie minima completa nao plana nao pode omitir
7 pontos sobre a esfera (Ann. of Math. 113, (1981)), Frederico Xavier mos
trou que as normais a uma superficie minima completa S emIR3 podem omitir
nao mais que seis pontos. .

Considerando estes resultados para superficies minimas, o que
se poderia dizer de analogo para superficies completas de curvatura mé-
dia constante em]RB? Mais geralmente: O que se poderia dizer a respeito

. g 4
de superficies com vetor curvatura media paralelo emIR ? Os teoremas I e

IT acima, de uma certa forma, respondem a estas perguntas.
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Dividimos este trabalho em dois capitulos. No capitulo 1, damos
. . - - ) 3 - . . -

os preliminares sobre superficies emR”™ e superficies de Riemann sem mui-
tas demonstragoes uma vez que o assunto ja foi exaustivamente apresenta-

do em varios livreos. Ainda no capitulo 1 demonstramos o teorema I.
No capitulo 2, apresentamos alguns fatos basicos scbre a geome

: = 4 -~ .

tria de superficies emIR e por tratar—-se de um assunto nao muito  Vvisto

demonstramos quase tudo que & afirmado. Por uUltimo, encerramos o capitu-

lo com a demonstracao do teorema II, objetivo principal desta Monografia.




"1 - SUPERFICIES COMPLETAS EE]R3 COM CURVATURA MEDIA CONSTANTE

1.1 - Superficies e qgi

No que se segue, suporemos conhecidos alguns fatos relaciona-
dos com Variedades Riemannianas, Método do Referencial Movel, Espagos de
Recobrimento e Superficies de Riemann. Entretanto, algumas definigoes se
rao dadas e alguns teoremas serao enunciados a fim de dar maior clareza
aos resultados que pretendemos utilizar.

. r s : : s : ~
Sejam M e N duas variedades diferenciaveis de dimensao r e s
. . r 4 : ~ ; o .
respectivamente. Seja F:M ——> N uma aplicagao diferenciavel. Dizemos
que F e uma imersao se dF €& injetiva. Prova-se que para toda variedade

Zn-1 (Teore

2 Lo n 2 ~ : ; ~ n
diferenciavel M de dimensao n, existe uma imersao de M em R
ma de Whitney [1]). Consequentemente, as variedades diferenciaveis sao

todas Riemannianas, pois a partir da imersao F, podemos definir em Tp(bi)

(espaco tangente a M em p) a métrica.

<v, w> (p) =< de(v), de(w) >(F’p)) 5

\

para v,w em T (M).
P

Para nos, uma superficie S e uma Variedade Riemanniana de di-
mensao 2; S e dita orientavel se existir uma 2-forma diferenciavel dife
rente de zero em todos os seus pontos. Em particular, se a superficie

3 : — : - . : < eea ol

S @ R7, dizer que S e orientavel implica na existencia de um campo nor-
mal diferenciavel em todos os seus pontos. Uma superficie S e dita com-

pleta se todas as suas geodesicas forem definidas para todo t € R.

4
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Sejam S e S' duas superficies. Uma aplicagao F:§ —> §' & di

ta conforme se existe uma fungao A:S — R, X > 0, tal que -
|de(v)|='k(p)|v|, ¥ v e Tp(s) .

Se F @ um homeomorfismo conforme, dizemos que S e S' sao conformemente

equivalentes. Assim, quando dizemos que S e conformemente plana, estamos

afirmando que em cada ponto p de S, existe uma vizinhanga Ude p € S e
. 2 2

um homeomorfismo conforme F:U -—>R"~ sobre um aberto F(U) <« R. Desse

modo, X = (xl’XZ) sao coordenadas em termos das quais a metrica de S se

escreve

=Y

. d )

11 X X
9 1 d 2

Tais coordenadas sac chamadas parametros isotérmicos. Em (8], encontra-

mos uma demonstracao do seguinte

1.1.1 - Teorema: Para cada ponto p de uma superficie S existe um sistema

iS

de coordenadas isot@rmicas numa vizinhanga de p.

Seja S uma superficie e {Ql,lz} um referencial (campos ortonor

mais) local em & rom iL-formas duais W)W, respectivamente e l-forma de
conexao Wipe A fungao K dada poer
1ata2 dw,, = -Kw,Anw

1.2 12

chama-se Curvatura Gaussiana de S.
- - . - . o n
Seja S uma superficie. Considere uma 1mersao X:8—> R .
n>2 e suponha S com a metrica induzida por X. Neste caso, X torna-se
uma imersao isomatrica. Localmente X & um mergulho isométrico.  Portan-
> . n - ~
to, localmente, X(S) e uma sub-variedade de R . Vamos definir entao uma

- . n -~ . - n ol . .
superficie emR como sendo uma superficle imersa emR com a metrica 1in-

zida pela imersao.
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Seja S uma superficie emR". Seja % um referencial local em

R" tal que Li € tangente a S em p &£ S, definimos o campo de vetor curva-

tura media de S em p, Hp por

I ¢ .=
1.1.3 Hp=T z(v 21)

onde V denota a conexio de R'.

Estas definicoes de curvatura Gaussiana e curvatura media de
uma superficie S, serao utilizadas no capitulo II adiante. No presente
capitulo, vamos obter estas duas curvaturas, utilizaﬁdo um operador chama
do "Operador de Forma da Superficie". Por um momento iremos denotar  as
superficies por M e deixéremos a letra S para indicar Qoperador de forma
de M.

Sejg p um ponto de uma superficie M orientavel emiB?. Entao

para cada v € TP(M)’ seja
1.1.4 S (v) =-V U:
P v

onde U @ um campo vetorial normal e unitario numa vizinhanga de p em M.
Sp chama-se Operador de Forma de M em p (que se deriva de U). Observe que
a existencia de U e garantida pelo fato de M ser orientavel. Prova-se
que, [ﬁ], em cada ponto p de M, Sp e um operador linear simétrico.
Definiremos a aplicacao de Gauss de M c:]R? como sendo a apli-
~ P . 3
cagao que translada o vetor unitario normal a M em p para a origem de R .
Isto e, G =U_.
> (p) P .
iz ’
1.1.5 - Lema: O operador de forma Sp de M < IR™ e menos a derivada de sua

aplicagao normal de Gauss.

Prova: Seja v € Tp(M) e a:(-£,8) —> M tal que a(0) =p e

a'(0) = v. Entao ,



5 () == VU =~ Woa)' (t),, o =

- dUa' (0) = -du(v).
Como isto ocorre ¥ v € Tb(M) concluimos que

1:1:86 = S =-4dU
P

1.1.7 - Proposicao: Seja M uma superficie orientavel em]R3. Dado um re-
ferencial {Ql,ﬂz} em p € M, seja [S;] a matriz de
Sp com respeito a base {21,12}. Entao as curvatu-

ras Gaussiana e media de M em p € M, satisfazem.

K. = det Sp e H = —%f trago [Sp]

Prova: Seja {21,12} um referencial em p € M com l-formas duais W, e

w, e vamos calcular a matriz de Sp com respeito a base {21,22}

com o unitario normal U = 2.. Assim,

3
5(Ly) = ‘vzlzs = = wy ()8 = wg, (D8
S(ZZ) = *VQZQB = - w31(22)21 - w32(22)22

Portanto, a matriz de Sp relativa a {21,22} e dada por

2.) w. . (2,)

Y13v9 1352

1.1.8 S £

®@.) w, . (2,)

Wayg iy 23 g

De (1.1.8), det[sé] Wy () Wy (Ry) = (R) wya(R)) =

(w,, A w23) (21,22) =

13

- —'( WBZ)('Q'I"Q'Z)

Wig®

-d ¥y (11,22) .



Portanto,

1.1.9 - det SP - dwlz(ll,kz)
Seja z =% + in parametros isotérmicos em ﬁ €M de modo
que
1 9 ) i - ‘B
= s T 5 Tk
e AdE = vy Adn = W,
Podemos escrever
1.1.10 - Wig = ad& + bdn
Tomando a derivada exterior, obtemos
B ab da "
F.1:1l = dwl2 = (——a—é‘— T ) d€ A dn
_ 1 ( db da ) =
2\ ag an 0 1A ™2
A
Sendo K definida por dw12 =-K WA, temos que
_ 1 b da
1:1:12 = B & oy ( 3E 3N )
A
De (1.1.11),
_ ob da .
dw12(21’£2) = (“'g‘z— o B ) dé& n dn (Ql,ﬂz} =
1 ob Jda 3
| ob da
aREvAls ke b
ou seja, de (1.1.12) temos
bed sl = dwlz(ﬁl,lz) =~ K
Portanto,
4 — et[s | = du = - (-K) =K

d

on

)



Com pElcnloﬁ"i )s, a partir de (1.6) obtemos Hp = —%— trago [Sp].

Dado um referencial orientado B = {21,22} em p E M, decorre do
Lema 2 que o operador de forma de M em p, SP e (menos) a derivada da apli

cacao de Gauss de M (-dU).

1.1.15 - Lema: Seja Gp a aplicagao de Gauss de M em p, dada por Gp = Up.
Entao
1.1,16 ~ |dU|2 - 48 - 2K .

a b

Prova: Seja A = <. ‘> a matriz do operador de forma Sp com res-

(o d

peito a base B = {21,12}, da proposigao 3, temos

1:1:17 = H = —%—(a +d) e K =ad - bec .

Assim 4H2 = a2 + 2ad + d2 e 2K = 2ad - 2bc

logo,

1.1.18 W% - IR = a0 s e

Como S e simetrico, b = c. Segue-se entao que

2 2 2 2 2 2 2

4H° - 2K =a" +b" + " +4d° = e | du|

0 que prova o lema.
Voltemos agora para a superficie S. Uma aplicagao entre super-
ficies m:S —> S chama-se aplicacao de recobrimento, quando cada ponto

p E S, pertence a um aberto U contido em S tal que ﬂ—l(p) = U Vd e umd
o

reuniao de abertos Vu’ dois a dois disjuntos, tais que ﬂ/v & um homeomor

—~ a ~
fismo conforme sobre U. A superficie S chama-se recobrimento de S. Se S
e simplesmente conexa dizemos que S & o recobrimento universal de S e usa

mos S para indicar isto. Dentre as propriedades de S que sao verificadas

pelo seu recobrimento universal, queremos destacar as seguintes:
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) Seja ¥ a funcao M levantada a S, istoe, P =HOT. Se Ue
sub-harmonica, continua e limitada superiormente, entao § tambem

o e.

(ii) As aplicagoes de Gauss de S e de S possuem a mesma imagem.

Para uma demonstragao de (i) e (ii) veja [8]. Pode-se mostrar, [8} que
toda superficie possui um recobrimento universal Unico, no sentido de que

dois deles sao conformemente equivalentes.

1.1.19 - Definicao: Uma superficie de Riemann S & um espago de Hausdorff
separavel com uma familia {Ua’zu} de homeomorfismos

Z :U —> ¢ tais que
o’ o

1) {Ua} e uma cobertura de abertos para S e cada za(Ua) e aberto em
¢ .

e -1 N ,
z 2 (U N N :

(i1} 8 o) Za a(Ua UB) — ZB(UQ 'UB) e holomorfa

(iii) {Ua’za} e maximal com respeito a (i) e (ii).

Como a diferencial de £ = Z6 0 Z;l teﬁ determinante igual a |[£'] > O, te
mos que toda superficie de Riemann e orientavel.

Seja S uma superficie de Riemann e g , g duas metricas em S.
Dizemos que g e g sao conformemente equivalentes se g = A g, onde A &
uma fungao que nunca se anula. Temos entao que uma superficie de Riemann
e sempre uma variedade orientavel de dimensao dois com uma familia de me-

tricas conformemente equivalentes.

. -~ - . . —- " - - "

1.1.20 - Proposigao: Toda superficie orientavel S e uma superficie de
Riemann. Duas metricas em S definem uma mesma Su-—

perficie de Riemann se e sO se as metricas sao con-

formemente equivalentes.
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Prova: Seja {ﬂh,w&} uma familia de parametros isotérmicos em S. Comsi

1 S , o
dere wd o + iw, pertencendo a orientagao de S e tome

A familia {Ua’za} torna S uma superficie de Riemann.

Suponha que g e g sao metricas em S dando uma mesma estrutu~

ra de superficie de Riemann a S. Entao,
2 ~ < 2
g = A|dz| e g = Xlaz|

onde )\ e X sao fungoes que nunca se anulam. Logo,

o
]
>‘|>’2

o

e portanto as métricas_sgo conformemente equivalentes. Se g e g sao con
formemente equivalentes, ambas determinam uma mesma familia de parametros
isotermicos, logo uma mesma estrutura de superficie de Riemann em S,
o que demonstra a proposigao.

Mais adiante utilizaremos as‘superficies de Riemann simplesmente
conexas e faremos uso do seguinte teorema devido a Koebe cuja demonstra-

cdo pode ser encontrada em [8].

1.1.21 - Teorema de Uniformizagao de Koebe

Se S @ uma superficie de Riemann simplesmente conexd;

entao S e conformemente equivalente ao plano comple-

xo €, ao disco unitario |Z| <1 ou a esfera de Riemann.
Seja f:S —> §' diferenciavel, onde as metricas em S e 5" sao

dados, respectivamente por

B = Azldzlz e 3" = uzldwlz

em termos dos parametros isoteérmicos z e w = f(z) em S e S' respectivamen




B

- 4
1.1.22 - T(F) = —)‘—2- [wz? + 2(log u)w v, WE].

Dizemos que f @ harmonica se T(f) = 0.
E claro que 0 campo de tensao T(f) de f pode ser visto de varias
maneiras. Por exemplo, se S e S' sao superficies imersas, T{(f) podé ser

caracterizado por

1.1.23 - T(f) = projecao sobre T (8') de Af

o)

p € S. Aqui, A denota o operador Laplaciano. Veja Lemaire, L. [i],(11.2).

| Assim, dizer que f:S —> S' e harmanica signfica dizer éue Af &
normal a S'. Em particular, quando f:S —> R, dizemos que f & harmonica
se Af = 0 e sub-harmonica se Af > 0. Neste contexto temos o '"principio
do maximo" fsj, o qual afirmar que se f:S —>R e sub-harmonica e limi-
tada superiormente e S & parabolica, entao f & constante.

No capitulo 2 vamos utilizar fortemente o fato de que a aplica -
cdo de Gauss de uma superficie S imersa comvetor curvatura média paralelo
e harmonica. Um teorema de Ruth, E.A..e Vilns, J. [8] relaciona o campo
de tensao da aplicacao de Gauss G de 'S com o vetor curvatura media de

S, afirmando que
11264 = 7{(G) = VH

Assim, H paralelo implica T(G) = 0. Logo G & harmonica. No caso parti-
= - . 3 : . e
cular em que S e uma superficie em R™, H constante implica G harmonica.
Ainda relacionado com o operador Laplaciano, temos um resultado devido a
Schoen, R. e Fischer-Colbrier, D. cuja demonstragao encontra-se em [é] e

que usaremos no proximo paragrafo.

. 2 2 2. ;
1.1.25 - Lema: Seja ds = AIle uma metrica completa no disco M . Se

a>1eP e uma funcao nao negativa, entao a unica solugao

g da equacgao
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= Ag-aKg+Pg=0

&

- b

e g =0, onde K denota a curvatura gaussiana do disco.
Nas demonstracoes dos teoremas I e II utilizaremos fundamental -

mente a equagao

-1 2 '
1.1.26 - Ay = —3 lay|%y

r

: : ~ o~ v i n
que caracteriza as aplicagoes harmonicas de uma superficie S emR na es-
s n
fera de raio r emIR , a qual passamos a estabelecer.

= = - . n=l
Seja y:S —> S" 1(r) = R" harmonica. Logo Ay & normal a S  (r)

ou equivalentemente
1.1.27 ~ Ay =h vy ,

para alguma funcao h sobre S. Seja z =x + i y parametr® conforme lo-

2 - . )
cal sobre S. Como <y,y > = r (onde '< , >" e o produto intermo de ﬁRn)

temos
<3y/az,y>_0.
Logo,
g 3y @
1.1.28 - £ Y y ¥ > L ~—2L-,-—%}-> =0 .
3z93z . 3z oz
Mas com calculos imediatos obtemos
B ay oy ! 2
1.1.29 S oy = ® = ldy|~.
3 1
Por outro lado, y— = —— Ay. De modo que . :
dzdz 4
82
1.1.30 - - Ay = 4 =X
9z92
De (1.1.28), temos que
2 |
3 ‘
1,191 - < —L,y > =< g}z’-a%‘> |
dzdz oz ‘
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Portanto, u;aﬁﬂo (1.1.30), (1.1.31) e (1.1.29), obtemos
1.1.32 - <by,y>=-layl?.
De (1.1.27) temos
1.1.33 - <Ay , y>= h|y|2'=h = .
Comparando (1.1.33) e (1.1.32), obtemos
i = - ldyfz , isto € B v g |dy|
substituindo este valor de h em (1.1.27), obtemos
Ay = ——}2— layl%y

9

o que estabelece (1.1.26).

1.2 - Superficies Completas EE!!gz com Curvatura Media Constante

Este paragrafo constitue o fechamento do Capitulo I. Nele usa-
mos todo o material do paragrafo precedente para dar uma demonstracao do

seguinte teorema que passamos a enunciar.

1.2.1 - Teorema I: (Hoffman , Osserman, Schoen). Seja S uma superficie
completa orientada de curvatura media constante em R~.
Se a imagem de S sob a aplicagao de Gauss situa-se eé
um hemisferio aberto, entao S € um plano. Se a imagem

de S sob a aplicagao de Gauss situa-se emumhemisfério

fechado, entao S @ um plano ou um cilindro circular ]

(o
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Prova: Seja S o recobrimento universal de S. Por (1.1.21), existem

exatamente tres possibilidades.

-~

Caso 1: S @ conformemente equivalente a esfera. Esta possibilidade e
claramente impossivel, uma vez que a imagem de uma esfera confor

me pela aplicacao de Gauss é a esfera.

Caso 2: S @ conformemente equivalente ao plano. Neste caso tomamos a
aplicacao V do plano na esfera unitaria, satisfazendo a equa-
gao (1.1.26) que nesse caso toma a forma

2

1.2.2 - Av = - |dv|v

Vamos supor que a imagem de S por V situa-se no hemisfério infe-

rior, logo, -1 §_v3 < 0. De (1.2.2) temos

2
1.2.3 - fly m: = ldv| 2

Segue-se que Va e subharmonica. Como v, e limitada superiormente, pelo

principio do maximo, v3 e constante. Portanto a imagem de S situa-se so-
bre um circulo na esfera. Se Vg € uma constante nao nula, concluimos de

2 » =
(1.2.3) que !dvi = 0. Logo V e constante. Portanto S e um plano. Se

V3 = 0, entao, o vetor vertical QB pertence a Tp(S), ¥ p e S. Isto im-
plica que por cada ponto de S passa uma reta paralela a,QB toda contida
em S. Portanto S & um cilindro sobre uma curva plana e como S tem curva-
tura media constante, esta curva plana e um circulo ou uma reta implican-

do que S e um plano ou um cilindro circular reto.

Caso 3: S e conformemente equivalente ao disco unitario. Novamente usa-
mos a equagao (1.2.2), agora junto com (1.1.16) e temos que V3
satisfaz a equagao

Av3 - ZK\)3 + 4H2v3 = 0
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Vamos supor tambem que a imagem de S situa-se no hemisferio inferior, lo-

go -1 <v, <0 e por (1.2.3) Vg € subharmonica e pelo principio do maxi

3

mo € constante. Se VB = 0 em qualquer ponto interior, Vq = 0. Mas como

vimos no caso 2, isto significaria que S @ um plano ou um cilindro circu-

~

lar reto forcando S a ser o plano e nao o disco. Portanto concluimos que

Vg e estritamente negativa. Mas por (1.1.25), nao existe solugao negati-

va de (1.2.4). Isto completa a prova do teorema.




2 - SUPERFICIES COMPLETAS EM Rl. COM VETOR

CURVATURA MEDTIA PARALELO

o n
2.1 - Superficies em R
. n . ; - n
Seja G(2,R") o Grassmanniano de dois planos orientados em R .
. L . n ; ~
Aqui, um 2-plano em R e um subespago vetorial de R de dimensao 2. Ins-
pirado na definigao classica da Aplicagao Normal de Gauss, de uma super-
- 3 2 -3 :
ficie emR™, a qual, toma valores na esfera S o R”, obtemos a aplica-
-~ . - - n
¢ao de Gauss Generalizada de uma superficie emIR tomando valcres no Grass
. n . : . .
manniano G(2,R). Ainda nesta monografia, teremos oportunidade de defi-
nir esta aplicagao. No momento, estamos interessados em dar um modelo pa
n . E_ .
ra G(2,R). Para este modelo foi tomado a quadrica Qn—Z no espago proje-
; n=1 " G : n
tivo CP . Queremos observar primeiro que o Grassmanniano, G(2,R"), tem
uma orientagao natural induzida de uma estrutura complexa definida do se-
. n .
guinte modo: Dado um 2-plano m — R, seja {A,B} uma base ortonormal
ordenada de T: a ordem dependendo da orientagao. O vetor complexo W=A+iB
. n .
assocla, naturalmente, um pontode€ ao plano 7. Considere outra base
{A",B'} de m. Novamente, o vetor complexo W' = A' + iB' associa um ponto
n " n . ~ ; ~
de € ao plano m. Vamos definir em £ a seguinte relagao de equivalencia:
; n ; . . ~ : i
Dois pontos de €, W = X + 1Y e W' = X' + 1iY' estarao relacionados se,
e somente se os conjuntos {X,Y} e {X',Y'} geram o mesmo plano. Em re-

sumo .
W~W <= {X,Y}] e {xX',Y'}

o s B .
geram o mesmo subespaco. Definimos agora CP como sendo O conjunto

quociente

17
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Assim, se {X,Y} @ uma base ortonormal de um 2-plano orientado T euﬂRn, o

. . - . : n-l
X + 1Y associa o 2-plano T a um unico ponto de CP

vetor complexo Z
A ortogonalidade do par X,Y implica que o ponto assim obtido satisfaz a
equacao

n
2.1.1 - ) 22 =0

k=1 .

n-1

que define a quadrica Qo < cp Agora & facil verificar que a

aplicagao
n
G(2,R") ——> Qn-Z

m —> 2

e uma bijegao, consequentemente podemos identificar Q,_, em G(Z,Imn) como
queriamos. Observe que dado um ponto 2 € Qn—2 e Zk =a, + ibk, os veto

res reais A = (a .,an) e B = (bl,...,bn)

s . ;
L2=22 satisfazem

2.1.2 - o] = |B] , A.B =0,

onde "." denota o produto interno canonico de R". Além disso, vemos que
(2.1.1) e (2.1.2) sao equivalentes no sentido de que representem o mesmo
conjunto de vetores. Por outro lado, A e B nao podem ser nulos pois sao
coordenadas homogeneas (zl,zz,...,zn) de um ponto em GPn_l.

Seja So uma superficie de Riemann e X:So —>R" tal que ;
[AXp(v)| =2 ||vl| , para todo v € Tp(So), || ]] proveniente de  uma
métrica em S, compativel com a estrutura conforme de s, e | | relativa
2 métrica induzida de R". Definimos uma superficie S em R como sendo o
sistema (SO,X). Se z =£& + in e um parametro local sobre SO L e se

~ n . - £ s
(Xl’XZ""’xn) sao coordendas em IR, a superficie S e definida localmente

por




- -

2.1.3 — T (x, @),%,(2),...,x_(2))

e a conformidade da aplicagao X implica que

5 10 |_3L‘|_3X_‘Fo o OX X _ g
I 9& an 14 on
> 0X oX
Dai, o plano tangente a S gerado por { S » } corresponde ao ponto
n
2:ds3 = [ 2k . i 21 ]
9 an

da quadrica Qn~2'
A aplicagao de Gauss de S e a aplicagao G:S —> Q,_,» definida

localmente por

BX
an

2.1.6 - | G(p)>=[—g‘)§“‘(P) v i 0] .

Usando as derivadas complexas

5.9 9 »  _ L (3f _; Bf, Bf _ 1 0f . Bf,

3z LY an 8z 27 5g an

podemos escrever a aplicagao de Gauss na forma

)¢
— ]
oz

2.1.8 - G(z) = 2[

Por razoes historicas, trabalhamos com a conjugada complexa desta aplica-

gao:

2.1.9 - G(z) = 2[

ai(_:l=[ax_iax]:
dz o an

cuja imagem tambem situa-se em 0 g -

Em termos dos parametros isotérmicos z = § + in e da imersao X

decorre de (1.4) que a metrica induzida por X se escrever

2
as” = = dz|?
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Ou seja:
2.1.10.= : d52 - )\zldzl2 .
com 22| 2% . _ |9 x|2 _ 2] ax |2

o0& on | | 3z

= - ; . N 2 2 2 e .
Se V e a derivada covariante de R e ds = A [dzl , a metrica 1in-
duzida, em termos dos parametros isotermicos z = & + in em So temos por defi

nicao, que

1,0X 1,9X N
_ s=r) =)
w--L(7 XOE .5 xom
19X, 13X,
A og A on

conforme (1.1.3).

Do fato de X ser conforme, temos que

) X . X _ X . X
8 o & 3n an
. X X

o o8 T T

Derivando os dois membros de (i) em relacao a £ e dividinde ambos por 2, ob-

temos
2 2
. 3% ax a%x  ax .
(i.1) G“-jz o ) YT —Tﬂ?_) =0

Derivando (ii) com relagao a n, obtemos

2
.. 3 X oX X
(ll.l) (95371 . an ) + ( ag

. o X 2 X oX
(1.2/ ( 2 2 ) : gg = O



Com calculos identicos, chegamos a

2 2
(i1.2) (322 - & -o
‘ 1 on '
/ 3x X\ ¥
Escrevendo H = —l§~ Ve 9t + Y on e usando (1.2), (ii.2) obtemos
nZ | ox T e
. 3 an
2
. 1 3 X BZX
H = 2( 5 + 5 )
2\ o& an
Portanto,
. 4
2.1.11 - 2H =AX = ( —= ) X —
X2 ZZ

Uma aplicagao de SO em Qq_v pode ser representada localmente por ¢ ,

onde

5

¢ = (‘fl,‘fz,...,‘fn):so e T = {0}

e tal que ¢(So) = Qn_z; portanto,

LI 2
2.1.12 - Y Y ()" =0.
O I S
k=1
Logo,
2.1.13 - ‘%é‘ = Vo,

para alguma funcao Y:S —> €. Como a superficie e regular, Y nunca se anu-
o

la. De (2.1.11) e (2.1.13), obtemos

2
A H= X < = (i 0 = 1 b + 1 $
=X o= W d =V o+ U0
De modo que, usando (2.1.10), chegamos a
= l2 e :
2.1.14 - |6]° 0 8 = ¢ + (log V) ¢ , onde Y #0

Desejamos decompor (2.1.14) em suas componentes normal e tangente a

superficie. Para isso, necessitamos do
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d W=A+ iB, onde A e B satis-
Fa

Para qualquer

T. Para qualquer

ja

T P ¥ L~
Y =C + 1D . Entao
T <Y W TS

v = f\’ S W < Y, W W

5 4 el e s~ i + ~3 w
1 { 2
IERE) =
| W !N]

Prova:

se o plano 7 tem como base ortogonal o

conal de

17 1 n 1 ar 3 T —_— m rl =
] um r de R~ sobre m, onde T R, e da
da por

le A e B

vetor W = A + 1B, temos de (1.2) que
| 2 1,12 1 2 2
‘n - = ‘\ - pl - = -) | £ - = ) ’ B | =
W + | B 2|A] 2|B

i
o
2 ¢
-
=

o
+

+
-
>
l

-
o

(fx - lP‘) =
|v7] 4 12
W T W
| W | W
- N % =
_ X & Ko DD O > < L).'IS > nY —
= » oy e - - 5 B) =
\ | [B| [ B
| |
= + ;\u .
Aon+ ~io ar A - 1 1 ~ s I - T A ST at ar - - " B e
aAgora, vamos apilca O Lema 1.1 com W = 0 s I O plano tangente a nossa sSuper-—
il e r 4
filcie e I = O__ .
=
Z
™ : 1 e { y
Lscrevendo (2.1.12) na forma .0 = 0, obtemos
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Logo, por (2.1.15), te=mos que

.
=) = —— 9
2

= £y

Ou seja

2.1.16 - ()" =n¢, com
¢~ . ¢

2.1.17 - n =
6]

Se denotarmos por V, a componente ortogonal a T, temos

ar

3] = A o
¢ no .

V=g (e

Uma vez que H & ortogonal ao plano tangente 7, obtemos duas equagoes em fun-

gao das componentes tangente e normal, de (2.1.14), que serao usadas no para

grafo 2.

ial%
2.1.18 - lo|" v H =V
2.1.19 - (log ¥). = - n

Estabeleceremos em seguida uma formula para a curvatura Gaussiana K
de S que tambem usaremos mais adiante. Tomemos um referencial local {21, 22}
com l-formas duais 61 , B, respectivamente e l-forma de conexao Vg Em ter-
L i
2

- . e , s 2
mos dos parametros isotermicos 2z = & + in e da metrica ds = A idz] , temos

61 = Ad§ e 82 = xdn
tome 6O = 61 + 182 = ldz
Assim,
dd =dx A dz = —Xa.dz A dz
(i) { e
t df =di A dz = ), dzA dz




(8%
8]
l
[«F
(& &)
+
(=0
(a9
D
I
5
o
D
-+
=
~~
£
2
5 |
D
~—’
]
b
>
D
NS
|
e
z
-
D
]

Com calculos analogos, mostramos que

Por outro lado, podemos escrever

w., =Adz + Bdz .

Assim,

[ d6 = iX (Adz + BdZ)Adz = -i ABA dZ
(i1) )

{ d0 =-i) (Adz + BdZ) N dZ = -i A AN dz
Comparando (i) e (ii), obtemos

N o 3\
AZ -2
B = — e A = ——
1A 1)
Concluimos que
-z AZ § o
w = 1z + ——— dz =
1 2 1A 1A

Ou ainda,

w j.‘i -
Tomando a derivada exterior, obtemos
b -
-1 .
d(w1?> = ——|(log A) _dzAndZ + (log A) —dzndz | =
2 1 & = ZZ 2
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Por cutro lado, seado K definido por

dw12 = = K SlA 8

obtemos

o2 .

2.1.20 - K = 5 o
A ZZ

§ o = ) i : 4 .
No proximo paragrafo nos limitaremos a superficies emIR e utilizaremos a

curvatura normai KN gue passamos a definir.

%, um referencial orien-

; i 3 h
Seja S uma superficie imersa em R e & 9

1’

tado local em S com l~formas duais w. ,w

1V Dado um referencial 23,94 ori-

entado normal a S sejam Wy, W, as l-formas duais com l-forma de conexac
& -
= ( Vr R3).R4. Definimos a curvatura normal KN de S por:

_— _ .
2.1.21 KN dw34()’v1 . 9,2)

N 2 A 2. 4 . ~ . ot
Seja f:(M,ds’) —> (N,d0") uma aplicacao diferenciavel entre as

superficies M e N, onde

2 2 2|
£ :.:hI

10 {dz

(€20

12
|

[ h
(62}
]
>
[a]
N
(]

A densidade de energia de f, ((f) e seu campo de tensao, sao dados con-

forme (1.1.22) por

2.1.22 - 2(f) = —j—~ |ag]?

Observe que em coordenadas locais z =& + indeM e w=u+ iv de N,

com f(z) = w(z),df e representada pela matriz




e as nEtricas‘dsz B doz por A e p. Assim,

26

2
2 u Vi 2 T | 2
af]” = = ([u e | + .
’ i }\2 (l gl ! n’ > lvgl lvnl- )
Por outro lado,
W, = ug—ilﬂ) e WE‘= v +ivn
Logo,
2 uz ) 2
= sl (lor 1%
4612 = 25 w1+ Tl
Ou seja, podemos decompor L(f) do seguinte modo:
REE) = BT {E) + L7(F)
u 2 out 2.
onde LE) = 5 [wzf e 2rE) = ~—§'IWEJ
A A
. ’ = 2, s
Em particular, dado um dominio plano D « M, facamos N = S (r). Assim,
A=1 e yu= ~ 1 ~— e obtemos
r 2
l+lwl
12 : =
. 4 lfz, 4 iz fz
YA = — > T T2 5 7
2 . .
) (1+!f1! ) r (1+ f’ ) (L+[fl J
S ~ £ b=, 2
Se definirmos a fungao F por F = ———5— , teremos '(f) = —5 |F]
|
1+| £ r
I i
, 4 gl - .
De modo analogo, AL"(f) = 5 = 5~ € agora definimos a fungao F,
2
: (1+|£]%)
colocando
i
/i 2
o= —-—E~§— e obtemos ' (f) = E JFI -
1+|£] r
Definimos assim, as funcoes
£ ~ £
2.1.23 - F o= T e F = Y
1+]£] 1+|£]
S 2 1 .
Substituindo os valores A =1 e p = - 12 em (2.1.22) o campo
- 1+|f

de tensao T(f) 2oc
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2 -3
() = = . e - S
PR Y2z 0w e Yz
2f
( |
S 1 I
5 A
r(1+;f|2)
?WZWE _
= 4[@ e = 2 — J
VAVA 1+’f12

Como f(z) = w(z), tem-se equivalentemente

(3 £, £
L

1+ £]

T(E) = 4(f — - 2 -

No proximo paragrafo vamos utilizar as fungoes L, S, T que pa

wn

sa

mos a definir como segue:

f£f
2.1.24 - L =L(f) = f o= 2 g._fEL;;_
1+|f]7
Onde fz.# 0, introduzimos as fungoes
2.1.25 - s = s(f) = =L e
z
2.1.26 - T = T(F) = 95
oz
" . 2 ,
Observe que quando U = = temos
r(1+|£]%)
| 2 2 1 y 2 1. 12
L(f) = L ldf|” = 5 ) (g |7+ [£=]D)
2 r 2 ] z Z
IJ"FfI A
l [ 2
= (,Fl + ’bl )

Em particular, se r =

i
©
n

li

Fh
ot
1
=]
=]
)
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Mostraremos em seguida que !F' e iFl sao invariantes por rotacac da es

fera.

2.1.28 - Lema: Seja W = thvl transformacao linear fracionaria corres—

pondendo a uma rotagao da esfera de Riemann

aw + b (2 1,12
W= — » lalm + b7 =1,
a - bw
Entao as quantidades |[F! e |F| permanecem invariantes
quando trocamos a fungao w = f(z) pela fungao W=R|f(z)].

Prova: Derivando W relativamente a 3z , obtemos
We—
2
2.1.29 - e — i

Por outro lado, com calculos imediatos vemos que

W W ]E-- E&lz
z

1+ fwf 1+ ;‘w,z fa = By"

Como } =1, concluimos que
|

|

F(RIf(z) )= [F(£)] .

Isto demonstra o lema.

Corolario: Seja S uma superficie de Riemann e seja g:S —>- Sz(s) uma
uma aplicagac diferenciavel de S na esfera. Represente g, lo
calmente, em termos dos parametros isotérmicos z = g€ + in por
w = f(z), onde f toma valores no plano extendido. Entao as
fungoes associadas, |F| e |F|, definidas em (2.1.23), sao

diferenciaveis, inclusive nos pontos onde f = oo,
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Prova: GClarameate, |F| e |F| sao diferenciaveis nos pontos £ # =. Nu

ma vizinhanca do ponto onde f = «, faca uma rotagac do pento on

de f =, faca uma rotaggo da esfera R!fl preliminarmente, co-
locando ® num ponto finito e use a invariancia assegurada pelo

Lema.

2.2 - Superficies em igf

£

ot e 4 . e o
No nosso estudo das superficies em R vamos identificar o Grass-

. & 4 = 3
manniano de 2-planos emR ', G(2,R ), com a quadrica Q, & €P~, onde Q

2 2
& definida, como anteriormente, pela equagao
4
; v 2
(1) ) 2, = 0 .
k=1
Dado P = (21,22,23,24) em Q2’ 2, = a lbk, k =1,...,4, do

. . . 4 .
§ -1, obtemos A = (al,...,a ); B = (b1""’ba) em R tais que

Ja vimos em (§-1) que (i) e (ii) sao equivalentes no sentido de

que representam o mesmo conjunto, isto &, vetores A = (al,a2,a3 aé) e
3
B = (bl’bv""’b ) satisfazendo (ii) podem ser associados ao ponto
P = = = + 1 i - A =
2 (21,22,23,24) em Q2’ z, ay lbk e claramente, Z 2y 0.
. ) k=1
Novamente vamos usar a notagcao P = |Z|, para denotar o ponto em
3 4
CP~ correspondente ao ponto Z = (z.,...,za) em ¢ -{0kL

- 53 = . ;
Qutro fato basico concernente a Q, < CP e o seguinte. A apli

cagao kf de ¢ x ¢ dada por

i

2.2.1 - Lf(wl,wz) = (1+w1w2,i(l—w1w2,w1

—wz,—i(w1+w2)) s
7
a qual e holomorfa e injetiva, tem a propriedade de que E . = 0. Logo,

XS]




v toma valores ma quadrica Q,. Sobre HO(C xt),lf"l e dada por

z3+iza -z3+iz,‘
e e
2,.2.2 (21122,23,24) ——9-(w1,w2) = ( zl_izz . : v : ).

A aplicagao l()se estende holomorficamente de CPl X CPI sobre QZ' Consi-

3 . ..
dere CP” com a metrica de Fubini-Study, de curvatura holomorfa constante

igual a 2:
Iz dh - 2 dz, [
<k J
s’ = 2 3
2
2
RER
j=1
De | .(wl,w2 —> (l+w dz,l(l wlxz) Wy W, 1(wlfw2)) podemos escrever

2
ds em termos de w, e W, .

1 2
Temos
4 2 o
y !z.] = (l+w.w, )(l w W, ) + (i- )(—i+iw w,) +
L g 1 12
J=1
_ YOS STy o . - —v: \ =
+ (w1 wg)(wl Wo) * ( 1w, 1&2)(1w2+1\2)
. 2 ) |2
=2+2,w1’|wz! +2[w1§ +2'|WZ' B
12 (2
= 7_(1+F'.«715 ) + (1+-!w,)j J
‘ 9
Lod&auiy % g d dz, =z dz, | +
J<k i K J P4 | h L
+ |z dz, -z dz -

: o . 1 1
Assim, a metrica restrita a CP x ¢P se escreve

2!dw

1
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Concluimos que sob o ponto de vista metrico, Q2 pode ser visto como o pre

1 ).

5
duto de duas esferas de curvatura constante igual a 2, S“GmL—) X S?(
¥ Vi

: . : i 4 ; : ~
Seja S uma superficie orientada, imersa em R , cuja aplicacac de

Gauss e dada
G:S —Q
2
Escrevemos Q2 como produto de esferas

Q2 = Sl ¢ 82 ,.

onde cada S e uma esfera de raio —%~ . Denote por ™ a projecao de Q,
sobre Sk’ k=1,2. Usamos w, para parametrizar Sk’ onde Wy e dada por

(2.2.2). Entao, E.pode ser descrita, em termos do parametro conforme lo-

cal z sobre S, por um par de fungoes w, = fl(z), W, = fz(z). Podemos

entao escrever

[ @(2) ]

2.2.3 - G(z)

onde, por (2.2.1),

il

2.2.4 - o(z) = f (£, (2),£,(2))
B!

Introduzimos novamente as funcoes

(F,) . £,
2edsd = F. = - e F., = —
L 14, | L 4e,)?
i 1

Onde (fi)z.# 0, definimos, como antes,

2.2.6 - T, = [(£.) — - 2E.F. ] i=1,2



= = S - = :
2.2.7 — Eemac Seja S uma superficie imersa em R dada localmente pela
< ~ 4 . - ~
imersao conforme X:D —>R . Seja ¢ a aplicagao de Gauss
de S dada no sentido de (2.1.8) e (2.1.13). Considere as

fungoes n e V dadas por (2.1.17) a partir de ¢. Entao, pa

i0(z —
ra todo z € D, V(z) = & ( )R(z), onde R(z) e um vetor re-
al.
P il - . -1i0 - . o
Prova: Seja p = |Y|. Escreva Yy =p 2 , onde o e unicamente defini-

da modulo 27 e p # 0. De (2.1.18), temos

v= o2 Tm= 0% 0 2 %
ou seja,
v 210 fyln .
Sendo ]@lz !QEH um vetor real, o lema esta demonstrado.

= . ” — . . . 4 . .
2.2.8 - Lema: Seja S uma superficie orientada imersa em IR cuja aplica-

cao de Gauss e dada localmente por (2.2.4) via um par de

funcoes £, (2), fz(z), onde z & um parametro conforme lo-

cal sobre S. Entao

Prova: Vamos aplicar o lema 2.2.8 acima. Primeiro vamos expressar a

funcao

em termos das fuhgoes £, e f,, De (2.2.4) temos

2.2.10 - o = (£, ).

Por outro lado,




Temos tambem que
- = 2{(f1)5 f1l1+ £,0 |+ (£,) |1+ fl]

Usando (2.2.11), obtemos

¢ - ¢ (£, )E‘f ()= f
= ¥ = ou seja,
2 (e (2 »
] 1+]g, | L+
2.2.12 - n = f1 Fl i f2 F2

Defina agora, a fungao A(z) por

,) - = _-'— = 3 - _'T
2.2.13 & = (£,-F,, 1(£,+£), 45, 6, 1(1'f1f2))

Substituindo (2.2.4), (2.2.10) e (2.2.12) em (2.2.9) obtemos

2.2.14 - V=FA-FA:

0. Alem disso temos

i

De (2.2.13), é imediato que .A2

’2

2.2.15 - |al® 2(1+lf112)(1+lf212> = |¢
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é . Co; V.= (V s A
Logo, A nunca se anula Coloquemos V (Vl,Vz,V3 ) e A= (Al’ 2, 3° 4)

Observe que

-v = . 5 F—. T— . ‘[ =
vJ K (F,LAJ 2tj)(F1Ak fzkk)
= F 2A A + F. “AA -2 Re(F F.A A )
1 ik 2 %k v .
ER W PR N [F["a.a  |r. |%.A AR
1" 5% 1! 2% 1 L A ik
a 2 2 2 2 2
F, 2A.& F, %5.a |7 IZX‘A
T2 A5 2 Asfp  IFyl ALAL
= e + 1< 4 LX - 2Re (7
2 2 9 e (T,




= ’
2] 6 7V = = " = A b
y: .2.1'3 . = \ [ £ o AL J
) ) i
3 i < Ly 1o y
\iEq 3 L1
O € Je-— 5) £S5 7 6) » do fato d
= / > \&e &n d Y, c Gl Lat U d

9

)

et

~
I

~

4

/- ) \ \ ,
(2.2, z) 0 se, e
s S iy = § \
ou, equivalenter : f.(z) = 0.
, | ;
j = (D 9 ax o o ot b
v = (), (£4.2.8) e sfeita. A
e 1gual a funcao a S reals multi
" sempre que V(z) # 0 e equil 1L ent
/. /
na 4 X 4
l :

natri real. As componentes V.V
¢ 1 1 : A0 T 2 S
§ ae . « 10 q uce vV € K ¢
2.7 (|1 R F_ \ )
Clar , (2.2.8) 1implica (2.2.18).

g (2.2.8).
) 1 ~ »

y D( q oL e 1dl Y. °

- \ - -

i

q

ue




pois V%- : Vamos usar (2.2.16) para mostrar que (2.2.19) mao

¢ possivel. De (2.2.13) temos que

; - 2 2
2.2.20 - - Im AA) = lle - lfll
e
— 2 2
Im (A4 ) =1 -~ ]fl] lf2|
Portanto, (2.2.19) implica que
2.2.21 - ]fl(zo)] = sz(zo)l -1
De fato, de (2.2.19) temos
2 2
1,17 = 1g,1% = 0
2 2
L= g 1%16,17 =0
do que concluimos que [fll = lfzf =1

Por outro lado, usando (2,2.21) junto com (2.2.13) podemos escrever as

outras 4 equagoes de (2.2.19) na forma

[ Im (41A3) = 2 Im (£, + £,) =0

| Im (A\A ) =2 Re .(f3 - £.) = 0
2,2.29 - 1 wou &

‘ Im (A2A3) = -2 Re(f1 + f2) =0

A = b i - =

t Im (AZAn) 2 Lm(fz fl) 0
em zo. Mas (2.2.22) implica fl+f2 = fz—f1 = 0. 1Isto contradiz (2.2.2E98
Donde concluimos que (2.2.18) implica (2.2.8). Portanto, (2.2.,9) e
(2.2.18) sao equivalentes sempre que V(z) # 0. Isto conclui a prova do

Lema.

Observe que se compararmos ERAEIB) e (2.2.17), concluimos que




J2 vimos gee Se S & dada localmente por X(z), com z um parametro conforme

local, a metrica sobre S e da forma

2.2.24 - o - ledzlz
com
; 2
2.2.25 - G &
oz |
e tambem
) 4
2 - =
2.2.26 2 veo o,

para alguma fungao complexa Y. De (2.2.12) e (2.2.25) temos que

2 2
Z =20y o] = 2]ul? ol
Ou seja,
2 g 2 2 2
2.2.27 = A= alpltare 1D,
. . - . .~ . 2 =
Seja Jk o jacobiano da aplicagao de (S,ds ) em Sk’ na notacao do

§-1, k = 1,2. Entao na notagao (2.2.5) temos

2
2
asle 15" ¢ * et
Jk i )\2 |_l (fk)z! - I(tl)-l = )
5 - A 2
TR dr 17 = Ir dha+]g ]
A (l+ifkl )
Portanto,
) 4 .
= 1= _ |
2.2.28 - I, = ¥ (IF, | E L)

. e _4 .
2.2.29 - Teorema: Seja S uma superficie emR . A curvatura Gaussiana K

e a curvatura normal X de S, sao dadas pelas formulas

(a) K=J, +3




1.20), em termos dos parametros isotermicos.

225307 =

2
2 =2 2
(log A7) = kZl(lel - 17

F, com calculos diretos obtemos

[log1+]£] %)), =

=Fe+f T
Portanto,
2 _ =
2.2.31 - [log(1+]£| )]zz = (fF)_ + (£ F),
Por outro lado, por (2.1.19),
-n = (log V)~
Temos tambem que
. = ¥ &5 2
(FFXH=~CEF), *[F" - |7
Dai
. . ~12 2
2.2.32 - (fF)E—(fF)Z+|F| - |F|° .

Tomando o conjugado de (2.2.32) e substituindo em (2.2.31),

temos
2.2.33 - (1o (1+|f|2)] =2Re{(EFF )} + |€‘|2~ IF|
o & zZ z '
Por (2.1.19) e (2.2.12) temos
2.2.34 -

(log ]w|é2_= - 2 Re[( ¥iFl)z + ( féFz)Z] ’

éé;parando (2.1.20), vemos que (2.2.29-a) & equivalente a

Para provar (2.2.30), primeiro notamos que usando a definigao de

ob-
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Agora escreveremos g eds)y com £ = fl e f = f2, adicionamos

estas duas expressoes e entao adicionamos (2.2.34) para obter

' : ~ 2 2
[10stee, ya+lg, [Hl0l® ]z - AR - IR,

- 2
Portanto, [ 1log )\2]22. =3 (IFkIZ - iFkI ), provando (2.2.30).

Utilizaremos a definigao de Kn’ dada em (2.1.21), para provar (2.2.29-b).
Seja {21,22} um referencial dado por (2.2.24), podemos escrever

w.  em termos dos parametros isotérmicos &, n sobre S como

12

w = adf + bdn .

Seguindo os passos (1.1.10), (1.1.11) e (1.1.12}? obtemos K==—dw17(il,£2).

Em termos da aplicagao ¢ dada em (2.2.4), se colocarmos

2.2.35 = El - Rel@ . 57 _ l?we ,
| o] B |9l

com relagao aos parametros isotermicos w = u ¥ iv, sobre S temos que
ﬁl = ¢du e Gz = |¢|dv. Tomemos 6 = 61 + i§2 = |¢|dw. Assim, B=|0|dw.
Temos entao

( d0 = d|¢] A dw = -!¢‘a.dw A dw

@ |
]a d8 = dlo| A dw = |<bldeAdG

Por outro lado, usando as equagoes estruturais de S, obtemos

= e : dw — ATI N iy i (W N 7
do dw1 + 1dw2 W1 v, + L(w21 ul)
= -1 Voo /\(w1 + 1 w2)

Ou seja 0 =

I
1
=
o
£
it
[N
]
Q.
&
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3

ilé|Bdw A dw

- d8 = -i|¢|(adw + Bdw ) ndw
@ {e '

d® = i|¢|(Adw + Bdw ) ndw

il¢|Aadwa dw .

Comparando (:) e @E} , obtemos

|¢]w -lolw
A = e B=——
ilg] i]o]
Donde concluimos que
lolw lolw
W = e dW = e dw
1.2 . .
il¢] i]¢]
Ou ainda
. 1 -
2.2.36 - Wy =~ [(log l¢l)w dw - (log |¢l); dw:[.

Tomando a derivada exterior, obtemos

5 2 2 "
dWlZ =—-!q)|—2 (log I¢’ )w; le\ wz .

Portanto,

-2
| 6]

2
— (log ]¢’ >w§

2.2.37 = K =
, 2

Agora, se tomarmos ¢ - definida como ¢ em (2.2.4), mas com f2 trocado por

——— , entao os vetores

f2
L 4
~ Re ¢ Im ¢
2.2.38 = 9, = — L, =
3 I ¢ " o]
I

constituem um referencial orientado normal a S, com l-formas duais dadas

por

4
2.2.39 = Wy = ¢ |du




L0

1
(=0}
I
%
+*
P
%
joury
O
)]
Q
@|
]
k3
I
=
2

3 4 3 4
Assim,
L 1
8 = |¢ |(du + idv) = |¢ |aw
e
_ L S
6 = |0 |(du - idv) = |¢ |dw

Calculando dB8 e df, obtemos

2.2.40 - 4o = dl¢ |ndw = - |9 1W.dW/\d§
e
_ L ~
do = d[¢> A dw = ‘q) lw dw A dw

Por outro lado, usando as equacoes estruturais de S, obtemos

A
-i_|¢> I Wau A dw

2:2.81 = d6 =
e
‘B .|'L -
a6 = ilo | Vi ndw .
Escrevendo
2a2:42 = w34= Adw + Bdw

e substituindo este valor em (2.2.41), obtemos

1 f o
2.2.43 - 40 = il¢ | Bdw adw
e

do

1 _
ilo | Adwndw

i

Comparando (2.2.40) e (2.2.43) segue-se que
A1
~|¢

b

ilqﬁ iwll

Colocando estes valores em (2.2.42) obtemos




o =T N
¢ 1) av - (loglé ) dw]
Tomando a derivada exterior, obtemos

Tw, = —2 (log 161D w, A
Y34 | _le o8 wir 730 Y
¢

e de (2.1.21), segue-se que

-2 12
Ky = —]-I{;— (log [¢ | D
¢

Vimos assim que KN e obtido exatamente do mesmo modo de K. Apenas com o

: ~ -1 = . .
vetor ¢ no lugar de ¢. Como a aplicagao f, — ——— & uma isometria

2
£
que inverte a orientacao na esfera SZ’ com jacobiano -1 em toda parte, se
gue-se da formula (2.2.29-a) que KN = Jl - J2
2.2.44 - Lema: Para uma superficie qualquer eané, as seguintes afirma-

goes sao equivalentes:

-

a) Ky = 0
b) o= 9
c) K = 2J1
D 15,1 = 15|
Prova: As equivaléncias entre (a), (b) e (c), seguem-se de (2.2.29-a) ?

2.2.29-b). A equivalencia entre (b) e (d) resulta combinando

(2.2.28) com a condigao (2.2.8) que Ir. | = |F

1 sobre qualquer

|

superficie. Especificamente, temos

+

7 P
J, =——r|F1| - |F

2 L

I 2
|J"2! 1




Portanto,

2.2.8558 =

2.2.46 — Lema: Seja f(z) uma funcao complexa C3. Entao, onde £ #0,

~.2 2
(log|F|) _ = relT| + |F|" - |F|" .
Z7
Prova: Podemos reescrever a definigio (2.2.6) como
2.2.47 - T = (log £=) — - 2( £ F )_ -
) A A z

Entao, usando sucessivamente (2.2.33) e (2.2.34) e a definicao

(2.2.5) de F, obtemos
=2 2
Re T = (log F ) -~ |F|” + |F]
ZE
provando o Lema. -
’ . 4 .

2.2.48 - Lema: Seja S uma superficie em R e sejam fl’ f2 a representa-

gao local da aplicagao de Gauss de S. Defina I, e T,

por (2.6), onde (fi)z.# 0, i=1,2. Entao a curvatura

normal de S e dada por

2

KN - —2 Re (T2-T1) -
P .
Prova: Basta observar gue
|
2 2 |
l s — 2 - !‘}' - h
3 Ay - T,

e por (2.486) |

2 ! :
A 2 2
S Ky = lF1| —lel +(l-glrll) _+ (1og§rzi)ﬁ + Re{T,-T,} .

Ou seja i
12 '

7 Ky = BelE, - 1) )
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Corolario: Uma superficie S em R com curvatura media nac nula tem K. =0
.

se, e somente se,
Re (T = Re(T
( 1) ( 2)

Observe que por um teorema de Ruh - Vilns ,fﬁj, uma superficie S

tem vetor curvatura media paralelo se, e somente se a aplicagao de Gauss
= ~ y e s 4 .

de S e harmonica. Assim, para uma superficie S em R , onde o Grassmannia
no e o produto de esferas, a aplicagao de Gauss de S & harmonica se, e
somente se, cada fator f, e uma aplicagao harmonica na esfera S, k=1, 2.
Em particular, segue-se que Tl = T2 = 0, e nesse caso, decorre de
(2.2.48) que K;\I = 0,

No proximo paragrafo, utilizaremos um teorema de Hoffmann  cuja

demonstragao pode ser encontrada com bastante detalhes na Monografia de

Mestrado de José Edmilson Rodrigues Paiva, pg. 58 (Que Deus o tenha).

2.2.49 - Teorema: (Hoffmann [5] ). Seja S uma superficie em R com ve-
tor curvatura media paralelo e curvatura Gaussiana K=0.

Entao S esta contida em um produto de circulos

(@)
A
J
N
8

Sl(f) X Sl(@) onde 0 < r < @ g

~

" ; s : -, 5 o
2.3 - Superficies Completas em R  com Vetor Curvatura Media Paralelo

Neste paragrafo vamos caracterizar as superf

/,

- — . : - S ;
R com vetor curvatura media paralelo as quals constituem o objetivo prin

[
L

S

cipal desta Monografia. A luz da demonstragao original encontrada em:|2
e recorrendo acs pre-requisitos estabelecidos nos pragrafos precedentes ,

estamos prontos para dar uma demonstragao nao mais correta nem mais rigo-

alhada do teorema II, o qual passamos a enunciar.




- - -

2.3.1 - Teorema II: (Boffman, Osserman, Schoen). Seja S uma superficie
,r
- . ] - -
orientada completa emR com vetor curvatura media pa
ralelo e nao nulo. Represente o Grassmanniano de
. " . 4 :
dois-planos orientados emR pelo produto de esferas
5, X S, - Entio a imagem de S sob a aplicagaodeGauss
generalizada tem a propriedade de que nenhuma de suas
projecoes sobre s, em S, pode situar-se em um hemisfe
rio aberto. Se uma das duas projegoes, ou ambas si-
tua-se em um hemisfério fechado, entao S & um cilin-

. . : 4
dro circular reto em algum IR < IR , ocu um produto

de circulos.

’ e 4 4
Prova: Represente o grassmanniano de 2-planos orientados emlR , G(2,R ),
pelo produto de esferas S1 X SZ’ onde cada Sk’ k=1,2, & uma esfe
ra de raio 1/,5—3 A aplicacao de Gauss de S pode ser fatorada
V&4

em um par de aplicacgoes 81:89» onde cada 8, € a projecao de G so

k=1,2. Seja  f k=1,2, a aplicagao dada pela

bre a esfera S 1

k’

composicao de g, com a projegao estereografica. Como S tem ve-
: k

tor curvatura média paralelo, temos que G e harmonica. Conse-

quentemente cada g ¢ harmonica e por (1.1.26), capitulo I, te-

mos

-

2.3.2 — Av, = =2|dv, | V
l k ; k b
onde Vi representa o vetor posigao na esfera Sk considerada como uma esf¢€
< L
. 1 3 ; ; gp—
ra de raio / ~— emR~. Denotando a densidade de energia de G por 2(G),
y

2

temos de (2.1.22) que

2.3.3 - L@ = 2, + 2 .

—
Do

onde % denota a densidade de energia de g, . Em termos de f temos de
=i k’

(57 Ry




2 . |
I

I - 2 2 2 -~ :
onde 3 metrica de S e dada por ds = A Idz[ em termos de parametros 1so-

2. .2 2
2.3.4 - llk-2L|I-‘k! i

térmicos z sobre S. Se J, denota o jacobiano da aplicagao 80 entao de

(2.2.28) temos

2.3.5 - A3 = 2(|F

23,60 = K=J +J e K. =7J -7

2.3.7 - | F

Como 8 ¢ harmonica de (2.2.48) temos Ky = 0. Logo de (2.3.6) obtemos

2.3.8 — J. =

”c_anq‘n (727 2 8) e (7 2 QY Ahtomnc

2.3,10 - L. =4

Comparando (2.3.10) com (2.3.3) temos

2.3,11 - Le) =21, , k =1,2
Assim, 2(G) = 2%, = ZG—L— ]dv 52) = |dv 52. De modo que (2.3.2) toma a
> k 2 k' 1AVl

forma




Vamos supor que Vi situa-se em um hemisfério fechado. Entac p

. - ~
ra algum vetor fixo c emR , a funcao

23513 = - H=<ce, V>, satisfaz

2.3.14 - <o,
Mas por (2.3.12), temos .
2.3.15 - Au + 22(g)u =0 .

Segue-se de (2.3.14) e (2.3.15) que u @ subharmonica e 1iﬁitada superior-
mente.

Seja S o recobrimento universal de S e seja i a fungao u levanta
d4a a S entdo 0l é continua, subharmonica e limitada superiormente. Pelo

teorema de Koebe existem exatamente tres casos a considerar.

Caso 1: S @ conformemente equivalente a esfera. Entao || atinge um maxi-

mo, portanto & constante.

Caso 2: S & conformemente equivalente ao plano. Como il & subharmonica e
. 3 . . . - . -
limitada superiormente, pelo prlnciplo do maximo, concluimos que

1 e constante.

Caso 3: S @ conformemente equivalente ao disco. Nesse caso escrevemos

28(g) = !dv’z = AHZ - 2K e temos:
o 2 -
Al + 4H U - 2Ku =0

Portanto, pelo Teorema de Fisher-Colbrier-Schoen (Can. I, pg. 9),

1 =

Vimos entao que em qualquer caso U e constante implicando que U

& constante. Assim, V., situa-se sobre um circule. Logo, J.=0 implicando

1
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por (2.3.8) que I, = 0 e por (2.3.6) concluImros que K = 0. Estamos en-
tao com as hipoteses para aplicar (2.2.49), o teorema de Hoffmann, con-
cluindo a prova, pois o mesmo garante que S e um cilindro em algum 1R3C 1{'

ouum produto de circulos.
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