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~esta ~onografia apresentamos a deITDnstração dos tcoremas abaixo

enunciados.

7eoremazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI (Hof frnan-Osserman - Schoen, 198 12'). Sej a S uma superfície

completa, orientada de curvatura media constante emIR
3
. Se a

imagem de S pela aplicação de Gauss situa-se em um hemis fê-

rio aberto (fechado) entãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS e um plano (plano ou um cilindro

circular reto).

Teorema 11: (HoffIT3n-Osserman-Schoen 198 121). Seja S uma superfície

completa, orientada emill.
4
com vetar curvatura media paralelo

e não nulo. Seja GC2JR4) o Crassmanniano de 2-planos orient~

4
dos emJR representado pelo produto de esferas SI x S2' En-

tao a imagem de S pela aplicaç~o de Gauss tem a propriedade

de que nenhuma de suas projeçoes sobre SI ou S2 pode situar -

-se em um hemisferio aberto; se alguma de suas projeç;es si-

tua-se em um hemisferio fechado, então S e um cilindro C1rcu-

lar reto em algum]R3 contido em IR
4
, ou um produto de

~
C1rcu-

Ias.

Na demonstração dos teorema I e 11, ut iLi.zarros a equaçao

)dy)2y que caracteriza as funç;es harmônicas na esfera, onde Y

!::.Y

e urna

função de uma superfície S na esfera e !::. é o operador de Laplace-Beltrami

sobre S. Utilizamos também um teorerna de Hoffmann (2.2.49) o qual afirma

,,_ ~ . . 4
que se S e UITa superf1c1e completa, or1entada emIR com vetar curvatura

1
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t:€dia ?a~a.lei.;J ~ e cc~vatura gaussiana K = O então S e um cilin

dro C1Lcula~ ~e=o ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
3 4 •.

al.gun TI. C:::IR, ou um produto de c í rculos . 'Lambem

recorremos ao Teorema de Uniformização de Koebe e a alguns fatos sobre

funções sub-harmônicas. Apesar disso tudo, o que realmente concluí a de-

monstração dos teoremas I e 11, na hipótese da superfície ser o disco, e

um resultado devido a (Fischer-Colbrier-Schoen) o qual garante que dada

uma métrica completa no disco, de curvatura gaussiana K, se a> 1 e p ~ 0,

entao a Única solução g da equação 6g - aKg + pg = O e g ::: O.

Para abordar alguns aspectoshistôricos referentes aos t eoremas

I e 11 acima, observamos, em primeiro lugar que um fato essenci aL com re-

lação ã aplicação de Gauss de superfícies mínimas completas no espaço ffin

e que se o conjunto dos planos tangentes a uma supe~fície mínima completa

e suficientemente restrito, então S ê um plano. O primeiro resultado nes

te sentido, provado por Osserman em 1959 no artigo intitulado "Prova da

Conjectura de Nirenberg (Comm. Pure Appl. Hath. lq, (1959), 229-232), foi

~" .•. " 3 - .
que se uma supe rf i.ci e rmn i.ma completa S em ffi nao e um plano, entao suas

normais devem constituir um conjunto denso na esfera. Este resultado foi

estendido por Chern no artigo "Superfícies Nínimas em n", (Diff. and Com-

binatory topology, Princenton University Press (1965», para superfíciesLKJIHGFEDCBA

- e : " 4 98 "" 1"nuni.rnas em Ik como produto de duas esferas. Em 1 1, no art i go A ap 1C~

ção de Gauss de uma superfície mÍnima completa não plana não pode omitir

7 pontos sobre a esfera (Ann. of Math. 113, (1981», Frederico Xavier mos

trou que as normais a uma superfície mínima completa S em IR
3
podem omitir

não mais que seis pontos.

Considerando estes resultados para superfícies mínimas, o que

se poderia dizer de analogo para superfícies completas de curvatura me-

dia constante em IR
3

? Mais geralmente: O que se poderia dizer a respeito

d
.•. " - . 4?

e superf1c1es com vetor curvatura med1a paralelo emIR. Os teoremas I e

11 acima, de uma certa forma, respondem a estas perguntas.
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Dividimos este trabalho em dois capítulos. No capítulo 1, damos

os preliminares sobre superfícies em~3 e superfícies de Riemann sem mU1-

tas demonstrações un~ vez que o assunto já foi exaustivamente apresenta-

do em varias livros. Ainda no capítulozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 derronstramos o t'eorema r.

No capítulo 2, apresentamos alguns fatos básicos sobre a

. d f'" . 4 _1 -.
t ri a e super 1C1es em1R e por tratar-se ue um assunto nao ruui t o

geom~

visto

demonstrarros quase tudo que ê afirmado. Por último, encerrarros o capítu-

10 com a demonstração do teorema 11, objetivo principal desta Monografia.



_________________ szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAEMR3 CO~ CURVATURA MEDIA CONST~ITE
- ----zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.1 - Superfícies em~3

No que se segue, suporemos conhecidos alguns fatos relaciona-

dos com Variedades Riemannianas, Hetodo do Referencial 1'1óvel,Espaços de

Recobrimento e Superfícies de Riemann. En t ret an to , algumas definições se

rão dadas e alguns teoremas serão enunciados a fim de dar maior clareza

aos resultados que pretendemos utilizar.

Sejam 1'1
r
e N

S
duas variedades diferenciaveis de dimensão r e s

respectivamente. Seja F:1'1
r
~ N

4
uma aplicação diferenciavel. Dizemos

que F é uma imersão se dF é injetiva. Prova-se que para toda variedade

if ,- n d i - , ,- _n 2n-l
d~ erenc~avel H de ~mensao n, ex~ste uma ~mersao de M em~ (Teor~

ma de Whitney [lJ). Consequentemente, as variedades diferenciaveis sao

todas Riemannianas, pois a partir da ime rsao F, podemos definir em T (M)
P

(espaço tangente a M em p ) a métrica.

< v, w > (p) < dF (v), dF (w) >(F(p)) ,
p p \

para v,w em T (M).
P

Para nós, urna superfície S é uma Variedade Riemanniana de di-

mensão 2; S e dita orientavel se existir urna 2-forma diferenciavel dife

rente de zero em todos os seus pontos. Em particular, se a superfície

3, -, - " , - ,
S c::]R. , d í.z er que S e or í entave l í.rnplica na ex i.s t enc i.a de um campo nor-

mal diferenciavel em todos os seus pontos. Urna superfície S é dita com-

pleta se todas as suas geodesicas forem definidas para todo t EJR.

4
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__as s~perfícies. Urna aplicação F:S --7 S' é di

ta confor~e se ex~s:e una função À:S ~~, À > O, tal queA

I d F (v)I=-À(p)lvl,
p

vzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv E: T (s ) •
p

Se F é um homeomorfismo conforme, dizemos que S e S' são conformemente

equivalentes. Assim, quando dizemos que S e conformemente plana, estamos

afirmando que em cada ponto p de S, existe uma vizinhança U de p E S e

um homeomorfismo conforme F:U --7 ~2 sobre um aberto F (U) c ~2. Desse

modo, x = (x
l
,x

2
) são coordenadas em termos das quais a métrica de S se

escreve

gu
d

dXl

a
dX2

g22 e gl2 O .

Tais coordenadas sao chamadas parâmetros isotermicos. Em [8~, encontra-

mos urna demonstração do seguinte

1.1.1 - Teorema: Para cada ponto p de urna superfície S existe um sistema

de coordenadas isotermicas numa vizinhança de p.

Seja S urna superfície e {~l'~2} um referencial (campos ortono~

mais) 1.('(';>1 ('I:: '"(,O, 1.-f,:,rf.1étS dua í s vIl '\"2 respectivamente e l-forma de

conexao w
12
. A funç~o K da~a pcr

1.1.2 d ~vl2 -K w1f\ ":

chama-se Curvatura Gaussiana de S.

Seja S urna superfície. Considere uma imersão X: S --7- ~n

n> 2 e suponha S com a métrica induzida por X. Neste caso, X torna-se

urna imersão isometrica. Localmente X é um mergulho isométrico. Portan-

to, localmente, X(S) e urna sub-variedade de ~n. Vamos definir entao urna

superfície em~n corno sendo urna superfície imersa em~n com a métrica ~n-

ela imersão.



!'::!:..::iezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
..,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Seja i um referencial localzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
s

emem ~

n tal que ~a~~e~:e a S em p ( S, definimos o campo de vetor curva-

tura media de S e~ p, H por
p

1.1. 3 H
p

1

2

n _ N

I ('Vi ii)
i=l i

n
onde 'V denota a conexao de lli.

Estas definições de curvatura Gaussiana e curvatura média de

uma superfície S, serão utilizadas no capítulo 11 adiante. No presente

capítulo, vamos obter estas duas curvaturas, utilizando um operador cham~

do "Operador de Forma da Superfície". Por um momento iremos denotar as

superfícies por M e deixaremos a letra S para indicar o operador de forma

de M.

Seja p um ponto de uma superfície M orientável emlli
3
. Então

para cada v E T (M), sej a
p

1.1.4 S (v)
p

- 'V U
v

onde U ê um campo vetorial normal e unitário numa vizinhança de p em M.

S chama-se Operador de Forma de M em p (que se deriva de U). Observe que
p

a existência de U ê garantida pelo fato de M ser orientável. Prova-se

que, [4J, em cada ponto p de M, S e um operador linear simétrico.
p

Definiremos a aplicação de Gauss de M c lli
3
como sendo a apli-

caçao que translada o vetor unitário normal a M em p para a origem deLKJIHGFEDCBAR
3

.

Isto é, G(p) = Up.

1.1.5 - Lema: O operador de forma S de M c lli
3ê menos a derivada de sua

p

aplicação normal de Gauss.

Prova: Se j a v ( T (M)
P

v. Então

e a:(-~,S)--?>-M tal que a (O) p e

a' (O)
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szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(v)
p VvU = - (U o a)' (t )LKJIHGFEDCBAI t= O = zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- dUa' (O) -dU(v).

Como isto ocorre V v E T (M) concluímos que
p

1.1.6- S
P

- dU

1.1.7 - Proposição: Seja M urna superfície orientável emE
3. Dado um re-

ferencial {l
l
,12} em p E M, seja Is I a matriz del' p_

Sp com respeito a base {l
l
,1

2
}. Então as

ras Gaus s iana e media de M em p E M, satisfazem.

curvatu-

K det S
p

e H
1
2:- traço [S J

p

Prova: Seja {1
1
,12} um referencial em p E M com l-formas duais w

l
e

w
2

e vamos calcular a matriz de Sp com respeito a base {1
1
,12}

com o unitário normal U = 13' Assim,

S(1
1
) = -V

1
13 = - w

31
(1
2
)1
1

- w
32
(1
1
)1
2

1

S(1
2
) = -V

1
13 = - w

3l
(1
2
)l
l

- w
32
(1
2
)1
2

2

Portanto, a matriz de Sp relativa a {1
1
,12} e dada por

1.1.8 S
p

(

W
13

(1
1
)

= \"23(1
1
)

W13 (t2) )

w
23

(1
2
) /

De (1.1.8), det [s J
p

w
13
(l

l
) w

23
(1
2
) - w

13
(1
2
) w

23
(l

l
)

(W
13

A W
23

) (1
1
,1
2
)

-(W
13

Aw
32
)(\,1

2
)

-d w
12

(1
1
,1
2
) .



Po r t anto ,

:.1.9 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdet SpzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= - dW12(~1'~2)

8

Sej a z = E; + i n parâmetros isotermicos em p E M de modo

que

1 êl 1 êl
-:\- ar- = ~l; - ._-= ~

:\ êln 2

e :\dE;= w
1

, Àdn = '''2

Podemos escrever

1. 1.10 - w
12

= adE; + bdn

Tomando a derivada exterior, obtemos

êlb
(~-

êla

êln
) dE;JIHGFEDCBA1 \ dn1.1.11 - d'''12

_ 1 êlb êla- ~(~ - -an-) w1 1 \ w2

Sendo K definida por dW
12

W- K w1 1 \LKJIHGFEDCBA2 temos que

1.1.12 - 1 êlb _ ~) .
K = -2 (~ êln

:\

De (1.1.11),

dW12 (\ '~2) êlb _ ~ ) dE; 1 \ an (\, ~2}
(~ êln

êl
1 ~ _ ~ ) dE; 1 \ dn( ~= -2-( êlE; êln

À

= _1_( ~ _ ~)

:\2 êlE; êln

ou seja, de (1.1.12) temos

dW12(~1'~2) - K1.1.13 -

Portanto,

K4 -

êl
aTl )
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Cc:nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1

2
traço [S J.

p
a.FEDCBApartir de (1.6) obtemos H

pJIHGFEDCBA

D a c o um referencia1 orientado S = {~1'~2} em p 6 M, dec orre do

Lema 2 que o operador de forma de M em p, S ~ (menos) a derivada da apli
p -

cação de Gauss de M (-dU).

1.l.15 - Lema: Seja G a aplicação de Gauss de M em p, dada'por G = U
P P .p

Então

IdUI
2

= 4H
2

- 2K .

A = C :) a matriz do operador de forma S com res-
p

1.1.16 -

Prova: Seja

pei to a base S = {~1'~2}' da proposição 3, temos

1.1.17 - 1
H = -(a + d ) e K = ad - bc

2

Assim
222

2K = 2ad - 2bc4H = a + 2ad + d e

logo,

1.1.18 222
4H - 2K = a + d + 2bc

Como S e simétrico, b = c. Segue-se entao que
p

2 2 2 2
+ d

2 2
IdUI24H - 2K = a + b + c = S =

p

o que prova o lema.

Voltemos agora para a superfície S. Uma aplicação entre super-

fícies TI:S '-?>- S chama-se aplicação de recobrimento, quando cada ponto

P E S, pertence a um aberto U contido em S tal que
-1

TI (p) = U V
Ci a

uma-e

reunião de abertos V
a
, dois a dois disjuntos, tais que TI/V e um homeomor

a
fismo conforme sobre U. A superfície S chama-se recobrimento de S. Se S

é simplesmente conexa dizemos que S é o recobrimento universal de S e usa

mos S para indicar isto. Dentre as propriedades de S que são verificadas

pelo seu recobrimento universal, queremos destacar as seguintes:
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fi) =u~çao ~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAlevantada ã s isto e,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu = u o TI. Se u eer

su~-ha=mônica, contínua e limitada superiormente, então 0 ,tambem

o e.

(ii) As aplicações de Gauss de S e de S possuem a mesma imagem.

Para uma demonstração de (i) e (ii) veja [8J. Pode-se mostrar, [8J que

toda superfície possui um recobrimento universal único, no sentido de que

dois deles são conformemente equivalentes.

1.1.19 - Definição: Uma superfície de Riemann S e um espaço de Hausdorff

separavel com uma família {U ,Z } de' homeomorfismos
a a

(i)

Z :U ~ ~ tais que
a a

{U } e uma cobertura de abertos para S e cada Z (U ) e aberto em
a a a

(ii)

~

1 '

Zs o z~ :Za(Ua(iUS) ~ ZS(Ua(iUs) ê holomorfa.

(iii) {U ,Z } ê maximal com respeito a (i) e (ii).
a a

Como a diferencial de f = Zs O z~l tem determinante igual a 1ft I > O, te

mos que toda superfície de Riemann e orientavel.

Seja S uma superfície de Riemann e g, g duas metricas em S.

Dizemos que g e g sao conformemente equivalentes se g = À g, onde À e

uma função que nunca se anula. Temos então que uma superfície de Riemann

e sempre uma variedade orientavel de dimensão dois com uma família de me-

tricas conformemente equivalentes.

1.1.20 - Proposição: Toda superfície ori.ent aveL S ê uma superfície de

Riemann. Duas metricas em S definem uma mesma su-

perfície de Riemann se e so se as metricas são con-

formemente equivalentes.



~1

P!:'o\"a:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~ ~awilia de parâmetros isotermicos em S. Consi

. 2 .-
a ~ ~wa perteLcendo a or~entaçao de S e tom~erezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Z
a

1 . 2
w + Hi

a a

A família {U ,Z } torna S uma superfície de Riemann.
a a

Suponha que g e g são metricas em S dando uma mesma estrutu-

ra de superfície de Riemann a S. Então,

g ÀldZI
2 XldZI

2
e g

onde À e A são funções que nunca se anulam. Lqgo,

g

-
À

À
g

e portanto as métricas são conformemente equivalentes. Se g e g sao con

formemente equivalentes, ambas determinam uma mesma família de parametros

isotérmicos, logo uma mesma estrutura de superfície de Riemann em S,

o que demonstra a proposição.

Mais adiante utilizaremos as superfícies de Riemann simplesmente

conexas e faremos uso do seguinte teorema devido a Koebe cuja demonstra-

ção pode ser encontrada em [8].

1.1.21 - Teorema de Uniformização de Koebe

Se S é uma superfície de Riemann simplesmente conexa;

entao S é conformemente equivalente ao plano comple:

xo tl:, ao disco uni tario I Z I < 1 ou a esfera de Riemann.

Seja f:S ~ S' diferenciavel, onde as métricas em S e S' sao

dados, respectivamente por

222
ds = À I az I

2
da

2 2
u Idwle

em termos dos parametros isotermicos z e w = fez) em S e S' respectivame~

or
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1.1.22 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-:-(=

,...
w _ + 2(10g~) w w_
- zz w z z).2

Dizemos que fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAê ~arnônica se T(f) = O.

E claro que'o campo de tensão Tef) de f pode ser visto de várias

mane~ras. Por exemplo, se S e SI são superf~ciês imersas, L(f) pode ser

caracterizado por

1.1.23 - projeção sobre Tf (SI) de I1f
(p)

T (O

P E S. Aqui, 6 denota o operador Laplaciano. Vej a Lemaire, L. [3J, (11 .2) .

Assim, dizer que f:S ~ SI e harmônica signfic~ dizer que 6f e

normal a SI. Em particular, quando f:S ~JR, dizemos que f e harmônica

seJIHGFEDCBAM o e sub-harmônica se 6f > O. Neste contexto temos o "princípio

do max imo " r8j, o qual afirmar que se f:S----:>-lRê sub-harmônica e limi-

tada superiorm~nte e S·~ parab6lica, então f ~ constante.

No capitulo 2 vamos utilizar fortemente o fato de que a aplica -

çao de Gauss de uma superfície S imersa com vetor curvatura média paralelo

é harmônica. Um teorema de Ruth, E.A. e Vilns, J. [8J relaciona o campo

de tensão da aplicação de Gauss G de S com o vetor curvatura media de

S, afirmando que

1.1. 24 - T(G) íJH •

Assim, H paralelo implica T(G) = O. Logo G é harmônica. No caso parti-

cular em que S é uma superfície emm
3
, H constante implica G harmônica.

Ainda relacionado com o operador Laplaciano, temos um resultado devido a

Schoen, R. e Fischer-Colbrier, D. cuja demonstração encontra-se em [8J e

que usaremos no próximo parágrafo.

2 . 2 'I 1
2 -. 1 .1.1.5 - Lema: Seja ds =LKJIHGFEDCBAr , dZ: uma me t r i c.a cornp eta no d i sco M Se

a > 1 e P ~ uma função n~o negativa, então a Gnica solução

g da equação



•.3FEDCBA

-gzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAg + P g o- 2.

êzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAg = O, o~de K denota a curvatura gaussiana do disco.

as demonstrações dos teoremas I e 11 utilizaremOs funda.mental -

mente a equação

1.1. 26 -
-1
-2
r

2Idyl y6y

que caracteriza as aplicações harmônicas de urra superfície S emlli
n
na es-

. n
fera de rala r emffi , a qual passamos a estabelecer.

. n-l ( ) n ~ .
Seja y: S --+ S r c m ha rrnon i ca .

_ n-l
Logo f\.ye normal a S (r)

ou equivalentemente

1.1.27 - 6y h Y

para alguma função h sobre S. Seja z = x + i y parametro conforme 10-

cal sobre S.
2

Como <y,y > = r (onde "<
11 - • n)> e o produto lnterno de lli

temos

< 3 Y/dZ ' y > = O .

Logo,

1.1. 28 - d
2
y

dZdZ

O, y > + < ~ dy, --- >

dZ d"Z
<

Has com calculas imediatos obtemos

1.1.29 - dY dy 1 1 1
2

< a-- -- > = -- dyZ 'dZ 4 .

2

Por outro lado, d y = _1_ 6y. De modo que

dZdZ 4

1.1. 30 -
d

2
v

6y = 4 --=
dZdZ

De (1.1 .28) , temos que

a2
1.1. 31 - < Y > = -« --ªL ~ >

- ' Y dZ ' -
dZdZ dZ
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Portan!:JIHGFEDCBA- ! . 3 ' , j ) , (1..1.3i) ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(1.1.29), obtemos

1. 1. 32 -
2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- I dy] .< ty , y >

De (1.1.27) temos

1.1. 33 -
2

hlyl
2

h r< 6y , y >

Comparando (1.1.33) e (1.1.32), obtemos

2 1 1
2 .hr = - dy ,~sto e h

1
- ----2 1 d Y 1 2

r

substituindo este valor de h em (1.1.27), obtemos

1 I' 1
2

6y = - -2 cy y

r

o que estabelece (1.1.26).

1.2 - Superfícies Completas emR
3

~ Curvatura Media Constante

Este par~grafo constitue o fechamento do Capítulo I. Nele usa-

mos todo o r..a t eria l, do par agrafo precedente para dar uma demonstração do

seguinte teorema que passamos a enunciar.

1.2.1 - Teorema I: (Hoffman, Osserman, Schoen). Seja Suma superfície

. - . 3
completa or~entada de curvatura med~a constante emR .

Se a imagem de S sob a aplicação de Gauss situa-se em

um hemisfério aberto, então S e um plano. Se a imagem

de S sob a aplicação de Gauss situa-se em um hemí sf er í.o

fechado, então S é um plano ou um cilindro circular re

to.



.5

P:-ova: ~iversal de S. Por (1.1.21), existem

:e t:-êspossibiliGades.

Caso 1: S é conformemente equivalente a esfera. Esta possibilidade e

claramente impossível, uma vez que a imagem de uma esfera conforzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

me pela aplicação ele GausszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé a esfera.

Caso 2: S é conformemente equivalente ao plano. Neste caso tomamos a

aplicação V do plano na esfera unitária, satisfazendo a equa-

ção (1.1.26) que nesse caso tOWE a forma

1.2.2 - t:.V

2

- IdVlv

Vamos supor que a imagem de S por V situa-se no hemisfério infe-

rior, logo, -1 < V < O.
- 3

De (1.2.2) temos

1.2.3 - 6v
3

= - IdVl2v
3

.

Segue-se que v
3

e subharmônica. Como v
3

é limitada superiormente,

princípio do máximo, v
3

e constante. Portanto a imagem de S situa-se so-

pelo

bre um círculo na esfera. Se v
3

é uma constante não nula, concluímos de

I
,2

(1. 2. 3) que dv I = O. Logo V é constante. Portanto S é um plano. Se

v
3

= O, entao, o vetar vertical t
3

pertence a Tp(S), V P E S.

plica que por cada ponto de S passa uma reta paralela a t
3

toda

Isto ~m-

contida

e:nS. Portanto S e um cilindro sobre uma curva plana e corno S tem curva-

tura media constante, esta curva plana é um clrculo ou uma reta implican-

do que S e um plano ou um cilindro circular reto.

Caso 3: S é conformemente equivalente ao disco unitário. Novamente usa-

mos a equação (1.2.2), agora junto com (1.1.16) e temos que v
3

satisfaz a equaçao

1.2.4 -
2

t:.v
3

- 2KV
3

+ 4H \)3 O •
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Vamos supor também que a imagem de S situa-se no hemisfério inferior, 10-

go -1 ~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\1
3

< O e por (1.2.3) \1
3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e subharmônica e pelo principio ~o max~

mo ê constante. Se \1
3

= O em qualquer ponto interior, \1
3

= O. Mas como

v~mos no caso 2, isto significaria que S ê um plano ou um cilindro circu-

lar reto forçando S a ser o plano e nao o disco. Portanto concluímos que

\1
3

ê estritamente negativa. Mas por (1.1.25), não existe solução negati-

va de (1.2.4). Isto completa a prova do teoreW2.



- SUPERFíCIES COMPLETAS EHzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAlR' coa VETOR
----

CURVATURA r-IE:DIA PARALELO

2 1
~ .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn

. - Superf~c~es emlR

Seja G(2JRn) o Grassmanniano de dois planos orientados em lli
n
.

Aqui, um 2-p1ano emR
n

ê um subespaço vetorial de R
n

de dimensão 2. Ins-

pirado na definição clássica da Aplicação Normal de Gauss, de uma super-

fície emlR
3
, a qual, toma valores na esfera

2 - 3
S c: lli, obtemos a aplica-

ção de Gauss Generalizada de uma superfície em lli
n
tomando valores no Grass

mann~ano G(2,JRn). Aind.::nesta monografia, teremos oportunidade de defi-

nir esta aplicação. No momento, estamos interessados em dar um modelo p~

ra G(2JRn). Para este modelo foi tomado a quádrica Q 2 no espaço proje-
n-

. n-1 . . . (2 n)
t~vo ~P • Queremos observar pr~melro que o Grassmannlano, G JR , tem

uma orientação natural induzida de uma estrutura complexa definida do se-

guinte modo: Dado um 2-plano 1T c lli
n
,seja {A,B} uma base ortonormal

ordenada de TI: a ordem dependendo da orientação. O vetor complexo w=A+iB

associa, naturalmente, um ponto de (tn ao plano TI. Considere outra base

{A' ,B'} de TI. Novamente, o vetor complexo W' = AI + iB' associa um ponto

de ~n ao plano TI. Vamos definir em ~n a seguinte relação de equivalência:

Dois pontos de ~n, W = X + iY e W' X' + iY' estarão relacionados se,

e somente se os conjuntos {x,y} e {X' ,Y'} geram o mesmo plano. Em re-

sumo:

w - W' < > {X,Y} e {X' ,Y'}

geram o mesmo subespaço.

quociente

Definimos agora
n-l

(tp como sendo o conjunto

1 7
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Assim, se {x,y} é uma base ortonormal de um 2-plano orientado TI em~n, o

X + iY associa o 2-plano TI a um único ponto de ~pn-lvetar complexo Z

A ortogonalidade do par X,Y implica que o ponto assim obtido satisfaz a

-equaçao

2.1.1 -
n

LzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz2

k=l k
o

que define a quãdrica Q 2 c ~pn-l. Agora e fácil verificar que a
n-

aplicação

G(2,JRn) -) . Qn-2

TI >Z

e uma bijeção, consequentemente podemos identificar Q 2 em G(2, R
n

) como
n-

queríamos. Observe que dado um ponto Z E: Qn-2 e Zk = a
k

+ ib
k

, os veto

res rea~s A = (a
l
,a
2
, ...,a ) e B = (bl,···,b) . f

n n sat~s azem

2.1.2 - IAI A.B o ,I BI

d "" . ~. d nOn e • denota o produto ~nterno canon~co e R . Alem disso, vemos que

(2.1.1) e (2.1.2) são equivalentes no sentido de que representem o mesmo

conjunto de vetares. Por outro lado, A e B não podem ser nulos po~s sao

~ n-l
coordenadas homogeneas (zl,z2' ...,zn) de um ponto em crp .

Seja S uma superfície de Riemann e
o

n
X:S ---7- R tal que

o

IÀX (v)1
p

À(p) l lvl l , para todo umaV E: T (S) II
p o '

I I proveniente de

metrica em S compatível com a estrutura conforme de S e I I relativa
o o

a métrica induzida de R
n
. Definimos uma superfície S emR

n
como sendo o

sistema (8 ,X). Se z = ~ + in e um parâmetro local sobre
o

S 'e
o

se

(Xl'x
2
' ...,x

n
) são coordendas em JRn, a superfície S e definida localmente

por



2._.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzJIHGFEDCBAJ ) x2 (z) , ... , xn (z ) )

e a cc da aplicação implica que

2.1.4 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI ~~ I = I ~~ I F O
e

ClX

Cl~

ClX

Cln
O

- { ClXDal, o plano tangente a S gerado por ----
Cle;

ax
----} corresponde ao ponto

Cln

2.1.5 - [~+ i~J
de; Cln

da quadrica Qn-2'

A aplicação de Gauss de S é a aplicação G:S ~ Qn-2' definida

localmente por

2.1.6 - [ ClX . ClX ]
G(p) = --(p) + l --(p)

Cle; Cln

Usando as derivadas complexas

2.1. 7 - Clf . Clf)
l-- ,

Cln
~)

Cln

Clf

dZ
_l_(~ + l

2 at;Clz

1 ~
2-( Cle;

podemos escrever a aplicação de Gauss na forma

2.1.8 - G(z) 2 [ Cl~ J
Clz

Por razões históricas, trabalhamos com a conjugada complexa desta aplica-

-çao:

2.1.9 - G (z ) 2 [ Cl~ ]
Clz

- l ~J
Cln

[~
Cle;

cuja imagem também situa-se em Qn-2 .

Em termos dos parâmetros isotérmicos z = ~ + in e da imersão X

decorre de (1.4) que a métrica induzida por X se escrever

2
ds

I dX 2ar-I Idzl2
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Ou seja:

2.1.10 -
222

dszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= À Idzl

com À2=1~12 = 1~12 = 21~12
CJ~ CJn I I CJz

Se V e a derivada covariante de R
n

e ds
2 "\2

1
12 -.

A dz ,a metr~ca ~n-

duzida, em termos dos parâmetros isotermicos z = ~ + in em S temos por defi
o

n~çao, que

~

1 CJX

H = ~ 9 I(~)

~(CJx)
À CJ~

~(CJX»)N .
+ í/ À CJn

~(CJx)
À CJn

conforme (1.1.3).

Do fato de X ser conforme, temos que

(i)A
a x CJX CJx ax__ 0-_= __ 0_-
CJ~ CJ~ CJn CJn

~o~=O
CJ~ CJn

(ii)

Derivando os dois membros de (i) em relação a ; e dividindo ambos por 2, ob-

temos

(i .1)
2

(~o CJX) +

CJ[2 CJn
>

o
CJ2X

CJ~CJn
~)

dn

Derivando (ii) com relação a n, obtemos

(ii.1)
CJ2X CJX CJX

(CJ~CJn o ---an) + (ar
2

~)
2

CJn
o .

Adicionando (i.l) e (ii.l) obtemos

(i.2,
~2 ~2x aX OnXLKJIHGFEDCBA0 ) 0 _ _JIHGFEDCBA=

(---?- + -y- CJ~
aç CJn



(ii.2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( ~:~ + a
2
x ) . ~ =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo

a~2 an2 an

(- ax ax \ N

Escrevendo
_ 1 ~+ an

e usando (i.2), (ií.2) obtemosH- -2 íJ ax íJ ax I
2\ ~ an

1 d2X d2X
H =: -( -- + --)

2À
2LKJIHGFEDCBA

d ~ 2 an2

Portanto,

Z·1.ll 2H == 6 X (_4_)X_
2 zz

À

Uma aplicação de S em Q ') pode ser representada localmente por <p,
o n-_

onde

c p == (!1'!2, ... ,fn):So -+a;n - {O}

e tal que q,cs ) c Q 2; portanto,
o n-

2.1.12 -
n ?r ~ k (z ) ~ = o .

k=l I

Logo,

2.1..13 - dX
az \~ <p ,

para alguma função 1V : S ---;.- Il::.
o

Como a superfície é regular, 1V nunca se anu-

1a. De (2.1..11) e (2. 1..l3), obtemos

2
~H
2

x-
zz

(qJ cjl)_ = 1VJIHGFEDCBA< p - - + 1V- 4> •
z z z

De modo que, usando (2.1.10), chegamos a

2.1. 14 - 1<p1
2

~ H = Q_ + (log ~)- <p ,onde ~ F O .
z z

Desejamos decompor (2.1.14) em suas componentes normal e tangente a

superfície. Para isso, necessitamos do
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') c':zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAda forraazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= A T iB, o~~e A e B s~tis-

_aze~ (1.2). Seja ír o plano gerado por A e B. Para qualquer

Rn ,TI ,- 1
vetor C em ,seja C a projeçao de C sobre TI. Para qua quer

par de vetores C, D, emJR
n
, seja y = C + iD. "Defina

yTI TI ,TI
C + 1D . Então

yTI < y, H >

1 í~1
2

w< y, W >

Iwl2
\.~ +

onde <, > e o produto hermitiano.

Prova.: Sabemos que se o plano TI tem como base ortogonal os vetares A e B,

, - n n _
a projeçao ortogonal de um vetor U de]R sobre TI, onde TI c ]R , e da

da por

U
U.A

IAI2
B

D.B

1;j2
A +

Se a partir de c B construirmos o vetor W A + ill, temos de (1.2) que

1 \.]12 2 2
IA' + I BI 21A 12 . ')

1
I ~

2 B, •

Observe agora que

yTI < C + iD, A + iB >
(A - iB)

< C + iD, A - iR >
(A + iB) +

IHI2 Iwl2

< C,A >

IAI2
< C,B >

IBI2
B + i( < D,A >

IA 12
< D,B >

IBI2
A + B)+

TI ,"'T
C + 10 .

Agora, vamos aplicar o Lema 1.1 com l~ <p "'T o plano tangente a nossa super-

fície e Y = <P- .
z

Escrevendo (2.1. 12) na formJIHGFEDCBA< p . < p == 0, obtemos
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Lo-- - -uezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( <;>-)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- <P=
1<I>1

2z

Ou seja

2.1.16 -
TI

(ck) = n <I> , com
z

<1>- • (fi
2.1.17 - z

n

1<1>1
2

Se denotarmos por V, a componente ortogonal a TI, temos

<l>z - ( <I>z) TI dl- - n <I> •
'z

Uma vez que H e ortogonal ao plano tangente TI, obtemos duas equaçoes em fun-

çao das componentes tangente e normal, de (2.1.14), que serão usadas no par~

grafo 2.

2.1.18 -
')

1<1>1- ~ H V

2.1.19 - (Lo gJIHGFEDCBAl / J ) -

z
- n

Estabeleceremos em seguida uma fórmula para a curvatura Gaussiana K

de S que também usaremos mais adiante. Tomemos um referencial local {~l' ~2}

com l-formas duais e
l
, 82 respectivamente e l-forma de conexao "''12' Em ter-

- . - . c' -. d 2 ~21 12
mos dos parametros ~soterm1COS z = s + 1n e da metr1ca s = A dz ,temos

8
1

:: Àd( e e
2

= À d n

t orne e = e 1 + i e 2 = À d z

Assim,

... { de :: dÀ /\ dz = -Àz dz /\ dz

\.1) e

de = dÀ 1\ dz = À dz /\ dz
z



~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~c~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAes:r~t~rais de S, te~os

2 w12JIHGFEDCBA
1 \ 82 + i(w21 1 \ 8

1
) = w

12
1 \ 8

2
- ü'12 1 \ 8

1
-

\"121\ (82 -i8l)
iW

12
1 \ (8

1
+i8

2
)

= iÀw12 1 \ dz .

Com cálculos análogos, most~amos que

de = -i À vIl 2 1 \ dz

Por outro lado, podemos escrever

W
12

Adz+Bdz.

Assim,

{
t. -i À ALKJIHGFEDCBAi \ dz

d8 = i À (Adz + Bdz) 1 \ dz -i À B /\ dZ

(ii)

dO = -i), (Adz + Bdz) 1 \ dz

Comparando (i) e (ii), obtemos

B
Xz

-U- e A
-Àz
j1-

Concluímos que

\"12
-Àz Àz-
-.-. - dz + -'-,- dz

lA 1/\

-1
- ~ (À dz

z
À_ .i.. ) .
z z

Ou ainda,
\"12 =

-1 [ - J-. - (Log À) dz - (log À)z d z
1 Z

Tomando a derivada exterior, obtemos

d(\"12) =-~ [(logÀ)_dzl\dz+ (logÁ.)_dzl\dZ]
1 zz ZZ

"
-~ (Log À) -dzl\dz =

1 ZZ

= -~ (Log À) zz ~- 81 + i82) 1 \ + (81 - i02)

~(loO'= 2 <:>

i\

= +Oog

À) zz [-2i (81 1 \ 82)J
2

À )_-==- 8, 1 \ 8



:?orzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf i.n í.do po

~-l =-K8"e
12zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 2

obtemos

2.1. 20 -
2

~ (log À )zz. 2
),

K

No próximo parágrafo nos limitaremos a superfícies emlli
4
e utilizaremos a

tLKJIHGFEDCBAr rA ' J f i .curvatura normal l>..N que p assamo s a «e rm i r.

Seja S uma superfície imersa em]R4 e 9,1,9,2um referencial o r i eu-

t ado local em S com l-formas duais , . , r I ,w
2

· Dado um re f erenc iaL 9,3' 9,4 ori-

entado normal a S sejam TN
3
,JIHGFEDCBA, . , r I as l-formas duais corn l-forma de c onexao

".
w", = (9 9,3)'>:'" Definimos a curvatura normal K, de S por:

,)4 r ,+ -~

2.1.21 - -dw 3 L • C\ 9,,)
"-

KN

Sej a ( d 2) (2) .. -. .- 1
f : M, s ----)-N,do uma ap li caç ao d i f erenc iave entre as

superfícies M e N, onde

2
às

2 2
À Idzl

2
d<J

2
1

12
~j dz Ie

A densidade de energia de f, ~(f) e seu campo de tensrio, sao dados con-

forme (1.1.22) por

1 2
2.1.22 - 9, (f) ,-= -2- I di I

L .

w_ )e 1(0 =-- (\\1-+ 2(logjJ) w
À2 zz w z z

Observe que em coordenadas locais z = ~ + in de M e w u + lV de N,

com fez) w(z),df e representada pela matriz

li li

E;, n

vI:: V



e 2SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~=~~~~:~~~-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc.:7i co r A 2!.!. As s i.:n,

? 2 2
/ u /2 + 2

I /2d40
- = ~LKJIHGFEDCBAI /U /

IV!;/ + IVn ) .s : 2 \ !; +
À n

Por outro lado,

"J2 ]J -i u
!; n e v I ==v +i"

Z n
Logo,

2

/ 12 jJ / 12 / /2df I ==-2 ( W I + w- )
À Z Z

Ou seja, podemos decompor 9,([) do seguinte modo:

,(l, (f ) = 9,' (O -I- 9," (O

onde
2

u 1 2-'- W 1
,2 Z
;\

e 9,"(0
/ I 2.JIHGFEDCBA

i Iw-I
À Z

9,'(0

2
S (r).

À :: I 2

Em par t i cu l.a r , . dado um' domínio plano D c M, façamos N

1
--~2:-- e obtemo s

1+lwl

1 f 1

2
Z

-2---
2

-
2
-

r (1+lf/)

e ]J --
r

Assi::J

9,' ([) 4 4
-2
r

f
z

f
z

Se definirmos a funçio
~
F por

(1+ 1 f /2)

De modo análogo, 4
-2
r

')

(1+/f/"'")

F

f
z

,teremos 9, I (f)
4 I~ ')-~ F-
2 .

r

,O ." (f)

colocando

F

f_
z

1+lf1
2

If-I
ZFEDCBA

e agora definimos a função F,

1+lfl
2

Definimos assim, as funç~es

2.1. 23 -

f_
z

2 2
O+lf/ )

e obtemos 9," (f) 4 2
-y /FI
r

F
1+/f/2

e F

f
__ Z,_

1+lf/
2

Substituindo os valores À == 1 e ]J
2 1

em (2.1.22) o campo
r

1+lf/
2

de tensao T



- ~
"-

iFzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4 [w - + 2
zz

? 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
r(l+lfl~)

2
w w_ l =
z z -

rO+lfI2
)2

f w w_
4 [w _ - 2 z z ]

zz / 121+ f

Como fez) w(z), t~m-se equivalentemente

l (O
I f f_

z z )
Lf (f - - 2 -----r

zz l+/fl

No próximo parágrafo vamos utilizar as funções L, S, T que passa.

mos a definir como segue:

2.1. 24 -
f f f_

Z z
? A

fZ2 - - l+lflL.
L L(f)

Onde f- ~ 0, introduzimos as funções
z

2.1.25 - S = S (f ) =
L (f)

f-
e

z

T = 1'(0 = -~~

02

2.1.26 -

Observe que quando 2 temosjJ

rO+lfI
2
)

1 12 2 1 ~ (I f I 2 + 1=-/-)Q, (f) = -- 1 df -"-
?2 r

1+ I f l- I. z z

--T (IFI2 + IFI2) .
rÀ

Em particular, se r = 1 f f, temos
k

e

?~



I F I zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAsão invariantes ?o~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe

fera.

2.1.28 - Lema:
Seja W ==zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBARI w I transformação linear fracionária co~res-

pondendo a uma rotação da esfera de RiemannLKJIHGFEDCBA

'o l
aw + b

lal2 + Ibl2 1 .
a - bw

Então as quantidades IFI
e IFI permanecem invariantes

quando trocamos a funçio w = fez) pela função ~=R f(z)l.

Prova: Derivando 'o l relativamente a z, obtemos

2.1.29 -
w-

z
\ o l -

z - - 2
(a - bw)

Por outro lado, com cálculos imediatos velllosque

IL
z bwl2JIHGFEDCBA\ . J -

Z
Ia -

1 + IhTT (a - b)21 + ;H

Como l, concluímos que
Ia - twl
- -2

(a - bw)

F(Rlf(z)!)= !F(f)1

Isto demonstra o lema.

Corolario: 2
g:S-+S (s )Seja S uma superfície de Riemann e seja uma

uma aplicaç;o aiferenciavel de S na esfera. Represente g, l~

calmente, em termos dos parâmetros isotermicos z = ; + in por

w = fez), onde f toma valores no plano extendido. Então as

funções associadas, I FI e IFI, definidas em (2.1.23), sao

diferenciaveis, inclusive nos pontos onde f = 00.



fzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(w
1
,w
2
) = (1+wlw2,i(1-wlw2,wl-w2,-i(wl+w2» ,

4 ~
a qualzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe holomorfa e injetiva, tem a propriedade de que IJ: = O. Logo,

~----------------------------------------------------------------~k~- _1_A l

P r C V 2 : sao diferenciaveis nas ?o~:~LKJIHGFEDCBA
s :

co ponto onde f = 00, faça uma rotação do ?O~:o ~~

e : = 00, faça uma rotaçao da esfera Rlfl preliminarmente, co-

locando 00 num ponto finito e use a invariância assegurada pelo

Lema.

2.2 - Superficies em R
4

!

N d d f~ o ~4 i.d if í ~o nosso estu o as super_lcles em* vamos 1 entl-lcar o Grass-

4 ~ 4 _ o 3
ma nn i ano de 2-planos em :m. , G (2,IR ), com a quad ri ca Q2 c: CP, onde Q2

e definida, como anteriormente, pela equação

(i)

4

I z2
k=l k

o .

Dado P = (zl,z2,z3,z4) em Q2' Zk = ak

A = (a
l
,··· ,a4); B = (bl,· ..,b4)

+ i b
k
, k = 1, ... ,4 ,

4 .
em ]R tal s que

do

§ - 1, obtemos

(ii) IAI e A . B oI B I 'f O

Já vimos em (§-l) que (i) e (ii) são equivalentes no sentido de

que representam o mesmo conjunto, isto ~, vetores A = (a
l
,a
2
,3

3
,a4) e

B (b
l
,b
2
, ... ,b

4
) satisfazendo (ii) podem ser associados ao ponto

--- 042
(zl,z2,z3,z4) em Q2' zk = ak + lbk e claramente, I Zk = O .

k=l

Novame~te vamos usar a notação P = [z], para denotar o ponto em

p

3
~p correspondente ao ponto

4
Z = (zl"",z4) em <t -{O}o

Outro fato básico concernente a
3 - o

c : (P e o seguinte. A apl!-_Q2

caçao r de d: x a: dada por

2.2.1 -



90:-eA ( " zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA),zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
e da da -~-,1-'? .FEDCBA

2.2.2·-
z3+iz4

( ,

zl-u2
z , -i.z

2

-z ·;zJ'''-
(zl,z2'Z3'Z4) ~ (w

1
,w

2
) ) "

A 1· - \(J • 1 1 .
ap ~caçao I se estende ho1omorf~camente de ~pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx ~p sobre Q2" Cons~-

dere ~p3 com a métrica de Fubini-Study, de curvatura ho1omorfa constante

igual a 2:

ds
2

I Iz.dz
2 j<k J k - zk

dz
.
12

J

[

4 2

jLlzjl
2

]

De r: (1"1'w2) -?>- (1+lvIw2,i(l-wIlv2),wl-w2,-i(wl+w2)) podemos es c r ev e r

2
ds em termos de w

I
e w

2
"

Temos

4

) !z.12

]'=1 J

(l+\"11"2)(1-~1~2) + (i-iwlw2)(-j+i~lw2) +

+ (IvI-w2)(wI-~2) + (-iw
l
-iw

2
) (i~2+iw2)

2 2
2 + 21w

I
l Iw

2
1 + 21wIl + 2!w

2
1

2 (1+!''';1 ,2) + (1+!\o.72.12)

· I ( t : . i . h '

c
j <k

.U
J t<:

L- '-.l-.

k J

2
" .o: 1--," ú ::? I +

.J '3 _
. : • . . 2 ,1.1 •.

+ I ~~ ~ dz I'
z3'~4-~4 2

r, 2'2? 2 2 2

4 LI + I w2 I J I d Iv1 I ~ + Cl + Iw2 I ) Id w2 I

Assim, a métrica restrita a ~pI x ~pI se escreve

ds
2

2
21 d\o/ll

2 2
(1 + i wll )

21dw 1
2

+ 2

Cl+!w
2

1
2
)2

- ~ 1 I
onde w

l
,lv

2
sao vistos como coordenadas homogeneas em a;p x a;p



Concluímos quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA50 pcazo de vista mezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAtr ico , Q2 pode ser visto

. 2 1. ...:.-
duto de duas esfe:-éiSde curvatura constante ~gual a 2, S (--) x S (--).

i'~ • /2

Seja S uma supe r f Lc í,e orientada, imersa em li{4, cuja aplicação de

Gauss e dada

G:S ~ Q2

Escrevemos Q2 como produto de esferas

Q2 = SI x S2

onde cada Sk e uma esfera de rala
1JIHGFEDCBA

1 2

Denote por TIk a projeção de Q2

sobre Sk' k=I,2. UsamosLKJIHGFEDCBA\o 1

k
para parametrizar Sk' onde \ o 1

k
é dada por

(2.2.2). Então, G pode ser descrita, em termos do parâmetro conforme 10--

cal z sobre S, por um par de funç;es \01

1
= f

1
(z), \01

2
= f

2
(z). Podemos

entao escrever

2.2.3 - G(z) i -.».

onde, por (2.2.1),

2.2.4 - t}l(z) f «. (z),f2(z»)

Introduzimos novamente as funç;es

2.2.5 - F.
l

«. i.,
l Z

1+1f.1
2

l

e F.
l

1+ 1 f .1
2

i.

(f . )
l Z

Onde (f.)_ I O. definimos, como antes,
l Z .

2.2.6 - T.
l [Cfi)zz/ (fi)z

2f. F. ]
l l Z

l 1,2 .



2 ~ -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.~,. .' -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Prova:

5upe=f~2ie i~ersa em
4

dada o ca rraer.t e

_:::.ersaoconform 4 'r. i' -X:J ----'7-JR. Seja Y a ap i caça e Gacss

de S dada no sentido de (2.1.8) e (2,1.13). Considere as

funções n e V dadas por (2.1.17) a partir de ~ .. Então, pa

ia(z) -
ra todo Z E D, Vez) = ~ R(z), onde R(z) e um vetor re-

alo

Sej a I' IP == 1.iJ I • ~ = P ~-ia, onde ~ ê unicamente defini-Escreva

da modulo 2n e PJIHGFEDCBAF O. De (2.1.18), temos

V 1<p1
2

\jJH
2 '

1<p1 P ~WH

ou seja,

V = lial<p121~IH .

Sendo 1<p1
2 I~IH um vetar real, o lema est~ demonstrado.

2.2.8 - Lema: Scj.:JS UIU.:Jsuperfície orientada i.mcrsa emlR
4

cuja aplica-

Prova:

2.2.9 -

2.2.10 -

ção de Gauss ê dada localmente por (2.2.4) via um par de

funções fi (z), f
2
(z), onde z é um parâmetro conforme 10-

cal sobre S. Então

IF11 :: IF
2

1 .

Vamos aplicar o lema 2.2.8 acima. Primeiro vamos expressar a

função

n
<Pz • <p

1<p1
2

e V cL-ncp
z

em termos das fuhções fiLKJIHGFEDCBAc f
2

De (2.2.4) temos

<p- = (L)_(L.iL,l,-i) + (L)-(L.-ifl,-l,-i)).
z 1 Z L ' L L Z 1

Por outro lado,



33zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Temos também que

z 2{zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(f 1)2 fI/I + f2/2 I + (f 2)2 11+ f112 I }

Usando (2.2.11), obtemos

<tL • cP
z

---=:

/epl2

(f
1

)z fI

--~2

1+If21

+
(f

2
)Z- fz

2
l+/L,ILKJIHGFEDCBA

L

, ou seja,

2.2.12 - n = fI FI + f2 F2

Defina agora, a função A(z) por

2.2.13 - A (f2-f1,-i(f2+fl
), 1+f

l
f
2
, -i(1-f

l
f
2

»

Substituindo (2.2.4), (2.2.10) e (2.2.12) em (2.2.9) obtemos

2.2.14 - V=FA-FA
1 2

De (2.2.13), ê imediato que A2 =- O. Além disso temos

2.2.15 - IA/2 = 2(1+lflI2)(1+If212) = /~12

Logo, A nunca se anula. Coloquemos V (Vl,V2,V3
,V

4
) e A=(A

l
,A

2
,A

3
,A

4
).

Observe que

V.V
J k

(F,A. - F
2
A.) (FIA

T
• - F

2
A )

L J J h ~

2 -
F] A .A,. +

. J r,

2- _
F2 AjAk - 2 Re(F]F2AjAk)

2
IF 1 A.A

k1 J _ +
2

/F1/2A/~-k

2 +

2
IFll AjAk I FI 1

2-;;.A.
J k

IF212Aj~

+ 22 2

2 -
F A.A,.

2 ~+
2

2-
F2 AjAk

2JIHGFEDCBA

l -

I 1- A _ A)
IF2 i\j k _ 2 Re CFIF2Aj k .+



Portanto,

2.2.16 - VjVkzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

, ,? 1.2 - -
C,Fl -+ F2' )Re(A/

k
)-2Re(F

1
F
2
A/

k
) +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

. I' 12 I 12
-+ ~(Fl - F

2
)Im (AjAk)

Segue-se de (2.2.15), (2.2.16) e do rato de que A
2

4

L A~
j =1 J

0, que

2.2.17 - IVI 2(IFlI2+IF212)(1+lflI2) (1+lf
2

1

2
) .

De (2.2.17) concluímos que Vez) = ° se, e somente se Fl (z) = D
2
(z) = °

ou, equivalentemente, f
l
(z) = f

2
(2) = O. Em particular, sempre que

Vez) = 0, (2.2.8) e satisfeita. A condição (2.2.7), especificando que V

ê igual a uma função a valores reais multiplicada por uma função complexa

n~o nula sempre que Vez) ~ 0, ê equivalente a exigir que a matriz hermiti

ana 4 x 4

r V_ l
r-

v \' lV, V')
. . ..

.I. 1 n I
I

Vt V = I \]2 [\1
l
\'2\1

3
v
4
J= V

2
V
l

V
3

V4 I I vv
-... v v

'- _I n 1 n n

seja uma matriz real. As componentes vjv
k
' são dadas em (2.2.16) e

t- _ .
V V e uma ma tr i z real se, e somente se

se-

gue-se de (2.2.16) que

2.2.18 - (IF
l
I2 - IF212) Im(AjA

k
) 0, j,k 1, ... ,4 .

Claramente, (2.2.8) implica (2.2.18). Hostremos agora que (2.2.18) r.m-

p li.ca (2.2.8).

Suponha que (2.2.8) falha em z ,
o

onde Vez )
o

f O. Logo, em z ,
o

(2.2.18) ê válida. Assim, devemos ter

'u



2.2.16) para mostrar q~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

é DOS::::!UP'_ ~~ " ~ ~~) :emos que

2.2.20 -
1m (A1~)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= If21

2
- If

1
/2

e

1m (A3An) = 1 - Ifl121f2/2

Portanto, (2.2.19) implica que

2.2.21 - /f1(zO)/ If
2
(zo)/ = 1 .

De fato, de (2.2.19) temosLKJIHGFEDCBA

r If2/
2
- /f1/

2
= o

l 1 - /f1/
2/f2/

2
= o

do que concluímos que If / = If / = 11 2

Por outro lado, usando (2.2.21) junto com (2.2.13) podemos escreve~

outras 4 equações de (2.2.19) na forma

1m ( A l~ ) = 2 1m (fI + f
2
) = O

2.2.22 - ~ 1m ( A 1 ~ ) = 2 Re (f2 - fI) = O

1m (A2A]) = -2 Re(f
1

+ f
2
) = O

Irn (A
2

A
n
) = 2 Im(f2 - fI) = O

em 20' Mas (2.2.22) implica f1+f2 = f2-f1
= O. Isto contradiz (2.2.21)~

Donde concluímos que (2.2.18) implica (2.2.8). Portanto, (2.2.9) e

(2.2.18) são equivalentes sempre que Vez) .; O. Isto conclui a prova do

Lema.

Observe que se compararmos (2.1.18) 2.2.17), concluímos que

2.2.23 - H o ( )" o ~ -, ~FEDCBA
F? o .



z U~ ~ara~e':r- ....._ X(z), c

ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAda forma

2.2.24 - . ds2 À21dzI2

com

2.2.25 - 1.2
21 ~~ 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2

e tambem

2.2.26 -
dX

dZ
ljJ cp

para alguma função complexa ~}. De (2.2.12) e (2.2.25) temos que

À
2 = 21ljJc/JI= 21ljJI2 1c/J12

Ou seja,

2.2.27 -
2 ,2 2 2

À = 41~}1 (l+lfll )(1+lf
2
1 ) .

Seja J
k

o jacobiano da aplicação de (S,ds
2
) em Sk' na notaçao do

§-l, k = 1,2. Então na notação (2.2.5) temos

2

Cl+lf
k
I
2
)2 ~ 2 2

J =; li(f
k
) z 1 - 1 (fk )zl l

k ?
À- ..J

2 ~ 2 2 2
2 2 2 - (IFk 1 - 1F k 1 ) (1 + 1fk 1 )

À (l+lfkl )

Portanto,

2.2.28 -
J = 2 ~ 2
k -2 (IF I

\ k

2

IF) )

2.2.29 - Teorema:
. ~ . 4

Seja Suma superf1c1e emR A curvatura Gaussiana K

e a curvatura normal K ce S, são dadas pelas fórmulas
n

(a) K = J + J
1 2

n "1 ~2



Pr c ••~ - z .z .zs-s). va -
~sa~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa eXD~essao c- c

- ~e~os àos parâ~etros isotermicos.

c arando (2.1.20), vemos que (2.2.29-a) e equivalente a

2.2.30 -
2 _

(logzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAÀ ) zz -

2

I (IF 12 1 2
k=l k - F k 1 )

Para provar (2.2.30), primeiro notamOS que usando a definição de

F, com cálculos diretos obtemo s

[log(l+.1f 1
2
)].2 = f f + f F

Portanto,

2.2.31 - [log(l+lfI
2
)] _

zz
( fF)

z

-.;-

+ ( f F )
z

Por outro lado, por (2.1.19),

-11 = (log tjJ)_
z

Temos também que

~ - ~ 2 2
( f F )- - ( f F) = IF 1 - 1 F I

z z

na'í.

~ 2 2
2.2.32 - ( f F i.. .- ( f F) + 1 FI - IF 1

z z

Tomando o conjugado de (2.2.32) e substituindo em (2.2.31), ob-

temos

2.2.33 - [log(1+lfI2)Jzz = 2 Re{( T F )z~ + !F1
2

- IFi
2

.

Por (2.1.19) e (2.2.12) temos

2.2.34 - (log Itul)zz= - 2 Re[( flF1\ + (f2F2)z] .



Agora esc~eve~2=C,5 (2.2.33) comzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1:
2
,f = -1 e

estas duas expressões e então adicionamos (2.2.34) para obter

Portanto,

222 ~ 2 2
[log(l+f

l
)(1+lf

2
1 )IljilJzz = L CIFkl - 1Fkl ).

k

[?J ~ 2 2
log À- zz = I CIFkl - 1Fkl ), provando (2.2.30).

Utilizaremos a definição de K , dada em (2.1.21), para provar (2.2.29-b).
n

Seja {Q,l'Q,) um referencial dado por (2.2.24), podemos escrever

w
12

em termos dos parâmetros isotêrmicos f;, n sobre S como

W
12

= adf; + bdn .

Seguindo os passos (1.1.10), (1.1.11) e (1.1.12), obtemos K=-d"\2(Q'1,9'2)'

Em termos da aplicação ~ dada em (2.2.4), se colocarmos

2.2.35 -
-
Q,l

Re ~

I~I
Im <P

I~I
~2

com relação aos parâmetros isotêrmicos w u + 1.V, sobre S temos que

-w
1

= ~du W
2

= 1~ldv. iW
2

= I ~ I dw , Assim, e = I~Idw.e = w
1

+e Tomemos

Temos então

CD
( dO

Le
dlcpll\dw -I~I_ dwJIHGFEDCBA1 \ dw

w

dl~1 1 \ dw I~I dW 1 \ dw
w

Por outro lado, usando as equações estruturais de S, obtemos

dG dW
1

+ idw
2

w
12

1\ w
2

+ i (w
21

1 \ w
l
)

~ (~ ,~

-1. \"22 1 \ .,w
1
+ 1. \"2)

Ou seja e -il~1 ; : ; 1 2 1 \ dw



inC2 - L'" "-"

logo,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(AdwzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ Bdw )JIHGFEDCBAf \ dw i 1LKJIHGFEDCBAc b I Bdw f \ d w

@ i ".
l de = i 1cp 1 (Adw + Bdw ) f \ dw = i 1cp 1Adw f \ dw .

Comparando CD e @ • obtemos

1<P 1,,, - i cbIW
A == e B

ilcpl il4>1

Donde concluImos que

14>1,,, 14>lw

1.-1 == ---- dw - --- dw

12 ílcpl il4>1

Ou ainda

2.2.36 -
-
'''12

1
(Log 1<1>1) dw - (lo~ lepl)- dWJ.

VI 'VI~

TOWBndo a derivada exterior, obtemos

dW
12

2
(log 1<p1

2
)wv.-; w

1
f \ w

2
1<p1

2

Portanto,

2.2.37 - K=~

I <p12-

')

Clog 1<p1'-)~

.1
Agora, se tomarmos <P definida como <P em (2.2.4), mas com f

2
trocado por

-1
entao os vetores

f
2

2.2.38 -

.1

Re <P

---r
i <P I

e Q.4

1
Ira cP

!9~1
n

N
3

constituem um referencial orientado normal a S, com l-formas duais dadas

por

2.2.39

.1

Icp Idu
.L

I cp I dve"'3 w
4



T.~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ i~.;r4 ' logo e = w - i w
3 4

Assim,
1. _L

G = IJIHGFEDCBA< P I (du + Ld v) = I< P Idw

e
1. ..L

G == I<p I(du - idv) = I<p Id;

Calculando de e de-, obtemos

2.2.40 - de

I
dl<fJ-I/\dw

I .
I <jl-I- dw /\ d\~

w

e

I cp-LI dw A dw
l i J .

~
de = dl<p IA dw ~

Por outro lado, usando as equações estruturais de S, obtemos

I

2.2.41 - df :: -i 1 c p - I w
3

!+ A dw

e
1.

de == il<p 1 w
34
Adw

Escrevendo

2.2.42 - Iv 34:: Adw + Bdw

e substituindo este valor em (2.2.Lfl), obtemos

.í,

2.2.43 - dG == i 1 < P I Bdw A dw

e

de == i I <p~1 Adw A dw

Comparando(2.2.40) e (2.2.43) segue-se que

B

1.

- I c p I ;

I

14>-l
w

Ae
I

iló-I
. I 1.
~ <p I

Colocando estes valores em (2.2.42) obtemos



1... )-;:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAà-
) _.dw - (IozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Tomando aAa e - ' " ex:.erior, obtemos

d \"34
2

----
1. 2

I cP I

..L 2

(log [tfl I )viW \"3 AW
4

e de (2.1.21), seg\le-se que

~;
-2 .i 2

(log Icp I ),;;;
..LI 2

Icp

vimos assim que KM ~ obtido exatamente do mesmo modo de K. Apenas com o

~
vetor cp no lugar de Q. Como a aplicação

-1 - . .
f
2

~ ~--- e urna lsometrla

~2

que inverte a orientação na esfera S2' com jacobiano -1 em toda parte, se

gue-se da fórmula (2.2.29-a) que ~ = J
l

- J
2

.

2.2.44 - Lema:
~. 1 4

as seguintes afirma-JIHGFEDCBAP a r a urna superflcle qua quer emlli ,

çõcs são equivalentes:

a) x.. = O

b) J
l

= J
2

c) K = 2J
1

d) lí\ I = IF?I

Prova: As equivalências entre (a), (b) e (c), seguem-se de (2.2.29-a) e

2.2.29-b). A equivalência entre (b) e (d) resulta combinando

(2.2.28) com a condição (2_2.8) que IF
1
' == IF21 sobre qualquer

superficie. Especificamente, temos

~ '\ - J2
2 11- 2

;\2L
F

11

?

F11-
22-'

F 21 + 1·2' J



?O::-I:2. .• __zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2.2.45 -

2.2.46 - Lema:

Prova:

2.2.47 -JIHGFEDCBA

- . : : ; , ( I F LKJIHGFEDCBA,2

) . .LzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1
iF ,2)
21

. () - 3
Seja f z uma funçao complexa C. Então, onde L;i;

Z

I I
~ 2 2

(log F )zz = RelTI + IFI - IFI

Podemos reescrever a definição (2.2.6) como

T (Lo g f-) _.- 2 ( f F ) __ •
z zz z

Então, usando sucessivamente (2.2.33) e (2.2.34) e a definição

provando o Lema.

2.2.48 - Lema:

(2.2.5) de F, obtemos

Prova:

Ou seja

Re T (log
- 2 2

F ) - - IFI + IFI
zz

S· S -. 4 . feJa uma super f i c í.eem R e sejam f}, 2 a representa-

çao local da aplicação de Gauss de S. Defina TI e T
2

por (2.6), onde (f.L. i - O, i==1,2. Então a curvatura
:l Z

no~al de S e dada por

2
- ReeT -T )
221

Basta ob serv az C'..!2A

- , 2

F,.,

e por (2.46

)..2

·-K
2 N

ema;

IF 1--
1 ?1) - + Re{T?-T )_ zz _ 1 .



CoroLirio:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAUnia supe rfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi c í e s
~

e~~~ com curvatura m~dia nao nC~2 ~A
T : " =

se, e somen:e se,

. Re(T
l
) Re (T

2
)

Observe que por um teorema de Ruh - Vilns ,[6:, uma superfície S

tem veto r curvatura media paralelo se, e somente se a aplicação de Gauss

de S e harmônica.
. ~ . 4 .

Ass~m, para uma superf~c~e S emR , onde o Grassmann~a

no e o produto de esferas, a aplicaç~o de Gauss de S e harmônica se, e

somente se, cada fator f
k

e uma aplicaç~o harmônica na esfera Sk' k=l, 2.

Em particular, segue-se que TI = T
2

= O, e nesse caso, decorre de

(2.2.48) que KN = O.

No próximo parágrafo, utilizaremos um teorema de Hoffmann cuja

demonstração pode ser encontrada com bastante detalhes na Monografia de

Mestrado de Jose Edmilson Rodrigues Paiva, pg. 58 (Que Deus o tenha).

2.2.49 - Teorema: (Hoffmann [5J ).
. ~ . 4

Seja S uma superf~c~e em R Lom ve-

tor curvatura media paralelo c curvatura Gauss:'ana

Ent~o S esta contida em um produto de círculos

1 1
S (r) x S (p) onde O < r < 00 e O <

2
4. 4
.3 - Superf~c~es Completas ~~~ com . -__ . ------ --------

este paragrafo vamos caracterizar as superfícies co~pletas em

R
4

com vetor curvatura media paralelo as quais constitue~ o obje~ivo pri~

cipal desta Honografia. Ã luz da dernoristraç ao original encorit rada em{2 J

e recorrendo aos pre-requisitos estabelecidos nos pragrafos prece~entes ,

estamos prontos para dar uma demonstração não mais correta nem mais rigo-

lhada do teorema lI, o qual passamos a enunciar.



2.3.1 - Teo::- S(:hoen). Seja SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt!zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA--sserma .•,

r ien t adaJIHGFEDCBA

I..• - _.
completa em~ com vetor curvatura =ec~a p~

ralelo e não nulo. Represente o Grassmanniano ce

. . 4
dOls-planos orlentados em~ pelo produto de esferas

Sl x S2. Então a imagem de S sob a aplicação d eCaus s

generalizada tem a propriedade de que nenhuma de suas

projeções sobre Sl em S2 pode situar-se em um hemisfe

rio aberto. Se urna das duas projeções, ou ambas Sl-

tua-se em um hemi sfer io fechado, entao S e um c iLi n-:

3 4
dro circular reto em algum ~ c: ~ , ou um produto

de círculos.

Prova: Represente o grassmanniano de 2-planos orientados em~4, G(2)R4),

pelo produto de esferas Sl x S2' onde cada Sk' k=1,2, e uma esfe

ra de raio l/~. A aplicação de Gauss de S pode ser fatorada

em um par de aplicações gl,g2' onde cada gk e a projeção de G so

bre a esfera Sk' k=1,2. Seja f
k
, k=1,2, a aplicação dada pela

composição de gk com a projeção estereogrâfica. Como S Leu ve-

tor curvatura media paralelo, temos que G e harmônica. Conse-

quentemente cada gk é harmônica e por (1.1.26), capítulo L, te-

mos

2.3.2 - .6v
k

2

-2ldV
k
l v

k

onde V

k
representa o vetor poslçao na esfera Sk considerada corno uma esfe-

ra de raio l/~ emR
3
. Denotando a densidade de energia de G por ~(G),

temos de (2.1.22) que

2.3.3 - 9,(G) Ql + ~2

onde ~k denota a densidade de energia de gk· Em termos de fk,
temos de



~.3.4 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
~
"

r"

ondezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa metrica ce v

_ 2 ,21 12e dada por ds = A dz em termos de parametrosFEDCBA1.5--

térmicos z sobre S. Se J
k

denota o jacobiano da ap1icaçã? gk' então ce

(2.2.28) temos

2.3.5 - À2j
k

~ 2 2
2( 1 Fkl - 1Fkl )

As curvaturas K e K como vimos em (2.2.29-2) e (2.2.29-b) satisfazem
n

2.3.6 - K J + J
1 2 KN T - T

"1 -2e

Na notaçao (2.2.5), temos de (2.2.8) que

2.3.7 - IF11=IF21·

Como gk e harmônica de (2.2.48) temos K.. O. Logo de (2.3.6) obtemos

2.3.8 - J] '" J 2

n""nr1" (2 ':\ '1)JIHGFEDCBAp ( ' ) ' : \ Q, n}.,'-",mo"

2.3.9 - I ~ I,F1 jP2i

Substituindo (2.3.7) e (2.3.9) em (2.3.4), obtemos

2.3.10 - Q,l = 9"2

Comparando (2.3.10) com (2.3.3) temos

2.3.11 - Q, ( G ) 1,2 .2~k k

Assim,LKJIHGFEDCBAQ ,( G )

1 2
2 (-2- Id\J,.! )

?

Idv .-
1.

aDe modo que (2.3.2) toma2Q,k

forma

tw - O, 1.2 .



anoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAST?O:- cue v, szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAí t ua+s e em um hemi s f e r i.ofecha

ra algum vetor fixo c era B. , a função

2.3.13 - ]1 < c , vI> , satisfaz

2.3.14 - ]1 < O •

Mas por (2.3.12), temos

2.3.15 - 6]J + 29,(g)]1 '" O

Segue--se de (2.3.14) e (2.3.15) que u e subharmôn'ica e limitada superior-

mente.

Seja. S o recobrimento universal de S e seja 0 a função ]J levanta

da a S entao ]1 e contínua, subharmônica e limitada superiormente. Pelo

teorema de Koebe existem exatamente tres casos a considerar.

Caso 1: S ê conformemente equivalente a esfera. Então 0 atinge um maXl-

mo, portanto ê constante.

Caso 2: S ê conformemente equivalente ao plano. Como í1 ê subharmônica e

limitada superiormente, pelo princípio do máximo, concluímos que

íJ ê constante.

Caso 3: S ê conformemente equivalente ao disco. Nesse caso escrevemos

2 2
29,(g) = IdVI = 4H - 2K e temos:

_ 2~ -
6]1 + 4H ]l - 2KlJ = O .

Portanto, pelo Teorema de Fisher-Colbrier-Schoen (Ca~. I, pg. 9),

l-l :: O

Vimos então que em qualquer caso C é constante implicando que lJ

e constante. Assim, vI situa-se sobre um círculo. Logo, J1=0 implicando



4 7 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

por (2.3.8) quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ
2

= O e por (2.3.6) concluímos que K = O. Estamos er-

tao com as hipóteses para aplicar (2.2.49), o teorema de Hoffmann, co~-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 ' d' - '1' _]R3,.,4c u~no a prova, po~s o mesmo garante que S e um c~ ~ndro em algum c:: ~

ou um produto de círculos.
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