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1 . I n t r o d u ç ã o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o estudo de superfícies Mínimas, tem uma longa e rica história, datando dos

primórdios do cálculo das variações e tomando impulso a partir dos experimen-

tos do físico belga J. Plateau em 1847. Ele mostrou que pelas leis da tensão

superficial, o filme de sabão formado pelo mergulho de um contorno fechado de

arame em uma solução de sabão, representa uma superfície a qual é estável com

relação a área. Isto é, sob a mínima deformação, o filme sempre torna-se maior.

Este problema representou um grande desafio, pelo seu contraste entre a simpli-

cidade de ser estabelecido e a dificuldade da solução: encontrar uma superfície

G de menor área tendo como franteira uma curva de Jordan dada. A solução

matemática deste problema em dimensão dois, foi dada independentemente em

1930 e 1931 por T. Radó e J. Douglas para uma curva de Jordan retificável no

espaço euclidiano. A superfície mínima que eles obtiveram era realizada por uma

aplicação harmônica conforme definida no disco unitário. Em 1940, R. Courant

resolveu este mesmo problema para superfícies mínimas de tipos topológicos difer-

entes. Em 1948 Morrey provou o teorema de Douglas e Radó em uma variedade

riemanniana homogeneamente regular. Uma questão natural consiste em saber se

toda curva de Jordan também limita um "anel infinito" de área minima, isto é,

uma superfície de menor área do tipo conforme do disco unitário menos um ponto

a qual se estende para o infinito. Este é o Problema exterior de Plateau.

Em 1989 Friedrich Tomi e Rugang Ye em [2] mostraram que toda curva de

Jordan retificável emonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAffi? limita uma imersão mínima de um anel, a qual se estende

para o infinito e tem um fim plano, isto é, fora de alguma bola a superfície é

o gráfico de uma função limitada, definida em algum domínio assintotando um

plano no infinito. Neste trabalho resolveremos o problema correspondente para

superfícies com fim tipo catenóide, o que significa que no infinito a superfície é o

gráfico de uma função logarítima crescente, e portanto assemelha-se a forma de

um meio catenóide, problema este originalmente resolvido por R. Langevin, H.

Rosemberg (1989) e por F. Tomi (1992) o qual é demostrado no seguinte teorema.

O casozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAÀ = O no teorema corresponde ao fim plano e portanto é um caso especial

do resultado em [11] (F. Tomi - R. Ye). Por reflexão para o outro lado do planoutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X3 = O, o caso de À < O pode ser reduzido para À > o.



T e o r e m a 1 . 1 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASejamonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo catenóide do IR?, T o fecho da componente não sim-

plesmente conexa do IR.3\ C e r c T uma curva de Jordan retificável a qual gera

li} (T) , o grupo fundamental de T. Então, para todo À E [-1,1] existeutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ-L > O e
o

uma imersão mínima conforme u :D} \ {O} --7 IR.3 tal que:

i) u estende-se continuamente para DI \ {O} e u aplica 8DI sobre r topologi-

camente;

ii) lim 1 u(z) 1 = +00;
z->O

iii) Para algum r > O, UIDr\{O} é um mergulho e u(Dr\{O}) é o gráfico de uma

função <.1>, a qual esta definida em um domínio exterior do plano X3 = O e

satisfaz:

1<.1> (XI,X2)1 ::; J-L se À = O (1.1)

li!> (Xl, X,) - >. cosh -1 C~I)I < '" se >. 7'" O, onde p ~ Jxl + xl-

Inicialmente obteremos uma superfície u, como limite de uma sequência de

superfícies mínimas limitadas por r e certos círculos rr, os quais não estão contidos

em um plano fixo mas, em um catenóide conveniente. Em seguida estudaremos o

comportamento assintótico desta superfície, a qual será a solução do problema.
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2 . P r o b l e m a d e P l a t e a u p a r a S u p e r f í c i e s M í n i m a s C o m U m

F i m T i p o C a t e n ó i d e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Introduzimos as seguintes notações: C denota o catenóide do ]R3, isto é C =
{(Xl,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX2, X3) EonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl~?;Jx~+ x~= cosh X3}, e T o fecho da componente não simplis-

mente conexa de I~?\C, por cosh-Ientendemos o ramo positivo da inversa do cosh,
o

isto é cosh-l(p) = ln(p+ Jp2 - 1). Denotaremos porutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX o interior do conjunto X.

Colocando o. = {z E te ; I z I S; r}, estabeleceremos nosso resultado no seguinte
teorema:

T e o r e m a 2 . 1 . Seja r uma curva de Jordan retiiicével contida em T a qual gera
7r1(T), o grupo fundamental de T. Então, para todo À E [-1,1] existe J-L > O e

o
uma imersão mínima conforme u :DI \ {O} - ]R3 tal que:

i) u estende-se continuamente para DI \ {O} e u aplica aDI sobre r topologi-

camente;

ii) lim I u(z) I = +00 ;
z-.o

iii) Para algum r > O, U I Dr\{O} é um mergulho e u(Dr \ {O}) é o gráfico de uma

função q> a qual esta definida em um domínio exterior do plano (Xl, X2) e
satisfaz:

Iq> (Xl, X2)1S; J-L se À = O (2.1)

li!> (x" x,) - A cosh -1 C~I)I ~ Jl se A 7" O onde p ~ jx! + x!

o
Seja Ar = I); \ DI . Precisamos provar o seguinte:

L e m a 2 . 2 . Seja r' c T uma curva de Jordan reti/icável disjunta de r, e tal

que r e r' são homotópicas em T. Então, existe r > 1 e uma imersão mínima
o

conforme u :Ar- ]R3, tal que u estende-se continuamente para Ar, u(Ar) C T e

aD
1

, u laDr são aplicações injetivas sobre r e r' respectivamente. Além disso,

em área mínima entre todas as aplicações u : Ar - T satisfazendo as mesmas
mdiçoes de fronteira.
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Prova A fronteirautsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAãI'onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= C é o catenóide e portanto T é uma região convexa

• ela média, segundo a definição de [10]. Como r e r' geram 7fI (T) , o teorema

5.2 de [10] garante a existência de uma superfície mínima conformezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAU : Ar ---t IR?
tal que u(Ar) C T. Além disso, u lao1 eu laor são aplicados injetivamente sobre

r e r' respectivamente, e segue-se do resultado devido a R. Gulliver e F. Tomi

3], que u I o é uma imersão sobre o interior da superfície.
Ar

Precisamos de algumas notações adicionais:

• ZR = {x E IR3; p(x) ~ R} onde p(x) = jx~ + x~, x E IR3 (cilindro sólido);

• C+ = {x E C; X3 > O} (meio catenóide) veja fig.2;

• CÃ,Jl = ÀC + (O,O,J.L), onde ° ~ À ~ 1 e J.L E IR;

• ct; = ÀC+ + (0,0, J.L) onde ° ~ À ~ 1 e J.L E IR (catenóide com diâmetro

mínimo 2À centrado em (O,O,J.L));

• TÃ,Jl = {x E IR3;p(x) > 1,lx3-Àcosh-I(P~»)1 ~ J.L} (região do IR3 com-

preendida entre Ct,Jl e Ct,-Jl menos ZI)

Agora escolhamos n; > 1 tal que r c {x E Z~; IX31 < ~}, onde I'

2cosh-I(Ro) e seja rR = ct.; n8ZR.

Podemos claramente encontrar um número R1 ~ Ro tal que r R C T para

R ~ R!. Denotaremos por UR : Ar(R) ---t T a superfície mínima tendo r e r R como

fronteira, cuja existência é garantida pelo Lema anterior.

Lema 2.3. uR(Ar(R») C TÃ,w

Prova. Considere a família de meio catenóides CÃ,v, v E IR, os quais folheiam

_,3\ZI. Claramente uR(Ar(R») n Ct,v = <p se v é suficientemente negativo. Agora

aumentando o valor de v , CÃ,v deverá contactar UR (Ar(R») pela primeira vez,

igamos em v = Vo. Uma vez que rR C CÃ,-Jl temos que Vo ~ -J.L e como pela

olha de J.L, r C {x E ZRo; IX31< ~} e Ct,-Jl n {x E ZRo; IX31< ~} = <p então

- 'I CÃ,vo= <p. Portanto, se Vo < -J.L então a superfície UR estará em um dos lados

~_ Ct,vo e ira contactar Ct,vo em um ponto interior, contradizendo o princípio do
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máximo. Segue-se queutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAVo = -J-L e portanto a imagem dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAUR esta acima de ct.;
Por um argumento similar mostra-se que U(Ar(R») esta abaixo de ci,

Consideraremos um conjunto aberto U C lR?, o qual é folheado por uma família

uave SJ.l de superfícies mínimas mergulhadas, e seja N um campo vetorial unitário

C= em U tal que, N (p) é normal a SJ.l se p E SJ.l' Seja V uma subregião de U e

escolhamos alguma superfície SJ.l da família dada assumindo que a trajetória de

_: partindo de qualquer ponto da subregião V alcança SJ.l após um tempo finito.

Então definimos a aplicação 1rJ.l : V ~ SJ.l a qual, assinala a cada ponto p E V o

primeiro ponto de interseção da trajetória partindo de p com SJ.l' Desde que N é
um campo normal, então o Div N =onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA° e segue-se pelo Teorema de Stoks que 1rJ.l é
área decrescente. Agora aplicaremos estas considerações para a família c;v v E

_, no conjunto aberto U = IR3\Zl' '
Desde que

C+ {( ) Tll>3 X3 - J-L -1 (
>.,J.l = Xl, X2, x3 E JN..; À = cosh (1) + (~) )},

em coordenadas cilindricas temos Xl = P cos O, X2 = P sin O, X3 = Z e I definida

por l(p,O,b) = Àcosh-l (~) + J-L - b. Então c: é a imagem inversa do valor

egular ° pela função f. Assim

'VI = (VP2À~ À2,0,-1)
e

I'V/I = .EJ ~n =--..h-

nde

N
'VI

I'V/I

(~ _ vp2 - À2)
,0, ,

P P

é

N (p, O, z) = (~, 0, - ~. Jp2 - À
2

) .
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L e m a 2 . 4 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA trajetóriazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAde N partindo de um ponto em T>.,J.t alcança C:'_,. apósonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o tempo 1 +utsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2V2Jl, onde a projeção

<; :T>.,J.t ---+ C:.-J.t

é bem definida e suave. Além disso, a estimativa

P ( 1r - J.t (p)) ::; P (p) + po (2.2)

vale para todo p E T>.,J.t, onde po somente depende de u.

P r o v a . Em coordenadas cilíndricas a trajetória satisfaz :

FTIJ)
2

I À I I À
P = p' () = O e Z = - 1 - P

Por integração direta, obtemos p (t) = /p (0)2 + 2Àt, em particular, p é cres-

cente e p (t) ~ 1 para qualquer ponto inicial p E T>.,J.t C ]R3\ Zl.

Se porém O< À < ~,então ~ ::; ~ e

z (t) ~ z (O) ~ -I ~1 ~ (p ~s) )' ds

tRf)< - J 1- (2) ds
o

t~
< - J 4ds

o

J3
< -t-

2

< -2J-L. (2.3)

ara t > ~ pois W > 2/1 onde-W < -2/1.• - v'3' 2 - r, 2 - r

Por outro lado, se !< À ::; 1 então,

P (t) > /p (0)2 + t,
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.~eutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

PzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(1)onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJp (0)2 + 1 2: v'1+1 = h, p (1) > h,

anto

z (t) - z (O) < -2/1 (2.4)

esde que

z (t) - z (O) ~ - j ~1 - G )'dS -[ ~ 1- G)'dS

< -j~I-(~)'dS
t~

< - J t': pids
1

t~< - J 1- ds
1 ( V2) 2

< - j Jl- ~ds
1

t[l
< - J Y2ds

1

< -(~-~)

< -2/1,

desde que t 2: 1 + 2V2/1.
Combinando (2.3) e (2.4), vemos que a trajetória partindo de p após um tempo

~- ~~ 2V2/1 alcança uma posição abaixo de CJ.-J1. e portanto alcança CJ.-J1. antes

este tempo. Finalmente segue-se que

p(7LJ1.(p)) = Jp(p)2+2>.to

< Vp(p)2 + 2>' (1 + 2h/1)

7



<zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/p (p)2onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 (1 + 2V2J-L)

< J(p(p) + 3~ + V2)2

< P (p) + 3Ji1 + V2,

o que prova o lema.

Estamos prontos agora, para estabelecermos uma estimativa local para a área.

efinimos

a (p) = área (ct,n Zp) , p > 1

Aumentando a constante RI escolhida após o Lema (2.2), podemos assumir

que

1r-Jl. (r) c ZRI' (2.5)

Com a notação

L (u, p) = (1r-Jl. o urI
(Zp)

nde u é qualquer aplicação sobre T>',Jl' então temos o seguinte:XWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L e m a 2 . 5 . Com a notação acima valem:

i) área (UR) ~ aI + a (R) - a (RJ) para R 2: RI (onde aI = área (URI));

ii) área (UR IE(UR,P2)\ E(UR,PJ)) 2: a (P2) - a (pd para RI ~ PI < P2 ~ R;

iii) área(uR I~ ) < a (p) - a (RI) + aI para RI < P < R.
L)UR'p)

P r o v a . (i) Podemos unir a superfície uRI e C:-Jl n (ZR\ZRJ ao longo de sua

ronteira comum rRI' obtendo uma superfície v R em T tendo r e rR como

. nteira. Pela minimalidade de UR Lema(2.2) temos que a área(uR) ~ área

= aI + a (R) - a (RI) .

ii) A aplicação 1r-Jl o UR é um homeomorfismo de 8Dr(R) sobre rR, desde

• e r R c Ct.-Jl. e concluimos também usando (2.5) que o grau topológico de

- t R com respei to a qualquer ponto p E ct:Jl n (Z R \ Z RI) é ±1. Portanto

UR cobre Z R \ Z RI e pela propriedade área decrescente de 1r- Jl' segue-se que a

8



.1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL'UR,PJ)) ~ a (P2) - a (PI) quaisquer que sejam RI ~ PIonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< P2 ~

--") Fazendo Pl = P e P2 = R em (ii),

área (UR b)UR,R)\ L(UR'P») ~ a (R) - a (p)

nce

-área (UR IL(UR,R)\ L(UR'P») ~ -a (R) + a (p)

e (i)

área (UR) ~ aI + a (R) - a (Rd

somando temos

àrea ( UR IL(UR'P») = área (UR) - área (UR IL(UR,R)\ L(UR,P) )

~ al+a(p)-a(RutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1),

e prova (iii) . Onde as superfícies são localmente uniformemente limitadas.

Introduziremos os conjuntos abaixo, onde P é a projeção ortogonal sobre o

~ ano X3 = O:

--(UR,P) = (POURr
I

(Zp) , A(UR,P) = a componente conexa de n(UR,p) con-

;'-!1do 8DI = SI.

egue-se de (2.2) que, n (UR, p) C L (UR, P + po) e portanto obtemos do

~~ma(2.5) (iii) a estimativa

área (UR,n (UR,P)) ~ área(uRIL(UR'P+Po»)

< a (p + po) + aI - a (R d (2.6)

a RI ~ P < R

+ { 3 -I (Jx2 x2

)} •Temos que C)...,o = (Xl, X2, X3) E IR ; X3 = .À cosh ~ + ~ ' aSSIm para-

etrizando Ct,o por <I>(p, ()) = (p cos (),p sin (), .À cosh -1 (~)) , obtemos

8<I>

8p (p, ()) ( cos O,sin O,À J;;1 _ 1~)

( cos (), sin e. Jp/_ .À 2 )

9



eonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

8< l>utsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
80 (p,O) = (-psinO,pcosO,O)

onde

(

8<l> 8<l» À2

E = 8p , 8p = 1 + p2 _ À 2

(

8<l> 8<l»
F = 80 ' 8p = -p cos Osin 0+ p cos Osin O = °

(

8<l> 8<l» 2

G = 80' 80 = p

aSSImzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

VEC-F JEC

t:»
V p2= ,'). p2

p2

Jp2 - À2

onde

10

1271"lP r
2

a (p) = J drdO
a À r2 - À2

Fazendo r = Àcosh u, então u = cosh -1 (f) e dr = Àsinh udu, assim

a (p) 1
271" c: À2 (cosh

2u) Asinh u
dO du

a cosb-II ÀVcosh2
U - 1

r.osb - I ( x) À2
( cosh 2

) Àsinh u

- 27r ia du
a ÀVcosh2

u - 1



IoCOSh-I ( r) ,X2 cosh 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu sinh u
27r du

o sinh u

r-:utsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(e.)
27r Jo À,X2 cosh2 udu

27r,X2 rCOSh-J(r) cosh 2uonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ 1du

Jo 2

7r,X2(sin~2u +u) I;sh-I(r)

( 7r,X2 ( V cosh 2 u - 1 cosh u + u ) ) I~OSh-I (1)

~ (À'~~ +À'cosh-1 m)
7r ( ,X2Jp2,X- ,X

2
~ + ,X2 cosh - 1 (~) )

_ 7r(pVP2_,X2+,X2cosh-I(~))

onde

a (p) = 7r (pVp2 - ,X2+ ,X2ln ± (p + vp2 - ,X2)) .

Uma vez que RI ~ P ~ R, segue-se que

a (p + po) + aI - a (Rd ~ a (R + po) + aI - a (RI)

< p2(a(R+PO)+al-a(RI))

desde que p 2:: RI > 1, em particular há uma constante co tal que

área (UR 1!1(UR'P») ~ Cop2.

Agora introduziremos a energia de Dirichlet

(2.7)

E (u) = ~11lV7ul
2

e lembramos que para aplicações conforme como UR, a energia de Dirichlet e a

11



i u~ds :::;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé (8)

c;utsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP

(2.8)

área coincidem, basta ver que

E (u) = ~ iionmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl'Yul
2

~ii u; + u~dxdy

~iiE+G

ii v'EG

ii VEG-F2

- A(u)

onde E = G e F = O.

Precisamos do seguinte Lema devido a Courant-Lebesgue.XWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L e m a 2.6. Em um domínio B do plano, considere a classe de aplicações u E C?",

para as quais a integral de Dirichelet é uniformemente limitada por uma constante

..[
E(u) :::;!vI.

Centrado em um ponto fixo arbitrário O, traçamos um círculo de raio r. De-

notaremos por C; o arco ou conjunto de arcos deste círculo contidos em B, e por

o comprimento do arco C», Então para toda constante positiva 8 < 1 existe p,

dependendo de u, com 8 :::;p :::;Vb, tal que

rn
4M

é (8) = ln O)

o ~ (8) = o. Além disso, o quadrado do comprimento Lp da imagem C~ de Cp

~3 satisfaz=

L~ < 27fé(8)

é a oscilação de u em Cp é no máximo 127fé (8) .

12



Prova. SezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu. temonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp

e portanto escrevendo

ra derivada contínua, então

!dr!u;ds ~ E (u) ~ 2M

6 c;

V6 V6
d!d1'!U;ds=! ;'P(1') ,

6 CutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr 6

onde P (1') = T J u~ds, pelo teorema do valor médio do cálculo integral, existe
Cr

p E [8, J8] tal que

Assim,

e

V6
d

2M > J : p(1')

6

1
-p(p) (J8 - 8)
p

1 V6

p(p)- J dr

P li

V6
d

> p(p)! :
li

p (p) (ln J8 - ln 8)

J8
- p(p)ln-

8

~p(p)ln(~).

2M

p!u;ds < pn (~)
Cp

4M

ln .!
li

!u;ds < E (p)

c, P

13



Desde quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBALponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=utsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ \ 'u~ds. pela desigualdade de Schwarz,
Cp

L
2

= V. ~dsJ'p

< J u~ds J ds

Cp Cp

< ê(8)27rp

P

- 27rê (8) .

Para abreviar definimos 8*A (UR, p) = 8A (UR, p) \8DI.XWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L e m a 2.7. Há uma constante positiva c tal que:

i) dist(8* A (UR, p) ,8* A (UR, 2p)) 2: c para RI :S p :S ~R;

ii) dist(8DI,8*A(UR,P)) 2: clnp para 2RI :S p:S R;

iii) E (uRIAr) :S coexp2(~)

P r o v a . Considere Zo E 8*A(UR,P) tal que,

dist (Zo, 8*A (UR, 2p)) = ro = dist (8*A (UR, 2p), 8*A (UR, p)).

Sejam D; (zo) = {z; [z - zol :S r} , D; (zo) = D; (Zo) n (A (UR, 2p) \D (UR, p)) e

8* D; (zo) = 8Dr (zo) n (A (UR, 2p) \D (UR, p)).

Se ro < 1 então, pelo Lema de Courant-Lebesgue, existe rI E (ro, yírO)

tal que o quadrado do comprimento da imagem de 8*Drl (zo) por UR, é menor

47rE(uRlo. (Zo»)
ou igual a log p , isto é a oscilação de UR em 8*Drl (zo) não excede

ro

47rE(uRlo. r (ZO»)
I P ,onde
og ro

( J Ia:eR I dO) 2 :S 47r E (UR ID~ro(ZO))

~. o-. (zo) log .1ro

14



desde que rIonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> ro, podemos encontrar um arco, em 8*Drl (zo) ligando 8*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA (UR, 2p)

e uma componente de 8Q(UR,P), onde

J I
BuR IutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdO > J 1

8UR I ao >80 - 80 - p
a' Drl (Zo) I

onde

47rE (UR I Dy1'õzo ) .
2 < I

P - log-
ro

Por outro lado,

Djro- (zo) C A (UR, 2p) \0 (UR, p) C O (UR, 2p)

onde

E (UR, Djro- (zo)) ::; E (UR, O (UR, 2p))

e por (2.7)

área (UR IO(UR'P») < COp2, para RI < P < R

2 47rCo(2p)2 47rc04p2
P < = .- log 1... log 1...

ro ro

onde

1
log - ::; 167rco

ro

portanto

1
ro ~ exp (-167rco) para RI < p < "2 R.

Se porém ro ~ 1, de qualquer forma ro ~ exp (-167rco), desde que exp (-167rco) <
1.

Assim faça c = exp (-167rco) o que prova (i).

Por um argumento similar ao anterior, mostra-se que

dist (8DI, 8*A (UR, RI)) ~ exp (-47rco) ~ exp (-167rco) = c,

15



isto ézyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

disti8D}.8*A(UR,R})) ~ e.

Para provar (iii. sejautsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAlonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE N tal que se 2R1 :S P :S R, então R} < f, = s < 2Rl,

onde RI :S f, :S !R. Sem perda da generalidade, podemos supor que l ~ 2,assim

por (i) para k = O, .. ".l - 1, temos

dist (8* A (UR, 2k s) ,8* A ( UR, 2k+l s)) ~ e,

dai

dist(8D1,8*A(UR,P)) ~ dist(8D1,8*A(UR,R1))+

+ L~~~dist (8* A (UR, 2k s) ,8* A (UR, 2k+l s))

> e+ le

(l + 1) e.

por outro lado, como RI :S #; :S 2R1, então P :S 21+1ti; daí

ln P :S (l + 1) ln 2 + ln RI

< (l + 2) ln 2 - ln 2 + ln RI

< (l + 1) - ln 2 + ln RI,

desde que por hipótese l ~ 2, então (l + 2) ln 2 :S l + l. Também sem perda da

generalidade, podemos supor que RI :S 2, daí ln RI :S ln 2, portanto ln P :S l + 1,

e segue-se que dist (8D1, 8*A (UR, p)) ~ cln p.

Dado r escolha p tal que

r = dist (Sl,8*A(UR,p)) ~ clnp,

onde

r r
lnp:S - e p:S exp -, como Ar C O (UR,P),

e e

segue-se por (2.7) que

E (UR lAr) :S área (UR 10 (UR, p))

< Cop2

< Co (exp ~r
eoexp2 (~).

16



SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv (r, B) uma superfície harmônica definida no círculo unitárioonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS1 tal que

r < 1. Supondo que S· é aplicado sobre uma curva retificável ~, isto implica que

as componentes de v (1, (J" são funções de variação limitada. Então vale o seguinte:XWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L e m a 2 . 8 . LutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(r) = J 8v(r~(iO»d8 é monotónicamente crescente no intervalo O <
o

r:::;le

L = L (1) = lim L (r) .
r->1

P r o v a . É suficiente provar que L (rI) ~ L (ro), ro :::;1'1 :::; 1, desde que o limite

quando r ~ 1 é uma consequência imediata da semicontinuidade do comprimento

para a curva v (r, 8) em r. Daremos a prova para r = 1. Para r < 1 o mesmo

argumento vale.

v (1',8) , pode ser expresso em termos dos valores de fronteira, isto é

v(8)=v(I,8)

pela integral
211"

V (1'0, 8) = J K (1'0, a - 8) v (a) da,

o

onde K (1'0, a - 8) é o núcleo de Poisson

1 1- 1'5
K (1'0, a - 8) = 271" 1- 2rocos (a - 8) + 1'6

[1], pago 135.

Considere
211" 211"

Vo = J K(JV (a) da = - J KQv (a) da

o o

desde que Ko = -KQ•

Considerando a integraçào no sentido de Stieltjes, desde que v (a) é de variação

limitada. e integrando por partes a ultima expressão,

211" 211"

- J KQv (a) da = -v (a) K (ro, a - 8) 1~1I"+ J K (1'0, a - 8) dv (a) ,

o o

17



onde
21TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V8onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= utsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ K (ro, a - O) dv (a)

o

desde que K (ro, a - O) > O

21T

IV81 = J K (ro, a - O) Idv (a)1
o

(2.9)

desde que K é harmônica em (r, a), o teorema do valor médio para funções

harmônicas implica que

K (O, -a)

21T

~ J K (ro, O - a) dO
271"

o

21T

2~ J K (ro, a - O)da

o

uma vez que K (ro, a - O) = K (ro, O - a) . Por outro lado,

1
K (O, -a) = 271"'

então
21T

J K (ro, a - O)da = 1

o

(2.10)

21T

substituindo (2.9) em L (ro) = J Ivol dO para o comprimento L (ro) e usando a
o

relação(2.10)

21T 21T

L (ro) ::; J J K (ro, a - O) Idv(a)1 dO

o o

21T

J Idv(a)1
o

L (1).

18



Proposição 2.9.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAPara qualquer sequênciautsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBARk ~ 00, há uma subsequência de

URk' denotada por v,_ e uma aplicação conforme harmônica U E CO (A, }R3)onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn

Coe (A,}R3) , onde A =
o

DI . com as seguintes propriedades:

i) Vk converge para u em ao (Ar) , para todo r > 1 e em Coe (Dr \Ds) para

todo r > s > 1;

ii) u: 8A ~ r é injetiva;

iii) U (A) c T).,,/l;

iv) U tem área mínima no seguinte sentido: para qualquer r > 1 e qualquer

aplicação v E COn Hi (Ar, T) , tal que v laol parametriza r monotonica-

mente e v laor = U laor , segue-se que área(u lAr) ~ área (v) ;

v) dist(8DI,8*A(u,p)) 2: clnp;

vi) E (u lo(U,p») ~ a (p + po) - a (RJ) + aI.

Prova. Em vista do Lema(2.7) (ííí), a integral de Dirichlet é uniformemente

limitada em Ar, r > RI, onde pelo teo de Arzelá, precisamos apenas mostrar a

equicontinuidade de URk ISI .
Se URk ISI não são equicontínuos, então, por um argumento envolvendo o Lema

de Courat-Lebesgue e pelo Lema(2.7), tem-se Rk > 1, rk ~ O e um ponto z E 51

tal que

f 18~;kI d() ~ O e o comp (r;) ~ O quando k ~ 00,

aOrk(z)nA

(2.11 )

onde r; = r\uRk (SI n o., (z)).

Ora desde que pelo Lema(2.7) E (u lAr) ~ Co exp 2 (~) ,escolha r> 1, e rk < 1,

onde E (URk lAr) é uniformemente limitada, portanto podemos usar o Lema de

Courante-Lebesgue para obtermos O < bk < 1 e bk < rk < ~, onde

f 18~;kI d() <
aOrk (z)nA

27["4 (Coexp 2 Ü)) ~ O, quando b
k

~ O.
Iln -

lik
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e outsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcomponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(r.n ~ OquandozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk ~ 00 nega a hipótese de equicontinuidade de URk /sJ .
Agora escolhamos zf, z~, , zJ; , p{ > ±, j = 1, , tri tal que para cada k o

disco Dp{ (zO j = 1, .....m e DTk (z) cobrem SI, mas seus interiores são dois a

dois disjuntos, onde m é um número natural fixo. Aplicando cada DPi (zO n A

conformemente sobre o disco unitário e desde que pelo Lema (2.10)

82 &v 8
2

1

&

~~J 80 (rexpiO) dO = J 80 (expiO)1dO

81 8J

para funções harmônicas v no disco unitário, então encontramos arcos regulares

simples ,fcé C D.J (zt) n A tal que lim,fc é = SI n D.J (zt) no sentido de Frechet
J PkXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé - t O ' Pk

isto é, de tal maneira que se Pé e Qé são pontos em ,fcé tais que, no limite tendem

para P e Q respectivamente em SI n D p{ (zO ' então 'os arcos completos PéQé de

,L, tendem para o arco PQ de SI n D Pi (z~) , e

m

lim E comp (URk /,fcé) = campr~
é-->O '

j=1

(2.12)

desde que

UR. (y!iI~ó')L)= r; = f\UR. (S' n D,. (z»)

Por outro lado, seja {Wk, , W~+I} = (SI\ u, D~ (4) \D~k (z)) pelo

Lema de Courant-Lebesgue e Lema(2.7), esse garantindo a limitação uniforme

das integrais de Dirichlet, há é;',k > O com

lim é; k = O e lim J 1 88
U

O
Rk

1 dO ~ O
l-too' l-too

ôD I (wOnA
~i,k

(2.13)

usando arcos 8DTk (z)nA, i,é e 8De;! k (wOnA, arredondando os cantos facilmente
J.

o
constroem-se curvas de Jordan regulares fechadas Ik CAr(Rk) as quais encontram-

se a uma pequena distância de SI e cortam Ar(R
k
) em duas regiões anelares. Além

20



disso, outsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcomponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(URJ.~"'lI:~ converge para zero quando k ~ 00 por (2.11) e (2.12)

Assim, dadozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe > O existe ko E fi tal que k > ko nos dá

j 18~;kI dO < 2E
"fk

(2.14)

Agora escolhamos um ponto Ck E IR? tal que,

IURk (z) - ckl < E para todo z E "(k (2.15)

então definimos

uk
k

(TexpiO) = {(1- r) Ck + rURk (expiO), se O::; r::; 1
u n, (r exp iO) ,seI::; T ::; r (Rk)

daí

8uk (r exp iO) _ (exp iO) _ Ckk _ URk
81'

8u
l

(r exp iO) _ 8uRk (exp iO) (exp iO) i,
Rk - r 80

80

onde

, (1 ) jl j27l" I 8u R (exp iO) I
area URk IDI = o o IURk (expiO) - ckl r k 80 (expiO) i drdO

1 211" I I8UR expiO)j j IURk (expiO) - ckl r k 10 drdO

o o

2 211" I I~ 11 jl ( .{))_ I 8URk (expiO) d{)
2 o U n; exp 'tu Ck 80 v

o

< ~ j211"18URk (exp iO) I {)
2E 80 du

o

1
< -c2E

2
_2

- c.

Isto é

área ( ukk IDI) < E
2
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SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAg a área da superfície mínima tipo disco limitada poronmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr, desde que

a < área ( u kk IDI) < é
2

então

áreautsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(ukk) ~ área (URk) + é
2

como é é arbitrário, desde que k seja suficientemente grande, isto é um absurdo.

(ii) Segue-se pelo Lema(2.2) ;

(iii) Segue-se pelo Lema(2.3) ;

(iv) Sejam Vk uma subsequência de URk a qual converge para U e k grande tal

que v (Ar) C ZRk' conectando, a superfície v (Ar) com Vk IAr(Rd\Ar .usando uma

superfície tipo faixa, cuja área ék -+ O quando k -+ 00, uma vez que U (8Dr) =

v (8Dr) , obtemos assim uma superfície Vk tal que

área (Vk) ~ área(vk)

área (v) + área( Vk IAr(R
k
) \Ar ) + ék

onde

área (Vk) - área (Vk IAr(Rk)\Ar) ~ área (v) + ék

assim

área (Vk lAr) ~ área (v) + ék

passando ao limi te quando k -+ 00 temos

área (u lAr) ~ área (v) .

(v)Isto é uma consequência imediata do Lema(2.7) (ii);

(vi)Isto é uma consequência imediata de (2.6) e da convergência de Uk para u.XWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L e m a 2 . 1 0 . Valem as seguintes afirmações:

i) A (u, p) é limitado para cada p;

ii) IP o U (z)1 -+ +00 (z -+ 00).
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Prova. 1\0 que se segue, limonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt'k =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAU, Vk = URk e rk = r(Rd. Mostraremos
k-x

inicialmente queutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA lU, Pl r A. pois do contrário, E (u) seria finita, pela ítem (vi)

da Proposição (2.9) . Então consideraremos a aplicação u' (z) = u U) definida no

disco unitário furado Dl {O}. Pelo lema de Courant-Lebesgue, encontramos um

circulo C; = 8Dr em volta da origem com comp (u'lcr) arbitrariamente pequeno,

o que é um absurdo.

Agora assuma que A (u, p) é ilimitado para algum p e seja p' > p um valor

regular de P o u. Claramente A (u, p') é também ilimitado. Onde o Princípio

do Máximo e o Teorema da Função Implícita implicam que cada componente de

8A (u, p') \81 é uma curva analítica, real e mergulhada seguindo para o infinito

em ambas as direções.

Novamente considere a função u· como definida acima. Usando o Lema de

Courant-Lebesgue e Proposição(2.9) (vi), encontramos círculos arbitráriamente

pequenos C; em volta da origem tais que a variação total de u' em C; n A (u', p')

também torna-se arbitráriamente pequena. Note que 8A (u', p') é a imagem de

8A(u,p') sobre a inversão z ---*~, onde as componentes de 8A(u',p') \81 camin-

ham para a origem. Logo escolhendo, r suficientemente pequeno, podemos ficar

certos que c, encontra 8A (u', p') \S1. Então toda componente de Cr nA (u', p')

encontra 8A(u',p') \81
. Segue-se que a imagem de O; n A(u',p') por IPou'l

difere arbitrariamente pouco de p'. Portanto IP o u'l > p na fronteira interna

de A(u',p)\Dr para r conveniente. Isto implica que A(u',p) C A(u',p')\Dr e

consequentemente A (u, p) é limitado.

A afirmação em (ii) é equivalente a limitação dos conjuntos n (u,p) para qual-

quer p fixo. Afirmamos que qualquer componente de n (u, p) é limitada. Do

contrário por (i) e Proposição(2.9) (vi). ele teria que tocar 8' A (u, o) para todo

a suficientemente grande, em particular para a > p um absurdo. Agora as-

suma que n (u, p) é ilimitado. Desde que n (u, p) C n (u, 2p) e as componentes

de n (u, 2p) são também limitadas, segue-se que há uma sequência de diferentes

componentes n2p,k de n (u, 2p) , k E N, n2p,k =I- A (u, 2p) tal que cada n2p,k contém

alguma componente de n (u, p) , em particular n2p,k contém algum ponto w com

Ipou(w)1 ::; p. Disto concluimos que área (uln2p,k) ~ 1fp2 para todo k. Isto

contradiz a finitude da área( u In(U,2p») pela Proposição(2.9) (vi) .

Lema 2.11. Seja M uma superfície sem fronteira, v : M ---* }R3 uma imersão, po E

M, r > O e O < é < !tal que a normal unitária n de v satisfaz In (p) - n (po) I < é

para todo p E M e tal que o disco geodésico (com a métrica induzida) B; (p) C M
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é compacto. ~.í.,dU.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

no disco eudi ..

2é: Ix - v (po) para

ém o gráfico ceriesuuio de uma funçãoutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI definida

» no plano tangente a v (Po). Além disso,onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA11 (x)1 :::;

E D~ (v (Po)).XWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P r o v a . Desde que In (p) - ti (po) I < E < ~ qualquer que seja p E AI, segue-se

que o ângulo ()formado por ti (p)e ti (po) é menor que ~. Assim um dos ângulos for-

mados pelos planos tangentes a 11 (M) em v (p)e v (po) respectivamente é também

(). Desde que () < ~ < ~, fácilmente verifica-se que o ângulo a formado pelo seg-

mento 11 (P) V (Po) e o plano tangente a v (M) em v (po) é tal que a < () < ~, daí

se p E M é tal que v (p) E 8Dr (v (po)) , onde dist (v (p), 11 (po)) = r, a projeção

ortogonal P.l sobre o plano tangente a 11 (M) em v (po) é tal que

r
IPJ. (v (Po))1 = r cos a ~ J2'

esde que a < ~. Onde 11 (M) contém o gráfico de uma função I definida no disco

euclidiano D-L (v (Po)).
V2

ejam x E D7i (v (po)), p E M tal que PJ. (v (p)) = x e a o ângulo formado

pelos segmentos xv (po) e 11 (p) V (po) temos que

11 (x)1 = (tan a) Ix - v (po) I ,

desde que In (p) - n (po) I < E < ~ e a < ()< ~,então tana:::; 2E e

II (x) I < 2E Ix - v (po) I .

L e m a 2 . 1 2 . Temos que:

1. Para qualquer r> 1 a curvatura gaussiana JA\Ar Kdw de uem A\Ar é finita;

2. Para algum r" > 1, u não tem pontos de bifurcação em A\Ar.

P r o v a . Considere R > r > 1 com a propriedade que u não tem pontos de

bifurcação nos círculos CR, C; Sejam ZI, Z2, ..... , ZN todos os pontos de biufurcação

de u em AR\Ar, com ordens mI, m2, ..... ,mN. Pela fórmula de Gauss-Bonnet para

superfícies bifurcadas [7], temos
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21.onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL: rn, - 11zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAKdw = 1Kgds + 1 Kgds.utsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1=1 AR\Ar Cr CR

onde kg, ds denotam a curvatura geodésica e o elemento comprimento de arco

dos círculos fronteira( na métrica induzida por u) e as integrais de fronteira são

tomadas com orientações convenientes. Lembramos que como no Lema(2.10) ,Vk -+

u localmente e que Vk é uma imersão em Ark \ Ar e tem o circulo plano rrk como

fronteira exterior, onde obtemos

1Kgds + 1Kgds

c; CR

1~~(1K;ds + 1K;dS)
C; CR

1~~11(_Kk) dw
k

AR\Ar

< limsup (r (_Kk) dwk
k=voo ll

Ark \Ar

< li:.:,:::p V K;ds' + 2,,)

1Kgds - 27r.

Cr

Onde o índice k denota que a quantidade geométrica é determinada por Vk, e

Kk denota a curvatura gaussiana de Vk, onde deduzimos que

N

27r?= m; - 11Kdw:::; 1 Kgds + 27r

1=1 AR\Ar Cr

Tomando o limite quando R -+ 00, segue-se a afirmação do lema.

Lema 2.13. Com a escolha conveniente da orientação, a normal unitária n de u

converge para e = (0,0,1) quando z -+ +00.
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P r o v a .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAO lema anterior é diretamente aplicado e diz que, a curvatura gaussiana
total dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu é finita emutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA \Dr· para algum T*onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> 1. É bem conhecido que n é uma
aplicação holomorfa de S2, e a curvatura gaussiana total é sua aplicação de área.
Segue-se do teorema de Picard que n tem somente uma singularidade remivível
em z = 00. Onde N ~ lim n (z) existe. Agora assuma que N =I e = (0,0,1).

z---+oo

Sejam c e p números positivos, ° < é < 4. Podemos escolher T > 1 tal que u

IA\Dr é uma imersâo e

In (z) - NI < e qualquer que seja z E A\Dr.

Pelo Lema(2.1O) (ii) podemos escolher um ponto w E A\Dr tal que

IP (p)1 2: 2p, p = u (w)

tal que, A\Dr contém um disco geodésico compacto Dp (w) e segue-se então do
Lema(2.11) , que u (A\Dr) contém o gráfico cartesiano de uma função I definida
no disco D-J2 (p) no plano tangente a u em p e que II (x)1 ~ 2c [z - pl para todo

x E I).e: (p). Desde que VI - Nj é o seno do ângulo formado pela normal N e
v'2

e = (0,0,1), então (-72) Vl- Nj é o comprimento da projeção do segmento de

comprimento -72 (isto é de um raio do disco D -J2 (P) cuja normal é N) sobre o eixo

vertical, como por hipótese N =I e = (0,0,1) , segue-se que VI - Nj =I 1, e como
IN - n (p)1 < c, então podemos claramente escolher um ponto q E D-J2 (p) tal
que

q3 - P3 2: (~) VI - Nj

Denote por y o ponto no gráfico de I estendido sobre q e obtemos do Lema(2.11)

que

Y3 - P3 2: q3 - P3 -Iy - pl

> LV1-Nj-ly-pl
J2

> LVI-Nj-2cL

J2 J2

> ~ ( V 1 - Nj - 2ê) (2.16)
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desde que pelo Lema(2.11)onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Iy - ql ~ 2ê Iq - plutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p
< 2ê J2.

Por outro lado,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy e p pertencem ao conjunto T>..J.l e escrevendo 8 = IP (p)l, t =

IP (y)I, temos que

I
1 t 1 8 I I ( 1 t 1 8) IIY3 - P31 - ,\ cosh" -:x - ,\ cosh - -:x ~ Y3 - P3 - ,\ cosh - -:x - ,\ cosh - -:x

I
1 t 1 8 I< Y3 - ,\ cosh - -:x + ,\cosh - -:x - P3

< IY3 - '\cosh-
1

±I + Ip3 - .-\cosh-
1

~I

< J.L + J.L

< 2J.L

onde

IY3 - P31 < l.-\cosh-1 ± - '\cosh-1 ~I + 2J.L

< ,\ Icosh-1 ± - cosh-1 ~I + 2J.L

< >'Iln H ~e,):-11 +21'

f + V (f) - 1

! + v'tL>.2

< ,\ Iln ~ + h I + 2J.L

>. >.

I

t + ..;r-:::t2-_-.-\"""-21
< ,\ ln _/ + 2J.L

8 + y 82 - ,\2

\ 1 2 max (8, t)
< A n +2J.L

min (8, t)

desde que

18 - ti ~ Ip - yl ~ ~ + 2ê~ = (1 + 2ê) ~ - (1 + 2ê) J2 r:
y 2.j2 J2 - 2 P ~ y 2p
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obtemos levando em conta quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAs ~ 2p que

maxutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(s, t)
Y3 - P3 ::; ÀXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl n . ( ) + À l n 2 + 2J-tonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

rrun s,t

2p + V2p
< À l n fõ + À l n 2 + 2J-t

2p - y2p

1+ fl
::; À l n :Li + À l n 2 + 2J-t

1-
2

o que é incompatível com (2.16) se é é suficientemente pequeno e p suficientemente
grande, segue-se que N = ±l.

. P r o v a d o t e o r e m a

(i)É estabelecido pelo ítem (ii) da proposição.
(ii) Segue-se do item (ii) do Lema(2.10)
(iii) Concluimos do ítem (ii) do Lema(2.10) e Lema(2.13) que há um p > 1

tal que P o u IA\n(U,p) é um difeomofismo local com jacobiano de sinal fixo, devido

a conexidade de A\O (u,p). Ainda pela Proposição(2.9) (ii), Pou é própia, assim

seu grau topológico é bem definido e portanto d = deg (p o u IA\n(u,p) ,x) é uma

constante positiva para x E JR2\Dp. Segue-se que

área (( u In(U,R») \0 (u, p)) ~ dt: (R2 _ p2) (2.17)

para todo R>p.
Da Proposição(2.9) (vi), temos que

E (u In(u,p») ::; a (p + po) - a (Rd + aI'

onde

área ((uln(U,R») \0 (u,p)) < a(R+po)-a(Rd

+al - (a (p + po) - a (Rd + ad

a (R + po) - a (p + po)

Por outro lado

a (R + po) = a (p)
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autsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(RonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ p) ::; (n + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt;) R2

(

(R + po) J(R + PO)2- ,,\2 )

n õ,,\2ln * ((R + po) + J(R + po)2 - ,,\2)

< n ((R + PO)2 + ,,\2ln ~ ((R + PO) + Jr-( R-+-p-O)--::-2-_-,,\-2) )

< n((R+po)2) +n,,\2ln~ ((R+po)+J(R+po)2_,,\2)

< nR2 + 2nRpo + np6 + n ,,\2ln ~ ((R + PO) + J(R + po)2 - ,,\2)

< nR;, + t:' R;,
< (n + s') R;,

para t;' arbitrariamente pequeno e Ré' suficientemente grande, e

a (p + PO) ~ a (p) = n (pJ p2 - ,,\2+ ,,\2ln ~ (p + J p2 - ,,\2) )

> n p2 + n ,,\2ln ~ (p + J p2 - ,,\2)

>
2 11 2

npé" + t; Pé"

> (n + s") P;"
para e" arbitrariamente pequeno e Pé" convenientemente grande. Tome

. (' ") R R -t; = mm t;, t; , = 'é e P = Pé entao

e

-a (p + PO) ::; - (n + s) p2

somando membro a membro, temos

a (R + p) - a (p + Po) ::; (n + z) (R2 _ p2)

dai deduzimos que d = 1, em vista do Lema(2.13) , isto prova que u IA\fl(U,P) é

o gráfico de uma função ip definida em JR.2\Dp. A estimativa (2.1), segue-se do
fato que u (A) C T>.,J1o' Devido a Osserman [8] u não tem pontos de bifurcações

o
verdadeiros em A desde que u é localmente área minimizante Proposição(2.9) (iv)
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