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1. Introdugao

O estudo de superficies Minimas, tem uma longa e rica histéria, datando dos
primérdios do cédlculo das variagoes e tomando impulso a partir dos experimen-
tos do fisico belga J. Plateau em 1847. Ele mostrou que pelas leis da tensao
superficial, o filme de sabao formado pelo mergulho de um contorno fechado de
arame em uma solugao de sabao, representa uma superficie a qual é estavel com
relagao a area. Isto é, sob a minima deformacgao, o filme sempre torna-se maior.
Este problema representou um grande desafio, pelo seu contraste entre a simpli-
cidade de ser estabelecido e a dificuldade da solugao: encontrar uma superficie
G de menor area tendo como franteira uma curva de Jordan dada. A solugao
matematica deste problema em dimensao dois, foi dada independentemente em
1930 e 1931 por T. Radé e J. Douglas para uma curva de Jordan retificavel no
espago euclidiano. A superficie minima que eles obtiveram era realizada por uma
aplicagao harmonica conforme definida no disco unitario. Em 1940, R. Courant
resolveu este mesmo problema para superficies minimas de tipos topoldgicos difer-
entes. Em 1948 Morrey provou o teorema de Douglas e Radé em uma variedade
riemanniana homogeneamente regular. Uma questao natural consiste em saber se
toda curva de Jordan também limita um ”anel infinito” de area minima, isto é,
uma superficie de menor area do tipo conforme do disco unitario menos um ponto
a qual se estende para o infinito. Este é o Problema exterior de Plateau.

Em 1989 Friedrich Tomi e Rugang Ye em [2] mostraram que toda curva de
Jordan retificivel em R3 limita uma imersao minima de um anel, a qual se estende
para o infinito e tem um fim plano, isto é, fora de alguma bola a superficie é
o gréafico de uma fungao limitada, definida em algum dominio assintotando um
plano no infinito. Neste trabalho resolveremos o problema correspondente para
superficies com fim tipo catendide, o que significa que no infinito a superficie é o
grafico de uma fungao logaritima crescente, e portanto assemelha-se a forma de
um meio catendide, problema este originalmente resolvido por R. Langevin, H.
Rosemberg (1989) e por F. Tomi (1992) o qual é demostrado no seguinte teorema.
O caso A = 0 no teorema corresponde ao fim plano e portanto é um caso especial
do resultado em [11] (F. Tomi - R. Ye). Por reflexao para o outro lado do plano
z3 = 0, o caso de A < 0 pode ser reduzido para A > 0.



Teorema 1.1. Sejam C o catendide do R?, T o fecho da componente nao sim-
plesmente conexa do R*\C e T C T uma curva de Jordan retificivel a qual gera
71 (T), o grupo fundamental de T. Entdo, para todo A € [—1, 1] existe p > 0 e

0
uma imersao minima conforme u :D; \{0} — R? tal que:

i) u estende-se continuamente para D;\{0} e u aplica 0D, sobre I" topologi-
camente;

i) lim | u(2) | = +oo;

iii) Para algum r >0, u lDf\{O} é um mergulho e u(D,\{0}) é o grafico de uma
funcao ®, a qual esta definida em um dominio exterior do plano z3 =0 e
satisfaz:

|® (21, 22)| S pse A=0 (1.1)
’Cb (1, T3) — Acosh™ (l-';‘)_|> < pse A#0, onde p =[x} + 23.

Inicialmente obteremos uma superficie u, como limite de uma sequeéncia de
superficies minimas limitadas por I e certos circulos T, os quais nao estao contidos
em um plano fixo mas, em um catendide conveniente. Em seguida estudaremos o
comportamento assintético desta superficie, a qual seré a solugao do problema.




2. Problema de Plateau para Superficies Minimas Com Um
Fim Tipo Catendide

Introduzimos as seguintes notacoes: C denota o catendide do R3?, isto é C =
{(z1,22,73) € R3; {/2? + 23 = coshz3}, e T' o fecho da componente nao simplis-
mente conexa de R*\C, por cosh 'entendemos o ramo positivo da inversa do cosh,
isto é cosh™'(p) = In(p + v/p? — 1). Denotaremos por X’ o interior do conjunto X.

Colocando D, = {z € C ;| z |< r}, estabeleceremos nosso resultado no seguinte
teorema:

Teorema 2.1. Seja I' uma curva de Jordan retificavel contida em T a qual gera

m(T), o grupo fundamental de T'. Entéo, para todo A € [—1,1] existe p > 0 e
0

uma imersao minima conforme u :D; \{0} — R? tal que:

i) u estende-se continuamente para D;\{0} e u aplica 3D, sobre I' topologi-
camente;

ii) lim | u(z) | = 400 ;

iii) Para algum r > 0, u ‘Dr\{O} é um mergulho e u(D,\{0}) é o grafico de uma
fungao @ a qual esta definida em um dominio exterior do plano (z1, ) e

satisfaz:
|® (2, 29)| < ppse A=0 (2.1)

|¢(x1,$2) - ACOSh‘I (l%l-)l S ”Se A 7{0 ondep: HZE%-{-H)%

) 0
Seja A, = D,\ D; . Precisamos provar o seguinte:

Lema 2.2. Seja I' C T uma curva de Jordan retificdvel disjunta de T', e tal
gque I e I sdo homotdpicas em T. Entao, existe r > 1 e uma imersao minima

conforme u :AOT—> R?, tal que u estende-se continuamente para A, u(A,) C T e
u|sp, , U|ap, sdo aplicagdes injetivas sobre I e I respectivamente. Além disso,
u tem 4rea minima entre todas as aplicagoes 1 : A, — T satisfazendo as mesmas
condigoes de fronteira.



Prova A fronteira dT = C é o catendide e portanto 7' é uma regiao convexa
pela média, segundo a definigao de [10]. Como I' e I'" geram m, (T'), o teorema
5.2 de [10] garante a existéncia de uma superficie minima conforme u : A, — R?
tal que u(A,;) C T. Além disso, u|gp, € u|sp, sao aplicados injetivamente sobre
Fel' respectivamente, e segue-se do resultado devido a R. Gulliver e F. Tomi
3], que u 2 é uma imersao sobre o interior da superficie.

™

Precisamos de algumas notagdes adicionais:

o Zp = {z € R% p(z) < R} onde p(z) = \/x} + 23, z € R® (cilindro sélido);
e C* ={z € C;z; >0} (meio catendide) veja fig.2;
e C,,=AC+(0,0,p),onde0<A<lepeR;

. CI# = ACt 4+ (0,0,1) onde 0 < A < 1 e pu € R (catendide com diametro
minimo 2\ centrado em (0,0, u));

o I\, = {z € R¥%p(z) > 1,’.123 - /\cosh'l(ﬂ;—))’ < u} (regiao do R* com-

: Y+ Y+ s
preendida entre Cy , e Cy _, menos 7))

0
Agora escolhamos Ry > 1 tal que I' C {x €ZRy; |T3| < ‘;}, onde pu =

2cosh™ ' (Ro) esejaTr = Cy_ , NAZg .

T H

Podemos claramente encontrar um niimero R; > Ry tal que 'y C T para
R > R, Denotaremos por ug : A,ry — T a superficie minima tendo I' e I como
fronteira, cuja existéncia é garantida pelo Lema anterior.

Lema 2.3. ug(Ar(r)) C T p-

Prova. Considere a familia de meio catendides C) ,, v € R, os quais folheiam
R*\Z;. Claramente ugr(A,r)) N Cy, = ¢ se v é suficientemente negativo. Agora
aumentando o valor de v , C), devera contactar ug (Ar( R)) pela primeira vez,
digamos em v = vg, Uma vez que 'y C C) -, temos que v9 < —u e como pela
escolha de p, ' C {a: € Zpy; |z3| < g} e Cy_,N {:1: € Zpy; 23| < ‘21} = ¢ entao
I'NCy., = ¢. Portanto, se vy < —u entao a superficie up estara em um dos lados
de C!  eira contactar C{,_ em um ponto interior, contradizendo o principio do

Avo Avo
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maximo. Segue-se que g = —pu e portanto a imagem de up esta acima de CI s
Por um argumento similar mostra-se que u(A,(g)) esta abaixo de C f -

Consideraremos um conjunto aberto U C R?, o qual é folheado por uma familia
suave S, de superficies minimas mergulhadas, e seja N um campo vetorial unitario
C> em U tal que, N (p) é normal a S, se p € S,,. Seja V uma subregiao de U e
escolhamos alguma superficie S, da familia dada assumindo que a trajetdria de
N partindo de qualquer ponto da subregiao V' alcanca S, apés um tempo finito.
Entao definimos a aplicagao 7, : V' — S, a qual, assinala a cada ponto p € V o
primeiro ponto de intersecao da trajetéria partindo de p com S,. Desde que IV é
um campo normal, entao o Div N = 0 e segue-se pelo Teorema de Stoks que 7, é
area decrescente. Agora aplicaremos estas consideragoes para a familia CIU v E
R no conjunto aberto U = R\ Z,.

Desde que

3 — x $2 $2
O = {(21,20,25) € R S5 = cosh™ (J (7) " (72>)},

em coordenadas cilindricas temos z; = pcosf, z, = psinf, x3 = z e f definida
por f(p,0,6) = Acosh™* (‘)—t) + p — 6. Entao CI# é a imagem inversa do valor
regular 0 pela fungao f. Assim

/\2
Vf = (W,O, —1)

e
p
V= —.
donde
Vf
N = oate
V£l
_ (é 0. _VPP-XN L’\E)
p? ) p )
sto é



Lema 2.4. A trajetéria de N partindo de um ponto em T) , alcanga CI,_ . &pos
o tempo 1 + 21/2u, onde a projecao

. +
Ty T — C5_,
é bem definida e suave. Além disso, a estimativa

p(m_u(p)) < p(p)+po (2:2)

vale para todo p € T} ,, onde py somente depende de ..

Prova. Em coordenadas cilindricas a trajetdria satisfaz :

A N
P=2,0=0 e 2=- 1—(-)
p p

Por integracao direta, obtemos p (t) = 1/p (0)* + 2At, em particular, p é cres-
cente e p (t) > 1 para qualquer ponto inicial p € Ty, C R*\ Z;.
1

2 1 A
Seporem0<)\5§,entao;§§e

2(t)—2(0) = —o/t«ll—(p—z\;)-)zds
-

L
2

<" Lo, (2.3)

IA

IA

para t > 3%, pois 332@ > 2pu, onde—%é < —2pu.

Por outro lado, se % < A <1 entao,

p(t) >/p(0)° +t,

6




p(1)> V(02 +1>VI+1=v2, p(1) > V2,

z2(t) —2(0) < —2pu (2.4)

(020 = 1= (O a- [ 1= (2)

jwl“(‘)‘“

portanto

desde que

desde que ¢t > 1+ 2v/2u.

Combinando (2.3) e (2.4), vemos que a trajetdria partindo de p apés um tempo
de 1+ 24/2p alcanga uma posicao abaixo de C,'\t_ . € portanto alcanga CI_ . antes
que este tempo. Finalmente segue-se que

Ve () + 2o
< \/,;(p)2 + 22 (1+2v2)

3

. p(mu(p)




< \/p P+2(1+2v2p)

< \/(p(p)+3\//7+ v2)*
< p(p)+3vE+ V2,

0 que prova o lema.
Estamos prontos agora, para estabelecermos uma estimativa local para a area.

Definimos
a(p) = area (C;',o N Zp) , p>1
Aumentando a constante R; escolhida apés o Lema (2.2), podemos assumir

que

Ty (F) i ZR;- (25)

Com a notagao
S (u,p) = (o) (2,)
onde u é qualquer aplicagao sobre T} ,, entao temos o seguinte:
Lema 2.5. Com a notagao acima valem:
i) drea (ug) < a; +a(R) —a(R,) para R > R, (onde a, = drea(ug,));
i) drea (uR ]Z(un,pz)\Z(un,px)) > a(py) —a(p)) para Ry < p; < ps < R;

a(p)—a(Ry)+a, para Ry < p<R.

iii) area(uR Z(uam)) <

Prova. (i) Podemos unir a superficie ug, e Cy_, N (Zgr\Zg,) ao longo de sua

fronteira comum ['g,, obtendo uma superficie vg em T tendo I' e I'r como

fronteira. Pela minimalidade de ug Lema(2.2) temos que a drea(ugr) < érea ‘,

vg) =a1+a(R)—a(R). ,
(#7) A aplicagao 7_, o ug é um homeomorfismo de 0D, ) sobre I'r, desde

gue ' C C,\ _, € concluimos também usando (2. 5) que o grau topoldgico de

¥, © ug com respeito a qualquer ponto p € Cy _ _uN(Zr\Zg,) é £1. Portanto

7 _,oug cobre Zg\Zg, e pela propriedade area decrescente de _ u, Segue-se que a



’-u(ux '2(%)\2(““)) > a(ps) — a(p;) quaisquer que sejam R; < p; < pp <
R
(141) Fazendo p; = p e ps = R em (i),

area (uR IZ(uR,R)\ Z(ua,p)) >a(R)—a(p)
Onde

—area (UR IE(“R’R)\ E(“R’p)) < -a (R) t+a (,0)
de (i)
drea (ug) < ay+a(R) —a(R;)

somando temos

brea (unlenn) = ren o) = e (v o)
< airta(p)—a(),

o que prova (i77) . Onde as superficies sao localmente uniformemente limitadas.
Introduziremos os conjuntos abaixo, onde P é a projecao ortogonal sobre o

plano 23 =0:
Q(ug,p) = (Pour) ' (Z,), A(ugr,p) = a componente conexa de 2 (ug, p) con-
tendo 8D, = S.

Segue-se de (2.2) que, Q (ug,p) C ¥ (ugr,p + po) e portanto obtemos do
Lema(2.5) (447) a estimativa

drea (Ur |~upptpo) )

drea (ug,Q (ug,p)) <
< a(p+po)+a1—a(h) (2.6)

para R <p<R
Temos que C;\fo = {(ml,xg,scs) € R3; 23 = Acosh™! (\/ % + %)} , assim para-
metrizando CY, por @ (p,0) = (p cos @, psin §, Acosh™* (f)) , obtemos

oo . 1 1
@5 (p,0) = (cos 0,sinf, \ . X)
A2

= (cosO sin @ ——/\———)
b ) | lpi _ Ai

9



— (p,0) = (—psinb, pcosb,0)

onde
E — 0P 0%\ A*
\9p’ Op p2 — A2
9% 00
_<_8§’8_p>_—pCOSGSln0+pCOSHSln0_O

0% 09 %

o= (%%~
assim

VvVEG-F = VEG

p? )
= pz_/\z'p

NI .

N/ =Y

onde

il LT

p)_/o /,\ VT — A2 "

Fazendo 7 = Acoshu, entdao u = cosh™’ (f) e dr = Asinh udu, assim

21r )il cosh u) Asinhu
a(p) - / / sh=11 an

/\\/coshz u—1

cosh—1(2) A2 (cosh?) Asinhu
- o (£) A* (cosh’)
0

du

/\\/cosh2 u—1

10




cosh~'(£) A2 cosh? usinhu
= 27 - du
0 sinhu

cosh~1( 2
— 27r/ (A)/\zcoshzudu
0

cosh~!( £
_ 2“2/ (8) cosh2u+1
0 2
= wA? <Sin}212u+u) ;osrl(f)
= (7r)\2 (\/cosh2 u — 1coshu + u))
2
_ 2 ({P\" _.P 2 -1 (P
= 7r(/\ (/\) 1/\+)\ cosh ()\))
_ VPP —Np -1 (E)
— 7r(/\ 3 /\+/\ cosh 3 )
- (oo )
7r(p p + A% cos \

oosh_l(f)
0

onde

a(p) =7r(p\/p2—/\2+/\21n:1\- (p-l— \/p_z_—)‘z))

Uma vez que R; < p < R, segue-se que

< a(R+po)+ai—a(R)
< p*(a(R+ po) + a1 —a(Ry))

a(p+po) +ar—a(R)
desde que p > R; > 1, em particular hd uma constante cg tal que
drea (uR 'Q(uﬂ,p)) < cop’. (2.7)
Agora introduziremos a energia de Dirichlet

B(w) =3 [[ 1V

e lembramos que para aplicagoes conforme como ug, a energia de Dirichlet e a

11




area coincidem, basta ver que

B = % [ 1vup
= %//ug+u§da:dy
= %/E‘+G
AL

- //m
= A(u)

onde E=GeF =0.
Precisamos do seguinte Lema devido a Courant-Lebesgue.

Lema 2.6. Em um dominio B do plano, considere a classe de aplicagoes u € C™,
para as quais a integral de Dirichelet € uniformemente limitada por uma constante
M

E(u) < M.

Centrado em um ponto fixo arbitrdrio O, tragamos um circulo de raio r. De-
notaremos por C, o arco ou conjunto de arcos deste circulo contidos em B, e por
s o comprimento do arco C,. Entao para toda constante positiva 6 < 1 existe p,
dependendo de u, com § < p < \/6, tal que

/ufds < fg (2.8)
Cp
e (6) = 4M

In (%)
e ch—% £(8) = 0. Além disso, o quadrado do comprimento L, da imagem C,’, de C,

em R3 satisfaz
L < 2me (6)

isto € a oscilagao de u em C, é no maximo /27 (6).

12




Prova. Se u, tem primeira derivada continua, entao
Vi
/dr/u,’dsSE(u) <2M
s LL.

e portanto escrevendo

Vs ﬁd
/dr/ufdt;:/?rp(r),
5 5

G

onde p(r) = r [ ulds, pelo teorema do valor médio do célculo integral, existe

pE [6, \/3] tal qtrxe

2M

Y
ey
S |
S|
=

Assim,

13
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Desde que L, = [ \/u_fds pela desigualdade de Schwarz,
Co

2
2= | [ uids
Cp
/ u’ds / ds

G, S,

< 20y,
P

IA

= 27e ().
Para abreviar definimos 9*A (ug, p) = A (ug, p) \OD;.
Lema 2.7. H4 uma constante positiva c tal que:
i) dist(8" A (ug, p) , 8 A(ug,2p)) > c para By < p < 1B,
ii) dist(dD;,0* A (ug,p)) > clnp para 2R; < p < R;

i) E(ur|Ar) < coexp2 (2)

Prova. Considere zg € 9*A (ug, p) tal que,
dist (29, 0" A (ug,2p)) =ro = dist (0" A (ugr, 2p),0" A (ug, p)) .

Sejam D, (0) = {25z — 20| <7}, D: () = Dy (20) N (A (ur, 20) \Q (ur, ) e
0" Dy (20) = 0D; (20) N (A (ur, 2p) \Q (ug, p)) -

Se 19 < 1 entao , pelo Lema de Courant-Lebesgue, existe r; € (ro, \/Fa)
tal que o quadrado do comprimento da imagem de 9*D;, (2) por ug, é menor

: 4"’3(“&'0‘,,—0(:0)) L - . .
ou igual a o 1 , isto é a oscilagao de ug em 9*D,, (29) nao excede
0o
AmE\uR|ps __(29)
( L¢7D 0) onde
logﬁ >
¢ E (u
ou R D} 5(20)
[ 52|d8] <an 7

o0 log =

* Dy, (20) ro

14



desde que r; > g, podemos encontrar um arco -y em 98* D, (2o) ligando 8* A (ug, 2p)
e uma componente de 90 (ug, p), onde

/ d027/

8*Dr, (20)
AnE (“R ‘D\/ﬁzo)

1
].Og =

Ougr Ougr
30 20 ¥ 2P

onde

p* <

Por outro lado,

D% (20) C A(ur, 2p) \Q (ug, p) C Q (ug, 2p)

onde
E (uR, o (zo)) < E (ug,Q (ug,2p))
e por (2.7)
area (UR |Q(uR,p)) < cop?, para Ry < p< R
2 o 4mey (2p)° » 47rco4p2.
log ;15 log %

onde

1

log — < 167¢q

To

portanto

1
ro > exp (—167cg) para Ry < p < ER'

Se porém 1o > 1, de qualquer forma ¢ > exp (—167c¢y) , desde que exp (—167mc) <
1.

Assim faga ¢ = exp (—16mcy) o que prova ().

Por um argumento similar ao anterior, mostra-se que

dist (0Dy,0% A (ug, Ry)) > exp (—47cg) > exp (—167m¢y) = c,

15




isto é
dist (BDI, JA (UR, R])) 21 G
Para provar (i7), seja I € N tal que se 2R, < p < R, entao R; < & =5 < 2R,
onde R; < £ < %R. Sem perda da generalidade, podemos supor que [ > 2 assim
por (i) para k =0,---,l — 1, temos

dist (B'A (uR, 2'“3) LO*A (uR, 2"“3)) > ¢,

dai
dist (8D1,3*A(uﬂ,p)) Z dist (aDlaa*A(uR)Rl))+
+ 4L dist (G‘A (uR, 2’“3) ,O0*A (uR, 2’““3))
> c+lc
= (I+1)ec
por outro lado, como R; < & < 2R, entao p < 2+1 R, daf
Inp (l+1)ln2+1nR,

<
< (1+2)ln2-In2+InR,
< (I4+1)—In2+InRy,

desde que por hipétese [ > 2 entao (I +2)In2 < [ + 1. Também sem perda da
generalidade, podemos supor que Ry < 2, daf In R; < In2, portanto lInp <141,
e segue-se que dist (0D, 0 A (ug,p)) > clnp.

Dado r escolha p tal que

r = dist (Sl,a*A (uR,p)) >clnp,
onde
r r
Inp < —ep < exp -, como A, C Q(ug,p),

segue-se por (2.7) que

E (ug|A;) area (ug | (ug,p))

cop”

7\ 2
e
coexp 2 (C) .
c

16
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Seja v (r,0) uma superficie harmonica definida no circulo unitario S* tal que
r < 1. Supondo que S* € aplicado sobre uma curva retificavel ¥, isto implica que
as componentes de v (1, #) sao fungoes de variagao limitada. Entao vale o seguinte:

2r .
Lema 2.8. L(r)= [ Mr;(—eg;'a»df) € monotonicamente crescente no intervalo 0 <
0

r<le
L=L(1)=li~rr'{L(r).

Prova. E suficiente provar que L (ry) > L(rg), 7o < 11 < 1, desde que o limite
quando r — 1 é uma consequéncia imediata da semicontinuidade do comprimento
para a curva v (r,0) em r. Daremos a prova para r = 1. Para 7 < 1 0 mesmo
argumento vale.

v (r,0) , pode ser expresso em termos dos valores de fronteira, isto é

v(0) =v(1,6)
pela integral

v (ro,0) = /K (ro, ¢ — 0) v () da,

onde K (rg,a — ) é o micleo de Poisson

1 1—r2

.
K (ro,a—0) 271 — 2rgcos (a — 0) + rd

(1], pag. 135.
Considere

2 27
Vg =/K9v (a)da = —/Kav () da
0 0

desde que Ky = — K,.
Considerando a integragao no sentido de Stieltjes, desde que v («) é de variacao
limitada. e integrando por partes a ultima expressao,

2w 2w
— / KQ'U (a) da = — (a) K (’)’0’ a— 0) ’(2)# + / K (’I‘o, o — 0) d'l’ (a) )
0 0
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onde

2w
v = /K (ro, @ — 0) dv ()
0

desde que K (rg,a —8) > 0,
2w
lve| = / K (ro,c — 8) |dv (a))| (2.9)
0

desde que K é harmoénica em (r,a), o teorema do valor médio para fungdes
harmonicas implica que

2w
1
K(0,—a) = 2—W/K(r0,9—a)d0
0

1 2m
= %O/K(ro,a—H)da

uma vez que K (rg,a —60) = K (19,0 — «) . Por outro lado,

entao

/K (ro, — 8) dax = 1 (2.10)

0

2w

substituindo (2.9) em L (r0) = [ |ve|df para o comprimento L (rp) e usando a
[0

relagao(2.10)

2 2w

L(ry) < //K(ro,a—0)|dv(a)|d0

= [1dv(a)

0

= L(1).
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Proposigao 2.9. Para gualquer sequéncia R, — oo, hd uma subsequéncia de
ug,, denotada por vy e uma aplicacao conforme harmonica u € C°(A,R?*) N

0 0
e ( A,]R:’) ,onde A= C\ D,, com as seguintes propriedades:

i) vy, converge para u em C°(A,), para todo r > 1 e em C*(D,\D,) para
todor >s>1;

ii) u:0A — T é injetiva;
iii) u(A) C To;

iv) u tem drea minima no seguinte sentido: para qualquer r > 1 e qualquer
aplicacao v € C°N H) (A,,T), tal que v |sp, parametriza I' monotonica-
mente e v |gp, = u|ap, , segue-se que area(u|,, ) < drea (v);

v) dist(8D,0* A (u, p)) > cln p;

vi) E (ng(u,p)) <a(p+po) —a(Rr)+ar

Prova. Em vista do Lema(2.7) (ii7), a integral de Dirichlet é uniformemente
limitada em A,, r > R; onde pelo teo de Arzela, precisamos apenas mostrar a
equicontinuidade de ug, |s1 .

Se ug, |s1 nao sao equicontinuos, entao, por um argumento envolvendo o Lema
de Courat-Lebesgue e pelo Lema(2.7), tem-se Ry > 1, 7, — 0 e um ponto z € S’
tal que

8URk

50 df — 0 e o comp (I';) — 0 quando k — oo, (2.11)

8Dy, (2)NA

onde I'; = ug, (S*N D, (2)).

Ora desde que pelo Lema(2.7) E (u |4, ) < coexp 2 (%) ,escolhar > 1, ery <1,
onde E (ug, |4, ) € uniformemente limitada, portanto podemos usar o Lema de
Courante-Lebesgue para obtermos 0 < §; < 1 e 8 < 7 < /&, onde

/

8D, (z)NA

274 (Coexp2 (%))

1
In i

BuRk

df <
00

— 0, quando 6 — 0.

19



e o comp (I';) — 0 quando k — oo nega a hipétese de equicontinuidade de ug, [s: .

Agora escolhamos z}, 27, ...... 20, Pk > 1,7 = 1,.....,m tal que para cada k o

disco D (z,JC) j=1,....me D, (z) cobrem S! mas seus interiores sao dois a
k

dois disjuntos, onde m € um nmimero natural fixo. Aplicando cada D i (zi) NA
k
conformemente sobre o disco unitario e desde que pelo Lema (2.10)

02

d():/@-’

30( do
0,

I ov 0 :
rl_r'rio % (rexpif) exp i6)
1

para fungoes harmonicas v no disco unitério, entao encontramos arcos regulares

simples 7). C D ; (z]) N A tal que llm'yJ =S'ND ; (2]) no sentido de Frechet
p ke pl \ %k q ke ol \ %k

isto é, de tal maneira que se P e (). sao pontos em 'y,]D,E tais que, no limite tendem

para P e (Q respectivamente em S' N Dﬂi (zi) , entao os arcos completos P.Q. de

'YIZ,E, tendem para o arco PQ de S' N Dl’i (zi) e

EH},J_; comp (ug,|7,.) = compT’; (2.12)
desde que
SUESARE ELUNCLER®
Por outro lado, seja {w,lc, ......... ,w;c"“} = (S‘\UJ- ng (zf:) \D? (z)) pelo
k

Lema de Courant-Lebesgue e Lema(2.7), esse garantindo a limitagao uniforme
das integrais de Dirichlet, ha eg"k > 0 com

8
lim &t =0 e lim / TURe | 49— 0 (2.13)

l—o00 ) 00
8D!§‘k (wl)nA

usando arcos 8D,, (2)NA, 7}, e dD,. . (w,’c) NA, arredondando os cantos facilmente
’ S

0
constroem-se curvas de Jordan regulares fechadas v, CA,(r,) as quais encontram-
se a uma pequena distancia de S'! e cortam Ay (r,) em duas regioes anelares. Além
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disso, o comp (ug, |,, ) converge para zero quando k — oo por (2.11) e (2.12) .

Assim, dado £ > 0 existe kg € N tal que k > kj nos da

/

Tk

6’11,}33,c

50 df < 2¢

Agora escolhamos um ponto ¢; € R® tal que,
|ug, (2) — cx| < € para todo z € Y

entao definimos

. 1 —7)cp +rug, (expif), se 0 <r <1
1 gy = ( k
ug, (rexpid) { ug, (rexpif),sel <r <r(Ry)

dai . .
Ry (g:xpl ) = UR, (exp 29) — ¢k
Ou} 0 .
U, (;;!xpz ) _ ,Our, g:oxp i0) (expif) i
onde
1 2 |
area (U}a |D1) = // |ug, (expif) — ck| TW (exp i)
00
1 2w
1
00
2 2w |
) %l‘l’/lu’*k (exp i6) — ci| W do

2
& 15/ Oup, (expib) expzﬂ)
- 2
0
1
< —£2
S e

N

|
m

Isto €
p 1
area (uRk |D,) <eg
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Seja a a area da superficie minima tipo disco limitada por I', desde que
a < drea (u}ik |D1) < g

entao
drea (uk, ) < drea (ug,) + &*
Rr) = Ry

como ¢ é arbitrario, desde que k seja suficientemente grande, isto é um absurdo.
(21) Segue-se pelo Lema(2.2);
(117) Segue-se pelo Lema(2.3) ;
(tv) Sejam vy uma subsequeéncia de up, a qual converge para u e k grande tal

que v (A;) C Zp,, conectando, a superficie v (A,) com vy |4 (Ry)\Ar ;usando uma
T\

)
superficie tipo faixa, cuja drea £ — 0 quando k — oo, uma vez que u (9D,) =
v (0D,) , obtemos assim uma superficie 74 tal que

drea(vy) < drea(?y)

drea (v) + area(vy A, (ry)\Ar ) + &k

onde

drea (vg) — area (vk Ar(n,,)\Ar) < éarea (v) + &

assim
drea (v |4, ) < drea (v) + £

passando ao limite quando k — oo temos
drea (u|a,) < drea (v).

(v)Isto é uma consequéncia imediata do Lema(2.7) (77) ;
(vi)Isto é uma consequéncia imediata de (2.6) e da convergéncia de u; para u.

Lema 2.10. Valem as seguintes afirmagoes:
i) A(u,p) é limitado para cada p;

ii) |[Pou(z)| = 400 (2 — 00).
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Prova. No que se segue, hm v = u, ¥ = ug, e 1y = r(Ry). Mostraremos

inicialmente que A (u, p) # 4 p015 do contrario, E (u) seria finita, pela item (vi)
da Proposicao (2.9) . Entao consideraremos a aplicagao u* (z) = u ( —) definida no
disco unitério furado D,\ {0} . Pelo lema de Courant-Lebesgue, encontramos um
circulo C, = @D, em volta da origem com comp (u* |, ) arbitrariamente pequeno,
0 que é um absurdo.

Agora assuma que A (u,p) é ilimitado para algum p e seja p' > p um valor
regular de P o u. Claramente A(u,p’) é também ilimitado. Onde o Principio
do Méximo e o Teorema da Fungao Implicita implicam que cada componente de
OA(u,p')\S! é uma curva analitica, real e mergulhada seguindo para o infinito
em ambas as diregoes.

Novamente considere a fungao u* como definida acima. Usando o Lema de
Courant-Lebesgue e Proposigao(2.9) (vi), encontramos circulos arbitrariamente
pequenos C, em volta da origem tais que a variagao total de u* em C,N A (u*, p')
também torna-se arbitrariamente pequena. Note que 9A (u*,p’) é a imagem de
DA (u,p') sobre a inversao z — 1, onde as componentes de A (u*, p') \ S’ camin-
ham para a origem. Logo escolhendo, r suficientemente pequeno, podemos ficar
certos que C, encontra 8A (u*, p') \S'. Entao toda componente de C, N A (u*, p')
encontra 0A (u*,p') \S!. Segue-se que a imagem de C, N A (u*,p') por |Pou’|
difere arbitrariamente pouco de p'. Portanto |P ou*| > p na fronteira interna
de A (u*,p)\D, para r conveniente. Isto implica que A (u*, p) C A(u*, p')\D;, e
consequentemente A (u, p) € limitado.

A afirmagao em (i7) é equivalente a limitagao dos conjuntos 2 (u, p) para qual-
quer p fixo. Afirmamos que qualquer componente de 2 (u,p) é limitada. Do
contrério por (i) e Proposicao(2.9) (vi). ele teria que tocar 9*A (u, o) para todo
o suficientemente grande, em particular para ¢ > p um absurdo. Agora as-
suma que € (u,p) é ilimitado. Desde que Q (u,p) C Q(u,2p) e as componentes
de Q (u,2p) sao também limitadas, segue-se que hd uma sequéncia de diferentes
componentes g, x de Q (u,2p) , k € N, Qg x # A (u, 2p) tal que cada Qy, x contém
alguma componente de Q (u, p), em particular Qy,x contém algum ponto w com
|Powu(w)| < p. Disto concluimos que area (u ’92“) > 7p? para todo k. Isto

contradiz a finitude da érea(u IQ(U,2P)) pela Proposigao(2.9) (vi).

Lema 2.11. Seja M uma superficie sem fronteira, v : M — R® uma imersao, py €
M,r>0e0 < ¢ < 3 tal que a normal unitdria n de v satisfaz |n (p) — n (po)| < €
para todo p € M e tal que o disco geodésico (com a métrica induzida) B, (p) C M
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€ compacto. Entao, v (M) contém o gréfico cartesiano de uma fungao f definida
no disco euclidiano D% (v(po)) no plano tangente a v (py). Além disso, |f (z)| <

2 |z — v (po)| para z € DV’E (v(po)) -

Prova. Desde que [n(p) —n(po)| < € < 3 qualquer que seja p € M, segue-se
que o angulo 0 formado por 7 (p)e n (po) é menor que %. Assim um dos angulos for-
mados pelos planos tangentes a v (M) em v (p)e v (po) respectivamente é também
6. Desde que § < § < %, facilmente verifica-se que o angulo a formado pelo seg-
mento v (p) v (po) e o plano tangente a v (M) em v (po) é tal que a < 8 < §, dai
se p € M é tal que v(p) € 9D, (v(po)), onde dist (v(p),v(po)) = 7, a projegao
ortogonal P, sobre o plano tangente a v (M) em v (pg) é tal que

|P, (v (po))| =rcosa > %,
desde que a < §. Onde v (M) contém o gréfico de uma fungao f definida no disco

euclidiano D - (v (po)) -
Sejam z € D=, (v(po)), p € M tal que P, (v(p)) = z e @ o angulo formado

pelos segmentos zv (pg) e v (p) v (po) temos que
|f (z)| = (tan ) |z — v (po)|
desde que |n(p) —n(p)| <e <jea <0 <% entdotana <2k e
|/ ()| < 2¢ |z — v (po)|-
Lema 2.12. Temos que:

1. Para qualquer r > 1 a curvatura gaussiana [, 4 Kdw de uem A\A4, é finita;

2. Para algum r* > 1, u ndo tem pontos de bifurcagao em A\ A,.
Prova. Considere R > r > 1 com a propriedade que u nao tem pontos de
bifurcacao nos circulos Cg, C,. Sejam z1, 23, ....., 2y todos os pontos de biufurcagao

de u em AR\ A,, com ordens my, my, .....,my. Pela férmula de Gauss-Bonnet para
superficies bifurcadas [7], temos
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27er, J[ Kaw= /de+/de

Ag\Ar

onde k,,ds denotam a curvatura geodésica e o elemento comprimento de arco
dos circulos fronteira( na métrica induzida por u) e as integrais de fronteira sao
tomadas com orientagdes convenientes. Lembramos que como no Lema(2.10),vy —

0
u localmente e que vy é uma imersao em A,, \A, e tem o circulo plano I',, como

fronteira exterior, onde obtemos

/ K,ds + / K,ds = lim / K*ds + / Kds

k—o00

= lim // (~K*) du*
oc/)“R\Ar

< limsup // (—K")dw'C
k—oo

Ar\Ar

< limsup /K;dsk’+27r

k—o0

= /Kgds — 2.

Onde o indice k denota que a quantidade geométrica é determinada por v, e
K* denota a curvatura gaussiana de vy, onde deduzimos que

27r2m, // de</de+27r

AR\Ar

Tomando o limite quando R — oo, segue-se a afirmagao do lema.

Lema 2.13. Com a escolha conveniente da orientagao, a normal unitaria n de u
converge para e = (0,0,1) quando z — +o0.
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Prova. O lema anterior é diretamente aplicado e diz que, a curvatura gaussiana
total de u é finita em A\D,. para algum r* > 1. E bem conhecido que n é uma
aplicacdo holomorfa de S?, e a curvatura gaussiana total é sua aplicacao de area.
Segue-se do teorema de Picard que n tem somente uma singularidade remivivel
em z = 0c0. Onde N = zli_’rg n(z) existe. Agora assuma que N # e = (0,0,1).
Sejam € e p niimeros positivos, 0 < £ < 1. Podemos escolher r > 1 tal que u

2
|A\D, é uma imersao e
|n (z) — N| < € qualquer que seja z € A\D,.
Pelo Lema(2.10) (#7) podemos escolher um ponto w € A\ D, tal que

|P (p)] > 2p, p = u(w)

tal que, A\D, contém um disco geodésico compacto D, (w) e segue-se entao do
Lema(2.11), que u (A\D,) contém o gréfico cartesiano de uma fungao f definida
no disco D_\% (p) no plano tangente a u em p e que |f (z)| < 2¢ |z — p| para todo

T € D_\% (p). Desde que {/1 — N} é o seno do angulo formado pela normal N e

= (0,0,1), entao (—\%) v/1— N2 é o comprimento da projegao do segmento de
comprlmento f(lsto é de um raio do disco D-j— (p) cuja normal é N) sobre o eixo

vertical, como por hipétese N # e = (0,0,1), segue-se que y/1 — NZ # 1, e como
[N —n(p)| < €, entao podemos claramente escolher um ponto ¢ € D:% (p) tal

que
Q3 —p3 2> (%) V1-N;

Denote por y o ponto no grafico de f estendido sobre g e obtemos do Lema(2.11)
que

Ys —p3 2 Q3—P3—|y Pl
2 T\/l—Ns ly — pl
o Gl
p
> 7(\/7]\/3_25) (2.16)
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desde que pelo Lema(2.11)

ly—q| < 2|q—p|
S 25L

7

Por outro lado, y e p pertencem ao conjunto 7T} , e escrevendo s = |P (p)|, t =
|P (y)|, temos que

lys — ps| — Acosh™? X — Acosh™!

IA

/\ Yai—p3 — ()\cosh_lg—-/\cosh“;)’

IN

t
y3 — Acosh™* 3 + Acosh™! ; —Ps'

t
— Acosh™! —-'
Y3 cos 3 +

IA

= Kook f‘
D3 cosh iy

B+ p
2p

IAN IN

onde

lys — ps| <

t
Acosh™! S Acosh™! ;‘ +2u

IA

t
Alcosh™! - cosh™! §| +2u

IN
>

IA
>

A
>

desde que

ls—t| <|p—y|l <

sk
S



obtemos levando em conta que s > 2p que

t
ys—p3s < Tfiil+Am2+mz
min (s,t)

2p+V2p
20— V2p

1+ 42

< 2
< Aln & +AIn2+2u

2

< Aln +Aln2+2u

o que é incompativel com (2.16) se ¢ é suficientemente pequeno e p suficientemente
grande, segue-se que [N = +1.

.Prova do teorema

(i)E estabelecido pelo item (ii) da proposigao.

(74) Segue-se do item (i) do Lema(2.10)

(#44) Concluimos do item (it) do Lema(2.10) e Lema(2.13) que hd um p > 1
tal que Pou | A\Q(u,p) € um difeomofismo local com jacobiano de sinal fixo, devido
a conexidade de A\Q (u, p) . Ainda pela Proposigao(2.9) (i¢), Powu é prépia, assim
seu grau topoldgico é bem definido e portanto d = deg (P ou | A\Q(u,p) » T) € uma
constante positiva para z € R?\D,. Segue-se que

area ((u lg(u’R)) \Q (u, p)) > dm (R2 - p2) (2.17)

para todo R>p.
Da Proposigao(2.9) (vi), temos que

E (Uln(u,p)) <a(p+po) —a(R)+ay.

onde

rea ((u |owm) \Q(w.p)) < a(R+p)—a(Ry)
+a1— (a(p+po) —a(R) +ai1)
= a(R+po) —a(p+po)

Por outro lado
a(R+po) = alp)
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(R + po) /(R + po)* — X2
+/\2ln§ ((R + po) + \/(R + ,00)2 - )\2)

U ((R+po)2 + f\21n§ ((R+po) +/(R+ po)? — ,\z))
7 ((R+ po)*) +7A*In % ((R +po) + V(R + o)’ — /\2)

% ((R +po) + V(R + po)? — ,\2)

IA

IA

IA

wR? + 2mRpo + mpt + 7A%In

7R 4+ ¢R?,
(r+€) R

IAIA

para £’ arbitrariamente pequeno e R.: suficientemente grande, e

1
_ 2
a(p+po) = a(p) —W(p\/pz—/\”/\ In (p+ VP? = /\2))
1
2 2

> wp’ + 7 lnX (p+\/p2—/\2)

Z 71'[)3/: +5”p§u

> (m+<")p

para £” arbitrariamente pequeno e p.. convenientemente grande. Tome
e =min (¢',&"), R = R. e p = p. entao

a(R+p) < (m+¢)R?

—a(p+p) < —(14¢)p°

somando membro a membro, temos
a(R+p)—a(p+p) < (m+¢) (R - p?)

dai deduzimos que d = 1, em vista do Lema(2.13) , isto prova que ulA\Q(u,p) é
o grafico de uma fungao ¢ definida em R*\D,. A estimativa (2.1), segue-se do
fato que u(A) C Ty ,. Devido a Osserman [8] u nao tem pontos de bifurcagoes

0
verdadeiros em A desde que u é localmente drea minimizante Proposigao(2.9) (iv)
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