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RESUMO

O manto da invisibilidade tem atraido a atencétotde cientistas como de lei-
gos, isso devido a frequéncia com que este tenra@paos contos e filmes de ficcéo cienti-
fica. Neste trabalho, mostramos que € possiveisdéecia de uma capa que possa tornar pe-
guenos objetos invisiveis. Antes de analisar fisgate as propriedades deste manto, nés
fazemos uma breve passagem sobre o eletromagneti&ssico, verificando as interacdes da
matéria com as ondas eletromagnéticas. Como pmpesd fisico Veselago em 1968, nos
inserimos valores negativos da permissividadeiedé& permeabilidade magnética nas equa-
cbes de Maxwell, produzindo teoricamente os metamas. Analisamos as transformacoes
Opticas com a intensdo de manipular as ondas mlatnoeticas, possibilitando assim, a exis-
téncia do manto da invisibilidade.

PALAVRAS-CHAVES: Metamateriais; Eletromagnetismaafisformacdes Opticas.



ABSTRACT

The cloak of invisibility has attracted the attentiof both scientists and laymen, that
is due to the frequency with which this theme appé@athe tales and science fiction films. In
this work, we show that it is possible that thexa icloak that can make small objects invisi-
ble. Before analyzing the physical properties af tloak, we make a brief passage on clas-
sical electromagnetism, verifying the interactiaisnatter with electromagnetic waves. As
proposed by physicist Veselago in 1968, we insdtiedhegative values of electric permittivi-
ty and magnetic permeability in Maxwell's equatiotieoretically producing metamaterials.
We analyze the optical changes with the intentibmanipulating electromagnetic waves,
thus enabling the existence of the cloak of inviiyb

KEYWORDS: Metamaterials; Electromagnetism; Opticangformations.
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INTRODUCAO

A permissividade elétrica e a permeabilidade magméio duas constantes ca-
racteristicas de um material, e que normalmentedefiendentes da frequéncia, e também,
dependendo dos valores destas 0 meio material fjrérimil ndo a propagacao de ondas ele-
tromagnéticas. Assim, a transparéncia da aguagivelideve-se aos sinais destas duas gran-
dezas serem positivas, o que possibilita que adyropague no interior da agua.

Em 1968, o fisico russo Veselago [VESELAGO, 19&#jlizou estudos tedricos
gue mostraram que, uma onda plana monocromatica p@gropagar em um meio onde a
permissividade elétrica e a permeabilidade magnéto simultaneamente negativas. A dire-
cdo do vetor de Poynting, nesse meio, € antiparalelirecdo da velocidade de fase, ou seja,
as ondas que se propagam neste meio sdo ondassreggecontrariamente ao caso da propa-
gacéo de ondas planas nos meios simples conveigiona

No decorrer deste trabalho faremos um estudo tedamonstrando algumas das
propriedades dos metamateriais (materiais que possk 0 e p < 0); estes meios permitem
obter novos efeitos eletromagnéticos tais comacéfs andmala, radiacdo de Cherenkov e
efeito Doppler inverso.

O indice de refracdo negativo ndo exprime a nadulestes meios. O produto das
constantes do meio é positivo, ndo sendo assinem@djue o indice de refracdo seja negati-
vo. Esta escolha de sinal s6 faz sentido paraesloomplexos da grandeza. Assim, ndo se
trata de um indice de refracdo negativo trata-sés propriamente, de um indice de refracédo
com parte real negativa. Por outro lado, a des@gmag um meio levogiro, apesar de fazer
sentido no contexto da relagéo do triedro “constaet propagac¢do, campo magnético e cam-
po elétrico”, pode induzir alguma confusdo num ertt de meios quirais.

Em 1999 Pendry [PENDRY, 1999] sugere uma estryperaddica que permite
exibir valores de. negativos para frequéncia proxima da ressondAadtencdo de um me-
tamaterial cont < 0 é possivel com um arranjo de fios metalicepabitos periodicamente,
de modo a apresentar um comportamento similar plasma frio. Os fios simulam um con-
junto de cargas afastadas, correspondendo aodeans plasma real.

Através das transformacdes Oticas proposta em pe@b6fisico Pendry [PEN-

DRY, 2006], faremos um tratamento tedrico sobramada invisibilidade. Conforme propos-
to, estas transformacdes devem fazer os raiogtituéo redor do objeto, da mesma forma que
um rio consegue contornar um objeto que estejasmneele. As manipulacdes que faremos
nos campos eletromagnéticos, para construir o namfavisibilidade ndo violam as leis da
fisica, pois ao aplicar uma transformacgéo para awo rsistema que possa fazer um raio ad-
quirir uma trajetéria curva, nas equagdes de Ma@las se tornam invariantes. Mas as cons-
tantes caracteristicas devem ser redefinidas, @mpermissividade elétrica, permeabilidade
magnética, densidade de corrente elétrica e adiaeside carga elétrica. Na interpretacéo de
Pendry, estas modificacdes que surgem devido meadé&db nas coordenadas € apenas uma
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mudanca nos parametros eletromagnético, quandadeoasios um material convencional,
Porém, quando consideramos 0s metamateriais, @mpaos modificados tornam-se as ca-
racteristicas do metamaterial em um sistema ré&[FRY, 2006].

No final, abordaremos as propriedades que deveraort manto no formato esfé-
rico, cujo objetivo é camuflar pequenos objetosuemdado volume. Porém, veremos que a
nossa capa esta limitada, pois o0 metamaterial sievam meio que disperse a frequéncia, o
que restringe seu funcionamento apenas para unaafidagiéncia. NAo mencionaremos neste
trabalho as estruturas para a construgcdo de um meiamaterial, limitaremos apenas em
mostrar a base teorica destas substancias, ouadégica do manto de invibilidade do bruxi-
nho Harry Potter.

Vérios grupos de investigacao estao, por todo odmua estudar variados aspec-
tos desta classe de metamateriais e varias idé&agastoes para futuras aplicacfes destes
materiais tém sido propostas para camuflagem diesyvilentes perfeitas”, antenas planas
com foco, dentre outras.

N&o poderiamos deixar de falar que a permissividgdeteica e a permeabilidade
magnética sao grandezas fisicas que dependem gqieééiida, portanto, pode existir algum
material natural que seja normal numa dada freqaémetamaterial em outra. Particular-
mente, para materiais dielétricos a propriedade=vagite € a permissividade elétrica que esta
relacionada a resposta dielétrica do meio. Essetdéat levado os pesquisadores a analisarem
as propriedades opticas de algum material normah@ras frequéncias para inferir sua me-
tamaterialidade, ou mesmo aproveitando a anisetrdgicristais para esse fim. Por exemplo,
Rodrigues da Silva [SILVA, 2010] e outros obserwara resposta negativa de fonons em
cristais de quartzo numa regido de pouca absoEagum comportamento de metamateri-
al.
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1. ONDAS ELETROMAGNETICAS

“... I1sso porque na pedra magnética Deus altissimo
depositou um mistério que a faz ser amada peloferr
Livro das mil e uma noites

1.1.Equacdes de Maxwell

Até metade do século XIX acreditava-se que os femds da eletricidade e do
magnetismo eram totalmente distintos, quando end b8fisico escocés, James Clerk Max-
well (1831-1879) deu sua maior contribuicdo pacéacia. Maxwell conseguiu unir, em um
conjunto de quatro equacdes fundamentais a desaedodos os fendbmenos da eletricidade
do magnetismo e da Optica. Esta unificacdo ficasheoida comceletromagnetismoPara
realizar isso, ele postula sem evidéncia experiai@ntomplemento simétrico da lei de indu-
cdo de Faraday: a lei de indugdo de Maxwell. A pnienlei diz que um campo magnético
variavel produz um campo elétrico; a segunda, queampo elétrico variavel gera um cam-
po magnético [REITZ; 1988]. Desde entdo, nenhurdrfeano eletromagnético foi descober-
to, que ndo obedeca a este conjunto de equacossameondicdes de contorno para a forma
diferencial, juntamente também com a expressaorga fle Lorentz. As expressdes de todo o
eletromagnetismo podem ser vistas abaixo, na falifeeencial (equacdes 1.1a, 1.1b, 1.1c, e
1.1d) (mais compacta) e na forma integral (equatdes, 1.1b’, 1.1c’, e 1.1d).

V-D=p (1.1a)
V-B=0 (1.1b)
VXE= o8 1.1
=5 (1.10)
VXH = +6D 1.1d

Na forma integral, estas equacdes tornam-se

f D-dA=0 (1.1a")
S
f B-dA=0 (1.1b")
S
ffEdl j 9B 44 (1.1¢")
dl=— | —- dc
g . ot
)
3§ H-dl=1+f - dA. (1.1d")

c N
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OndeD é o vetor deslocamento elétrigoa densidade de carga elétriBagepre-
senta o campo magnétidcampo elétricoH indica o vetor intensidade magnétichaden-
sidade de corrente elétrica.

Essas equacdes sao perfeitamente gerais, no seeBtiqoe séo validas também
para meios ndo homogéneos, néo lineares e naopmats. Cada uma destas equacdes repre-
senta uma generalizacao de certas observacOesneapiis. As Eqgs. (1.1a e 1.1a’) represen-
tam a lei de Gauss; as Eqs.(1.1b e 1.1b’) repraseatlei de Gauss do magnetismo pelo fato
de que até hoje nunca foi observado monopdlo miagnét fluxo do vetor indugcdo magnéti-
co é sempre nulo; as Egs.(1.1c e 1.1¢’) represeatlinde Faraday da indugéo eletromagné-
tica; e as Egs.(1.1d e 1.1d") sdo uma extensaeiddel Ampere, contribuicdo do proprio
Maxwell ao eletromagnetismo.

1.2. Condigdes de contorno sobre os campos

Quando a situacao envolver diferentes meios magdalyumas condi¢des sobre
0s campos devem ser obedecidas na interface enttei®meios. Estas condi¢cdes de contor-
no podem ser deduzidas a partir das equacdes dedax podem ser mais facilmente anali-
sadas, quando trabalhamos com as equag0des enrrsaaritegral [REITZ; 1988].

A primeira condicdo aplica-se ao campo magnéBicque aparece na equacao
(1.1b"), esta diz que: o fluxo da inducdo magnétoa uma area fechada é nulo. Podemos
construir uma caixa cilindrica na fronteira entseedmis meios, como mostra a Figura 01, e
calcular o fluxo do vetor indugcdo magnética solste golume.

Figura 01 — Uma superficie em forma cilindricamtarface entre dois meios.

A integral sobre toda area pode ser decompostaré&smirttegrais, cada integral
correspondendo as ar8a S, eS;. Como estamos interessados em saber o que aceontace
o campoB na interface, consideremos o limite quando aaltlar cilindro tende para zero, o
gue leva a anular o fluxo sobre as laterais, addutiqueB seja limitado. Mas os vetores
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normais as bases do cilindro tém sentidos opostogluimos que a componente normal da
inducéo magnética é continua, ou sBjg,= B, ou ainda

Da Eq. (1.1c’) obtemos as condi¢cOes de contornoadtpo elétricE. Calculando
esta integral de linha sobre o circuito como padessta na Figura. 02.

> "_T 1

Figura 02 — Trajetoria retangular, na interfaceeedbis meios.

Fazendo a integral de linha em quatro parcelas, pareacada lado do retangulo,
e fazendo a largura do circuito se aproximar de,zaplicando a condi¢ao de que a derivada
temporal deB seja limitado isso fara o lado esquerdo da equéldac’) se anular, entédo a
componente tangencial do campo elétrico sera ammtiou seja,

nx(E,—E,) =0 (1.3)

Calculando o fluxo d® Eqg.(1.1a") na caixa de pilula da figura (01), poderse-
parar o lado esquerdo desta equacéo em trés, tagaahpara cada base e uma para a lateral
da caixa de pilula. Fazendo o limite quando a altende a zero {h0) nao havera fluxo da
componente tangencial @ena lateral, o que anula uma integral. Porém orveiomal a cada
base tem sentidos contrarios, ou s@pg,— D,)A = Q, ondeA é a &rea da base. Encontramos
gue, a componente normal do vetor deslocamentaeandescontinuidade na interface, e é
igual a densidade de carga na superficie, comaoranastquacao (1.4).

n-(D;—D,)=0 (1.4)

Em um caso especifico onde a densidade émneiad, temos uma continuidade
da componente normal do vetor deslocamento elétrico

n-(D,—D,) =0 (1.5)

A Ultima condicdo de contorno € aplicada sobre orvietensidade magnética,
podemos obté-la partindo da Efjld’) e usando novamente a Figura 02 cdbirguito Am-
periano,onde a integral de linha sera calculada. Na Fi@@rano limite quando (»0), con-
sideramos que o vetor deslocamento elétrico éddunitentdo a ultima integral sera nula. As-
sim, temos K¢ — H5)I = I, ondel é a corrente que esta passando dentro do ciemip@ria-
no. A descontinuidade da componente tangencialetor intensidade magnética € igual a
densidade de corrente elétrica perpendicular a coerge do campo que esta sendo tratada,
ou seja,
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nx(H, —H,)) =j.. (1.6)

A densidadg.. aparece quando se divide a corrente pelo comptrinhelo retangulo, e repre-
senta uma corrente finita numa camada infinitesidaorrente superficial € nula exceto para
uma condutividade infinita. Para um meio com coivitldde finita, temos

nx (H, — H,) = 0. (1.7)

Isto é, caso a condutividade n&o seja infinitaentgrs uma continuidade na componente tan-
gencial deH.

1.3. Equacao de onda

Uma das predicdes mais importantes da formulacddadees Clerk Maxwell
quando unificou a eletricidade, 0 magnetismo etea@pé a existéncia de ondas eletromagne-
ticas. Podemos deduzir a partir do conjunto de @ips(1.1) que 0 campo magnético e cam-
po elétrico satisfazem a equacéo de uma ondac8mpo elétrico e 0 campo magnético 0sci-
lam conjuntamente, entdo uma onda eletromagnépoadéizida [REITZ; 1988].

Agora, partindo das equacdes (1.1), vamos demorgigondas eletromagnéti-
cas sao consequéncias das equacdes de Maxweldning reescrevendo as equacdes (1.1) na
forma diferencial abaixo

V-D=p (1.1a)
V:-B=0 (1.1b)
VXE= oB 1.1
=5 (1.10)
VXH = +6D 1.1d

Calculando o rotacional da equacéao (1.1d)

oD
V><V><H=V><]+V><E (1.8)

Verifica-se experimentalmente para temperaturataotes qud € diretamente
proporcional ao campo elétrico (lei de Ohm), oasej
J =gE (1.9)
onde,g é a condutividade elétrica; nos materiais ondguagdo (1.9) é vélida, chamamos de
meios lineares ou meios 6hmicos.

Para materiais isotrépicos tem-se a igualddde ¢(E)E, ondes(E) é apermis-
sividade elétrica do material, por meio de expei@nachou-se queindepende do campo
elétrico, exceto para campos muitos intensos, pora permissividade é uma constante.
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D = ¢E, (1.10)

Materiais que obedecem a equacao (1.10) sdo chandaddielétricos lineares. Substituindo
as equacoes (1.9) e (1.10) na (1.8), ficamos

)
VXVxH =gVxE+e-VxE (1.11)

usamos a equacao (1.1c) para eliminar o rotacamabmpo elétrico da equacgéao (1.11)

0B  0°B
VXVXH =—g——

Para materiais magnéticos lineares a inducao magréproporcional ao vetor
intensidade magnética, ou sdpa= uH ondeu € a permeabilidade; assim a equacao (1.12)
fica

oH 0°H
VXVxH =—ghSC TGS (1.13)

aplicando a propriedade vetorial (rotacional dacmnal) sobre um vetoX, por exemplo.

VXVxX=V(V-X) —VX (1.14)
A Eq. (1.7) torna-se:
V(V-H V°H = oM o'H 1.15
(V-H) =—ghor T eSS (1.15)

Mas pela equacédo (1.1b) temos que o divergenteadpa@ magnético é nulo
V-B = 0, porémB = uH isso implica que:

V-H=V-(B/u) =0

poisu € constante, anulando assim o primeiro termo dqIEDS). Obtemos uma equacao de
onda para o vetor intensidade magnética.

V?H = o°H + oH 1.16

Procedendo da mesma forma para o campo elétric@nito o rotacional da e-
quacéao (1.1c)

VXVXE= anB— a(V><B) 1.17
B ot ot (1.17)

Substituindo as equacdes (1.9) e (1.10) na equack) ficamos com:

0E
VX (B/u) =gE+ea
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OE
VXxB = ugE + He- (1.18)
para eliminar o termo que envolve o campo magnélesta equacéo, derivamos em relacao
ao tempo os dois membros, depois aplicando na agqudcl?7), o que nos leva a equacao
(1.19)
VXVXE= oE oE 1.19

Aplicando a propriedade vetorial (rotacional deaoodnal de um vetor) Eq.(1.14)
do lado esquerdo da igualdade (1.19) e fazendstacén de que o meio ndo contém cargas
livres de tal forma qu& -D = 0, ou seja, ndo ha densidade de carga liquida no pneid.
Como o vetor deslocamento elétrico € proporcionatampo elétrico Eqg.(1.10) isso implica
gue o divergente détambém é nulo, temos entao:

VXVXE=V(V-E V’E = oF oE
=V(V-E) =TI G T RS
V’E = o°E + oF 1.20

As equacles (1.16) e (1.20) ditam o comportamenteetor intensidade magné-
tica e vetor campo elétrico num meio material gebdiserva-se que h4 uma semelhanca na
estrutura dessas equacoes.

V?H = o°H + oH 1.16
VZE = o°E + o 1.20
=epog toro (1.20)

1.4. Casos particulares de uma onda em um meio néondutor

Analisaremos primeiramente as equacdes (1.16)28)(ho vacuo, onde a resis-
téncia a passagem de corrente elétrica € infinilaseja, a condutividade é nuyea= 0; a
permissividade do vazio& e a permeabilidade magnética do vacug ENUSSENZVEIG,
1997]. Levando em consideracéo estes dados nagsGegugl.16) e (1.20), as equagles para
0S campos ficam como mostram as equacoes abaixo

. o%H
V°“H = EO‘UOF (121)

, 0%E
V E = SOMOW (1.22)
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Sabemos da mecénica classica [NUSSENZVEIG, P08 a equacdo de uma
onda que propaga com a velocidadem a seguinte forma

0°u

2V = —-.
ot?

(1.23)

Se compararmos (1.21) e (1.22) com a equac¢ao da bgql.23), vemos facil-
mente que essas equagodes, tém a forma da equagadalgidimensional. Isso significa que
0 campo elétrico e a intensidade magnética, podgonopagar com uma velocidane

1

v Ho€o

Substituindo os valores dg e u, da literatura encontramos o valor para a velo@dsepro-
pagacéo da onda = 2,9979 x 108m/s que é a velocidade da luz no vacuo (costunia-se
presentar a velocidade da luz phr

v=c= (1.24).

Até o século XVII, a maioria das pessoas acreditpiaa velocidade da luz era
infinita, ou seja, ela se propagava instantaneamnerependente da distancia entre dois pon-
tos. A questdo de a velocidade da luz ser finitadmy foi discutida por Galileu Galilei (1564-
1642) na sua famosa obialogos sobre Duas Novas Ciéncigsiblicada em 1638. Nesta
obra, Galileu relata uma experiéncia, feita porneésmo, na tentativa de encontrar o tempo
que a luz levaria para percorrer um determinadoysso de ida e volta, determinando assim a
velocidade da luz. Hoje, sabemos que o tempo due Eevaria para percorrer o espaco de
1milha (1.609,35m), usada na experiéncia de Gaélele apenas L%, algumas ordens de
grandeza menor do que o tempo de reacdo humansarAgisso, € atribuida a Galileu Galilei
a primeira tentativa de medir a velocidade da luz.

Um segundo caso particular, € quando o meio mhferiaim dielétrico e com
permissividade elétrica e permeabilidade magnétdando, respectivamente,e u. Nesse
caso ha uma pequena mudanca nas equacoes (11222)ficando:

, 0°H

V°H = EMF (125)
, 9°E

V°E = Eﬂﬁ (126)

Novamente comparando com a equacgao de onda (Y&8hs que mesmo num
meio dielétrico, os campos: elétrico e intensidadgnética podem se propagar com uma
velocidadev, dada pela Eq. (1.27)

(1.27).

al-
=
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1.5. indice de refracéo

Tomando a razéo entre a equacao (1.24) e (ligapds com:

1

c Eold EU
e aal T

- gOﬂo

Jen

onde,s, (= €/ep) € a permissividade elétrica relativa,e(= (/) € a permeabilidade magneé-
tica relativa.

Chamando

EH. =1 (1.28)

v= (1.29)

n
a quantidaden é denominada indice de refracdo do meio dielétecque normalmente de-
pende da frequéncia da onda. Isso explica os sfdd@arefracdo em materiais transparentes,
onde cada frequéncia propaga-se com velocidadesdite dando origem, por exemplo, ao
arco-iris.

1.6. Solugéo pardd e E no vacuo e em um meio material

Iremos considerar nas nossas solugfes, tanto nm \é@no num meio material
qualquer, a notacdo dos nimeros complexos gnde/—1. Usaremos a notacdo de Euler
e/ = cos 0 + j sin 6 para representar o termo que oscila no tempanassila grandeza tera
uma parte real e uma imaginaria. Porém, se quisemealir uma dada grandeza, deveremos
desprezar a parte imaginaria, pois o que medinaogaéte real.

As equacdes (1.21) e (1.22) nos dizem como osesintensidade magnética e o
campo elétrico se comporta no vacuo. Calculamadacidade com que estes campos se pro-
pagam no vacuo. Queremos encontrar agora a sghacaH e E, tal que as equacdes de onda
(1.21) e (1.22) sejam verificados (no vacuo).

Seja uma onda plana monocromatica (caracterizadpgssuir apenas uma unica
frequéncia de propagacdo) e consideremos que adfapsia temporal seja do tipo/<t,
ondew € a frequéncia angular da onda. Juntando a parseld¢cdo com dependéncia tempo-
ral com a parte espacial, ficamos com as solugo¢ipal

H(r,t) = H(r) exp{—jwt} (1.30)

E(r,t) = E(r) exp{—jwt}. (1.31)
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Para encontrar a parcela espaaalvemos aplicar as Eqgs. (1.30) e (1.31) nas res-

pectivas equacdes (1.21) e (1.22); ficaremos esdfD

V’H = —w?syuoH

V?E = —w?&yuyE,
ou ainda,

V2H + w?cquoH = 0 (1.32)

V2E + w?eouoE = 0. (1.33)
O fatore ~/*t foi omitido por ser um fator comum aos dois mershta igualdade.

Estas equacfes sdo bem conhecidas pelos fisicasempracdo de Helmhotz, que
€ matematicamente a mesma que a do oscilar haro@niem as solugdes:

H(r) = Hexp{* jk-1} (1.34)
E(r) =Eexp{tjk-r} (1.35)

onde,E e H sdo vetores constantes. A grandkzao vetor de onda que da a direcao de pro-
pagacéo da onda, e seu modulo vale

k* = w?equ,. (1.36)
Substituindo a Eq.(1.24) na (1.36), ficamos comdalato do vetor de propagacéo

da onda no vacuo Eq.(1.37), obtemos

k? =—. (1.37)
Logo, a solucdo completa que descreve a forma @ooampo eletromagnético de
uma onda monocromatica se comporta no espaco ¥adarja pelas equacdes abaixo:
H(r,t) = Hexp {—j(wt + k-1)} (1.38)

E(r,t) = Eexp{—j(wt ¥ k-1)}, (1.39)

2
ondek? = % e 0s sinais + sdo as direcbes opostas de progagaca

Para encontrar as solugdes das Egs. (1.25) e (h&)do o meio é um material
qualquer, com permissividade elétrica permeabilidade magnéticgadevemos proceder da
mesma forma que fizemos para o caso particulae ongheio era o vacuo. Porém, além da
diferenca entre os meios, ha uma diferenca no \d&opropagaca&. Neste caso as EQs.
(1.32) e (1.33) ficam
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V2H + w?euH = 0 (1.40)
V2E + w?euE = 0, (1.41)

Como vimos anteriormente, a parte espacial dag&ed, é:

H(r) =Hexp{t jk' -1} (1.42)
E(r) =Eexp{tjk' -1} (1.43)

0 mddulo dek’ é
k'? = w?ep. (1.44)

Multiplicando e dividindo o lado direito da Eq.(2)4por gyu,y, ficamos com

2
oMo EoMoC

conta a definicdo do indice de refracdo Eq.(1.28)0s o modulo do vetor de propagacéao da
onda eletromagnético

2
k'? = @2 &Eok) sando a Eq.(1.24)% = w? —%— ou melhork? = = &l4y; levando em

(1.45)

Assim, a solucao geral que dita como o campo eheigmético se comporta em
um meio material qualquer, € dado pelas Eqgs. (B46)47)

H(r,t) = Hexp {—j(wt ¥ k' - 1)} (1.46)

E(r,t) = E exp{—j(wt F k' -1)}, (1.47)

1.7. Onda eletromagnética em um meio convencional

Considere uma onda eletromagnética plana incidtdmuamente sobre dois
meios homogéneos, isotropicos e ndo condutdresdf e com densidade de carga nula; os
indices de refracém, en, para os respectivos meios. A onda incidente fazngulog; com
a normal & interface. O vetor normmaltem o sentido de-k, ondek é o vetor unitario que
aponta para o sentido positivo de z.
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Figura 03 — Orientacdo dos vetores: intensidadenétaigH, campo elétricd e o vetor de
propagacad.

A experiéncia nos diz que, além do raio incideteeemos mais outros dois: um
chamado de raio refletido, a parcela que volta asmmo meio da onda incidente, e a outra
chamada de raio refratado (a parte que passowpamameio diferente daquele do raio inci-
dente).

Sem perda de generalidade, supomos que as trés estda no mesmo planga)
Das equacgOes de Maxwell chegamos a uma forma dtes ancidente, refletida e refratada
dadas, respectivamente, pelas equacotes (1.48) €.(4.50) mostradas na Figura 03.

E, = Eipexp{j(k; 7~ wt))} (1.48)
E',=Epexp{j(k';-T- o'it)} (1.49)
E, = E;pexp{j(ky -1 - w,t))} (1.50)

Os vetores intensidade magnética estdo representadiagura 03 de tal forma
que seu sentido € aquele saindo do plano da fpbradndicular ao plano de incidéngi.
As grandezagk,, k, € k3 sdo os vetores de propagacao.

A condig&o de contorno sobre o campo eléticdiz que a componente tangenci-
al do campo elétrico sera continua, ou melhor,

nx(E,—E,) =0 (1.3)

A Eg. (1.3) implica que, na fronteira (z = 0), a soma da dandalente mais a on-
da refletida sera igual, a onda refratada.

E» exp{j(k1 T - wlt)} +E'p exp{j(k’l T - w’lt)} =E,p exp{j(kz T - Wyt )} (2.51)
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A igualdade (1.51) deve ser valida para qualquaptee para qualquer pontaa interface;
isso s6 pode ser verdade se as frequéncias dammndiente, refletida e refratada tiverem o
mesmo valor, ou seja,

W =w' = w, (1.52)
as fases também devem ser iguais, para que Eq.&ejalverificada na fronteira.
ki r=k'y r=k,'r (1.53)
usando a igualdade vetorial:
nxnxr)=(n-ryn-r (1.54)

para qualquer ponto localizado na fronteira dos dwios temos qua,- r = 0, ficamos en-
tdo com:

—nx(nxr)=r (1.55)
substituindo esta equacéo acima na Eq.(1.53), astem
ki r=—ki-[nx(nxr)]

pela propriedade do produto vetorial misto, ongmssivel permutar as operacdes vetoriais,
produto escalar pelo produto vetorial. Entdo:

ki r=—(kixn)-(nxr) (1.56)
0 mesmo vale para 0s outros vetores de propagagaeja,
(kyxn)-(nxr)=(k'yxn)-(nxr)=(k; xn) - (nxr) (1.57)

a igualdade sera sempre valida na interface pagwgr ponta- que esteja na fronteira, con-
cluimos que

(ky Xn) = (k'y xn) = (kg X 10), (1.58)

ou seja, 0s vetores de propagacdo da onda incjdefiigtida e transmitida sdo todos co-
planares, e o plano que contém os trés vetoregrdese por plano de incidéncia.

Voltando novamente a EQq.(1.58), porém, calculandodoulo de cada produto
vetorial, encontramos uma relacéo entre os vetteggopagacao e os angulos. Como mostra
0 conjunto de equacdes abaixo.

|ky X n| =k, sin6, (1.59a)
|k'y X n| = k', sin6'y (1.59b)

|k, X n| =k, sin 6, (1.59¢)
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Tendo em vista que a Eq.(1.58) é verdadeira, ggaélemos igualar (1.59 a) com (1.59 b), e
que os vetores de propagacdo dependem tanto dwe iddi refracdo como da frequéncia
Eq.(1.45) Uma vez que a onda refletida retorna esnmo meio da onda incidente, e que as
frequéncias sdo as mesmas, como mostramos anteni@rfl.52); vemos assim gke= k',
disto concluimos que:

sin@; =sinf’;
81 == 8’1 (1.60)

O angulo de incidéncia é igual ao angulo de retiexa

1.8. Lei de Snell

Para encontrar uma relacdo entre os indices dgaefldesses meios e 0os angulos
de incidéncia e de refragao, igualando as equdtds3a) com a (1.59c)
k1 sin 91 = kz sin 92

e substituindo a raiz quadrada da Eq.(1.45) nebtamos:

niw . Now .
1Tsmt91 = 2751nt92;

cancelando os fatores iguais nos dois membros,
n;sin6; = n,sin6,. (1.61)

Da EqQ.(1.61) concluimos que, quando uma onda ateijoética atravessa a Su-
perficie que separa dois meios de indice de refragéis ou diferentes, a quantidadsn 6
é conservada. Esta lei de conservacao é conhemidiei de SnellAs leis da reflexdo de Snell
sdo absolutamente gerais. Sao validas para quaidgisge meios homogéneos, isotropicos,
lineares e estacionarios, sejam eles condutore8@{LORRAIN, 1988].

1.9. Vetor de Poynting

O fluxo de energia por unidade de tempo e por a&dke area que atravessa uma
superficie é descrito pelo vetor de Poynting, denagéo dada em homenagem ao fisico
John Henry Poynting1852-1914) A direc&o deste vetor € a do vetor de propagaedmda,
seu madulo e sentido é definido pela equacéo (1.62)

S=ExH. (1.62)

Representam-se os veto&<E e H, como apresentado na Figura 04.
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H

Figura 04 — Orientacao do vetor de Poynting.

Uma vez que a equacdo (1.62) independe da peridesé/elétrica e da permea-
bilidade magnética, concluimos que o sistema foonpamt estes trés vetores sempre formam
um conjunto dextrégiro, seja qual for o materighpee obedecera a regra da mao direita.
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2. METAMATERIAL

“O belo é uma manifestacao de leis secretas dareaty
gue, se nao se revelassem a nds por meio do belo,
permaneceriam eternamente ocultas”.
(Johann Goethe)

2.1. Breve Historia dos Metamateriais

A primeira deducéo da expressao analitica pardiodmle refracédo, so foi conse-
guida, em 1865 pelo fisico e matematico, JamekGlaxwell. Depois de fazer varias mani-
pulacdes com suas quatro equacdes fundamentaisydMaconseguiu demonstrar que uma
perturbacdo eletromagnética devera se propaganemeio com constantes caracteristicas
e i, ISSO porque 0s campos elétrico e magnético okedacequacao de onda. Em suas Anali-
ses, tinha um termo que dependia das constantestexdsticas do material, que foi definido
como indice de refracao.

A velocidade com que uma perturbacéo eletromagmég propaga em um meio
qualquer, foi definida em funcdo do indice de mf), ou sejay = c¢/n. Sendo assim,
uma onda se propaga com maior velocidade em memsraice de refracdo menores.

Para analisar os possiveis valores pag@odemos pensar que, o produto das duas
constantes caracteristicas do material (permisgigice permeabilidade) devera ser igual ao
quadrado do indice de refracdo. Porém, camesté elevado a segunda potencia, ha duas pos-
sibilidades para este indice, seu valor poderdas#p positivo quanto negativo, ou seja,

n = ++/eu. Até entdo, o sinal positivo do indice de refrag@mpre teve maior énfase no ele-
tromagnetismo classico, o valor negativo foi sentj@gprezado. Em 1968, o fisico russo Vic-
tor G. Veselago [VESELAGO, 1968] considerou, peimpira vez, o sinal negativo (-) que
aparece na expressao para proposta de Veselago foi incluir uma hipétesegde em ma-
teriais come < 0 eu < 0, seria possivel obter o indice de refracdo negativchamou esses
materiais déMletamaterias.

Quando uma onda eletromagnética incide num meiocen®d e u < 0, 0s elé-
trons se movimentam em um sentido contrario a fapgjecada pelo campo elétrico e pelo
campo magnético da onda incidente. Independententiterial ser convencional ou metama-
terial o vetor de Poynting sempre formara um siatdextrégiro com os vetor&se H. Porém
guando se insere os valoresede 0 e u < 0 nas equacdes de Maxwell, vemos que a veloci-
dade de grupo da onda tem o sentido contrario o gae indica o “fluxo de energia”. Estas
sao apenas algumas caracteristicas dos metangtedsirada no trabalho de Veselago.

Até entdo, as propostas de Victor G. Veselago m&sgvam de uma fundamenta-
céao tedrica, quando em 1996, fisico inglés JohReBdry [PENDRY, 1996] observaram que
estruturas microscopicas de circuitos elétricodepgam adquirir a propriedades eletromagneé-
ticas interessante, como o indice de refracdo ivegdendry concluiu que, estas estruturas
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poderiam ser usadas para focalizar raios de lun, m@lhor qualidade que as lentes com
n > 0, ou seja, as superlentes poderiam ser criadé@antilo metamateriais. Acredita-se que
provavelmente, o tema indice de refracdo negatisry objeto de prémio Nobel no futuro
proximo devido as inUmeras aplica¢cdes que vemsdogioje em dia.

2.2. Orientacéo dos vetorefl, k e E em um meio material come >0eu >0

Partiremos das equacdes de Maxwell para entend®y oocampo elétrico, o ve-
tor intensidade magnética e o vetor de propagagsip orientado em uma onda plana ele-
tromagnética, quando esta se propaga hum meio eamgsividade elétrica e permeabilida-
de magnética positivas simultaneamente, e ondaesaddele de carga é igual a zero.

O conjunto de equagdes (1.1) toma uma forma siiogdie quando usamos os se-

guintes operadore% = jw eV = jk, aplicado na solu¢do da onda plana [Eaed.

k-D=0 (2.1a)
k-B=0 (2.1b)
kX E = wB (2.1¢0)
—k xH = wD (2.1d)

Os termog e as exponenciais foram omitidos, por serem comosndois mem-
bros. Em todo este trabalho, estamos tratando niaEsres, isotropicos e homogéneos, ou
seja, onde as relacobs= ¢E e B = uH sao verificadas no material. Entdo o conjunto d& Eq
(2.1) nos leva as equacdes a sequir:

k-E=0 (2.1a")
k-H=0 2.1b")
H=_—0XE (2.1¢")
k
E=——xH (2.1d")

Das Eqgs. Z.1a") e 2.1b") n6s concluimos que os vetores campo elétricoveos
tores intensidade magnética sdo perpendiculargstao de propagacdo. Na Figura 05 repre-
sentamos os vetor#s H e k de acordo como orientam as equac@ekc() e 2.1d") para um
material convencional. Observamos que esses ttégegdormam, nessa ordem, um sistema
dextrogiro (que obedece a regra da mao direita).
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L J

H

Figura 05 — Orientacao d& H e k num material cons > 0 e u > 0 [CUI, 2010].

2.3. Orientacéo dos vetorefl, E ek em um meio material come < 0eu <0

Em um material com < 0 e u < 0 (metamaterial) ha uma alteracdo nos sinais
das duas ultimas equactes de Maxwlld) e 2.1d"), ficamos agora com

k
H=—-—XxE 2.2a'
on (2.2a)
E=X xH 2.2b'
= (2.2b%)

Na Figura 06 temos a orientacdo dos vetores campe, intensidade magnéti-
ca e vetor de propagacédo, da forma como propoguas@eg2.2a’) e (2.2b").

jhE

H

Figura 06 — Orientacdo d& H e k num material cons < 0 eu < 0 [CUI, 2010].

Observamos que os trés vetoEe#l e k formam, nessa ordem, um sistema levo-
giro. Chamaremos no decorrer deste trabalho, osriaigt onde este sistema é satisfeito de
“substancia canhota” devido ao sistema obedecer a regra da méo esquerd

2.4. Refracdo em um metamaterial

Analisaremos agora, 0 comportamento de um raidrguge sobre um metamate-
rial. Vamos considerar que o raio incidente, venuitiemeio natural com constantes caracte-
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risticase; eu, positivos, e incide sobre a interface passando@@agar em um meio com
indice de refracdo negativo e cap< 0 e u, < 0. Aplicando a lei de Snell, vista na
Eq.(1.61), temos que

n,sin @ = n,sin . (1.61)

Da expresséao (1.28), obtemos

A E1M18in 6 = |/ e,u,sin (2.3)

sinf &2k 2.4)
sin B E1fly '

O sinal negativo aparece pelo fato de estarmosnsiapque o0 segundo meio, é uma substan-
cia sinistra. A expressao (2.4) pode ser geneddiza fizermos

sin 6 _ D1 |&2b2 2.4)
sinf pz| /€t '

onde, os valores possiveis pafap, €+ 1, positivo caso a substancia seja natural e negativ
para um metamaterial.

Figura 07 — Orientacao dos raios: 1) Raio incideteaio refletido; 3) raio refratado para
substéancia direita; 4) raio refratado para umaténbgg “canhota” [CUI, 2010].

Fazendo a convencdo de que, a orientacdo poséneags angulos € aquela anti-
horaria; da Eq.(2.4) concluimos que se o angulidemte for positivo, o angulo refratado sera
negativo, pelo principio da reversibilidade da lmverso também é verdadeiro. Tomando a
normal como eixo de referéncia, entdo em um mawrce 0, &, < 0 ey, < 0; o raio refra-
tado estara sempre no mesmo lado que o raio ireidea igualdade (2.4) podemos verificar
a trajetoria do raio refratado quando a substéecindice de refracdo negativo (ou positi-
Vo), como mostra a Figura 07.



32

Um caso interessante é quando uma onda eletronmgpéssa de uma substan-
cia natural com permissividadg e permeabilidad@,, para um segundo meio comy: =
—& eu, = —u,. Das Egs. (1.61) e (1.28), tiramos que

\JE1H18In 60 = *./e,u,8in B (2.5)

Usaremos o sinal negativo para o indice de refrdg&aegundo meio, ja que esta é uma subs-
tancia “canhota”

JEUSin 8 = —\/—g1(—py) sinf. (2.6)

Depois de algumas manipulac¢des algébricas, ficamos

sinf = —sinf. (2.7)
Usando a relacao trigonométrica, encontramos
sin 6 = sin(—f) (2.8)

Neste caso particular, estamos trabalhando comngslas no intervalo de:
0<o< 7T/Z, da igualdad€2.8), isso implica ques = 6 (sem levar em conta a orientag&o).

Concluimos que na interface entre dois meiosatérial direito/material sinistro; cujas
constantes caracteristicas sgo= —&; e u, = —li4, ou seja, com indice de refracdo relativo
n = —1. O raio refratado fara um angulo com a normallig@ele feito pelo raio incidente
com esta, porém com a orientacdo contraria a dol@xdg incidente.

A Figura 08 mostra um feixe de luz que incide sabma barra feita de um meta-
material, com constantes = —&; e u, = —u4, ou melhor, o indice de refracdo da barra
n=-1.

Figura 08 — O ponto de luz divergente, incidindbreauma lamina de material com indice de
refracdo negativo [PENDRY; 2000].
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Figura 09 — Tajetdria de um raio em um meio cn < 0. llustragdo computadorizad

Um meio de indice de refracdo negaidesvia a luz num angulo negativo cce-
lacdo a reta normal. Assim o ponto de luz divergentta a convergir em um ponto dentrc
meio, e ao emergir do metamaterial, volta novamamenvergir em um segundo fc
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3. MATERIAL NATURAL VERSUS METAMATERIAL

“O amor é o centro invisivel de todos os atos
e de todos os fatos”
(Schopenhauer)

3.1. Propriedades da matéria convencional/metamate

Se olharmos uma colher dentro de um copo cheiade, demos a falsa impres-
sdo de que ela estd quebrada; quando nos aproxsrdanama fonte sonora que emite uma
dada frequéncia, percebemos que o som que receliemais agudo que, caso estivéssemos
parado. Temos diariamente contato com as proprésdda matéria natural. Mas nunca tive-
mos nenhuma experiéncia com um material que cootseu indice de refracdo negativo e os
sinais da permissividade e da permeabilidade saimedtmente negativos. Apesar de muitos
metais (como prata e ouro) terem o valor da pemisgle negativo, nunca se encontrou
€ < 0 eu <0 (ambos negativos).

Faremos uma comparacao de algumas propriedadesogualmente acontecem
com a matéria natural, com as que devera ocorrerasometamaterias. Por estarmos acostu-
mado com predi¢cbes das equacdes de Maxwell, gae dibmportamento da matéria ou on-
das eletromagnéticas quando se propagam em quaisgies, algumas destas propriedades
perecerdo muito estranha.

3.2. Velocidade da onda e Vetor de Poynting

Se compararmos a equacao que define o vetor ddifgpyom as equacdes que
ditam a orientacao do vetor de propagacao da omatanmeio material natural, encontraremos
que este vetor € paralelo ao vetor de propagacaadia Porém, para um material cert 0
e u < 0 o sistema torna-se levégiro. Assim, o vdtdem o sentido contrario ao vet®rape-
sar de estarem na mesma diregao.

S
a)
A
k
-
b)
A

k

Figura 10 — a) Orientag&o dos vetdSesk quandocs > 0 e u > 0; b) orientagdo dos mesmos
vetores quande < 0 eu < 0 [VESELAGO, 1968].
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A Figura 10 mostra a orientacdo do ve8grara uma onda eletromagnética que se
propaga num meio material natural (Figura 10-ajyra meio “esquerdo” (Figura 10-b).

Concluimos desta ilustracdo, que quando uma ongeopaga em um meio com
os valores da permissividade e permeabilidade tamedmente negativos, o vetor de Poyn-
ting tem o sentido contrério a velocidade de fasertta.

3.3. Presséo de radiacéo

Consideremos uma onda eletromagnética se propagandon meio onde os va-
lores des e u sdo simultaneamente positivos (substancia direitajsiderando que esta onda
seja a luz, entdo pelo principio da dualidade gratticula da mecanica quantica, podemos
considera-la como constituida de pequenas pasialamada de fétons [NUSSENZVEIG,
199§. Cada foton tem um momento linga= hk, ondeh é a constante de Planckce2 o
vetor de propagacédo, no caso de uma substancitadigge vetor tem o sentido que aponta
para fora da fonte de radiacdo. Quando a luz qyeg®Ega neste meio encontra um corpo
que apenas a reflete (considerando uma incidéocraat), entdo ela sofre uma mudanca no
sentido de propagacao, ou seja, o v&tarverte o sentido, cada foton sofre uma variagéo no
momento linear deAp,. = —2hk . Como mostra a Figura 10-a, pela conservagao @o m
mento linear o corpo também sofre uma variacdo omento de mesma intensidade, porém,
de sentido contréario ao do féton, ou sdjp,,, = 2hk. Devido aAp.,, 0 objeto refletor sofre
uma pressao apenas devido a radiacao eletromagnétic

Para um meio constituido de “material canhoto< 0 e u < 0 como mostra a
Figura 11-b, neste caso o vetor de propagacéao teemttido que aponta para dentro da fonte
de radiacdo. Da mesma forma que no material corweadc quando os fotos incidirem (con-
siderando uma incidéncia normal) sobre o corpoa ¢atbn sofrerd uma variacdo no seu mo-
mento linear deAp,; = 2hk; o sinal negativo desaparece devido o fato queda mcidente
tem k negativo e positivo para a refletida; fazendo aag¢ao (final menos inicial) teremos
Apsoe. ASSiM,Ap . = —2hk. O sinal negativo indica que o corpo sofrera uemado, quan-
do uma onda eletromagnética incide sobre ele.

A Figura 11-a mostra uma radiagdo se propagandaram substancia direita,
guando incide sobre um corpo que a reflete totakepenFigura 11-b mostra a mesma experi-
éncia, porém, a luz se propaga agora em uma sglzstéaanhota”.
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Figura 11 — a) Reflex&do da luz que se propaga natarial come > 0 eu > 0; b) Reflex&do
da luz que se propaga num material om0 eu < 0.

Portanto, o efeito da radiacdo eletromagnética etamaterial é inverso ao que
ocorre com a matéria natural, tragdo na primepeessado na segunda.

3.4. Efeito Doppler

Quando nos aproximamos de uma fonte que emite @da flequéncia, perce-
bemos que a frequéncia que recebemos é maior getaagmitida pela fonte. Isso acontece
porque quando estamos nos aproximando da fonteuocosandada velocidade, consequente-
mente 0 numero de frente de onda que nos alcanganeniado tempo sera maior, que no
caso de estarmos parado. Trata-se da manifestacéfeitb Doppler. A frequéncia recebida
podera ser maior ou menor que a frequéncia origiepéndendo do observador estar aproxi-
mando ou afastando do emissor de ondas (considsmumeoo emissor esta parado).

Foi o cientistaArmand Fizeay1819 - 1896)quem fez as primeiras constatacdes
da validade do efeito Doppler para ondas eletrostagas. As radiagdes emitidas pelas estre-
las nos permitem calcular a distancia que elassenéram da Terra, também sua composi¢ao
dependendo da frequéncia da luz emitieksas constatacoes estdo de acordo com a teoria da
expansao do universo, e em virtude do chamadoa#esknto para o vermelho pode-se cons-
tatar o afastamento das galaxias.

Consideremos uma onda eletromagnética de frequégcgue se propaga numa
substancia “direita”, e um “observador” (detecw®)aproximando do emissor com uma velo-
cidadeu, como mostra a Figura 12-a; a frequéncia detecbasierd o nimero de cristas que o
aparelho recebe por unidade de tempo, sendo asajarelho capta uma “superposicdo de
frequéncias”, ou seja, uma soma da frequéncia lgugetectaria se estivesse paragpcom
0 numero de cristas que receberia se a onda esdiViearada” e apenas o detector se deslo-
casse com velocidade
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Detector

>
- Fu-llte

Detector

hy
>
F Ullte

Figura 12 — a) Efeito Doppler em um material comt 0 e u > 0, b) Mesmo efeito numa
substancia com< 0 eu < 0.

Logo, a frequéncia recebida pelo detector é

w = 0)0 + — (3.1)
0

ondel, € o comprimento da onda eletromagnética, mas @orwa esta se propagando num

meio que nao é o vacuo, sua velocidagemenor que, da Eq. (1.18y = \/%_H

Porém, a velocidade de uma onda é dada por:
v = 0)0&0 . (32)
Substituindo o comprimento de ontlg obtido da Eq. (3.2) na (3.1), ficamos

u
w = wy+ Wo 7, -

w=w0(1+%). (3.3)

O sinal deu seré positivo quando o detector se aproxima d fénigualdade (3.3) nos diz
gue a frequéncia que o “observador” registra é ntpie a frequéncia original da fonte. O que
esta em total acordo com o que observamos no dia-a-

Fazendo esta mesma analise para uma substandiengwelores para a permissi-
vidade e permeabilidade simultaneamente negatpmtanto, indice de refracdo negativo. A
frequéncia detectada sera:

w=w0(1—%) (3.4)

O sinal negativo aparece, pelo fato de que ness® eavelocidade de grupo da
onda tem o mesmo sentido que a velocidade do detédsim, a frequéncia recebida pelo
detector sera menor qug, como mostra a Eq. (3.4).

Podemos condensar as Eqs. (3.3) e (3.4), ficamas eam
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w=w0(1+p%). (3.5)

p sera positivo se 0 material é convencional e negae for um metamaterial, ou seja,
p=+1parac>0eu>0;ep=-1,paras<0eu<O0.

Comparando as Egs. (3.3) e (3.4) vemos que o di@fpler quando uma onda
eletromagnética se propaga numa “substancia sihistinverso ao efeito quando se tem um
material convencional.

3.5. Radiacao de Cherenkov

Um postulado da relatividade de Einstein diz qeshuma particula pode superar
a velocidade d@&,9979 x 108 m/s, que é a velocidade da luz no vacuo. Mas umpia (um
elétron, por exemplo) pode atravessar um depdbkém ae agua com uma velocidade superi-
or a2,2490 x 108 m/s, que é exatamente a velocidade com que a lpzopaga na agua.
Quando isso acontece, pode se observar uma radiagiala com uma envolvente conica de
eixo coincidente com a direcdo do movimento dai@det. Esta radiagdo recebe o nome do
fisico RussdCherenkoy (1904 — 1990) (também escrito como Cerenkov). Essteacéo pode,
por exemplo, ser observada num reator nuclear radderom agua [CERENKOV, 1958].

O efeito Cerenkov é equivalente ao efeito Mach ermodindmica quando um avi-
ao supersonico rompe a barreira do som. Entretmtéoradiacdo sé podera ser observada se a
particula que atravessa 0 meio tiver carga elétailéan disso, 0 meio devera ser um dielétri-
co, pois as moléculas da substancia devem intecagir 0 campo elétrico da particula. A
radiacdo sO comeca a se propagar quando as malé@ulsubstancia, inicialmente polariza-
das pelo campo da particula, se despolarizam espearhente. Assim, sao as moléculas do
meio quem emitem a radiacdo e ndo a particulaentad

A polarizacdo das moléculas do meio quando umé&pkatincide sobre um dielé-
trico, esté representado, na Figura 13.

Para particulas que incidem com rapidez maior quelacidade da luz no meio,
ocorrerd uma quebra de simetria na polarizacao.pissjue as moléculas adiante da particula
ndo receberam a informagéo da existéncia do caméprice da particula, uma vez que ela
viaja mais rapido que a luz naquele meio.

Quando a particula viaja com rapidez menor qudaxigdade da luz no meio, ndo
h& radiacdo de Cerenkov. Este efeito € muito téhgo se quer medir a massa das particulas
com velocidade grandes, tal que ndo tem tempoisnfiec para se obter uma densidade de
lonizacao nas camaras de bolhas.
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a)
Figura 13 — a) Polarizacdo simétrica, b) polaripaggsimeétrica.

Para analisar a orientagdo do vetor que indicarafbla radiacdo de Cerenkov,
atentaremos primeiramente para o caso em que oémwitural, depois em um metamaterial.
Consideremos que uma particula se movimenta nodaig@bscissas no sentido positivo. Na
Figura 14, o seguimentéB representa o deslocamento da particula em um téaguo, e o
seguimentdAC mostra o quanto um foton da radiacdo emitida seemoeste mesmo tempo,
ou sejaAC = vt e AB = ut, ondev é a velocidade dos fotons naquele meio materiaéen
velocidade da particula; para que o efeito acordegamos tet > v.

C

Eadhacio
]

A Particula B

Figura 14 — Angulo entre a radiacéo de Cerenkodieegdo do movimento da particula.

Calculando o cosseno do angulo que a radiacaoofazacdirecdo que a particula
se movimenta,

AC (c/n)t
cosf =—=

= 3.6
AB ut (3:6)

Pois,v = c/n

assim,
c
0 =—. 3.7
COoS n ( )
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Observamos facilmenigue, para um material com indice de refracdo negn < 0, o lado
direito da expressa@®.7) torne-se negativo, ou sejaps # < 0. Concluimos que, num na-
materal, 0 angulo que a radiacdo derenkov faz com a direcdo de propagacao da paxt

esta no intervalo d% < 0 < m. Neste material os fotons da radiacao Bberados no sentic

contrario do movimento da particuo oposto do que ocorre para um material ordingue.
irradiam para frenteA Figura 15mostra o sentido da radiacdo nos dois tipos deriaia,
Figura 15a para os normais e Figura-b para os metamaterias.

n=d n<(l
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Figura 15 -a) Efeito Cerenkov nur“substancia direitg’b) O mesmo efeito nun“substan-
cia esquerda”.
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4. O MANTO DA INVISIBILIDADE

“... Nao declares que as estrelas estdo mortas
s6 porque o céu esta nublado.
(Provérbio arabe)

A invisibilidade € um tema comum em narra¢des m@schna ficcao cientifica,
na fantasia, nas fabulas e na mitologia. No Honmarisivel, de H. G. Wells, uma série de
experimentos quimicos gera um homem invisivel. Aotdar explicar cientificamente o
mecanismo necessario para isso, poderiamos pensaa fpioquimica tenha alterado as
propriedades das moléculas do homem invisivell paato que elas ndo interagem com a
luz que incide sobre ele. Esta possibilidade sariimaginavel, pois algumas funcoes
bioldgicas vitais decorre quando as moléculas cergd interagem com a luz. Grandes
manipulacdes ao nivel molecular, colocaria em reseaisténcia do homem invisivel.

Numa outra possibilidade poderiamos criar mist@so%campos” que sejam
capaz de tornar pessoas e objetos indetectavkisz tdesviando os raios de luz ao redor
do objeto a ser camuflado. Exemplos desse tipondsibilidade podem ser facilmente
encontrados na ficcao cientifica: a Mulher Inviside Quarteto Fantastico € capaz de
produzir campos que podem disfarcar pessoas e sowppetos. Nesta possibilidade
encontramos uma limitacdo a essa tecnologia, poécéssario muita energia para criar os
campos intensos.

Um exemplo de mecanismo magico e sobrenatural\dsibilidade que mais se
aproxima da realidade cientifica que conhecemog,héj a capa do Harry Potter. A
camuflagem perfeita ndo passava de tema de fidgeatfica, até que em 2006 Sir John B.
Pendry [PENDRY, 2006], observou esta questao de mareeira mais formal, ele propos a
descricdo matematica de transformacéo optica consastratégia para manipular as ondas
eletromagnéticas, quando estas se propagam em iarheterogéneo e anisotropico. A capa
da invisibilidade é uma aplicacéo especial da @etransformacdo, o material da capa € um
dispositivo que impde uma mudanca de coordenadasgsacampos eletromagnéticos. As
constantes caracteristicas do meio podem ser desvda transformacédo Otica. Devido a
propriedade de controlar os campos eletromagnétiiesrsas aplicacbes novas foram en-
contradas, além do manto da invisibilidade, comoegemplo, antenas planares com foco, a
possibilidade de construir cristais de metamaterigsses cristais séo a base para a criagéo de
chips fotbnicos.

Podemos esconder um objeto contido num dado volutiizando as transfor-
macodes Oticas que sejam capaz de desviar os milnz dondas eletromagnéticas) ao redor
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deste. Além disso, os raios deverdo retornar arajedoria inicial. Nenhuma radiacdo devera

entrar ou sair do volume camuflado, qualquer terastatevera ser guiado suavemente até que
saia como se tivesse “refratado” sem desvio pejetole sem que haja mudanca na veloci-

dade da luz, ou seja, passado pelo espaco vazio.

4.1. Transformacdes Oticas

Mostramos nas secdes anteriores as equacdes deeMaawgua forma diferencial
e integral. Quando escrevemos estas equac¢des ematiagdo tensorial [PENDRY; 2007]
elas tornam-se:

aiEl’jEj =p (4‘13)
0H;
€ijk0jEx = —ﬂija—t] (4.1c)
0E;
€k 0jHy = Eija—t] +Ji (4.1d)

onde,;; e u;; indicam a permissividade elétrica e permeabilidadgnética, respectivamen-
te. Em um caso mais geral (meio ndo homogéne@s ggsandezas nao sao isotropicas, ou
seja, elas dependem da direcéo que se estejaaaaialisO terma;;, € o tensor de Levi-
Civita [apéndice i], e nessas equacdes usamosagdwtle Einstein na qual quando dois in-
dices aparecerem repetidos em um termo, subtengi®-sematorio sobre esse indice.

Analisaremos qual a forma adquirida por estas @gsaguando mudamos para o
novo sistema de coordenadas. Faremos uma trang@onag um sistema, parax;, onde
x; = x;(x,). A Figura 16 mostra um esquema de como uma tnamaf@o de coordenadas,
pode afetar um vetor: campo elétrico, campo magmétil vetor de Poynting.
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/
v A ;
L. o,

Figura 16 -a) sistema de coordenadas cartesiano; b) sistemidicado

Usaremos a matriz Jacobiana para fuma mudancao sistema de coordenss,
assim um vetor escritoon coordenadas, pode ser transformado pex; como pode ser
visto na igualdade (4.2)

_ 0% g

B, = B
* 7 9x, P

(4.2)

Para simplificar a notagao:

0 0 ax[';_ax['; 0

Oc = 0x, - dxg 0xg  dx, dxp

Assim,

0 ax;;a' 4.3
« = 5% % (4.3)

ox; : : A
O termog = Jp« € conhecido como Jacobiana. Expressando a mudangaidveis (4.2)

(4.3) em termos desta mat temos:
By =JgaBpg (4.4a)
0 = Jpa0p- (4.4b)

Com as Eg¢4.4a) e (4.4b) que indica como transformamoscasdenadas d
sistemax,, - x;, podemosaplicar agora em cada uma das equacdes de Maxaribcae-
mos pela quarta.

0E;
Gijkaij = Sija—t] +]l (41d)
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As mudancas para 0s campos e para as derivadas
Hy = JgiHg, €0; = J4;0q (4.5)

Chamamos a componenteigual ak do vetor intensidade magnética, porém, a
derivada na segunda igualdade de (4.5) é em refacé@mponentg. Assim trocamos — 8
na segunda igualdade de (4.5), e chamabngsal a;.

Substituindo (4.5) em (4.1d)

0[JajEe ]

T + Ji

€ijic JajOul| JprHp| = &
Usando a regra da cadeia, no lado esquerdo dalagleabcima

0[JajEa ] L

€ijk Jaj{Hg0u Jpk + Jp10aHp} = & T Ji (4.6)

desenvolvendo o primeiro termo do lado esquerdd @@

, d [0x o [0x 0
= (52) - (5) -

dx, \dx, ) 0x;, \0x, 0xy

onded, s € o delta de Kronecker, definido pXy; = 0 sea # f €d,5 = 1 sea = .

Considerando que # S, isso implica qué, Jgr = 0, eliminado o primeiro termo do
lado esquerdo de (4.6). Ficamos entdo com

0[JajEe ]

ot +]i (46)

! !
€ijk Jajlpr0atp = &
Desenvolvendo a derivada em relacéo ao tempo

T 1 a]a] aE(’Z ]
€ijk JajlpkOatlp = €ij1Ea ac Tlag gt

. } ~ 3 Joi
Usando a condicao de gjié constante no tempo, entédo o teﬁé’? =0, logo

’ , aE .
€ijic Jajlpr0atp = gij]aja_ta‘l']i (4.7)

Multiplicando, pelo lado esquerdo, ambos os memdbeog!.7) por/,;

. dE,
€ijidci Jajlpr0aHp = ]cigij]aja_ta‘l' JeiJi (4.8)
Mas, €;jJci Jajlpre = €capdet] [apéndice (ii)], entdo (4.8) fica:

!

o 0E, .
€capdet] 0 Hp = Jei€ijlaj -+ Jeili
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Jei€ijlaj OEq N JeiJi

d.Hp = 4.8
CeapOatip det] at @ det] (4.8)
Esta equacao é valida para cada nova coordenatamps generalizar
Je]" OE" ]]
VXXH =——+-— 49
det] ot + det] (4.9)
chamandoé = Jel” ej = A a guarta equacgao de Maxwell, torna-se
det] det] !
JOE"
VXH =&§—+] (4.10)

ot

Procedendo de maneira analoga para a terceirady(¥ag¢c), encontraremos

Vo JuJ" OH’
XE = ———
Vi xE det] 0Ot
I
chamandgi = vt ficamos com
V' XE' = Midd 4.11

Apo6s a mudanca de coordenadas, o conjunto de ezpigqoé descreve o eletro-
magnetismo fica:

V' (EEN=p (4.12a)
V/(@H') =0 (4.12b)
V' XE' = O 4.12
= 5t (4.12¢)
)
V' XH =§—+]j (4.12d)
ot
Onde:
T
£ = {;’U , (4.12¢)
T
fi= g;ft] , (4.12f)
< _J
)= % (4.12g)
~_ P h
P =i (4.12h)

Comparando as equagdes (4.10) com (1.1d) e (4doM)(t.1c), vemos que as e-
quacdes de Maxwell, além de ndo mudarem sua fooima sransformacgéo de Lorentz, tam-
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bém sao invariantes sobre uma transformacéao deemada: porém,a permissividade elé-
ca, densidade de correm@ermeabilidade magnét terdo que seajustads.

4.2. Exemplo deum manto dainvisibilidade

As leis da fisica ndo podem depender do sistenwaelenadas, na qual o e-
ma € descrito. Bmonstramos anteriornmte quea aplicacdo de uma transformacéo néo a
as equacdes de Maxwelssim, os metamateriais apesar de ndo exis naturalmente, ndo
violam as leis da Fisica.

Recorreremoss Trinsformac6es Oticamo tentar tornar um objeto invisivEsta
transformacao devef@egar” todos os raios que incm sobre o objeto que queremos wu-
flar, e orientdos suavemente ao recdo objeto. Para que a invisibilidade seja complatza
condicdo deve ser imposta sobre esta transforn os raios deveraetornar ao seu trajeto
original, dando a impressédeque o espaco onde a luz percorreu esta . A capa da invisi-
bilidade, que vamos tratar a seguir, tem como fonpgéncipal aplicar esta transformacac
ondas incidente.

Consideremos que gremos camuflar uma pequena esfera. As capas esi
apesar de serem ineficiente quando os objetolongos e finos, amha assim, atendem a
Nossos objetivos. Alg diss(, estas capas podem esconder qualquer objeto, daesderdnan
dimensdes pequenas.

Figura 17 —Trajetoria dos raios contornando o objeto camufl

A Figural7 mostra como os raios devem contornar o objeter @scondidcA
esfera ocupa uma regi&o< R, ondeR; é o raio destaD manto da invisibilidade restrin-
se no volume ond®; < r < R,. Levando em consideracédo a simetrima das transforma-
¢cOes quetende ao nosso objeti, poderia ser
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r"(R, — R
r" =R, + TR ~ R (4.13a)
R,
9" =0’ (4.13b)
" =’ (4.13¢)

Onde o sistemar(,0', ¢"), esta em coordenadas esféricas. Os detalhessieste
tema estdo representados na Fig. 18.

r' = \x? +y%4 2?2 (4.14a)

o' = arccos( - ) (4.14b)
@' = arctan ( %) (4.140)
¢
r' E
) |
\ y
I i
o' E s

Figura 18 — Sistema de coordenadas esféricas.

A matriz que representa a transformacéo das coaddsrcartesianas para as esfe-

. , 6x;3 . .
ricas, €/z, = -— Logo a matriz de mudanca fica

0xq
ors ors orr
ox dy az\
a6r 06r 06r
J=|% o & (4.15)
dpr O/ 6(pl/
x ady 0z

% = % , da Fig.18x = cos¢’(r'send’). Assim,% = cosg'senf’; computando todas as

derivadas e substituindo na matriz, ficaremos com
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A

E facil verificar quedet ] = %

cosp’senf’ seng’senf’ cosf’
cos¢'cos6’ cosf@'seng’ send’
- - E— (4.16).
csecO'senp’  cose’csechd’ 0

.r.l

9/
>— Usando o valor déet ] e usanda;; = £§;;

na Eq. 4.12e. Transformamos assim, a permissividddgvas para €'.

r'?senf’
0

0

!

Utilizando a transformacéo (4
que faz a mudanca do sistenia para (').

0 0
send 0 (4.17)
0
senf’

.13) para mugdagraras”. A matriz], é a jacobiana

R, — R
( zR 1) 0 0
= 2 4.18
J o L o (4.18)
0 0 1
T —
Assim, usando novamenfe= % e que ddet] = M, temos
2
R, — R
—( 2 1)7"’Zsent9’ 0 0
R,
R,senf’
g = 0 0 (4.19)
(R; — Ry) I
R,
0 0
(R, — Ry)senf’
Invertendo as transformacoes (4.13)
= (=R (4.200)
r =((r — Peee—— .2Ua
(R, =Ry
0’ =0" (4.20b)
@' = ¢" (4.200)
Substituindo estas na matriz (4.19)
(R; —Ry) [ R, ? \
T — T'”—R P ——— senf" 0 0
/ o N oy
" | R,senf" |
g = 0 2 0 |
(R; — Ry) I
R
0 0
(R, — Ry)senf”
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R,(r"" — Ry)?send”
/ 2( 1) 0 0 \
| (Rz —Ry) |
R 9”
o = | 0 2S€n 0 | (4.21)
(R; — Ry) I
R
0 0
(R, — Ry)senf"”
fazendo uma troca de indices, chegamos ao sist&grice
R,(r" — R;)?senf’
/ 2( 1) 0 0 \
| (Rz —Ry) |
R 0’
g =| 0 ahha 0 I (4.22)
(R; — Ry) I
R, /
0 0
(R, — Ry)senf’

Porém, podemos observar que (4.22) ndo € um sistefé@aco real normalizado. Usando a
condicéo de normalizagéo, ficamos entdo com a geividade relativa:

R,(r' — Ry)?
2( 1),2 0 0
(Rz - R1)7”
R,
g = 0 S - 0 (4.23)
(R; — Ry)
0 0 R,
(Rz — Ry)

Podemos proceder de maneira analoga para encamteameabilidade magnética
relativaii’, assim teremos

R,(r' — Ry)?
2( 1),2 0 0
(Rz - R1)7”
R,
i = 0 2 0 . (4.24)
(R; — Ry)
0 0 R,
(Rz — Ry)

Das equacdes (4.23) e (4.28)J1, 2010]concluimos que diferentemente dos ma-
teriais convencionais onde as suas propriedadesndem de sua composi¢cao, nos metamate-
riais suas propriedades derivam de sua estrutursgja, a permissividade e a permeabilidade
dependem apenas de fatores geométricos, para @ exesiplo da capa esférica estes fatores
eramR; e R,. Entéo, ajustando a permissividade elétrica eramgabilidade magnética, po-
demos literalmente manipular as ondas eletromamsétiazendo-as seguir qualquer trajetéria
gue desejarmos. No nosso problema de esconder sfieva,eestas trajetorias eram aquelas
gue contornam o objeto, como se as ondas fossefiuigio.
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Finalmente, transformacdes Opticas oferecem uneaesgante e, de alguma for-
ma, abordagem Unica para o desenvolvimento de iaiatetetromagnéticos com proprieda-
des épticas ndo convencionais. Como foi expostsanemnografia, 0 método geral é baseado
nas transformagdes de coordenadas covariantegjdagdes de Maxwell, nas quais os para-
metros eletromagnéticos, tais como permissividdéizia e permeabilidade magnética se
transformam de acordo com elas. Essas transformae@ias implicacdes nas propriedades
dos materiais, ndo sédo consideradas como uma sirtralesformacdo de coordenadas, em
gue ndo ha mudancas na compreensdo fisica no is@ma. As quantidades permissividade
elétrica e permeabilidade magnética modificadaaspgbnsformadas covariantes podem ser
interpretadas como propriedades materiais “reagstimh novo meio material no meio origi-
nal, o espaco de coordenadas nédo transformadoirEstaretacao alternativa devido a Pen-
dry [PENDRY, 2006] chamada de “interpretacdo material” fornece utente método para
elaboracdo de elementos 6pticos com parametrosateriais complexos unicos, particular-
mente adequadas para a exploracdo da liberdadscdéha dos tensores permeabilidade
magnética e permissibilidade elétrica complexagsimturas metamateriais.

4.3. Condicfes para um manto da invisibilidade ideéa

A invisibilidade se tornara perfeita se algumasdigies forem atendidas, primei-
ro de tudo nenhuma radiacdo devera entrar ou saioldme na qual se encontra o objeto a
ser camuflado.

Considerando a trajetéria tomada pelos raios inté$g encontramos uma singu-
laridade inevitavel no nosso modelo. Se atentanpaoa um Unico raio, aquele que se dirige
diretamente ao centro da esfera, este raio ndossaldeve ser desviado para cima ou para
baixo, esquerda ou direita. Raios vizinhos a eleem ser dobrados muito rapidamente, ou
seja, devera haver uma mudanca brusca na perrdasévelétrica e permeabilidade magnéti-
ca. Estas variacbes devem-se a estrutura do metgahatilizado para fazer a capa. Diferen-
temente das caracteristicas dos materiais normassmetamateriais, suas propriedades ele-
tromagnéticas sao definidas de acordo com sua@str® meio devera ser anisotrépico para
que haja esta mudanca continua nos parametros.

Uma questao importante é se o efeito da camuflag@ange uma banda larga ou
€ especifico para uma unica frequéncia. No probleonsiderado anteriormente, vemos fa-
cilmente que o efeito da invisibilidade s6 podezé realizado em apenas uma frequéncia.
Como mostra a Figura 17, cada um dos raios quetr esfera seguem necessariamente
uma trajetoria curva e, portanto, um percurso mguerteria feito caso o espaco fosse livre, e
ainda estamos exigindo que o raio ao chegar do tado da esfera esteja com a mesma fase.
Isso implica que a velocidade de fase devera searmae a velocidade da luz no vacuo, o
que nao viola nenhuma lei da fisica. No entantoéseexigirmos que o meio ndo seja disper-
sivo, entdo a velocidade de fase sempre seraagualocidade de grupo e esta Ultima jamais
poderd exceder a velocidade da luz. Concluimosngueosso exemplo, os parametros da
capa da invisibilidade devem dispersar com a frecgjaée, portanto sé sera eficaz em uma
Gnica frequéncia.
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CONSIDERACOES FINAIS

Primeiramente analisamos algumas propriedadestesefgie ocorre com a maté-
ria natural quando interage com as ondas eletroétiags. A partir das equacdes de Maxwell
e as condicdes de contorno sobre os campos, deamnstalgumas leis fundamental da 6p-
tica geométrica, uma delas foi a lei de Snell-DeesaAnalisamos a orientacdo dos vetores
campo elétrico, campo magnético e o vetor de prgagda onda, verificamos que para uma
onda plana que se propaga em um meio material noiovel, eles formam (nesta ordem) um
sistema dextrogiro.

Das manipulacdes feitas com as equacdes de Maxdestipnstramos que uma
onda eletromagnética a se propagar em um meiowgralg faz com uma dada velocidade, e
essa depende das constantes caracteristicas doamedeno: a permissividade elétrica e a
permeabilidade magnética. Ao definir a grandezacénde refracdo, concluimos que existem
duas possibilidades de sinais: positivo (materiatsiral) e negativo (metamateriais).

Verificamos quais mudangas ocorrem quando inseroscsnais de e u negati-

vos simultaneamente. Apesar de ndo existirem ragetom estas caracteristicas, mesmo
assim tiramos as mesmas conclusdes feitas poragesale que é possivel haver propagacéo
de ondas eletromagnéticas nos metamateriais. @dun¢éio dos valores negativos implica em
varios fendmenos contrarios ao que ocorre com enmahtomum, por exemplo, a velocidade
de fase nos metamateriais tem o sentido opostetao de Poynting, o efeito Cerenkov inver-
tido, a presséo de radiacdo que se transformaag@otide radiacéo, e o efeito Doppler inver-
tido.

Analisamos as possibilidades de se controlar ogpoareletromagnéticos, como
proposto por Pendry, na intencdo de construir umtonda invisibilidade. Concluimos que
apesar de aparentar ser assunto de ficcdo ciantfstas manipulacdes nos campos nao vio-
lam as leis da fisica, como vimos ao modificar @sagdes de Maxwell. Assim, com uma
transformacdo Otica correta, podemos alterar gstdreas das ondas de modo que possam
fluir ao redor do objeto a ser camuflado. Na intetgcdo de Pendry, estas modificagbes que
surgem devido alteracdo no sistema de coordenadpsréas uma mudancga nos parametros
eletromagnético, quando consideramos um materialezional, Porém, quando considera-
mMOos 0S metamateriais, os parametros modificadoganoise as caracteristicas do metamate-
rial em um sistema original. E finalmente, fizenuosa analise fisica da possibilidade de exis-
téncia da capa da invisibilidade.

Este trabalho estaria incompleto se ndo déssemosxamplo de como deveria
ser uma capa da invisibilidade. Foi o que fizemodimal, propomos uma capa esférica na
intencdo de tornar pequenos objetos invisiveisclDémos que a capa devera ser anisotropica
devido a mudanca brusca na direcdo de alguns gamsncidem na capa esférica. E devera
dispersar com a frequéncia, o que torna sua fulgdtada apenas para uma faixa especifica
de frequéncia.
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ANEXOS

APENDICE i

Tensor de Levi-Civita

+1se (i,j, k) for (1,2,3),(3,1,2) ou (2,3,1),
e-l]k = _1 se (i,j, k) for (11312)1 (312r1) ou (21113)1
0 nocasode:i=jouj=kouk=1.

APENDICE ii
O Jacobiano
]11 ]12 ]13
]21 ]22 ]23 = det] :]31]12]23 +]11]22]33 +]21 ]32]13
]31 ]32 ]33

_]33]12]21 _]13]22]31 _]23 ]32]11

Usando notacdo compactdet] = €;;/.i JojJpr fazendo uma permutacdo nos elementos
havera uma troca de sinal do determinante, assim

€capdet] = €ijici Jajlpi-



