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“A felicidade não se resume na ausência de problemas,

mas sim na sua capacidade de lidar com eles.”

Albert Einstein



Resumo

Esse trabalho apresenta alguns métodos numéricos utilizados para solucionar problemas
pertencentes a uma classe de equações diferenciais ordinárias conhecidos como problemas de
valor inicial. Apesar do caráter introdutório do texto, eletraz as principais bases para se re-
solver problemas complexos baseados em simulações de dinâmica molecular. No primeiro
capítulo são apresentadas algumas situações físicas que seenquadram na classe de problemas de
valor inicial, bem como as bases teóricas necessárias para resolvê-las. No segundo capítulo são
mostradas formas de descrever, do ponto de vista computacional, os problemas apresentados no
capítulo anterior, alguns conceitos importantes e métodosnuméricos capazes de solucioná-los.
No último capítulo, são resolvidos os problemas apresentados no primeiro capítulo utilizando
os métodos numéricos apresentados no segundo. Com isso analisa-se convergência, precisão e
técnicas para verificar o erro cometido pelos métodos utilizados.



Abstract

This work presents some numerical methods used to solve problems belonging to a class
of ordinary differential equations known as initial value problems. Although this is but an in-
troductory text, it brings the bases for solving complex problems based on molecular dynamics
simulations. The first chapter presents some physical situations which fall within the class of
initial value problems, and the theoretical ground needed to solve them. The second chapter
shows ways to describe, from the computational point of view, the problems discussed in the
previous chapter, as well as some important concepts and numerical methods to solve these
problems. In the last chapter, the problems presented in thefirst chapter are solved using the
numerical methods described in the second chapter. Finally, we analyze convergence, accuracy,
and techniques for evaluating the error observed in the methods discussed.
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1 Introdução

A maior parte da Física tem como uma das bases um princípio conhecido como causalidade,

que estabelece que a mesma causa sempre produz o mesmo efeito[1, 2]. Esse princípio pode

ainda ser enunciado de uma forma especial, estabelecendo que uma fase de um determinado

processo está correlacionada com a fase posterior. Dessa forma, pode-se descrever fenômeno

da natureza como uma expressão que relaciona um estado e seusestados vizinhos no espaço e

no tempo[2].

É nesse contexto que são introduzidas as equações diferencias na Física, como uma forma

natural de se expressar o princípio da causalidade. Esse é umdos motivos pelo qual as equações

diferenciais são tão importantes e aparecem nas mais diversas áreas da Física[2]. Dessa forma,

é bastante importante estudar e procurar meios para se resolver esse tipo de equações e assim

podermos descrever os diversos sistemas físicos encontrados na natureza.

Devido à complexidade de alguns sistemas, as equações envolvidas podem ser compli-

cadas não permitindo a obtenção de uma solução analítica[3]. Por isso, é importante conhecer

métodos alternativos para resolver esse tipo de equação. Atualmente, métodos computacionais

são bastante utilizados para solucionar problemas descritos por equações diferenciais, fazendo

destes uma ferramenta bastante poderosa e útil ao pesquisador moderno[4]. Para tanto, é im-

portante que essa ferramenta seja utilizada corretamente,tendo-se em mente que ela não é

necessariamente utilizada para substituir métodos analíticos, mas sim, na maioria das vezes,

para complementá-los[5].

Durante as últimas décadas, esses métodos têm sido utilizados para simular sistemas que

podem ser descritos por meio de dinâmica molecular. O objetivo desses métodos é resolver

as equações de Newton do sistema e encontrar a trajetória dosátomos a partir da configuração

inicial do sistema. Com isso, é possível determinar uma grande variedade de propriedades[6].

Assim, o objetivo desse trabalho é apresentar métodos, que possibilitam resolver problemas

desse tipo, que se enquadram em uma classe de equações diferenciais ordinárias conhecidas

como problemas de valor inicial.
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2 Problemas de Valor inicial

Algumas vezes, o problema que se pretende resolver envolve uma ou mais derivadas de

uma quantidade desconhecida que é função de apenas uma variável. Nesse caso, diz-se que a

equação diferencial(ED) envolvida é umaequação diferencial ordinária(EDO). A solução

desse tipo de ED não é unicamente determinada. Daí, faz-se necessária a utilização de condições

auxiliares[7].

Nesse capítulo, serão mostradas aplicações desse tipo de EDem algumas situações físicas

que se enquadram numa classe de problemas conhecidos comoproblemas de valor inicial

(PVI). Estes são problemas onde o conhecimento de valores iniciais da quantidade de interesse

e de suas derivadas determina a solução unicamente.

2.1 Movimento de uma partícula

A unidade elementar da mecânica é a partícula, cujo comportamento físico é totalmente

determinado pelo vetor posiçãor e por sua massamque é uma quantidade escalar invariante[2].

Para se entender o movimento da partícula é conveniente se definir a velocidadev e o momento

linearp:

v =
dr
dt

, p = mv.

Com isso, pode-se expressar o movimento da partícula atravésdalei de Newtonque é dada por:

F =
dp
dt

. (2.1)

OndeF, que é função dex, v e do tempot, representa a força que age no sistema. Assim,

pode-se escrever a Eq. (2.1) mais explicitamente como:

mr ′′ = F(r ′, r , t). (2.2)
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Em duas dimensõesr e F podem ser escritos como:r = xx̂+ yŷ e F = Fxx̂+Fyŷ. Se em cada

componente da força aparecerem somente a coordenada correspondente e suas derivadas:

Fx = Fx(x
′,x, t), (2.3)

Fy = Fy(y
′,y, t), (2.4)

então as Eqs. (2.3) e (2.4) serão independentes entre si e poderão ser resolvidas independen-

temente[8]. Outro caso interessante ocorre quando a forçaF depende apenas da posição e é

conservativa∗. Nesse caso, é comum definir a energia potencialV(r) como o trabalho realizado

pela força quando a partícula desloca-se de um pontor a um ponto de referênciars[8]:

V(r) =
∫ rs

r
F(r ′) ·dr ′ =−

∫ r

rs

F(r ′) ·dr ′. (2.5)

Essas definições serão úteis para as seções que seguem.

2.2 Lançamento oblíquo

Um dos problemas importantes na história da mecânica é a determinação do movimento

de um projétil. Esse problema é um caso particular do problema mostrado na Seç. 2.1. De-

sprezando a resistência do ar, e considerando apenas a ação da gravidade próximo à superfície

da Terra, o projétil se moverá de acordo com a seguinte ED:

mr ′′ =−mĝy

onde o eixoy é tomado na direção vertical[8]. Na forma de componentes:

mx′′ = 0,

my′′ = −mg.

Veja que as forças envolvidas nesse problema são similares às mostradas nas Eqs. (2.3)

e (2.4), portanto as soluções dessas equações são encontradas como no caso unidimensional.

Considerando que o projétil parte da origem do sistema, as soluções parax ey são dadas por[8]:

x = vx0t,

y = vy0t −
1
2

gt2.

∗A forçaF é conservativa quando∇×F = 0.
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Isolandot na primeira equação e substituindo na segunda obtem-se a equação da trajetória:

y=
vy0

vx0

x−
g

2v2
x0

x2.

No entanto, se levarmos em conta a resistência do ar, e que esta força de resistência do ar é

proporcional à velocidade, a ED que descreve o movimento do projétil pode ser expressa por:

mr ′′ =−mĝy−br ′.

Analogamente, na forma de componentes tem-se que

mx′′ = −bx′, (2.6)

my′′ = −mg−by′. (2.7)

As soluções dessas equações podem ser escritas da seguinte forma:

x =
mvx0

b
(1−e−bt/m),

y =

(
m2g
b2 +

mvy0

b

)
(1−e−bt/m)−

mg
b

t.

A trajetória pode ser obtida de forma análoga ao que se fez anteriormente para o caso sem

resistência[8]:

y=

(
mg
bvx0

+
vy0

vx0

)
x−

m2g
b2 ln

(
mvx0

mvx0−bx

)
.

2.3 Oscilador harmônico bidimensional

Analogamente ao caso mostrado na seção anterior, para esse problema a força também tem

a forma mostrada nas Eqs. (2.3) e (2.4). As equações de movimento desse problema são dadas

por:

mx′′ = −kxx, (2.8)

my′′ = −kyy, (2.9)

e as soluções dessas equações também são conhecidas, e dadaspor:

x = Axcos(ωxt +θx),

y = Aycos(ωyt +θy),
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ondeωx =
√

kx/meωy =
√

ky/m, e as constantesAx, θx, Ay eθy são encontradas por meio das

condições iniciais[8].

A trajetória de uma partícula sujeita à uma força desse tipo ébem interessante∗. Não é

difícil ver que o movimento dessa partícula estará confinadoem uma caixa de dimensões 2Ax e

2Ay no planoxyonde a combinação das frequências angularesωx eωy define se essas trajetórias

serão fechadas ou não[8].

2.4 Movimento sob a ação de uma força central

Força central é uma força dada por:

F(r) = F(r)r̂ .

Fisicamente, esta força representa uma atração, ou uma repulsão na direção de um ponto fixo

localizado na origem. As forças gravitacionais e elétrica são exemplo de forças desse tipo.

Pode-se notar que o vetor momento angular da partícula sob a ação de uma força central é

constante uma vez que o torque é dado por:

N = r ×F = (r × r̂)F(r) = 0.

Daí[8],
dL
dt

= 0.

Para determinar o movimento de uma partícula sob a ação de umaforça central, considera-

se que a posição da partícular0 e a velocidadev0 sejam conhecidas em qualquer instantet0.

Escolha-se o eixox, ao longo da posição inicialr0 da partícula, e o eixoz perpendicular a

velocidade inicialv0. Então, inicialmente, têm-se:

x0 = |r0|, y0 = z0 = 0,

vx0 = v0 · x̂, vy0 = v0 · ŷ, vz0 = 0,

e em coordenadas cartesianas as equações de movimento são dadas por[8]:

mẍ=
x
r
F(r), mÿ=

y
r
F(r), mz̈=

z
r
F(r).

∗Tais figuras são conhecidas comofiguras de Lissajous
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Facilmente pode-se ver que uma solução parazé

z(t) = 0.

Logo o movimento é inteiramente bidimensional. Para as coordenadasr e θ , as equações do

movimento podem ser obtidas por meio da Eq. (2.2). Assim, tem-se que:

mr̈ −mrθ̇ 2 = F(r), (2.10)

mrθ̈ +2mṙ θ̇ = 0. (2.11)

Multiplicando a Eq. (2.11) porr, tem-se a conservação do momento angular, que se expressa

na forma:
d
dt

mr2θ̇ =
dL
dt

= 0

e na forma integral[8]:

mr2θ̇ = L = cte. (2.12)

Outra integral que pode ser obtida das Eqs. (2.10) e (2.11), considerando-se que a força é

conservativa, é

T +V =
1
2

mṙ2+
1
2

mr2θ̇ 2+V(r) = E. (2.13)

Das Eqs. (2.12) e (2.13) tem-se:

1
2

mṙ2+
L2

2mr2
+V(r) = E ⇒ ṙ =

√
2
m

(
E−V(r)−

L2

2mr2

) 1
2

.

Daí, pode-se obterr a a partir da seguinte integral[8]:

∫ r

r0

dr
(

E−V(r)− L2

2mr2

) 1
2

=

√
2
m

t, (2.14)

e θ pela Eq. (2.12):

θ = θ0+
∫ t

0

L
mr2

dt. (2.15)

Pode-se obter uma ED para a trajetória da partícula considerando que:

u=
1
r
, r =

1
u
. (2.16)
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Novamente da Eq. (2.12), tem-se:

ṙ = −
1
u2

du
dθ

θ̇ =−r2θ̇
du
dθ

,

ṙ = −
L
m

du
dθ

,

r̈ = −
L
m

d2u
dθ 2 θ̇ =−

L2u2

m2

d2u
dθ 2 . (2.17)

Substituindo a Eq. (2.12) na Eq. (2.10) e mantendo apenas o termo em ¨r do lado esquerdo,

obtém-se:

mr̈ = F(r)+
L2

mr3
.

Substituindo as Eqs. (2.16) e (2.17) na equação acima obtém-se a equação diferencial que

descreve a trajetória:
d2u
dθ 2 =−u−

m
L2u2F

(
1
u

)
, (2.18)

em termos deu(θ). Por meio da Eq. (2.16), a equação parar(θ) pode facilmente ser obtida[8].
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3 Métodos Numéricos

Nesse capítulo, serão mostradas formas de descrever um PVI econceitos importantes para

entender os métodos numéricos utilizados para resolvê-los. Além disso, serão apresentados

métodos introdutórios como o da Série de Taylor e os de Runge-Kutta, Seçs. 3.3 e 3.4 respec-

tivamente, que servirão como base para métodos mais avançados apresentados posteriormente

na Seç. 3.5, os quais são mais indicados para a solução de problemas de alta precisão.

3.1 Definições preliminares

Antes de estudar métodos numéricos para resolver EDOs em PVIs, é interessante definir,

pelo menos de forma superficial, alguns conceitos importantes:

Ordem: Seja uma quantidadeF(h) eq≥ 0. Se

l = lim
h→0

|F(h)|
hq

com 0< l < ∞, entãoF é dita serO(hq). Lê-se de ordem q em h[9]. Em alguns mo-

mentos, é comun dizer que determinado método é de ordemq. Isso significa que o erro

correspondente á esse método éO(hq+1).

Discretização: Uma discretização uniformefi de uma quantidade continuaf (x) pode ser en-

tendida de forma simples como a representação pontual def nos pontosf (a+ ih) de um

intervalo[a,b] conhecido[9]. Ondeh= (b−a)/n para algum inteiron.

Erro: Quando se tem um esquema de aproximação∗ Fi de uma discretizaçãofi , o erro global

da aproximação emi é dado por:

εi = fi −Fi .

Além do erro global, existe ainda uma outra forma de erro, conhecida comoerro local,

que é definida por[9]:

∗Nas próximas seções convencionou-se o uso de letras maiúsculas para representar esquemas de aproximação.
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ε i = fi −Fi ondeFi = fi param< n.

Esses erros são conhecidos também comoerros de truncamento. Além desse tipo de

erro, existe ainda oerro de arredondamentoque é o erro cometido pelo hardware devido

a forma como ele representa números reais.∗

Consistência: Um esquema de aproximaçõesFi, deO(hq), é dito consistente, se

ε i

hq → 0

para todoi dado[9], quandoh→ 0.

Convergência: Um esquema é dito convergente (L2-convergente)† se existir uma funçãoH(h),

tal que:

lim
h→0

|H(h)|
h

= 0

e uma constanteA independente deh tal que[9]:

|εi | ≤ eAtH(h)

ondet = a+ ih.

Estabilidade: Um esquema é dito estável (L2-estável) se existir constantesA eC independentes

deh tais que[9]:

| fi | ≤CeAt| f0|

ondet = a+ ih.

3.2 Descrição do problema

Suponha inicialmente que pretende-se encontrar a solução de uma ED de primeira ordem

dada por:

x′(t) = f (t,x(t)) (3.1)

onde f (t,x(t)) é conhecida. Dessa forma, conhecendo o valor dex0 = x(a), uma aproximação

numérica para o problema pode ser obtida sob a forma de uma tabela de pares(ti = a+ ih,Xi ≈

x(a+ ih)) utilizando os métodos mostrados nas Seçs. 3.3 e 3.4. Onde[a,b] é intervalo de tempo

estudado en é o número de passos de tempo que serão executados pelo algorítimo.

∗Uma abordagem um pouco mais geral sobre erros é feita no AnexoB.
†Veja [9] para mais detalhes
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3.2.1 Sistemas de dimensões maiores

Suponha agora que pretende-se trabalhar com sistemas de dimensões maiores. Nesse caso,

tem-se um sistema de equações diferenciais parecidas com asencontradas no caso anterior. Ou

seja, para um sistema de três dimensões tem-se[7]:

x′(t) = f (t,x(t),y(t),z(t)),

y′(t) = g(t,x(t),y(t),z(t)),

z′(t) = h(t,x(t),y(t),z(t)).

(3.2)

Nesse caso, as equações ficam um pouco mais complicadas, porém pode-se utilizar uma

notação simplificadapara as equações mostradas acima. Para isso, basta considerar

1x= x, 2x= y, 3x= z,

1 f = f , 2 f = g, 3 f = h.

Daí, as equações mostradas na Eq. (3.2) podem ser reescritascomo

x′ = f(t,x(t)). (3.3)

Pode-se ainda fazer0x= t, 0 f = 1 e escrever a equação anterior como

x′ = f(x) (3.4)

que é conhecida comonotação autônoma[7]. Onde

x =




0x
1x
2x
3x



, x′ =




0x′

1x′

2x′

3x′



, f =




0 f
1 f
2 f
3 f



.

De forma similar ao que foi dito anteriormente, uma aproximação numérica do problema

descrito acima pode ser obtida sob a forma de uma tabela[0Xi = a+ ih, 1Xi ≈ x(a+ ih), 2Xi ≈

y(a+ ih), 3Xi ≈ z(a+ ih)] = XT
i uma vez queX0 = x0 = x(t = a) é conhecido. Prosseguindo

de maneira análoga à mostrada acima, pode-se expandir essa ideia para dimensões maiores que

três. Isso pode ser útil no caso que será mostrado adiante.
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3.2.2 Equações diferenciais de ordem superior

Até esse momento, falou-se apenas em como representar numericamente um sistema cujas

equações diferenciais envolvidas eram de primeira ordem. Ocorre que, eventualmente pode

surgir a necessidade de representar um sistema cujas equações são da forma[7]

x(p)(t) = f (t,x(t),x′(t),x′′(t), . . . ,x(p−1)(t)).

Ondex(a), x′(a), x′′(a), . . . , x(p−1)(a) são dados. Para resolver esse tipo de problema∗, basta

fazer uma mudança de variáveis de tal forma que:

0x= t, 1x= x, 2x= x′, 3x= x′′, . . . , px= x(p−1),

0 f = 1, 1 f = 2x, 2 f = 3x, 3 f = 4x, . . . , n f = f (0x,1x,2x, . . . , px)

e se obtém uma equação idêntica à Eq. (3.4):

x′ = f(x)

onde[7]

x =




0x
1x
2x
...

px




, x′ =




0x′

1x′

2x′

...
px′




, f =




0 f
1 f
2 f
...

p f




.

Para sistemas que além de possuírem EDs de ordem maior que um possuem também mais de

uma dimensão, é fácil obter uma equação idêntica à mostrada acima. Para isso, basta combinar

o procedimento acima com o mostrado anteriormente.

3.3 Método da Série de Taylor

Esse método, apesar de não ser muito geral, tem a vantagem de poder ser bastante preciso.

Ele consiste basicamente em representar a solução da ED localmente pelos primeiros termos de

sua série de Taylor. Suponha, genericamente, que pretende-se encontrar a solução de uma ED

de primeira ordem dada pela Eq. (3.1). Suponha ainda que solução possa ser representada por

uma série de Taylor. Nesse caso, sabendo-se o valor dex(t), x′(t), x′′(t), . . . , x(q)(t) no instante

∗Os métodos apresentados nesse capítulo são destinados á problemas de primeira ordem. Dessa forma, faz-se
necessário a utilização desse processo antes de implementá-los. Métodos próprios para resolver problemas de
segunda ordem são apresentados no Anexo A.
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de tempot é possível encontrar uma aproximação para o valor dex(t +h) que é dada por[7]:

x(t +h)≈ x(t)+hx′(t)+
1
2!

h2x′′(t)+
1
3!

h3x′′′(t)+ . . .+
1
q!

hqx(q)(t). (3.5)

Essa expressão é conhecida comosérie de Taylortruncada, daí o nome do método. Ométodo

da Série de Taylorde ordemq= 1 é conhecido comométodo de Eulere é dado por:

x(t +h)≈ x(t)+h f(t,x(t)).

Através dessa equação, pode-se facilmente obter uma aproximação numérica para o problema.

Utilizando a notação de(ti ,Xi), pode-se reescrever oMétodo de Eulerda seguinte forma[7]:

Xi+1 = Xi +hF(ti ,Xi). (3.6)

A desvantagem desse método, como será visto posteriormente, é que precisa-se calcular

analiticamente todas derivadas até a ordem de precisão que se deseja. Em alguns sistemas, isso

pode ser bastante complicado, impossibilitando a sua aplicação.

3.3.1 Generalização do método

O método pode ainda ser generalizado para resolver problemas que envolvam sistemas de

dimensões maiores ou EDs de ordem maior que um. Para isso, basta escrever asérie de Taylor

Eq. (3.5) na sua forma vetorial:

x(t +h)≈ x(t)+hx′(t)+
h
2!

2

x′′(t)+
h3

3!
x′′′(t)+ . . .+

hq

q!
x(q)(t).

Daí, pode-se obter uma estimativa para o valor dex, uma vez que sabe-sex′(t) da Eq. (3.4) e os

valores dex′′(t), x′′′(t), . . . , x(q)(t) também podem ser obtidos derivando Eq. (3.4) até a ordem

de precisão desejada. Utilizando a notação apresentada anteriormente, a equação acima pode

ser escrita como[7]:

X i+1 = X i +hX′
i +

h2

2!
X′′

i +
h3

3!
X′′′

i + . . .+
hq

q!
X(q)

i . (3.7)

Uma primeira aproximação pode ser dada através dométodo de Eulerque nanotação

autônomapode ser escrito como[7]:

X i+1 = X i +hF(X i). (3.8)

Esta permite calcular recursivamente todos os valores deX i, uma vez queX0 = x0 = x(a) é
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conhecido por meio das condições iniciais.

3.4 Método de Runge-Kutta

De acordo com o que foi apresentado anteriormente, o método da série de Taylor apesar de

preciso possui a desvantagem de ter que calcular várias derivadas da função de interesse. Com

base nessa dificuldade, Carl Runge e Wilhelm Kutta desenvolveram um método que contorna

esse tipo de problema[7]. O método consiste em desenvolver um esquema com constantes

arbitrárias, e posteriormente determiná-las de forma que ométodo seja consistente. Uma forma

geral, em notação simplificada, para o método de Runge-Kutta explícito é dada por[10]:





F1 = F(t,X),

F2 = F(t +α2h,X+hβ21F1),

. . .

Fk = F(t +αkh,X+hβk1F1+ . . .+hβk,k−1F1)

(3.9)

e

X i+1 = X i +h
k

∑
j=1

c jF j(ti ,X i).

Uma condição necessária para que o método de Runge-Kutta sejaconsistente é[10]

αi =
i−1

∑
j=1

βi j

para todoi ≤ k. Dessa forma, existem diferentes coeficientesαi eβi j que satisfazem a condição

acima e consequentemente diferentes métodos de Runge-Kuttade mesma ordem. Normal-

mente, esses coeficientes são escolhidos de forma analiticamente mais conveniente, ou de forma

a minimizar o erro local.

3.4.1 Método de Runge-Kutta de ordem 2

Observando a Eq. (3.9) pode-se ver facilmente que o método deRunge-Kutta de ordem

1 se reduz ao método de Euler. Por isso, destinou-se essa sessão para dedução do método de

Runge-Kutta de ordem 2. Da Eq. (3.9) tem-se:
{

F1 = F(t,X),

F2 = F(t +α2h,X+β21F1)
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ondeβ21 = α2 = α. Assim, pode-se escrever as equações anteriores na notaçãoautônoma da

seguinte forma: {
F1 = F(X),

F2 = F(X+αhF1)

e

X i+1 = X i +h(c1F1+c2F2). (3.10)

Utilizando a expressão da série de Taylor para uma função de várias variáveis, temos que:

F(X+K) = F(X)+(KT∇)F(X)+
1
2!
(KT∇)2F(X)+ . . .

onde

F1 = X′ (3.11)

e

F2 = F(X)+hα(X′T∇)F(X)+
h2α2

2!
(X′T∇)2F(X),

F2 = X′+hα(X′T∇)X′+
h2α2

2!
(X′T∇)2X′,

F2 = X′+hαX′′+
h2α2

2!
X′′′. (3.12)

Dessa forma, substituindo as Eqs. (3.11) e (3.12) na Eq. (3.10) obtém-se:

X i+1 = X i +h(c1+c2)X′
i +hc2α2X′′

i .

Comparando a equação acima com a Eq. (3.7), tem-se quec1+c2 = 1 eαc2 = 1/2. Essas são

as condições para que o método de Runge-Kutta de ordem 2 seja consistente. Pode-se mostrar

que escolherα = 2/3 minimiza o erro local. Daí podemos escrever




F1 = F(X),

F2 = F(X+
2h
3

F1),

X i+1 = X i +h

[
1
4

F1+
3
4

F2

]

onde esta seria a escolha ideal para o método de Runge-Kutta desegunda ordem[7].

3.4.2 Método de Runge-Kutta para ordens maiores

O método de Runge-Kutta de ordem 2, apesar de mais preciso que ométodo de Euler,

pode não fornecer uma aproximação boa com o tempo computacional desejado. Para se obter

aproximações melhores, podem ser utilizados métodos de Runge-Kutta de ordens maiores. Nor-
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malmente escolhem-se: 



F1 = F(X),

F2 = F(X+
h
2

F1),

F3 = F(X+
3h
4

F2),

X i+1 = X i +
h
9
[2F1+3F2+4F3]

para ordem 3 e 



F1 = F(X),

F2 = F(X+
h
2

F1),

F3 = F(X+
h
2

F2),

F4 = F(X+F3),

X i+1 = X i +
h
6
[F1+2F2+2F3+F4] (3.13)

para quarta ordem[7]. O método pode ser expandido para ordens maiores de forma análoga∗,

porém deve-se ter em mente que métodos de ordem maior não necessariamente são mais pre-

cisos[11]. Para problemas de alta precisão, os métodos que serão apresentados na próxima

seção são mais indicados.

3.5 Métodos de alta eficiência

Os métodos apresentados nas seções anteriores são relevantes para se compreender os con-

ceitos importantes por traz dos métodos numéricos[10]. Porém para resolver problemas de

forma mais precisa ou mais rápida, os métodos apresentados nessa seção são mais indicados.

É necessário ter em mente que não existe um método numérico adequado para resolver um

problema qualquer. Cabe ao interessado observar seu problema, analisar o que se tem disponível

para resolvê-lo e, em seguida, determinar qual o método maisapropriado para solucioná-lo.

Para isso, é bom que o leitor seja capaz de analisar qualitativamente o problema e verificar

se o lado direito da equação diferencial possui funções suaves, ou não, dentro do intervalo de

interesse.

Para problemas suaves de alta precisão, ou quando a determinação do lado direito da ED

é custosa, ométodo de Bulirsch-Stoer(Seç. 3.5.3) é o mais adequado. Por conveniência, ou

para problemas de baixa precisão, ométodo de Runge-Kutta adaptativo(Seç. 3.5.1) é o mais

adequado. Os métodospreditores-corretores(Seç. 3.5.2) são utilizados para resolver problemas

∗Para métodos de Runge-Kutta de ordens maiores que 4 veja [10].
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que estão situados entre os dois casos citadas acima. Existeapenas uma situação em que um

método preditor-corretor é recomendado, que é quando se deseja uma solução de alta precisão

com equações muito suaves cujo lado direito da equação é bastante complicado[11].

3.5.1 Método de Runge-Kutta adaptativo

Um método adaptativo, consiste em um método capaz de monitorar seu próprio desem-

penho e modificar o tamanho do passo de integração ao longo do processo. Essa modificação

é feita de forma a manter uma determinada precisão com o mínimo de esforço computacional.

O indicativo mais importante da performance de um método pode ser dado por uma estimativa

para o erro de truncamento. A forma mais direta de se fazer isso é através de uma técnica con-

hecida comopasso duplo[11]. Essa técnica consiste basicamente em estimar simultaneamente

sua soluçãoX∗, depois de um passo de comprimentoh, e uma soluçãoX, depois de dois passos

de comprimentoh/2, e então uma estimativa do erro pode ser dada por[11]:

ε̃ = X−X∗.

Existem métodos alternativos para o ajuste de passo. Uma classe desses métodos é con-

hecida comoRunge-Kutta embutidos. Esses métodos foram originalmente desenvolvidos por

Fehlberg e algumas vezes são chamados de métodos de Runge-Kutta-Fehlberg. O mais con-

hecido desses métodos é o de quarta ordem que, ao contrário dométodo convencional, é dado

por uma combinação de seis funções. A vantagem desse método éque uma outra combinação

dessas seis funções dá origem a um método de quinta ordem, como qual pode-se obter uma

estimativa para o erro de truncamento através da subtração dos dois. Depois da formulação

original, vários outros métodos embutidos de Runge-Kutta foram desenvolvidos. Um exemplo

desses métodos é o de Cash-Karp. Esse método é mais eficiente que o método original e é

expresso da seguinte forma[11]:

Xi+1 = Xi +
37
378

F1+
250
261

F3+
125
594

F4+
512
1771

F6,

X∗
i+1 = Xi +

2825
27648

F1+
18575
48384

F3+
13525
55296

F4+
277

14336
F5+

1
4

F6
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onde osF ’s são dados por:




F1 = hF(t,X),

F2 = hF(t +
1
5

h,X+
1
5

F1),

F3 = hF(t +
3
10

h,X+
3
40

F1+
9
40

F2),

F4 = hF(t +
3
5

h,X+
3
10

F1−
9
10

F2+
6
5

F3),

F5 = hF(t +h,X−
11
54

F1+
5
2

F2−
70
27

F3+
35
27

F4),

F6 = f F(t +
7
8

h,X+
1631
55296

F1+
175
512

F2+
575

13824
F3+

44275
110592

F4+
253
4096

F5).

Assim, a estimativa para o erro pode ser dada por[11]:

ε̃ = Xi+1−X∗
i+1.

Sabendo-se como estimar o erroε̃, pode-se estimar o passoh0 que deve ser escolhido pelo

algoritmo comparando o valor do erroε̃1 estimado para o passo anteriorh1 e o erro desejadõε0.

Uma forma fiel de se estimarh0 é dada por:

h0 =





Sh1

∣∣∣∣
ε̃0

ε̃1

∣∣∣∣

1
5

ε̃0 ≥ ε̃1

Sh1

∣∣∣∣
ε̃0

ε̃1

∣∣∣∣

1
4

ε̃0 < ε̃1

ondeSé um fator de segurança que é um pouco menor que 1, sendo o valorde ε̃0 estimado de

duas formas de acordo com o tipo de erro que se deseja monitorar. Normalmente, tem-se:

ε̃0 =

{
γ(|Xi|+ |h·X′

i |)

γh·X′
i

(para o erro local)

(para o erro global)

ondeγ é o nível de tolerância que se deseja para o erro[11].

3.5.2 Métodos de passos múltiplos e preditores-corretores

Nos métodos apresentados nas Seçs. 3.3 e 3.4, uma aproximação do valor da solução em

um determinado tempo era obtida através do valor da solução no passo de tempo diretamente

anterior. Métodos desse tipo são conhecidos como métodos depasso único. Em alguns casos,

métodos mais eficientes podem ser obtidos através dos valoresXi, Xi−1, Xi−2, . . . da solução em

vários passos de tempo anteriores[7].
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Esses métodos são conhecidos como métodos de passos múltiplos. Como esses métodos

necessitam de alguns passos anteriores, normalmente antesde se utilizar um método desse tipo,

é comum usar um método de Runge Kutta para determinar os primeiros passos. Uma classe

desses métodos é conhecida comoAdams-Bashforth, cujas formas são dadas por[12, 13]:

q= 1 : X i+1 = X i +hF(X i), (3.14)

q= 2 : X i+1 = X i +h

[
3
2

F(X i)−
1
2

F(X i−1)

]
, (3.15)

q= 3 : X i+1 = X i +h

[
23
12

F(X i)−
4
3

F(X i−1)+
5
12

F(X i−2)

]
, (3.16)

q= 4 : X i+1 = X i +h

[
55
24

F(X i)−
59
24

F(X i−1)+
37
24

F(X i−2)−
3
8

F(X i−3)

]
, (3.17)

q= 5 : X i+1 = X i +h

[
1901
720

F(X i)−
1387
360

F(X i−1)+
109
30

F(X i−2)

−
637
360

F(X i−3)+
251
720

F(X i−4)

]
(3.18)

ondeq corresponde a ordem de cada método.

Na prática, essas fórmulas raramente são usadas sozinhas. Em vez disso, é comum utilizá-

las comopreditorespara outros métodoscorretores. Normalmente, os corretores utilizados com

a fórmulas acima pertencem à outra classe de métodos conhecidos como métodos deAdams-

Moulton, que podem ser expressos por[12, 13]:

q= 1 : X i+1 = X i +hF(X̃ i+1), (3.19)

q= 2 : X i+1 = X i +
h
2

[
F(X̃ i+1)−F(X i)

]
, (3.20)

q= 3 : X i+1 = X i +h

[
5
12

F(X̃ i+1)+
2
3

F(X i)−
1
12

F(X i−1)

]
, (3.21)

q= 4 : X i+1 = X i +h

[
3
8

F(X̃ i+1)+
19
24

F(X i)−
5
24

F(X i−1)+
1
24

F(X i−2)

]
, (3.22)

q= 5 : X i+1 = X i +h

[
251
720

F(X̃ i+1)+
646
720

F(X i)−
264
720

F(X i−1)

+
106
720

F(X i−2)−
19
720

F(X i−3)

]
(3.23)

ondeX̃ i+1 é o valor calculado através das equações mostradas anteriormente eq corresponde a

ordem de cada método.

A combinação de fórmulas das duas classes é comumente conhecida como um método

preditor-corretor. O esquema preditor-corretor formado pelas fórmulas de Adams-Bashforth

Eq. (3.17) e Adams-Moulton Eq. (3.22) de quarta ordem mostrados acima juntamente com o
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método de Runge-Kutta também de quarta ordem Eq. (3.13) é um dos métodos de múltiplos

passos mais utilizados, e recebe o nome demétodo de Adams-Bashforth-Moultonou simples-

mentemétodo de Adams-Moulton[7].

3.5.3 Método de Bulirsch-Stoer

Esse método é constituído de três ideias principais. A primeira é considerar a solução final

obtida pelo cálculo numérico como uma função do passo de integraçãoh. Quando se sabe o

suficiente sobre a função, pode-se aproximá-la por uma função analítica e extrapolar o resultado

parah= 0. A segunda ideia por trás desse método, é que tipo de aproximação é usada para a

função obtida[11].

Burlirsh e Stoer perceberam a vantagem de se usar um método de aproximação conhecido

comoextrapolação por funções racionais∗, um tipo de método de extrapolação deRichardson†.

A terceira e última ideia é utilizar métodos os quais o erro é dado por uma função par, de forma

que a aproximação realizada seja escrita em termos deh2 em vez deh. Juntando essas ideias

tem-se ométodo de Bulirsch-Stoer[11].

Como foi dito anteriormente, esse método é mais preciso que osmétodos preditor-corretor

e normalmente mais eficiente, contudo é bem mais difícil de implementar. O interessante nesse

método é que, para encontrar a solução, são feitas reduções sistemáticas no passo de integração

do algoritmo, de forma que a própria noção de ordem do método perde o sentido.

∗Experiências recentes sugerem que a extrapolação polinomial é mais eficiente para problemas suaves.
†Para mais detalhes veja [11].
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4 Exemplos de problemas

Neste capítulo, serão mostrados exemplos de problemas que podem ser resolvidos uti-

lizando os métodos numéricos apresentados anteriormente.Os problemas que serão resolvidos

nesse capítulo foram apresentados pelo menos de forma introdutória nas Seçs. 2.2, 2.4 e 2.3.

Alguns deles possuem solução analítica, o que possibilita asua utilização como parâmetro de

comparação para analisar a precisão dos métodos numéricos utilizados.

4.1 Lançamento oblíquo com resistência do ar

Como foi visto na Seç. 2.2, esse problema possui solução analítica, e as equações horárias

e da trajetória do referido problema podem ser expressas por:

x(t) =
mvx0

b
(1−e−bt/m),

y(t) =

(
m2g
b2 +

mvy0

b

)
(1−e−bt/m)−

mg
b

t,

y(x) =

(
mg
bvx0

+
vy0

vx0

)
x−

m2g
b2 ln

(
mvx0

mvx0−bx

)
.

Esse problema foi escolhido para analisar como a ordem de um método influencia no erro

global. Foram utilizados métodos de série de Taylor de primeira, segunda, terceira e quarta

ordem. Para as simulações realizadas, foram utilizadosn= 10 e a técnica descrita na Seç. 3.2.1

onde0x= x, 1x= y, 2x= vx e 3x= vy. Dessa forma, a partir de Eqs. (2.6) e (2.7) obtém-se:

x =




0x
1x
2x
3x



, x′ =




2x
3x

−b· 2x

−g−b· 3x



, x′′ =




−b· 2x

−g−b· 3x

b2 · 2x

bg+b2 · 3x



,
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x′′′ =




b2 · 2x

bg+b2 · 3x

−b3 · 2x

−b2g−b3 · 3x



, x(4) =




−b3 · 2x

−b2g−b3 · 3x

b4 · 2x

b3g+b4 · 3x



.

Foi utilizado como estado inicialx0 = [0,0,20,10]T . As soluções numéricas obtidas para

as funções horárias dex e y são mostradas na Fig. 4.1 e a solução numérica para a trajetória é

0

5

10

15

20

25

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

x

t

(a)

-0.5
0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0
4.5
5.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

y

t

(b)

Figura 4.1: Gráficos das equações horárias para o lançamentooblíquo com resistência do ar
onde (a) corresponde à coordenadax, e (b) corresponde à coordenaday. A linha ( ) repre-
senta a solução analítica, os pontos () representam o resultado obtido para o método da série de
Taylor de primeira ordem, os pontos () representam o resultado obtido para o método da série
de Taylor de segunda ordem, os pontos () representam o resultado obtido para o método da
série de Taylor de terceira ordem e os pontos () representam o resultado obtido para o método
da série de Taylor de quarta ordem.

mostrada na Fig. 4.2.
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Figura 4.2: Gráfico da trajetória para o lançamento oblíquo com resistência do ar. A linha
( ) representa a solução analítica, os pontos () representam o resultado obtido para o
método da série de Taylor de primeira ordem, os pontos () representam o resultado obtido para
o método da série de Taylor de segunda ordem, os pontos () representam o resultado obtido
para o método da série de Taylor de terceira ordem e os pontos () representam o resultado
obtido para o método da série de Taylor de quarta ordem.

Através dos gráficos mostrados nas Figs. 4.1 e 4.2, é possívelverificar que apesar da solução



4.1 Lançamento oblíquo com resistência do ar 34

numérica para a série de Taylor de primeira ordem ficar bem distante da solução real, a medida

que se aumenta a ordem do método a solução numérica se aproxima da solução real rapida-

mente. A velocidade com que o erro decresce com a ordem do método fica um pouco mais

clara conforme segue na Fig. 4.3.
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Figura 4.3: Gráficos do erro global absoluto em função do tempo para o lançamento oblíquo
com resistência do ar. Nessa figura, (a) corresponde à coordenadax, e (b) corresponde à coorde-
naday. De cima para baixo, a linha ( ) representa o resultado obtido para o método da série
de Taylor de primeira ordem, a linha ( ) representa o resultado obtido para o método da
série de Taylor de segunda ordem, a linha ( ) representa o resultado obtido para o método
da série de Taylor de terceira ordem e a linha ( ) representa o resultado obtido para o
método da série de Taylor de quarta ordem.
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Figura 4.4: Gráficos da análise de convergência em função deh para o lançamento oblíquo com
resistência do ar. Nessa figura, (a) corresponde ao gráfico dex= x((b+a)/2) em função deh,
e (b) ao gráfico do erro global absoluto, calculado emx, em função deh. Os pontos () corre-
spondem aos valores analíticos e os pontos () representam os valores obtidos numericamente
para cada valor deh.

É possível assim, observar através desses gráficos o caráterconvergente da série de Taylor.

Isso pode ser confirmado através do comportamento quase linear dos gráficos mostrados na Fig.

4.3 quandot tende a infinito. Isso novamente é confirmado pelo comportamento mostrado na

Fig. 4.4b quandoh tende a zero. O gráfico da Fig. 4.4a é importante, pois mostra como a

solução numérica converge para o valor analítico quandoh tende a zero. Um procedimento
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similar é realizado pelo método de Bulirsch-Stoer, conformemostrado na Seç. 3.5.3 onde o

valor dex(0) pode ser obtido extrapolandox(h) nesse gráfico parah= 0.

4.2 Oscilador harmônico bidimensional

Assim como o problema anterior, o oscilador harmônico bidimensional também possui

solução analítica que foi analisada na Seç. 2.3. As equaçõeshorárias podem ser expressas na

forma

x = Axcos(ωxt +θx),

y = Aycos(ωyt +θy).

Esse problema foi explorado para podermos analisar a diferença existente entre métodos da série

de Taylor e métodos de Runge-Kutta de mesma ordem. A Fig. 4.5 mostra as funções horárias

obtidas numericamente para os métodos de quarta ordem. A partir das equações diferenciais
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Figura 4.5: Gráficos das equações horárias para o oscilador harmônico bidimensional onde (a)
corresponde à coordenadax, e (b) corresponde à coordenaday. A linha ( ) representa a
solução analítica, os pontos () representam o resultado obtido para o método da série de Taylor
de quarta ordem e os pontos () representam o resultado obtido para o método de Runge-Kutta
de quarta ordem.

mostradas nas Eqs. (2.8) e (2.9), calculou-se as quantidades x′, x′′ e x′′′ de forma análoga ao

que se fez na seção anterior. Utilizou-se para esse probleman= 20, x0 = [1,0,0,1]T , kx = 3 e

ky = 2. Além disso, obteve-se a trajetória mostrada na Fig. 4.6

Analisou-se também a diferença entre o erro obtido para os dois métodos. Os gráficos para

a coordenadax∗ são mostrados na Fig. 4.7. A partir desses gráficos, é possível perceber a

semelhança na solução numérica dos dois métodos. Quando se trata de métodos não adapta-

tivos, a precisão está diretamente ligada à ordem do método utilizado. Isso enfatiza a vantagem

∗Para a coordenada y o comportamento é análogo
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Figura 4.6: Gráfico da trajetória para o oscilador harmônicobidimensional. A linha ( )
representa a solução analítica, os pontos () representam o resultado obtido para o método da
série de Taylor de quarta ordem e os pontos () representam o resultado obtido para o método
de Runge-Kutta de quarta ordem.
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Figura 4.7: Gráfico do erro global absoluto na coordenadax em função do tempo para o os-
cilador harmônico bidimensional. Em (a), a linha ( ) corresponde ao resultado obtido para
o método da série de Taylor de quarta ordem e a linha () corresponde ao resultado obtido
para o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Em (b), a linha () corresponde ao resul-
tado obtido para a diferença absoluta dos valores apresentados em (a).

de se usar o método de Runge-Kutta sobre o método da Série de Taylor, uma vez que para o

método de Runge-Kutta não é necessário determinar as derivadas da quantidade de interesse.

Foi analisada também uma estimativa para o erro da solução numérica emx para esse problema

onde o resultado obtido é mostrado na Fig. 4.8. A técnica que foi utilizada para determinar

o erro é a técnica do passo duplo apresentada na Seç. 3.5.1. A partir desse gráfico é possível

verificar que a estimativa é uma boa aproximação para o erro, uma vez que a diferença relativa

entre a média dos dois valores é de aproximadamente sete por cento paran = 20. Isso pode

ser útil para verificar o erro em problemas reais, ou até mesmopara o desenvolvimento de um

método adaptativo.
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Figura 4.8: Gráfico da estimativa do erro global absoluto na coordenadax em função do tempo
para o oscilador harmônico bidimensional. A linha ( ) corresponde ao erro global absoluto
e a linha ( ) corresponde à estimativa do erro global absoluto feita pormeio do método
do passo duplo. Para a obtenção desses resultados, foi utilizado o método de Runge-Kutta de
quarta ordem.

4.3 Partícula sob a ação de uma força central

Esse problema foi discutido de uma forma geral na seção (2.4). Como exemplo de um

problema de força central foi escolhido o movimento de uma partícula sujeita a uma força dada

por∗:

F(r) =−
K
r2 +

K′

r3 .

A equação da trajetória para esse problema pode ser encontrada por meio da equação (2.18).

Com um pouco de álgebra chega-se á:

r(θ) =
β/α2

1+ Aα2

β cosα(θ −θ0)

ondeα2 = 1+mK′/L2, β = mK/L2 e

θ0 =
1
α

cos−1
[

1
A

(
1
r0

−
β
α2

)]
.

Embora seja possível encontrar a equação da trajetória paraesse problema, as equações

horárias não são simples de se obter, uma vez que quando se tenta resolver as Eqs. (2.14) e

(2.15) encontram-se integrais elípticas. Porém, numericamente esta tarefa é mais simples de ser

executada. Os resultados são mostrados na Fig. 4.9.

Para resolver este problema utilizou-se o método clássico de Runge-Kutta de quarta ordem,

comn= 500 ex0 = [5.0,0,0,0.3]T paraa= 0, b= 100,K = 2 eK′ = 0.5. Ao contrário dos

problemas apresentados anteriormente, esse se aproxima umpouco mais do tipo de problema

∗Veja problema 51 Cap. 3 de [8]
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Figura 4.9: Gráficos das equações horárias para o movimento de uma partícula sob a ação de
uma força central onde (a) corresponde à coordenadax e (b) corresponde à coordenaday. A
linha ( ) representa a solução numérica obtida para o método de Runge-Kutta de quarta
ordem.
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Figura 4.10: Gráfico da trajetória para o movimento de uma partícula sob a ação de uma força
central. A linha ( ) corresponde a solução analítica e os pontos () correspondem solução
numérica obtida para o método de Runge-Kutta de quarta ordem.

que se deseja estudar quando se utiliza métodos numéricos, uma vez que este não possui solução

analítica para as funções horárias. Um indício de que o problema está com uma boa precisão

é a trajetória que é mostrada na Fig. 4.10, porém na maioria das vezes isso também não é

conhecido. Quando isso ocorre, é comum utilizar algumas técnicas para saber se a solução

numérica obtida está pouco precisa. Quando o problema é conservativo, ou seja a energia se

mantém constante, é comum verificar a conservação da energia, que é mostrada no gráfico da

Fig. 4.11a. Em alguns casos, também pode-se verificar outrasquantidades conservadas. No

caso estudado nessa seção, pode-se analisar por exemplo o momento angular, que é mostrado

na Fig. 4.11b. Quando o modelo escolhido não é conservativo,uma coisa que se pode fazer

é analisar um caso particular do modelo em que teoricamente há conservação e verificar se

sua solução numérica também possui esse caráter conservativo, ou utilizar argumentos físicos

que possibilitem uma aproximação do modelo para limites assintóticos conhecidos. Outras

alternativas que podem ser utilizadas para a verificação de possíveis erros são a simulação e a

técnica de estimativa do erro apresentada na seção anterior.
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Figura 4.11: Gráfico das quantidades conservadas para o movimento de uma partícula sob a
ação de uma força central. Nessa figura, (a) corresponde a energia do sistema e (b) corresponde
ao momento angular. A linha ( ) corresponde ao resultado numérico obtido por meio do
método de Runge-Kutta de quarta ordem.

4.4 Modelo de elasticidade

Um problema um pouco mais complicado que pode-se estudar pormeio de métodos com-

putacionais é por exemplo o estudo de propriedades elásticas de um material quando submetido

a condições de contorno variadas. Neste modelo, o material pode ser modelado por meio de um

conjunto de massas interligadas por molas idênticas formando uma rede quadrada. Modelos

similares a esse são utilizados para modelar a dinâmica de tecidos orgânicos quando submeti-

dos à forças externas constantes ou oscilantes[14]. As forças que atuam em cada massa que

compõem esse sistema são parecidas com as apresentadas na Seç. 2.4, e são dadas por:

Fi, j = k
xi−1, j −xi, j

||xi−1, j −xi, j ||
(||xi−1, j −xi, j ||− l0)

+ k
xi+1, j −xi, j

||xi+1, j −xi, j ||
(||xi+1, j −xi, j ||− l0)

+ k
xi, j−1−xi, j

||xi, j−1−xi, j ||
(||xi, j−1−xi, j ||− l0)

+ k
xi, j+1−xi, j

||xi, j+1−xi, j ||
(||xi, j+1−xi, j ||− l0)

onde os índicesi e j localizam as massas e molas nas linhas e colunas da rede respectivamente.

O k representa a constante elástica el0 é a distância original entre as massas. Lembrando que

a equação acima é válida apenas para as massas no interior do tecido. Nesse problema, as

extremidades superior e inferior estão livres e uma força externa é aplicada nas laterais direita e

esquerda mantendo o tecido esticado horizontalmente de um comprimento duas vezes maior que

o comprimento inicial. O que se obteve na simulação foi um sistema parecido com o mostrado

na Fig. 4.12. No caso da energia, obteve-se o gráfico mostradona Fig. 4.13.
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Figura 4.12: Representação gráfica do modelo de elasticidade. Nessa figura, (a) corresponde ao
estado do sistema quandot = h e (b) corresponde ao estado do sistema quandot = 300000h.
Os pontos escuros representam as massas e as linhas ligando os pontos representam as molas.
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Figura 4.13: Gráfico da energia para o modelo de elasticidade. A linha ( ) corresponde ao
resultado numérico obtido por meio do algorítimo de Beeman.

Para solucionar este problema, foram utilizados o método deRunge-Kutta de quarta ordem

Eq. (3.13) nos primeiros passos e o algorítimo de Beeman Eqs. (A.1) e (A.2) nos passos

seguintes. Para a condição inicial, foram utilizadas massas idênticas em repouso posicionadas

aleatoriamente em torno dos vértices de uma rede quadrada. Foram utilizadas 400 massas,

ta = 0, tb = 100 en= 600000 para esse problema. Generalizações do sistema podemser feitas,

como por exemplo: variações na constante elástica das molase uma geometria inicial diferente

para representar a malha de molas.
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5 Conclusão

Nesse trabalho, foram abordados diversos métodos numéricos aplicados para resolver prob-

lemas de valor inicial expressos por meio de equações diferenciais ordinárias. Além disso,

procurou-se não só apresentar os métodos, mas também discutir em quais situações a imple-

mentação de cada um deles pode ser indicada. Para tanto, deu-se prioridade aqui à utilização de

métodos para a solução de problemas físicos que foram abordados no Capítulo 2, e cuja solução

analítica de alguns é possível.

No último capítulo utilizou-se os métodos apresentados no Capítulo 3 para analisar como

o erro se propaga na solução numérica de alguns problemas. Comisso, foi possível estudar

a dependência do erro com a ordem e com o passo de integração, verificando assim o caráter

convergente dos métodos de passo único analisados.

Investigou-se ainda, as vantagens de se utilizar os métodosde Runge-Kutta sobre os méto-

dos de Série de Taylor. Também foram apresentadas técnicas para verificar o quão precisa está

a solução obtida, como por exemplo: estimar o erro e verificarquantidades conservadas. Ape-

sar da simplicidade dos problemas analisados nesse trabalho, esses podem facilmente servir de

base para a solução de problemas mais complexos, como por exemplo alguns problemas de

dinâmica molecular que são pesquisados e servem de modelo base para pesquisas realizadas

nas mais diversas áreas do conhecimento científico.
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ANEXO A -- Outros Métodos

Além dos métodos apresentados no Cap. 3, existem ainda algunsoutros métodos intro-

dutório que aparecem na literatura. Esses métodos, são normalmente utilizados para dar uma

aproximação melhor que o método de Euler, mas não são competitivos frente aos métodos ap-

resentados nas Seçs. 3.5.1, 3.5.2 e 3.5.3.

A.1 Método do ponto médio

Esse método é bem simples. Ele é baseado na fórmula simétricada derivada:

x′(t) =
x(t +h)−x(t −h)

2h
.

A partir da Eq. (3.1) tem-se explicitamente[4]:

Xi+1 = Xi−1+2hF(ti ,Xi).

Este é um pouco melhor que o método de Euler, uma vez que ele é desegunda ordem.

A.2 Algoritmo de Verlet

Esse método é desenvolvido especialmente para resolver equações de segunda ordem do

tipo:

x′′(t) = f (t,x(t)).

Por isso, podem facilmente ser utilizados para resolver problemas que envolvam a lei de New-

ton. Esse algoritmo é obtido a partir de expansões de Taylor dex(t+h) ex(t−h). Desprezando

termos deO(h3), tem-se[15]:

Xi+1 = 2Xi −Xi−1+F(ti ,Xi)h
2
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e a velocidade pode ser obtida pela fórmula simétrica da derivada

Vi =
Vi+1−Vi−1

2h
.

essas duas equações geram um método de segunda ordem conhecido como algoritmo de Verlet.

Uma variante desse algoritmo é oalgoritmo de Verlet para a velocidadeque é dado por[15]:

Xi+1 = Xi +Vih+
1
2

F(ti ,Xi)h
2

sendo a velocidade obtida pela fórmula simétrica da derivada:

Vi+1 =Vi +
1
2
(F(ti ,Xi)+F(ti+1,Xi+1)) .

Esse método também é de segunda ordem. A vantagem desse método sobre o anterior é o fato

dele necessitar armazenar um número menor de variáveis.

A.2.1 Algoritmo do salto do sapo (leapfrog)

Esse algoritmo também é desenvolvido especialmente para resolver EDOs de segunda or-

dem. Ele é obtido a partir de expansões de Taylor dev(t + h/2) e v(t − h/2). Daí tem-se

desprezando termos deO(h3):

Vi+1/2 =Vi−1/2+F(ti ,Xi)h

e para a posição[15]:

Xi+1 = Xi +Vi+1/2h

Uma vantagem importante desse método é que ele é bem estável.Isso fez dele um dos métodos

mais utilizados para resolver problemas de dinâmica molecular.

A.2.2 Algoritmo Beeman

Esse procedimento proposto por Beeman é provavelmente o maispreciso da família Verlet

para o cálculo das velocidades. Nesse método, tem-se:

Xi+1 = Xi +Vih+

(
2
3

F(ti ,Xi)−
1
6

F(ti−1,Xi−1)

)
h2 (A.1)

e para a velocidade[16]:

Vi+1 =Vi +

(
1
3

F(ti+1, X̃i+1)+
5
6

F(ti ,Xi)−
1
6

F(ti−1,Xi−1)

)
h (A.2)
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que possibilita o cálculo sincronizado das posições e das velocidades. OndẽXi+1 é obtido a

partir da Eq. (A.1).
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ANEXO B -- Analise de erros

No Cap. 3, deu-se prioridade em tratar erros de uma forma aplicada aos métodos, abordando

principalmente erros de truncamento. Aqui, será dada uma abordagem um pouco mais geral

visando o esclarecimento de algumas noções apresentadas anteriormente.

De forma geral, pode-se definir:

Erro absoluto: SeF é uma aproximação def , pode-se definir o erro absoluto como[17]:

|ε|= | f −F |. (B.1)

Erro relativo: Seja, novamente,F é uma aproximação def , pode-se definir o erro relativo

como[17]:

〈ε〉=
| f −F |

| f |
(B.2)

onde f 6= 0.

Para analisar a precisão de uma determinada aproximação, a utilização do erro relativo

é mais adequado, uma vez que ele leva em consideração o tamanho do valor que está sendo

medido. A partir do erro absoluto, pode-se ter uma ideia qualitativa da aproximação que se está

estudando, contudo é o erro relativo fornece uma medida de o quão boa está essa aproximação.

Dessa forma, pode-se definir:

Valor aproximado: Um valorF é dito aproximado def , comq dígitos significativos seq for

o maior inteiro não negativo tal que[17]:

| f −F |

| f |
≤ 5×10−q (B.3)

onde f 6= 0. Assim, uma aproximaçãoF pode ser considerada boa se ela for um valor aprox-

imado de f com uma quantidadeq de dígitos. Onde 5× 10q é uma quantidade preestabele-

cida pelo interessado que corresponde a fração de um determinado valor que considera-se de-

sprezível frente ao próprio valor.


