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“A felicidade n&o se resume na auséncia de problemas,
mas sim na sua capacidade de lidar com éles.
Albert Einstein



Resumo

Esse trabalho apresenta alguns métodos numéricos ubdiZaata solucionar problemas
pertencentes a uma classe de equacdes diferenciais @adin@anhecidos como problemas de
valor inicial. Apesar do carater introdutério do texto, #kz as principais bases para se re-
solver problemas complexos baseados em simulacdes deidmémlecular. No primeiro
capitulo sdo apresentadas algumas situacdes fisicas eguseiram na classe de problemas de
valor inicial, bem como as bases tedricas necessariasgauia@-las. No segundo capitulo séo
mostradas formas de descrever, do ponto de vista compoighods problemas apresentados no
capitulo anterior, alguns conceitos importantes e métondo®ricos capazes de soluciona-los.
No ultimo capitulo, séo resolvidos os problemas apreseatad primeiro capitulo utilizando
0s métodos numéricos apresentados no segundo. Com issass®btionvergéncia, precisao e
técnicas para verificar o erro cometido pelos métodos aditz.



Abstract

This work presents some numerical methods used to solvdepnsibelonging to a class
of ordinary differential equations known as initial valueplems. Although this is but an in-
troductory text, it brings the bases for solving complexgeas based on molecular dynamics
simulations. The first chapter presents some physicaltgitvsawhich fall within the class of
initial value problems, and the theoretical ground needesbtve them. The second chapter
shows ways to describe, from the computational point of yviéw problems discussed in the
previous chapter, as well as some important concepts an@éneahmethods to solve these
problems. In the last chapter, the problems presented ifirdtechapter are solved using the
numerical methods described in the second chapter. Fimalpnalyze convergence, accuracy,
and techniques for evaluating the error observed in the adsttiscussed.
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1 Introducéao

A maior parte da Fisica tem como uma das bases um principieeca®o como causalidade,
gue estabelece que a mesma causa sempre produz o mesmnia,elgit&sse principio pode
ainda ser enunciado de uma forma especial, estabelecerdantpufase de um determinado
processo esta correlacionada com a fase posterior. Dessa, fpode-se descrever fenémeno
da natureza como uma expressao que relaciona um estadoestsiess vizinhos no espaco e
no tempo[2].

E nesse contexto que sio introduzidas as equacdes disseracFisica, como uma forma
natural de se expressar o principio da causalidade. Esselésumotivos pelo qual as equacdes
diferenciais séo tdo importantes e aparecem nas mais asv@rsas da Fisica[2]. Dessa forma,
€ bastante importante estudar e procurar meios para sgaesske tipo de equacdes e assim
podermos descrever os diversos sistemas fisicos encostnachatureza.

Devido a complexidade de alguns sistemas, as equacfewidagopodem ser compli-
cadas ndo permitindo a obtencdo de uma solucéo analitid8jisso, € importante conhecer
métodos alternativos para resolver esse tipo de equacéalmdnte, métodos computacionais
sao bastante utilizados para solucionar problemas desqatr equacdes diferenciais, fazendo
destes uma ferramenta bastante poderosa e Util ao pesguisaderno[4]. Para tanto, € im-
portante que essa ferramenta seja utilizada corretamiemgp-se em mente que ela ndo é
necessariamente utilizada para substituir métodos @oalitmas sim, na maioria das vezes,
para complementa-los[5].

Durante as ultimas décadas, esses métodos tém sido wsipada simular sistemas que
podem ser descritos por meio de dindmica molecular. O wbjeliesses métodos é resolver
as equacdes de Newton do sistema e encontrar a trajetoréatoes a partir da configuracao
inicial do sistema. Com isso, é possivel determinar uma graadedade de propriedades[6].
Assim, 0 objetivo desse trabalho é apresentar métodos, @ggbgitam resolver problemas
desse tipo, que se enquadram em uma classe de equacdescdifsrerdinarias conhecidas
como problemas de valor inicial.
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2 Problemas de Valor inicial

Algumas vezes, o problema que se pretende resolver envolaeou mais derivadas de
uma quantidade desconhecida que é funcédo de apenas umalvaxidsse caso, diz-se que a
equacdao diferencial(ED) envolvida € uma&quacéo diferencial ordinaria(EDO). A solucdo
desse tipo de ED ndo é unicamente determinada. Dai, fazzess#ia a utilizacdo de condi¢cbes
auxiliares[7].

Nesse capitulo, serdo mostradas aplicacdes desse tipo dmBRyumas situacoes fisicas
gue se enquadram numa classe de problemas conhecidospcoble@mas de valor inicial
(PVI). Estes sao problemas onde o conhecimento de valdogsisda quantidade de interesse
e de suas derivadas determina a solug&o unicamente.

2.1 Movimento de uma particula

A unidade elementar da mecénica € a particula, cujo compento fisico é totalmente
determinado pelo vetor posicé@ por sua massaque € uma quantidade escalar invariante[2].
Para se entender o movimento da particula é convenientdisie deelocidader e 0 momento

linearp:
V= dr =nmv
Com isso, pode-se expressar 0 movimento da particula attal&sie Newtorque € dada por:
dp
F=—. 2.1
at (2.1)

OndeF, que é funcdo de&, v e do tempa, representa a forca que age no sistema. Assim,
pode-se escrever a EQ. (2.1) mais explicitamente como:

mr” =F(r',r.t). (2.2)



2.2 Lancamento obliquo 15

Em duas dimensdese F podem ser escritos como:= xX+Yyy e F = KX+ FRy. Se em cada
componente da forca aparecerem somente a coordenadgoonesnte e suas derivadas:

o= F(X,xt), (2.3)
R = Ry, (2.4)

entdo as Egs. (2.3) e (2.4) serdo independentes entre seedpagkr resolvidas independen-
temente[8]. Outro caso interessante ocorre quando a fodgpende apenas da posicao e é
conservativa Nesse caso, é comum definir a energia poteidial como o trabalho realizado
pela forca quando a particula desloca-se de um poatem ponto de referéncig[8]:

rs r

V()= [ F@")-dr'=— [ F(r')-dr’. (2.5)

r rs

Essas definicbes serdo Uteis para as se¢des que seguem.

2.2 Lancamento obliquo

Um dos problemas importantes na historia da mecanica é emieégdo do movimento
de um projétil. Esse problema é um caso particular do prablestrado na Sec. 2.1. De-
sprezando a resisténcia do ar, e considerando apenas aaag@vidlade proximo a superficie
da Terra, o projétil se movera de acordo com a seguinte ED:

2

mr’ = —mgy

onde o eixoy € tomado na direcdo vertical[8]. Na forma de componentes:

Veja que as forcas envolvidas nesse problema sédo similaremstradas nas Eqs. (2.3)
e (2.4), portanto as solugdes dessas equagdes sdo enasrgoado no caso unidimensional.
Considerando que o projétil parte da origem do sistema, ag@es para ey sdo dadas por[8]:

X = Vgt

12
y = vyot—égt.

*A forcaF é conservativa quando x F = 0.
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Isolandaot na primeira equacdao e substituindo na segunda obtem-segdenda trajetoria:

V g
Yo 2
y X — —2X

No entanto, se levarmos em conta a resisténcia do ar, e gues de resisténcia do ar €
proporcional a velocidade, a ED que descreve o movimentoaétp pode ser expressa por:

mr’ = —mgy —br’.
Analogamente, na forma de componentes tem-se que

mx' = —bX, (2.6)
my’ = —mg-hy. (2.7)

As solucdes dessas equacdes podem ser escritas da segunae f

x = TrO(—etUm),
y = (”;29+M> (1—e*bt/m)—%]t.

A trajetdria pode ser obtida de forma analoga ao que se fexiamhente para 0 caso sem

y= ﬂJrv—yo x—ngln Mo .
bvo Vo b? MV — bx

2.3 Oscilador harmonico bidimensional

resisténcia[8]:

Analogamente ao caso mostrado na se¢do anterior, pararebtEnma a forca também tem
a forma mostrada nas Egs. (2.3) e (2.4). As equagOes de muamesse problema sao dadas
por:

mX’ = —kxX, (28)
my = —ky, 2.9)

e as solucdes dessas equacgdes também sdo conhecidas, godadas

X = Axcogoxt+ 6),
y = Aycogwt+6y),
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ondewy = /ky/me wy = |/ky/m, e as constantes;, 6y, Ay e 6, sdo encontradas por meio das
condicdes iniciais[8].

A trajetoria de uma particula sujeita a uma forca desse tipeng interessante N&o é
dificil ver que o movimento dessa particula estara confimsmoma caixa de dimensdes,z
2A no planoxy onde a combinagéo das frequéncias angulayes, define se essas trajetorias
serdo fechadas ou nao[8].

2.4 Movimento sob a acdo de uma forca central

Forca central € uma forca dada por:

Fisicamente, esta forca representa uma atragao, ou umadema direcdo de um ponto fixo
localizado na origem. As forcas gravitacionais e elétri@a exemplo de forcas desse tipo.
Pode-se notar que o vetor momento angular da particula sghcade uma forca central é
constante uma vez que o torque é dado por:

N=rxF=(rxf)F(r)=0.

Dai[8],
o[

— =0.
dt

Para determinar o movimento de uma particula sob a acdo déougaacentral, considera-
se que a posicao da particulae a velocidadeg sejam conhecidas em qualquer instapte
Escolha-se o eix®, ao longo da posicao inicialy da particula, e o eixa perpendicular a
velocidade inicialvg. Entao, inicialmente, tém-se:

Xo = |r0|7 YO:ZOZOa

Vo = VO'*? VyO:VO')7> V20:o7
e em coordenadas cartesianas as equagdes de movimentoad@ads]:

m>'<':)F(F(r), my = YF(r), mzsz(r).

*Tais figuras sdo conhecidas cofiguras de Lissajous
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Facilmente pode-se ver que uma solucéo p#&ra
Z(t) =0.

Logo o movimento é inteiramente bidimensional. Para asday@das e 0, as equacdes do
movimento podem ser obtidas por meio da Eq. (2.2). Assimgeue:

mi—mre? = F(r), (2.10)
mré+2mi6 = 0. (2.11)

Multiplicando a Eq. (2.11) por, tem-se a conservacdo do momento angular, que se expressa

na forma: g g
: L
2
at™ C T dt
e na forma integral[8]:
mr?0 = L = cte (2.12)

Outra integral que pode ser obtida das Eqgs. (2.10) e (2.tbyiderando-se que a forca é
conservativa, €

1 ., 1 5.
T+V = émr2+ émr2(92+V(r) =E. (2.13)

Das Egs. (2.12) e (2.13) tem-se:

1
1 ., L? . 2 L? \?2
= — V(N =E=i=/2(E-V()-—] .
2™ T ome T (r) —f m( (r) 2mr2

Dai, pode-se obtera a partir da seguinte integral[8]:

r
/ dr = %t, (2.14)
P (E-V) - 2)’
e 0 pela Eq. (2.12): -
6= 6+ /0 ot (2.15)

Pode-se obter uma ED para a trajetéria da particula coasidemque:

ut — (2.16)
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Novamente da Eq. (2.12), tem-se:

1 du; o-du
= “wde’ "
; - _Ldau
~ mdo’
L d?u L2u? d?u

“mdez’ = e der (2.17)

Substituindo a Eg. (2.12) na Eq. (2.10) e mantendo apenasno temr“do lado esquerdo,
obtém-se: 2

mi=F(r)+ ol
Substituindo as Egs. (2.16) e (2.17) na equacao acima of¢éaequacdo diferencial que
descreve a trajetoria:

d2u m _ /1
ao = o (o) @19

em termos dei(8). Por meio da Eq. (2.16), a equacgéo paid) pode facilmente ser obtida[8].
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3 Meétodos Numéricos

Nesse capitulo, serdo mostradas formas de descrever umdeviteitos importantes para
entender os métodos numeéricos utilizados para resolvéAtsm disso, serdo apresentados
métodos introdutorios como o da Série de Taylor e os de Rundta;KSecs. 3.3 e 3.4 respec-
tivamente, que servirdo como base para métodos mais awengpresentados posteriormente
na Sec. 3.5, os quais sdo mais indicados para a solucéo dempeaside alta precisao.

3.1 Defini¢cbes preliminares

Antes de estudar métodos numéricos para resolver EDOs em) ¥fiteressante definir,
pelo menos de forma superficial, alguns conceitos impasant

Ordem: Seja uma quantidade(h) eq> 0. Se

com 0< | < oo, entdoF é dita serO(hY). Lé-se de ordem q en{9}. Em alguns mo-
mentos, é comun dizer que determinado método é de ogdedsso significa que o erro
correspondente &4 esse métodd(&+1).

Discretizac@o: Uma discretizagdo uniformg de uma quantidade contindéx) pode ser en-
tendida de forma simples como a representagdo pontuahde pontod (a+ih) de um
intervalo|a, b] conhecido[9]. Ondé = (b— a)/n para algum inteiran.

Erro: Quando se tem um esquema de aproximaéade uma discretizacaf, o erro global
da aproximacdao efiné dado por:
&="fi—F.

Além do erro global, existe ainda uma outra forma de erroheoia comaerro local,
gue é definida por[9]:

*Nas préximas sec¢des convencionou-se o uso de letras masipeuia representar esquemas de aproximacao.
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& = fi—F ondeFR = fj param< n.

Esses erros sdo conhecidos também cemos de truncamento Além desse tipo de
erro, existe ainda erro de arredondamentque € o erro cometido pelo hardware devido
a forma como ele representa numeros réais.

Consisténcia: Um esquema de aproximacdgsdeO(h), é dito consistente, se

i
m-)O

para todd dado[9], quandd — O.

Convergéncia: Um esquema ¢ dito convergentg{convergente)se existir uma funcaH (h),
tal que:
[H(h)]

lim——=—=0
hILnO h

e uma constanta independente detal que[9]:
l&| < €MH(h)
ondet = a+ih.

Estabilidade: Um esquema é dito estavéP{estavel) se existir constant&eC independentes
deh tais quel[9]:
|fi| < Ce™[fo

ondet = a—+ih.

3.2 Descricao do problema

Suponha inicialmente que pretende-se encontrar a solamd ED de primeira ordem
dada por:
X (t) = f(t,x(t)) (3.1)

ondef(t,x(t)) & conhecida. Dessa forma, conhecendo o valogpdex(a), uma aproximagao
numérica para o problema pode ser obtida sob a forma de uela ddbpareéti = a+ih, X ~
X(a+ih)) utilizando os métodos mostrados nas Segs. 3.3 e 3.4. @i intervalo de tempo
estudado @ € o niumero de passos de tempo que serdo executados peloratyori

*Uma abordagem um pouco mais geral sobre erros é feita no Aexo
TVeja [9] para mais detalhes
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3.2.1 Sistemas de dimensdes maiores

Suponha agora que pretende-se trabalhar com sistemas elesdes maiores. Nesse caso,
tem-se um sistema de equacoes diferenciais parecidas cam@sradas no caso anterior. Ou
seja, para um sistema de trés dimensodes tem-se[7]:

y (1) = g(t,x(t),y(t), (1)), (3.2)

Nesse caso, as equac¢bes ficam um pouco mais complicadas, podé-se utilizar uma
notacdo simplificad@ara as equagfes mostradas acima. Para isso, basta camsider

Yf—f, 2f=g, 3f=h

Dai, as equacdes mostradas na Eq. (3.2) podem ser reesoritas
X' =f(t,x(t)). (3.3)
Pode-se ainda faz€x =t, °f = 1 e escrever a equacao anterior como

x' = f(x) (3.4)

Oy Oy/ Of

B 1X , 1X/ ‘ 1f
X= 2¢ |’ X = N | 2y
3X 3X/ 3 f

De forma similar ao que foi dito anteriormente, uma aproxi@wanumeérica do problema
descrito acima pode ser obtida sob a forma de uma t@‘bela: a+ih, 1% ~ x(a+ih), 2% ~
y(a+ih), 3% ~ z(a+ih)] = X| uma vez queXp = Xo = x(t = a) é conhecido. Prosseguindo
de maneira analoga a mostrada acima, pode-se expandidesspara dimensdes maiores que
trés. Isso pode ser util no caso que sera mostrado adiante.
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3.2.2 Equacgoes diferenciais de ordem superior

Até esse momento, falou-se apenas em como representaricammente um sistema cujas
equacoes diferenciais envolvidas eram de primeira ordenorr® que, eventualmente pode
surgir a necessidade de representar um sistema cujas equsigbda forma[7]

xP(t) = f(t,x(t),X(t),X"(t),..., xP~V(t)).

Ondex(a), X (a), X"(a), ... , xP~V(a) sdo dados. Para resolver esse tipo de probiehssta
fazer uma mudanca de variaveis de tal forma que:

X=X, 2X:X’7 3XZX//7 ey pX:X(p_l)7

Of =1,  f=2x  2f=3x  3f=4 o M=% %%, ..., Px)

onde[7] L _ ; - -
OX OX/ 0 f
1X 1X/ 1 f
x=| 2|, X =12 |, f=1 2f
Px Px/ Pf

Para sistemas que além de possuirem EDs de ordem maior gussuem também mais de
uma dimensao, é facil obter uma equacéao idéntica & mostcada.aPara isso, basta combinar
0 procedimento acima com o mostrado anteriormente.

3.3 Método da Série de Taylor

Esse método, apesar de ndo ser muito geral, tem a vantagesdetespr bastante preciso.
Ele consiste basicamente em representar a solu¢cao da HMémta pelos primeiros termos de
sua série de Taylor. Suponha, genericamente, que preseneiecontrar a solucdo de uma ED
de primeira ordem dada pela Eq. (3.1). Suponha ainda quedsppossa ser representada por
uma série de Taylor. Nesse caso, sabendo-se o vakft e/ (t), X’ (t), ..., x\9(t) no instante

*Os métodos apresentados nesse capitulo sdo destinadddein@® de primeira ordem. Dessa forma, faz-se
necessario a utilizacdo desse processo antes de implelognt®#létodos proprios para resolver problemas de
segunda ordem sdo apresentados no Anexo A.
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de tempd é possivel encontrar uma aproximagéo para o valogtde h) que é dada por[7]:

1

X(t-+h) () + X (1) + X () +

h3X" (t) 4 ... + q—llhqx(C‘) (t). (3.5)

Essa expressao € conhecida caéde de Taylotruncada, dai o nome do método.n@@todo
da Série de Taylode ordeng = 1 é conhecido commétodo de Eulee é dado por:

X(t+h) =~ x(t) +hf(t,x(t)).

Através dessa equacéo, pode-se facilmente obter uma eyaxcid® numeérica para o problema.
Utilizando a notagéo dg;, X;), pode-se reescreveidetodo de Euleda seguinte forma[7]:

%11 = X +hF (5, X). (3.6)

A desvantagem desse método, como serd visto posteriorngeqgtee precisa-se calcular
analiticamente todas derivadas até a ordem de precisd@ gliessja. Em alguns sistemas, isso
pode ser bastante complicado, impossibilitando a suasayaiec

3.3.1 Generalizacdo do método

O método pode ainda ser generalizado para resolver problgugaenvolvam sistemas de
dimensdes maiores ou EDs de ordem maior que um. Para ist® glsasever aérie de Taylor
Eq. (3.5) na sua forma vetorial:

2 3 hd

X(t+h) ~ x(t) +hx'(t) + ; X" (t) + %x’”(t) +.4 ax@ (t).

Dai, pode-se obter uma estimativa para o valor,dema vez que sabe-ggt) da Eq. (3.4) e os
valores de”(t), X" (t), ..., x(9(t) também podem ser obtidos derivando Eq. (3.4) até a ordem
de precisédo desejada. Utilizando a notagéo apresentasi@goamiente, a equacao acima pode
ser escrita como[7]:
h2
Xit1 = Xj+hX{+ 51

h3
X!+ —

hd
X =X (3.7)

ol

Uma primeira aproximacado pode ser dada atravésndtodo de Eulegue nanotacéo
autbnomagpode ser escrito como|7]:

Xit1 = Xi+hF(Xj). (3.8)

Esta permite calcular recursivamente todos os valores;dama vez queXg = Xo = X(a) é
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conhecido por meio das condig¢des iniciais.

3.4 Metodo de Runge-Kutta

De acordo com o que foi apresentado anteriormente, o métodérak de Taylor apesar de
preciso possui a desvantagem de ter que calcular variasmdasi da funcéo de interesse. Com
base nessa dificuldade, Carl Runge e Wilhelm Kutta desenemivem método que contorna
esse tipo de problema[7]. O método consiste em desenvolwegsguema com constantes
arbitrarias, e posteriormente determina-las de forma quétodo seja consistente. Uma forma
geral, em notacao simplificada, para o método de Runge-Kxjitecko é dada por[10]:

(

I:l = F(t,X),
Fo= F(t + azh, X + hBZlFl)a
(3.9)

\ Fk=F(t+akh, X +hBaF1+...+hBk-1F1)

k
Xiv1=Xi+hy ¢jFj(ti,X;).
=

Uma condi¢cédo necessaria para que o método de Runge-Kuttzossjatente €[10]

i—1
ai= > B
=1
para toda < k. Dessa forma, existem diferentes coeficiemies3; que satisfazem a condicéo
acima e consequentemente diferentes métodos de Rungedeutteesma ordem. Normal-
mente, esses coeficientes sao escolhidos de forma amaétita mais conveniente, ou de forma

a minimizar o erro local.

3.4.1 Método de Runge-Kutta de ordem 2

Observando a Eq. (3.9) pode-se ver facilmente que o metodudge-Kutta de ordem
1 se reduz ao método de Euler. Por isso, destinou-se eséa gesa deducdo do método de
Runge-Kutta de ordem 2. Da Eq. (3.9) tem-se:

F1=F(t,X),
Fr = F(t +aoh, X + B21F1)
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ondef1 = a2 = a. Assim, pode-se escrever as equagdes anteriores na nataédoma da
seguinte forma:

F1=F(X),
Fo = F(X + ahFl)
e
Xit1 = Xi+h(ciF1+coF2). (3.10)
Utilizando a expresséao da série de Taylor para uma funcaérigsswariaveis, temos que:
1
F(X4+K) =F(X)+ (KTO)F(X) + E(KTD)ZF(X) +...
onde
Fi=X (3.12)
e
T ha? 12
Fo =F(X)+ha(X" O)F(X)+ T(X O)“F(X),
/ T l hzaz IT\2y/
Fo=X"+ha(X" 0O)X +T(X )X’
/ " hzaz "

Dessa forma, substituindo as Egs. (3.11) e (3.12) na EQ)(8ltém-se:
Xi+1=Xi+h(cp+ C2)Xi/ + hCz(JZXi”.

Comparando a equacgéo acima com a Eg. (3.7), tem-sejgque; = 1 eacy, = 1/2. Essas séo
as condicdes para que o método de Runge-Kutta de ordem 2 segjateate. Pode-se mostrar
que escolhea = 2/3 minimiza o erro local. Dai podemos escrever
F1=F(X),
2h

F2=F(X+5F1),

1 3
Xix1=Xi+h|=F1+-F
i+1 i+ [4 1+4 2}

onde esta seria a escolha ideal para 0 método de Runge-Ksttguleda ordem([7].

3.4.2 Método de Runge-Kutta para ordens maiores

O método de Runge-Kutta de ordem 2, apesar de mais preciso método de Euler,
pode nao fornecer uma aproximacao boa com o tempo computhciesejado. Para se obter
aproximac6es melhores, podem ser utilizados métodos deeR€unita de ordens maiores. Nor-
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malmente escolhem-se:

F1=F(X),
h

Fo = F<X+§Fl>7
3h

Fz = F(X-l-ZFz),

h
Xir1=Xj+ 9 [2F1 + 3F2 + 4F3]

para ordem 3 e

(F1 = F(X),
h
Fo= F<X+EF1)>
h
F3= F(X—I—EFz),

L Fqs= F(X + Fg),
h
Xi+1=Xi—|—é[F1—|—2F2+2F3—I—F4] (3.13)

para quarta ordem[7]. O método pode ser expandido para®rdaiores de forma analoga
porém deve-se ter em mente que métodos de ordem maior n&sagamente SA0 mais pre-
cisos[11]. Para problemas de alta precisdo, os métodosegéie apresentados na proxima
secao sdo mais indicados.

3.5 Métodos de alta eficiéncia

Os métodos apresentados nas sec¢fes anteriores sdo exgamatse compreender 0s con-
ceitos importantes por traz dos métodos numéricos[10].érRgrara resolver problemas de
forma mais precisa ou mais rapida, os métodos apresentadsa secao sdo mais indicados.

E necessario ter em mente que n&o existe um método numéeqaantb para resolver um
problema qualquer. Cabe ao interessado observar seu palaeaiisar o que se tem disponivel
para resolvé-lo e, em seguida, determinar qual o método apadpriado para soluciona-lo.
Para isso, € bom que o leitor seja capaz de analisar queliteginte o problema e verificar
se o lado direito da equacéao diferencial possui fun¢géessyawv ndo, dentro do intervalo de
interesse.

Para problemas suaves de alta precisdo, ou quando a dete@mido lado direito da ED
€ custosa, anétodo de Bulirsch-Stod6ec. 3.5.3) € o mais adequado. Por conveniéncia, ou
para problemas de baixa precisdanétodo de Runge-Kutta adaptati(®ec. 3.5.1) é o mais
adequado. Os métodpseditores-corretore§Sec. 3.5.2) séo utilizados para resolver problemas

*Para métodos de Runge-Kutta de ordens maiores que 4 veja [10]
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gue estao situados entre os dois casos citadas acima. &pestas uma situagdo em que um
método preditor-corretor é recomendado, que € quando egdera solucdo de alta precisao
com equacdes muito suaves cujo lado direito da equacaoanbasbvmplicado[11].

3.5.1 Método de Runge-Kutta adaptativo

Um método adaptativo, consiste em um método capaz de mangeu proprio desem-
penho e modificar o tamanho do passo de integracéo ao longmdesgo. Essa modificacdo
¢é feita de forma a manter uma determinada precisdo com o mihnesforco computacional.
O indicativo mais importante da performance de um métode ged dado por uma estimativa
para o erro de truncamento. A forma mais direta de se fazegiatravés de uma técnica con-
hecida com@asso duplfil]. Essa técnica consiste basicamente em estimar simealtaente
sua solucax*, depois de um passo de comprimehte uma soluca, depois de dois passos
de comprimentd/2, e entdo uma estimativa do erro pode ser dada por[11]:

£=X-—X"

Existem métodos alternativos para o ajuste de passo. Urssectlesses métodos € con-
hecida comdrunge-Kutta embutidosEsses métodos foram originalmente desenvolvidos por
Fehlberg e algumas vezes sao chamados de métodos de Rumagd-&hiberg. O mais con-
hecido desses métodos € o de quarta ordem que, ao contrariétddo convencional, é dado
por uma combinacao de seis funcdes. A vantagem desse métpeouina outra combinacao
dessas seis funcdes da origem a um método de quinta ordeng qaal pode-se obter uma
estimativa para o erro de truncamento através da subtragdads. Depois da formulacao
original, varios outros métodos embutidos de Runge-Kuttanfiodesenvolvidos. Um exemplo
desses métodos € o de Cash-Karp. Esse método € mais eficientenggtodo original e é
expresso da seguinte forma[11]:

37 250 125 512
Xivr = Xt ggghit seiRt gghe + 1771
2825 18575 13525 277

. 1
Xivr = X+ o7628 1T 28384 2 T 55006 ¢ T 14336 ° T 210
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onde o$’s séo dados por:

(F1 = hF(t, X),
F, = hF(t + %h,x+ %Fl),
Fs = hF(t+ %h,x+ 4—30F1+ 4%F2),
Fa=hF(t+ gh,XJr 1—30F1— %Fﬁ ng),
Fs=hF(t+hX— 5F1+ ng— ;—3F3+ 2—351)7
Fom 1R X s 515 T3 110803 006’

Assim, a estimativa para o erro pode ser dada por[11]:
€=Xip1— X'\ 1.

Sabendo-se como estimar o egiode-se estimar o paskgque deve ser escolhido pelo
algoritmo comparando o valor do ergpestimado para o passo antefiigre o erro desejade.
Uma forma fiel de se estimég é dada por:

f5 -~
Sllro &>&
_ &
ho T
&l - o~
Shl~—0 <&
&

ondeS é um fator de seguranca que é um pouco menor que 1, sendo aeajpestimado de
duas formas de acordo com o tipo de erro que se deseja monioranalmente, tem-se:

N {V(\Xi|+|h-xi’|) (para o erro local)
& =

yh- X/ (para o erro global)

ondey é o nivel de tolerancia que se deseja para o erro[11].

3.5.2 Meétodos de passos multiplos e preditores-corretores

Nos métodos apresentados nas Segs. 3.3 e 3.4, uma aproxideagalor da solucdo em
um determinado tempo era obtida através do valor da solur@asso de tempo diretamente
anterior. Métodos desse tipo séo conhecidos como métodoasde Unico. Em alguns casos,
métodos mais eficientes podem ser obtidos através dossX|ope 1, Xi_», ... da solucdo em
varios passos de tempo anteriores[7].
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Esses métodos sdo conhecidos como métodos de passosanil@amo esses métodos
necessitam de alguns passos anteriores, normalmentalargesitilizar um método desse tipo,
€ comum usar um método de Runge Kutta para determinar os pgmssos. Uma classe
desses métodos € conhecida cohdams-Bashforthcujas formas sédo dadas por[12, 13]:

q=1: X1 = Xi+hF(X), (3.14)
4=2: Xis = Xith §F<xi>—%F<xi_1>], (3.15)
q=3: Xiz1 = Xi+h :igF(X ) - ;‘rF(Xi—l)“‘%F(Xi—Z)} , (3.16)
A=4: X1 = Xioth| 20RO~ S0+ SiF06-2) - gF0Xi-a)| . @17)
A=5: X1 = Xioth| TUF(G) ~ St FOXi-2) + g FXi-2)

S Xi-a) + 2 (x-a) 319

ondeq corresponde a ordem de cada método.

Na pratica, essas formulas raramente sdo usadas sozimhagzHklisso, € comum utiliza-
las coma@oreditorespara outros métodamrretores Normalmente, os corretores utilizados com
a férmulas acima pertencem a outra classe de métodos cdokeximo métodos dédams-
Moulton que podem ser expressos por[12, 13]:

q=1: Xjx1 = Xj+hF(Xiz1), (3.19)
hre ~
q:2: Xi+1 == X|—|—§ F(X|+1)—F(X|) 5 (320)
_ 5 2 1

q=3:Xiz1 = Xj+h 12F(Xi+1)+§F(X|)—1—2F(X| | (3.21)
3 19 5 1

q:4 Xi_|_1 - X|+h éF(X|+1>+24F(X|) 24F(X| l)+ﬂ.F(XI 2)1, (322)
_251 646 264

q=5: Xjz1 = Xj+h 720F(X,+1)+ﬁ)F(X)—ﬁF(X, 1)

106 19

onde>~(i+1 € o valor calculado através das equacfes mostradas amieni@r eq corresponde a
ordem de cada método.

A combinacéo de formulas das duas classes é comumente @mlteeno um método
preditor-corretor O esquema preditor-corretor formado pelas férmulas den&eRashforth
Eq. (3.17) e Adams-Moulton Eqg. (3.22) de quarta ordem mdsfracima juntamente com o
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método de Runge-Kutta também de quarta ordem Eq. (3.13) é armédtdos de mdltiplos
passos mais utilizados, e recebe o nomendéodo de Adams-Bashforth-Moulton simples-
mentemétodo de Adams-Moultpfi.

3.5.3 M¢étodo de Bulirsch-Stoer

Esse método é constituido de trés ideias principais. A frdnéeconsiderar a solucao final
obtida pelo célculo numérico como uma funcdo do passo dgragéoh. Quando se sabe o
suficiente sobre a fungéo, pode-se aproxima-la por umaduagaitica e extrapolar o resultado
parah = 0. A segunda ideia por trds desse método, é que tipo de a@Ec&ore usada para a
funcéo obtida[11].

Burlirsh e Stoer perceberam a vantagem de se usar um métogoakin@acao conhecido
comoextrapolacao por funcdes racionajsim tipo de método de extrapolacdoRiehardson.
A terceira e Ultima ideia é utilizar métodos os quais o erradodpor uma funcéo par, de forma
que a aproximacao realizada seja escrita em termds de vez deh. Juntando essas ideias
tem-se anétodo de Bulirsch-Stofrl].

Como foi dito anteriormente, esse método € mais preciso quedtisios preditor-corretor
e normalmente mais eficiente, contudo é bem mais dificil ggementar. O interessante nesse
método é que, para encontrar a solucao, sao feitas redugtasaicas no passo de integracéo
do algoritmo, de forma que a propria nocédo de ordem do métedtem sentido.

*Experiéncias recentes sugerem que a extrapolagado polihémmais eficiente para problemas suaves.
TPara mais detalhes veja [11].
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4  Exemplos de problemas

Neste capitulo, serdo mostrados exemplos de problemasagignpser resolvidos uti-
lizando os métodos numéricos apresentados anteriornm@stgroblemas que seréo resolvidos
nesse capitulo foram apresentados pelo menos de formdutdr@ nas Secs. 2.2, 2.4 e 2.3.
Alguns deles possuem solucdo analitica, o que possibifiteaautilizacdo como parametro de
comparacao para analisar a precisao dos métodos numéilzzaslos.

4.1 Lancamento obliquo com resisténcia do ar

Como foi visto na Se¢. 2.2, esse problema possui solucadieaadi as equacdes horarias
e da trajetoria do referido problema podem ser expressas por

X(t) = 5001 gby/m)

b
v
v = () a-etm- TR,

Esse problema foi escolhido para analisar como a ordem deétodminfluencia no erro
global. Foram utilizados métodos de série de Taylor de pransegunda, terceira e quarta
ordem. Para as simulagdes realizadas, foram utilizago$0 e a técnica descrita na Seg. 3.2.1
onde®x = x, Ix =y, 2x = v e 3x = v,. Dessa forma, a partir de Egs. (2.6) e (2.7) obtém-se:

Ox 2x —b-2x
1 3 3
w— | X o — X o — —g—Db-°x
- ) - ) - )
2x —b-?x b? - 2x
3x —g—b-3x bg-+b? - 3x
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[ 22 ] [ 3.2 ]
X" — bg"’ b? - 3x X(4) _ —bzg— b3 3x
—b3.2%x ’ b*. 2x
_b2g_b3_3x bsg+b4-3x

Foi utilizado como estado iniciay = [0,0,20,10]T. As solugdes numéricas obtidas para
as funcdes horarias dee y sdo mostradas na Fig. 4.1 e a solugdo numérica para a tiajetor

25 5.0 —
45
20 1 40
3.5
3.0
2.5

K | o3 | | | | | | |

53 > 2.0
10 - 15
1.0
51 n 0.5
(a) 0.08
0 | | | | | | | | _05 | |
00 02 04 06 08 1.0 12 14 16 1.8 00 02 04 06 08 1.0 1.2 14 16 18

t t

Figura 4.1: Gréficos das equacdes horarias para o lancamkeligoio com resisténcia do ar
onde (a) corresponde a coordenagda (b) corresponde a coordenada linha ( ) repre-
senta a solucéo analitica, os pontggépresentam o resultado obtido para o método da série de
Taylor de primeira ordem, os pontos fepresentam o resultado obtido para o método da série
de Taylor de segunda ordem, os pontesrépresentam o resultado obtido para o método da
série de Taylor de terceira ordem e o0s pontdsé€presentam o resultado obtido para o método
da série de Taylor de quarta ordem.

mostrada na Fig. 4.2.

5 10 15 20 25

Figura 4.2: Grafico da trajetoria para o lancamento obliqua cesisténcia do ar. A linha
(—) representa a solucédo analitica, os pontgsrépresentam o resultado obtido para o
método da série de Taylor de primeira ordem, os ponfoepresentam o resultado obtido para
0 método da série de Taylor de segunda ordem, os pomtasfresentam o resultado obtido
para o método da série de Taylor de terceira ordem e 0s pofjtospfesentam o resultado
obtido para o método da série de Taylor de quarta ordem.

Através dos graficos mostrados nas Figs. 4.1 e 4.2, € posgsiife@dar que apesar da solugcdo
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numeérica para a série de Taylor de primeira ordem ficar betardesda solucao real, a medida
gue se aumenta a ordem do método a solugcdo numérica se aproxisolucao real rapida-
mente. A velocidade com que o erro decresce com a ordem dalonft@a um pouco mais

clara conforme segue na Fig. 4.3.

10° @ 10 g
1 F 1 0 L
1071 F 0 /-—//_ 0.8 F 4
10-2 o 107t F 04+ i
—_ [ 0.0 . "’”J”’i’. . 10—2 [ aemmmmmmmmTTTTTT 0.0 1 leo-do-_Lo
i 1073 F 0.0040.81.21.6 & 0.0040.81.21.6
o e T 1073 F T
—4 - .
O T ]
107° F [ e 10-5 F o]
(a) 0 (b)
10-6 L I I I I I I I 10-6 L I I I I I I I ]
02 04 06 08 10 12 14 16 1.8 02 04 06 08 10 12 14 16 1.8

Figura 4.3: Graficos do erro global absoluto em funcéo do tepgra o lancamento obliquo
com resisténcia do ar. Nessa figura, (a) corresponde a cwatde e (b) corresponde a coorde-
naday. De cima para baixo, a linha () representa o resultado obtido para o método da série
de Taylor de primeira ordem, a linha (-..) representa o resultado obtido para o método da
série de Taylor de segunda ordem, a linha ( .) representa o resultado obtido para o método
da série de Taylor de terceira ordem e a linha (-) representa o resultado obtido para o
método da série de Taylor de quarta ordem.
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Figura 4.4: Gréficos da analise de convergéncia em funch@dea o langamento obliqguo com
resisténcia do ar. Nessa figura, (a) corresponde ao grafice-dé(b+a)/2) em funcao dén,

e (b) ao grafico do erro global absoluto, calculadoxe®m funcdo dér. Os pontos €) corre-
spondem aos valores analiticos e 0s pontdsgpresentam os valores obtidos numericamente
para cada valor de.

E possivel assim, observar através desses graficos o aaravergente da série de Taylor.
Isso pode ser confirmado através do comportamento quaaediog graficos mostrados na Fig.
4.3 quandd tende a infinito. Isso novamente € confirmado pelo comporitomaostrado na
Fig. 4.4b quandd tende a zero. O grafico da Fig. 4.4a é importante, pois mostreo @
solucdo numeérica converge para o valor analitico quantimde a zero. Um procedimento
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similar é realizado pelo método de Bulirsch-Stoer, confomustrado na Se¢. 3.5.3 onde o
valor dex(0) pode ser obtido extrapolanéi¢h) nesse grafico pata= 0.

4.2 Oscilador harmoénico bidimensional

Assim como o problema anterior, 0 oscilador harménico bédisional também possui
solucao analitica que foi analisada na Se¢. 2.3. As equapdésas podem ser expressas na

forma

X = Accogwd + 6),
y = Ajcogwt+6y).

Esse problema foi explorado para podermos analisar a dffaexistente entre métodos da série
de Taylor e métodos de Runge-Kutta de mesma ordem. A Fig. 4sEranas funcdes horarias
obtidas numericamente para os métodos de quarta ordem.tiAdzs equacdes diferenciais
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0.4
0.2t
= 0.0F
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04 F
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0.8 F (:
_1.0 | | |
0 2 4 6 8
t

Figura 4.5: Graficos das equac¢des horarias para o osciladmohico bidimensional onde (a)
corresponde a coordenarae (b) corresponde a coordenadaA linha () representa a
solucao analitica, os pontos) fepresentam o resultado obtido para o método da série tt& Tay
de quarta ordem e os pontag (epresentam o resultado obtido para o método de Runge-Kutta
de quarta ordem.

mostradas nas Egs. (2.8) e (2.9), calculou-se as quansidade e x”” de forma analoga ao
que se fez na sec&o anterior. Utilizou-se para esse prollesat0, xo = [1,0,0,1]7, ky=3 e
ky = 2. Além disso, obteve-se a trajetoria mostrada na Fig. 4.6

Analisou-se também a diferenca entre o erro obtido paraisswtodos. Os gréaficos para
a coordenada* sdo mostrados na Fig. 4.7. A partir desses graficos, é pbgsineeber a
semelhanca na solucdo numérica dos dois métodos. Quandissdd métodos ndo adapta-
tivos, a precisdo esta diretamente ligada a ordem do métdidado. Isso enfatiza a vantagem

*Para a coordenada y o comportamento é analogo
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Figura 4.6: Gréfico da trajetdria para o oscilador harmobidimensional. A linha ()
representa a solucao analitica, os pontysdpresentam o resultado obtido para o método da
série de Taylor de quarta ordem e os pontggé€presentam o resultado obtido para o método
de Runge-Kutta de quarta ordem.
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Figura 4.7: Grafico do erro global absoluto na coordenadm funcédo do tempo para o os-
cilador harménico bidimensional. Em (a), a linha€—) corresponde ao resultado obtido para
0 método da série de Taylor de quarta ordem e a linha-() corresponde ao resultado obtido
para o método de Runge-Kutta de quarta ordem. Em (b), a linha () corresponde ao resul-
tado obtido para a diferenca absoluta dos valores apressnean (a).

de se usar o0 método de Runge-Kutta sobre o método da Série lde, Tewya vez que para o
método de Runge-Kutta ndo é necessario determinar as desidadquantidade de interesse.
Foi analisada também uma estimativa para o erro da solugéériaa enx para esse problema
onde o resultado obtido € mostrado na Fig. 4.8. A técnica guetifizada para determinar
0 erro € a técnica do passo duplo apresentada na Se¢. 3.5dlrtirAdpsse grafico é possivel
verificar que a estimativa € uma boa aproximacao para o enavez que a diferenca relativa
entre a média dos dois valores é de aproximadamente setenqtorgaran = 20. Isso pode
ser util para verificar o erro em problemas reais, ou até mesrao desenvolvimento de um
método adaptativo.
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Figura 4.8: Grafico da estimativa do erro global absolutoamadenada em funcéo do tempo
para o oscilador harmdnico bidimensional. A linka«{—) corresponde ao erro global absoluto
e a linha (--+--) corresponde a estimativa do erro global absoluto feitanpgio do método
do passo duplo. Para a obtengéo desses resultados, fradnilo método de Runge-Kutta de
quarta ordem.

4.3 Particula sob a acdo de uma forca central

Esse problema foi discutido de uma forma geral na secéo. (Zdjno exemplo de um
problema de forca central foi escolhido 0 movimento de unmiquéa sujeita a uma forga dada
por*:

A equacdo datrajetéria para esse problema pode ser erd@ptyameio da equacao (2.18).
Com um pouco de algebra chega-se a:

B/a?

N 1+ 22% cosa (6 — 6p)

r(o)

ondea?=1+mK'/L?, B =mK/L?e
1 1/1 p
Bp==-cost|= (=-S5 ).
=225 35~ a2)
Embora seja possivel encontrar a equacéo da trajetériaepaeaproblema, as equacgdes
horarias ndo séo simples de se obter, uma vez que quandaaedsoiver as Eqs. (2.14) e

(2.15) encontram-se integrais elipticas. Porém, nuntegote esta tarefa € mais simples de ser
executada. Os resultados séo mostrados na Fig. 4.9.

Para resolver este problema utilizou-se o0 método classi®uage-Kutta de quarta ordem,
comn = 500 exp = [5.0,0,0,0.3]" paraa= 0, b= 100,K = 2 eK’ = 0.5. Ao contrario dos
problemas apresentados anteriormente, esse se aproxirpauam mais do tipo de problema

*Veja problema 51 Cap. 3 de [8]
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Figura 4.9: Graficos das equacdes horarias para o movimerimd particula sob a acdo de
uma forca central onde (a) corresponde a coorderadéb) corresponde a coordenadaA
linha () representa a solucdo numérica obtida para o método de Ruigede quarta
ordem.
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Figura 4.10: Grafico da trajetdria para o movimento de umtquéa sob a acdo de uma forca
central. A linha () corresponde a solucéo analitica e os pontpsg@rrespondem solucdo
numeérica obtida para o método de Runge-Kutta de quarta ordem.

gue se deseja estudar quando se utiliza métodos numéncasaz que este nao possui solucao
analitica para as funcdes horarias. Um indicio de que o @mublestd com uma boa precisao
€ a trajetéria que é mostrada na Fig. 4.10, porém na maiosiavelzes isso também néo é
conhecido. Quando isso ocorre, € comum utilizar algumasdgés para saber se a solucdo
numeérica obtida est& pouco precisa. Quando o problema éreatigo, ou seja a energia se
mantém constante, € comum verificar a conservacéo da engugi#& mostrada no gréafico da
Fig. 4.11a. Em alguns casos, também pode-se verificar oyieagidades conservadas. No
caso estudado nessa secdo, pode-se analisar por exemploemta@ngular, que é mostrado
na Fig. 4.11b. Quando o modelo escolhido néo é conservaiiaa, coisa que se pode fazer
€ analisar um caso particular do modelo em que teoricament®servacao e verificar se
sua solucdo numérica também possui esse carater conagraatiutilizar argumentos fisicos
gue possibilitem uma aproximacdo do modelo para limiteg&@éEos conhecidos. Outras
alternativas que podem ser utilizadas para a verificacad@sk&\®is erros sao a simulacéo e a
técnica de estimativa do erro apresentada na secao anterior
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Figura 4.11: Gréfico das quantidades conservadas para onmoid de uma particula sob a
acao de uma forga central. Nessa figura, (a) correspondegade sistema e (b) corresponde
ao momento angular. A linha-(__) corresponde ao resultado numérico obtido por meio do
método de Runge-Kutta de quarta ordem.

4.4 Modelo de elasticidade

Um problema um pouco mais complicado que pode-se estudangiorde métodos com-
putacionais € por exemplo o estudo de propriedades elasgtcam material quando submetido
a condicdes de contorno variadas. Neste modelo, o matedal ger modelado por meio de um
conjunto de massas interligadas por molas idénticas fafmama rede quadrada. Modelos
similares a esse sao utilizados para modelar a dindmica®s$eorganicos quando submeti-
dos a forgas externas constantes ou oscilantes[14]. Aadage atuam em cada massa que
compdem esse sistema sao parecidas com as apresentadastd,&esao dadas por:

fi = kmmx‘*vi_xhi“—b)
(= o
B ey (RS
k(g =)

onde os indicebe j localizam as massas e molas nas linhas e colunas da redetrespente.

O k representa a constante elastidg é a distancia original entre as massas. Lembrando que
a equacao acima é vélida apenas para as massas no interaxidim tNesse problema, as
extremidades superior e inferior estéo livres e uma forgarea € aplicada nas laterais direita e
esquerda mantendo o tecido esticado horizontalmente dempricnento duas vezes maior que

0 comprimento inicial. O que se obteve na simulacéo foi utesia parecido com o mostrado
na Fig. 4.12. No caso da energia, obteve-se o grafico mosteafia. 4.13.
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Figura 4.12: Representacao gréafica do modelo de elasticitldsa figura, (a) corresponde ao
estado do sistema quante- h e (b) corresponde ao estado do sistema quard800000n.
Os pontos escuros representam as massas e as linhas liggpaittas representam as molas.
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Figura 4.13: Grafico da energia para o modelo de elasticidatieha () corresponde ao
resultado numérico obtido por meio do algoritimo de Beeman.

Para solucionar este problema, foram utilizados o métodRutge-Kutta de quarta ordem
Eqg. (3.13) nos primeiros passos e o algoritimo de Beeman E§4.) ¢ (A.2) nos passos
seguintes. Para a condicéo inicial, foram utilizadas nsaisianticas em repouso posicionadas
aleatoriamente em torno dos vértices de uma rede quadramtamFutilizadas 400 massas,
ta=0,t, = 100 en = 600000 para esse problema. Generaliza¢gdes do sistema pedésitas,
como por exemplo: variacdes na constante elastica das malas. geometria inicial diferente
para representar a malha de molas.
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5 Conclusao

Nesse trabalho, foram abordados diversos métodos nura@gdtioados para resolver prob-
lemas de valor inicial expressos por meio de equacdes ddiie ordinarias. Além disso,
procurou-se ndo soO apresentar os métodos, mas tambénirdisoiguais situacdes a imple-
mentacgao de cada um deles pode ser indicada. Para tantee geioridade aqui a utilizacao de
métodos para a solugéo de problemas fisicos que foram almsrda Capitulo 2, e cuja solucéo
analitica de alguns é possivel.

No ultimo capitulo utilizou-se os métodos apresentados rpit@a 3 para analisar como
0 erro se propaga ha solucdo numérica de alguns problemas.is€onfoi possivel estudar
a dependéncia do erro com a ordem e com o passo de integrac¢ficamdo assim o carater
convergente dos metodos de passo unico analisados.

Investigou-se ainda, as vantagens de se utilizar os méttmBsinge-Kutta sobre os méto-
dos de Série de Taylor. Também foram apresentadas técriasqrificar o quao precisa esta
a solucéo obtida, como por exemplo: estimar o erro e verifjaantidades conservadas. Ape-
sar da simplicidade dos problemas analisados nesse twalkealles podem facilmente servir de
base para a solucdo de problemas mais complexos, como puplexalguns problemas de
dindmica molecular que séo pesquisados e servem de modelhea pesquisas realizadas
nas mais diversas areas do conhecimento cientifico.
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ANEXO A - Outros Métodos

Além dos métodos apresentados no Cap. 3, existem ainda algtnes métodos intro-
dutdrio que aparecem na literatura. Esses métodos, saaimoemte utilizados para dar uma
aproximacdo melhor que o método de Euler, mas ndo sao congeetrente aos métodos ap-
resentados nas Segs. 3.5.1,3.5.2 e 3.5.3.

A.1 Método do ponto médio

Esse método é bem simples. Ele é baseado na férmula sinddraerivada:

(1) = X(t + h)z—hx(t —h) .

A partir da Eqg. (3.1) tem-se explicitamente[4]:
X1 = X1+ 2hF(t;, X).

Este € um pouco melhor que o método de Euler, uma vez que elsefdeda ordem.

A.2 Algoritmo de Verlet

Esse método é desenvolvido especialmente para resolvaec@gide segunda ordem do
tipo:
X' (t) = f(t,x(t)).

Por isso, podem facilmente ser utilizados para resolvdsi@noas que envolvam a lei de New-
ton. Esse algoritmo é obtido a partir de expansdes de Tagbqt & h) ex(t — h). Desprezando
termos deD(h®), tem-se[15]:

Xiy1 = 2% — Xi_1+F (t;, X )h?
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e a velocidade pode ser obtida pela férmula simétrica daatki

_ Viri—Viaa

vV
! 2h

essas duas equacdes geram um método de segunda ordemdmobew algoritmo de Verlet.
Uma variante desse algoritmo @lgoritmo de Verlet para a velocidadgie é dado por[15]:

Xii1= X +Vih+ F (6, )

sendo a velocidade obtida pela férmula simétrica da deaivad

1
Vi1 =V +§(F(ti,Xi)+F(ti+1,Xi+1))-

Esse método também € de segunda ordem. A vantagem desse satoel 0 anterior € o fato
dele necessitar armazenar um nimero menor de variaveis.

A.2.1 Algoritmo do salto do sapo (leapfrog)

Esse algoritmo também é desenvolvido especialmente peobvee EDOs de segunda or-
dem. Ele é obtido a partir de expansdes de Taylov(te-h/2) e v(t —h/2). Dai tem-se
desprezando termos @¥h3):

Vigr2 =Vicy2 +F (6, X)h

e para a posicao[15]:
Xig1=X +Vi+1/2h

Uma vantagem importante desse método é que ele é bem eddudbz dele um dos métodos
mais utilizados para resolver problemas de dinamica mtaecu

A.2.2 Algoritmo Beeman

Esse procedimento proposto por Beeman € provavelmente greaiso da familia Verlet
para o calculo das velocidades. Nesse método, tem-se:

Xir1=X+Vih+ <§F(ti,xi)—%|:(ti—17xi—1)> h? (A.1)

e para a velocidade[16]:

1 ~ 1
Visi=Vi+ (éF(tHLXHl) + gF(ti,Xi) — éF(til,Xil)> h (A.2)
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que possibilita o célculo sincronizado das posices e dasidades. Ondé;, é obtido a
partir da Eq. (A.1).
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ANEXO B - Analise de erros

No Cap. 3, deu-se prioridade em tratar erros de uma formaaagl@os métodos, abordando
principalmente erros de truncamento. Aqui, sera dada uroadagem um pouco mais geral
visando o esclarecimento de algumas noc¢des apresentddasramente.

De forma geral, pode-se definir:

Erro absoluto: SeF é uma aproximacéo die pode-se definir o erro absoluto como[17]:

le| = |f —F]. (B.1)

Erro relativo: Seja, novamentd; € uma aproximacado dé, pode-se definir o erro relativo
comol17]:
_ |[f—F]

() H

(B.2)

ondef #0.

Para analisar a precisdo de uma determinada aproximacdiizacéo do erro relativo
€ mais adequado, uma vez que ele leva em consideracdo o tahamalor que estd sendo
medido. A partir do erro absoluto, pode-se ter uma ideiaitgtigh da aproximacéo que se esta
estudando, contudo € o erro relativo fornece uma medida dé®lgpa esta essa aproximagao.
Dessa forma, pode-se definir:

Valor aproximado: Um valorF é dito aproximado dé, comq digitos significativos sq for
0 maior inteiro nao negativo tal que[17]:

[f —F]

T 5x 1079 (B.3)

ondef # 0. Assim, uma aproximacae pode ser considerada boa se ela for um valor aprox-
imado def com uma quantidade de digitos. Onde 5 109 € uma quantidade preestabele-
cida pelo interessado que corresponde a fragdo de um dedetowvalor que considera-se de-
sprezivel frente ao proprio valor.



