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RESUMO

Neste trabalho, nés estudamos como um pacote de onda que descreve um férmion de
Dirac sem massa, representando um elétron de baixa energia no grafeno, se comporta ao
incidir em uma barreira de potencial dependente do tempo. Investigamos como a energia
e a densidade de probabilidade do pacote se altera ao atravessar tal barreira. Para isso,
usamos o método Split-Operator, que permite aplicar separadamente os termos devido
as energias potencial e cinética no operador de evolucao temporal. Com isso, a parte
da energia cinética é resolvida analiticamente, enquanto a parte da energia potencial é
aplicada sobre a fungao de onda de maneira trivial. Os resultados mostram que o pacote
de onda que sofre tunelamento de Klein através da barreira de potencial adquire uma fase
extra que, no nosso caso, depende do tempo. Assim, considerando um pacote de onda
incidindo em uma barreira que depende linearmente com o tempo, demonstramos que tal
fase acaba alterando a energia final do pacote de onda. Isso nos torna capaz de controlar
a energia do elétron que se propaga no grafeno simplesmente ajustando a largura e a taxa
de variacao do potencial no tempo.

Mecanica Quantica , Fisica do estado sélido , Matéria Condensada



ABSTRACT

In this work, we studied how a wave packet describing a massless Dirac fermion
representing a low-energy electron in graphene, behaves when it tunnels through a time
dependent potential barrier. We investigate how the energy and probability density of
this package changes when going through such a barrier. For this purpose, we use the
Split-Operator method, which allows us to separately apply the terms due the potential
and kinetic energies in the time evolution operator. With this, the kinetic energy part is
solved analytically, while the potential energy part is applied to the wave function in a
trivial way. Our results show that wave packet undergoing Klein tunneling through the
potential barrier acquires an additional phase that, in our case, depends on time. Thus,
considering a wave packet scattering on a barrier which depends linearly on time, it is
shown that this phase eventually changes the final energy of the wave packet. This enables
us to control the energy of the electron that propagates in graphene by simply adjusting
the width and rate of change of potential in time.

Quantum Mechanics,Solid State Physics,Condensed Matter



LISTA DE FIGURAS

(a) o mineral grafite e (b) sua estrutura, que consiste de folhas de car-

bonos empilhadas. (c¢) um cristal de diamante e (d) sua estrutura cristalina.

(a) trés tipos de nanotubos, de cima para baixo eles sdo classificados

como: armchair, zigzag e quiral [25].(b) um nanotubo desenrolado [26].

(a)Rede honeycomb composta por duas redes triangulares superpostas,
em que a; e a3 sao os vetores primitivos, que sao responsaveis por gerarem
arede. Os vetores 5:, Sy e 5; representam vetores para vizinhos proximos.
(b) Primeira zona de Brillouin. b: e bg sao os vetores da rede reciproca.

Os cones de Dirac estdo localizados em K e K'[20]. . . . .. ... ...

Ligagoes entre atomos de carbono. Em (a) as Ligacao do tipo o estd ao
longo do plano, que surge devido a hibridizagao dos orbitais s e p. Em

(b) a ligagao do tipo 7 estd perpendicular ao plano [27].. . . . . . . ..

Relacao de dispersao eletronica de uma monocamada de grafeno. A

direita um zoom de uma regiao préximo a um dos pontos de Dirac[20].

Regiao de espalhamento. A particula vem de menos infinito (regiao I) se
propagando livremente, penetra uma barreira de potencial (regiao II) de

largura W e se propaga livremente para infinito (regiao III) [20]. . . . .

Curvas de nivel da (a) densidade de probabilidade no espago reciproco
como funcao do tempo, e (b) da parte real da fungdo de onda como

funcao do tempo. . . . . ...

(a) Densidade de probabilidade no espago real como fun¢ao do tempo.

(b) Energia cinética média do pacote de onda como fungao do tempo. .

(12

.13

.14

)

.16

.21

.28

.28



10

11

12

13

Uma particula se propagando em uma dimensao, sujeita a uma barreira
de potencial que varia linearmente com o tempo. As linhas azul e verde
ilustram a energia cinética final do elétron ao sair da barreira, para o > 0

e a < 0 respectivamente. . . . . . . .. ..o

Valor esperado da energia cinética em funcao do tempo. (a) Para a
largura da barreira fixa, W = 200A. (b) Para a taxa de variacio da

altura da barreira fixa, o = TmeV/fs . . . .. ..o

Valor esperado da energia cinética final do pacote de onda: (a) Como
funcao da largura da barreira. (b) Como fungao da taxa de variacao da
altura da barreira para W fixo em cada reta. Os simbolos representam

o resultado analitico e as linhas representam o resultado numérico. . . .

Densidade de probabilidade no espago reciproco (a) para a = —7TmeV /fs
(b) para = —TmeV/fs . . . . ...

Parte real da funcao de onda como fungao do tempo. (a) @ = —7TmeV/fs.
(b)y a=TmeV/fs. . . . ...

p- 30

p-31

p-31



SUMARIO

1 INTRODUCAO p.11
1.1 Grafeno . . . . . . ... p.-13
1.1.1 Oqueéografeno . . . . . ... .. ... p.13

1.1.2  Autoestados e Autoenergias para o Hamiltoniano de Dirac inde-

pendente do tempo . . . . . .. ..o p. 16

1.1.3  Aplicagoes . . . . . . .. p. 19

1.2 Tunelamento de Klein . . . . . ... ... ... ... ... ..., p.- 20

2 MODELO TEORICO p. 24
2.1 O método split-operator . . . . . . . ... p.24
2.2 Hamiltoniano que envolve spin . . . . . . . . . ... ... p-25

3 RESULTADOS p.27
4 CONCLUSAO p.33
5 APENDICE p.34
5.1 Equagao de Dirac . . . . . . . . ... p. 34
5.1.1 Como obter a equacao de Dirac . . . . . . . ... ... ..... p.34

5.1.2  Solugao para equacao de Dirac . . . . . . .. ... ... ..... p. 38

REFERENCIAS p.41



11

1 INTRODUCAO

O carbono é um elemento fundamental para os seres vivos e pode ser considerado
como matéria-prima para a vida. Ha uma variedade de estruturas compostas por car-
bono. Algumas delas sao: o diéxido de carbono, formado pelas ligagoes entre carbono
e oxigénio, de extrema importacia para o crescimento das plantas; hidrocarbonetos, re-
sultante das ligacoes entre carbono e hidrogénio, presentes em combustiveis; DNA, que
contém informagoes genéticas de um individuo e uma infinidade de outros compostos

organicos.

Como atomos do mesmo elemento, ao se ligarem, formam estruturas com propriedades
fisicas tao distintas? Devido a sua natureza alotrépica, atomos de carbono se ligam de
diferentes maneiras para formarem diferentes estruturas, como: grafite, diamante, fulereno
e nanotubos. A grafite e o diamante sao encontradas na natureza, ja o fulereno e o
nanotubo sao encontrados de forma artificial. H& um grande interesse no estudo das
formas alotropicas do carbono, devido as suas propriedades serem de grande relevancia

tecnoldgica.

A grafite é formada por folhas, compostas por atomos de carbono, empilhadas ao longo
de uma direcdo, a distancia de 3,35A umas das outras, mantendo-se unidas por interacio
de Van der Waals. Entre suas principais caracteristicas estao: sua alta condutividade
elétrica e seu poder lubrificante. O carater condutor é devido a liberdade com que os
elétrons se movem ao longo da folha. A caracteristica lubrificante esta associada a fraca
interacao entre suas folhas de atomos, de forma que ha uma facilidade com que deslizam
entre si. O diamante difere dos demais alétropos pelo fato dos carbonos em sua estrutura
terem hibridizacao do tipo sp?, e encontrar-se ligado a outros 4 4tomos de carbono em um
arranjo tetraédrico, como mostra na Fig.1. Pode ser convertido em grafite em condigoes
apropriadas. Possui um alto grau de dureza, tendo valor méaximo na escala de Mohs, ou

seja, nao pode ser riscado por nenhum outro material, exceto o proprio diamante.
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Figura 1: (a) o mineral grafite e (b) sua estrutura, que consiste de folhas de carbonos
empilhadas. (c¢) um cristal de diamante e (d) sua estrutura cristalina. [27]

Os nanotubos formam estruturas cilindricas e possuem propriedades de altissima relevancia
em sistemas 6ticos e em eletronica. De forma bem simples, nanotubos nada mais sao do
que folhas de grafenos enroladas, possuindo assim uma excelente condutividade térmica
e elétrica. Os nanotubos se destinguem uns dos outros pela maneira que as folhas de
grafeno sao enroladas. Um nanotubo é definido através do vetor quiral Ch, e do angulo 6
(0 < 0 < 30°), responsavel pela orientagao desse vetor em relagdo a uma diregao zigzag,
como mostra a Fig.2, onde m e n sao inteiros que denotam o niimero de vetores unitarios
ay e ay ao longo das duas diregoes na folha de grafeno. Se m= 0 e § = 0, os nanotu-
bos sao ditos zigzag. Se m=n e § = 30°, sao ditos armchair. Se nao se enquadram nos
casos anteriores sao ditos quirais. As propriedades eletronicas dos nanotubos estao inti-
mamente ligadas ao seu diametro e ao angulo quiral [1], tendo comportamento metélico
para todos os nanotubos armchair, zigzag quando n é multiplo de 3 e se comportam como

semicondutores nas demais situagoes[2].
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(n,0) zigzag
———— —

(r,1) armchair

Figura 2: (a) trés tipos de nanotubos, de cima para baixo eles sao classificados como:
armchair, zigzag e quiral [25].(b) um nanotubo desenrolado [26].

1.1 Grafeno

1.1.1 O que é o grafeno

O grafeno é um material bidimensional composto por carbonos reunidos em uma es-
trutura cristalina hexagonal, com espessura de um atomo. Ja havia estudos teéricos desde
o fim da década de quarenta [3] [4] [5], mas acreditava-se que uma unica folha nao pode-
ria ser produzida de forma isolada de tal modo que as medigoes eléctricas pudessem ser
realizadas, mas em 2004 para supresa da comunidade cientifica, através de uma clivagem
micromecanica da grafite [6], Geim, Novoselov e colaboradores conseguiram produzir,

isolar, identificar e caracterizar uma folha de grafeno.

Os atomos dessa estrutura formam uma rede do tipo honeycomb, que pode ser tratada
como a superposi¢ao de duas sub-redes A e B. Esse tratamento é necessario, pois ela nao
representa uma rede de Bravais, ou seja, um arranjo infinito de pontos discretos, tal que
a disposicao e a orientacao desses pontos ¢ idéntica a partir de qualquer ponto da rede.
Uma rede triangular é uma rede de bravais, entao pode-se descrever uma rede hexagonal

através da superposicao de redes triangulares.
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(b)

Figura 3: (a)Rede honeycomb composta por duas redes triangulares superpostas, em que
aj e ap sao os vetores primitivos, que sao responsaveis por gerarem a rede. Os vetores 51,
52 e 53 representam vetores para vizinhos préximos. (b) Primeira zona de Brillouin. bl e
by sdo os vetores da rede reciproca. Os cones de Dirac estdo localizados em K e K'[20].

Os vetores de rede sao escrito da seguinte forma:

=56, V3), = (3 —V3). (1.1)

Os vetores de rede no espaco reciproco sao dados por:

) = 27;(1,\/5), by = :232(1, —V3). (1.2)

/ A . ~ . . . ~
Os pontos K e K tém uma importancia particular no estudo teérico do grafeno, e sao

escrito no espago reciproco da seguinte forma

2 27 / 2 2T
— —], K =|— ——]. 1.3
(36& 3\/§a> (3@ \/§a> (1.3)

Os vetores para os trés vizinhos proximos no espaco real sao dados por

5y = %(1, V3), b= 3(1, —V/3), by = —a(1,0). (1.4)

No dtomo de carbono (Cg: 15*25*2p?) os elétrons do orbital 1s estao fortemente ligados
ao nucleo. Os outros quatro, os elétrons de valéncia, ocupam os orbitais 2s, 2p,, 2p, e 2p,.
Os trés primeiros formam orbitais hibridos que levam a formacao de estruturas trigonais
planares, ou seja, cada dtomo de carbono se liga a trés vizinhos, & distancia de @ &~ 1, 42A
uns dos outros e formam angulos de 120° entre si. As ligagoes envolvidas sao do tipo
o(ligacoes fortes), que sdo responsaveis por manter a estrutura compacta. O orbital 2p,
que é perpendicular ao plano formado pelos atomos de carbono nao sofre hibridizacao.
Esses orbitais que estao parcialmente preenchidos se sobrepoem ao longo da folha de

grafeno, formando ligacoes m(ligages fracas). Estes elétrons, que estao localizados nos
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orbitais 2p., sao responsaveis pelas propriedades eletronicas no grafeno.

Orbitais 2p Ligaglies =

Figura 4: Ligagdes entre dtomos de carbono. Em (a) as Ligacdo do tipo ¢ esta ao longo
do plano, que surge devido a hibridiza¢ao dos orbitais s e p. Em (b) a ligacao do tipo 7
estd perpendicular ao plano [27].

O grafeno possui caracteristicas peculiares se comparado a outros materiais. Acima
do zero de energia, na banda de condugao, o transporte dos estados eletronicos no grafeno
¢ dado por elétrons que estao carregados negativamente. Para energias negativas, e
levando-se em conta que a banda de valéncia nao esta totalmente preenchida, seus estados
eletronicos desocupados se comportam como particulas carregadas positivamente (bura-
cos). Na fisica da matéria condensada, elétrons e buracos sdo normalmente descritos sepa-
radamente pela equacao de Schrodinger, de forma que nao ha nenhuma conexao entre eles.
Em contraste, elétrons e buracos no grafeno estao interligados, com propriedades andlogas
a simetria carga-conjugagao da eletrodinamica quantica. A banda de valéncia(E < 0) toca
a banda de conducao(E > 0) em seis pontos, localizados na primeira zona de Brillouin.
Nesses pontos observa-se a auséncia de gap e para pequenos valores da energia hd uma
dispersao conica (a energia é linear com o momento). Os vértices de trés desses cones sao
ditos equivalentes entre si, pois estao relacionados pelo mesmo vetor da rede reciproca.
De forma semelhante, os outros trés sao equivalentes entre si. A velocidade do elétron é
constante e independente da sua energia, e ¢ dada por vy = 3at/2h ~ 1 x 10°n /s, onde a
é o parametro de rede e t & 2.8eV é o parametro de hopping para vizinhos préximos, que
esta associado a transicao do elétron entre os sitios mais proximos. A dinamica desses
portadores de carga no grafeno nao pode ser descrita pela equacao de Schrédinger, pois
se comportam como particulas relativisticas sem massa e o sistema possui um grau de
liberdade associado as sub-redes A e B denominado pseudospin, que é tratado de forma

analoga ao spin, sendo necessario descreveé-la via equacao de Dirac. Pode-se atribuir as
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sub-redes A e B as diregoes up e down respectivamente, gerando spinores

Figura 5: Relacao de dispersao eletronica de uma monocamada de grafeno. A direita um
zoom de uma regido proximo a um dos pontos de Dirac[20].

1.1.2 Autoestados e Autoenergias para o Hamiltoniano de Dirac
independente do tempo

No tratamento de um elétron de baixa energia em uma folha de grafeno, resolve-se a

equacao de Dirac independente do tempo

Hp = hvsdk + V(x)I,

em que as componente deste vetor ¢ = 0,1+ 0,,J + 0.k representam as matrizes de Pauli,

01 0 —i 1 0
Op = oy = 0, = .
(o) w=(07) ==(0 )

Para V(z) = 0, o Hamiltoniano de Dirac pode ser escrito por:

0 (ky — iky)
(ky +iky) 0 '

dadas por:

HD:hUF(
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As solugbes que interessam do sistema linear homogéneo (Hp — E1)1 = 0, sao aquelas na
qual a condic¢do det(Hp — ET) = 0 deva ser satisfeita. Entao as autoenergias sao dadas

por
—-FE hwp(ky — ik
det L7
h"UF(kx + Zl{y) —-F
E? — %03 (ky — iky) (ko + iky) =0,

E = +hupk. (1.7)

Para achar os autoestados basta resolver a Eq. (1.5) para os dois valores possiveis de E.

e Para F = huvpk

( 0 mm—éky)) (m)zw(w>
T (kg + ik,) 0 U vp )

h’UF(k’x — Zky)@/JB = hvpk‘@/)A,
hop(ky + ik, )1ha = hopkis.

Seja k, + ik, = ke®®, de modo que ¢ = arctan (Z—y), entao pode-se escrever

hUer_i¢¢B = hUF]{?@ZJA,
hvpke'®ya = hupkig,

tal que ¥4 = 1 e g = €% é solucdo para o sistema acima, e o autoestado 1 é escrito

v(1 = ( p )

COIMo:

e Para I = —hvpk

( 0 Twp(ky, — ik,) ) (m ) :—ka( Ya )
hUF(km + Zk'y) 0 wB 2bB?

hUF(k?x — Zk@)@bB = _thk¢A7
hUF(’%c + Zk@)'(ﬁA = —hvpk¢3.
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Como feito anteriormente, o termo entre parénteses é a exponencial de um angulo ¢

hwpke g = —hvopkya,
hopke i = —hopkip,

tal que 4 = 1 e g = —€'® é solucao para o sistema acima, e o autoestado v é escrito

wlk) = ( » ) .

Entao a funcao de onda no espaco dos momentos normalizada, é dada por:

COIMo:

w(k):\}i( ! ) s = sgn(E). (1.8)

set®

Para V(z) = Vj, o Hamiltoniano de Dirac ¢ escrito como:

Yo hop(qe = iky) ) . (1.9)

Hp =
hop(q, + iky) Vo

Utilizando a mesma condi¢ao descrita anteriormente, na qual det(H — EI) = 0 para

solugoes de interesse, tem-se

Vo— B hwp(ge — ik
det ’ vrlae =ik )
hop(qo + iky) Vo—E

(Vb - E)2 - fLQU}%(%U - éky)(Q:c + Z.ky) =0,

E =Vy + hopk. (1.10)

E obtém-se os autoestados desse sistema resolvendo-se (1.5) paras os valores dessas au-

toenergias.

e Para F =V, + hvpk

( Vo | ﬁUF(qx—ik?y)) (¢A>:<%+EUF/€>(¢A>,
hvp(q, + iky) Vo (02 (02

Vova + hop(q, — iky)vp = (Vo + hopk)a,
hop (g + iky)va + Vovg = (Vo + hopk)Yp.
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seja g £ ik, = ke de modo que § = arctan (q—y>, o sistema pode ser escrito como:
T

hvpke P = hupkia,
hvpke® 4 = hoprip,

0

tal que ¥4 = 1 e ¥ = € é solucdo para o sistema acima. E o autoestado para essa

autoenergia é

e Para F =V — hupk

o ) (2o e(2)
hop(q, + ik,) Vo VB Yp

Vovba + hop(qe — iky)vp = (Vo — hwpk)a,
hwip(ge + iky)Ya + Voo = (Vo — hwpk)ds.

Como feito anteriormente, o termo entre parénteses do lado esquerdo é a exponencial de

um angulo 6

hvpfie_wwg = —hvpky,
hopke®hy = —huprip,
tal que ¥4 = 1 e ¥g = —e'? é solucao para o sistema acima. E o autoestado é dado por:

wmz(_;).

Entao a funcao de onda no espaco dos momentos normalizada, é dada por:

2 %

(k) = \1[ ( L ) 5 = sgn(Vo — ) (1.11)

1.1.3 Aplicacoes

As caracteristicas do grafeno fazem dele muito interesante para aplicacoes tecnoldgicas.

Possui alta condutidivade térmica e elétrica, é um material praticamente transparente,
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além disso é flexivel e muito resistente [15, 16, 17]. Devido as suas propriedades, o grafeno
é um material muito versatil quanto as possibilidades de aplicagoes, dentre elas estao: de-
salinizacao da 4gua, tornando-a pura [7]. Pode-se usar 6xido de grafeno na purificagao
da dgua sujeita a materiais radioativos [8]. Capacitores feitos a base de grafeno car-
regam mais rapido que capacitores comuns [9][10]. Um sensor de gds, no qual uma folha
de grafeno absorve uma molécula, havendo uma mudanca na sua condutividade elétrica,
possibilitando sua detectacao [11]. Aproveitando a alta mobilidade dos portadores de
carga no grafeno, pode-se obter comunicagao em altissima velocidade [12]. Pesquisadores
desenvolveram um dispositivo a base de éxido de grafeno capaz de analisar amostras de
sangue em busca de células cancerigenas [13]. Dispositivos, que em tempo real, detectam
a presenca de bactérias [14]. Espera-se que dentro de alguns anos o grafeno venha a

protagonizar o cendrio tecnologico.

1.2 Tunelamento de Klein

Efeitos de tunelamento contrariam os resultados classicos, pois permitem a entrada
em regioes nao acessiveis classicamente, ou seja, hd uma probabilidade de uma particula
ser encontrada dentro de uma regiao na qual sua energia é menor que o potencial. Em
1929, Oskar Klein obteve um resultado surpreendente ao aplicar a equacao de Dirac para
o espalhamento de um elétron, conhecido como o paradoxo de Klein [18]. Mostrou que se
o potencial é da ordem da massa de repouso do elétron mc?, a barreira é aproximadamente
transparente. Isso também é valido para um potencial muito grande, contrastando com o
resultado nao relativistico no qual a transmissao decai exponencialmente com o aumento
do potencial. Esse resultado esta intimamente ligado ao fato de que na equacao de Dirac
estados com energias positivas (elétrons) e negativas (pdsitrons) sao descritos por difer-
entes componentes do mesmo spinor. Entao, ao penetrar em uma barreira de potencial é
permitido ao elétron ocupar estados com energias negativas, ou seja, se comportar como

um positron e seguir no mesmo sentido de propagacao.

O que foi descrito acima esta no ambito da eletrodinamica quantica, e pode ser testado
em termos de um experimento de matéria condensada usando barreiras eletrostaticas em
uma folha de grafeno [19, 20|, e pelo que foi dito anteriormente sobre o comportamento
do elétron em uma folha de grafeno, esse sistema tem todos os ingredientes para se testar
a teoria de Klein. Pode-se mostrar que resolvendo o problema do espalhamento de um
elétron para uma incidéncia normal sobre uma barreira de potencial, a transmissao é

total. Utiliza-se os cédlculos feitos anteriormente das fungoes de onda para defini-las nas
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trés regioes de interesse, que pode ser vista na Fig.6, onde uma particula incide na barreira
com um angulo ¢, adentra a regiao do potencial de largura W com angulo 6 e sai com

angulo ¢. Entao as fungoes de onda nas trés regioes sao dadas respectivamente por:

y

—_W— &

/ ] i

q)_g;.>/le___ﬁ_¢

X

Figura 6: Regido de espalhamento. A particula vem de menos infinito (regido I) se
propagando livremente, penetra uma barreira de potencial (regiao II) de largura W e se
propaga livremente para infinito (regiao III) [20].

1 1 . r 1 .
_ i(kezt+kyy) i(—kex+kyy)
r)=—— e + — e )
wl( ) \/§ ( set? ) \/§ ( sei(m=9) )

a 1 T b i(—qgrx
ﬁ][[(?“) = E ( 5’67',0 ) et 1(qu -Hny) ﬁ ( Z(ﬂ— 9 ) 6( qx -‘rk’yy)’

1
Q/JIH< ) ( ) k1x+kyy
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Nas fungoes de onda vy e 17 o primeiro termo do lado direito represente a onda inci-
dente e o segundo termo representa a parte refletida dessa onda, ambas em sua respectivas
regioes. Para ;7 nao ha onda refletida, pois a onda incidente se propaga para o infinito.

Utilizando a continuidade das fungoes de onda, temos que:

e Emxz =0, ¢y =1

s ! R Y (1.12)
r =a .
set® —se i s e —g e

e Ema=W, ¢ =1vr

1 ) 1 ) 1 )
a o =W 4 p . e =W — ¢ . etk=W (1.13)
s et? —se set?

Substituindo (1.12) em (1.13) isolando o termo do coeficiente a, obtém-se:

1 . 1 . 1 1 .
N I | €W — 2ibsin(q W) L=t i
set® —se”i® —se se®

a qual divide-se em duas equagoes, dadas por:

tetkaW — gia=W  1.oie=W _ 9:p sin(qu), (1.14)

ste@ethsW — geiteitsW _ 5071061 W 1 94 ibe? sin(q, W). (1.15)

Substituindo (1.14) em (1.15), isolando o termo em r e fazendo-se as devidas manipulagoes

algébricas, obtém-se:
25 cos(¢) (te=W — =Wy = _2ibsin(q,W)(s' e ™ — se™%) (1.16)

A Eq.(1.13) serd utilizada para achar o coeficiente b e pode ser dividida em

tethsW — qeiteW o po=ikaW (1.17)

o S S
stel?etW = 'qelei =W — 5'pe ek W (1.18)

Isolando o coeficiente a nas Eq’s (1.17) e (1.18) e dividindo-as, tem-se:

t(s'ew — sei?)eiheW

b= .
25" cos(f)eta=W

(1.19)
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Substituindo (1.19) em (1.16) e fazendo as devidas manipulagdes, obtém-se

<eisz B eiqu> _isin(g,W)(1 — s cos(f — ¢))

t 55" cos(¢) cos(f)e—iaW e—ikaW

O coeficiente de transmisao ¢ pode ser escrito da seguinte forma, de modo a deixar evidente

a fase e!@=+k)W Entao ¢t é dado por:

ss cos(¢) cos(f)elds+ha)W

t(p) = — ) 1.20
() ei=W [s5" cos(q, W) cos(¢) cos(#) — isin(g,W)(1 — ss’ sin(6) sin(¢))] (1.20)
Para k, =0, ¢, = (Vo — E)/hvp, a fase se torna
eilas kW _ (T (1.21)
O interesse é obter a probabilidade de transmissao T'(¢) = tt*, dado por:
2 2
T(¢) = S (Cb.) - (6) — . . (1.22)
(cos(g W) cos(¢) cos(0))? + sin”(q, W )(1 — ss’ sin(0) sin(¢))?
Considerando-se uma incidéncia normal, ou seja, na qual ¢ = 0 e § = 0, obtém-se:
T(0) =1. (1.23)

Entao mostra-se que esse sistema esta em concordancia com a teoria de Klein para uma

incidéncia normal a barreira.
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2 MODELO TEORICO

2.1 O método split-operator

A evolugao temporal de pacotes de onda é uma ferramenta 1til no estudo de pro-
priedades eletronicas e de transportes em sistemas de baixa dimensionalidade. Investigar
a propagacao desses pacotes de onda em um dado sistema, permite-nos obter informacoes
sobre o seu espectro de energia e a sua densidade de estados. A propagacao de pacotes
de onda tem sido investigado recentemente em monocamadas de grafeno, nesse caso, o
método split-operator terd como objetivo resolver a equacao de Dirac dependente do

tempo
L OU(rt)

hi
N0

onde Hp é o Hamiltoniano de Dirac e ¥ nao ¢é tratado simplesmente como uma funcao

= HpV(7,t), (2.1)

de onda , mas como um spinor. A equacao (2.1) tem como solugao para um intervalo de
tempo At
. i ft+At Hndt .
U(rt+ At) = e nJe PEW(F, t), (2.2)

o operador definido pela exponencial na Eq.(2.2) é identificado como o operador de

evolugao temporal, onde Hp é responsavel por gerar ”translacao”no tempo.

O método split-operator consiste em separar a exponencial do Hamiltoniano em duas
partes, uma delas dependendo apenas do potencial a outro apenas do termo cinético.
Sejam A e B operadores, a exponencial da soma exp(A + B) pode ser separada de forma
exata como a multiplicacao das exponenciais exp(A)exp(B) apenas quando os operadores
comutam. Mas nem sempre essa propriedade é valida, por exemplo a exponencial do
Hamiltoniano H = T + V presente no operador de evolucao temporal nao pode ser

separada dessa forma, pois T e V nao comutam. De forma aproximada, pode-se escrever

i [t+At i [t+At ; i [t+At
e_ﬁft Hdt _ e—ﬁj; thef%TAte—ﬁft Vdt + O(At3), (23)

onde O(At®) pode ser desprezado, pois considera-se At muito pequeno. Entdo a fungio
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de onda em um tempo posterior é escrita da seguinte forma
i rttAt ; i [tTAt
(Pt + At) = e ol Vi TAt =3 [, Vit (2 4,
Discretiza-se o tempo, o potencial e a funcao de onda. Dessa forma, como as exponenciais
do potencial nao envolvem derivadas, pode-se simplesmente multiplica-las pela funcao de
onda, e tem-se

. ptEAL
g=erl T iy,

(2.4)

Deve-se tomar cuidado ao multiplicar a exponencial do termo cinético a (2.4), pois estando
no espago real o termo cinético envolve derivadas. A melhor maneira de solucionar esse
problema ¢ aplicar uma transformada de Fourier a &;, e levando-se em conta que no espago
reciproco o termo cinético envolve ntimeros, assim a exponencial do termo cinético pode
ser simplesmente multiplicada a ;. Com esse resultado em maos, basta aplicar uma
transformada de Fourier inversa e depois multiplicar pelo iltimo termo exponencial, que
envolve o potencial, obtendo assim a fun¢ao de onda em um tempo t + At. Dessa forma

obtém-se a dinamica do sistema.

2.2 Hamiltoniano que envolve spin

Nesta se¢ao sera considerado um Hamiltoniano que pode ser escrito em termos das

matrizes de Pauli, tal que sua forma seja

[1]y

H=% .5 (2.5)

A exponencial de H pode ser escrita da seguinte forma:

exp —ZHAt] = exp

- —;Até . 5} = exp [—zg : 5} , (2.6)

expandindo-a em série de Taylor

eap[-i§ . 5] = i (SRR M o D I

|
n. n=0

& (—)(S . g)
(2n)! _Z,;O 2n+1)

e usando as propriedades das matrizes de Pauli o,0; = I e [0;,0;] = 0, obtém-se

(S .3 =8I (S .3 =523 . &),
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entao a exponencial pode ser escrita como

& = > (=1)n82 (S . &) & (—1)ns2n !

O primeiro termo do lado direito da Eq.(2.7) nada mais é que a expansao da fungio

cos(.S), e o segundo termo da fungao sin(5), entao

i(S . 7)

exp [—zg : 6} = I cos(S) — sin(9),

eap[-i(S . #)] = cos($) ((1) 2) —““;,(S) ( sxisy Sx__si5y> @28

Note que esta forma matricial é uma representacao exata do operador de evolugao tem-
poral, pois nao houve nehuma aproximacao para chegar nesse resultado. Para um Hamil-
toniano do tipo de Dirac para o grafeno H = hwp(k . &) nas equacdes (2.5) e (2.6) resulta
em = = FwFE e S = vFAtlZ. Neste trabalho resolveu-se o problema de um pacote de onda

se propagando em uma dimensao, o que leva

—

S = vpAt(k,,0,0) = = hvp(ky, 0,0), (2.9)

tal que a equagao (2.8) se torna

exp[—é(Sxax)]:( cos(Sy) —isin(Sx)) :( cos(vpAtk,) —isin(vFAth)) |

—isin(S;)  cos(S:) —isin(vpAtk,)  cos(vpAtk,)
(2.10)

A Eq.(2.10) esta relacionada com a exponencial do termo cinético da Eq.(2.3). Quando
se tem em maos a func¢ao de onda (2.4) no espago reciproco, o préximo passo é uma mera

multiplicagao matricial com (2.10).
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3 RESULTADOS

Inicialmente, considerou-se um pacote de onda Gaussiano se propagando em uma
dimensao com largura d, =100A e energia inicial de E; =100meV descrito pela funcéo

A (x —x9)* .
U(x,0) =N ( 5 ) erp l_d% + ikox (3.1)

onde N é o fator de normalizacao, kg = Ey/hvr o vetor de onda inicial, A e B a contribuigao
das sub-redes, sujeito a uma barreira de potencial com altura V' =200meV e largura
W = 300A localizada em 0 < z < 300A. Com estes parametros, iniciando a evolucio
temporal em z, = —300A, o pacote de onda entra na regido da barreira em t~30fs e
deixa essa regiao cerca de ta40fs depois. Na Fig.7(a), que mostra em curvas de nivel o
modulo quadrado da fungao de onda no espaco reciproco como func¢ao do tempo, mostra-
se que dentro da barreira é mais provéavel que o pacote de onda tenha k < 0, ja na Fig.7(b)
mostra-se a parte real da funcao de onda ao longo do tempo, observa-se que a velocidade
de fase é negativa dentro da barreira, pois a inclinagdo no grafico é negativa (velocidade
¢ dada pela inclinagdo em um gréfico de posigao pelo tempo), sugerindo que o elétron
se comporta como um buraco nessa regiao. Ao sair da barreira porém, a velocidade
de fase volta a ser positiva e o pacote de onda adquire uma fase, que pode ser vista
na Fig.7(b) a partir de x> 300A, e que néo tem relevancia na dindmica do pacote de
onda. Supreendentemente, para o potencial dependente do tempo que foi considerado
neste trabalho, a fase adquirida apods sair da barreira desempenha um papel importante

na dinamica do pacote de onda, que sera explicado posteriormente em mais detalhes.

Na Fig.8(a), estd ilustrado a evolucao temporal da densidade de probabilidade, onde
¢ visto um aumento linear da posi¢ao do pico em x no tempo, o qual indica velocidade
constante, como esperado. Verificou-se entao que o pico passa pela regiao 0< = <300A
em 30fs< ¢t <70fs, como discutido anteriormente. Dentro dessa regiao, a energia cinética
passa a ser negativa, como mostra a Fig.8(b), o que explica a velocidade de fase negativa

observada na Fig.7(b). Note que nao hd motivo para a energia total do sistema E=100meV
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Figura 7: Curvas de nivel da (a) densidade de probabilidade no espago reciproco como
funcao do tempo, e (b) da parte real da funcao de onda como fungao do tempo.
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Figura 8: (a) Densidade de probabilidade no espago real como fun¢ao do tempo. (b)
Energia cinética média do pacote de onda como funcao do tempo.

mudar nesse caso, entdo E= hw > 0 e a velocidade de fase se torna v, = w/k < 0, pois

k <0 na barreira (ver Fig.7(a)).
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Figura 9: Uma particula se propagando em uma dimensao, sujeita a uma barreira de
potencial que varia linearmente com o tempo. As linhas azul e verde ilustram a energia
cinética final do elétron ao sair da barreira, para a > 0 e o < 0 respectivamente.

Agora, considera-se novamente um pacote de onda Gaussiano que representa um
elétron de baixa energia se propagando em uma dimensao, com os mesmos valores ante-
riores, exceto que W = 200A localizada em 0 < 2 < 200A e a altura da barreira varia no
tempo como V (t) = at, em que « é a taxa de varia¢ao da altura da barreira, como mostra
a Fig.9. Funcgoes de onda podem ser escritas como uma combinacao linear de autofuncoes
de um observavel, e atrela-se a essa funcao de onda a parte temporal, de forma que

[e.9]

U(z,t) = > ephpe ErtM, (3.2)

n=1

A partir da Eq.(1.21) é visto que, apds sofrer o tunelamento de Klein através de uma
barreira, o pacote de onda adquire uma fase, que neste trabalho é dada por ¢ = aWt/hvp.
Entao, pode-se escrever a funcao de onda da seguinte forma

U(z,t) = U(x,t)e eWt/hor JU(z,t) = Y cptppe EntaWion)t/h, (3.3)

n=1
Isso ilustra que a fase adquirida é equivalente a um fator de energia extra, sugerindo que o
elétron adquire uma energia extra ao deixar o barreira. A Fig.10 mostra o valor esperado
da energia cinética como fungao do tempo para (a) a largura da barreira fixa e muitos
valores de « e para (b) « fixo e muitos valores de W. A energia cinética final do pacote
de onda é alterada para o # 0. Para o > 0 (o < 0) a energia é afetada de tal forma que
o elétron tem um acréscimo (decréscimo) de energia cinética ao sair da barreira, como
mostra a Fig.10(a) e considerando um « > 0 fixo, o ganho de energia cinética é maior a
medida que a largura aumenta, Fig.10(b). Apds deixar a barreira, o pacote de onda passa
a ter energia cinética constante, pois esse pacote de onda deixa de sofrer influéncia da
barreira e a fungao de onda é zero dentro da barreira. A Fig.11 mostra a energia cinética
final do pacote de onda como fungao da (a) largura da barreira e da (b) taxa de variacao da

altura da barreira, em que cada linha indica uma determinada largura da barreira. Ambas
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as figuras mostram a dependéncia linear da energia cinética final do pacote de onda, como
fungao de a e W. A Fig.11(b) mostra a concordancia do resultado numérico (linhas) com
o resultado analitico (simbolos). No resultado analitico a energia final é dada pela energia
inicial mais a energia extra £ = aWW/hvp. A Fig.12, que é a densidade de probabilidade
como funcao do tempo e do vetor de onda, ajuda a reforcar o que foi dito anteriormente
da Fig.10(a), pois a energia est4 relacionada com o vetor de onda, onde (a) representa um
decréscimo de energia para & = —7meV e (b) representa um acréscimo de energia para
a = TmeV. Pelo que foi discutido anteriormente, para certos valores de o < 0 a energia
final do elétron se torna negativa, sugerindo que o elétron se comporta como um buraco
mesmo depois de sair da barreira. Espera-se que para estados de buraco a velocidade de
fase seja negativa. A Fig.13 mostra a parte real da fungao de onda como funcao do tempo
e da posicao para (a) & = —7TmeV e (b) a = TmeV. Na Fig.13(a) a velocidade de fase do
pacote de onda ao sair da barreira, por volta de t &~ 60 fs, é positiva. Como F < 0e k <0
para a = —7meV ao sair da barreira, entdo v, = E/hk > 0, que estd em concordancia
com a Fig.13(a). Sabe-se que o nimero de picos é proporcional ao vetor de onda k, da
Fig.12(b) o valor de k aumenta ao sair da barreira, o que leva o aumento do ntimero de

picos, que esté de acordo com a Fig.13(b).

300

= g = TmeV/fs ‘
250} ==0=5meV/fs P [ = W=2004 ]
= OmeV/fs / I — — W=150A — —
200f =g = -5mevis //’ 1 [ ==w=100A A
150} =0 ="-TmeV/fs " 1 | =w=50] [ ——

80 100

t(fs) t(fs)

Figura 10: Valor esperado da energia cinética em func¢ao do tempo. (a) Para a largura
da barreira fixa, W = 200A. (b) Para a taxa de variacdo da altura da barreira fixa,
a = TmeV /fs
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— aZSme\}/fS
== g=3meV/fs
| = o=-3meV/fs

W) a(meV/fs)

Figura 11: Valor esperado da energia cinética final do pacote de onda: (a) Como fungao
da largura da barreira. (b) Como fungao da taxa de varia¢ao da altura da barreira para W
fixo em cada reta. Os simbolos representam o resultado analitico e as linhas representam
o resultado numérico.
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Figura 12: Densidade de probabilidade no espago reciproco (a) para o = —7meV /fs (b)
para o = —7TmeV /fs
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Figura 13: Parte real da fun¢ao de onda como fungao do tempo. (a) « = —7TmeV/fs. (b)

a = TmeV/fs.
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Os resultados mostram que a partir de certo valor de a < 0 o elétron perde energia
o suficiente para ficar com energia negativa, se comportando como buraco. Em estado
solido, um buraco sob o efeito de um campo magnético se comporta como se fosse uma
particula de carga positiva. Entao, para atestar a validade do comportamento desse pacote
de onda como buraco ao sair da barreira, pode-se aplicar um campo magnético, que devido

a forca de Lorentz, devera defletir o pacote em sentido oposto ao de um elétron.
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4 CONCLUSAO

Os resultados mostram que para essa forma especifica do potencial, a fase adquirida
pelo pacote de onda é responsdvel por uma energia extra da forma E = aWW/vp. Para
um valor fixo de W, o elétron tunelado ganha(perde) energia para o > 0(«v < 0) e para
a fixo, o ganho de energia se torna maior a medida que W aumanta. Verificou-se a
consisténcia do resultado analitico com o numérico da energia final do elétron, que tem
dependéncia linear com a e W. Mostrou-se que ha a possibilidade de ter um estado de
buraco mesmo fora da barreira no problema do espalhamento de um elétron, a partir
de certos valores de a@ < 0. Mesmo quando o elétron perde energia suficiente para se
comportar como um buraco ao sair da barreira, a velocidade de fase do pacote de onda se
mantém positiva. De fato, resultados preliminares feitos para um pacote de onda circular
em um sistema bidimensional sugere que o elétron realmente ocupa um estado de buraco
ao sair da barreira para & = —7meV /fs, pois quando submetido a um campo magnético, o
pacote tunelado é defletido em sentido contrario ao de um elétron (lembre-se que o buraco
possui carga positiva). Estes resultados para o caso bidimensional porém, sdo deixados

para melhor detalhamento em trabalhos futuros.
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5 APENDICE

5.1 Equacao de Dirac

Como foi visto nos capitulos anteriores, a equagao de Dirac aparece como uma aprox-
imacao para elétrons de baixa energia no grafeno, que se comportam como particulas
relativisticas sem massa e possui graus de liberdades associadas as sub-redes A e B, que
desempenham um papel andlogo ao spin. Torna-se interessante fazer aqui uma discussao

mais geral sobre essa equacao.

5.1.1 Como obter a equacao de Dirac

Em mecanica quantica relativistica, a equacao de Dirac descreve particulas elementares

que carregam spin—%, como o elétron. Essa equacao ainda introduz o conceito de an-
tiparticula, verificado experimentalmente por Carl David Anderson e Victor Franz Hess
em 1932, levando a descoberta do positron. Mostra-se que o spin surge naturalmente
dessa equacao, ao invés de postular sua existéncia, como ¢ feito na mecanica quantica
nao relativistica. A estratégia bésica para obter a equacao de Dirac é ultilizar a relagao
energia-momento

P'p,—mPc® =0 (5.1)

onde p* = (E/c,ps, py,p2) € 0 quadrivetor energia-momento, e levando-se em conta as

seguintes relagoes:

_ 0
Pp — zh@u, 8M = @ (52)
10 0 0 0
d=w MTa 2Ty 2T 53)

Considerando-se que a Eq.(5.1) possa ser fatorada da seguinte forma:

P'pu —m*? = (\po + me)(v’ps — me), (5.4)
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onde \* e 77 sdo coeficientes a serem determinados, de modo que

(A*pa +me)(77ps —me) = X*pay’ps — me(AX*pa —7ps) —m?c?

— )\ayﬁpapﬁ — me(AY — YY)pa — m2c?.

Procura-se uma equagao que nao seja linear em p,, tal que tenha a forma de (5.1), entao

ela deve ser satisfeita para A\* = v e pp, = Yy’ paps, tal que
P°)? = @) = @) = @) = (") + (V)P + (7)) + (P (%)
+(7 1) popr + (7 + 77 )pop

*yNpip2

+(729° + v )pops + (V' + v
+(V Y+ V3 pis + (VY + 132 paps.

A principio pode-se fazer 7° = 1 e 4! = 42 = 43 = i, pois os quatros primeiros termos
do lado direito se tornam os do lado esquerdo, mas os termos cruzados nao desaparecem,
dessa forma a igualdade nao é véalida. Dirac propos que os v’s nao fossem nimeros, mas

matrizes que satisfacam as seguintes relacoes
(")?=1 (")P=0*=0"=-1,
YA + Ay =0, para pu# v.
De forma compacta,
{77} = 29",

onde o bracket denota uma relacao de anticomutacgao e g"” é a métrica de Minkowski. Para
obter a equagao de Dirac, toma-se um dos termos do lado direito de (5.4) que satisfaga
(5.1), tal que

Ypu —me =0 (5.5)

usando-se (5.2) e aplicando o resultado em uma spinor v, obtém-se a equagao de Dirac:
ihy"*0,1) — mep = 0, (5.6)

onde =0, 1, 2, 3. Também pode ser escrita como:

L (B0 3 0 B
[zh(cat +;%8xi> —mcl] Y =0,
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onde 7* = B e 4 = Ba;. Ao usar a relacdo energia-momento para achar a equacao de
Dirac, cada componente da solucao dessa equacao deve satisfazer a equacao de Klein-

Gordon, dada por:

1 9%y 5 me\?
_ = (== _ 5.8
2op TV (h>¢ (5:8)
Da equagao de Dirac (5.7) toma-se sua devivada segunda em relagdo ao tempo, que é
dada por:
0% 3L oo+ oy 0% 3 oY
_ _ e iQ i% 9V e i N2Y 224
o = RS MR S () P

comparando-a a (5.8), as matrizes a; e 5 devem satisfazer as relagoes (5.9) para que as

componentes do spinor ¥ sejam solugoes da equagao de Klein-Gordon

CYZ'Oéj + O[jO{i = 25@'17
azﬁ + Bai - 07
af =32 =1. (5.9)

A menor ordem das matrizes «; e  na qual as relacgoes (5.9) sejam satisfeitas é se elas

forem de ordem 4. Essas matrizes sao dadas por:

(25) =04
Q; = ﬁ: )

onde o; (i=1, 2, 3) sdo as matrizes de Pauli e 1 a matriz identidade. De forma explicita

as matrizes de Dirac sao:

10 0 O 0001
01 0 O 0010
00 -1 0 0100
00 0 -1 1000
0 0 0 — 0 0 1 O
0 0 2 O 0 0 —1
Qg = , Q3 = (511)
0 — 0 0 1 0 O
¢t 0 0 0 0 -1 0 O
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entao o spinor de Dirac é

1
| Y| (5.12)

V3

(N
Préximo passo é construir uma densidade de corrente que satisfaca a equacao de con-
tinuidade, de modo que se possa esperar uma lei de conservagao. Usando a Eq.(5.7) e

multiplicando o seu lado esquerdo por T

10
ihapT = a:’f —ih Z z/ﬁal—w + met B, (5.13)
e tomando
19yf i gt
—ih e hz Lo+ mey! B, (5.14)
onde 041 = o, e BT = . Subtraindo-as, obtém-se:
2 @h) = 3 vt 519
= 831:'Z ’ '
que tem a forma da equacao da continuidade
ap
= 1
a5 +V.j=0, (5.16)
onde A
p=vl =30, j=clay. (5.17)
i=1

De (5.16) a lei de conservagao segue imediatamente

/// W@/}dv_ ///VJ //J s =0, (5.18)

///V,odV:Cbnstcmte, (5.19)

onde V é um certo volume, no qual esta contida uma densidade de corrente volumétrica,

de modo que na superficie nao ha corrente. Desde de que p é positivo por definigao
devido lei de conservagao (5.16), p para a equagao de Dirac pode ser interpretado como
uma densidade de probabilidade, contrastando com a densidade de probabilidade obtida
da equacao de Klein-Gordon, que em um tempo ¢ ambos ¥ e 9¢/Jt devem ter valores
arbitrarios, de modo que ha a possibilidade da densidade ser negativa, contrariando a

definicao.

A equagao de Dirac deve ser invariante com respeito a transformacao de Lorentz, ou
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. A~ . / / . ~
seja, para um v no referéncial A e um ¢y em A, ambas devem satisfazer a equacao de

Dirac, que tem a mesma forma nos dois sistemas. Para mais detalhes veja [20] [21] [22].

5.1.2 Solugao para equacao de Dirac

Considera-se solucoes para a equacao de Dirac do tipo onda plana
U(r,t) = u(p)e”@WP - T (5.20)

Espera-se encontrar um spinor u(p) tal que v satisfaga a equagao de Dirac (5.6), entao

R
O = — 7 Duc @/mp - T

de modo que

Ypuu —meu = 0, (5.21)

que nada mais é que a equagao de Dirac no espaco dos momentos. Seja

Y _ E/c —-p.o
YV Pu=7Po—7 - -P=

p.oc —Ejc
tal que
wp—mc)u:((’f—mff) .o )() uz(“)
] E )
p.o (=% —mc) Uup up
(%—mc)uA—p . oup (0
p.ous+ (=2 —mc)up 0
c c
Up = m(p . O')U,B, up = m(p . O')U,A. (522)

Considera-se uma solu¢ao na qual ugq = ( 0 ) , € usando-a para obter up na equagao do

lado direito de (5.22), obtém-se

un Pz Pz —ipy 1y e -
B — &=, o - 7 ., 5 )
E+me \ p,+ip, —p. 0) E+me\ p,+ip,
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de modo que

1

0
u==_C o : (5.23)
E+7TZLC2
c(ps ‘pr)
E+mc?

1

Un — C 2 Pz — ipy 0 _ C Pz + ipy
T E+me petip,  —p- 1 E +mc? —p, ’

de modo que

e depois tomando ug = ( ) na mesma equagao do lado direito de (5.22)

0

1
u=c| o | (5.24)
E+mc?
—Cpz
E+mc?

onde C' é uma constante de normalizacao. Ambas as solugoes sao validas para E =

Vm2ct + p2c?, caso contrario quando p — 0 as solucdes nao seriam definidas.

Fazendo as mesmas consideragoes anteriores para ug na equacao do lado esquerdo de

(5.22), obtém-se

Ua = c Y& Pz — ipy 1 . C P
A= ——— [ —
E— mCQ Dz + Z.py —Pz 0 B — mc2 Dz + ipy

CPz
E—mc?

C(pz+ipg)
u=C ETC : (5.25)

0

Lo p: Pa—ipy 0y ¢ P+ iy
A= ——— -
B m02 Dz + z.py —Pz 1 B — mc2 —Pz

c(pz—ipy)
E—mc?

—CPz
u=_C E—ng : (5.26)

1
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Essas solucoes sé sao validas para E = —y/m?c* + p?c?, pelo mesmo argumento usado
anteriormente. A constante de normalizacao é dada por

E+m
2m

vu=1= C =

(5.27)

As solugbes para a energia positiva (5.23) e (5.24) representam elétrons com spin up e
spin down respectivamente, (5.25) e (5.26) representam solugoes para pésitrons com spin

up e spin down respectivamente.
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