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Resumo

Os nanotubos de carbono séo estruturas nas quais o carlbyame dadeias hexagonais,
gue, por sua vez, se moldam de modo a gerar uma superficidriih com um diametro da
ordem de nanémetros e comprimentos de varios micrometrano@ssas estruturas tém um
comprimento muito maior que seu diametro, podem ser tratedmo sistemas, praticamente,
unidimensionais.

Devido a sua estrutura Unica, os hanotubos de carbono s&atesais mais duros e fortes
da natureza. Eles possuem a caracteristica de serem neiitenées a tensdes e torgdes im-
postas sobre eles. Além disso, uma de suas caracteristiéagnteressantes é fato de muitas
das suas propriedades mecanicas estarem relacionadasa®prapriedades eletronicas, que,
por sua vez, estdo intimamente atreladas as caractesistauturais do material. Por esses
motivos, tais materiais tém sido considerados promissareaplicacées como nanoatuadores.

Devido a essa relacdo entre a estrutura dos nanotubos erspaggades, € interessante
gue se estude as possiveis simetrias desses materiais eelagj@earretam. Portanto, se faz
necessario a utilizacdo de uma teoria matematica muitoeoitdn a Teoria de Grupos, ja que,
se um dado sistema possui algum tipo de simetria, sabe-sel@pede ser associado a uma
entidade matematica chamada de grupo e as propriedadgemaldas com sua simetria podem
ser analisadas muito mais facilmente através dessa teoria.

Nesse trabalho, portanto, se estudara as propriedadeseteididos nanotubos de carbono,
gue sao aquelas propriedades intimamente relacionadaascsimetrias dessas estruturas. Para
isso, uma breve explicacdo sobre esses materiais serddesado-se nas possiveis simetrias
gue eles podem ter. Além disso, far-se-a um resumo tedrtethdelo sobre a teoria de grupos,
focando-se em sua aplicacdo na resolugéo de problemassfisic



Abstract

Carbon nanotubes are structures in which carbon form hexhgbains, which, in turn,
are shaped so as to generate a cylindrical surface with aetéanm the order of nanometers
and lengths of several micrometers. As these structures &adgngth much greater than its
diameter, they can be treated as 1D systems.

Due to its unique structure, carbon nanotubes are the #isbragnd hardest materials in
nature. They have the characteristic of being very redistatension and torsion imposed on
them. In addition, one of its most interesting featuresas thany of their mechanical properties
are related to their electronic properties, which, in tame, closely linked to the structural char-
acteristics of the material. For these reasons, these ialathave been considered promising
for applications as nanoactuators.

Because of this relationship between the structure and typepies of the nanotubes, it is
interesting to study the possible symmetries of these madgend what they entail. Therefore,
it is necessary to use a well-known mathematical theorygtoep theory, since it is known
that, if a given system has some kind of symmetry, it can becisted with a mathematical
entity called a group and their properties related to itsragtny can be analyzed much more
easily through this theory.

In this work, therefore, the symmetry properties of carbanatubes will be studied, that
are the properties closely related to the symmetries oéthgactures. For this, a brief explana-
tion of these materials will be made, focusing on the posssgimmetries that they may have.
In addition, a detailed theoretical overview on the grougotly will be done, focusing on its
application in solving physical problems.
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1 Introducéao

O interesse no estudo de nanomateriais carbonosos versmdestde forma extraordinaria
devido as suas aplicagbes em diversas areas, tanto ceshtifianto tecnoldgicas. De fato, a
nanotecnologia vem trazendo uma infinidade de novas pldaites, como a da criacdo de
dispositivos ainda mais rapidos e com maior capacidadenda@z@namento de informacéo e de
mecanismos de entrega seletiva de medicamento a areasfieapedo corpo, o que diminui
consideravelmente possiveis efeitos colaterais.

Dentre esses materiais, se destacam os nanotubos de ¢gajhenoomo o proprio nome
ja sugere, sao estruturas cilindricas formadas exclusmtempor atomos de carbono e que
possuem um diametro é da ordem nandmetros e um comprimenfuode variar entre alguns
micrémetros e alguns centimetros, sendo classificados cmaberiais quase-unidimensionais
devido a sua grande razdo comprimento-diametro. Eles @asalgumas caracteristicas bem
interessantes, sendo, por exemplo, 0s materiais mais fortgidos ja descobertos em termos de
resisténcia & tragcéo e médulo de elasticidélde possuindo uma enorme dureza, de forma que
alguns suportam pressoes de até 24GPa sem sofrerem nergfomaetta6’. Eles também s&o
bem instigantes no que diz respeito a suas propriedadéesadefa que elas estdo intimamente
relacionadas com sua estrutura, podendo eles serem tatétiicorequanto semicondutore¥.

Os nanotubos de carbono foram observados pela primeiranve®81 por lijim&™" e, a
partir de entdo, vém sendo estudados com grande interesg#icd e tecnoldgico devido as
suas propriedades fisicas bem peculiares, como as citatEsoemente, e sua forte relacdo
com a estrutura unidimensional do material. De fato, muatidigos cientificos e trabalhos
académicos tém sido produzidos sobre esse assunto, conidamganove et al*?, que deter-
minaram todas as possiveis simetrias desses materiaig®mgsal a relacdo com a atividade
6tica deles, os de Samsonittze Barroset al!®, que estudaram a relacéo entre as simetrias do
material com suas propriedades eletrnicas, 6ticas ecuilmais.

Todo esse interesse, portanto, se da pelo fato de que osubhasate carbono possuem
uma estrutura bem especial e as suas propriedades saodortetiependentes dela, ou seja, de
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como os atomos de carbono se arranjam para formar a estoilfncaica dos mesmos. Nos
nanotubos, sabe-se que esse arranjo ocorre de forma rdguiaando, assim, uma estrutura
cristalina que pode ser compreendida em termos de uma fellimadeno enroladd. Essa
estrututra regular simétrica € a base de vérias das praplesdlesses materiais, sendo assim
possivel utilizar conceitos de simetria para compreendentgportamento dos nanotubos. Para
se estudar, entdo, as propriedades que podem ser ideriHfiapdnas analisando-se a simetria
dos materiais, utiliza-se uma teoria matematica amplan@otihecida, exatamente, pelo fato
de ela tornar a analise da simetria, matematicamente,stent# e elegante, que é a chamada
Teoria de Grupos

Esse trabalho, portanto, tem como objetivo estudar essesnaderiais, buscando-se, ba-
sicamente, aquelas propriedades intimamente relacisrwamha as simetrias dessas estruturas.
Paraisso, entdo, utilizar-se-a a teoria de grupos e um pedrico dessa bela teoria matematica
sera feito, seguindo-se a seguinte sequéncia. Primeitarsndefinira o que sdo os nanotu-
bos de carbono e se fara uma revisdo das caracteristicagiegs mais importantes desses
materiais com respeito a sua rede real e a sua rede reciplatdy énfase, logicamente, as
possiveis simetrias que eles possuem. Logo apds, umagiEsdetalhada sobre a teoria de
grupos sera realizada, atentando-se para algumas nuaaisdfemais dela e se enfatizando na
sua aplicacdo para problemas fisicos com possuem algumdipionetria. Por fim, se utilizara
de toda essa bagagem adquirida para se verificar algumasogeiegades dessas estruturas,
determinando-se as possiveis formas para suas zonas driiBril verificando-se que exis-
tem na verdade duas maneiras distintas de se estudar essaga&scom respeito a teoria de
grupos, uma utilizando-se os chamados grupos espaciatsseabtavés dos grupos lineares.
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2 Nanotubos de Carbono: Definicdo e
Caracteristicas Basicas

2.1 Definicao

Os nanotubos de carbono s&o estruturas compostas por earbom hibridizacdo gp
Nesse material, os carbonos sao arranjados em cadeiaohaiade tal modo que formam
uma estrutura cilindrica cujo didmetro é da ordem de um natréne o comprimento € da

ordem de alguns micrometros.

Como seu comprimento € muito grande em relacdo ao diametnanmgubos sao consid-
erados como materiais quase-unidimensionais. Além dedee,possuem um interior vazio,
podendo ser classificados de acordo com o nimero de supsikindricas concénctricas que
possuem. Desse modo, aqueles que possuem somente umegup@of chamados de nanotu-
bos de parede simples ou SWCN (do ingBsgle Wall Carbon Nanotubeos que possuem
duas superficies sdo denominados de nanotubos de parddedUpWCN (do ingléDouble
Wall Carbon Nanotubee aqueles em que ha mais de duas superficies sdo conheaidos ¢
nanotubos de parede mdultipla ou MWCN (do ingldglti Wall Carbon Nanotube Na figura
2.2 mostra-se um exemplo de SWCN e de DWCN.

E importante notar que, devido a sua estrutura Unica, ostutao® de carbonos exibem
propriedades fisicas, quimicas e até bioldgicas bastacteiuns, e essas propriedades indicam
gue os nanotubos podem ter uma grande quantidade de apb¢cagimo em fios elétricos,
dispositivos semicondutores, filtros e sensores para gases#adores mecanicos, fibras que

Figura 2.1: llustracdo da Estrutura de um nanotubo de Cafbono
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Figura 2.2: a) Nanotubo de Carbono de Parede Simples; b) damade Carbono de Parede
Dupla

Figura 2.3: llustracdo de um Nanotubo como o Enrolamentantekolha de Grafend

compdem polimeros e refor¢os para estruturas.

2.2 Estrutura dos Nanotubos

Como esse trabalho esta focado na andlise dos nanotuboseatke samples, serdo es-
tudadas com mais profundidade, nessa se¢éo, as caramdsristtruturais desses nanotubos
especificos.

Primeiramente, nota-se que esses materiais podem ses g@t um plano de grafeno
enrolado, formando sua estrutura cilindrica. Isso ndo duer, contudo, que eles sejam pro-
duzidos a partir do enrolamento de uma folha de grafeno edsdato, ndo ocorre. No entanto,
pensando neles dessa forma, se torna mais facil a visud@izag analise de sua estrutura e,
consequentemente, de suas propriedades, ja que elas depdadtomo essa suposta rede de
grafeno se enrola para forma-los. Com esse intuito, entéfesta, a seguir, uma breve expli-
cacao sobre o que € o grafeno.
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Figura 2.4: llustracdo da Rede Real de uma Folha de Grafeno
2.2.1 Folha de Grafeno

Uma folha de Grafeno é, basicamente, uma estrutura bidioreisle carbonos gujo
formato se assemelha ao dos favos de mel, ou seja, uma redgatphos interligados, como
se pode ver na figura 2.4.

Nota-se quey; e a» sdo os vetores de rede dessa folha, ou seja, aqueles quetgdeam
estrutura a partir da célula unitaria representada peiacegverdeada, e que

a; = a( >, (2.1)
(x-3). 22)

em quea = 0,246nmé a constante de rede da folha de grafého

> >

| +
NI NI

L) <

d =

Q

oS NG

Além disso, percebe-se que os eixosy estdo em dire¢des bastante peculiares da rede
de grafeno. Devido a forma da cadeia nessas direcdes, aguglaal o eixax foi definido é
denominada darmchair ou braco de cadeirae denotada por A, enquanto que aquela na qual
o eixoy foi definido é conhecida commgzage denotada por Z. Vale notar que existem outras
direcbes A e Z além daquelas dadas por esses eixos cartesian se observa na figura 2.5.

2.2.2 Geometria dos Nanotubos

Através desse mapeamento de um nanotubo em uma folha degyrafgta-se que ele
corresponde a uma fita cuja largura € o comprimento de suméé@ncia e o comprimento
da fita corresponde ao comprimento do tubo, como se vé na f2g8ura largura dessa fita é,
entdo, representada nesse plano do grafeno por um vetanaemo de vetor quiral e denotado
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Figura 2.5: Folha de Grafeno dividida em Sec6es 30

por Cn, 1. Comoa; e a, séo linearmente independent€s, pode ser escrito em termos deles

e, assim, defini-se que

Ch = na; +may (2.3)

Considerando-se os nanotubos como estruturas infinitarfeetgas, nota-se que o par de
indices(n,m) determina unicamente a geometria deles, sendo, portssadppara se identi-
ficar com qual nanotubo se esta lidando. Além disso, comopastubos, o vetor quiral seria
um "vetor" que o circula, seu "comeco” e "final" tém que estar esicpes equivalentes da
folha de grafeno e isso implica que o garm) s6 pode ser formado por nUmeros inteiros.

O vetor quiral pode ser unicamente identificado também ésrde seu comprimen@, =
mdy, em qued; € o didametro do nanotubo, e pelo seu andlilem relacdo ao eixo em zigzag
mais proximo a ele, como se pode ver na figura 2.5, sendo egaalenominado déngulo

quiral.
Pela figura 2.5, nota-se também que, devido a simetria da fi@lgrafeno, todos os vetores

quirais possiveis podem ser determinados dentro de uma segéo de 30 que se considera
como sendo uma das regides em azul da figura. Essa conswémggica que 06<K m<n
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Zigzag Armchair Quiral Quiral
(5,0) (3,3) (4,2) (4,2)
' ’ ZRIAL ZL/AR

Figura 2.6: llustracdo dos diferentes tipos de NanotubdSatbono. Como se pode ver, nan-
otubos com lateralidades opostas, ainda que muito pag@dssuem estruturas visivelmente
distintast™.

e, além disso, a partir dela, pode-se classificar os SWCN emigjuijjue sdo aqueles em que
0< 6 <3 (0<m< n), e em aquirais, que, por sua vez, sdo denominados de zigrag p
6 =0 (m= 0) e de armchair par@ = 30° (m=n).

No entanto, é importante notar que essa consideracédo s&eotianada ao supor que to-
dos os vetores quirais que ndo pertencam a nenhum dos egzag ziu armchair correspondem
a dois nanotubos com lateralidades distintas, ou seja,siéie eelacionados entre si através de
uma operagéo de inversao espacial, como se vé na figura 2f&toDao observar, novamente, a
figura 2.4, verifica-se que dois nanotubos com lateralidapestas distinguem-se entre si pelo
fato de que, para um, a folha de grafeno é enrolada em umdadieggpara o outro, ela é enro-
lada na dire¢c&o contraria, de modo que o lado visualizadgueaf2.4 fique na parte externa ou
interna do nanotubo. Contudo a maneira mais simples de sggdistessas duas estruturas tao
préximas é identificando quantos eixos zigzag e armchaarsarn hélices dextrdgiras e levo-
giras. Assim, segue duas possibilidades: se dois eixoagigz tornarem hélices dextrogiras,
diz-se que a lateralidade do nanotubo € ZR/AL (do ingi§sag-right/armchair-lejte, se dois
eixos zigzag se tornarem hélices levégiras, diz-se quel@ssalidade é ZL/AR. Vale lembrar
gue essa classificacdo sO é necessaria para nanotubos,dicaie 0s nanotubos aquirais ndo
possuem lateralidadé!

Como ja foi dito, entdo, a partir do pém, m), € possivel se determinar todos os parametros
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nominais da estrutura de um SWCN. Dessa forma, nota-se, pmpéxequed; é dado pof*:

d = %, (2.4)

n

1 —
- 7—_[ Ch.Ch,

1
= I—T\/(na1+ may) . (nag + may),

_ 1/
— n\/n (az.a1) +2nm(az.ap) + NP (az.ay).

Como, pelas equacdes 2.1 e 2.2, sabe-se que

a.a = ap.ay=a’, (2.5)
2
a.ad = E, (2.6)

nota-se que

o = %\/n2+nm+m2 2.7)

De maneira analoga, pode-se determinar o angulo quiral enosedesses parametros.

Assim, pela figura 2.5, tem-se que:

Ch.az = Chlag|cosh,
(nay+may).a; = a>\/n?+nm+nPcoso,
2n+m
cosf = . 2.8
2v/N2 - nm+ e (28)

Como 0< 6 < 30°, encontra-se que:

my/3
6 = arctan( o ) (2.9)

+n

Uma das caracteristicas mais marcantes dessas estrutquees éonsiderando-as como
infinitamente longas, existe uma periodicidade transtati@o longo do seu eixo, ou seja,
transladando esses materiais de determinados valoresgo tte seus eixos, eles mantém
sua aparéncia inalterada. Assim, é interessante encoup@hmenor vetofl do qual se pode
transladar a estrutura de forma que esse fendmeno ocotreetdae todos os seus multiplos
sdo chamados de vetores de translagdo e podem ser encdatrdon em termos da, m).

De fato, comar tem que pertencer ao eixo do nanotubo, ele tem que ser p&plam@Cp no
plano de grafeno, ou seja,Cy, = 0. Fazendo-se, entab,=t1a; +tray, tem-se, pelas equacdes
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Figura 2.7: llustracéo da Célula Unitaria do Nanotubo (4¢Pkano do Grafen8'.
2.3,2.5e2.6,que

(t1a1 +trap) . (nag + may) = 0,
a2 a2
tina? +tm— +tn— +toma =0,

2nt; +mty + nto + 2mb = 0,
2n+m
- t1.
2m-+n

2= (2.10)

Assim, comoT é o menor dentre 0s possiveis vetores de transldagaot, tém que ser 0s
menores inteiros que satisfacam a equacéo 2.10 e, consexesre, encontra-se que

T =t1a1 +thay, (2.11)

2m-+n t— 2n+m
Com os vetore€h e T, pode-se definir, agora, a chamaxula unitaria translacionatie

comt; = edr = mdg2m+n,2n+m).

um SWNT como sendo a parte da estrutura que é delimitada poroelseja, a area, no plano
do grafeno, mostrada na figura 2.7. Vale notar que essa &naanevalor absoluto igual a

2
|Ch><T|:a\/§
dr

(n®+nm+n?) (2.12)

e que ela possui um numekbde hexagonos do plano de grafeno com

N = = — (n®+nm+n? 2.13
|a1><a2] dR( ) ( )

Considerando-se, agora, um vetor qualdygr= pa; +gap, comp € Z e g € Z, nota-se
tpq €, também, uma operagéo de simetria dos nanotubos e que rel@ éombinacédo de uma
rotacdo e uma translagéo pura, ja que possui uma comporgediegao d€ e deT. De fato,
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pelas equacdes 2.3 e 2.11, nota-se que:

o m

2 _Cch-—
nto —mty nt, —my
t n

1t -
my — nty my — nty
thg = par+ga

to — gt —pm—+gn
P2 Q1Ch pm+q T
nt, —mty nt, —my

Além disso, pela equacao 2.13, tem-se que

_ A@nrm)  (2m4n) (2n+m) p+(2m+n)q (2n+m) p+(2m+-n)q
ptz - qtl _ p dr q dr _ dr _ dr
nb —my _n(2n+m) _ n.,(2m+n) 2 (n2 +nm+ I’T]2) N
dr Uodr dr

—pm+qn _ —pm+qn

ntb —my N

(2n+m)p+ (2m+n)q
dr

Assim, fazendo-sej = eV = pm- qn, encontra-se que:

u %
tog = tuy = (—) C (—)T 2.14
pq = tuv N h+ N ( )
Logo, comoC;, = 2, comr; sendo o raio do nanotubo, nota-se queé a combinacéo
2urt . VT
de uma rotacao d¢ = N rad em torno do eixo do nanotubo com uma translac;aﬁdao
longo desse eixo.

Dentre esses vetorgg, dois de particular importancia séo aqueles denotados p&t na
figura 2.7. Como se percebe, a caracteristica especial dplEeZéossui a menor componente
na direcao dd, enquantdR tem a menor componente na direcaddje Assim, define-se que

Z = pay+vay,

(2.15)
R = éa+nap.

Para se determinar, entdo, as condicOes para esses vitores, primeiramente, que:

Ch.R Ch|R|cosB
= = |R|cosf
C C R

Ch.R T xR|
Ch o T 7

B T|R|sen(5 - 6)
— . :

(2.16)
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e, analogamente, que:
TZ |ChxZ|

T Ch
Portanto, comdCy, representa o comprimento da circunferéncia do nanotulla;seoque a

: . ~ L C -
simetria de rotacdo pura desse material € dada pelo vgkcre seus multiplos, em que =

(2.17)

Ch | N L.
mdgn,m). Portanto, comed—h €, por definicdo, o menor vetor da rede na direcaGglenota-

L , C
se que, parZ ter a menor componente, na direcdolde area dada p#(Fh X Z) ’ tem que

ser a menor area delimitada por dois vetores de rede, queeaatada pofa; x ay|. Portanto,

tem-se que:

‘(%XZ)‘ = \alxa2|,

|(nag +may) x (Hag +vap)| = dl|ag x ay,

Imu—nv[lag x & = dfasxay|,
mu—nv = d. (2.18)

Contudo, pelafigura 2.7, percebe-se que existegtoresZ que satisfazem a equacao 2.18.
Portanto, considera-seZbocomo aquele que, dentre eles, é o que tem a menor componente na
direcdo deCy, ou seja, aquele que esta dentro da area dad.a(pcé}) xT ‘ Assim, verifica-se
a seguinte condic¢ao adicional:

0 < |Z><T|<'(%)><T‘

1
0 < [(uag+vay) x (t1ag +than)| < aN lap x &g

0 < t1V—t2u<g (2.19)

Agora, comarl ja € o menor vetor de rede na sua direcéo, tem-se, pafd tgrdna a menor
componente nessa direcao e esteja dentro da célula utigdrsdacional do nanotubo, que:
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RxT| = |agxa

((Eap+nay) x (t1ag +toay)| = |ag x &y

tin —t2é|lay xa| = [a1x &y
un-né =1 (2.20)

0 < [ChxR|<|ChxT]|
0 < |(nap+map) x (Eag+nay)| <Nlax x ag

0 < mé—nn <N (2.21)

Com essas condic¢des, entdo, € possivel se encontrar os paggme/, £ e n e se deter-
minarZ e R em termos d€}, e T, encontrando-se, portanto, que:

NZ = WCh-+dT, (2.22)
NR = Cnh+MT, (2.23)
(2.24)

em quew =t;v —tou e M =mé —nn. Assim, percebe-se que, aplicandaZseu R N vezes,
consegue-se passar por todos os hexagonos pertencenlida acééria translacional do nan-
otubo, o que significa a célula unitaria € reduzida a um hex@gtsso, na verdade, é o que
nos levara as construcdes helicoidal-angular e helictiitkzdr, que serdo mostradas nas secoes
4.1.2 e 4.1.3, respectivamente. Além disso, observa-kes pquacoes 2.22 e 2.23, ME faz

W revolucdes em torno do nanotubo e passajp#iulas unitarias translacionais, enquanto que
NR d& somente uma volta e passa pbcélulas unitarias translacionald.
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3 Teoria de Grupos e suas Aplicacoes a
Problemas Fisicos

Nesse capitulo, sera feita rapida introducéo sobre a Tderi@rupos, dando énfase no
estudo dos grupos de transformacgdes espaciais e gruposataai Basicamente, sera definido
0 conceito de grupo, serdo dados alguns exemplos simple@ecs#ocadas algumas definicbes
e teoremas importantes, bem como seré discutido um pouce sEyesentacdes. Além disso,
far-se-4 uma breve explanagéo sobre a aplicacdo da teogiapes a problemas encontrados
na fisica, mais especificamente na mecanica quantica ecamdisestado solido.

E importante deixar claro, no entanto, que, no desenvolvion@os teoremas feito a seguir,
o foco sera mais no conteudo deles e no que eles acarreta@andeium pouco de lado suas
demonstracdes formais. Contudo, caso se deseje enconiradetahes a respeito desse as-
sunto, recomenda-se a leitura dos livros citados nas refbibliograficas.

3.1 Teoria de Grupos — Uma Breve Introducao

3.1.1 Definicdo de Grupo

Um grupoG é um conjunto de elementgs, gy, . . . ,gn N0 qual se define uma operag&g
denominada de produto, e que possui as seguintes cargcasts:

1. Relacao de Fechamento

Segi € Gegj € G, entdog =giogj € G.

2. Associatividade

gio(gjo0k) = (Giogj) oGk

3. Existéncia do Elemento Identidade

gicgi=gicd1=0 VG €G,
em queg; € denominado de elemento identidade.
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4. Existéncia de um Elemento Inverso para cada Elemento

Para cada elemengp de G, existe um outro elementp € G tal que
gicd =0gcgi=0 VGeG,
em queg = gi‘1 € denominado de elemento inversogile

Vale ressaltar que essa operacgao produto, em geral, ndecab&gropriedade da comuta-
tividade e que os grupos cuja operacao obedece sdo chane@osbs Abelianos.

3.1.2 Exemplos de Grupos

1. NUmeros Inteiros com a Operacéo de Adit4o

O conjunto dos nameros inteiros formam um grupo cuja operggadduto é a adicao.
Essa afirmacao pode ser, facilmente, comprovada. A somagsialoeros inteiros € um
namero inteiro. A soma é uma operacao associativa. Exidenueato identidade, que é
g1 = 0. Existe o elemento inverso de cada elemento, cgfé& —gi. Nota-se que esse
grupo é Abeliano.

2. NUmeros Racionais, excetuando-se o zero, com a Opera@ﬂoltdtaiicagéo[“]

O conjunto dos nameros racionais sem o zero, também, formgrupo, mas, agora, a
operacéao produto é a multiplicacdo. Analogamente ao exefiiplisso é simples de se
., _l , , .
demonstrar, ja que, nesse cago=1eg ~ = g Esse grupo também é Abeliano.
|

3. O Conjunto das possiveis Permutacées deé“1 %3

Considere o conjunt§123 132 213 231 312 321}, que € o conjunto das possiveis per-
mutacdes de 123. Por esse conjunto, é possivel se extraiee;0es de permutacado que

geram cada elemento a partir de 123. Assim, representaas @geracdes pela notacao
a sequir:

(123 (123 (123
Bl 13) Pl 10 ¥ s 31

O conjuntoG = {g1,02,93,94,05,06}, entdo, forma um grupo cuja operagéo produto € a
aplicagéo sucessiva das permutagfes em 123. Como exengandiasey, o gs(123),
tem-se que:



3.1 Teoria de Grupos — Uma Breve Introducao 28

G|or O 93 U4 O5 06
0191 92 O3 04 O5 06
02192 01 95 O O3 Qa4
03|93 06 01 O5 O4 O2
041094 O5 06 01 92 O3
O5 (05 04 92 O3 O Q1
O6 |9 O3 04 02 O1 O5

Tabela 3.1: Tabela de Multiplicacdo do Gru@o

92004(123) = g»(213) = 231 = g6(123)

02004 =06

Para simplificar a notacdo, o simbalosera retirado e, daqui por diante, a operacao
produto ficard implicita quando dois elementos de um grupaiacolocados um ao lado
do outro. Assim, a equacgao anterior fica assim:

0294 =06

Fazendo-se, agora, os produtos entre cada um dos elen&ptissivel colocar todos o0s
resultados em uma tabela, denominada de Tabela de Mudttalic como se pode ver na
tabela 3.1 para o caso do grufo

Considere, agora, o triangulo equilatero da figura 3.1. Nant®-se 0s seus vértices, nota-
se que cada elemento do gruggode ser associado a uma operacao aplicada nele. De fato, o
elementaq; esta relacionado com a operacao identidade, que ndo atterdiguracdo espacial
do triangulo,gs e gs com rotacdes de 12@ 24® em relacdo ao eixono sentido anti-horario,
respectivamente, e 0s elementpsgs e g4 com rotacdes de 18@m relacdo as medianas do
triangulo.

Como se pode ver, essas operacbes mantém a aparéncia findhdaltr inalterada, ou
seja, sdo de operacdes de simetria desse tridngulo. Assfimindo-seG’ como o conjunto
dessas operacdes de simetria, nota-seGuambém é um grupo, que é chamado de grupo de
simetria desse triangulo, e que ele possui uma tabela dghwal¢do equivalente a de, ou
seja, trocando-se os elementosi@pelos seus correspondentes @ma tabela d&’ pode ser
obtida através da d&. Quando dois grupos possuem essas peculiaridades, diresenté
isomorfico ao outro.
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3 2

Figura 3.1: llustracdo mostrando o Isomorfismo entre o Gupd®ermutacdes de 123 e o
Grupo de Simetria de um Triangulo Equilatero.

O isomorfismo € muito importante no estudo da Teoria de Grugdsm essa idéia, €
possivel fazer uma correspondéncia entre grupos que sugesituacoes distintas e, atraves
disso, se encontrar maneiras mais simples de se resolveelounenos, simplificar problemas
bem complicados. O exemplo mais claro disso € a associa¢@ogenpos de simetria, cujos
elementos sdo as operacdes de simetria, e grupos formadosmpzes. Essa associagéo, na
verdade, € crucial para que se defina as representacdes dapon g

3.1.3 Definicbes e Teoremas

Definicdo 3.1(Ordem de um Grupo)A ordem de um grupo € o numero de elementos que ele
pOSSUi.

Definigdo 3.2(Subgrupo) Um subgrupo de um grupo é um subconjunto de elementos desse
grupo que também possui as caracteristicas de um grupo.

Teorema 3.1.Em um grupo finito, ou seja, um grupo cuja ordem é finita, serexiste, para
um elemento qualquer,gim ndmero natural n tal qud'g= g;.

Defini¢éo 3.3(Ordem de um ElementoMenor valor den tal queg = g1, lembrando-se que
essa definicdo sé faz sentido no ambito de grupos finitos.

Teorema 3.2(Teorema do RearranjolConsiderando-se um grug® = {e,a;,ay,...,an}, em
gue e € uma notacdo mais usual para o elemento identidade etemento qualquer@desse
grupo, o conjunto dado pofayxe axai, aay, . .. ,aan} contém cada elemento de uma, e
somente uma vez.

Isso significa que, ao multiplicar cada elemento@eor um elemento qualquer dele, o
resultado é o préprio grupo com uma alteracdo somente nanoede que esses elementos
aparecem.
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Uma consequéncia trivial desse teorema € que as linhasmasalie uma tabela de multi-
plicacdo devem conter cada elemento do grupo uma, e someate/ez.

Definicdo 3.4(Grupo Ciclico) E um grupo cujos elementos s&o as poténcias de um elemento
ade order, ou seja, um grup® = {a,a?,a3,...,a" = e}.

O elementa é denominado de gerador @e

Definicdo 3.5(Coset ou Conjunto Complementafonsidere um grup& de ordemh, um
subgrupoS dele de ordeng e um elemento qualquerde G. Sabendo-se, entédo, ge=
{e,s1,%,...,5-1}, 0 conjunto{ex six,sX, . ..,S-1X} € chamado de coset a direita e deno-
tado porSx, enquanto que o conjunfxe xs;, XS, . .. ,X§-1} € chamado de coset a esquerda e
denotado pokS.

Um coset ndo é, necessariamente, um subgrupo.

Teorema 3.3.0s cosets a direita de um dado subgrupo ou ndo possuem nerénnento em
comum ou possuem, exatamente, 0s mesmos elementos.

Uma consequéncia desse teorema € que um coset a direitéisérssubgrupo quando o
elementax pertencer ao subgruge o Unico subgrupo que esse coset pode ser € o pi®prio
Vale notar que tudo isso vale também para 0s cosets a esquerda

Outra consequéncia é que a ordem de um subgrupo € sempreison davordem do grupo.

Definicao 3.6(Elementos Conjugadaspejam dois elementase b de um grupo, diz-se que
€ conjugado de se existe um elementodo grupo tal que

b= xax 1

Duas caracteristicas basicas dos elementos conjugades segufor conjugado dé, b é
conjugado de, e, sea for conjugado dé e dec, b e ¢c sdo conjugados entre si.

Definic&o 3.7(Classe) E o conjunto de elementos pertencentes a um grupo e conjgigatie
si. O numero de elementos de uma classe € denominado de caddasse.

O modo mais simples de se encontrar as classes de um gruporérando os conjugados
de cada um dos elementos dele. Nao é necessario, poréme&szeprocesso para todos os
elementos, ja que o conjunto dos conjugados de um elemergougo ja é uma das classes
dele.
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Teorema 3.4.0s elementos de uma mesma classe tém todos a mesma ordem.

Definicdo 3.8(Subgrupo Auto-Conjugado ou Invariante ou Norm&Jm subgrupaN é dito
auto-conjugado quanddix 1 é igual ao propridN para qualquex pertencente ao grupo.

Um grupo que nao possui subgrupos auto-conjugados € deadonite grupo simples.
Teorema 3.5.0s cosets a direita e a esquerda de um subgrupo auto-comusgaliguais.

Teorema 3.6. O produto entre os elementos de dois cosets a direita de ugrigub auto-
conjugado da origem a outro coset a direita.

Definicdo 3.9(Grupo Fator ou QuocienteE um conjunto de elementos gerado a partir de
um subgrupo auto-conjugado. Na realidade, cada elemesse @enjunto corresponde a um

coset desse subgrupo auto-conjugado e, devido a isso ea@sectaticas dos subgrupos auto-

conjugados, esse conjunto de elementos € um grupo.

Definicdo 3.10(Indice de um SubgrupoE o nimero total de cosets desse subgrupo, ou seja, é
0 quociente entre a ordem do grupo e a ordem do subgrupo.

3.2 Simetria e Grupos Pontuais

Dentre todas as possiveis aplicagdes da Teoria de Grupoisina, Fexiste uma que é de
suma importancia em varias areas, principalmente em neacgonéntica. Ela é a aplicagéo no
estudo da simetria.

Simetria € um conceito bastante intuitivo para todos. D &é esta relacionado até com o
conceito de beleza, ou seja, quando algo € consideradceled,em geral, bastante simétrico.

Além disso, quando um sistema fisico possui alguma simstuigresolucéo se torna bem
mais simples do que a de um sistema que ndo possui. Um exeispdoedta na determinacao
do campo eletromagnético gerado por uma distribuicdo dgasa¥ correntes. Quando a dis-
tribuicdo possui alguma simetria, € possivel se encomtfamhacdes valiosas sobre o compor-
tamento do campo e, utilizando-se essas informacdes esadd &auss e de Ampere-Maxwell,
0 campo é encontrado facilmente. Para se usufruir, porénpdideo auxilio que as simetrias
podem oferecer, é necessario que se defina o conceito deigidemaneira mais formal.

Definicdo 3.11(Simetria) E uma caracteristica que esta relacionada com a geomet&dde
material. Diz-se que um material é simétrico quando ele pedanovido de tal forma que,
apos o movimento, sua configuracéo final é indistinguivehdaal, ou seja, ele atinge uma
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configuragdo equivalente a anterior. Esse movimento podmesiderado como a agao de uma
determinada operacédo, operacao essa que passa a ser deleodarOperacao de Simetria.

Nota-se que um material pode ser invariante sob varias gipesale simetria. As operacoes
de simetria mais comuns sao as rotacoes, as reflexdes, edgwe@spaciais, as translacoes e
possiveis combinacdes entre elas.

Como foi visto na subsec¢éo 3.1.2, o conceito de simetria tearalacdo bem proxima com
a teoria de grupos. De fato, tomando-se o conjunto de todageaacdes de simetria de uma
dada estrutura, pode-se demonstrar que esse conjunto épmayjo produto é definido como
a aplicacao sucessiva das operacfes no material e que éidadorde Grupo de Simetria do
material.

Em sistemas finitos, sabe-se que pode existir simetria epaela qualquer uma das oper-
acOes citadas acima, exceto as translacdes. Para esse sigtetha, entdo, 0s possiveis grupos
de simetria sédo conhecidos como Grupos Pontuais, ja quepaeacdes de simetria mantém,
pelo menos, um ponto do sistema inalterado, ou seja, na NESSIERO em que estava anteri-
ormente. Nesse caso, a nhomenclatura abaixo, que é conlbeaidaNotacdo de Schoenflies, é
uma muito usual para se denotar essas operacoes de simetria.

E — Operagéo ldentidade
.2
Co — Rotagéao Propria deQ7—T rad.

on — Reflexdo Horizontal, ou seja, em um plano perpendicular anmixcipal da estru-
tura, que é o eixo principal que contém a rotacdo de maionarde

oy — Reflexao Vertical, ou seja, em um plano que contém o eixo jpahda estrutura.

~ AL . ~ , 21 .
S, — Rotacgao Impropria den— rad, ou seja, uma rotacao propﬂr? rad seguida por uma
reflexdo num plano perpendicular ao eixo dessa rotacao.

| — Inverséo Espacial em relagéo a um ponto, como se pode vemuna 8.

Para sistemas infinitos, como os cristais, € preciso inakiioperacdes de translacao nos
grupos de simetria e isso sera feito mais a frente na sec¢do 3.6

3.3 Representacoes

Na subsecéo 3.1.2, falou-se um pouco sobre isomorfismo enpoaténcia. Viu-se, tam-
bém, que existem problemas muito complicados de se respheese tornam bem mais faceis
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C .

Figura 3.2: llustracéo da Operacao de Simetria de Inverspadial

guando se utiliza esse conceito. Com esse intuito, ent&ye audéia de representacao.

Definicdo 3.12(Representacdo de um Grup®), basicamente, um grupo cujos elementos s&o
matrizes quadradas e que € isomorfico ao grupo original.

Considerando-se um grufb= {e,as,ap, - ,aj, -+ , 8, - ,8h_1}, umarepresentacéo dele
seria um grupo de matrizesx n D (ayx). Para que essa representagdo constitua, de fato, um
grupo, é necessario que:

o D(aaj) =D (a)D(a)
e D(e) =I,, em que } é a matriz identidade x n

e D(a ') =D'(a)

Vale ressaltar que, pelas equacdes acima, as matrizes deepreaentacdo precisam ser
inversiveis, ou seja, ndo-singulares. Além disso, comasasatrizes saom x n, diz-se que essa
representacdo tem dimenséo

Um grupo pode possuir tantas representacdes quanto sa.dBsefato, tomando-se uma
representacéo D, pode-se mostrar que o conjunto de maddzespor D(ay) = UD (ay) U™,
em que U € uma matriz qualquer inversivel, é também uma espEggio pra 0 mesmo grupo.
Essas duas representacfes sdo denominadas de equiveleneguacdo que as conecta é
chamada daansformacéo de similaridade ou de equivaléncia ou unataflém disso, partindo-
se de duas representacdes) @ D\2), é possivel se gerar novas representacées combinando-as

da seguinte maneira:
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DW(a) 0
DY@)=| 0o DP@) O
0 0 DY(ay

em que as entradas 0 estdo simbolizando matrizes nulasfoujostos séo tais que mantém
essas novas matrizes quadradas. Nota-se, entdo, quer dgdrtas representacdes, é possivel
criar infinitas outras. Assim, diz-se qué®D= D@ ¢ D@ e D¥ = 2DV ¢ D@ e esse processo

€ conhecido comadicao de representacdes

Pelo que foi dito acima, nota-se entdo que, se todas as emttez uma representacao
tiverem a mesma forma de bloco, ela é, na verdade, a adicdmdaepresentacdes menores e,
por isso, ela é chamadedutivel

Vale ressaltar que, mesmo com suas matrizes ndo estandaramde bloco, uma repre-
sentacdo ainda é redutivel se existir uma transformacaonilargdade tal que as coloque na
mesma forma de bloco e que, quando isso nao é possivel, pgsaalo ndo existe essa trans-
formacgéao de similaridade, chama-se essa representa¢gd@edigivel Além disso, colocando-
se as matrizes de uma representacao redutivel na mesmad®biwco, realizando esse mesmo
processo para cada um desses blocos e assim sucessivarheatga-se que é possivel sem-
pre se colocar uma representacao redutivel em uma formade @ modo que cada um dos
blocos sejam representacdes irredutiveis.

3.3.1 Construcao de Representacdes - Conceito de Funcdes de Base

Antes de se prosseguir com desenvolvimento da teoria, &iamte, agora, que se entenda
como se pode construir uma dada representacdo. De fatoorg pdo parece nada trivial
encontrar um conjunto de matrizes quadradas que formemumo grque possuam uma tabela
de multiplicacdo similar a do grupo em estudo, pelo menossean algum mecanismo que
ajude a construi-las.

Felizmente, no caso dos grupos de simetria ou, de maneisag®ul, dos grupos de trans-
formacdes do espaco em que o sistema em questéo é definidgapa seu espacgo de config-
uracdo, ha uma forma bem logica de se construir represestaCdmo exemplo, nota-se que,

num espagco tridimensional, uma rotagdo qual@iigem torno do eixa atuando num vetor
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I = (X1, X2, X3) g€ra um novo vetor’ = (x;,x,,x;) tal que™

X; = X1C0SQ— X2Sing,
X, = X1SiN@-+ XzCOSQ,
X,3 = X3,

2n L . ~
em quep = ) e Q € R. Analogamente, s¢ for, agora, o resultado da aplicacdo da inversao

espacial emr, tem-se qué

X/1 = —X,
X,Z - _X27
X/3 == —X3.

Portanto, percebe-se que, ao se aplicar uma dada trangfreen uma componerntede um
vetor qualquer do espago, o resultado serd a componghtee um novo vetor’ tal quex;

€ uma combinacdao linear das componentes. déssim, pode-se construir uma representacao
da seguinte maneira: Considere um grupo de simétreauma operacaR dele de modo ela
leve um vetor em umr’, ou sejay’ = Rr. Com o intuito de descrever o efeito Beem uma
funcdof(r) qualquer, associa-se, para c&aim operador lineaDR tal que sua atuagéo em
f(r) resulta em uma nova funcdd(r) = Ory(r) dada pori™!

f'(r'y = Orf(r') = f(r), com r' =Rr. (3.1)
De forma analoga, vé-se que a equacéao 3.1 pode escrita taconéon

Orf(Rr) = f(r), (3.2)

Orf(r)=f (R7'r). (3.3)

Para se interpretar geometricamente cdbpoaltera uma dada funcdo, considere que a
funcdof(r) seja definida em todos os pontos do espago e que possua cemasbtal qual
se observa na figura 3.3(a). Pelo lado direito da equacae& s que o operad@r altera o
mapeamento da funcdo de acordo com a operdgaao modificando, no entanto, o sistema de
coordenadas que se esta utilizando, e que, ap0s essaditaamapeamento, determina-se o
novo valor da fungcdo num dado portoNa figura 3.3(b), mostra-se como fica esse remapea-
mento da fungéo e verifica-se como o valor da nova funcéo séiozdm relacdo a funcao
inicial em um mesmo ponto. Ja o lado esquerdo da equacao 3.3 significa que se manteve 0
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S0 Orf (1) f®'D)

a) b) c)

Figura 3.3: llustracdo da Interpretacdo Geométrica dddcékes um Operadd®g numa fungéo

f(r)

mesmo mapeamento da funcéo iniciéf ), mas, agora, essa fungéo é calculada em um novo
pontoR~1r, que esta associado com a operaRg@omo se vé na figura 3.3(c). Essa equacao,
entao, estabelece que ambos os lados tém que ser iguaispgraoaio-se as figuras 3.3(b) e
3.3(c), observa-se que os dois pontos, de fato, situam-gmsitdes idénticas em relacdo as
curvas de nivel mostradé$.

Através da equacao 3.1, pode-se verificar que o conjunto giEmdoreOr para todos
osR € G formam também um grupo e que esse esse grupo é isomorticesando o oper-
ador indentidade igual @g e o operador inverso der dado por(OR)*1 = Ogr-1. Portanto,
encontrando-se uma representacao para o grupo dessedarpsydem-se, automaticamente,
uma representacao paga'®.

Para ilustrar como se determina uma representacéao, eot&idere o caso simples em que

G = {E,1}. Escolhendo-se, assim, uma funcdo genéfricy, nota-se, pela equacao 3.3, que:

= f(Er)=1(),

(
(=r),
(
(

I
-

171y = f(Ir) = f(—r),
r.

O
m
[y
—~
1
~— ~— ~— ~—
I
—

= f

Fazendo-se, entdé(r) = f; e f(—r) = f,, tem-se que:

Ogfy = f1+0.1p, (3.4)
Ogf, = 0.fi+ fo, '
O fi = 0.fi+ fo, (3.5)
Of, = f1+0.f, .

Definindo-se, agora, que

2
v=1
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percebe-se que as seguintes matrizes podem ser construidas

D<E>=<; cl’) D(.):CJ ;)

e que elas s&0 uma representacéo para o geupt

Assim, de forma geral, 0 método para constru¢céo de repeggiesg de grupos de transfor-
macdes de um dado espaco ou de grupos de simetria de um stgirgiste, primeiramente,
em definir um conjunto d&, fungdes{ f1, f2, f3,---, f|, } linearmente independentes tal que,
ao se aplicar em cada uma delas todos operad¢egie correspondem a cada operaRatn
grupo, as fungdes resultantes seréo, agora, combinag@éasds das fungods, fo, f3, -, f|..

Assim, aplicando-se ui®r a uma delas, o resultado pode ser expresso da seguinte forma:

In

v=1

emqueu =1,2,---,n. Portanto, para cadg tem-se uma matriz quadrada dada por:

D11(R) Di12(R) --- Duy,(R)
p(R) = | P PR P
Di,1(R) Di2(R) -+ Dy, (R)

e o conjunto das [R) para todos of € G forma uma representacao @d'®l. As funcées do
conjunto{ f1, f, f3,-- -, f|, } séo denominadas, entdo,Elen¢Ges de Bas#a Representagéo D
do grupoG.

Considere, agora, 0 mesmo conjuntdgingdes{ fq, f2, f3,---, fi, } € um novo conjunto
{ f1, 5, f,---, f,} de combinagdes lineares das fun¢ées do primeiro conjuntseja,

In

= Zl fu Uy, (3.8)
V=

Tomando-se a transformacao inversa dessa equacao 3.8¢tgue:

I
fo=3> fUpy.
n=1
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Assim, aplicando-s®r nos dois lados da equacéo 3.8, verifica-se que:

In

v=1

= Vlznluvulznvaw(R)—
- ZUVHDW zfn 0y =
= zf ZU RUyy =
Orf], = ;f,’, - an u(R (3.9)

ou seja, esse novo conjunto de fungdes €, agora, conjuntmdéds de base para uma repre-
sentagdo Dequivalente a D. Portanto, percebe-se que um determinajionto de funcdes de
base gera um espaco vetorial que correponde a represegteda por tal conjunto e a todas
as suas representacdes equivalentes e que uma transforeaginilaridade na mais é do que
uma mudanca de base nesse espaco vetorial.

Utilizando-se essa nova definicdo de transformacéo deasidade, uma representacéo
redutivel pode ser entendida, agora, como uma representags funcdes de base, ao sofr-
erem uma transformacéo de similaridade, se transformamosasrfuncées que podem ser
reagrupadas em conjuntos menores tal que as funcdes dentnm desses novos conjuntos
se transformam entre si ao se efetuar qualquer uma das opsrde simetria do grupo, inde-
pendentemente das fun¢des dos outros conjunto. Issonfmréao que gera a forma de bloco
caracteristica dessas representacoes. Além disso, termisém o seguinte teorema.

Teorema 3.7.Considere que um grupo de operadorgsdde possua um numero m de represen-
tacdes irredutiveis ndo-equivalentes. Assim, qualquegda F pertencente ao espaco vetorial

Sog, Que € o das fungdes em que esses operadggesuam, pode ser escrita CoOmo uma soma
das funcBes de base de todas essas representac¢fes iregsluio-equivalentes desse grupo,

ou seja,

m lj
L
j=1i=1
em que j £)) & uma das funcdes de base que correpondem a representagdotivell” ; desse
grupo.
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3.3.2 Definicbes e Teoremas

Depois dessa breve explanacéo sobre funcdes de base, \@as®ogiir, enunciar algumas
definicbes e teoremas fundamentais no que diz respeito Eesespacdes de um determinado

grupo,

Definicdo 3.13(Matriz Hermitiana) Uma matriz H é dita Hermitiana se'H= H, em que
(HT)”. = (H*)ji e ox significa que se esta tomando o complexo conjugado.

Definic&o 3.14(Matriz Unitaria) Uma matriz U é unitaria se U= U1

Teorema 3.8(Unitariedade das Representacoddhalquer representacdo de um grupo finito
€ equivalente a uma representacao unitaria, ou seja, umaocguéenha somente matrizes
unitarias.

Teorema 3.9(1° Lema de Schur)Qualquer matriZC que comuta com todas as matrizes de uma
representacao irredutivel de um grupo finito € uma matriakescou seja, a matriz identidade
multiplicada por uma constant&".

Como consequéncia desse teorema, nota-se que, se existmaima que comuta com
todas as de uma representacdo e que ndo seja escalar, essantagdo ndo é irredutividl
Aléem disso, percebe-se que, em um grupo abeliano, todasaageqresentacdes irredutiveis
tém que ser unidimensionat§.

Teorema 3.10(2° Lema de Schur)Considere dois conjuntos de matriz&$? = {DW (a)}
eD®@ = {D® (a)}, de dimensdes k |, respectivamente, e que formam duas representacdes
irredutiveis,l'1 e[, respectivamente, de um grufio Quando existe uma matriz k |, X tal
que

XD (a) =DM (a)X Vax€G,

tem-se as seguintes possibilidades:

1. Se{ #ly, X é uma matriz{ x I, nula;

2. Se{ =1, X pode ser uma matriz Ix 1; nula ou, se ela for inversivel, as representacdes
N1 el; séo equivalentes.

Teorema 3.11(O Grande Teorema da Ortogonalidad€pnsidere um grupd> de ordem h
dado porG = {a; = e ap,as,--- ,a,} € 0 conjunto formado por todas as suas representacdes
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irredutiveis ndo equivalentes. Tomando-se duas repragées,l 4 € I'g, desse conjunto e
cujas dimensdes sag & dg, respectivamente, tem-se a seguinte relacao:

h
_ h
> olid (af)DI(ja) (&t) = %5015(51% (3.10)
r=1
Para o caso em que essas representacdes sdo unitariag;aoeapiaa fica dessa forma:

a * h
Di(lf) (ar) [D§| )(a,»)] = ds 2B Ok (3.11)

3.3.3 Caracteres

Para a andlise de sistemas fisicos finitos, € interessaatseqabtenha as representacdes
irredutiveis ndo equivalentes do grupo associado. Contushog a maioria das representacdes
sao equivalentes entre si, ja que é possivel se gerar ins@agrartir de uma so6, se torna bem
dificil encontrar aquelas que ndo sdo equivalentes entra seja, as que séo, de fato, relevantes
para o que se deseja. Para se contornar isso, introduz-se@itoade caracter.

Definicdo 3.15(Caracter) Dado um grupdG, defini-se os caracteres de uma representacéo
[« dele como sendo os tracos das matrig@s") (R)}, que constituem essa representalcgo
Logo, denotando-os porl® (R), tem-se que

lg
X (R) = _ZDﬁ‘”(R)
1=
Pela definicdo, pode-se demonstrar as seguintes propegdad caracteres:
e Eles séo invariantes sob uma transformacgéo de similaridadertanto, duas represen-

tacGes equivalentes de um grupo possuem, exatamente, UDo@acteres.

e Em uma representacao, os elementos de uma mesma classenpassiesmo caracter,
sendo o caracter de uma dada clagsdenotado poy (@) (%).

e Em uma representacéo, o caracter da matriz que corresporeleraento identidade é

igual a dimenséo dessa representacao.

Além disso, pode-se também enunciar alguns teoremas iampestrelacionados aos car-
acteres, como se observa a seguir.
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Teorema 3.12(Primeira Relacdo de Ortogonalidade dos Caracteféshsidere um grup@
de ordem h e duas representacdes irredutiveis nao equieslén, el g, dele. Os caracteres,
x@(R) e xB)(R), dessas representacdes precisam satisfazer a seguiatéicel

Zx(‘”(R)X(B) (R™) =hdsp

Para o caso em qug, el g sao unitarias, a relagdo acima fica:

SR PR =g (3.12)

Além disso, considerando-se q@gossuip classeszi comk=1,2 3,---, p, tal que cada
uma possua, respectivamenig,elementos, nota-se que a equacéo 3.12 fica assim:

p *
Y Nx'@ () [ xP) ()] = hagg (3.13)
k=1

Teorema 3.13.0 numero total de representacdes irredutiveis ndo equinasede um grupo
finito € igual ao numero de classes desse grupo.

Teorema 3.14(Segunda Relacéo de Ortogonalidade dos Caract€essiderando-se a mesma
situacao do teorema 3.12, tem-se a seguinte relacao:

i X9 (%) [X(a) (CKJ)]* = Nﬂdq

a=1 k
Teorema 3.15.Seja o0 conjunto das todas as representacdes irredutived® equivalentes de
um dado grupo de ordem h. Considerando-se gué & dimensdo de uma representag¢ap
pertencente a esse conjunto, tem-se a seguinte relacéo

Sla=h,
a
em que o somatorio € feito nesse conjunto das representagésgtiveis e ndo equivalentes.

Teorema 3.16(Decomposicdo de uma Representacdo Reduti@hsidere uma represen-
tacdo redutiveD de um dado grupo. Como ja se viu, a caracteristica essenciahue rep-

resentacao redutivel é que é possivel, por meio de sucesswvsformacdes de similaridade,
se colocar todas as suas matrizes em forma de bloco e de fareneagla bloco corresponda a
uma dada representacao irredutivel. Assim, como transigfi®s de equivaléncia ndo alteram
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C'sy (3m) E 20 3ay
&% + 9%, 22 Ay 1 1 1
R, Ag 1 il )
(.1?2 = -qQ. zY) (1) .
) 8 ' - E 2 -1 0
(xz,yz) } (Rz. Ry)

Figura 3.4: Tabela de Caracteres do grge!”.

o traco de uma matriz, percebe-se que os caracteres daszesiteD sdo combinacdes lin-
eares dos caracteres das representacdes irredutiveis gampdem, ou seja, denotando-se por
{X(D)(R)} os caracteres dB, tem-se que

xR =3 nax@(R),

em quey(?) representa o caracter da-ésima representacao irredutivel g & o nimero de
vezes que em que ela aparece®nsendo, entdo,ne Z ¥ Esse teorema afirma, entéo, que
esses numerogmpodem ser determinados pelas seguintes equacoées:

na=p 3 [XOR] xR

ou
12 *
na = Y N [x(@(%)| X))
k=1

em que h é a ordem do grupo, p é seu numero de classgeseoNimero de elementos da
k-ésima classe.

Em geral, os caracteres das representacoes irredutiveerud/alentes de um dado grupo
sdo agrupados em uma tabela denominadalida de caracterefNesse tipo de tabela, coloca-
se na primeira linha as operagdes de simetria do grupo dasdintre suas classes e, na primeira
coluna, todas as suas possiveis representacdes irréslum@ceequivalentes, sendo o resto da
tabela, entdo, é preenchido com os diferentes caractéeesme a cada operacdo de simetria e
a cada uma dessas representacfes. Além disso, se colanalmente, também nessas tabelas
alguns exemplos de fungdes de base para essas represenigdigura 3.4, portanto, ilustra-
se esse conceito de tabela de caracteres mostrando-seupdage, na notacdo de Shoenflies,
€ conhecido comogs,
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3.4 Teoria de Grupos e a Mecanica Quantica

Um dos ramos da fisica em que a teoria de grupos € uma ferrapeticularmente Gtil € a
Mecéanica Quantica. Isso se deve ao fato de que um dos prabfandamentais dela é resolver
a equacéo de Schrodinger independente do tempo, que, deagaral, tem a seguinte forma:

H|gh) = En|yh), (3.14)

ondeH é o hamiltoniano do sistema, ou seja,

P2
H=_——+V(R
S HV(R),

|Lp}]> € um dos autoestados desse hamiltoniaBg&a energia do sistema quando ele se encon-
tra nesse autoestado. O inditmdica que existem vério|$p},> gue solucionam a equagéao 3.14
para diferentes valores d&, enquanto que o indidedetermina que pode haver mais de um
autoestado déel com a mesma energia. Existem varias maneiras de se repneaauacao

de Schrddinger, sendo que, além da mostrada na equacaa@eldorresponde a notacao de
Dirac, outra forma muito usada é a representacao de posjigé@ dada a seguir:

Huy, = Enh, (3.15)

tal que

H=e——— 4V
o V()

Yt = i(r) é, agora, uma autofuncéo Hee E, continua sendo a energia do sistema na auto-
fungaoy,.

Vale lembrar que o conjunto de todos as autofungfiepara todasE, possiveis para o
sistema forma uma base para o espaco vetorial das possinedets de onda do sistema, ou
seja, todos as suas funcdes de onda podem ser escritas c@ntomnininacao linear das varias
Wi

Apesar de ter uma forma bem simples, a equacéo de Schrddiciggendente do tempo
€, em geral, muito complicada de se resolver. Na verdades dearar com os problemas de
mecanica quantica, sabe-se que s6 hamiltonianos simptes @alo &tomo de hidrogénio, dos
osciladores harmonicos simples, etc., podem ser resaglaid@liticamente e que, para se estudar
sistemas mais complexos, se faz necessario o uso de téderiegmsoximacdo, como a teoria
da pertubacéo e o método variacional, ou métodos numédoos) o DFT (do inglé®ensity
Functional Theory. Nesse contexto, entdo, nota-se que, quanto mais inf@Goragespeito
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do sistema se puder retirar antes que se utilize esses méddonicas, mais facil se torna a
aplicacao deles e mais simples fica para se entender melhar, alq fato, estd acontecendo
no sistema. Assim, uma forma de se buscar tais informac@eav&s da procura das possiveis
simetrias que o sistema possa ter. Nesse ponto, portant® éndra a teoria de grupos, pois,
como ja foi visto anteriormente, o conjunto das operacdesndetria de um sistema forma um

grupo, que € o grupo de simetria, e, por isso, tudo que est@iarhdo com as simetrias desse
sistema pode ser estudado no contexto da teoria de grupos.

No entanto, para que, de fato, se entenda o que as simetdampdizer a cerca de um
sistema quantico, é preciso saber como uma operacédo deigisgetelaciona com o hamilto-
nianoH do sistema. Considere, entdo, um operddgtal queR ndo é necessariamente uma
operacédo de simetria do sistema. Corh@ também um operador, nota-se di@plicado a
uma funcgéo arbitrarigs(r) resulta em uma nova funcdg(r). Além disso, comdd depende
das coordenadas de posi¢éo, ou Sdja; H(r), tem-se que

Or[H(N)(r)]=0rp(r) = (R r) =HR YR 'r), (3.16)
e que
OrH (r)y(r) = OgH(r)Og*OrY(r) = OrH (r)OR Y (R1r). (3.17)

Comparando-se, entéo, as equacoes 3.16 e 3.17, obsernvasefgito d€Dgr em um operador
qualquer, como o hamiltoniarid, é transforma-lo em um novo operaddr=H'(r) tal que

H'(r)=H(R r) = OgH(r)OR? (3.18)

ou

H'(Rr) =H(r). (3.19)
Assim, para o caso em gié uma operacao de simetria do sistema, seu hamiltohiateon
que ser invariante sob a atuagao@g o que significa quéd’(r) = H(r) e H(Rr) = H(r).
Logo, pela equacao 3.18, tem-se, nessa situacao, que:

H(r) = OgH(r)Og% (3.20)
OrH(r) = H(r)Og, (3.21)

ou seja,H comuta com qualquer operadOg correspondente a uma operacao de sim&ria
do sistema. Analogamente ao que foi visto na secéo 3.3ificaese que o0 conjunto de todos
0s Or que manténH invariante forma um grupo, que € denominadaydgpo da equacao de
Schrodinger
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Retornando-se, agora, a equacédo 3.15, considere a aplid=@a@m ambos os seus lados,
com senddRk uma operacao de simetria do sistema. Pela equacéo 3.2ébpese que:

OrHYl, = OREny},
H (OryL) = En(Orn). (3.22)

Observa-se, assim, @y}, € também uma autofunc&o Hee corresponde a mesma autoener-
giaE,. Logo, considerando-se o conjunto de todas as autofur{gﬁk$ com a mesma autoen-
ergia e mudando-se a notagéo@pparawi(n), vé-se queDRLpi(”) tem que ser uma combinagao
linear dessas autofuncgdes, ou seja,

Ory" = 5 w"DJ)(R). (3.23)

Comparando-se as equacdes 3.23 e 3.7, percebe-se, ent%apﬂﬁ% forma um conjunto de
funcdes de base para uma representacao do grupo da equ&&u@dinger.

Além disso, percebe-se que essa representacéo tem quessespnesentacao irredutivel
desse grupo, pois, caso contrario, seria possivel se rctix/inﬁnjunto{ L[Ji(n) } em subconjuntos
da forma

(o0}, {0 ),

tal que a aplicacdo d®r em uma fungéo de um subconjunto geraria somente funcdegque s
riam combinacdes lineares de funcdes desse subconjuntcentdato, isso significaria que
as autoenergias associadas a cada subconjunto teriam rqdistsgas, exceto para o caso
das chamadas degenerescéncias acidentais. Assim, asngbes do conjunt({ Lpi(”) } sao,
realmente, funcdes de base para uma das representacdesiveis do grupo da equacgéo de
Schrodingef”.

Essa caracteristica €, entdo, um dos resultados mais angestpara se utilizar a teoria
de grupos na mecanica quantica, podendo-se, a partir dissontrar varias peculiaridades do
sistema quantico considerado, como as mostradas a seguir.

1. Sabendo-se as diferentes representacoes irredutivgismb da equacéo de Schrédinger,
€ possivel rotular os autoestados do hamiltoniano pelaseptacéo de acordo com a qual
eles se transformam e identificar, através das dimensdes dekis as degenerescéncias
essenciais possiveis do sisteffha.

2. Ao se aplicar uma perturbackid num dado sistema, cuja hamiltonianBlg tem-se que
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a nova hamiltoniana do sistema é
H=Ho+H.

Como, em geral, o grupo da equacgéo de Schrodingel @éemenor que o delg, nota-se
gue o grupo correspondentédaé também menor que o d&, o0 que indica a existéncia
de quebra de algumas das degenerescéncias verificadasmeicie parddy. A teoria

de grupos, entdo, consegue informar exatamente, quaiasddsegenerescéncias serao
quebradas, totalmente ou parcialmente, e quais perméiesioaiterada¥’.

3.5 Produto Direto e Regras de Selecao

Além do que se explicou na secado 3.4, a teoria de grupos podpkeada também na
simplificacdo de alguns dos célculos necessarios paraagéio dos métodos de aproximacao
ja citados. Para a teoria da pertubacao, por exemplo, sadpgese preciso calcular termos com
seguinte forma geral

(@|H'|w) = /fP*H’wd3r, (3.24)

em que@ e Y sao autofuncdes do hamiltoniano ndo-pertubldgle H’' € o hamiltoniano que
representa a pertubacédo sob o sistema. A teoria de grupibgp@rianto, na verificacdo de que
alguns desses termos sao nulos, sendo, assim, desnecefséir o seu calculo diretamente.
O conjunto desses termos verificados como sendo nulos samdedos deegras de selecéo
do sistema em relacdo a essa pertub&tdo

Para se encontrar essas regras de selecao, no entantase,pnédalmente, que se defina
o produto direto entre dois grupos e entre matrizes quasiradeno se vé a seguir.

Definicdo 3.16(Produto Direto entre dois Grupostonsidere dois grupoa e Gg dehy e
hy elementos cada um, respectivamente, e tal que todos osretemeG comutam todos
os deGg. Fazendo-se, entd@a = { E, A2, A3, - ,An, } €Ga = { E,B2,Bs, -+ ,Bp, }, pode-se
construir, a partir deles, um novo conjuntolde hyhy elementos dado por

{ E7A27“ : 7AhavBZ7A2827"' 7AhaBZ7' o 7Bhb7AZBhb7”' 7Ahthb } .

E possivel mostrar que esse conjunto forma um grupo desde(ieo elemento comum@a
e Gp seja o elemento identidade. Assim, esse novo grupo formagalécido comd@rupo
Produto Diretoe denotado po& = Ga @ Gg 1.

Definicdo 3.17(Produto Direto entre MatrizesConsidere as matrizes quadradas A, de dimen-
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saon, e B, de dimensdm. Denomina-seroduto diretode A com B uma nova matriz C de
dimensaomtal que
Cap = AijBui,

em quea =m(i—1)+kepB =m(j—1)+I. Como se pode vé, £ depende somente dos
indicesi, j,k,| agrupados dois a dois, ou sejagdepende somente de k, 3 somente dg el e
men sdo parametros conhecidos de A e B. Assim, utiliza-se a m@ga= Ciy ji, tendo-se,
portanto, que:

Cik,ji = AijBui-

A notacdo comumente usada para essa matriz &6\ B 4,

Para ilustrar com mais clareza essa definicdo de produt dirgre matrizes, considere
que A e B séo dadas por:

A=lay axp a3| , B=

ai; aiz a13 b b
11 D12
(b21 b22>'

az1 azz as3

Nesse caso entdo, tem-se que B é dado por

ajibi; aiibiz aiobir aiobio aigbir aighbie
a11bpy anaboo adbpy agobzo aisbay apsbee
A®B— ap1b11 apabio @iy apabio azabin apsbio
ap1bp1 apabpo Ay apapn az3by  apabno

azib11 azibiz azobi1 agobir azsbir azsbio

azibo1 agziboo azobpr agbpy agabyr  azsboo

A partir dessas definicdes 3.16 e 3.17, pode-se, entdo,ceerds seguintes teoremas a
cerca das representacdes de um grupo.

Teorema 3.17.Dados um grupdG e duas representacdes de(Y) e D@, sendoD® n-
dimensional e com matrizes dadas [{(D(l)(R)} e D@ m-dimensional e com matrizes dadas
por {D(z)(R)}. Tomando-se, entdo, o conjunto de matri{%l)(R) ® D(z)(R)}, tal conjunto
forma uma nova representacdo nm-dimensid@&F?2 = D @ D@ deG M.

Teorema 3.18.Considere a mesma situacéo do teorema 3.17. S%od@(R) } e { x?(R) }
o conjunto dos caracteres das representaddés e D2, respectivamente, o conjunto de car-
acteres d(12) ¢ um conjunto denotado parx(1©2(R) } e tal que

X192 (R = xY(RX?(R)
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Teorema 3.19.Considere, novamente, 0 mesmo caso mostrado no teorema Badas as
funcdes de baseA d,z das representacded) e D@, respectivamente, a funcéo
h= f/i )gg,) e, entao, uma funcéo de base da representay@6?

Teorema 3.20.Considere dois grupoSa = {A1 =E, A2, Az, --- ,An,} €

Gp = {Bl =E,By,B3,-- ,Bhb} gue satisfacam as condi¢des para que o grupo produto direto
deles exista. Tomando-se uma representdl@ de Ga e umaD® de Gg, o conjunto dado
por {D(a) (A)® D(b)<Bj)} VA € Ga e VB € Gg é, entdo, uma representagéo denotada por
D(@2b) do grupo produto diretd = Ga® Gg. Além disso, sB@ e D® forem representacdes
irredutiveis de seus grupoB@#P) sera também uma representacéo irredutiveié .

Teorema 3.21.Considere a mesma situagdo do teorema 3.20. S%p(é% (Ai)} e {X(b) (Bj)}
o conjunto dos caracteres das representadd&s e D(P), respectivamente, o conjunto de car-
acteres deD(@*P) é um conjunto denotado p({o((a®b) (A Bj)} e tal quet

XD (AB)) = x@ (A)x P (B))

Na sec¢dao 3.3.1, viu-se a definicdo de fungcbes de base e saifalpouco sobre algumas
de suas propriedades, ndo se mencionando, contudo, nad@a @laertogonalidade entre elas.
No teorema a seguir, portanto, verifica-se como se da essgoadlidade.

Teorema 3.22Ortogonalidade entre Funcdes de Bas&)nsidere duas fungdes de baéié(r)
e Lll)(,J)(l‘) das representacdes irredutiveise I'j de um dado grupo, respectivamente. Assim,
tem-se que a seguinte relacéo é valia

(| w) = [ o =—(myz< Wled)  @325)

Por esse teorema, percebe-se que se as func¢des de baseepentesn representacoes irre-
dutiveis diferentes, elas sdo ortogonais e que isso o@meém se elas pertencerem a mesma
representacao, mas forem de diferentes colunas dela. Ao, thota-se que o lado direito da
equacao 3.25 independe dos parametrey, o que significa que o produto escalar € o mesmo
para todas as funcées de base parceiras de uma mesma rema@s8nA partir desses resulta-
dos, portanto, se verifica o0 seguinte teorema, que pode ssidevado como fundamental para
a determinacgao das regra de selecao.
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Teorema 3.23.Considere uma funcéo de baqéj)(r) da representacéo irredutivel; de
um dado grupo. Tomando-se, entdo, a integral dessa funcatme@mo espaco, tem-se que
fwéj)(r)d3r =0ouTl; e a representacao irredutivel totalmente simétrica ou fidiade, ou
seja, aquela cujas matrizes sédo todas unidimensionaisads@ll e que é denotada par;.

Vale ressaltar, no entanto, que o fato de a representagtivel ser a identidade néo
exclui a possibilidade d¢ Lpf,j)(r)d3r = 0. O que se quer mostrar nesse teorema, na realidade,
€ que o Unico caso em gue essa integral pode vim a ser ndo-quianédo a fungéqlf,j) € uma
funcdo de base da representacao irredutivel totalmenétrgim

\Voltando-se, agora, para a determinacao, de fato, dassrdgraelecdo, considere, nova-
mente a equacdo 3.24. Pela secdo 3.4, as fung@eg tém que ser funcdes de base para
uma representacao irredutivel do grupo da equacédo de SuhpeddieHy, ou seja,p = cpA(j) e
Y= L,Uf,i). Assim nota-se que, pelo teorema 3.19,

F =g 'Hy)
€ uma funcgéo de base para a representE@@D(H') ® T, em que D7) é a representacéo a
gualH’ pertence, e que, pelo teorema 3.7,
lj

F=Y £, (3.26)
=

Portanto, se, na determinacao da equacao 3.26, for obsequachenhuma funcéo pertencente
al; esta contida na soma, verifica-se, pelo teorema 3.23, que

(o} |

Caso contrario, nada se pode afirmar. Em outras palavrasseajae isso ocorre quando,

w') =0

na decomposicéo da representai® D) @ em termos das representacées irredutiveis
do grupo, se verifica que esse representacdo coh{éap menos uma vez, sendo que essa
decomposicao pode ser realizada por meio do teorema 3.16.

Dessa forma, entédo, se descobre todas as possiveis regsaked@o para um dado sis-
tema quantico perturbado, sendo esses resultados crpar@ase determinar diversas outras
propriedades do sistema.
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3.6 Teoria de Bandas - Analise de Sistemas Cristalinos

Até aqui, os sistemas fisicos analisados se restrigentdmente, a &tomos e moléculas.
A teoria de grupos, no entanto, pode ser utilizada para aesta sistemas bem mais com-
plexos, como o caso dos cristais. Nessa secao falar-se-auto pobre essas estruturas e suas
caracteristicas, mostrando-se como suas simetrias eia deogrupos podem dar informacdes
preciosas sobre as energias e 0s estados desses sistemas.

Primeiramente, entéo, é importante deixar claro que urtatdsem principio, uma estru-
tura incrivelmente complexa, ja que, em cada um de seus,gitiole haver moléculas inteiras.
Devido a isso, substitui-se, em geral, o arranjo de todosomsas de um cristal, que € denom-
inado deestrutura cristaling por um conjunto de pontos puramente geométricos que possue
a mesma simetria dessa estrutura cristalina. Esse com§uwitamado dpadréao cristalinoe é
definido como o nimero minimo de pontos tal que o conjuntoyzossnesmo grupo de sime-
tria da estrutura. Essa definicdo torna a analise da sinuetrian cristal bem mais simples e
geral, ja que o mesmo padrao cristalino pode ser utilizadestiwdo de estruturas cristalinos
bem diversa$’.

Uma das caracteristica essenciais de um cristal € que,cdagideu tamanho ser muito
grande comparado a escala atbmica, ele pode ser consideradama estrutura infinita. Além
disso, ele posssui uma periodicidade, ou seja, um conj@tt@dslacdes que mantém a aparén-
cia da estrutura inalterada, sendo elas denominadas dgagées puras. Essa caracteristica
indica que os cristais podem ser entendidos como um cangitoasico que se repete gerando
essa periodicidade e, de modo geral, entdo, toma-se teHdg independentes ao longo do
padréo cristalino e se determina geralmente, em cada umanormetor de translacdo. Esses
vetores sdo chamados, assimyd®res unitariog o volume determinado por eles é conhecido
comocélula unitarig podendo-se considerar esse volume como um constituisieodara a
estrutura.

Naturalmente, ndo existe uma sé escolha para o conjuntdateseinitarios, nem para uma
célula unitaria, ja que isso depende das direcbes escslhigssaltando-se, contudo, que, em
geral, esses vetores unitarios ndo geram todas as traeslpgtas possiveis do padréo cristal-
ino. Para o caso, entdo, em que 0s vetores unitarios estekda tais que qualquer translacéo
pura do sistema seja uma combinacao linear inteira delsss egtores sdo denominados de
vetores primitivo® sua célula unitaria é conhecida coogdula primitiva

Vale ressaltar que essa definicdo de célula primitiva ndoi® mgorosa, sendo a definicdo
mais formal dada a seguir.
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Figura 3.5: llustracdo de Células Unitarias e Célula Primjpara uma Padrao Cristalino Triag-
ular®.

Definicdo 3.18(Célula Primitiva) E um poliedro aberto que contém o conjunto maximo de
pontos ndo-equivalentes com respeito as translacdesgusstemas, ou seja, pontos que nao
podem ser levados um ao outro por meio de uma translacdo palquer da estrutura. O
significado de poliedro aberto é que nem todos os pontos @af&tie do objeto estdo contidos
no objeto em sP.

Para exemplificar melhor esses conceitos, considere anadalar da figura 3.5. Nessa
figura, verifica-se que os vetora® b séo vetores unitérios e a area hachurada 1 é uma célula
unitaria, ndo sendo, porém, uma célula primitiva, ja g ndo geram todas as translagdes
puras do sistema. Ja os vetortes v sdo vetores primitivos dessa rede e a area hachurada 2
correponde a uma célula primitiva. E importante deixamglportanto, que todo vetor primitivo
€ também um vetor unitario, mas nem todo vetor unitario €ipviop sendo o mesmo valido
para células unitarias e primitivas.

Com repeito a teoria de grupos, observa-se que 0s grupos eligide sistemas cristalinos
devem, agora, incluir também operacdes de translacdo.gig®s formam, entdo, um novo
tipo de grupo de simetria, sendo chamado§Sdgpos Espaciais

3.6.1 Grupos Espaciais

Anteriormente, viu-se que as operacdes de simetria de wemdetdo sistema formam um
grupo e definiu-se o chamado grupo pontual. No entanto, upograntual é eficaz, somente,
na analise da simetria de sistemas finitos. Para se eststianas infinitos e periédicos como
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0s cristais, viu-se, entédo, a necessidade de se definir unitipowde grupo de simetria: @rupo
Espacial

Grupo espacial €, portanto, um grupo de simetria composts pperacdes de simetria
pontual do sistema juntamente com suas operacoes de sitnatrslacional e as combinacdes
entre elas'™. Ele é, em geral, denotado pBre a notagdo usual para representar as operagées
de simetria que o compdem € a conhecida como notacao de +Sestee tem a seguinte forma:

{Ra|w}, (3.27)

em queR, € uma operacao de simetria pontual € um vetor de translacgéo.

Vale notar que as operacdRg e w separadas ndo sao necessariamente operacdes de sime-
tria do sistema, ja que, como serd visto mais adiante, exiateoperacdes de rototranslacéo e
reflexdo com deslizamento. Por essa notacao, defini-se, enuté a aplicacdo de uma dessas
operacfes num vetor posicado qualquérdada por:

{Ra|W}r = Rqgr +w, (3.28)
gue o produto de dois desses operadores é dado por:
{Rg|W2}{Ra w1} = {RgRa|Rgw1 + Wy} (3.29)
e que o operador identidade desse tipo de gru{e|@} e o operador inverso dgy|w} €

{Ralw}™ = {Ry*| - Ry 'w}.

Para a analise dos grupos espaciais, € essencial que seadalfiingrupo chamado @&ub-
grupo de Translacdoque é comumente denotado fdr Esse subgrupo consiste em todas as
operagOes da formi&E|t} pertencentes@&, ou seja, naquelas que representam translacdes puras
do sistema. Esse subgrupo de translacdo € importante,gssgiuma propriedade muito util:
ele é um subgrupo auto-conjugado do grupo espéte fato, essa caracteristica permite que
a enumeracdo das operacdes de simetria do grupo espagialcipda através da fatoracao de
seu subgrupo de translacao, que € um processo consistiiltainante, na separacao do grupo
espacial em cosets de modo que

G = Y {Ralva)T, (3.30)

em que{Ry|vy} s8o, em geral, operacdes de simetria de uma Unica célul@ipainsendo
Vg, portanto, ndo um vetor de translacéo, mas sim uma fracamd®. tAlém disso, é impor-
tante notar que todos os elementos dentro de um desses pedetecem a uma mesma classe
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do grupo e que cada um desses cosets representam um elememntgpd fator gerado pelo
subgrupo de translacao, como se viu na definicdo 3.9.

A existéncia do grupo fator para 0s grupos espaciais pod@ar&ger muito importante a
primeira vista, mas ela € crucial no estudo desse tipos deogrde simetria. De fato, nota-
Se que 0S grupos espaciais sdo, na verdade, grupos infuhiadpo a existéncia de infinitas
translacbes puras, o que dificulta bastante, a priori, a 1saléssa em termos do que foi visto
até aqui. Sabe-se, no entanto, que, descobrindo-se aseaefagdes irredutiveis para o sub-
grupo de translacédo, que serdo encontradas por meio danizake Bloch na secéo 3.6.2, e
encontrando-se as representacoes irredutiveis do gngraéarespondente ao grupo espacial,
pode-se mostrar que as possiveis representacdes iredutdvgrupo espacial podem ser de-
terminadas, que sdo, exatamente, os resultados que s& elesaftrar.

Outro grupo importante para o estudo dos grupos espaciaggépo de pontpdenotado
por P, que é o conjunto das operac¢des pontuais que aparecem rwoegpgcial, independente
de ela ser ou ndo uma operacdo de simetria do sistema, owesejapnjunto de todos os
operadores da formgR, |0} para todos o&, que aparecem no grupo. Esse grupo, portanto,
nado é, em geral, um subgrupo do grupo espacial, devido anmeesias rototranslacbes e das
reflexdes com deslizamento, mas, como se vera na secaoedetsgra muito util para a teoria
de bandas. Além disso, € importante notar §ueisomarfico ao grupo fator correpondente ao
grupo espacial, o que significa que a tabela de caracteifeg i#entica a desse grupo fator.

Quando todos os elementos de um grupo espacial podem sgoobtravés do produto
entre os elementos de seu grupo de ponto e os do seu subgrtraasdacdo, ou seja, quando
0 grupo é o produto direto de seu grupo de ponto com o seu fqubgiel translacao, esse
grupo é denominado de simorfico. Ja quando isso ndo ocorssjauquando 0 grupo possui,
pelo menos, um elementdz, |t} tal que{R,|0} e {E|t} ndo pertengcam a ele, esse grupo €
conhecido como n&o-simérfico ou assimérfiéd Existem, basicamente, dois tipos principais
de operacgdes de simetria que possuem essa caracteristRatoranslacdes ou Rotacdes em
Parafuso e as Reflexdes com Deslizamento.

A rotacéo parafuso consiste em uma rotagégr%eem guen é um namero inteiro positivo,
em torno de algum eixo, seguida por uma translagiparalela a esse eixo, como mostra a
figura 3.6. Considerando-se que P e P” sédo pontos do sistema&iseae que P’ ndo o €,
percebe-se que, separadamente, nem essa rotacao, neraredagdo sdo operagoes de sime-
tria do grupo, enquanto que a combinacgéo delas €. O eixo agamparafuso € chamado de
Eixo de Parafuso. A reflexdo com deslizamento consiste emraflfexdo em um planay
seguida por uma translacaég paralela a esse plano, como mostrado na figura 3.6. Analoga-
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Eixo

-~
- 0

a) b)

Figura 3.6: a) llustracdo de uma Rototranslacdo b)llustragiuma Reflexdo com Desliza-
mento

“t

Figura 3.7: Sistema Periodico Tridimensional

mente as rotagbes parafuso, nota-se que, separadas, gasgdes ndo pertencem ao grupo,
mas, combinadas, elas pertencem. O plagé denominado de plano de deslizamento.

3.6.2 Teorema de Bloch

Considere, agora, um sistema periddico tridimensional comaostrado na figura 3.7.
Nota-se que, como tal sistema € considerado como infinilopessui varias operacoes de
simetria de translacdo pura e, consequentemente, suddraaribH € invariante sob cada uma
delas. Logo, utilizando-se o que foi visto na secdo 3.3.Inetdado-sgE|t} =t por questéo
de simplificacdo de calculo, tem-se que:

Op(r) = w(r—1) (3.31)
OH = HO, (3.32)

para qualquer que seja um vetor de translacao pura do sistema.
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Além disso, sabe-se que as operac¢des de translacédo pura¢guiste propriedade:
OvOtY(r) = OO0y (r) = (r —t—t') =g (r — (t+t')) = Orw(r),

para quaisquer vetores de translacéo part e qualquer autofuncag(r) da hamiltonianad,
ou seja,

Ot’OI - Otot/ = Ot—H" (333)

ComoH e todos 090; sdo operadores lineares que atuam no espaco de Hilbert e como
todos eles comutam entre si, sabe-se, entdo, que as audtesuthgd podem ser escolhidas de
modo que sejam também autofun¢des dos opera@yresssim, nota-se que:

{Hw = Ev (3.34)
oy = Ay
Pela equacao 3.33, encontra-se, entdo, que:
OO =0 At) Y = A()A)Y =0y
A)ANY = A(t+t)y
AYAY) = A(t+t), (3.35)

ja que isso é valido para todas as autofungfés’.

Considere, agora, o conjunto de vetores linearmente indepées a;, ay, az} tal que qual-
guer vetor de translacdo purdo sistema que se esta analisando possa ser dado por

3
t= z cjaj, (3.36)
=

comcj € Z. Esse vetores sé@o conhecidos como vetores primitivos aigldiiio da rede real do
sistemd"*. Supondo, entdo, que(a;) tem a seguinte forma:

A (aj) = €™, (3.37)

sem perda de generalidade, ja @i pode assumir qualquer valor real ou complexo desde
quex; possa assumir qualquer valor complexo, encontra-se, gaégéo 3.35 que:
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A(t) = A(crar+Craz+cgaz) = A (c1ag) +A (Cap) + A (C3a3)
= (A(a)™ + (A (a2))2+ (A (ag))®

_ len (X1C1+X2C2+X3C3)

Alt) = &kt (3.38)

em que
kK = X1b1 + X2b2 + X3b3 (3.39)

€, normalmente, denominado detor de onda o conjunto de vetorefb;, by, b3} € definido,
em relagdo aos vetor¢s;,ap,az}, pela seguinte equacgao:

a.bj :27'[5] (3.40)

Portanto, pela equacgéo 3.31, encontra-se que:

ow(r) = wr—t)=e*ty(r) (3.41)
P+t = e ™®y(r)
Wir+t) = (), (3.42)

em quek’ = —k. Ambas as equacdes 3.41 e 3.42 representam a mesma prdereda
as autofuncdes dd e essa propriedade recebe o nom@emema de BlocH®.

Para se mostrar que 0s vetokesao reais, € necessario que se introduza o conceito de
condigdo de contorno cicllica. De fato, como nenhum sisténrdinito, ndo faz sentido, a
priori, considerar que ele possua uma simetria de trarslgg&que, ao desloca-lo em uma
dada direcdo, sua aparéncia sempre se altera. No entamio ,ncocaso dos cristais, se estuda
sistemas muito grandes, em comparacdo com as dimensddkgsiaos efeitos que as bordas
exercem naquilo que esta no interior desses sistemasevanté e isso nos da a liberdade de
escolher uma condicéo de contorno que nos permita consid€aistemas como simetricos
em relacdo as translacdes. Essa condicdo de contorno, émd@mmada de condicdo de Born-
von Karman, que considera o todo o espaco esta preenchidaptioas justapostas do sistema
em estudo. Isso significa dizer que a seguinte condicao tersequalida:

Y(r+Nag) =@ (r+Ngaz) = Y (r+Nsag) = Y(r), (3.43)
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em queNz, N> e N3 sdo inteiros positivos da ordem Né/3 eN = N;N,N3 é o nimero de células
primitivas do cristal® *® Como sera visto mais a frente, o sistema cristalino origindepser
retomado simplesmente fazendo-séNps-» .

Com essa condic¢do, portanto, tem-se, pelo teorema de Bloeh, qu
W (r+Njaj) =N g = (),

em quej = 1,2,3 e a notacdo de soma nao esta utilizada. Como a equacao adtaara
qualqueny, tem-se que
eiNjk.aj -1

Pelas equacdes 3.39 e 3.40, percebe-se, entdo, que:

gNi(Zixb-aj  — @27iNi(51%8)) — 1

2N — 1
2nNjXj = 2mm;
i — M

] NJ7

em quej =1,2,3 em; € Z. Portanto, a forma geral do vetore
e

k =
j; N;

bj, (3.44)

emquem; € ZeN; € N.

Pela equacao 3.44, nota-se que, retornando-se ao sisistalra infinito, ou seja, fazendo-
seN; — o, 0 espagcamento entre dois vetokesonsecutivos tende a zero, o que significa que o
conjunto de vetorek tendem a formar um espago continuo.

Pelo teorema de Bloch, nota-se que cada valok @sta associado a uma funcédr)
distinta. De fato, pode-se rotulgr(r) através do sel, denotando-a, assim, pgk(r). Além
disso, para satisfazer tal teorema, as fungfigs) tém que ter a seguinte forma:

Wi (r) = eXTu(r), (3.45)

tal queug (r +t) = uk(r), ou sejak (r) € uma fungdo que possui a mesma simetria de translacéo
pura do sistem’.
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Figura 3.8: Sistema com Simetria de Rotagao Pura
Sistemas com Simetria de Rotacdo Propria

Além de tratar sistemas com simetria de translacédo puragrert&s de Bloch pode ser
estendido para sistemas que, como o da figura 3.8, possuestrigine rotacdo propria ao
longo de um dado eixo. Logo, seguindo 0 mesmo raciocinio desscanteriores, tem-se,
considerando-se uma autofung@id) de um hamiltoniandl que possui tal simetria, que

Oc,®(8) = CD(G—%T) (3.46)

Oc,H = HOc, (3.47)

emqueQeR
Além disso, da mesma forma que, para translacdes purasa e@jeacao 3.33, a seguinte
equacdo é valida para as operacdes de rotacao propria entdum mesmo eixo:
Ocq, Ocy, = Ocq,Ocq, = Ocy (3.48)

talquez—n—z—nJrz—n
Q@ QA Q

Portanto, de maneira totalmente anéloga a situagéo derisitranslacional pura, tem-se,
nesse caso, que:

Oc,®(6) = €*(0) (3.49)
cp(e+2—") = <21Qqp(g), (3.50)
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em quek’ = —k

Nesse caso, contudo, é preciso atentar-se para o fato deagjaessa simetria ser de rotacao
pura, elatem que, necessariamente, se tornar a identigésl@ aua aplicacdo um dado nimero

N de vezes. Isso significa qagtem que ter a seguinte forma:
N
Q=—
p
emqueN € N, pe Z e p< N. Além disso, esse fato impde uma condigdo para 0s possiveis

valores dex e k’, que é derivada a seguir:

® <e+ NZ—") = ©(0+2pm) =¥PTp(9) = D(6)

Q
eiK’2prr -1
K2pm = 2m
K = :—) (3.51)

emqud € Z

Portanto, as equacdes 3.49 e 3.50 ficam da seguinte forma:

Oc,,®(6) = €?"No(6) (3.52)
¢(9+2%T) — 2TNg(g), (3.53)

Do mesmo modo que foi feito para o casos anterior, pode-t5 aotular®(6) de acordo
com qual valor dé ela esté associada, ou seja, pode-se f@z8) = d,(9).

3.6.3 Espaco Reciproco e Rede Reciproca

Como observou-se na secao 3.6.2, as funcdes de onda pogpsingesstemas periddicos
tridimensionais devem obedecer ao teorema de Bloch, ou seja,

Wie(r +t) = y(r)

ou

Oryi(r) = & up(r)
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Viu-se também que, devido as condi¢des de Born-Von Karmanfat@aale o sistema ser
infinito, k € um vetor real constante qualquer que identifica as difesefuncdes do sistema.
Assim, pode-se definir um novo espaco vetorial tridimeraital que, cada um de seus vetores,
seja um desses vetorks Esse espaco € chamadokkpaco Reciproce tem a caracteristica
trivial de que cada um de seus pontos esta associado a un&@fdapnda do sistema. Vale
ressaltar, no entanto, gkendo determina unicamente a fung@ig(r), ou seja, para cada,
pode existir, a priori, uma infinidade de funcdes de onda qtisfacam a condi¢ao do teorema
de Bloch. Portanto, seria interessante, a primeira visiachgr, a partir daqui, mais um indice
de forma a eliminar tal ambiguidade. No entanto, esse ipdiomanecera implicito para evitar
confusdes de notacdo. Assim, as autofuncdes do sistemaw@nab a ser rotuladas apenas
pelo vetork, deixando-se a cargo do leitor ficar atento para esse detalhe

Além disso, como se vera a seguir, as funcdes de onda quspondem a pontos distintos
do espaco reciproco podem nao ser distintas entre si. Pegafsear essa afirmacao, considere
o conjunto de vetoregbi,b,, b3}, que ja foi definido anteriormente na se¢do 3.6.2 através
da equacéo 3.40. Pela equacéo 3.39, nota-se que tal cofgumi@ uma base para 0 espaco
reciproco. Contudo esses vetores possuem uma propriedatmad Eles geram aquilo que
se conhece comiRede Reciprogajue é o conjunto de todos 0s pontos do espaco reciproco que
podem ser levados um ao outro por meio de vetores que saoragibs lineares inteiras de
b1, b, e b3. De maneira mais simples, a rede reciproca é determinad@@ejunto de vetores
do espaco reciproco que tém a seguinte forma:

3
K=Y cjbj, (3.54)
=1

em quec’j € 7. Dessa forma, percebe-se, pela equagéo 3.36, que:

3 3
Kt = Zl cici(ai.bj)
= 27‘[2 CiC/jdj
N
= 2712 cic
|
Kt = 2mm, (3.55)
em quem € Z, ou seja, 0 produto escalar entre um vetor qualquer da rede nem vetor

gualquer da rede reciproca do sistema da sempre um mulepRs.d Portanto, tomando-se

k’ = k + K, percebe-se que
gt gkt
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e, consequentemente, gér +t) = Xty (r), vale também que(r +t) = €< ty(r), ou seja,
os vetorek e k’ especificam as mesmas fungdes de ofidfd). Portanto, nota-se qug(r)
pode ser rotulada tanto cong® (r) quanto comal(r) sem nenhum problema, ou seja, pode-
se definir que:

o (r) = Pk (1) = Pie(r) (3.56)

Vale lembrar que, como o sistema possui essas simetriaauagacdo, sua hamiltoni-
ana precisa comutar com os operadores de translacdo aEsoai@ssas simetrias. Portanto,
considera-se que todas as autofuncdes dessa hamiltorbadacem ao Teorema de Bloch.
Além disso, pela equacéo 3.56, nota-se que as autofuncdemdloniana sdo funcdes per-
iddicas em relacao aos vetores da rede reciproca. Pormdifeeentes autofuncdes e suas au-
toenergias podem ser analisadas somente dentro de umanpgapredo do espaco reciproco,
gue € aquela cujos pontos ndo possam ser levados um ao outnonparanslacao da rede
reciproca. Essa porcéo € conhecida c&rimeira Zona de Brilouin

3.6.4 Representactes dos Grupos Espaciais

Até esse ponto, analisou-se somente os efeitos das sisrisanslacdo pura do sistema.
Contudo, sabe-se que eles podem possuir outras simetmas,rotacoes e reflexdes, e, conse-
guentemente, essas simetrias fornecem mais informaces@oniveis de energia do sistema.
A seguir, entdo, analisar-se-a os efeitos de uma operag@mdgia qualquer do grupo espacial
do sistema em uma de suas autofunggp e, para isso, € necessario a utilizagdo da seguinte
relacéo:

{E[t}{Ra|W} = {Ra|W}H{E|Ry't}. (3.57)

Portanto, nota-se que:

Oty [ORawy¥k] = OfRyw)Opejry e Y
= Oprymye ey,
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ja quey satisfaz o teorema de Bloch. Como se sabe que o produto esoalariénte sob a
aplicacao de uma operacao de simetria pontual, tem-se que

k-(Ra't) = Ra(k-(Rg't))
= (Rak)- (RaR3 ™)
= (Rak)-t

Portanto, percebe-se que

Ofepy [OfrymWk] = Ogrypwe Rty

Ofepty [Orawy ] = &R (O, 1wy U] (3.58)

ou seja, a funca®r,w) Yk, que € também autofuncdo Hepelo fato de que,g ) € H
comutam, é uma autofungdo que estd associada aoRgkato espaco reciproco, sendo assim
possivel se definir que

OfRalw} Pk = Y(R,k) (3.59)

A equacéo 3.59 € um resultado essencial, pois, pela defidecocdes de base dada pela
equacdao 3.7, verifica-se que o conjunto de autofuncdes aado p

{ ¥R | (3.60)

em queR, varre todos os elementos do grupo de ponto, forma um conjlentoncdes de base
para uma dada representacdo do grupo esp&cdd sistema. Partindo disso, € importante,
agora, atentar-se para as seguintes defini¢des:

Definicdo 3.19(Estrela dek). E o conjunto de todos os vetores ndo-equivalentes da zona de
Brillouin que tém a form&,k, comR, varrendo todos as operacées do grupo de pohto

Para ilustrar esse conceito, considere a rede quadradeandsia figura 3.9(a). Como se
observa, essa rede possui um grupo de anfto{ E,C4,C2,C2, Ov1, Ov2, 041, Og2 } gue, pela
notacdo de Schoenflies, é conhecido cdmp Tomando-se, entdo, sua rede reciproca dada na
figura 3.9(b) e um ponto genéri€a, do interior de sua zona de Brillouin, a estrelakdpara
esse ponto é, entdo, 0 seguinte conjunto de pontos

{ 617 GZ7 G37 G47 G57 G67 G77 G8 } )

ja que todos esses pontos sdo ndo-equivalentes. Para occpsatdZ; mostrado na figura
3.9(c), percebe-se que alguns dos pontos gerados pelagiaicas operagbes do grupo de
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a
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z
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#
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Figura 3.9: a) Rede real quadrada simples. b) Sua rede reaipraestrela de para um ponto
arbitrarioG; no interior da zona de Brillouin. c)Estrela Kgara o pont@; na extremidade da
zona de Brillouin. Nota-se que a estrela, na verdade, é datkernde pelos vetores mostrados, na
figura, em linhas mais espessas. d) llustracdo mostrandoetego, ao se aplicar as operacdes
do grupo de ponto, alguns dos vetokegerados sdo equivalentes entr&'si

ponto sdo, agora, equivalentes entre si, o que significa @uetodos eles pertencem a estrela
dek paraz;. De fato, a estrela de para esse ponto sera o conjunto de pontos

{21722723724}7

que estéo representados na figura 3.9(c) por linhas maissesiie

Como foi dito anteriormente o conjunto de fun¢des Bloch camelnte a vetoreks da
mesma estrela €, na realidade, um conjunto de funcdes dpdrasema representacéo do grupo
espacialG. Assim, para o caso da estrelaldpara o pontds, verifica-se que, como nenhum
desses vetores de onklasao idénticos ou equivalentes, as fungbes de Bloch correptesl
a eles sao linearmente independentes e, consequentemearf@esentacdo gerada por esse
conjunto de funcdes sera uma representacao irredutivetugim ggspacial. J& o poniy, ha
uma importante consideracéo a ser feita a cerca de que agiuicle algumas operacdes do
grupo de ponto erd; geram pontos equivalentes entre si. Na realidade, devskoatem-se a
definicdo degrupo do vetor de ondajue é dada a seguir.

Definicdo 3.20(Grupo do Vetor de Ondajara um dado vetor de ondachama-se dgrupo do
vetor de ondab conjunto de operacdes de simetria do grupo de ponto quémaritivariante
ou levam-no a vetores de onda equivalentes a ele. Esse tmgjumormalmente, denotado por
Gy e, como qualquer grupo de simetria, verifica-se, sem mailifiesldades, que esse conjunto
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¥

2

k arbitrario no interior k simétrico no interior k simétrico no interior
da Zona de Brillouin. da Zona de Brillouin. da Zona de Brillouin.
{E} {E.0.} {E,0u}
M
VA
i X
I,
k arbitrario na extremidade k simétrico na extremidade k simétrico na extremidade
da Zona de Brillouin (Ponto Z). da Zona de Brillouin (Ponto X). da Zona de Brillouin (Pontos I” e M).
{E.0,} {E,C,.20,} {E.2C,.C,20,,20,}

Figura 3.10: llustracdo dos diferentes tipos de ponto da zie Brillouin de uma Rede
Quadrada e seus respectivos Grupos do Vetor de Onda.

forma, de fato, um grupo.

Assim, para o pontd;, observa-se que seu grupo do vetor de onda € dadfBpar,; }.
Vale ressaltar que existem varios outros pontos simétnieogona de Brilllouin dessa rede
guadrada, como se vé na figura 3.10, mas se focara aqui, inasittg na compreensao do que
ocorre no pont@z, generalizando-se os resultados para esses outros pontos.

Assim, voltando-se ao ponif, para se descobrir as funcdes de base para representacdes
irredutiveis deG através do conjunto dado pela equacgéo 3.60 para esse pomsajere que tal
conjunto é dado por:

{ W1a4’27¢37‘/—’47 w57 WB»W77¢8}a (361)

em que agJ; correpondem a cada um dos ponZpsbtidos pelas operacdes do grupo de ponto.
Dividindo-se essas funcdes nos pafes, Ys }, { Yo, Us }, { Yz, Ws } e { Yy, Y7 }, sabe-se que
as funcgdes dentro de cada par correspondem a vekaggaivalentes, podendo ser rotuladas,
entdo, pelo mesmo vetér Suponha, assim, que essas fungcdes dentro dos pares saesfung
linearmente independentes entre si. Como todas as fuggd@sao relacionadas entre si por
uma operacao de simetria do sistema, observa-se que elastsfioncdes com a mesma au-
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toenergia. No entanto, tomando-se 0 seguinte conjunto

{W1+W6>¢’2+WS7W3+ ‘,USaQU4+ L/—’774’1—W67L/—’2—w5a'~ﬂ3—4’874’4—‘#7},

nota-se que, agora, as operacdes de simetria do grupo aspaeimisturam mais todas as
funcdes entre si. De fato, dividindo-se o conjunto acima ers dovos conjunto dados por

{Wl‘f’¢’&W2+W57¢3+¢’8>4/4+¢’7} € {4’1—WG,WZ—W57¢3—W874/4—W7}- (362)

verifica-se que ndo ha nenhuma operacéo de simetfiacues leve uma fungéo de um conjunto
no outro. Em outras palavras, isso quer dizer que o conjuntmdacédo 3.61 € um conjunto de
funcdes de base de uma representacéo redutivieledgue os dois novos conjuntos da equacao
3.62 é que sao conjuntos de funcbes de base para repressniaedutiveis. Portanto, pelo
gue se viu na secéao 3.4, esses dois conjuntos ndo podemponities a mesma autoenergia,
0 que nos leva a um absurdo, j& que qualquer combinacao tieednas autofuncdes com a
mesma autoenergia leva a uma nova autofuncédo também comnaanaegoenergia. Conse-
guentemente, isso significa que as fungdes dentro de cadlapaps }, { Yo, Ws }, { Ys, W} €

{ Y4, Y7 } ndo podem ser linearmente independentes, sendo, assitiplasiéntre si, ou seja,

Ys = cCin,
= C
Ys 202, (3.63)
Ys = Csys,
Y7 = Caly.
Utilizando-se, entéo, o fato de que
L)UG - OOvzwla
= 0
LI-’5 0\/2(,"27 (364)
L»US - OU\,lL)U37
L)U7 == OUV1w4v

e sabendo-se qui; e g, sdo operacdes de simetria de ordem 2, tem-se que as Uniegdesol
possiveis para o sistema de equacdes 3.63 sao

Ci=C=C=C=1

ou

Cil=C=C=0C=-1,

0 que indica, entdo, que as funcdes de base para represnbaedutiveis dé€s correspon-
dentes ao pontd; sdo aquelas associadas aos vetores de onda pertenceritelalek para
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Z; e que sao simétricas ou antisimétricas em relagég a oy, ou seja, essas funcdes tém que
ser também funcdes de base para as representacfes ieddti\grupo do vetor de onda do
pontok que ela corresponde. Esse resultado € geral para qualquerkpe pode ser, entao,
enunciado por meio do seguinte teorema.

Teorema 3.24.A determinacédo das funcdes de base de uma representacéatitrel de um
grupo espacial e associadas a um dado vetor de onda é feit@nonconjuntos de fungdes tal
que:

e Elas correspondam k's da estrela dék para esse vetor de onda,

e Sejam fungdes que se transformam de acordo com alguma destagdes irredutiveis
do grupo do vetor de onda a qual elas correspondam.

Como se observara na secao 3.6.5, esse teorema sera muita déterminacéo de car-
acteristicas importantes a respeito da estrutura de baedass materiais, principalmente na
analise de vetores de onda cujo grupo possui representagikgiveis de dimensdes maiores
gue um, como é o caso do po¥bda zona de Brillouin mostrado na figura 3.10.

3.6.5 Estrutura de Bandas

Como j4 foi dito, os vetores de ondg,ndo determinam unicamente as autofungfigs ),
o que leva a necessidade de se introduzir mais indices pantficer essas fun¢des. Assim, em
fisica do estado sélido, € comum se fazer a associacdo derarmmpaentre as autofungdes do
sistema e suas autoenergias, introduzindo-se um indalejue:

H Lpnk = Enk llfnk- (3-65)

Por essa nova notacao, verifica-se que, mesmo as degeneiasa&io ficando explici-
tas na equacéo, ela facilita a visualizacéo grafica do dsprée energia da estrutura, ja que,
plotando-se o valor de energia de cada uma das autofuncdesede funcao dos vetores de
onda, encontra-se um padrao grafico muito conhecido, quénéraatleEstrutura de Bandas
do material. Realmente, conkopode ser qualquer vetor redl,= E €, basicamente, uma
func@o dek, podendo ser escrita contb= En(k). Assim, todos os valores de energia para
um dadon formam umabanda de energia as diferentes bandas sao rotuladas pelos diferentes
valores den, como se observa na figura 3.11.
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Figura 3.11: Exemplo da Estrutura de Bandas de um dado CnistBuac&o da Componente
do Vetor de Onda

Por tudo que foi discutido nas secdes 3.6.2, 3.6.3 e 3.6rdelpe-se que a estrutura de
bandas de um material € muito influenciada pelas possivegtris da estrutura. De fato, pela
equacéo 3.56, tem-se que

Wn(k+k) = Pnk; (3.66)

em queK representa qualquer vetor da rede reciproca do sistentane,&ssas fungdes séo aut-
ofuncdes deH, suas autoenergias tém que ser também fungdes peridédieapago reciproco,
ou seja,

En(k +K) = En(k), (3.67)

o que significa que toda a informagé&o sobre as energias dmsigtsta contida na primeira zona

de Brillouin.

Além disso, pela equacgéo 3.59, nota-se que, cORydw} é uma operacéo de simetria do
sistemaik e Yr,k) tém que ter a mesma energia de acordo com a secao 3.4, o gifiesign
que

En(Rak) = En(k). (3.68)

Assim, ndo é necessario se preocupar nem com todos os pentosa de Brillouin, ja que

toda a informacao sobre as energias esta dentro de uma eegd menor, como se Vé na
regido hachurada da figura 3.12, que mostra a zona de Brilllmuexemplo da rede quadrada
visto na secao 3.6.4. A partir dessa equacédo 3.68, € possdattar também que os pontos
simétricos da zona de Brillouin sdo pontos de maximo ou demainiu de inflexdo em relacéo

a energia”’
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Figura 3.12: llustracdo da Zona de Brillouin da Rede Quadréia ma secao 3.6.4. A regiao
hachurada é aquela em que toda a informacao sobre a enegisaina esta contida.

Continuando-se, entdo, essa andlise dos efeitos da sirselnia a estrutura de bandas,
resta, agora, mostrar o que 0s grupos dos vetores de onda podanformar. Assim, nota-se,
pelo que se viu nas secdes 3.4 e 3.6.4, que, para pontos ddez8nélouin cujo grupo possui
apenas representacdes irredutiveis unidimensionai®y osrpontoss e Z da rede quadrada,
todas as autofungdes correpondentes a esse megmssuem autoenergias distintas entre si.
J&, para pontos como o pori ou seja, que possuem grug®g com, a0 menos, uma repre-
sentacao irredutivel de dimensdo maior que um, obsenagegg, a existéncia de autofuncdes
correspondentes ao mesmo vetor de onda e com autoenengges, imdicando, assim, uma
degenerescéncia. Essas propriedades, portanto, jurttacmn o fato de que a energia nos
pontos simétricos da zona de Brillouin alcangam valores démuédou de minimo, levam a
um importante resultado, que nos diz que tais pontos cujgsogfzk possuem representacoes
irredutiveis de dimensdes maiores sdo, exatamente, ogspemt que determinadas bandas de
energia se tocam, podendo haver o encontro de duas ou mdestdgpendendo de qual sejam
as dimensoes exatas dessas representacgoes.

Portanto, depois de todo esse estudo das simetrias de wmaististalino, verifica-se
gue muitas informacgdes a repeito tanto das autofuncdedajdarestrutura de bandas de um
dado cristal podem ser encontradas somente pela analise dexetria, sem a necessidade de
realizacdo de nenhum calculo mais pesado.
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4  Propriedades de Simetria dos
Nanotubos de Carbono

Depois de toda essa explanacgéo a respeito da teoria de gsupetria e suas utilidades na
fisica, vamos voltar, agora, para os sistemas que se estadapdo: os SWCN. Nesse capitulo,
entdo, sera feito um rapido desenvolvimento do que se variannente para o caso especifico
dessas estruturas, enunciando algumas de suas cargeterigte podem ser encontradas a
partir desse estudo, sendo elas conhecidas ¢bomiedades de Simetria

4.1 Rede Reciproca dos Nanotubos de Carbono

Como foi visto na secéo 2.2, a rede real dos nanotubos podestecomo o enrolamento
darede real do grafeno. De fato, os nanotubos podem sesaohadi como uma rede de grafeno
tal que a seguinte condicdo seja valida:

X =x+Ch=X, (4.1)
em que o sistema de coordenadas foi definido de modo que

~ Ch ~ I
— . e p— -2
x——h ; y—T, (4.2)

como se Vvé na figura 4.1 para o caso do nanotdhi®). Essa equagédo 4.1 €, entdo, a condigédo

gue expressa gue o sistema é, na verdade, um nanotubo e réfermglembrando-se qu&,
€ o vetor quiral do nanotubo no plano do grafeno, como se vaegao 2.2.2.

Para se determinar, entéo, a rede reciproca, é naturalkpeiaa partir da rede reciproca
do grafeno. Assim, falando-se um pouco sobre a rede reeitecuma folha de grafeno,
sabe-se, pelo foi visto na secédo 3.6.3, que ela é determpmaidkois vetoresh, e by, que sao
definidos em relacéo aos vetosgse a, de acordo com a equacéao 3.40, ou seja,

aj.bj = 2mag;j.
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Figura 4.2: Rede Reciproca da Folha de Grafeno

Portanto, pelas equacgdes 2.1 e 2.2 da secéo 2.2.1, ensergue:

21T 21T
by, = —X+—9, 4.3
1 a3 ay (4.3)
21T 21
b, = —X——79, 4.4
2 a3 57 (4.4)

e, consequentemente, a rede reciproca tem a forma mostdidpura 4.2, em que a regiao
esverdeada é a célula primitiva dessa rede, ou seja, a mizwia de Brillouin da folha de
grafeno.

\oltando-se, entdo, aos nanotubos, considere uma auéafulzchamiltoniana dessa estru-
tura tal que ela correponda ao vetor de okdakyX + kyy. Denotando-a pok (r) = gk (X,y),
tem-se, pelo teorema de Bloch, que:

P (r +1) = €5ty (r), (4.5)

em quet representa todas as operacoes de translagcéo pura do grdtdizando-se, entdo, a
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A

X

Figura 4.3: llustracéo das Linhas de Corte para o Nanofds).

condicao 4.1, tem-se, j& q@ é uma dessas operacgdes de translacéo pura, que:

Uk(r+Ch) = W(X+Ch,y) =y (x,y) = i (x,y)

oG = 1
kCn = 2vm
2vit 2v
ky = — = — 4.6
«= 5 =4 (4.6)

em quev € Z. Para a direcayg, como os nanotubos sdo considerados como infinitos, tem-se,
pelo que se viu na segéo 3.6.2, dye R e, consequentemente, a forma geral do vetor de onda
k é a seguinte:

2v
k=—X+ky¥, 4.7)
c
. 2m .
com a ressalva de que dois vetoreg k', tal quev’ = v ek = ky+ — sdo equivalentes em

T
~ .. ik i . , .
relacdo aT, ja qued’™ = &%T. Assim, percebe-se que os valores possiveis para esse vetor

formam linhas equidistantes paralelag a separadas entre si por um comprimento .2
Tais linha sdo denominadas lilehas de cortee estéo ilustradas na figura 4.3 para o caso do
nanotubd(4,2).

Pelo que se viu na secao 3.6, pode-se tomar duas direcOgemumtes quaisquer do
plano de grafeno e se determinar os vetores unitarios e ka célitaria correspondentes. Para
0s nanotubos, como ja analisou na secdo 2.2.2, essas te@edisdo, em geral, exatamente as
deCy, eT, tendo-se, dessa forma, a célula unitaria mostrada na Bgir&m relacdo, portanto,
aos vetore&y, e T, defini-se dois vetorek ; e Ky, que sdo analogos aos vetolase by, ou
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seja,:

Ki.Ch=2m , K»Ch=0,
Ki.T=0 , KpT=2m

Como o espaco que se esta tratando é bidimensional, temiaerglacdes acima, que

2
Ky= =% =Z_Cp,

%nn (4.8)

E possivel também, pelas equacgdes 2.3, 2.11 e pelo que ssokab®s vetores;, ay, by e by,

K
2= T

reescreveK ; e K, em termos ddé, e b, encontrando-se que:

—toby +1t1by
Ki=——0—
K., — mb]_ — nb2 (4'9)
2=
Além disso, os vetords passam a ser dados por:
k_vK1+ky|;2 (4.10)

Portanto, observa-se qie; determina a separacao entre as linhas de coke mdica
o comprimento das linhas que correpondem a vetioneo-equivalentes em relacédo ao vetor
de translacad, analogamente ao que se viu na secdo 3.6.2. Pela equacami.3e que
NK; = —tyb; +t1b, € um vetor da rede reciproca do grafeno e, por conseguinteyekores
de ondak que diferem entre si pdiK; sé@o equivalentes. Além disso, como niddy) = 1,
tem-se que nenhum dos vetords,, comv =1,2,--- ,N—1, sdo da rede reciproca do grafeno,
0 que significa que ad vetoresvK 1, comv =0,1,2,--- ,N—1, ddo origem &l linhas de corte
nao-equivalentes, como se vé na figura 4.4. Portanto, eofaes esse sistema tdshbandas
unidimensionais de energid e que sua zona de Brillouin teh linhas de corté! Como se
vera a seguir, essa discussao corresponde a chamada canstelicoidal-linear.

4.1.1 Construcao Helicoidal-Helicoidal

Até aqui, utilizou-se, somente, a caracteristica ciltados nanotubos e sua periodicidade
translacional ao longo de seu eixo, ndo mencionando-sesumta suas simetrias de rotagao
pura e de rototranslacdo. De fato, como se pode observaruma g7 do capitulo 2, existem
N — 1 operacdes de simetria, entre rotacdes puras e rotottéaslajue estdo sendo desconsid-
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Figura 4.4: llustracdo que mostra o conjunto de vetdragio-equivalentes desse espaco
reciproco.

eradas ao se utilizar essa célula unitaria. Para se inehiap, tais simetrias, € importante que
se defina a célula primitiva no plano de grafeno que reprassses materiais, verificando-se,

no entanto, que ha trés maneiras distintas de se fazer isso.

Nessa secdo, entdo, se falard da mais simples, porém menaniente delas, que é a
chamadaConstrucdo Helicoidal-Helicoidal Ela consiste na consideracédo de que os vetores
primitivos sdo, exatamente, os vetores de rade a, do plano de grafeno, sendo, assim, a
célula primitiva um dos hexagonos da rede e os velQresQ, da rede reciproca iguaisia e
b,, respectivamente. Colocando-se, en@pe Q, em termos d& ; e K,, encontra-se que

Q1 =nK1+1:Kp,

(4.11)
Q2 = MK +tKo.

Por essa equacéo 4.11, consegue-se entender, entéo, & geregsa construcao nao ser a mais
interessante para o estudo dos nanotubos. De fato, vesdigaeQ; e Q. estdo desalinhados
em relacédo &1 eK,, o que indica adl linhas de corte ndo-equivalentes ndo podem ser arran-
jadas em uma zona de Brillouin retangular, que seria a methoraf para a zona de Brillouin

de um nanotubo de carbono, ja que tornaria possivel a géiizde um espaco reciproco uni-
dimensional. Isso pode ser visualizado com mais clarezgueafét.5 para o caso do nanotubo
(4,2). Como se vé, a zona de Brillouin €, de fato, hexagonal e contdmadide corte com
comprimentos diferentes entre si, 0 que torna inviavelradghigdo de um espago reciproco 1D.

Para se encontrar, entdo, zonas de Brillouin retangularescé@ssario que se considere
L . . Ch
como ao menos um dos vetores primitivos da rede na direc&p d@ T, ou seja, qued— ou
T sejam um dos vetores primitivos. 1Sso nos leva, assim, aaduas constru¢des possiveis,

gue serdo explicadas a seguir.



4.1 Rede Reciproca dos Nanotubos de Carbono 74

Figura 4.5: Rede Reciproca do Grafeno e Zona de Brillouin pararst@gao Helicoidal-
Helicoidal, mostrada em cinza escuro, no caso do Nand#it® .

4.1.2 Construcao Helicoidal-Angular

A segunda forma de se definir a celula primitiva de um SWNT é tir jpias vetores% ez,
que foram definidos na secéo 2.2.2. Como se pode observarqpekai7, tais vetores, de fato,
geram todas as outras translagdes puras da rede de grafedo, almente, vetores primitivos
da rede. Essa nova situacao €, portanto, denomina@auigtrucao Helicoidal-Angulae os

novos vetore§); e Q, sdo, agora, tais que:

Ch Ch
Ql'F =2m ’ QZF - 07
Q1.Z2=0 , Q2.2 =2m.

Logo, pode-se verificar que, em termoskige K », eles sdo dados por:

Q1 =dK1—-WKy,
N 4.12)

Q2 = HK27

em qued, W eN foram definidos na se¢éo 2.2.2. Logo, ainda no caso do S\, verifica-
se que a zona de Brillouin €, agora, representada na figura&nza escuro. Como se
observaQ- € paralelo &, independentemente do nanotubo considerado, e se podeugons
uma zona de Brillouin retangular, mesmo cQwndesalinhado em relacadoka e K,. Para o
SWCN (4,2), essa zona contem duas linhas de corte com comprimentads &t&<,, sendo

. . . : . ~ . NK
gue, de maneira geral, ela consisteldmhas de corte cujos comprimentos sao |gua|5d-§ =

21N g . . . . L .
ST R Dessa forma, é possivel se introduzir um espaco recipradomensional, tendo sua

o . . NK: N oA .
zona de Brillouin um comprimento |gualad—2, 0 gue significa a existéncia, a priori, de
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Figura 4.6: Rede Reciproca do Grafeno e Zona de Brillouin pararstigdo Helicoidal-
Angular, mostrada em cinza escuro, no caso do Nandita). !

bandas de energia.

4.1.3 Construcao Helicoidal-Linear

Agora, vamos considerar que vetores primitivos da estigéo os vetoreR e T, também
vistos na secado 2.2.2. Desse modo, tem-se a cha@adstrucdo Helicoidal-Linearcujos
vetoresQ; e Q, sdo dados, agora, por:

Q.R=2m , QuR=0
Q.T=0 , Q)T=2m

e, em termos di& ; eK,, tém a seguinte forma:

{ Qu=NKy, (4.13)

Q2=—-MK;1+Ky,
em queM e N foram definidos na secao 2.2.2.

Para o SWCN4,2), a nova zona de Brillouin é dada, agora, na figura 4.7, perdebsa
queQ; é paralelo & 1, independentemente do nanotubo considerado, ou seja,pEespBT-
pendicular as linhas de corte, e que se pode também constraizona de Brillouin retangular,
mesmo conQ, desalinhado em relac&0; e K,. No SWNT (4,2), entdo, essa zona contem
28 linhas de corte com comprimentos iguaks;asendo que, para um SWCN gefalm), ela

. . . . . m
consiste ddN linhas de corte cujos comprimentos séo iguafs a T

Assim como na construcao helical-angular, € possivel enesso, se introduzir também
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Figura 4.7: Rede Reciproca do Grafeno e Zona de Brillouin pararst@gao Helicoidal-
Linear, mostrada em cinza escuro, no caso do Nandit®. ™

um espaco reciproco unidimensional, tendo, agora, umad®iillouin com comprimento
igual aK; e indicando a existéncia, a priori, bandas de energia. Vale lembrar que essa
construcao, na verdade, foi utilizada, implicitamentedisausséo feita na secéo 4.1.

Vale saber que esses dois procedimentos descritos nas getde e 4.1.2 sdo conheci-
dos comoTécnicas de Dobramento de Zorasua utilidade se da pelo fato de que o novo
espaco reciproco que é definido possui somente uma dimexséontrario do espaco consid-
erado inicialmente, que era bidimensional, estando etépemais de acordo com as estruturas
guase-unidimensionais dos SWCN. Além disso, a escolha degustrucéo deve ser utilizada
no estudo desses materiais é totalmente arbitraria, semoagla uma delas da origem a con-
juntos de regras de sele¢éo diferentes, mas as propriededesetria do material ndo séo, de
fato, influenciadas por esse desacordo entre as construaéssn, sabe-se que a construgao
helicoidal-linear €, normalmente, usada no formalismo mgas espaciais, que foi visto na
sec¢do 3.6 e sera aplicado aos SWCN na secéo 4.2, enquanto epséragam helicoidal-angular
€ mais utilizada quando se esté tratando os nanotubossatta¥érmalismo de grupos lineares,
gue sera abordado na secéo 4.3.

4.2 Grupos Espaciais para Nanotubos de Carbono

Nessa sec¢do, sera feita uma rapida aplicacdo nos nanotibag@dno dos conceitos vistos
ao longo do capitulo 3, determinando-se, assim, 0S Seu¥eEBIFUPOS espaciais e 0s grupo do
vetor de onda para os diferentes pontos de suas zonas deliBrédlotilizando-se a construcéo
helicoidal-linear.
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Quiral Armchair
(4,2) (3,3)
ZR/AL )

Figura 4.8: a) llustragdo do nanotubo quif4l2), mostrando seu eixo de rotacdo proige
um de seus eixdS,. b) llustrag@o do nanotubo aquiral armch@yr3), mostrando seu eixo de
rotacao propri&y e um de seus planos de reflexd@p c) Mesmo nanotub@3, 3), exibindo-se,
agora, um de seus planos de reflegdd”

Logo, de maneira geral, nota-se que, tanto para nanotulrassqromo aquirais, 0S grupos
espaciais correpondentes sdo sempre nao-simaorficospdepr@senca de rototranslacdes e, no
caso dos aquirais. de reflexdes com deslizamento. Assirmezando-se, de maneira geral, as
possiveis operacoes de simetria dessas estruturas, Rserds seguintes:

e Rotacao prépri€y em torno do eixo do nanotubo;

e Rotacdes propriaS; em torno de determinados eixos perpendiculares ao do ramotu
existindo duas classes distintas delas, sendo que, em gne&as passam pelo centro
das ligacdes entre dois &tomos, como se vé na figura 4.8(e),aeitra, 0s eixos passam
pelo centro de dois hexagonos da rede, denominando-as), aksC), para a primeira
classe e d€J para a segunda;

e Reflexdew, e oy em relacdo ao eixo da estrutura no caso dos nanotubos aguoaio
se verifica nas figuras 4.8(b) e 4.8(c);

Além, claro, das ja conhecidas translacfes puras e rostaigies ao longo do eixo do nanotubo.
(6]

Pela equacgédo 3.30 vista na secao 3.6.1, sabe-se que é nacaskierminacdo somente
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Dy {E|0}  2{Ck[vT/N} 2{CKIWT/NY ... 2{CHWT/NYWN/D-1 2{Ck|vT/N /2 (N/2){C5|0} (N/2){C¥ |0}
Ay 1 1 1 1 1 1 1
As 1 1 1 1 1 -1 -1
B 1 —1 1 (120 (—1)N/2 1 - |
B> 1 | 1 . (=1)Na2=1 (—1)N2 —1 1
Ey 2 2 cos 2w /N 2cosdn/N ... 2cos2(N/2 — 1)w /N —B 0 0
Es 2 2 cos 4w [N 2cos 8n /N .. 2cos4(N/2 - 1)x/N 2 0 0
Eina_yy 2 2c0s2(N/2—1)mx/N 2cos4(N/2 —1)n/N ...2cos2(N/2 — 1)*>x/N 2cos(N/2 — 1)x 0 0

Figura 4.9: Tabela de caracteres do grupo isomarfico tangwugam dos vetores de onéla= 0

ek = m/T quanto ao grupo fator de um nanotubo quiral genérico. Comuogilesses vetores
de onda, ressalva-se que as operacdes de simetria sdo s@m@artes pontuais das apresen-
tadas na tabela, enquanto que, como grupo fator, essagdperapresentam, na realidade, os
diferentes cosetgRy |w}T.1!

de quais os elementd®R,|w} sdo os que geram cosd€tR, |w} T diferentes, sendo que cada
um desses cosets contém elementos de uma mesma classeaespagal e representam um
elemento do grupo fator associado a esse grupo. Perceperssto, que encontrando-se qual
€ esse grupo fator e quais os grupos de vetor de onda de toskisgisk da estrutura, todas
as propriedades de simetria podem ser encontradas por eéima aquilo que foi visto nas
secoes 3.4, 3.5 e 3.6. Na realidade, ao determinar essessgtapvetor de onda, o proprio
grupo fator € encontrado automaticamente, ja que ele é rfiomao grupo do vetor de onda
do pontol" da estrutura, ou seja, o porke= 0.

Assim, analisando-se, primeiramente, 0 que ocorre no @asambtubos quirais, percebe-
se que o grupo do vetor de onda para o pdné exatamente, o grupo pontl| e sua tabela
de caracteres é dada na figura 4.9, sendo esse também o grnopotdk = 77/T. Além disso,
para 0s outros pontos da zona de Brillouin, percebe-se gsipessuem todos 0 mesmo grupo
Gk, que é o grupd@y e cuja tabela de caracteres € dada na figura 4.10.

E importante deixar claro que a operacao de rototransi@&e T /N} correponde ao vetor
tyvda equacédo 2.14 e que todas as outras rototranslacdes de um &t&CNontidas nos cosets
gerados a partir dela e de suas multiplas, sendo, assimestdiconsidera-las na construgéo
da tabela. Além disso, vale enfatizar qd& sempre um nuamero natural par, como se verifica
na equacao 2.13, e, consequentememit@,c N sempre.

Agora, para os hanotubos aquirais, sabe-se que eles poasum@smas operacdes de sime-
tria observadas no caso dos SWCN quirais, com o acréscimoutaadgutras, como a inversao

*Como todas as translacdes puras estdo na mesma direcia,sdilsomente o module, em vez do vetor
propriamente ditav. O mesmo serd feito para os vetores de dnda que, na construgdo helical-linear, o espago
reciproco é unidimensional



4.2 Grupos Espaciais para Nanotubos de Carbono 79

Cx  {E|0} {CyT/N} {CHIWT/N}? - {CHT/NYE - .- {ChT/N}—

A i il 1 1 1
B 1 1 1 O | — 1
r {1 € = e N1 }
+1 1 o o2 o=t H(N=1)
1 &2 e &2t 2AN-1)
Eio { 1 &2 o4 T 2 i AN 1) }
1 6%21 E2(%‘21) E[(%—i) E(N—i)(%—l)
Ei(%—l) { 1 €‘%71 6*‘2(%71) &_4(%"71) Es(}\.’—l)(%fl) }

Figura 4.10: Tabela de caracteres do grupo isomorfico amgtap vetores de ondarn/T <

k < /T de um nanotubo quiral genérico. Novamente, tem-se que aagd@s de simetria
do grupoGg séo, na realidade, somente as partes pontuais das apdesengatabela. Vale
ressaltar também que= e2i/N_[6l

Dy {BI0} - 2{CE,[vT/2n}* -+ {C8.[oT/20}" n{C3I0} n{CHIO} {110} - 2{ICE[oT/2n}* -~ {onl0} nioLl0} n{o?IT/2}
Atg B 1 1 1 1] 1 1 1 1 1
Asy 1 1 1 1 1] 1 1 1 1 -1
By 1 (—1)° (-~ 1 1 1 (-1)° e (=1D)7 1 1
By, 1 (=1)* (—1)7 1 1 1 (-1)* (=1 1 =
Eu, 2 .- 2cos(usmw/n) --- 2(—1)# 0 0| 2 2 cos(psm/n) 2(—1)* 0 0
Atu 1 1 1 1 1 =1 -1 1 1 -1
Agy 1 1 1 1 1 - -1 1| 1 1
B 11 T I 1 1| 4 —(-1)° (1) 1 1
Ba, 1 (-1)% (—1)" 1 1| -1 —(-1)* (—1)" 1 1
Eyu 2 .- 2cos(usmw/n) --- 2(—1)# 0 0| 2 .-+ —2cos(psn/n) --- =2(=1)* 0 0

Figura 4.11: Tabela de caracteres do grupo isomorfico tangougpo dos vetores de onkla= 0
ek = 11/T quanto ao grupo fator de um nanotubo aquiral qualfler.

espacial, reflexdes e reflexdes com deslizamento, como sevab®as figuras 4.8(b) e 4.8(c).
Vale ressaltar que os planos de reflexdo da estrutura s@erdde dos planos de deslizamento,
sendo esses, entdo, denotadosgjrenquanto a operagdo de simetriaa®|T /2}, e aqueles
denotados poo,. Portanto, analogamente ao que se fez para nanotubossqgpeatebe-se,
nesse caso, que o grupo do vetor de onda dos pdnte® e k = /T é o grupo pontual
Donh = Don ® Cyp, ja que, para esses nanotubldsy 2n, e com uma tabela de caracteres igual
a mostrada na figura 4.11. Além disso, encontra-se, paramsg@ontos da zona de Brillouin,
gue todos eles possuem, novamente, 0 mesmo @iypoque esse grupo é@ny, cuja tabela
de caracteres esta na figura 4.£9.

E importante deixar claro que ndo é o intuito desse trabalbstrar, explicitamente, as
propriedades que podem ser encontradas a partir de todestss®. No entanto, com as
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Comv  {BI0}  2ACLIT/2}'  {(CH.T/2)° ... 2ACLWT/20)"" {CLPT/2}" nfoli} nloll"}
A 1 1 1 1 1 1 1
A" 1 1 i | 1 1 —1 -1
B’ 1 | 1 (71J\n—l_: (71)n 1 i
B” 1 -1 1 (—1)int GO -1 1
E g 2cosm/n 2cos 27 [n voo  2c082(n—1)w/n —2 0 0
Es 2 2cos 2m/n 2cosdm/n coo 2cosd(n—1)n/n 2 0 0
By 2 2cos(n—1)w/n 2cos2(n—1)w/n ... 2cos(n— 1)27?/?1 2cos (n—1)w 0 0

Figura 4.12: Tabela de caracteres do grupo isomorfico amgtap vetores de ondar/T <
k < /T de um nanotubo aquiral genérico. Vale notar que, para nbostrigzag cuja é
impar, 7’ = 7" = T /2, enquanto que, para os zigzag cnjé par e para os armchair,= 0 e
" =T/2.%°

tabelas de caracteres mostradas aqui, a determinacas pegzdedades se torna extremamente
simples, pois basta se fazer uma aplicacao direta dos toseetos nas secoes 3.4, 3.5 e 3.6.
Dessa forma, propriedades como a absorcdo Optica do nhaexsavibracdes de sua rede e

muitas outras propriedades podem ser facilmente encastrad

4.3 Grupos Lineares

Anteriormente, definiu-se e mostrou-se algumas carate$ios grupos espaciais, que,
como se sabe, sdo muito Uteis no estudo de sistemas castalds SWCN podem, natural-
mente, serem entendidos como cristais unidimensionaigig&0o ha simetria translacional em
uma dimensao, e, portanto, tudo que foi visto na se¢éo 3.6 gadaplicado nesses materiais,
sendo, exatamente, essa a consideragao utilizada no desmento da secéo 4.2.

Entretanto, existe uma outra forma especifica, dentro déatde grupos, de se estudar
as propriedades de simetria dessas estruturas unidimaissidcssa abordagem tira mais van-
tagem do fato de se tratar de estruturas quase-unidimans®ela se utiliza de um outro tipo
de grupo de simetria, que é denominadd=stepo Linear

Um grupo linear é, portanto, um grupo de simetria cujas @i&smantém uma deter-
minada linha invariant&®. Assim como os grupos espaciais, grupos lineares poderercont
simetrias pontuais, de translacao pura e combinagdesealarecomo as rototranslacoes e as
reflexdes com deslizamento, sendo que, devido a definicdmrestacdes puras de um grupo
linear tém que ser todas multiplas inteiras de uma delagjautedas elas precisam estar numa
mesma direcdo, que é, exatamente, a da linha mantida intearia
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Considerando-se, entdo, essa direcado como sendo a dpeixilizando-se a notacao de
Koster-Seitz, tem-se que os operadores de simetria de yoo inear séo dados pdRy |w},
em queR, é uma operacado de simetria pontual/ € o comprimento da translacao ao longo
de z, ou sejayw = wz"! Na anélise de sistemas cristalinos feita na secao 3.6.3sevgue
esses sistemas podem ser vistos como uma determinadagpeétala unitaria, que se repete
através das translacdes puras do sistema, gerando-o. damai$mo dos grupos lineares,
esse conceito passa a ser, de certo modo, generalizadotoDedao 0s sistemas continuam
sendo cristalinos, mesmo que em uma Unica direcao, elespeetdambém entendidos como
arranjos regulares de partes idénticas, chamadasdémerosao longo do eixa. Contudo,
em vez de serem usadas somente translacfes {Hjtgspara se gerar o sistema a partir dos
mondmeros, pode-se utilizar uma opera¢do mais geral{Ry|w}, que é conhecida como
translagéo generalizada

Como o sistema é periédico, essa operagdaera um grupo ciclico infinito Z chamado
de grupo translacional generalizadaue é subgrupo do grupo linear total, denotado p@t L.
Além disso, vale notar que, dentre as possiveis operac@aagm® R, sO pode ser de dois
tipos: uma rotacdo em torno do eix@mu uma reflexdo em um plano que contenha esse eixo,
ja que uma combinacao entre essas operacdes €, na verdadeflexfo em um outro plano.
Assim, Ry = Cq, comQ € R, ouRy = oy €, consequentemente, Z pode ser um grupo de eixo
de parafuso, no caso em gde= {Cg|w}, ou um grupo de plano de deslizamento, quando
Z = {oy|w}.

Portanto, definindo-se 0 mondmero e o grupo Z para um detadmisistema, a infor-
macado completa sobre ele pode ser encontrada a partir degse @ das propriedades do
monémero, ou seja, as propriedades fisicas desse sisterdats@minadas pelas propriedades
dos mondmeros e por como eles se organizam ao longo da &ixdlo entanto, o grupo linear
da estrutura ainda ndo esta completo, pois ainda falta cenlggiais as possiveis operacoes
de simetria pontuais dos mondémeros que correpondem tamisémetias de estrutura como
um todo. O conjunto dessas operacdes forma também um swbdeup, sendo chamado de
grupo pontual axiak denotado por P, e, como qualquer operacédo desse grupo eemamier
a direcaaz invariante, nota-se que 0s Unicos grupos pontuais que Pgssdenir s&oC,,, Son,
Cihs Covy D, Do € Dig- L, portanto, nada mais é do que o grupo formado pelos eleselat
formal = ZSP, em quesc Z eP € P, ou seja, l= Z@ P. ]

Aqui ja se verifica que a principal diferenca entre o fornmbésde grupos espaciais e o de
grupos lineares € o fato de que, no primeiro, a parte transkadnfinita € fatorada, enquanto
gue as outras operacdes sdo vistas como operacdes ponermsdlzadas”, e, no segundo,
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Figura 4.13: llustragdo de uma Estrutura com Simetria detRotslacdo. Como se vé, para
uma andlise através de grupos lineares, precisa-se carsida mondémero de apenas um
atomo, enquanto que toda a estrutura da figura seria a célisdaia para o formalismo dos
grupos espaciais’

enumera-se as operacdes pontuais e se considera as sestantetranslacées generalizatfbs.
Além disso, nesse ponto, se tornam mais claro os motivos pelais 0s grupos lineares séo
mais eficazes na analise de sistemas quase-unidimengiorgiie 0s grupos espaciais, estando
alguns deles citados abaixo.

e Primeiramente, devido a esse conceito de translacdo diendea é possivel estudar
sistemas que ndo possuem simetrias translacionais puagspessuem algum tipo de
translagédo generalizada. Esses sistemas que séo corshemmo incomensuraveis e nao
podem ser analisados por grupos espaciais, ja que, parapesde grupo, pressupde-se

a existéncia de translagdes puras.

e Em sistemas comensuraveis, ou seja, aqueles que possuetrissinanslacional pura,
0S grupos lineares também tém sua vantagem e ela estd ndtad@mondmeros. De
fato, quando se usa uma translacao generalizada, 0 monQoesse precisa empregar €,
em geral, bem menor do que aquele usado quando se utilizaranséat;do pura, como

se pode ver na figura 4.13.

Para os SWCN, vamos, aqui, nos ater somente a determinacaaidesgrupos lineares
gue correspondem a esses materiais. Assim, pelo que faitideaa secéo 4.2, verifica-se,

para os nanotubos quirais, que:
Lquiral = TX D, (4.14)
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em que Zyiral = T‘,(,V é tal queZ = {C‘,(,"]dT/N}.”Z] J& para os nanotubos aquirais, encontra-se
que:

Larmchair = ingzag: T%n Dd h, (4- 15)
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5 Conclusao

Nesse trabalho, realizou-se uma revisédo geral das cdsdict&s estruturais dos nanotubos
de parede simples, enfatizando-se no estudo completo ratrisis desses materiais. Fez-se
também um resumo pormenorizado sobre teoria de grupos epfoacdo na resolucdo de
problemas fisicos, focando-se mais no estudo de sistendaicps e cristalinose na determi-
nacao de regras de selecdo. Com essa analise, foi verificdéo, que o estudo das simetrias
dos materias podem nos dar informacdes valiosas sobre mpagedades, sem que, para isso,
haja a necessidade da realizagdo de calculos trabalhasmsiq muitas vezes até inviaveis
analiticamente.

Logo ap@s, aplicou-se os conceitos de teoria de grupos esssdo das simetrias dos
SWCN, encontrando-se que, na verdade, ndo existe uma s6 famaa Eona de Brillouin
desse materiais, 0 que da origem as técnicas de dobramertoalee que cada uma delas tém
suas peculiaridades. Viu-se também que h& duas formasmiésrde se utilizar a teoria de
grupos nos SWCN, sendo que uma, a dos grupos lineares, é, denceld mais eficaz, pois é
especifica para sistemas quase-unidimensionais.

Como perpectiva, observou-se, recentemente, que certotubas quirais apresentaram
uma diminuicdo em sua energia interna ao sofrerem uma targgdar e isso levou a crer que
eles sdo naturalmente torcidos. Como uma das caractesigticama torcdo € o fato de ela
causar uma quebra na simetria translacional, esse fenéd@etaycédo natural cria, portanto,
um novo rumo para o estudo desses materiais, ja que eles démpoais possuir translacdes
puras ao longo de seu eixo, que era uma de suas caracterisacaessenciais, tornando, as-
sim, o formalismo dos grupos espaciais totalmente inadkpaassas estruturas. No entanto,
como as tor¢des preservam possiveis simetrias de rotisitdns o formalismo dos grupos lin-
eares continua a ser valido e, na verdade, passa a conatifnisa forma para o estudo das
propriedades de simetria desses materiais. Como proxinsm pastdo, € interessante que se
investigue mais a respeito da torcdo natural em nanotubasrtbeno e que, realemente, se
utilize esse formalismo para descobrir que novas propiesiassas estruturas possuem.



85

Referéncias Bibliograficas

1 SAMSONIDZE, G. GPhotophysics of a Carbon Nanotubkese (Doutorado) — MIT,
2007.

2 HTTP://DANMENGSHUAI.WEBNODE.COM/RESEARCH)/.
3 HTTP://WWW.KS.UIUC.EDU/RESEARCH/VMD/PLUGINS/NANOTUBE/.

4 DRESSELHAUS, M. S.; DRESSELHAUS, G.; JORIO, @roup Theory: Application to
the Physics of Condensed Matteteidelberg: Springer, 2008.

5 ALTMANN, S. L. Band Theory of Solids: An Introduction from the Point of Viefw
SymmetryNew York: Oxford Science Publications, 1991.

6 BARROS, E. B. et al. Review on the symmetry-related propediesarbon nanotubes.
Physics Report2006.

7 DAMNJANOVIC, M.; MILOSEVIC, I. Line Groups in Physics: Theory and Aplications to
Nanotubes and Polymersleidelberg: Springer, 2010.

8 YU, M. et al. Strength and breaking mechanism of multivchtarbon nanotubes under
tensile load Science2000.

9 POPOV, M. Superhard phase composed of single-wall caranatnbesPhysical Review
B, 2002.

10 LU, X.; CHEN, Z. Curved pi-conjugation, aromaticity, ane tfelated chemistry of small
fullerenes and single-walled carbon nanotulé&semical Review2005.

11 1IJIMA, S. Helical microtubules of graphitic carbadature 1991.

12 DAMNJANOVIC, M. et al. Full symmetry, optical activity, and potentiafsstngle-wall
and multiwall nanotube$hysical Review B1999.

13 GILMORE, R.Lie Groups, Lie Algebras and Some of Their Applicatiovsw York: John
Wiley & Sons, 1974.

14 FAZZIO, A.; WATARI, K. Introducdo a Teoria de Grupos aplicada em Moléculas e
Solidos Santa Maria: UFSM, 2009.

15 HAMERMESH, M.Group Theory and Its Application to Physical ProblerasS.A:
Addison-Wesley Publishing Company, 1964.

16 ASHCROFT, N. W.; MERMIN, N. DSolid State Physic4J.S.A: Harcourt College
Publishers, 1976.



Referéncias Bibliograficas 86

17 VOLKER, H.Group Theory in Quantum Mechanics: An Introduction to lte$emt
Usage New York: Pergamon Press, 1960.

18 SAITO, R.; DRESSELHAUS, G.; DRESSELHAUS, M. Bhysical Properties of Carbon
NanotubesLondon: Imperial College Press, 1998.

19 VUJICIC, M.; BOZOVIC, I. B.; HERBUT, F. Construction of the symmetry groups of
polymer moleculesJournal of Physics A: Mathematical and Generg977.



