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RESUMO

Sejam G um grupo finito e F' um corpo. Mostramos que todos os G-cédigos sobre F
sao abelianos se a ordem de G é menor que 24, mas para ' = Zs e G = 54 existe um
G-cédigo nao abeliano sobre F', respondendo uma questao em aberto proposta por BER-
NAL, DEL RIO, and SIMON (2009). Este problema estd relacionado a existéncia de
decomposicao de um grupo como o produto de dois subgrupos abelianos. Consideramos
este problema no caso de p-grupos, encontrando uma ordem minimal para a qual todos
os p-grupos de tal ordem admitem a decomposicao mencionada. Finalmente, estudamos
quais imposicoes devem ser feitas a um corpo finito F' e uma extensao finita E deste, para
que todos os G-codigos abelianos sobre F' sejam ainda cddigos abelianos sobre E ou os

G-cédigos abelianos sobre E sejam codigos abelianos sobre F'.

Palavras-chave: Decomposicao abeliana. Cédigos de grupo abelianos. Corpo base.



ABSTRACT

Let G be a finite group and I a field. We show that all G-codes over F' are abelian if the
order of GG is less than 24, but for F' = Z5 and G = S, there exist non-abelian G-codes
over F', answering to an open problem posed in BERNAL, DEL RIO, and SIMON (2009).
This problem is related to the decomposability of a group as the product of two abelian
subgroups. We consider this problem in the case of p-groups, finding the minimal order
for which all p-groups of such order are decomposable. Finally, we study if the fact that

all G-codes are abelian remains true when the base field is changed.

Keywords: Abelian decomposition. Abelian group codes. Base field.
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1 INTRODUCAO

Em 1948, o artigo “A Mathematical Theory of Communication” de Claude
Shannon deu origem as disciplinas de teoria da informacdo e de teoria de codigos. Am-
bas visam melhorar a comunicacao resguardando a conveniéncia, confidenciabilidade e
eficiencia. Ou seja, a transferéncia de informagao deve ser tao rapida quanto possivel,
considerando a quantidade de dados, e tao confidvel quanto necessario. Como estes dois
objetivos tém conflitado-se, nosso intuito é encontrar um equilibrio satisfatorio.

A teoria de codigos é uma tentativa de resolver esta questdo usando ferra-
mentas algébricas. Em outras palavras, ha dois aspectos essenciais nesta teoria, nome-
adamente, compressao de dados e correcao de erros. Na teoria de cddigos existem duas
secoes trabalhando nesta problemaética. A primeira é em cddigos lineares e a segunda em
codigos convolucionais. Ambas analisam propriedades essenciais dos cédigos chamadas
parametros, que sao: o comprimento das palavras, a quantidade de palavras validas no
cédigo e a distancia minima entre duas palavras validas do cédigo. Aqui, focaremos nos
codigos lineares.

Os codigos algébricos sao um bom exemplo para mostrar que quanto mais
estrutura algébrica se adiciona a um sistema, mais capacitado se esta para descrever o
sistema. Por exemplo, indo de cddigos para codigos lineares, obtém-se a facilidade em
calcular a distancia minima, calculando o peso minimo do cédigo. Assim, usando cddigos
ciclicos em vez de cédigos lineares, ganha-se uma descrigao ainda mais frutifera.

Com o artigo “Error detecting and error correcting code” de R. W. Hamming,
em 1950, os cédigos lineares receberam cada vez mais atencao. Um cddigo linear é um
subespago de um espaco vetorial sobre um corpo finito. O estudo em seu estégio inicial
era focado em cédigos binarios, mas atualmente existe um interesse tedrico em codigos
sobre corpos finitos com caracteristicas impares, devido as suas boas propriedades para
correcao de erros.

Os cédigos lineares mais importantes sao os cddigos ciclicos, pois assim como
mencionado antes, estes tém uma estrutura mais rica e consequentemente melhores pro-
priedades para correcao de erros. Estes e mais alguns fatos sobre tais cédigos serao
discorridos adiante.

Nas preliminares apresentamos os principais resultados sobre Anéis de Grupos
que utilizaremos ao longo do texto, além das defini¢oes e resultados béasicos necessarios
sobre codigos, para assim podermos definir cddigo de grupo, que serd o principal objeto
de estudo desta dissertacao e relaciona cédigos lineares ciclicos a estrutura de algebra
de grupo. Mais especificamente, mostraremos que sendo G = {go = €,91,...,gn_1} um

grupo finito e F um corpo finito, qualquer ideal (& esquerda) L do anel de grupo FG
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define um cédigo de grupo (a esquerda) K (L) de comprimento n sobre F' pela regra
(ag,a1,...,an_1) < aggo +a1g1 + -+ + @p_1gn—1 € L.

Qualquer c6digo que seja equivalente por permutacao a K (L) para algum ideal (& es-
querda) L do anel F'G é chamado um G-cddigo.

Em seguida passamos a tratar dos resultados presentes no artigo base, a saber
“Group codes over non abelian groups’(2013) dos autores C. G. Pillado, S. Gonzalez e C.
Martinez, incluindo também resultados cruciais, como por exemplo alguns resultados en-
contrados em “An intrinsical description of group codes” (2009) dos autores J.J Bernal, A.
del Rio e J. J. Sim6n. Um cddigo de grupo é dito abeliano, se for um A-cédigo para algum
grupo abeliano A. Em BERNAL, DEL RIO, and SIMON| (2009) foi provado que existe
um codigo de grupo a esquerda nao abeliano mas nenhum cédigo de grupo a esquerda nao
abeliano era conhecido. Neste trabalho descrevemos algumas classes de grupos e corpos
para os quais todos os codigos de grupo sao abelianos, assim como fornecemos um exem-
plo de um cédigo de grupo nao abeliano. Também notamos aqui que alguns exemplos
de cédigos de grupo a esquerda também foram dados em (COUSELO et al.| (2004)(onde
foram chamados de cddigos de grupo). Por exemplo, existem [8,3,5]-codigos de grupo a
esquerda em F4(Q)g, mas nao existem coédigos com os mesmos parametros em qualquer anel
F4A, onde A é um grupo abeliano de ordem oito.

Mostramos que todo grupo G' de ordem menor que 24, assim como todo grupo
de ordem p¥q', p, ¢ primos e k,l < 2, admite decomposicao abeliana. Também mostramos
que para qualquer primo p > 2 existe um grupo de ordem p° que nao admite decomposicao
abeliana, mas todos os grupos de ordem 2° = 32 possuem uma decomposicao abeliana.
Também fornecemos um exemplo de um grupo de ordem 2% = 64 que nao admite decom-
posicao abeliana. O tultimo exemplo fornece uma resposta negativa para o questionamento
natural se todo grupo de comprimento nilpotente dois possui uma decomposicao abeliana.
Finalmente, mostramos que existem Sy-cédigos sobre Zs que sao cddigos nao abelianos.
O dltimo aparece enunciado, sem prova, em [PILLADO et al.| (2011]). Por tultimo, anali-
saremos sob quais condigoes, dados corpos finitos F' e E com F' C E e um grupo finito G
vale que se todos os G-cédigos sobre E sao abelianos entao todos os G-codigos sobre F
sao abelianos. Reciprocamente, se todos os G-codigos sobre F' sao abelianos entao todos

os (G-codigos sobre E sao abelianos.
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2 PRELIMINARES

Ao longo de todo este trabalho, salvo mencao do contrario, denotaremos por e
ou 1 o elemento identidade de um grupo G, Z(G) o centro do grupo G e [z,y] = 2 'y zy
o comutador dos elementos z,y € G. O subgrupo gerado por um subconjunto S de um

grupo G serd denotado por (S), ou simplesmente por (ai,...,a,) caso S = {ay,...,a,}.

2.1 Resultados classicos

Os resultados apresentados a seguir sao usados no decorrer do trabalho e
podem ser encontrados, por exemplo, em MILIES and SEHGAL (2002). A menos de
mencao explicita do contrario, p denotara um nimero primo.

Proposicao 2.1. Seja G um grupo de ordem p. Entio G € ciclico.

Proposicao 2.2. Seja G um grupo de ordem p*. Entao G € abeliano.

Proposicao 2.3. Se G/Z(G) é um grupo ciclico, entao G é abeliano.

Teorema 2.4. Seja G um grupo abeliano de ordem pi*---pi*, onde p; é um nimero

primo. Entao
G =Zp, X+ X L,

Defini¢ao 2.5. Um grupo abeliano elementar (ou um p-grupo abeliano elementar) é um
grupo abeliano que se escreve como produto direto de grupos de ordem p.
Definicao 2.6. Sejam G um grupo e M um conjunto. Dizemos que G age em M wvia ¢
se existe um homomorfismo ¢: G — Sy, onde Sy denota o grupo de simetria de M, ou
seja, o grupo das bijecoes deste conjunto com a operacdo de composi¢ao usual de fungoes.
Definigao 2.7. Seja G um grupo de ordem p"m onde p{m. Um subgrupo de G de ordem
pt, 0 < i < n é chamado de um p-subgrupo de G. Se i = n tal subgrupo é chamado de
p-subgrupo de Sylow de G.
Teorema 2.8. (Sylow) Seja G um grupo de ordem p™m, onde p{m. Entao:

1. G contém p-subgrupos de Sylow e, além disso, todo p-subgrupo de G estd contido em

um p-subgrupo de Sylow de G.
2. Todos os p-subgrupos de Sylow de G sao conjugados em G.

3. Se n, denota o nimero de p-subgrupos de Sylow de G, entdao
n, = 1(modp).
2.2 Anéis de grupo

Sejam R um anel comutativo, associativo com identidade e G um grupo
multiplicativo arbitrario. O anel de grupo RG é uma R-algebra na qual os elementos de

G formam uma base e o produto se define de forma distributiva utilizando o produto do
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grupo G. De forma mais precisa, os elementos de RG sao da forma

a= E ag - 9,
geG
onde os coeficientes a, sao elementos do anel R nao nulos apenas para um numero finito

b:Zbg-g

geG

de elementos de G. Se

¢é outro elemento de RG, entao a adicao e a multiplicacao se definem como segue:

a+b:Zag-g+Zbg-g:Z(ag+bg)-g

geG geG geG

ab = (Zag~g> <th.h> = aghh-gh=> c. -z

geG heG g,heG zeG

sendo

Cc, = Z agbh = Zagbg—lz = Zazh—lbh.
h

gh=z g
Com estas operagoes RG é um anel e é, além disso, uma R-algebra associativa na qual a

multiplicagao por escalar ¢ dada por

aa =« (Zax : SL’) = Z(aaz) - T

zeG zeG

Observemos que se identificarmos ¢ € G com 1 - g € RG, entao tem-se que G C RG e,
portanto, os elementos de G formam uma R-base. Esta identificagao converte as somas e
produtos formais em somas e produtos ordinérios, pois podemos escrever a,g em vez de
ag - g. Além do mais, o elemento e € G é o elemento identidade de RG.

Exemplo 2.9. Quando G = (x) ¢ finito, temos que e, z,x?,..., 2"~ formam uma base

de RG e cada elemento de RG se escreve de forma inica como

n—1
a = a;x" .
=0

Uma propriedade bésica dos anéis de grupo é sua simetria. Seja x: RG — RG uma

* (Z aw) = (Z axm>* = Zamx_l.

1

aplicacao dada por

Como para z,y € G tem-se (zy)~! = y~'z7!, vé-se sem muito esforco que para a,b € RG,
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valem:

(a+b)" = a*"+b"

Portanto, * é um antiautomorfismo de ordem 2, o que nos leva ao fato de RG possuir

propriedades similares a esquerda e a direita.

Definigao 2.10. Sejaa = > a,x € RG. Define-se o suporte de a, denotado por Supp(a),
como o conjunto dos elementos do grupo cujos coeficientes na representacao de a sao nao

nulos,

Supp(a) = {x € G | a, # 0}.
Definimos também o subgrupo suporte de a como sendo (Supp(a)).

Portanto, Supp(a) é um subconjunto finito de G' que é vazio se, e somente se, a = 0. Note
que assim, (Supp(a)) é o subgrupo de G finitamente gerado pelos elementos de Supp(a).
Se H < G entao H C G C RG e a expansao R-linear de H em RG é RH.

Deste modo, RH esta contido de forma natural em RG. De fato,
RH = {a € RG | Supp(a) C H}.

E claro que, para a € RG, (Supp(a)) é o menor subgrupo H de G tal que a € RH.

Proposicao 2.11. Se a € RG, a # 0 e g € G, entao Supp(ga) = g(Supp(a)) e
Supp(ag) = (Supp(a))g. Em particular, se v € Supp(a), entio e € Supp(z—ta) N

Supp(az™t).

Demonstragdo. Seja a = Y, - aph. Segue que ga = >, - angh, de onde Supp(ga) =
{gh € G | an, # 0} = g{h € G | ap # 0} = g(Supp(a)). Analogamente vé-se
que Supp(ag) = (Supp(a))g. Além disso, se x € Supp(a), do que provamos acima,
Supp(z " !
Supp(z~'a) N Supp(az™). O

a) = z7'(Supp(a)) e Supp(az™!) = (Supp(a))z~!. Porisso,e=a 'tz =zz~ ! €

Um caso particularmente interessante de anel de grupo é obtido quando R = F

¢ um corpo.

Proposicao 2.12. Sejam H < G ea € FH. Entao a é invertivel em F'H se, e somente
se, a € invertivel em FG. Ademais, a € divisor de zero a esquerda (a direita) de FH se,

e somente se, é um divisor de zero d esquerda (a direita) de FG.

Demonstragao. Consultar PASSMAN] (2011), pagina 7, Lema 1.4. m
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Um dos interesses em anéis de grupo ¢ a relagao entre os ideais do anel de grupo
F'G e os subgrupos normais de G. Notemos, inicialmente, que G age por conjugacao sobre

FG. Para cada x € GG, consideremos a aplicagao «, : FG — FG definida por

az(a) = a” = v ax.

Entao, para

a:Z&ggeb:thh

geG heG

temos

(a+b)" =2 a+br= Z(ag +by)z tgr = Z a,x gz + Z byr tgr = a” + b"

geG geG geqG

(ab)* = v 'abr = Z agbhx’lgszlhx = <Z agxlgx> <Z bhxlhx> = a"b".

g,h€G geG heG

Além disso,
(a)" = y_l(x_lax)y = (xy)_la(xy) = ag"v.

Portanto, lembrando que Srg denota o grupo das simetrias de FG, p: G — Spg dada por
p(z) = o (onde o é um automorfismo com inversa o* ' = zaz ') é um homomorfismo
e, portanto, determina uma acao de grupos de G sobre F'G.

Dado um subconjunto S de F'G, dizemos que S é G-invariante se a*(S) = S* = S para

qualquer z € GG. Em particular, temos que o seguinte resultado é vélido.

Proposicao 2.13. Nas notagoes acima descritas, se H é um subgrupo normal de G,

entao FFH é G-invariante, e, se I € um ideal de F'G, entao I é também G-invariante.

Demonstracao. Decorre diretamente das definicao de o”, para x € G, da normalidade de
H em G e do fato de I ser ideal de F'G. [

Relembre que se F'G é uma algebra de grupo e L é um ideal de F'GG, denotamos

por L - F'G as somas finitas de produtos de elementos de L por elementos de F'G.

Lema 2.14. Seja H < G. Entao:
(1) Se L é um ideal G-invariante de FH, entdo L - FG = FG - L € um ideal de FH.
(17) Se I € um ideal de FG, entdo (INFH)-FG C I eI NFH éum ideal G-invariante
de FH.

Demonstragao. Consultar PASSMAN] (2011), pagina 8, Lema 1.5. m

Um dos resultados mais conhecidos em Teoria de Representagoes é o
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Teorema 2.15. (Teorema de Maschke, 1898) Sejam F um corpo e G um grupo

finito. Entdo FG é completamente redutivel se, e somente se, char(F){|G]|.

Demonstragao. Consultar MILIES and SEHGAL (2002), pagina 142. O
Uma versao mais geral deste resultado é o

Teorema 2.16. (Connell, 1963) Sejam G um grupo qualquer e R um anel associativo
com identidade. Entao RG é completamente redutivel se, e somente se, sao satisfeitas:
(1) R € completamente redutivel.
(17) G € finito.

(i17) |G| € invertivel em R.

Demonstragao. Consultar MILIES and SEHGAL (2002),pagina 140. O

Uma tradugao do Teorema de Wedderburn-Artin neste contexto nos dara muita

informacao sobre a estrutura da algebra de grupo.

Teorema 2.17. Seja G um grupo finito e F' um corpo tal que char(F) {|G|. Entdo:
(1) FG € uma soma direta de um nimero finito de ideais (bilaterais) {B;}1<i<r, que
sao as componentes simples de FG. Cada B; € um anel simples.
(17) Qualquer ideal bilateral de FG é uma soma direta dos membros da familia { B;}1<i<y-
(1ii) Cada componente simples B; é isomorfa a um anel de matrizes da forma M,,(D;),
onde D; ¢ um anel de divisao contendo uma copia isomorfa de F' em seu centro, e

o0 isomorfismo
FG = M,,(Dy)
i=1

¢ um isomorfismo de F'-dlgebras.

(iv) Em cada anel de matriz M, (D;), o conjunto

I 0 0
Ii: 2 :x17$27"'axnieDi gD:LZ
Tn, O 0

€ um ideal minimal a esquerda.

Demonstrag¢ao. Consultar MILIES and SEHGAL (2002), pagina 142. O

A decomposigao de RG como soma direta de componentes simples corresponde
a um conjunto de elementos {ey,...,es} tais que A; = RGe; para 1l <i<se
(1) e; # 0 é um idempotente central, 1 <1i <s.
(i1) Se i # j entao e;e; = 0.
(i7) 1 =€ + - + es.
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. ~ . !/ 1" / 2 ~ . . .
(iv) e; nao pode ser escrito como e; = e; + ¢, , onde e;, e; sao idempotentes centrais tais
ron

#Oeele =0,1<i1<s.

Os elementos e, ..., e, recebem o nome de idempotentes centrais primitivos.

que e,

Z’z

Assim como pode ser visto em PASSMAN]| (2011)), h4 uma forma natural de obter idem-

potentes centrais em uma algebra de grupo F'G.

Proposicao 2.18. Dados um corpo F' e um subgrupo H de um grupo G tal que char(F) {

b=

heH

|H|. Entdo o elemento

€ um itdempotente em FG. Ademais, H ¢ normal se, e somente se, h € central.

Demonstracao. Note que hé idempotente, ou seja, denotando H= > nem h, temos

“ A 1 . 1 A 1 A

hh = —— h|H=——= hH | = — H H|H = h.

P (Z ) AP (Z ) P (Z ) i
heH heH heH

Para as implicagoes restantes, ver MILIES and SEHGAL (2002), pagina 139, Lema 3.4.3.
]

2.3 Coddigos

Nesta secao sao definidas as nogoes bésicas sobre codigos e recordaremos
algumas de suas propriedades. Os resultados sobre cddigos, codigos lineares e codigos
ciclicos abaixo citados estdo em HEFEZ and VILLELA| (2008). Ao final da secao sera

entao introduzida a nocao de cédigo de grupo.

Definigao 2.19. Seja A um conjunto finito, denominado alfabeto. Um codigo de com-

primento n sobre A € um subconjunto do produto cartesiano A™.

Os elementos de A™ sao chamados de wvetores, e para um cédigo dado C, chamamos
de palavras os seus elementos. O niimero k = log, m, onde ¢ = |A] e m = |C], é dito a
dimensao combinatdria de C'. Nestas condigoes dizemos que C' é um (n, m)-cédigo, ou um
(n, k)-codigo. Se ¢ = |A|, um c6digo sobre A se diz um cddigo g-ario (se ¢ = 2, 3,4, binério,
tercidrio e quaterndrio, respectivamente). Denotamos palavras de C' por a = (aq, ..., a,)

e a;, para i = 1,...,n, recebe o nome de entrada de a na i-ésima posicao.

Definigao 2.20. Dados dois elementos a = (ay,...,a,) e b = (by,...,b,) de A", a

distancia de Hamming entre a e b é definida como

d(a,b) =[{i|1<i<n, a; # b}
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O valor
d = min{d(a,b) | a,b € C,a # b}

é dito a distancia minima de C'. Se C' é um (n,m)-cédigo cuja distancia minima é d,
denotamos C' como sendo um (n,m, d)-cédigo. Os ntimeros n,m (ou k) e d, que fazem
referéncia ao comprimento do c6digo, ao seu ntiimero de palavras (ou sua dimensao combi-

natodria) e a sua distancia minima, respectivamente, se chamam parametros fundamentais

do cédigo C.

Definicao 2.21. Seja A,(n,d) o nimero mdzimo de palavras que um cédigo de compri-
mento n e distancia minima d sobre um alfabeto de q elementos (€ habitual omitir-se
o subindice e escrever apenas A(n,d) quando q¢ = 2). Um (n, Ay(n,d),d)-cédigo se diz
otimo.

Obtiveram-se diversas cotas superiores para o valor de A,(n,d): Hamming,
Gilbert, Plotkin, Varshamov, entre outras. Vamos destacar a Cota de Singleton. Sejam

n, q, d tais que d < n. Entao
Ay(n,d) < g

Defini¢ao 2.22. Diz-se que um (n,m,d)-cédigo sobre um alfabeto A de cardinal g é um
M DS-cédigo se m = ¢g"~ 1.

Ou seja, o numero de palavras de um codigo qualquer de comprimento n e distancia
minima d sobre um alfabeto com ¢ elementos é menor ou igual ao nimero de palavras de

um codigo M DS com os mesmos parametros.

2.3.1 Cddigos lineares

Atualmente os codigos mais utilizados sao os codigos com uma estrutura
algébrica de espaco vetorial: os chamados cédigos lineares.
A partir de agora, salvo mencao do contrario, denotaremos por F um corpo com ¢ ele-

mentos, onde ¢ é uma poténcia de um primo p.

Definicao 2.23. Um codigo linear de comprimento n sobre um corpo finito F € um

subespaco vetorial de F™.

Todo codigo linear C' é por definicao um subespaco vetorial de dimensao finita. Seja k a
dimensao do c6digo C' e seja {vy, ..., v} uma base de C, portanto, todo elemento de C'

se escreve de modo tnico na forma

)\1’01 + )\21)2 + -+ )\k:'Uk:a
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onde os \;, i = 1,...,k, sao elementos de F. Segue dai que

k
m = [C| = ¢,
e, consequentemente,

dimpC =k = log, ¢ = log, m.

Assim, a dimensao de C' como F-espaco vetorial coincide com a dimensao combinatéria.
Um cédigo linear de comprimento n sobre um corpo finito F', com dimensao k e distancia

minima d, se diz um [n, k, d]-cédigo (linear).

Nos cédigos lineares se pode caracterizar a distancia minima utilizando a nogao

de peso de Hamming (o que é bem mais vantajoso do ponto de vista computacional).

Definicao 2.24. Dado a € F", define-se o peso de Hamming de a como sendo o inteiro

wia) = {1 <i<n|a #0}|

Em outras palavras, temos que
w(a) = d(a,0),

sendo 0 = (0,...,0). E facil ver que w assim definida é uma norma em F" e que a distancia
de Hamming d é a distancia associada a esta norma. De modo andlogo a distancia minima

de um cédigo, podemos definir seu peso minimo como

w(C) = min{w(c) | c € C}.

Proposicao 2.25. Seja C' C F™ um codigo linear com distancia minima d. Temos que
1. Para quaisquer x,y € F", d(z,y) = w(x — y).
2. d=w(C).

Demonstracao. O item 1. é consequéncia direta das defini¢oes de distancia e
peso de Hamming. O item 2. decorre de que, para todo par de elementos x,y em C' com
r#y, temse z=x—y € C\{0}ed(x,y) =w(z).

O
Defini¢ao 2.26. Sejam C' C F™ um cddigo linear e 5 = {vy,...,vx} uma base ordenada
de C. Considere a matriz G, cujas linhas sao os vetores v; = (Vi, ..., V), 1 = 1,...,k,
isto €,
U1 V11 V12 -+ Uip
G — -
Vg V1 Uk2 + VUgn

A matriz G € chamada de matriz geradora de C' associada a base [3.



20

Sejam a, b vetores de F™. Denotamos por a - b o produto interno usual, representado por

a-b= i CL,LbZ
=1

Dado um codigo linear C' C F™, define-se
Ct={veF" |v-u=0,VucC}

que ¢é dito o cddigo dual de C. Note que em particular, C* é um cédigo linear. Seja H a

matriz geradora de C'*. E imediato ver que H é a matriz definida a seguir.

Definigao 2.27. Diremos que uma matriz H é uma matriz de controle do cddigo C' se,
dado um vetor arbitrdrio a € F™ se verifica que a € C' se, e somente se, Ha' = 0, onde
0=(0,---,0).

A seguinte proposi¢ao pode ser provada de maneira direta a partir da definigao

e das propriedades fundamentais de codigos lineares.

Proposicao 2.28. A distancia minima d de um codigo linear C € igual ao numero de

colunas linearmente dependentes de sua matriz de controle H.

2.3.2 Cdbdigos ciclicos

Os codigos ciclicos sao muito utilizados nas aplicagoes, por formarem uma
classe de cédigos lineares que possui bons algoritmos de codificacao e de decodificacao.

No que se segue, representaremos as coordenadas de um vetor em F™ por (zg, ..., Tp_1).

Definicao 2.29. Um cddigo linear C C F™ serd chamado de codigo ciclico se, para todo
c¢=(co,...,cn1) pertencente a C, o vetor (¢,_1,co,...,Cn_2) também pertence a C. Em
palavras, um tal codigo linear é ciclico se dado um qualquer de seus elementos, todas as

permutacoes ciclicas deste também estao no codigo.

Consideremos o anel de polinémios F[z| médulo 2™ — 1, isto é,

Sabe-se que R, é um F-espacgo vetorial e que seus elementos sao classes de polinémios,
as quais sao representadas por polindmios de grau menor que n. Assim, a aplicagao
¢ : F" — R, dada por

1

d(coy + yCno1) =Co+ 1z + -+ cpga"

¢ um isomorfismo de F-espacos vetoriais.
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Temos entao que todo codigo linear C' C F™ pode ser levado para R, mediante
o isomorfismo ¢. A vantagem de R, é que este, além de ser um F-espago vetorial,
possui também uma estrutura de anel. Veremos nos resultados seguintes as vantagens de

trabalharmos com a identificagdo ¢(C).

Teorema 2.30. O cddigo C C F™ € ciclico se, e somente se, p(C) C R,, é um ideal.

Demonstracao. Assuma que C' é um cddigo ciclico. Como C' é um subespaco vetorial, em
particular (C,+) é um grupo abeliano. O mesmo vale para ¢(C'), devido ao isomorfismo.
Portanto, para mostrarmos que ¢(C') é um ideal de R, basta mostrarmos que dado a(x)
em R,, vale a(z)¢(C) C ¢(C). De fato, se c(x) € ¢(C) entao zic(x) € ¢(C), para

i=0,...,n—1, uma vez que C é ciclico. Deste modo, dado a(z) = Z?:_Ol art € R, e
c(x) € ¢(C), temos
n—1
a(x)e(z) =Y ai(z’c(x))
=0

Assim, como ¢(C') é fechado para a multiplicagdo por elementos de F' e para a soma,
segue que a(x)c(z) € ¢(C).

Reciprocamente, se ¢(C') é um ideal, entao C' é um espaco vetorial (via o
isomorfismo) e além disso, z'c(z) € ¢(C'), para qualquer c(x) € ¢(C), parai =0,...,n—1,

de onde decorre que C' é um cddigo ciclico. O

Tendo em vista o isomorfismo explicitado anteriormente, no enunciado dos

proximos resultados, trataremos C' como ¢(C') sempre que for conveniente.

Teorema 2.31. Se C' é um cddigo ciclico e g(x) € o polinémio ménico de menor grau

em C, entao C = (g(x)) e g(x) € unico.

Demonstragao. Seja a(z) € C. Entao, em F[z], pelo Algoritmo da Divisao, temos a(x) =
b(z)g(x) + r(z), onde r(x) = 0 ou deg(r(z)) < deg(g(x)). Mas, r(z) = a(z) — b(z)g(x) €
C, ja que C é ideal. Logo, pela minimalidade do grau de g(x), segue que r(x) = 0
e a(z) = b(zx)g(x). Suponha que g(z) e h(z) sdo polindmios monicos de mesmo grau
minimal em C. Entao, g(z) — h(xz) € C e tem grau menor que o grau de g(z), de onde
g(z) = h(x). O

O polinémio g(z) descrito no teorema acima é chamado de polinomio gerador

de C. Se g(x) = go + 12 + -+ + gr_12" "1 + g,2" é 0 polinémio gerador de um cédigo C,

entao
go g1 g2 -+ g1 1 0
0 g9 o1 g2 -+ g 1 0
0 0 go - Y |
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é uma matriz geradora de C'. Mostra-se ainda mais, que todo divisor de ™ — 1 é um

gerador de algum cédigo ciclico. De fato, temos o préximo resultado.

Teorema 2.32. O polinomio gerador de um codigo ciclico C' C F™ divide x™ — 1 e, além

disso, qualquer divisor de x™ — 1 é um polinomio gerador de algum codigo ciclico.

Demonstracao. Seja g(x) o polindmio gerador de C. Pelo Algoritmo da Divisao em F[x],
temos 2" — 1 = a(z)g(x)+r(z), onde r(z) = 0 ou deg(r(z)) < deg(g(x)). Assim, r(z) € C
e pela minimalidade do grau do polinémio gerador, r(x) = 0.

Suponha agora que g(z) divide 2™ — 1. Considere o ideal gerado por g(x)
moédulo z™ — 1, ou seja, todos os multiplos de g(z) médulo ™ — 1. Suponha que existe

neste ideal um polinoémio b(z) com grau menor que o grau de g(x). Entao, em F[z], temos

para determinados polinomios a(z), d(z). Como g(x) divide 2 — 1, segue que g(z) divide
b(x), o que é impossivel, ja que b(x) possui grau menor. Ou seja, este ideal é gerado por
g9(z). O

2.3.3 Cdbdigos de grupo

A nocao de codigo de grupo surge como a generalizacao do fato de que todo
cédigo ciclico de comprimento n sobre um corpo F' poder identificar-se com um ideal do
anel de grupo FC,, onde C,, é o grupo ciclico de ordem n.

Denotaremos por E = {ey,...,e,} a base canonica de F".

Definicao 2.33. Sejam G um grupo de ordem n e C' C F™ um codigo linear. Dizemos
que C € um G-cddigo (a esquerda, a direita) se existir uma bijecio ¢ : E — G tal que
sua extensao por linearidade a um isomorfismo de F-espagos vetoriais, ¢ : F" — FG,

cumpre que ¢(C) é um ideal bilateral (a esquerda, a direita) de FG.

Dizemos que um c6digo linear é um cédigo de grupo (& esquerda, a direita) se

for um G-cddigo (& esquerda, a direita) para algum grupo finito G.

Proposicao 2.34. Se C' C F™ é um (G-codigo a esquerda para um certo grupo finito G,

entao C também é um G-cddigo a direita.

Demonstracao. Se C' C F™ é um G-codigo a esquerda para um certo grupo finito G, entao
existe um bijecao ¢ : E — G tal que sua extensao por linearidade a um isomorfismo de F'-
espagos vetoriais é tal que que ¢(C') é um ideal a esquerda de F'G. Tomamos o isomorfismo
de grupos p : G — G dado por p(g) = g~'. Entao, afirmamos que po ¢ : E — G é uma
bijecao tal que sua extensao por linearidade cumpre que p o ¢(C') é um ideal a direita de
F@, de onde decorre que C' é um G-cédigo a direita. De fato, dados a = > a9 € FG e
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b =73 byh € $(C), representemos por b = > b,-1h™t = p(b) e a' = > a,-197" = p(a).
Assim,

ba= p(a'b) € pog(C),
pois a’b € ¢(C), uma vez que este é ideal & esquerda. ]

Observagao: Note que este fato, no entanto, nao implica que todo cédigo de grupo a

esquerda ou a direita seja um codigo de grupo.
Existe uma acao natural do grupo simétrico S,, sobre F'™, definida por

O'(al, ag, ... 7an) = (aa(l)7 ao’(2)7 s 7a0(n))7

para cada (aq,as,...,a,) € F™.

Definicao 2.35. Dois codigos C1,Cy C F™ se dizem equivalentes por permutagao se
existir o € S, tal que Cy = o(CY).

Segue da definicao acima que, dado um grupo G de ordem n e uma bije¢ao ¢ : £ — G,
os G-codigos (a esquerda, a direita) sobre F' sao os cddigos lineares contidos em F™ que
sdao equivalentes por permutagao a algum cédigo ¢~*(I), onde I é um ideal bilateral (&

esquerda, a direita) de F'G e ¢ denota também a extensao por linearidade a F™ — FG.

Definicao 2.36. O grupo de automorfismos de permutacao de um codigo C' € definido
por

PAut(C) ={c € S, | o(C)=C}.

O proximo resultado, cuja prova pode ser vista na tese de doutorado de J.
J. Bernal, mostra que um codigo linear e seu cédigo dual gozam da mesma estrutura de

codigo de grupo.

Proposigao 2.37. Seja G um grupo de ordem n. Entio C C F™ é G-cddigo (a esquerda,
a direita) se, e somente se, C+ é G-cddigo (a esquerda, a direita).

Definigao 2.38. Um cddigo de grupo é dito um cédigo abeliano se é um A-codigo para
um grupo abeliano A.

Observagao. Mostra-se sem muito esforco que um A-cédigo a esquerda (a direita) é na

verdade um A-cédigo, quando A é um grupo abeliano.
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3 CODIGOS DE GRUPO SOBRE GRUPOS NAO ABELIANOS

Neste capitulo aparecem os resultados principais do trabalho. Salientamos
que para representar a ordem de um grupo G, escrevemos |G/|.
O seguinte resultado é amplamente conhecido e tera sua demonstracao omitida

em vista disso.

Lema 3.1. Sejam A, B subgrupos de um grupo G. Entdao vale a sequinte igualdade

Al||lB
g 1AIBL
|AN B|
A definicao a seguir é muito importante, pois define uma propriedade que serd

objeto central em vérios dos resultados que seguem.

Definigao 3.2. Dizemos que um grupo G admite (possui) uma decomposi¢do abeliana se

existirem subgrupos abelianos A, B de G, tais que G = AB.

Lema 3.3. Suponha que um grupo G possua dois subgrupos abelianos A e B tais que

|G| = |A||B| e |A|, |B| sdo primos entre si. Entao G possui decomposi¢do abeliana.

Demonstragao. Claramente AB é um subconjunto de GG. Além disso, ANB é um subgrupo
de A e de B, de onde pelo Teorema de Lagrange, |ANB| | |A| e |ANB| | |B|. em vista de
que |A| e |B] sao primos entre si, tem-se que |A N B| = 1. Finalmente, aplicando o lema

anterior, temos que
14|18
|AN B

de onde G = AB. ]

[AB| = [A[|B| = |G,

Lema 3.4. Suponha que G possua um subgrupo abeliano N tal que G/N ¢é um grupo

ciclico. Entao G admite decomposicao abeliana.

Demonstragao. Se N = G, entao G = {e}G. Suponhamos entao o contrario. Como G/N
é ciclico, existe a € G\ N tal que G/N = (aN). Dado g € G, temos que

gN =da"N = g=ad"h,

onde h € N e a™ € (a). Isto mostra que G = (a) N. Como (a) é subgrupo abeliano de

G, ja que ¢ ciclico, tem-se que esta é uma decomposicao abeliana de G. O

Definigao 3.5. Dizemos que um subgrupo H de S, € reqular se |H| =mn e o(j) # j, para
qualquer o € H \ {e} e para qualquer j € N,, = {1,2,...,n}.
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Definicao 3.6. Dizemos que um subgrupo H de S,, € transitivo se para quaisqueri,j € N,,,
com i # j, existe 0 € H tal que o(i) = j.

Observacao. Sabe-se que um subgrupo de S,, é regular se, e somente se, tem ordem n e é
transitivo.

Lema 3.7. Sejam H um subgrupo regular de S, e ig € N, um elemento fizrado. Seja
v H — N, a bije¢cio dada por ¥(h) = h(iyp). Entao, existe um anti-isomorfismo
o:H — Cs,(H), levando h em oy, e dado por

() = on(i) = 7 (i) (h(iv)) (i € Ny).
Além disso, oy, = h para todo h € Z(H) e portanto Z(H) = Z(Cs, (H)).

Demonstracao. Verifiquemos inicialmente que ¢ é uma bijegao. Para isto, ja que v é,
em particular, uma funcao entre conjuntos finitos de mesma cardinalidade, é suficiente
provar que 1 é injetiva. Sejam ¢ e h elementos arbitrarios de H. Se ¥(h) = 1(g), entao
h(ig) = g(ig), o que implica g 'h(ig) = ip. Sendo H regular, tem-se g~ 'h = 1, o que
implica h = g.

As seguintes igualdades sao de verificagao imediata e irao aparecer varias vezes

no decorrer da demonstracao:

V(i) (ig) =i, Vi €N, (1)

WY (h(io)) = h, ¥ h € H. 2)

Provemos que o leva H em Cg (H). De fato, dados h, k € H, tendo em vista a definigdo

de oy,, temos

k(i) = on (k¥ (i) (i0)) = &~ (k¢ (0)](i0)) (h(i0)) = [kv™" (1)](h(io)) = ko (i)

Vejamos que o é um antihomomorfismo. Nas igualdades que seguem, escreveremos * para

indicar que determinada igualdade é justificada pela defini¢ao de o e x* para indicar se jus-
tifica a partir da igualdade ¥=1(i)h = =1 ("1 (i)h(ip)), j4 que ¥ (¢~ (i)h) = 1 (i) h(ig)
e 1 é bijecao. Se h,k € H e i € N,, entao

on(i) = VTH(i)hk(ig) = (VTN ()R)k(io) = ¥ (¢ (i) hlio) )k (io)
= ok( ' (i)h(i0)) = ow(on(i)) = owon(i).

Provemos agora que o é injetivo. Com efeito, se o(h) = a5, = 1, entdo oy,(i) = ¥ ~(7)(h(ip)) =
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(=1(i)h) (i) = i = (i) (dp), para todo ¢ € N,,. Assim, ¢»~1(i) = »"'h, o que implica
h = e. Finalmente mostremos que o é sobrejetiva, ou seja, que o(H) = Cg, (H). Dado
x e Cs, (H)=C, seja h =v"(z(ip)) € H. Temos

h(io) = (h) = z(io) 2 (( (1)) (1)) “E (v~ 2(i), Vi € N,.

Assim, z(i) = ¥71(i)(h(ig)) = o(h). Além disso, isto mostra que se z € Z(H) = H N
Cs, (H), entao h = x = op,. Portanto, como Z(H) C Cg,(H), podemos concluir que
Z(Cs,(H)) C Z(Z(H)) = Z(H). A outra inclusao é 6bvia a partir das defini¢des de cada
um dos conjuntos envolvidos. Portanto, Z(H) = Z(Cs, (H)). O

Antes de provarmos o préoximo resultado fagamos inicialmente consideragoes
gerais, que serao usadas logo mais de modo mais contextualizado com as hipdteses deste.
Sejam E = {ej,...,e,} a base candnica de F™ e ¢ : E — G uma bijegdo. Relembremos
que também usaremos ¢ para nos referir a extensao por linearidade ao isomorfismo de
F-algebras ¢ : F™ — F'G. Definimos f = f, : G — S, tal que, para g € G, f(g) satisfaz

ergin = ¢ (gdlei), Vi e Ny, (3)

Notemos que f é um homomorfismo de grupos. De fato, dados g, h € G, pela definicao

de f e por ¢ ser bijecao, valem as seguintes igualdades

Erfm@ = Erme) = ¢ (goermm)) = ¢ (gp(o7 (ho(e;))))
= ¢ '(gho(e)) = Ef(gh)(i), V1 € Ny,

de onde f(g)f(h) = f(gh). Note também que f ¢é injetivo, pois para qualquer i € N,,,

f9)i) =i e e;=¢7 " (90(e:) & dle;) = gole;) & g =e.

Além disso, isto mostra que f(G) = H é um subgrupo regular de .S,,.

Se fixarmos ¢;, = ¢~!(e), entao, aplicando o lema anterior, temos um anti-
isomorfismo o : H — Cs, (H), dado por a;,(i) = ¥~ (i)h(ip), i € N,, onde ¢ : H - N,, é
a bijecao definida por 1(h) = h(ip). De posse destes fatos, para cada i € N,,, temos

(1)

o . ¢(eig)=e
e = ey-1i)(ip) = Cf1 w10 = 0 (FTIWTH(0)d(ein)) T =

e T OF
De modo geral, temos
e;=¢ ' fTlpTH(i), ViEN,. (4)

Além desta ultima igualdade, usaremos também a igualdade que apareceu no lema

anterior e inclusive foi usada acima para obter (4. De posse disto, do fato de que f :
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G — H é um isomorfismo (em particular f~! é homomorfismo), escrevendo * para indicar
que determinada igualdade é justificada pela definicao de o e ** para indicar se esta se
justifica a partir da igualdade ¥ ~1(i)h = ¢~ (y"1(i)h(ig)), como feito na demonstragao

do Lema anterior, para todo h € H, obtém-se

onle)) = €oniy = w-1may) = ¢ f T (W T (@)R) (i) = ¢ fTH W (E)R)
= oW R) B o @len) FH(R)).

Deste modo, dado x = >, a;e; € F", tem-se

on(z) = Uh(,z ae;) = Zaigh(ei) = ZG@A@(Q)JC%(M)
= ¢_1(Z a;ip(e:) fH(h) = 67 (d(x) f 71 ().

Nestas ultimas igualdades usamos a igualdade o,(e;) = ¢~ (¢(e;) f~1(h)) e o fato de ¢ ser

isomorfismo de F-algebras.

Teorema 3.8. Seja C' C F™ um codigo linear e G um grupo de ordem n.
(1) C € um G-cédigo a esquerda se, e somente se, G € isomorfo a um subgrupo transitivo
de S, contido em PAut(C).
(2) C € um G-cddigo se, e somente se, G é isomorfo a um subgrupo transitivo H de S,
tal que HU Cg, (H) C PAut(C).

Demonstracdao. Assuma que C' seja um G-codigo a esquerda e considere ¢ : E — G a
bijecao tal que ¢(C) é um ideal a esquerda de F'G. Seja f = f; como anteriormente.
Assim, H = f(G) é um subgrupo transitivo de S,. Ademais, pela definigdo de f, como
h=f(f~'(h)) e ¢ é isomorfismo de F-dlgebras, se h € H e x = Y a,e;, entao

h(z) = Zaieh(i) = Zai¢_1(f_1<h)¢(ei>> = ¢~ ([ (h)o(x).

Por isso, de posse do fato de que go(C) = ¢(C), para qualquer ¢ € G (a inclusao
go(C) C ¢(C) decorre de ¢(C') ser ideal. Para provar que ¢(C) C gp(C), basta ver que
se ¢ € ¢(C), entao, em F'G, podemos escrever ¢ = g(g~'c). Como g~'c € ¢(C), segue que
¢ € gp(C)) decorre que

isto é, H C PAut(C). Se, além disso, ¢(C) for um ideal bilateral de F'G e x € Cs, (H),
entao pelo lema anterior, existe h € H tal que o, = z. Entao, levando em conta a

igualdade ¢(C) = ¢(C)g, Vg € G, uma vez que ¢(C) é, em particular, ideal a direita,
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temos

Reciprocamente, assuma agora que G é isomorfo a um subgrupo transitivo
(neste caso regular) H de S, contido em PAut(C). Podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, que G = H. Seja ¢ : E — G a bijegao dada por ¢(e;) = g, tal que g(1) =i, ou

seja, ¢~ 1(g) = ey1). Para quaisquer g, hinG, temos

hé(eqmy) = hg = d(emg)a)) = ¢(h(egqr)))-

Por isso, uma vez que G é transitivo, para qualquer i € N,,, vale

ho(ei) = d(h(ei)).

Assim, usando a linearidade de ¢, temos

pois h € G C PAut(C). Como por hipdtese C' é um cddigo linear, segue que, para
mostrarmos que ¢(C') é ideal a esquerda, basta mostrar que dado a = Y a;x; € F'G, onde

z; = ¢(e;), vale ap(C) = ¢(C). Ora, vimos logo acima que ho(C) = ¢(C), Yh € G, dai

n n

ad(C) = Z a;z;p(C) = Zaz’¢(c) = ¢(C),

i=1 =1

j& que ¢ é isomorfismo linear de F-édlgebras. Logo, ¢(C) é um ideal & esquerda de FG.
Assuma, adicionalmente, que Cs, (G) € PAut(C) e como antes, seja f = fy. Se g € G,
entdo levando em conta a definicao de ¢ (em particular, que ¢(e;)(1) = g(1) = i), vale

que
F(9)(e) = esio L 671 (g0(e:)) = eqstenty = 9leateny) = g(es).

Isto nos permite concluir que f(g9) = g, Vg € G. Como vimos acima, neste caso,

$(0y(C)) = $(C) f~(9), tem-se
#(C)g = o(C)fH(g) = ¢(0,4(C)) = ¢(O),

para todo g € G, ja que o, € Cg,(G) € PAut(C). Logo ¢(C) é também ideal bilateral de

FG, o que conclui a prova do teorema. O

Corolario 3.9. Um cddigo linear C' C F™ € um codigo abeliano se, e somente se, existe

um subgrupo regular abeliano de S, que estd contido em PAut(C).

Demonstra¢ao. Demonstragao imediata a partir do Teorema acima, (1), uma vez que as
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nocoes codigo de grupo a esquerda e cdédigo de grupo coincidem para grupos abelianos. [

Teorema 3.10. Seja G um grupo finito. Assuma que G possui dois subgrupos abelianos

A e B tais que G = AB. FEntao, todo G-cddigo é um codigo de grupo abeliano.

Demonstracao. Queremos mostrar que existe um grupo abeliano K tal que C' seja um
K-cédigo de grupo. Assuma que C' C F" é um G-cédigo. Pelo Teorema[3.8] G é isomorfo
a um subgrupo regular H de S, tal que H U Cs, (H) C PAut(C). Podemos assumir, sem
perda de generalidade, que G = AB = H. Seja 0 : G — (g, (G) o anti-isomorfismo
definido no Lema com relagao a algum iy € N,, e a bijecao v : G — N,, dada por

¥(g) = g(ip). Consideremos os conjuntos
Al = O'(A) e Bl = O'(B)

Como ¢ é um anti-isomorfismo, segue que A; e B; sao abelianos e satisfazem Cg, (G) =
By A;. Agora consideremos K = (A, B;) < (G,Cs, (G)) < PAut(C). Como A C G e
B, C Cs,(G), os geradores de K comutam, de onde este é abeliano. Note que, para
estarmos nas condigoes do Teorema [3.8] e assim concluirmos a prova, resta-nos mostrar
que K é um subgrupo regular de S, ou seja, que |K| = n e se k € K verifica k(i) = 1,
para algum ¢ € N,,, entdo k = Id. Para mostrarmos que |K| = n, é suficiente mostrar
que [K : A] =[G : A], uma vez que |G| =[G : A]|A| e |K| = [K : A]|A|. Para provar isto,
repare que pelo Lema [3.7]

BNZ(G) =o(BNZ(G)) = B, N Z(G) = BN Z(Cs, (H)).

Dali,
[B:BNZ(G)] =B : BiNZ(Cs,(H))]

e como AN B C Z(G), segue também que
[BNZ(G): BNA|=[BNZ(Cs,(G)): BNA].

Além disso, usando o fato de que |B| = [B: ANB||ANDB|, |Bi| =[B1: BiNA]|ANB| e

o Lema [3.1] concluimos que
[B: BNA|=[AB: Ale[B,: BiNA|=[AB; : A].
Logo,
[G:A=[AB:A]=[B:BnNA|=[B:BiNA=[AB;: Al =[K: Al

Finalmente, seja k € K tal k(i) = i, para algum i € N,,. Vale que k = af,
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para certos a € Ae =0, com b € B. Além do mais, como 9 é bijecao, existe um 1inico

g € G tal que g(ig) = i. Por isso,

glio) = i = k(i) = aBg(io) = aoy(¢(9)) = av ™" (¥(9))(b(iv)) = agb(io).

Como agb € G e G é regular, segue que agb = g. Escrevamos g = a’l/, com o' € A e

b € B. Entao, temos
dabl) = ad't’b =agb=g=a = ab=Id=b"=a€ ANB C Z(G).

Observe que na primeira igualdade acima foi usado o fato de que A e B sao abelianos.

Assim, mais uma vez pelo Lema [3.7] segue que o, = b = 3 e por isso
k=af =ab=1d,

0 que completa a prova. O]

O Teorema anterior d4 sentido ao estudo que sera desenvolvido adiante, uma
vez que apresenta uma condicao importante sobre um grupo para que este determine um

codigo de grupo abeliano.

3.1 Grupos de ordem p? e p*

Lema 3.11. Sejam G um grupo, Z(G) seu centro e a,b,c € G. Se |a,c] € Z(G), entdio,

para qualquer n > 1, vale a formula

[a"b, c| = [a, c|"[b, c].

Demonstra¢ao. Provemos por inducao em n. Para n = 1 temos
[a,c][b,c] = (a ¢ tac) (b e toe) = b (a e tac)e e = b ra e tabe = [ab, .

Na segunda igualdade acima usamos o fato de [a, c| pertencer a Z. Suponhamos agora
que o resultado é valido para n > 1 e vamos provar que se mantém verdadeiro para n+ 1.
De fato,

[T, ] = [a"(ab), c] = [a, c]"[ab, ¢] = [a, d]"[a, c|[b, c] = [a, c]"T[b, ],

onde na segunda igualdade usamos a hipotese de inducao e na terceira usamos o que

provamos no caso n = 1. ]
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Proposicao 3.12. Se p é um nimero primo, entao qualquer grupo de ordem p* admite

decomposicao abeliana.

Demonstragdo. Seja G um grupo tal que |G| = p*, onde p ¢ um niimero primo, e seja
Z = Z(@G) o centro de G. Pelo teorema de Lagrange, temos que |Z| € {p,p? p* p*}.
Mostraremos a veracidade do resultado para cada uma dessas possibilidades, concluindo

assim a demonstracao.

Caso 1: |Z] = p*: Ora, neste caso temos Z = G, de onde G é abeliano e portanto,

G ={e}G.

Caso 2: |Z] = p*: Neste caso terfamos G abeliano, de onde G admitiria a decomposi¢io

abeliana trivial.
Caso 3: |Z| = p?: Neste caso, tomemos a € G\ Z. Observe que

A=(a,7) ={aas---ay | a; € ZU{a},k € Z} ={a"aras---a, | a; € Z,m,n € 7},

onde a penultima igualdade decorre do fato de Z ser o centro de GG e portanto, seus
elementos comutarem, em particular, com a. Assim, A = (a)Z e consequentemente,
|A| = [{a)]|Z|. Além disso, A é abeliano. Como |{a)| | |G| e a # e, segue que |A| > p?,
de onde |A| = p* ou |A| = p*. Por um lado, se |A| = p?, temos que G/A tem ordem p e
portanto, ¢é ciclico. Ja que A é abeliano, podemos aplicar 3.4 novamente. Por outro lado,

see |A| = p*, entdao G = A = (a)Z e o resultado é valido.

Caso 4: |Z| = p: Consideremos o grupo G = G/Z de ordem p®. Caso 4.1: Se existir
G € G de ordem p?, entdo G é ciclico e estamos nas condicdes do Lema , de onde G
admite decomposicao abeliana.

Caso 4.2: Se existir § € G de ordem p?, entdo §p2 =€, o que implica que gp2 € Z. Como
g ¢ Z, pois caso contrario a ordem de g seria 1, temos que ¢”° = e. Pelo Teorema de
Lagrange, a ordem g deve ser, em vista do que vimos, p ou p?. Porém, se o(g) = p, entdo
0(g) < p, o que é uma contradi¢do. Logo, podemos concluir que o(g) = p*. Deste modo,
l{g,Z)| > p3, e pelo Caso 3 acima, G admite decomposigao abeliana.

Caso 4.3: Por tltimo, consideremos o caso onde para todo g € G vale g? = €. Notemos que,
em particular, isto implica que para todo g € G\ Z, o(g) = p ou o(g) = p?, jd que |Z| = p

e g? € Z. Agora, tomando ¢ € Z(G), com ¢ # €, temos que ¢ ¢ Z, porém [a,c| € Z, para

a1 = 2z, para

todo a € G. De fato, nas condigoes acima, vale que caZ = acZ = cac”
algum z € Z, de onde ¢ 'a"lca = a~ ¢ 2ca = 2, logo [c,a] € Z = [a,c] = [c,a] 7! € Z.
Seja C' = (¢, Z). Note que podemos escrever C' = (¢)Z, de onde C' é abeliano. Ademais,

C' ¢ subgrupo normal de G, ja que dados g € G e ¢z € C, temos gc™z = c™wg, onde
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z,w € Z, uma vez que [c,g] € Z. Isto implica que gC' = Cyg, para qualquer g € G. Nao
obstante, podemos supor que |C| = p?. Com efeito, pelo Lema

o oz

[(c) N Z]

Assim, como (¢) N Z é subgrupo de Z, a ordem deste é 1 ou p. Se [(¢c)NZ| =1 e o(c) = p,
segue que |C| = p*. Se |[(c) N Z| =1 e o(c) = p?, teremos que C' é um subgrupo normal
abeliano de G tal que G/C é ciclico, de onde pelo Lema G admitiria decomposicao
abeliana. Por outro lado, se |[{(¢) N Z| = p, temos Z = (¢) N Z C {(c), de onde devemos
ter necessariamente o(c) = p?, pois se fosse o(c) = p, valeria Z = (c) e por isso, ¢ € Z,
absurdo.

Se G//C for ciclico, entao mais uma vez pelo Lema , G admite decomposicao
abeliana. Devido a ordem de G/C, sabemos que este é abeliano. Além disso, tomando
aC,bC € G/C com aC # eC e bC # eC, temos que (aC,bC) = (aC)(bC) e a ordem
deste tltimo é p?, logo G/C = (aC,bC). Pelo que vimos acima, temos que [a,c] = z e
[b, ] = w estdao ambos em Z. Se um dos elementos z, w for igual a e, digamos z = e, entao
{a,C) = {a)C é um subgrupo abeliano (ja que C' é abeliano e ¢ € Z(G)) de ordem p?, de
onde o quociente de GG por este é ciclico por ter ordem p, o que nos deixa novamente nas
condicoes do Lema Suponhamos entao que ambos, z e w sao diferentes de e. Repare
que Z é um grupo ciclico e deste modo, temos, por exemplo, Z = (z), de onde existe
0 <k < ptal que w™! = 2*. Usando o fato de [a, c], [b, ¢] estarem em Z e o Lema acima,
temos que para 1 < n, vale

[a"b, ] = |a, c|"[b, c].

Em particular, para n = k segue que

[a"D, c] = [a, J*[b, ] = 2Fw = ww™" =e.
Isto nos mostra que (a*b)~Lc~la*be = e = a*bc = ca’b. Podemos entdo concluir que

B = (a*b,c, Z) = (a"b){c)Z = (a"D)C.

Como a*b ¢ C (caso contrario, terfamos, para cada 0 < n < p, e = [a¥b, ] = [a, c]*[b, c], 0
que violaria a unicidade do inverso de [b, c]), em particular a*b ¢ Z e por isso o(a*b) = p

ou o(a*b) = p?. J4 sabemos que B é abeliano e temos que ordem de B é p3 ou p*. Nao

obstante, na pior das hipéteses (|B| = p* de onde B é necessariamente normal, assim
como mostrado no Corolario 4.2.2 de [HALL (1976))), aplica-se mais uma vez o Lema
para concluirmos a demonstracao. O

Corolario 3.13. Se p é um numero primo, entdo qualquer grupo de ordem p® admite
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decomposicao abeliana.

Demonstragdo. Seja G um grupo cuja ordem é p*. Considere H = C,, o grupo ciclico
multiplicativo de ordem p. Note que G x H, que denota o produto direto de G por H, tem
ordem p*. Pela Proposicao , segue que existem subgrupos abelianos A, B de G x H
tais que G x H = AB. Agora, seja f : G x H — G o homomorfismo de grupos dado por

f(g,h) = g. Uma vez que f é homomorfismo, vale que
f(Gx H) = f(AB) = f(A)f(B) = G,

onde f(A) e f(B) sao subgrupos abelianos de G, logo G admite decomposigao abeliana.
O

Proposicao 3.14. Seja G um grupo de ordem p'q’, onde p e q sdo primos distintos e

0<1,5 <3. Entao G possut uma decomposi¢ao abeliana.

Demonstragao. Seja |G| = p'¢’. Aplicando o Primeiro Teorema de Sylow para p e para
¢, sabemos que existem um p-subgrupo de Sylow A e um g-subgrupo de Sylow B tais
que AN B = {e} de G = AB. Como as ordens destes subgrupos sao no méaximo p? e ¢,

respectivamente, segue que sao ambos abelianos. O

Coroldrio 3.15. Seja G um grupo de ordem p'q’, onde p e q sdo primos (ndio necessari-

amente distintos) e 0 < i,7 < 3. Entao G admite decomposi¢ao abeliana.

Demonstracao. Pelas Proposicoes |3.14) e o Corolério |3.13| o resultado segue. O

3.2 Resultados Principais

Corolario 3.16. Para 1 < n < 23, qualquer grupo de ordem n admite uma decomposi¢cao

abeliana.

Demonstracao. Sen € {1,2,3,4,5,7,9,11,13,17,19, 23}, entao qualquer grupo de ordem
n é abeliano, ja que nestes casos sua ordem é prima ou é quadrado de um primo. Se
n € {6,10, 12,14, 15,18, 20, 21, 22}, entao qualquer grupo de ordem n estd nas condigoes
da Proposicao . Se n € {8,16}, entdo qualquer grupo de ordem n esta nas condigoes
do Corolario |3.13| ou da Proposicao [3.12 O]

Proposicao 3.17. O grupo simétrico Sy nao possui decomposi¢ao abeliana.

Demonstra¢ao. Sobre o grupo simétrico, sabemos que qualquer permutacao, com exce¢ao
da identidade, pode ser escrita como produto de ciclos disjuntos, além disso, salvo o

caso de uma permutacao e seu inverso, duas permutacoes comutam se, e somente se, sao
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disjuntas. De posse disto, seja A um subgrupo abeliano do grupo simétrico S;. Vejamos
as possibilidades para a quantidade de elementos de A. Se existir um 4-ciclo (ou um
3-ciclo) o em A, necessariamente devemos ter A = {Id, 0,0? 0%} (ou A = {Id,0,0°}).
Resta entao analisar o caso em que A possui apenas transposicoes e produtos disjuntos
destas. As transposigoes de Sy sdo (12),(13),(14),(23),(24) e (34), de onde

A={1d,(12),(34),(12)(34)}

ou

A={Id,(14),(23),(14)(23)}

ou

A={Id,(13),(24), (13)(24)}.

Além de A = {Id, o}, onde o é uma transposi¢ao. Logo, qualquer subgrupo abeliano de
Sy possui no maximo 4 elementos, e deste modo, o produto de dois subgrupos abelianos

de S4 possui no maximo 16 elementos, de onde S; nao admite decomposicao abeliana. [

Agora sabemos que 24 é a menor ordem para um grupo nao possuir decom-
posicao abeliana.

Por suas boas propriedades de solubilidade e nilpoténcia, espera-se que seja
mais interessante trabalhar com p-grupos e por isso, um questionamento é determinar
qual a menor ordem de um p-grupo para que este nao admita decomposicao abeliana.

Uma possivel maneira de encontrar p-grupos finitos que nao possuam decom-
posigao abeliana é baseada na contrugao de OL’SHANSKII (1978]). Para um primo fixado
p, seja F(n) a funcdo definida pela seguinte condicao: p™ é a maior ordem possivel de
um p-grupo para que este nao possua subgrupo abeliano de ordem maior que p". O

Teorema 2 de (OL’SHANSKII| (1978)) afirma que para qualquer primo p,

24 4n -8
F(n)Z"J“T”,

Além disso, a demonstracao deste teorema inclui uma construcao na qual dados n, p, um

grupo G tal que |G| = p™ com G nao possuindo subgrupos abelianos de ordem maior que

n?—1 +n
m = —
27

p", vale

8

se n for par, e

se n for impar.

Diante disso, temos o seguinte resultado.
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Proposicao 3.18. Dados um primo p e um niumero natural n, se G € um grupo de ordem
p™, comm > 2n — 1 e G nao possui subgrupos abelianos com ordem maior que p*, entao

G nao possui decomposicao abeliana.

Demonstracao. Suponhamos que G = AB para certos subgrupos abelianos A e B. Pode-
mos assumir que o centro Z de GG estd contido em A N B, ji que caso contrario, bastava
tomar A = AZ e B = ZB e terfamos que G = A B seria uma decomposicao abeliana
nessas condigdes. Como |Z| > p, temos que |AN B| > p, de onde, aplicando o Lema [3.1],

usando a hipotese e a desigualdade encontrada, temos

AIBL _ p
|[ANB| = p

|G| = |AB| = =p" T <p" =G|,

o que é uma contradicao. O

Tomando n = 13, obtemos que m = 27 > 2-13 — 1, de onde G, com |G| = 2%,
nao possui decomposicao abeliana, pela proposi¢ao anterior, desde que G nao possua
subgrupo abeliano com ordem maior que p". Em |ALPERIN (1965) é dado um exemplo
de um grupo de ordem 2°° que nao possui decomposicao abeliana. Claramente, os grupos
obtidos desta forma sao muito grandes. Tentaremos melhorar estes resultados provando
que existem grupos de ordem 64 que nao admitem decomposicao abeliana. No caso em
que p é um primo impar, os resultados para p-grupos, vistos anteriormente, nao podem
ser estendidos.

Com o intuito de provar o préximo resultado, enunciaremos o Teorema de

Schreier, cuja demonstracao esta em HALL| (1976).

Teorema 3.19. (Teorema de Schreier) Dados um grupo G com subgrupo normal N e
um grupo quociente H = G /N, se escolhermos representantesu € G das classesuN = u €
H, sendo € = e, os automorfismos e um conjunto quociente (para hy,hy € H, (hy,hy) € N

¢ o elemento tal que hy hy = hiha(hy, he)) sao determinados satisfazendo

(@)’ = (u,v) " (a")(u,v), a,(u,v) € N, u,v € H (5)

(wv,w)(u,v)” = (u,vw)(v,w), (e,e) =e. (6)

Reciprocamente, se para cada w € H é associado um automorfismo a = a* de N e para
estes automorfismos e o conjunto quociente {(u,v) € N | u,v € H} as condigoes (4) e
(5) valerem, entio G = {ua | u € H,a € N} com a operagio ua - vb = uwv(u,v)a"b é um

grupo com subgrupo normal N e tal que G/N = H.

Teorema 3.20. Para qualquer niimero primo impar p existe um grupo de ordem p° que

nao possui decomposicao abeliana.

Demonstracao. Consideremos dois p-grupos abelianos elementares, N gerado por u, z1,
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z9 ¢ H gerado por 7, . Queremos construir uma extensao G de N por H, ou seja, um
grupo G tal que N << G e G/N = H. Para isto escolhamos imagens inversas z, y de T, 7,

respectivamente, tais que as seguintes relacoes sejam satisfeitas:

xp:ypzev [x7y] = u, [Qf,U]:Zl, [y7u]:Z27 (7)

[, 2] = [y, 21] = [, 2] = [y, 22] = e (8)

Vejamos que isto nos permite estar nas condigoes do Teorema de Schreier. De fato, das

equacoes acima temos

1 T vy __ T v

x -1 T

ut =uzy o, ugzuz;
Os automorfismos requeridos em sao determinados pelas igualdades acima, enquanto
que o conjunto quociente pode ser determinado usando e . O célculo para deter-
minar o conjunto quociente é longo , mas direto, por isso descrevemos apenas a féormula

resultante que o determina

Ir(l—1) ri(l—1)
r 2

l
(f’“yl,fgs) =u "z z; S , Vi I,r,s>0.

Para este conjunto quociente e os automorfismos acima citados, as condi¢oes do Teorema
de Schreier sao satisfeitas, restando-nos apenas averiguar a validade da equacao acima,
no sentido de que, quando somamos p a algum dos nameros k, [, m, n, o resultado nao
se altera. Isto s6 nao ocorre quando p = 2, portanto, p deve estar nas condigoes de nossa

hipdtese. Agora, seja G a extensao garantida por [3.19

Inicialmente, note que |G| = p°, uma vez que |H| = p* e |[N| = p*. Além disso,
provaremos que G nao possui subgrupo abeliano de ordem p*. De fato, se tivéssemos um
tal subgrupo A, por [HALL (1976), Corolédrio 4.2.2, este seria normal. Como |G/A| = p,
terfamos G /A abeliano e consequentemente A D G' O N, ja que os geradores de N sio
comutadores. Como A tem mais elementos que N, podemos tomar a € A\ N. Sem perda
de generalidade, podemos supor que a = z*y', onde nem & nem [ sdo multiplos de p. Do

fato de A ser abeliano e a,u € A, temos que [u,a] = 1, o que implica

_ 7 7] =k A =l _ _
u=a"tua =y e Fuaty =y Yt = (uzP) = 27 = w2yt £,

uma contradicao.

Finalizando, suponhamos que existam subgrupos abelianos A e B de G tais

que G = AB. Podemos supor que tanto A quanto B contém o centro Z(G) = (21, z2)
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de G, ja que AZ(G) e BZ(G) seriam novamente subgrupos abelianos tais que G = AB.
Neste caso, |AN B| > |Z(G)| = p?, de onde |AB| < p*p3/p? = p*, um absurdo. O

Antes de provarmos os proximos resultados relembremos algumas defini¢oes e
resultados que serao bastante usados. A primeira definicao e nao menos importante é a

de grupo nilpotente. O que estd descrito abaixo pode ser encontrado em MILIES and

SEHGAT] (2002).

Definicao 3.21. Um grupo G diz-se nilpotente se ele contém uma série de subgrupos:
{1}=Gyc Gy C---CG, =G

tais que cada subgrupo G;_y € normal em G; e em G, e cada quociente G;/G;_1 estd
contido em Z(G/Gi_1), 1 < i < n. A série de subgrupos de G com esta propriedade é

chamada de série central de G.

Observagao. Prova-se, por exemplo, na pagina 28 de MILIES and SEHGAL]| 2002, que
todo p-grupo finito é nilpotente.

Definigcao 3.22. Dado um grupo G, definimos indutivamente as sequintes séries de sub-
grupos:
GV =a GY=GeGY =[G G"Y]

Zo(G) = {1}, Z1(G) = Z(G) e Zi(G)

¢ o unico subgrupo de G tal que Z;(G)/Z;—1(G) = Z(G/Z;_1(G)). O grupo Z;(G) é

chamado o i-ésimo centro de G. FEstas séries, que verificam
GV =Ggo>qg®>...ogM ...

{1} =Zo(G) C Z,(G) S --- € Z,(G) C -+ -,

sao claramente centrais e sao chamadas, respectivamente, de série central inferior e série

central superior.

Os dois proximos lemas podem ser provados usando inducao e sao demonstra-
dos na referéncia citada anteriormente. Eles permitem entender, de modo mais significa-
tivo, o por qué de as séries centrais acima definidas serem chamadas de inferior e superior,

respectivamente.
Lema 3.23. Seja
G=A4 DA D---DA, D
uma série central descendente. Entio G™ C A,_1, para qualquer n.

Lema 3.24. Seja
{1} =AyCc A C---CA, C---
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uma série central ascendente. Entao A, C Z,(G) para todo n.

Os lemas acima nos permitem dar a seguinte defini¢ao para comprimento nil-
potente de um grupo, ja que mostram que no caso de um grupo com série central inferior

ou superior finitas, estas tém o mesmo comprimento.

Definicao 3.25. Dado um grupo nilpotente finito G, definimos seu comprimento nilpo-

tente como sendo o comprimento de sua série central superior (inferior).

Os préximos lemas constituem as partes da demonstragao do Teorema se-
guinte. Também vale ressaltar que, alguns argumentos usados nas demonstragoes destes
serao explicados com detalhes uma tnica vez, para nao tornar o texto repetitivo. Assim,
os mesmos argumentos podem ser usados adiante nas demonstragoes dos demais lemas,

sem que se faca mencao explicita a estes.

Relembremos que dado um grupo abeliano (G, +) e subgrupos A, B de G, tais
que G = A+ B e AN B = {e}, mostra-se, assim como feito em LANG (2002), que a
aplicagao

Ax B =G

dada por (z,y) — z + y é um isomorfismo. Neste caso, escrevemos G = A @ B para
expressar que cada elemento de G se escreve de forma tnica como soma de elementos
de A e B. Nao obstante, podemos generalizar este fato para uma quantidade finita
de subgrupos. E importante ressaltar que apesar de escrevermos G = Ay & --- ® A,
nos referiremos a escrita de um elemento de G através da notacao multiplicativa, mais

especificamente, escreveremos para cada g € G,
g — al PP an

a0 invés de

g=a1+ -+ ap,
com a; € A;, pois consideraremos (G, -).

Escreveremos também C), para denotar um subgrupo de G isomorfo a Z,. Ademais,
usaremos as seguintes propriedades de comutadores de um grupo. Seja G um grupo e

x,y, 2 elementos de G. Tendo em vista que z¥ = y 1

(@) [y, 2] = [, 2]" [y, 2]
(@) [w,y2] = [z, 2] [, y]"
(i1i) Se [x,y] = z € Z(Q), entao, para qualquer inteiro m, existe um certo inteiro n, tal

xy, vale que:

m,,m.n

que (zy)™ = x™ymz2".
Lema 3.26. Se G é um grupo de ordem 32 com comprimento nilpotente igual a 2, entao

G admite decomposicao abeliana.
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Demonstracao. Pela definicao de comprimento nilpotente, temos que a série central su-
perior de G é
{1} = Zo(G) € Z(G) = Z1(G) € G = Z,(G).

Além disso, G/Z(G) = Z (G/Z(@Q)), de onde G/Z(G) é abeliano. Olhando também para

a série central inferior de GG, neste caso, teremos
{(1}=6G¥cd =% ca? =a¢.

Pelo Lema , temos que G = G® C Z(G) = Z,(G). Em vista disto, do Teorema
de Lagrange e do fato de que o centro de um p-grupo, p primo, é nao trivial, temos que
as possiveis ordens para Z(G) sao 2,4,8 e 16. Mas, note que se |Z(G)| = 16, entao
estarfamos nas condigoes do Lema [3.4] de onde o resultado segue. Resta portanto, anali-

sarmos cada um dos demais casos.

(a) |Z(G)| = 2 : Escrevamos Z(G) = (z). Vale que |G/Z(G)| = 16, de onde pela Clas-
sificacao dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados, temos as seguintes possibilidades
para G/Z(G):

Ci6, Co®Cs, C4® Cy, Co®Co® Cy, Cy ®Cy® Coy @ Ch.

Repare que se G/Z(G) = Clg, estariamos mais uma vez nas condi¢oes do Lema Fo-

quemos nos demais casos.

(1) G/Z(G) = Cy ® Cs : Consideremos Cy & Cs = (@) @ (b), com o(a) = 2 e o(b) = 8.
Assim, tomando A = (a) e B = (b) Z(G), teremos G = AB. De fato, pelo que discutimos
exatamente antes deste lema, temos, para cada g € G/Z(G), § = Wgn, para certos m,
n inteiros. Donde g = a™b"w, para w € Z(G). Mas esta é precisamente a forma de um
elemento de AB, de onde G C AB e consequentemente a igualdade vale. O caso Cy & C}

¢é anélogo.

(i) G/Z(G) = Co@® Co @ Cy : Admitindo que Cy & Cy & Cy = (@) @ (b) & (2), de
G' C Z(G) segue que [a,c],[b,c] € Z(G) = (z) = {1, 2}. Se [a,c] = z = [b, ], entdo

[ab,c] = [a,c]” [b,¢] = 2b2 = b '2bz = 2% = 1.

Logo, tomando A = (ab,c) e B = (a) Z(G), teremos dois subgrupos abelianos tais que
G = AB. Com efeito, ja sabemos que dado g € G existem inteiros [,m,n tais que

g = a'b™c"w, onde w € Z(G). Além disso, um elemento de AB tem a seguinte forma

! i 1 !
(ab) cfa'wy = a"b"w c*a'wy = a’b cfa'w wy = a"a'b Fw w wy = a" T Fw,
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onde wy, w", w” € Z(G), w = wow' w" e usamos o fato de [a,b], [b, ¢] € Z(G) para comutar
as poténcias de tais elementos. Tomando [ = r +t, m = r e n = s, temos a igualdade
pretendida. Se [a,c] = 1 (ou analogamente [b,c] = 1), entdo G = AB, onde A = (a,c) e
B = (b)Z(@G) sao abelianos.

(17i) G/Z(G) = Cy & Cy & Cy & Cy : Considerando

Co® Cy®Cy®Cy = (a) d (b) d () ® (d)

C_

e sabendo que G' C Z(G), segue que se [a,b] = z = [a,c], entdo [a,bc] = [a,c][a,b]
2?2 = 1. Assim como [b,c] = z = [b,d] implica [b, cd] = 1. Deste modo, tomando os sub-
grupos abelianos A = (a,bc) e B = (b, cd) Z(G), teremos G = AB. A prova da igualdade
¢ completamente analoga as discutidas acima. Portanto, podemos supor, sem perda de
generalidade, que [a,b] = 1. Se [a,c] = 1 = [b,¢], entao A = (a,b,¢) e B = (d) Z(G)
sdo subgrupos abelianos tais que G = AB. Assim, podemos supor que [a,c] = z. Se
[c,d] =1, entdao A = (a,b) e B = (c,d) Z(G) sao os subgrupos desejados. Finalmente, se
[c,d] = z = [a, ], entdo [c,ad] = 1, de onde A = (a,b) e B = (c,ad) sao os subgrupos

abelianos requeridos. Isto encerra a prova deste caso.

(b) |Z(G)| = 4 : Aqui temos |G/Z(G)| = 8, de onde as possibilidades para G/Z(G)
sao:
Cg, Ca @ Cy, Cy ® Cy @ Ch.

Mais uma vez, veja que se G/Z(G) = Cs, o resultado decorre do Lema Além disso,
o caso G/Z(G) = Cy & C, é andlogo ao caso (a)(i). Portanto, somente falta analisar o
caso em que G/Z(G) = Co ® Co & Co = (a) ® (b) & (¢). Note também que Z(G) é um

subgrupo abeliano de ordem 4, de onde podemos ter:

(i) Z(G) = (z) = Cy : Aqui, temos [a,b],[a,d],[b,c] € Z(G) = {1, 2,22, 23}. Se [a,b] = 1,
entdo A = (a,b) e B = (¢) Z(G) resolvem. Um raciocinio analogo pode ser aplicado caso
em que algum dos demais comutadores citados seja igual a 1. Assim, suponhamos que
todos sejam diferentes de 1. Se algum destes for igual a z, digamos [a, b] = z, entao, como

a’ € Z(Q), pois a* = 1, vale que
1=[a*b] = [a,b]" [a,b] = 2"z = 2%,

pois [a®,b] C [Z(G),b] = {1}, o que contradiz a ordem de z ser 4. Como o(z2®) = 4,
o mesmo raciocinio pode ser aplicado se um destes trés comutadores for igual a z3.
Finalmente, nestas condicoes teremos necessariamente dois destes iguais a 22, digamos

[a,b] = 2% = [a,c]. Nao obstante, da propriedade de comutadores, decorre que [a, bc] = 1
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e portanto A = (a,bc) e B = (¢) Z(G) sao os subgrupos abelianos procurados.

(it) Z(G) = Co ® Cy = (21) ® (29) : Claro que 27 = 22 = 1. Nao obstante, temos
[a,b],[a,c],[b,c] € Z(G) = {1, 21, 22, 2122}. Se [a,b] =1 (um raciocinio analogo se aplica
aos demais), entdao A = (a,b) e B = (c¢) Z(G) resolvem. Como 0(21) = 0(23) = 0(2122) = 2,
se dois dos comutadores acima forem iguais a z; (ou 2z, ou z123), aplicamos 0 mesmo ra-
ciocinio feito em (b)(i) para quando dois comutadores eram iguais a z?. Resta portanto
o caso em que [a,b] = z1, [a,c] = 25 e [b,c] = 2122 (a menos de trocarmos essa ordem).
Entao
[ab,c] = [a,c]” [b,¢] = 222120 = 2221 = 21 = 2° = [a, b]" [b, b] = [ab, ]].

Assim,

[ab, be] = [ab, ] [ab, b]’ = 22> = 22 = 1.

Logo, A = (ab,bc) e B = (c) Z(G) sao subgrupos abelianos tais que G = AB.

(¢) |[Z(G)| = 8 : Neste caso, |G/Z(G)| = 4. Por um lado, se G/Z(G) = C4, o resul-
tado segue do Lema 3.4 Por outro lado, se G/Z(G) = Cy & C5, podemos proceder como
em (a)(1). O

Lema 3.27. Seja G um grupo de ordem 32 com comprimento nilpotente igual a 3, entdo

G admite decomposicao abeliana.

Demonstracao. Sejam

{1} = 20(G) S Z(G) = Z1(G) € 25(G) € Z3(G) = G

11=cWca¥ca =c%caV=¢g

as respectivas séries centrais superior e inferior. Pelo Lema segue que G® C Z(G) =
Z1(G). Além disso, da defini¢ao de série central superior, G/Zy(G) = Z(G/Z,), de
onde G/Z3(G) é abeliano. Pelo Lema 1.5.4 de MILIES and SEHGAL| (2002), segue
que G C Z5(G). Como as inclusdes que aparecem nas séries centrais sao estritas e
|Z(G)| > 2, temos as seguintes possibilidades para a ordem de Z5(G): 4, 8 e 16. Repare
que |Z2(G)| = 16 implica |G/Z5(G)| = 2, de onde G/Z5(G) é ciclico. Assim,

G/Z(G)  _ G/Z(G)
Z(G/Z:(G))  Zx(G)/Z:(G)

= G/Z(G),

de onde temos que G/Z;(G) é abeliano (pois o quociente deste por seu centro é ciclico)
e, por isso, Zo(G)/Z1(G) = Z(G/Z1(G)) = G/Z1(G), o que implica Z5(G) = G, o que é

uma contradi¢ao. Esta contradi¢ao nos permite excluir os casos em que G/Z5(G) é ciclico.
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Usaremos este argumento mais vezes no decorrer desta demonstracao, assim como na de-

monstracao dos dois lemas seguintes.
Restam os outros dois casos.

(a) |Z2(G)| = 4 : Aqui temos |G/Z3(G)| = 8, de onde temos as seguintes possibilida-
des para G/Z5(G):
Cy @ Cy, Cy @ Cy @ Ch.

Inicialmente é importante observar que, em qualquer um dos casos acima, |Z(G)| = 2, ja
que Z(G) € Zy(G). Dai, escrevamos Z(G) = Z,(G) = (z) e Z3(GQ)/Z1(G) = (u) = Cs.

(1) G/Z(G) = Cy ® Cy = (@) ® (b) : Observe que Z5(G)/Z1(G) = Z(G/Z1(G)), de

onde
h € Z5(G) < (hZ1(G))(92:(G)) = (92:(G))(hZ1(G)), Vg € G = [h,g] € Z1(G), Vg € G.

Em particular, [a,u],[b,u] € Z1(G) = {1,2}. Se [a,u] = 1 (ou se [b,u] = 1), entdo
A = (a) Z3(G) e B = (b) (respectivamente A = (a) e B = (b) Z5((G)) sao subgrupos abeli-
anos tais que G = AB. A (respectivamente B) é de fato abeliano, pois Z3(G) = (u) Z1(QG)
e a, u comutam (respectivamente, b e v comutam). Se [a,u] = z = [b, u], entdo [ab,u] =
[a,u]’ [b,u] = 2% = 1. Portanto A = (ab) Z,(G) e B = (b) sdo subgrupos abelianos tais
que G = AB.

(i) G/Zo(G) = Co® Cy & Cy = (@) & (b) ® (¢) : Assim como discutido no item
anterior, [a,u],[b,u],[c,u] € Z1(G) = {1,z}. Se [a,u] = [b,u] = [c,u] = z, entdo
[ab,u] =1 = [be, u], de onde a menos de trocar [a, u] por [ab, u] e [b, u] por [bc, u], podemos
supor que [a,u] = 1 = [b,u] e [c,u] = z. Agora, olharemos para [a,b], [a,c],[b,c] € G C
Z5(G) =A{1, z,u, zu}.

1. Se [a,b] =1, entdo A = (a,b) Z5(G) e B = (c) sao abelianos tais que G = AB.

2. Se [a,b] = u, entdo do fato de o(a) = 2, vem que a® € Z»(G), de onde [a*b] €

[Z2(G), b] = {1}, j& que b comuta com u. Assim, [a?, b] = 1. Porém,

1= [a*b] = [a,b]" [a,b] = u'u = v,

uma vez que a comuta com u. Logo, o(u) = 2 e por isso Z3(G) = Cy & Cy. Daqui

1 1

decorre que ™' = w e z7! = z, portanto, para qualquer comutador [g, h] em Z5(G)

valerd que [g,h] = [g,h] " = [h, g,
b=wu? =1 Consequentemente,

A = (a,cb,z) e B = (b,u) sdo abelianos tais que G = AB.

2.1 Se [a,¢] = u, entdo [a,cb] = [a,b][a,c]’ = uu
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2.2 Se la,c] = z = [b,c], entdo [c,ba] = 1, de onde A = (¢, ba, z) e B = (a,u) sdo
abelianos tais que G = AB.
2.3 Se [a,c] = z e [b,c] = uz, entdo [c,ab] = [¢,b][c,a]’ = uzz = u, ou seja,

,b
[ab, ¢] = u. Repare também que [ab, 8] = [a, ] [b,b] = u® = u. Portanto,
[ab, cb] = [ab, b] [ab, ¢’ = wu® = u* = 1.

Logo, A = (ab, cb, z) e B = (b, u) sdo abelianos tais que G = AB.
2.4 Os casos em que [a,c] = uz e [b,c] = z e [a,c] = uz e [b, ] = uz sdo similares
aos dois casos anteriores e terao a demonstragao omitida.
3. Seja [a,b] = z. Se [a,d = z, entdo [a,bc] = [a,d"[a,b] = 22 = 1 e portanto
A = (a,bc) e B = (b) Zy(G) sao abelianos tais que G = AB. Se [a, ] = uz, entdo

[a, bc] = u, mas assim
[ab, cb] = [a, cb]” [b, cb] = u [b, cb] = u[b, c]".

O caso em que [b, ¢] = z é andlogo a quando [a, c] = z. Se [b, ¢] = u, entao [ab, cb] =1
e assim A = (ab,cb) e B = (b) Zy(G) resolvem. Se [b,c] = uz, entdo [b,ac] = u e
o resultado segue de modo analogo a 2., trocando a por ac. Deste modo podemos
supor, sem perda de generalidade, que [a, ] = u. o(¢) = 2 implica que ¢* € Z(QG),
de onde [a, ¢?] € [a, Z2(@)] = {1}. Entao

1=la,] =[a,d]a,d° =uu.

1

Nao obstante, u¢ = ¢ 'uc = u[u, ¢] = uz, o que implica

1 =wuf = uuz = v’z = v’ = 2.

Logo, Z»(G) = Cy = (u). Nestas condigoes, se [b,c] = u = [a,c]|, entdo [ab, ] =

=220 =22 =1.

[a,c]” [b,d] = vPu = u® = z, 0 que implica, [ab,bc] = [ab, c] [ab, b]
Portanto A = (a) Z»(G) e B = (ab, bc) sao abelianos tais que G = AB. Se [b, c] = z,
entao [ac,b] = 1 e o resultado segue. Finalmente, se [b, ¢] = uz = u?, entao [ab, c] =
[a,c]” [b, ] = uPu® = u* = 1, de onde A = (ab,c) e B = (b) Z,(G) sao abelianos tais
que G = AB.

4. Seja [a,b] = wz. Analogamente ao caso 2., teremos o(uz) = 2, o que implica

o(u) =2, de onde Z5(G) = Cy & Cy e, de modo similar a 2. teremos o pretendido.

(b) |Z2(G)| = 8 : Vale que |G/Z3(G)| = 4. Entao G/Z5(G) = Cy ® Cy. J& Z5(G) pode ser
Cg, Cy ® Cy, Cy 6 Cy & Cy, Qg ou Dy. Analisaremos cada um destes casos.
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(1) Z2(G) = Csg = (v) : Como Z(G) € Z5(G), segue que |Z(G)| = 2 ou |Z(G)| = 4.
Assim, temos as seguintes possibilidades:

1. Seja Z(G) = (v?) = C,. Do fato de G' C Z5(G), vem que [a,b] € Zy(G). Além

disso, o(@) = 2 implica que a* € Z»(G), de onde [a*,b] € Z(G) = {1,v% v* v5}.

Escrevamos [a?,b] = v’, onde j € {0,2,4,6}. Escrevendo [a,b] = v*, vale que
o = [a%8] = [a,b]" [a,b] = a0 av’,

Se v' € Z(G), ou seja, i = 0,2,4,6, entao [a?, b = v*, de onde i € {0,2}. Se i =0,
entdo A = (a,b) e B = Z5(G) sao abelianos tais que G = AB. Portanto estamos
no caso em que i € {1,2,3,5,7}. Suponhamos, por absurdo, que a? € Z(G), deste
modo 1 = [a?,b] = a 'v'av’, de onde [a,v] = v* e portanto, como v*' € Z(G),
temos

i

1= [a, v%} = [a,vi] [a,vi]v = (v*)? = o™

Como a ordem de v é 8, temos uma contradigao para qualquer i € {1,2,3,5,7}.
Logo, a* ¢ Z(G) (de modo andlogo b* ¢ Z(G)) , assim A = (a)Z>(G) e B = (b),
por [3.1] sdo subgrupos abelianos tais que G = AB.

Observe que terfamos usado o mesmo raciocinio e abreviado a conta se supuséssemos
inicialmente que [a,b] = v. Chamamos atenc¢ao para este fato porque o usaremos
adiante sem explicar novamente o motivo.

2. Se Z(G) = (v1) = Cy, entdo [a,v],[b,v] € Z(G) = {1,v*}. Se um deste for igual a
1, digamos [a,v] = 1, entdo A = (a)Z2(G) e B = (b) sdo abelianos tais que G = AB.
Resta portanto analisar o caso em que [a,v] = v = [b,v]. Neste caso, [ab,v] =1 e
assim A = (ab)Z5(G) e B = (b) sdo abelianos tais que G = AB.

Isto encerra este caso.

(1i) Z2(G) = Cy ® Cy = (u) @ (v) : Aqui temos quatro diferentes possibilidades para
Z(Q): (u), (v?), (v) e (u) x (v?) (os casos (uv?) e (uv) sdo andlogos a (u) e (v), respecti-
vamente).
1. Z(G) = (u): Temos [a,v],[b,v] € Z(G) = {1,u}. Procede-se como em (b)(7)2.
2. Z(G) = (v*): Temos que [a,v],[b,v],[a,u],[b,u] € Z(G) = {1,v*}. A menos de
trocarmos [a, u] por [ab, u] e [a,v] por [ab, v], podemos supor que [a,u] = [a,v] =1,
de onde A = (a,u,v) e B = (b) s@o abelianos tais que G = AB, ou [a,u] = 1 = [b,v],
de onde A = (a,u) e B = (b,v) sao abelianos e G = AB.
3. Z(G) = (v): Note [a,u] € Z(G) e como u? = 1, segue que 1 = [a,u?] = [a,u]*, o
que implica que [a,u] = 1 ou [a,u] = v*. Analogamente se mostra que [b,u] =1 ou
[b,u] = v Como [a,u] = v? = [b,u] implica [ab, u] = 1, podemos supor, a menos de
trocar [a,u] por [ab,u], que [a,u] = 1. Assim, A = (a,u) e B = (b,v) sao abelianos
tais que G = AB.
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4. Z(G) = (u) x (v?): Como observado em (b)(i)1, suporemos que [a,b] = v. Veja
que [a,v],[b,v] € Z(G) = {1,u,v*,wv*}. Se [a,v] = 1 (similarmente [b,v] = 1),
entdo A = (a)Z(G) é abeliano e G = A(b). Se [a,v] = [b,v] = u (ou qualquer
outro elemento de ordem 2), entao [ab,v] = 1 e portanto G = (ab) Zo(G)(b). Serd
suficiente analisar o caso em que [a,v] = u e [b,v] = v?. Suponhamos, por absurdo,

que a® € Z(@), entao

1= [a’b] = [a,b]" [a,b] = a 'vav = vv " a vav = v v, a) v = v,

o que é uma contradi¢ao. Portanto a? ¢ Z(G) e analogamente, b* ¢ Z(G). Logo,
pelo Lema 3.1 G = A(b), onde A = (a)Z(G).

O que encerra este caso.

(1ii) Zy(G) = Cy @ Cy & Cy = Neste caso temos Z(G) = Cy ou Z(G) = Cy & Cs.
1. Z(G) = Cy @ Cy = (1) @ (22): Escrevamos Z5(G) = (u) @ (21) ® (z2). Podemos
assumir que [a,b] = u, j& que a* € Z(G). Temos que [a,u] € Z(G). Se [a,u] = 1,
entdo G = A(b), onde A = (a)Zy(G) é abeliano. Seja [a,u] # 1. Se a® € Z(G),

entao, como u? = 1, segue que © = v~ ! e assim
[a®,b] = [a,0]" [a,b] = u'u = a "u" au = [a,u],

o que é uma contradi¢io. Logo a? ¢ Z(G) e pelo Lema [3.1, G = A(b), onde
A = (a)Z(G) é abeliano.

2. Z(G) = Cy = (z): Escrevamos Z5(G) = (u) ® (v) @ (2. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que [a,b] = u. Veja que [a,u],[b,u],[a,v],[b,v] € Z(G) = {1, z}.
A menos de trocarmos [a,u] por [ab,u], caso [a,u] = z = [b,u] e [a,v] ou [b,v]
por [ab,v], caso [a,v] = z = [b,v], serd suficiente considerarmos os casos em que
l[a,u] =1 eou [a,v] =1, ou [b,v] = 1. Se [a,v] =1, entdo A = (a)Z3(G) é abeliano
e G=A(). Se [b,v] =1ela,v] =z, entdo A = (a,u, z) e B = (b,v) sdo abelianos
tais que G = AB.

Como pretendiamos.

(iv) Z»(G) = Qg = (u,v | u* = 1,u* =v? = 2,u¥ = u™!) : Neste caso, Z(G) = Z(Qg) =
(z). Sem perda de generalidade, suponhamos que [a,b] = u. Se [a,u] = z = [b, u], entao
[
[

isso, A = (a,u) e B = (b,v) sdo abelianos tais que G = AB. Se tivermos [b,u] = 1 e

ab,u] = 1, de onde podemos supor que [a,u] = 1. Seja [b,u] = z. Se [b,v] = z, entdo

b,uv] = 1 e uv cumpre o mesmo papel de v, assim podemos supor que [b,v] = 1. Por

[b,v] = z = [a,v], entdo [ab,v] = 1 e A = (a,u) e B = (ab,v) sdo abelianos tais que
G = AB.
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(v) Z9(G) = Dy = (u,v | u* = 1 = v2vouv = u™') : Observe que Z(G) = Z(D,) =
(u?* = 2). Como [a,u|,[b,u],[ab,u],[a,v],[b,v],[ab,v] € Z(G) = {1, 2}, podemos assu-
mir sem perda de generalidade que [a,u] = 1 e um dos elementos [a,v], [b,v] é igual a 1.

Se [b,v] =1, entao A = (a,u) e B = (b,v) sado abelianos e G = AB. Basta considerar os

casos: se [a,v] =1 = [a,u| e [b,v] = 2z, podemos assumir que [b,u] = z (caso contrario,
se [b,u] =1, entdo G = AB para A = (a,v) e B = (b,u)). Entao [b,uv] =1 e G = AB,
onde A = (a,u) e B = (b,uv) sdo abelianos. O

Lema 3.28. Seja G um grupo de ordem 32 com comprimento nilpotente igual a 4, entdo

G admite decomposicao abeliana.

Demonstracao. Sejam

{1} = Z(G) € Z(G) = Z1(G) € Z(G) & Z3(G) C Zu(G) =G

{1} = GO cag®Wcag® cqd =ag® ca® =@

as respectivas séries centrais superior e inferior. Repare que pelos Lemas e temos
G? = 7Z3(@), G® = Z,(G) e GW = Z,(G). Do Teorema de Lagrange e o do fato de as

inclusdes serem estritas, temos que
Z(G) = (2), Z2(G) = () Z1(G), Z3(G) = (u) Z2(G) e G/ Z3(G) = (@) @ (D).
Mais explicitamente, além disso, temos
Z1(G) 22 Cy, Zo(G)/Z1(G) = (v) = Co, Z3(G)/Zo(G) = (u) = Cy e G/ Z5(G) = Cy & Cb.

Repare que usamos o fato de G/Z3(G) ser o centro de um grupo e portanto abeliano.
Note também que nao é preciso considerarmos o caso em que GG/Z3(G) é ciclico, pois isto
levaria a mesma contradicao citada na demonstracao do lema anterior. Nao obstante,
resta o caso em que | Z3(G)| = 8, de onde da classifica¢ao dos grupos de ordem 8, devemos

considerar cinco possibilidades para Z3(G). Analisaremos cada uma delas.

Antes de comecarmos a tratar especificamente de cada possivel estrutura para
Z3(@), facamos algumas consideragoes gerais. Inicialmente, note que devido a Z;(G) e
Z5(G) estarem contidos em Z3(G), ao determinarmos a estrutura deste tltimo, determi-
namos também a dos dois primeiros. Observe também que podemos supor, sem perda
de generalidade, que [a,b] = u. Usaremos intimeras vezes o fato de que h € Z;,1(G) se,
e somente se, [g,h] € Z;(G), para qualquer g € G. Como [a,v], [b,v] € Z1(G) = {1, 2},

temos que se [a,v] = z = [b,v], entdo [ab,v] = 1, portanto, também podemos assumir,
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sem perda de generalidade, que [a,v] = 1.

Sendo [a,v] = 1, [a, Z2(G)] = {1}, e por isso A = (a)Z>(G) é abeliano. Se

a’ & Z5(@G), entao |A| = 16 e G = AB (onde B = (b)). Deste modo, recapitulando,

assumiremos daqui em diante que

(a)

a* € Z5(G) = (z,v) = GO, [a,b] = u, [a,v] = 1.

Z3(G) = Dy: Neste caso, temos duas possibilidades para Z»(G) dependendo da
estrutura de Z3(G), a saber

(1) : Z3(G) = (u,v | u* =1 =v*u? = 2, [u,v] = 2)

ou
(2): Z3(G) = (w,v | v =1 =u?v* = z,0" =07 1),

Veja que em qualquer dos casos acima, vale que u? € Z;(G). Temos que [a, u] , [b, u] €
Zy(G) = {1, z,v,2v}. Se [a,u] =1 (ou [b,u] = 1), entdo G = (a,v,u)(b, z) (ou
G = (a,v,z)(b,u)). Se [a,u] = z = [b,u], entdo [ab,u] =1 e G = (ab,v,u)(b, z).
Assim, se [a, u] = z basta considerar [b, u] # z. Estamos assumindo que a? € Z»(G),
portanto [a?,b] € Z1(G) e

a'utua = [a, u]

atuzzua = za 'u ua = 2 [a, u]

[G'Q’ b] = [CL, b]a [CL, b] — a_luau = {

Acima consideramos os casos (1) e (2), onde em (1) temos u = u"' e em (2) temos
u~! = uz. De todo modo, segue [a,u] € Z(G), portanto teremos que [b,u] € {v, zv}.
Mas

1= [b,u?] =[bu] [b,u]" = vo" =" =v"".

Logo, devemos ter necessariamente Z3(G) do tipo (2). Porém, vejamos que isto
também leva a um absurdo. Se b* € Zy(G), entdo [a,b%] € Z(G) e por isso
[a,b*] = wu® = u~b~tub = [u,b], uma contradicdo, j& que [b,u] ¢ Z,(G). Por
isso, b & Z5(G). Assumamos, portanto, que b* = u. Dai, por um lado, [a,b?] =
la,u] € Z(G). Por outro lado, [a,b?] = wu® = [u,b] ¢ Z;(G), uma contradicio.

[

concluimos que nao podemos ter Z3(G) = Dy.

Z3(G) = Qg = (u,v | ut = 1,02 = u? = 2,[v,u] = 2): Fazendo contas anélogas as
feitas acima quando consideramos o caso (2), vemos que do fato de [a?,b] € Z,(G)
vem que [a,u] € Zi(G) = {l1,z}. Como Z3(G) = G? = (v), podemos su-
por que [b,u] = v. Se b? € Zy(G), entao [a,b?] € Z;(G) e assim como antes
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[a,b?] = vu® = uzzub = zu™tb"lub = 2 [u,b] = 2ot ¢ Z,(G), contradigao. Entdo,
b2 ¢ Zy(G), isto é, b* € {u,u! ,uv,u" v}. Uma vez que [b,u] = v # 1, concluimos

que b =uwv ou b? =u"'v e G = AB, onde A = (a)Z5(G) e B = (b) sdo abelianos.
Z3(G) = (u) = Cg,v = u?,z = u*: Como u? =v e [a,v] = 1, temos que
1= [a,v?] = [a,4] [a,u]" = [a,u]” .

Como [a,u] € Zy(G) = {1,v? u*, ub}, segue que [a,u] € {1,u*}. Se [a,u] = 1,
entdo A = (a)Z3(G) é abeliano e G = A(b). Assim, resta analisar o caso em que

[a,u] = u*. Mas isto implica que u® = a 'ua = u[u, a] = uu* = u®. Por outro lado,
[a®,b] = u'u = v’u =1’ ¢ Z(G),
o que é uma contradicao, pois [a?,b] € Z,(G).

Z3(G) = (u) ® (v) B (2) = Cy® Cy @ Cy: Temos que [b,v] € Z1(G) = {1, z}, de onde
podemos supor que [b,v] = z (POR QUE? [b, v] = 1 nao resolve e nao dé o absurdo
pretendido). Além disso, [a?,0] € Z1(G) e [a% b] = u'u = [a,u], j& que u* = 1.
Assim, se [a,u] = 1, entdo A = (a)Z3(G) é abeliano e G = A(b). Se [a,u] = z,
podemos supor que [b,u] = v (o caso [b,u] = zv daria na mesma, a justificativa é
dada em (a)). Repare também que o(b) = 2 implica que b* € Z3(G) (que é abeliano),
logo
1= [b*,u] = b, ul’ [b,u] = vPv = [b,v] = =,

o que é uma contradicao.
Seja

Cy®Cy = Z3(G) = ¢ (u) ® (v), u* =

Temos, assim como nos casos anteriores, que [a?,b] € Z;(G) e [a?, b] = u®u. No caso

Ywa = zuza 'ua = z[u,a], de onde [a,u] =

(2), u=! = uz e por isso [a?,b] = ua~
[u,a) " € Z1(G). No caso (3), vale que u™' = u e por isso [a2,b] = [a,u] € Z;(G).
Nestes dois casos, [a,u] = 1 ou [a, u] = z. Podemos assumir que [b,u] = ve [b,v] = z.
Se [a,u] = 1, entao G = (a,u,v)(b,2). Seja [a,u] = z. Como b* € Z3(G) (que é
abeliano), 1 = [b%,u] = [b,u)" [b,u] = vPv. Se o(v) = 2, entdo 1 = vbv = [bv] = 2,
uma contradi¢do. Portanto, o(v) =4 e devemos ter Z3(G) do tipo (3).

Assim como em (a), b* ¢ Zy(G), pois se b* € Zy(G) terfamos [b,u] = v € Z(G).

b 1

Além disso, podemos supor que b? = u, daf [a,u] = [a, b*] = uPu = [u,b] = v}, uma



49

contradigao, pois [a, u] € Z,(G).
Agora vejamos o caso em que [a,u] ¢ Z1(G) e como vimos anteriormente, isto
implica que Z3(G) é do tipo (1). Podemos assumir que [a,u] = v e [b,v] = z (as
contas seriam anélogas nos demais casos). Se [b,u] = 1, entdao G = ((a)Z2(G)) (b, u).
Se [b,u] = z, entao [b,vu] = [b,u][b,v]" = 22" = 22 = 1, de onde G = AB onde
A = (a)Zy(G) e B = (b,ou). Se [b,u] = v, entdo [ab,u] = [a,u]’[b,u] = vPv =
b~lwbv = b bvzv = vz = 2% = 1. Logo, G = ((a)Z5(G)) (ab,u). O caso em que
[b,u] = vz é imediato dos feitos acima.

[l

Lema 3.29. Sejam G um grupo nilpotente e p um nimero primo tal que ordem de G é
p™ > p?. Entao:

1. O comprimento nilpotente de G' € no maximo m — 1.

2. Se G tem comprimento nilpotente n entao (G : Z,_1(G)) > p>.

3. (G:G) > p*
Demonstracao. Inicialmente provaremos 2. Seja n o comprimento nilpotente dee G. Su-
ponhamos por absurdo que (G : Z, 1(G)) = p. Sen =1 entdao (G : Zy(G)) = p e por
isso |G| = |Zo(G)|(G : Z,,—1(G)) = p, ja que Zy(G) = e. Isto é uma contradi¢do com a

hipdtese quanto a ordem de G, portanto, n > 2 e

G/Zno(G) G20 s(G)
Z(G/Zn-2(G))  Zu-1r(G)]Zn-2(G)

~ G201 (G)

é um grupo ciclico, pois possui ordem p. Consequentemente G/Z, o é abeliano e assim
Zn-1(G))Zn—2(G) = Z((G)Z,—2(G))) = G/ Z,_2(G), de onde Z,,_1(G) = G, o que é uma
contradigao. Isto conclui a prova de 2. Agora 3 decorre do Lema , pois G C Z,_1.

Finalmente, como a série central superior possui n passos, segue que p™ = |G| > p"*1, de

onde n < m — 1 e a condicao 1 é satisfeita. O

Teorema 3.30. Qualquer grupo de ordem 32 pode ser escrito como produto de dois grupos

abelianos.

Demonstracao. Do Lema [3.29, sabemos que o comprimento nilpotente de um grupo de
ordem p", n > 2 e p primo, é um inteiro entre 1 e n — 1. No caso em questao, entre 1
e 4. Porém, observe que se o comprimento nilpotente de G fosse 1, teriamos G = Z(G),
de onde G seria abeliano e admitiria a decomposicao abeliana trivial. Deste modo, este

resultado decorre dos lemas anteriormente provados. O]

Proposicao 3.31. Existe um grupo G tal que Z(G) e G/Z(G) sdo grupos abelianos

elementares de ordem 8, mas G nao admite decomposicdao abeliana.
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Demonstracdao. Consideremos um 2-grupo abeliano elementar N gerado por zi, 29, 23
e um 2-grupo abeliano elementar H gerado por Ti, Ts e T3. Queremos construir uma
extensao G com N = Z(G) < G e G/N = H, tal que para certas imagens inversas 1, xs,

x3 de Ty, Ty, T3, respectivamente, as seguintes relacoes sejam satisfeitas:

7

vi=zl=e, i=1,23; (T3, 2] = [z, 2] = €, 4,7 =1,2,3; (9)

[l‘i,flfj] = Zi+j_27 7 7é] € {1,2,3} (10)

Dados os grupos N e H como acima, suponhamos termos feito uma escolha de repre-
sentantes que satisfagam as relacoes acima. Tomando os automorfismos, requeridos nas
hipéteses do Teorema [3.19] de N como aplicacoes identidade e o conjunto quociente defi-

nido por:
k1zkomks =rimro=r3) _  rike jriks roks S
(T T T TP TP T ) = 22 ky vy € By, 4,5 = 1,2, 3, (11)

temos as condicoes do Teorema de Schreier sao satisfeitas. Com efeito, a primeira condicao
¢ obviamente satisfeita, ja que os automorfismos foram definidos como aplicagoes identi-
dades. Quanto a segunda condicio, sejam @ = T} THTh*, T = T} TR TS e W = T3 TLTS.
Primeiramente repare que como os geradores de N e os representantes escolhidos comu-
tam, vale que (@,7)" = w™! (7,7) w = (7,v). Portanto, usando , temos

.\ /— —\W s1(ko+r r1ke  s1(ks+r3)+riks so(kz+rs)+rok
(uv,w)(u,v)w:zf“ 2)+12221(3 3) 13232( 3+13) 2ks

Por outro lado,

(H, W) (6, @) _ ng(m—l—sl)—i—slm 253(7‘1—&-81)-{—517‘3253(7"24-52)4-527“3'
Assim, segue que (w0, ) (,7)" = (@, 7w) (7,w). Portanto, seja G a extensio garantida
pelo Teorema de Schreier satisfazendo as condicoes acima descritas. Mostraremos que G
nao contém um subgrupo abeliano com mais que 2* = 16 elementos, de onde decorrerd
que se G = AB, para dois subgrupos abelianos A, B (podemos supor que estes subgrupos
contém o centro de G que possui 2° elementos), entao 2° = |G| = |AB| = |A||B|/|ANB| <
2424 /23 = 25 0 que serd uma contradigao. De fato, suponhamos que A seja um subgrupo
abeliano de G. Podemos supor que Z(G) C A, a menos de seguirmos na prova com Z(G)A.
Dados a,b € A, podemos escrever a = ¥ ak2ak32 b = 2722l onde 2,2 € Z(G),
ki,r; € Fo, i = 1,2,3. Além disso, ab = ba é equivalente a (a,b) = (b,a), de onde segue
que

rika riks jroks _ _kira Jkirs kors
21 g3 g2 = TR 258 22T,



51

Ora, mas isto significa que todos os determinantes das submatrizes quadradas da matriz

ki1 ko ks
r Tre T3

sobre Fy sao nulos, ou seja, essa matriz possui posto menor que 2. Mas sobre Fy isto
significa que uma das linhas é nula (e neste caso, a € Z(G) ou b € Z(G)), ou ambas
coincidem (o que implica aZ(G) = bZ(G)). Note que isto nos garante que (A : Z(G)) < 2,
onde (A : Z(@G)) denota o indice de Z(G) em A, de onde |A| = |Z(G)| (A : Z(G)) < 232 =
24, m

Existem 19 grupos de ordem 2° nao possuindo decomposicao abeliana, porém
escolhemos o grupo descrito na demonstracao da proposi¢ao acima por suas propriedades
interessantes, por exemplo, ele possui comprimento nilpotente 2 e seu expoente ¢é igual a
quatro (ambos os valores sao os menores possiveis). Este exemplo prova que a reciproca
do resultado de Ito nao ¢é valida. De fato, este grupo é metabeliano, mas nao possui
decomposi¢ao abeliana.

Note que nao segue da Proposicao que existem Sy-cédigos nao abelianos
sobre algum corpo. Nao obstante, forneceremos um exemplo abaixo. Até o fim desta secao
fixaremos F' = Zs e G = Sy, visto como grupo das permutacao do conjunto {0,1,2,3}. A
conhecida teoria de diagramas de Young (ver, por exemplo, CURTIS and REINER (1966)
mostra que o anel de grupo R = F'G contém cinco ideais minimais (bilaterais), gerados

pelos seguintes elementos centrais:

€ = —Zg, 642—2(—1)g9>

geG geG

er = 2(3e — (01)(23) — (02)(13) —
+(01) + (02) + (03) + (12)
—(0123) — (0213) — (0231)
—(0321) — (0312) — (0132)),
e2 = e+ (01)(23) — (02)(13) + (03)(12)
—3(012) — 3(013) — 3(023) — 3(123)
—3(021) — 3(031) — 3(032) — 3(132),
es = 2(3e — (01)(23) — (02)(13) — (03)(12)
—(01) = (02) — (03) — (12) — (13) — (23)
+(0123) + (0213) + (0231)
+(0321) + (0312) + (0132)).

(03)(12)
+ (13) + (23)
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Com base nestes fatos, podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 3.32. Os cddigos K(Rey) e K(Res) nao sio abelianos, enquanto que K(Rey),
K(Rey) e K(Rey) sao abelianos.

Demonstragao. Provaremos que K (Req), K(Rey) e K(Rey4) sao abelianos, porém, a prova
de que os demais cédigos sao nao abelianos foi feita computacionalmente e foge do escopo
desta dissertagao. Os detalhes podem ser encontrados em [PILLADO et al. (2013)).

Inicialmente, note que

() = (Ze) (3] g ()

() )~

para a = EyGG a, € F. Isto mostra que Rey = [F'ey. De modo andlogo, mostra-
se que Rey, = Fey. Se considerarmos o € Sg de ordem 24 e tal que o leva per-
mutagoes Impares em pares e vice-versa, teremos que ef = Za(g)eGa(g) = ¢ e e] =
- Zg(g)ec(—l)“(g)a(g) = —ey. Isto, aliado ao fato de o fixar os elementos de F'; mos-
tra que o € PAut(Rey = Feg) e 0 € PAut(Rey = Fey). Como estes sdo subgrupos de
Sq, segue que H = (o) é subconjunto de ambos. De modo a generalizar a defini¢ao de
subgrupo transitivo, podemos dizer que um subgrupo H de Sg é regular se |H| = |G| e
para qualquer o € H \ {Id}, vale que o(g) # g, para qualquer g € G. Veja que H é
subgrupo regular Sg. De fato, vale que |H| = |G| = 24 e 0%(g) # g, para 1 < i < 23, ja
que o(o) = 24. Assim, a partir do Corolario temos que os cddigos K (Rey) e K(Rey)
sao abelianos.

Para provarmos que K(Rez) determina um cédigo abeliano, consideremos o subgrupo de

Klein K =V, C Sy = G e escrevamos GG como uniao das classes laterais médulo K:
G:KaOUKa1U~'-UKa5,

onde a; sao representantes das classes de modo que (—1)% = (-=1)", i € {0,...,5}.
Seja g9 € Sg um elemento de ordem quatro fixado. Consideremos os elementos o e 7
em S¢ tais que o(za;) = (2a;)7 = 2%%a; e T(xa;) = (2a;)7 = XQimods), Para qualquer
r € K e para qualquer i € {0,...,5}. Note que o(0) = 4, o(1) = 6 e o7 = 70, pois
o7(xa;) = 0(TAitmods)) = T7°Ai(mods) = T(27°a;) = To(xa;). Deste modo, H = (o, 1) é
um subgrupo abeliano de Sg com |H| = |G| = 24. Além disso, é imediato ver que se
a € H\{Id}, entao a(g) = a(za;) # xa; = g, paraum certo z € K e um algum 0 < i < 5.
Logo, H é um subgrupo regular abeliano de Sg. Foi provado computacionalmente que
H C PAut(Re,), de onde mais uma vez pelo Coroldrio[3.9] K (Rez) ¢ um cédigo de grupo
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abeliano. O

3.3 Mudanca de corpo base

Nesta secao, estudaremos se dados um subcorpo finito /' de um corpo finito
E e um grupo finito G, e supormos que qualquer G-codigo sobre E é abeliano, entao todo
G-cédigo sobre F' é abeliano e vice versa, se todo G-cédigo sobre F' é abeliano, entao
todo G-codigo sobre F é também abeliano. Daremos uma resposta afirmativa a primeira
pergunta e parcial a segunda.

O proximo lema afirma que alguns ideais nos anéis de grupo EG e F'G possuem

os mesmos grupos de automorfismos de permutagao.

Lema 3.33. Se F' ¢ um subcorpo do corpo E e I € um ideal do anel de grupo F'G, entdo
EI é um ideal em EG e PAut(I) = PAut(EI).

Demonstragao. Sejam B = {ej,es,...,ex} uma base de E sobre F e |G| = n. Para

qualquer ideal I de F'GG, vale que EI = Zle e; 1. De fato, para provarmos isto escrevamos

G:{91:€7927"'7gn}7

e assim, para a € FG, temos a = Y ., a;g;, com a; € F. Dados Zle be; € E (aqui

usamos o fato de B ser base) onde b; € F' e x € I, vale que

onde x; = byx € I, jd que I é ideal de FG. Além disso, note que EI é ideal de EG, o
que decorre diretamente de I ser ideal de F'G, e que EINFG =1, ja que EI = Zle e;
e I C FG. Dado o € PAut(l), o se estende a uma aplicacdo E-linear em EG. Se

T = Zle e;r; € FI, entao
k

o(x) = Z e;o(x;) € Fl,

i=1
uma vez que o(x;) € I, onde i € {1,...,k}. Isto mostra que PAut(/) C PAut(EI).
Reciprocamente, seja 7 € PAut(ET). Novamente consideraremos 7 como uma

aplicagdo E-linear sobre EG. Como 7 age sobre G, 7(FG) = FG, entao
() =7(FINFG)=71(El)N7(FG)=FEINFG=1.

Isto mostra que PAut(EI) C PAut(/), de onde PAut(/) = PAut(E1). O



o4

Teorema 3.34. Sejam F' um subcorpo de um corpo E e G um grupo. Se todos os G-

codigos sobre E sao abelianos, entao todos os G-cddigos sobre F' sao abelianos.

Demonstracao. Para qualquer ideal I de F'G, pelo Lema anterior, PAut(/) = PAut(E1),
onde FI ¢é ideal de EG. Como F' C FE, podemos pensar em um G coédigo sobre F
como um G-codigo sobre E. Supondo que C C F™ C E" seja um G-codigo associado
a I e ja o identificando com o ideal bilateral EI de EG, temos pelo Corolario 3.9 que
PAut(EI) contém um subgrupo regular abeliano. Do fato de que o mesmo é vélido para
PAut(I) = PAut(EI), pelo Lema anterior, aplicando o Corolario [3.9[ uma vez mais, temos

que I é um cédigo abeliano. O]

O teorema anterior é a resposta afirmativa a primeira questao colocada no

inicio da se¢ao. O préximo teorema da uma resposta parcial a segunda questao.

Antes de enunciarmos o proximo resultado, relembremos a definicao de Pro-
duto Tensorial. Sejam R um anel, M um R-médulo a direita, N um R-mddulo a esquerda
e A um grupo abeliano com operacao aditiva. Uma aplicagao f: M x N — A é dita uma
aplicacao balanceada se satisfaz

1. f(my +ma,n) = f(my,n) + f(ma,n);
2. f(m,ny +ng) = f(m,ny1) + f(m, na);
3. f(m,rn) = f(mr,n),
para quaisquer m, my,mg € M, n,ni,ny € N, r € R. O produto tensorial de modulos é

usualmente definido via uma propriedade universal.

Definicao 3.35. Sejam M, N e R como acima. Um grupo abeliano T, juntamente com
uma aplicacao balanceada ¢p: M x N — T € dito um produto tensorial de M e N se as
sequintes propriedades valem:
(1) Os elementos da forma ¢p(m,n), m € M, n € N geram T (como um grupo aditivo).
(13) Para qualquer grupo abeliano A e qualquer aplicagdo balanceada f: M x N — A,
existe uma aplicagao f*: T — A tal que f = f* o ¢.
Mostra-se, vide MILIES and SEHGAL (2002), que o Produto Tensorial existe

e é unico. Nas notagoes acima, escrevemos T'= M ®pr N.

Lema 3.36. Sejam R, S anéis com R C S e com o mesmo elemento identidade. Se G é
um grupo, entao SG = S ®gr RG.

Demonstracao. Sejam S ®@r RG e ¢: S x RG — S ®r RG o produto tensorial de S e
RG. Definamos f: S x RG — SG a aplicacao dada por f(s,zgec reg) = deG(srg)g.
Pela propriedade universal do produto tensorial existe uma aplicacao f*: S®r RG — SG
tal que f = f*o¢. Agora, tomando ¢: SG — S ®g RG dada por ¥ (3 cq8.9) =

> geG(sg ®1-g), temos um homomorfismo. Fazendo alguns calculos vé-se que ¢ é inversa
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de f*. Assim, o resultado segue. O]

Teorema 3.37. Sejam F' um subcorpo de um corpo E e G um grupo. Suponha, adicio-

nalmente, que charF { |G| e

I

k
FG = P My, (F) (¥)
i=1
(a dlgebra de grupo FG é uma soma direta de dlgebras de matrizes sobre F'). Sobre estas

condigoes, se todo G-codigo sobre F' € abeliano, entao todo G-codigo sobre E é abeliano.

Demonstra¢ao. De modo anédlogo ao feito no Lema anterior, se pode mostrar que F ®p
M, (F) = M,(E), paran > 1. Tendo em vista este fato, o lema anterior e as hip6teses do

Teorema, temos que

k k k
EG=E®p FG=E @ @ My, (F) = P E @r My, (F) = @ My, (F).
=1

i=1 i=1

Além disso, como qualquer anel de matrizes sobre um corpo é simples, segue que qualquer
ideal J de EG pode ser escrito na forma J = @,.q Mg, (£), onde S C {1,--- ,k}. Nao
obstante disto, temos J = EI, onde I = @,_¢ My, (F). A partir daqui a prova segue de

forma andloga a do teorema anterior. O]

i€S

Um corpo F satisfazendo a condicao (x) diz-se um corpo de decomposigao para
G. Adicionalmente, mostraremos a seguir que a condigao (x) é satisfeita para uma familia

infinita de corpos F', ou seja, G possui uma infinidade de corpos de decomposicao.

Proposicao 3.38. Para qualquer primo p tal que p f n = |G|, existe um ndmero m tal
que um corpo F, com |F| = p', satisfaz a condicdo () do Teorema anterior se, e somente

se, m | [.

Demonstragao. Seja Fy = Z, para um primo p { n = |G|. Entao, pelo Teorema ,
oG =@, My, (F;), onde Fy, ..., F, sdo extensoes de corpos de Fy. Como para qualquer
corpo F tal que charF = p (em particular para um corpo F onde |F| = p'), encarando
F' como extensao de Fy, usando o ultimo Lema e consideragoes similares as usadas na

demonstracao do Teorema anterior, vale que

FG = F®F0 F()G: @F(X)FO Mdl(-Fz> = @Mdl(F ®F0 E)a

i=1 =1

de onde segue que (x) é equivalente a
Fop i EFOFo---0F Vie{0,...,r},

onde o nimero de parcelas isomorfas a F' ¢ igual a dimpg, (F;). O udltimo isomorfismo
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é valido se, e somente se, o polinomio minimal de um elemento primitivo em F; sobre
Fy se decompoe sobre F' (vide Exemplo 9.5 em PIERCE (1982)). Seja E o corpo de
decomposi¢ao do produto dos polinomios minimais dos elementos primitivos de Fi, ..., F;
sobre Fy, em = dimpg F, isto é, |E| = p™. Entao (x) é equivalente a existir um isomorfismo

de E para algum subcorpo E de F, e tal isomorfismo existe se, e somente se, m | I. [

Agora, novamente ressaltaremos a diferenca entre cédigos de grupo e cédigos
de grupo a esquerda. Enquanto é aparentemente dificil determinar se a propriedade “todos
G-céddigos sobre um corpo F' sao abelianos” se mantém valida ao trocarmos F' por uma
extensao F, existe um exemplo mostrando que cédigos de grupo a esquerda nao possuem

esta propriedade.

Proposigao 3.39. Sejam F o corpo GF(2), E = GF(2? = 4) sua extensio e G = Qg o
grupo dos quatérnios. Entao todos os G-codigos a esquerda sobre F' sdo abelianos, mas

existem G-codigos a esquerda sobre E que nao sao abelianos.

Demonstracao. A segunda parte da afirmacao decorre, como mencionado na introducao,
de (COUSELO et al| (2004) tabela 6, onde ¢ mostrado que existem [8, 3, 5]-cédigos a es-
querda em F4()g mas nao existe um A-codigo abeliano sobre Iy com os mesmos parametros

para qualquer grupo abeliano de ordem 8.

Para provar a primeira parte, ou seja, que todo G-codigo a esquerda sobre F
é abeliano, sera suficiente mostrar que todo ideal a esquerda de F'GG é um ideal bilateral,
em vista do Teorema [3.10, ja que ()s admite decomposicao abeliana, pois sua ordem é o

cubo de um ntimero primo.

Poderemos considerar apenas ideais principais a esquerda, ja que todo ideal a
esquerda é uma soma de ideais principais a esquerda. Denotaremos os elementos de Qg
por

6727.]7 k) 67 67’76..77 €k7

ao invés da notacao tradicional ¢ = —1, para distinguir os elementos do grupo e do corpo.
Denotaremos por H = {e, €} o centro do grupo G. Uma vez que qualquer elemento em F'G
com suporte consistindo de um nimero impar de elementos é invertivel em FG, de onde
terfamos que o ideal gerado por esse elemento seria todo RG, logo bilateral. Portanto,
basta considerarmos apenas os elementos de F'G cujo suporte consiste de um ntmero
par de elementos de G. Ademais, podemos sempre supor que e pertence ao suporte de
um elemento que gera um dado ideal a esquerda de F'G, pois se x € Supp(a), entdo

e € Supp(z~ta).

Se um elemento de F'G possui suporte com oito elementos, entao, pela Pro-
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posicao [2.18] segue que este elemento é central e portanto gera um ideal bilateral.

Para os elementos de F'G = R com suporte consistindo de dois elementos,
primeiramente note que e+ € anula qualquer comutador aditivo de elementos do grupo G,
ou seja, (zy —yz)(e+¢€) = 0 para quaisquer z,y € G. Entao, qualquer ideal a esquerda L
contido no ideal R(e + ¢€) é um ideal bilateral. Por outro lado, se L é um ideal & esquerda
de R contendo R(e + €), entao pelo Teorema da Correspondéncia, L é imagem inversa
do homomorfismo natural de R para R/R(e + ¢). Como G/H ¢é um grupo abeliano, pois
|G/H| = 4, segue que F(G/H) é um anel comutativo e como R/R(e +¢) = F(G/H),
temos que L é na verdade a imagem inversa de um ideal bilateral, logo L ¢ ideal bilateral.
Considere agora L = R(e + g), onde g € G\ H. Entao

(e+g)l=e+29+g°=e+se

logo, L contém R(e + €) e pelo que foi comentado antes, L é um ideal bilateral. Isto

encerra o caso cujo suporte contém dois elementos.

Se considerarmos elementos de F'G com suporte consistindo de quatro elemen-

tos, incluindo e, existem trés casos possiveis:

(I) O suporte de um elemento u consiste de elementos das classes H, gH, onde g € G\ H.
Entao u = e+e+g+eg = (e+g)(e+e), ouseja, u € R(e+€) e pelo mesmo argumento
comentado antes, Ru é um ideal bilateral de F'G.

(II) O suporte de um elemento u consiste de elementos de duas classes distintas de H.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que u = e+e+i+7, (u = i+j+ei+ej =
i+j+e(@+j)=(i+j)(e+¢€) epelo que comentamos antes, terfamos Ru ideal
bilateral) pois para quaisquer dois elementos a,b € G tais que a,b,ab™' € H (ou
seja, elementos que geram G = (g e portanto ndo estdo numa mesma classe) temos
um automorfismo f: G — G tal que f(i) = a e f(j) = b. Assim, as seguintes

igualdades sao validas, como se pode verificar facilmente:

(et+e+i+j)i = (e+j+e)e+et+i+y),
(et+e+i+j)] = (e+i+e)lete+i+y]),
(e+e+i+jk = ekle+e+i+y).

Isto mostra que dado a € R, vale que ua = bu € R, para algum b € R. Logo Ru é
ideal bilateral de R.
(I1I) O suporte de um elemento u contém elementos de todas as classes de G mddulo

H. Devido aos automorfismos que citamos anteriormente, podemos supor que u =
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e+i+j+kouu=e+1+7j+ek. Mais uma vez, é simples verificar que as seguintes

igualdades sao validas:

(e+i+j+k)yi = jle+i+j+k),
(e+i+j+k)j = kle+i+j+k),
(e+i+j+kk = ile+i+j+k),
(e+i+j+ek)yi = ek(e+i+j+ek),
(e+i+j+ek)j = ile+i+j+ek),
(e+i+j+ek)k = ejle+i+j+ek).

Isto prova que Ru ¢é ideal bilateral de R.

Resta apenas considerar apenas o caso em que um elemento u possui suporte
consistindo de seis elementos. Podemos assumir, que € € Supp(u), ja que se € Supp(u)
entao € € Supp(ex'u). Assim, estamos supondo que e, ¢ € Supp(u). Pelos automorfismos
que citamos em (I7), podemos supor sem perda de generalidade que u =e+ €+ i+ €i +
jt+ej=(e+i+j)(e+e), de onde temos que u € R(e + €) e como vimos anteriormente,
isto implica que Ru é ideal bilateral.

Suponhamos agora que u = = + 7y, onde x é um elemento cujo suporte consiste de oito
elementos e v € {i+7j,€i+€j,i+€j} (sem perda de generalidade, usando os automorfismos
supracitados). Observe que zz = 0 para qualquer elemento z com suporte consistindo de
um ntimero par de elementos, o que implica que yu = 7> = (e + €)g, para algum g € G.
Por isso, R(e + €) C Ry e, pelo que foi antes visto, Ry é um ideal bilateral de R. Como

x € Z(R), pois possui suporte com 8 elementos, segue que Ru é ideal bilateral de R. [
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4 CONCLUSAO

Uma dos principais propostas desta dissertacao era a de responder quando
um codigo de grupo é um codigo de grupo abeliano. A resposta a esta pergunta para
codigos de grupo a esquerda ja era conhecida.

Levando em consideracdo que BERNAL, DEL RIO, and SIMON (2009) pro-
varam que se um grupo admite decomposicao abeliana, entao este grupo determina um
codigo de grupo abeliano, voltou-se a atencao para o problema de saber quando um grupo
admitiria decomposi¢ao abeliana. Nesta perspectiva, provamos que a ordem minimal de
um grupo para que este nao admita decomposicao abeliana é 24, uma vez que mostra-
mos que todo grupo de ordem menor que 24 admite decomposi¢ao abeliana e que S4 nao
admite uma tal decomposicao como produto de dois subgrupos abelianos. Nao obstante,
tendo em vista as vantagens algébricas gozadas por p-grupos, fomos motivados a estender
este questionamento a esta classe de grupos. Provamos, portanto, que se p ¢ um nimero
fmpar, todo grupo de ordem p* admite decomposicao abeliana e, além disso, mostramos
que existe um grupo de ordem p° que nao admite. Quando p = 2, mostramos que todo
grupo de ordem 2° = 32 admite decomposicao abeliana e que existe um grupo de ordem
20 = 64 que nao admite. Consequentemente, a ordem minimal de um p-grupo para que
nao haja decomposicao abeliana é 2% se p ¢ um primo par e p° se p é um primo fmpar.

Uma outra questao do nosso interesse foi a de saber se a propriedade de um
G-cédigo ser abeliano dependia somente do grupo G, ou seja, se tal propriedade nao
dependia do corpo F que determina o anel de grupo F'G. Com efeito, provamos que
sendo F' e E corpos finitos com F' C E e G um grupo finito, tem-se que o fato de todos os
(G-codigos sobre F serem abelianos implica que todos os G-cédigos sobre F' sao, também,
abelianos. Ademais, se todos os G-cédigos sobre F' forem abelianos e a algebra de grupo
F@G for uma soma direta de dlgebras de matrizes sobre F', com charF { |G|, entao todos

os G cbdigos sobre E também sao abelianos.
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