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Introducao

Seja M C R?® uma superficie regular sem pontos umbilicos. Sabemos que se M é minima a
aplicacao de Gauss N : M — S? satisfaz,

(dNp(v1), dNp(v2)) N(p) = A(p){(v1,v2),

para todo p € M e todos vy,vs € T,M, onde A(p) # 0 é um nimero real que s6 depende de
p. Considere z : R?> — S? a parametrizacio da esfera unitdria S?> C R3? dada pela inversa da
projegao estereografica. Tome uma vizinhanca V' de um ponto p da superficie minima M tal
que N : M — S? restrito a V seja um difeomorfismo (como K (p) = det(dN,) # 0 , uma tal
V existe pelo teorema da func¢do inversa). Entdo a parametrizacio y = N~'o z :R? — M
é isotérmica. Isto nos d4 uma maneira de introduzir parametros isotérmicos em superficies
minimas sem pontos umbilicos.
Considere a primeira forma fundamental nestes parametros, ou seja,

I = e*(dz? + dy?).
Temos que u : U C M — R satisfaz a equagao de Liouville
An =g % (1)

onde,
0? 0?
— + —
ox?  0y?

Provavelmente, o estudo mais antigo de construcao de métricas de curvatura constante é
devido a Monge, que propos o seguinte problema local:

A=

Sob quais circunstancias a métrica ds*> = \|dz|* tem curvatura K constante.
Ele observou que a métrica conforme
ds? = e* (dz? + dy?)

em R? com curvatura constante K deve satisfazer Av = —Ke?. A solucao desse problema, foi
dada por Liouville, para K = 1, cuja férmula local é dada por

ev(az,y) _ 2|g’(z)|

=——", z=z+iy€C,
l9(2)]> +1
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onde ¢ é uma funcio meromorfa. A solucdo u de (1) tem portanto uma representacgao local em
termos da funcido meromorfa arbitraria g.

Esta dissertacio é baseada no artigo Revisiting the Connection between Minimal Surface and
Solutions of the Liouville Equation[1], onde uma abordagem moderna destas questoes classicas
é apresentada. O capitulo 1 trata de algumas propriedades bdsicas de superficies minimas e
ai é introduzida a nocao de pardmetro de Liouville. No capitulo 2 faremos um breve estudo
da representacdo de Enneper-Weierstrass. Esta representacao possibilita descrever um grande
nimero de exemplos de superficies minimas. Mostraremos que uma superficie minima com
uma representacio de Weierstrass satisfazendo determinadas condigoes produz uma solugao da
equacdo de Liouville. Reciprocamente mostraremos que uma solugao u da equacao de Liouville
definida numa regido plana simplesmente conexa determina, a menos de um movimento rigido
do R®, uma imersio minima sem pontos umbilicos F' : 2 — R3 descrita inteiramente em
termos da funcdo meromorfa g. O capitulo 3 é voltado para alguns exemplos cldssicos de
superficies minimas e suas parametrizagoes via representacio de Weierstrass e ainda para uma
andlise das solucoes simétricas da equagao de Liouville.
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Capitulo 1

Superficies Minimas em Parametros de
Liouville

1.1 Preliminares

Seja M uma superficie de Riemann (ver, por exemplo, [8]) e F': M — R? uma imersao
conforme, ou seja,
IFI?=FI?#0 e F.-F,=0. (1.1)
Aqui, F; e F}, sdo as derivadas de F relativamente a z e y, respectivamente e z = z+iy € Q C C
€ uma coordenada complexa numa vizinhanga de M. Consideremos a nomenclatura e notagao
abaixo. Em (1.1), - e ||, || representam, respectivamente, o produto interno e a norma usuais
em R3.

1. Métrica Induzida : ds*> = E|dz|?, onde E = ||F,|?> = ||F,||%

;  _ FuxP y .
2. Campo Normal : N = =2 onde x ¢ o produto vetorial;

3. Segunda Forma Fundamental : /] = ldz? + 2mdzdy + ndy?, onde | = Fy, - N,m =
F.y-N,n=F, - N. Observe que /] é uma forma quadrética cujos autovalores k; < ks
sao as curvaturas principais de F'. Lembramos que p € M é por definicdo umbilico se

ki (p) = ka(p);
4. Curvatura Média : H = (I +n)/2FE;

5. Curvatura Gaussiana : K = (In — m?)/E?.



Em C = {(21,20,23);2 € C,i = 1,2,3}, introduzimos o0 Produto Hermitiano (,), ou
seja, dados v = (vy, va, v3),w = (w;, wy, w3) vetores tangentes a C* em z € C* temos

3
(v,w):ka-wkzv-m
k=1

Aqui, o ponto - denota a extensdo bilinear do produto interno usual em R® a C®. Numa coor-
denada complexa de M definimos os operadores

1 — 1
FZZE(Fx—’LFy), FEZFzzﬁ(Fx'i"LFy)

E facil ver entao que valem as seguintes férmulas

Fz'FzZOZFE'Fg; (12)
F. Fy=s (1.3)

E
|F.? = == | Fx[?; (1.4)
F,-N=0=F,-N. (1.5)

1.2 Algumas Propriedades

Com as consideragoes anteriores, provaremos agora alguns resultados que serao 1teis nas
proximas segoes.

Proposicao 1.2.1 Em termos de uma coordenada complexa z, a imersao F : M — R3 satis-
faz as seguintes propriedades :

1) AF = 4F,; = (2HE)N. Em particular, F' é harménica (isto é, AF = 0) se e somente se
F é minima (isto é, H = 0);

2) (Equagdo de Gauss): K = —A(log VE)/E;
3)F,,-N =a/2, onde a = (I —n)/2 — im;
4) Fzz:(Ez/E)'Fz+(a/2)'N;

5) F;-N,=—EH/2;



—

6) N,= —H-F,

7) (Equagao de Codazzi): a; = F - H,;

8) laf* =

— (a/E) - F:

9) Se H é constante, entao a diferencial de Hopf h
quadratica holomorfa globalmente definida em M. Além disso, os zeros isolados de h coin-

cidem com os pontos umbilicos da imersao.

Demonstragao.

Além disso, tem-se que

Portanto,

2) Sabemos que

entao

iF; = (5
= F,
= P

4F,; - N

AF = 4Fzz- = (4F22]\[) . IV =

1) E imediato que AF = 4F,;, pois

(FII-FFyy)-JV
Foe :N+F,-N
l+n=2F-H.

<=7

-4

VB , (/O
e

VE. , (W
\/E v

vVE

E?(k; — k2)?/4, onde k, < ko denotam as curvaturas principais;

= a(z)dz? é uma diferencial

F))e +i(F —iFy),
7E/x + ZF:m + E/y
+F,, = AF.

(2EH) - N.

).y

i {(1og(\/E))w + (log(\@))uu}

E

~AlogVE

E




3) Temos

AF,,-N = ((F,—iF,)), —i(F, —iF,),)-N
(Fag — Fyy — 2iFy) - N
= Fy-N—F,-N—2F,-N

l—n—2im.
Logo,
l—n—2im «
B lN=—— —— —
44 4 27
onde
l—n
a=———1im

4) Note que F, - F, = 0 (por diferenciagao de F, - F,) e que

E,
Fzz'FZ—Ta
(Fz'Fi)z:Fzz'F2+Fz'FEz-

=0

Agora escrevemos o vetor F,, na base {F}, F;, N} de C? como
F,, =aF, + bF; +cN.

Fazendo sucessivamente o produto hermitiano desta expressao com os vetores F,, Fz e N, o
resultado segue facilmente.

5) Segue de 0 = (F; - N), = F,, - N+ F; - N, que Fy - N, = —F}, - N. Logo,

B = _Tl(Fm +F,)-N

—]
= T(FM-N+FW-N)

-1 -1
—FH

2




6) Escreva
N, =aF, + bF; + cN.

Fazendo sucessivamente o produto hermitiano dessa expressao com os vetores F;, F; e

pectivamente, chega-se ao resultado desejado.

7) Por (3),

Diferenciando, temos

Veja que (a) pode ser reescrito como

FzzZ'Nzeiz'N:(FZE'N)Z—FzE'Nm

pois,
(in'N)z_FzE'Nz=Fz22'N+in'Nz_FzE'Nza
F;-N, =¥N N,
g FH
(FzE'N)z: ( 2 )Z.
Logo,
F...N= (Ef)z B EI;NNZ _ %(EH),.

Do mesmo modo, (b) pode ser reescrito como

Fur N; = [(%)
_ ( ) .F,. N+(

- (8) 7 (3)

N, res-




8) De (3) temos,

_ )
: n—im=>|a|2:%+m2,

o=

que pode ser escrito como

o2 = (l—;—”) 2 _ (In—m?) = (EH)? — E°K = E*(H? - K).

Como

H K= (’“1+k2> s, o B2kt R~ dhiky _ (ki k)?
2 4 4 I

temos
E?(ky — ka)?

2 _

9) Sabemos que uma fungdo complexa ¢ = u + iv tem derivada com respeito a z dada por

1 .
¢z = 2 [(uz — vy) + i(uy + vz)]

e que ¢ é holomorfa se e somente se ¢; = 0 (pelas equagoes de Cauchy-Riemann). Entao se H
é constante, tem-se que H, = 0. Mas por (7), a; = EH, = 0 e portanto « é holomorfa. Além
disso, uma mudancga de coordenadas complexas z — w muda

a(z) =2F,, N




Dali,

2P () N(2) = 2[& (ﬁ)uu%’;] NG)

dw
= W (3—;) 2N(z)+2£—iw
- ot (&)~

Logo,
() = alcw) (1)

ou equivalentemente,

a(z)dw?® = a(z(w))dz>.
Portanto, h = a(z)dz? é uma diferencial quadrética holomorfa globalmente definida em M. Do
item (8) acima resulta que os zeros isolados de A coincidem com os pontos onde m=0el=n
(de fato, h = 0 implica a(z) = 0 e vale @« = (I — n)/2 — im = 0). Nestes pontos, evidentemente
vale kl — k2. &

Coroldrio 1.2.1 Se a imersao tem curvatura média H constante e nao possui pontos
umbilicos em uma regiao ) simplesmente conexa, entao existe uma mudan¢a de coordena-
das z — w tal que a diferencial de Hopf torna-se h = —dw?. O parametro complexo w é
determinado a menos de um sinal e uma constante aditiva.

Demonstragao. Como A é uma diferencial quadratica holomorfa, temos que
dz
h(z) = — ) 2dw?
() =ate) () 2w

onde w = w(z) é um novo parametro complexo. Portanto, devemos escolher w de tal modo
que o(z) (%)% = —1, isto é, w(z) deve satisfazer a equagdo diferencial

(Z—z:) 2 = —a(2).

Na auséncia de pontos umbilicos, segue do item (9) da Proposi¢do 1.2.1 que a(z) # 0 para todo
z € 2. A hipétese de que 2 é simplesmente conexa garantira a existéncia de uma raiz quadrada
holomorfa de —a(z) em Q, que pode ser integrada para produzir o w(z) desejado, determinado
a menos de uma constante aditiva. Claramente, —w(z) é também uma solugao. LJ



Definigao 1.2.1 Dada uma superficie minima sem pontos umbilicos, um parametro conforme
z para o qual a diferencial de Hopf h tem coeficiente local a(z) = —1 serd chamado um
Parametro de Liouville.

Proposicao 1.2.2 Seja F : M — R® uma imersao minima sem pontos umbilicos. Suponha
que z € () é um parametro de Liouville numa vizinhangca de M e que a métrica conforme
satisfaz ds = e"|dz|, para uma fungao u € C*(Q2). Entao :

i) As linhas coordenadas sao linhas de curvaturas e o fator conforme e* corresponde a solugao
u da equacao de Liouville Au = e=%¥;

ii) A segunda forma fundamental é dada por II = —dz? + dy?;

iii) As curvaturas principais sao —k; = ko = e~?" e a curvatura gaussiana é
K = klkg = —e"4".

Demonstracao. Por definicgdo de um parametro de Liouville em uma superficie minima,
tem-se

%—im:a(z)=—1, l+n=0,
o que implical —n=—-2,m=0,l+n=0. Dai temos que
i==<lm=0n=1
Segue que a segunda forma fundamental se escreve como
II = —dz?® + dy?
e as linhas coordenadas sdo portanto linhas de curvatura. Como
In-m?> -11-0

kl B kz = K - E2 - E2
segue que
-1
ki ko= Fork
onde E =e® e (ks — ko)
1= ol = =202
o = =2
Dai,
-1
ki = — = —k,.
1= F 2
Assim, K = —e™** e substituindo isso na expressdo (2) da Proposicio 1.2.1 chegamos a
Au=e 2,



Capitulo 2

A Representacao de Weierstrass e a
Correspondéncia entre Superficies
Minimas e Solucoes da Equacao de
Liouville

2.1 A Representacao de Weierstrass

Em 1866, Weierstrass obteve uma solugao geral da equacao das superficie minimas, permi-
tindo construir exemplos de superficies minimas a partir de um par de fun¢oes holomorfas. O
propdsito deste capitulo é reinterpretar a abordagem em termos de parametro de Liouville.

Seja M uma superficie de Riemann e considere diferenciais holomorfas o, as, a3 definidas
em M por ap = ¢pdz, k = 1,2, 3, tais que:

3
i) > llowll > 0;
k=1

3
ii) E ol =0;
k=1
iii) Cada ay nao possui periodos reais em M, ou seja, quando a parte real da integral de ay

ao longo de um caminho fechado sempre se anula.
Neste caso, a fungao F' : M —s R® definida por

F(z):(Re/ al,Re/ ag,Re/ a3>
20 20 20

¢ uma imersao minima conforme, (ver, por exemplo, [8]), satisfazendo ® = (¢1, ¢o, ¢3) = 2F.
Podemos escrever F' como

Flz) = (Re /Z: %(1 - ¢%)w,Re /z %(1 + ¢*)w, Re /z: gw) , (2.1)

20

9



onde ¢ é uma fun¢ao meromorfa e w uma diferencial holomorfa sobre M. Com efeito, se
w=0; — iy, w=C0as

entao,

. : _ 93
f=d1—ids, g= g (2.2)

onde localmente escrevemos oy, = ¢rdz,k = 1,2,3 e w = fdz, sendo f é uma fungao holomorfa.
Segue que podemos reobter aq, e, a3 em termos de g e w como

a = (1/2)(1 - ¢*)w;
0 = (i/2)(1+g)w; (23)
a3 = gw.

A representagao (2.1), é chamada de representagao de Weierstrass das superficies minimas
em R3. O par {w = fdz, g} é chamado par de Weierstrass.

Mostraremos agora uma proposi¢ao que sera fundamental para demonstrarmos o Teorema
2.2.2, que é o teorema central desta dissertacao.

Proposigao 2.1.1 Em termos de um par de Weierstrass {f, g}, os invariantes geométricos de
uma superficie minima sao expressos como segue:

i) O fator conforme é VE = e* = |f|(1 + |g[?)/2;

ii) A normal orientada N satisfaz Il o N = g, onde Il denota a proje¢ao estereografica da
esfera unitdria centrada na origem, com pélo norte removido, no plano equador;

iii) A diferencial de Hopf é h = — fg'dz?. Além disso, se g tem um pdlo de ordem m > 1 em
20, entao h nao se anula em zy, quando m = 1, ou tem um zero de ordem m — 1 > 0 em zj.

Demonstragao. i) Sabemos que

F,= %(F, _iF)

4|F,|? = (F,F, + F,F,) = 2E,
donde,

3
%
2E|dz| = Z | .
k=1

10




Dai,
1 1 /(1 1
2 .= 2 _ 21— 2Rll2a 2 22|, 12 2|, 12
Blief = 33 loul? = 5 (- Pl + g+ Pl + 9P
1
= SL= P+ 1+ g + gl
1 N _
= g [1-g)0+8)+ 1 +g)(1+7°) +499] ]
1 i
= 3[0-7 - +7°7") + 1+ 9"+ 9" +9°9") + 499] lwI*
T
= SlP(2+499+29°7") = 7lwl*(9°5" + 299 +1)

(Ig* +1) *lwl™.

| =00

Como w = fdz, segue que

|f|2

E==-(1+]gP)?

ou seja,
VE = v = 10+ 1g)
5 :

ii) Temos & = 2F, = (¢1, ¢, ¢5), onde ¢y = 1 (";F_,; z"’;;k) —1,2,3. Entio

Fl- X Fy = —(Re ¢1, Re ¢2, Re ¢3) X (Im ¢1,Im ¢2,Im ¢3)
= —(Re ¢oIm ¢3 — Im @yRe ¢3,Im ¢1Re ¢3 — Re ¢1Im ¢3, Re ¢1Im ¢ — Im ¢ Re ¢2).

Por outro lado, se calcularmos Im ¢»¢s3, teremos

b3 = (Re ¢y +ilm ¢y)(Re ¢3 — ilm ¢3)
= Re @Re ¢3 — iRe ¢olm @3 + ilm @poRe @3 + Im ¢oIm @3
= (Re ¢2Re ¢3 + Im ¢pIm ¢3) + i(Im yRe ¢3 — Re ¢3lm ¢3).

Logo,
Im (¢263) = Im ¢,Re ¢3 — Re ¢oIm ¢35 = —(Re ¢oIm @3 — Im @oRe ¢3)

Concluimos entdo que Im @3 coincide com & primeira coordenada de F, x F,. Com célculos
semelhantes, temos que Im ¢3¢, é igual & segunda coordenada de F, x Fye Im b10, é igual A
terceira coordenada de F, x F),. Portanto podemos escrever

F, x Fy = (Im ¢85, Im ¢361,Im ¢1¢»).

11




Sabemos que,
¢ = (1/2)1 - ¢,
¢ = (i/2)1+¢)f,
¢3 = gf,

e conseqiientemente,

o= 20-PF,
% = (—i/2(1+7)f,
¢ = gf.
Além disso, gg = |g|? e Im (ig) = Re g. Veja que se g = a + bi entdo
1+ ¢*> = (1 +a® — b?) + 2abi.

Logo,
(1+¢%)g=a+a®+ab® +i(a’h— b+ b?),

dai,
(1+ |g/)Re g = (1 +a*+b*)a = a+ a®+ ab® = Re [(1 + ¢)7).
Utilizando as igualdades (2.3), (2.4), (2.5) e (2.6), obtemos

20+ 57} = re{ S0+ PP
1

1
= SIfPRe (14+¢%)g = 5I/P(1+ |gf)Re g,

Ty dal, == Im{

ou seja,
m 6o = (/1 + |g")Re g
Temos também
(1-g%)g= (1 —a®+b" +2abi)(a + bi) = a — a® + ab® +i(b + a’b +b°),

e que
(1+1]g*)Im g = (1+a®+b*)b=b+a’+0b>=Im [(1 - g?)g].

Segue que
Im ¢3¢; = Im {%fﬁ(l - gz)f_}
1 1
= 5lfIPIm (1-¢%)g = SIf*(1 + |g/*)Im g,

12
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ou seja, ;
Im ¢3¢, = §|f|2(1 + 1g/*)Im g. (2.8)

Temos ainda

(1 —a® +b* — 2abi)(1 + a® — b*> — 2abi)
= 1-—a*—- 24?0 — b* — 4abi

(1-¢%)1+37%

(1+a®>+b)(a®+b* —1) =a* +2a* +b* — 1
= —Re{(1-¢*)(1+3")},

(L +lgl)(gl* - 1)

portanto,

Im 612 = ml{hl—fﬁ§u+@ﬁf}:hn{gﬁﬂal—fxr+fﬁ

|f|2

- —|f|2Re{(1 1 +g%} = 5-(1+ 1) (Ig* ~ 1),

ou seja, )
Im 6162 = 7|f1°(1 + lgf%)(91? — ). (29)

Das equagoes (2.7), (2.8) e (2.9) concluimos que um campo normal a M é

2
P By = (G120 + laP)Re g, 5170 + loPim Lo + 107 - 1)

ou, de outra maneira,
1
Fy x Fy = 71fP(1 +1g/)(2Re g, 2Im g, |g[* — 1).

Dai

2
1
mxp) = YO0 awe e atmm g+ (oP - 12

P +1g
= VPCLD) /g —agp 1
AL+ gl?

+lol)

Entao a aplicagao Normal de Gauss de M é

_(2Reg 2Im g |g|2—1)
L+gl" 1+l 9P +1/)

13




Considere agora I : S?(1) —{(0,0,1)}— R? a projecio estereogréfica e identifiquemos R* com
o plano complexo C. Podemos estender IT a uma funcao II : S?(1) — C U {oo}, definindo
I1((0,0,1)) = co. Desse modo,

ﬁ(z):{ (25.12), se (21,22,25) # (0,0,1)

oo, se (z1,z9,23) =(0,0,1)

Logo,

2Reg 2Img |g|*>— 1)
1+ g]*" 1+ [g*" |g> +1

= <2Re 9/(1+ lg|2) 2Im g/(1 + |g|2)>

[IoN = H(

1 — lg[>-1 ’ 1— 14 =1
g|7+1 g%+1

= (Reg,Img)=g.

iii) De (ii) vimos que N = m§1+—1(2Re 9,2Im g, |g|* — 1) e sabemos que

P =Te [(8ds 2R == (30— 570+ fo).

donde
AF,, = (f'(1—¢*) —2fgq’,if'(1+ ¢°) + 2ifgq’,2f g + 2f¢') .

Do item (3) da Proposi¢ao 1.2.1 (ou seja, « = 2F,, - N), fazendo o produto interno F, - N,
temos

(f'(1— g% —2fgg)2Re g + (if'(1+ ¢%) + 2ifgg’)2Im g
2f'9+2f9)(lg)* — 1)

2f'Re g — 2f'g°Re g — 4fgg'Re g + 2if'ITm g + 2if'¢°Im g
4ifgg'Im g +2f'g(|g|* — 1) + 2f¢'(lg]* — 1)

2f'(Re g +ilm g) — 4fgg’(Re g — ilm g) — 2f'g*(Re g — ilm g)
2f'9(lg* = 1) +2f4'(lg]* — 1)

2f'9—4f99'9—2f'g’g +2f'g(lg|* — 1) + 2f¢'(|g]* — 1)
2f'g—4fg'lg|* — 2f'glg* + 2f'9(|g)* — 1) + 2f4'(lg* = 1)
2f'g(1 - |gI>) +2f'9(lg* — 1) — 4£4'|gI> + 2£4'(lg* — 1)

= 2f'g-0-2fg'(2lg]* - |g]*+ 1) = —2f¢'(lg]> + 1),

4(‘g|2 + 1)Fzz -N

+

-+

4+

ou seja,
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4(|lg|*+1)F..- N = =2f¢'(|g]*+1) = 2(|g|*+1)-2F,,- N = —=2f¢'(|g|* + 1). Isto implica
Q= _fg’a

donde
h=—fg'dz%.

2.2 Correspondéncia entre Superficies Minimas e
Solucoes da Equacgao de Liouville

Na préxima Proposicdo, serdo tteis o Teorema da Uniformizagao de Riemann (ver, por
exemplo, [6]) e as Proposigoes 1.2.2 e 2.1.1.

Teorema 2.2.1 (da Uniformizagao de Riemann) Uma superficie de Riemann simplesmente
conexa ou é conformemente equivalente a esfera S?, ou ao plano complexo C ou ao disco unitario
D(0,1) c C.

Proposicao 2.2.1 Uma superficie minima simplesmente conexa em R® sem pontos umbilicos
admite coordenadas de Liouville globais z € Q) C C tais que:

i) As curvas coordenadas sao linhas de curvatura;

ii) A proje¢ao estereografica da normal orientada N é uma fun¢ao meromorfa g satisfazendo
g' # 0, em todo ponto z € §;

iii) O fator conforme e determina uma solugdo u da equagao de Liouville Au = e™?", ou
seja,

2

o Lt lgl

Y.
2|g'|

€ Q.

Demonstragiao. Como uma superficie minima nao pode ser um subconjunto compacto do R?,
pelo Teorema da Uniformizacao de Riemann , M ou é conformemente equivalente a um disco
D ou a todo o plano complexo. Segue do Corolario 1.2.1 que existem coordenadas de Liouville
z € Q em todo M, dai a diferencial de Hopf é dada por —dz? por toda parte. Consideremos
‘a imersdo minima em coordenadas de Liouville, digamos F : @ — R3, e usamos (2.2) onde
O = (41, P9, 03) = 2F,, para definir f e g em €. Tem-se da prova da Proposi¢ao 2.1.1(iii) que
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fg' = —a =1em Q. Tomando |f| = 1/|¢| na expressao de e* na Proposicao 2.1.1 (i), chegamos
a

u_ 1+1gl?
e* = S
2|g'|
Segue agora das Proposigoes 1.2.2 e 2.1.1, os resultados de (i), (ii) e (iii) da Proposicao. £

O resultado inverso da Proposicao 2.2.1, estda contido no seguinte Teorema, que pode ser
encontrado em [1]

Teorema 2.2.2 Uma solugao u da equagao de Liouville definida em uma regiao plana simples-
mente conexa (Q, determina a menos de um movimento rigido do R®, uma imersao minima sem
pontos umbilicos F : Q — R3, satisfazendo:

i) A primeira forma fundamental é dada por ds®* = e**|dz|?, onde z é um parametro con-
forme;

ii) As linhas coordenadas sao linhas de curvatura; as curvaturas principais sao ky = —k; =

e~2" e a curvatura gaussiana é K = k; - ky = —e™ %,

iii) O par de Weierstrass determinado por F' é dado por {dz/¢',g}, onde g é uma fungao
meromorfa que admite somente pdlos simples e ¢'(z) # 0 em todo z € §;

iv) A solugao u e a fungao meromorfa g estao relacionadas por

lg|* +1
2|g'|

eu

Demonstragdo. Seja u(z,y) uma solugao de Au = e=?* definida em . Definimos

I = e*(dz* + dy?)

IT = —dz® + dy?,

como candidatas & primeira e segunda formas fundamentais em parametros conformes (z,y).
Usando a defini¢do dos simbolos de Christoffel (ver, por exemplo, [10]) teremos

—E,
=5 1—?1:_2

2G "’
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E, G
F{z = ﬁ: F%z = 2_5,

-G G
fn=2g T2=3g

onde
E=e*®=@G, F=0.

Queremos encontrar F :  — R? satisfazendo o seguinte sistema:

P Fh-FI+F¥1-Fy—i-l-N:uz-Fz—uy-Fy—N,
Foy = Fb-F1+Ff2-Fy+m-N:uy-Fz+uz-Fy,

F, = Iy -F,+T% -F,+n-N=—u,-F,+u,-F,+ N,
Ny = 6—21"Fz,
N, = —e.F,

onde N é a aplica¢do normal de Gauss. Pelo item (2) da Proposigao 2.2.1 , sabemos que

—A(log VE)

K=_""V5Y"

E ’

ou equivalentemente,
E-K = —(tgz + tyy),

ou seja ,
Upz + Uy = —E - K = —e* - K. (2.10)
A equacgao de Gauss é
(%), — (Th), + Tl + ThIY, — TH%, — Ty, = - K. (2.11)
Veja que o lado esquerdo de (2.11) é igual a ug, + u,,, portanto (2.10) satisfaz a equacao de
Gauss e como u é uma solucdo de Au = ™%, segue que k; = —k; = e~2" e portanto,
K =—e™,

Consideremos agora as equagoes de Codazzi-Mainardi
ly—mz:l'Fb‘*‘m'(Ffz_r}l)_”'rfn

my —ng =1-Ty+m- (I3 —T}p) —n-Th,

onde [, m e n sdo os coeficientes da segunda forma fundamental. Comol = -1,m=0en =1,
segue que estas equagoes sao reduzidas a

rL,+r3 =0, rL,+r3=o, (2.12)
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as quais sao automaticamente satisfeitas. Portanto, o Teorema Fundamental das Su-
perficies ( ver, por exemplo, [10]) garante a existéncia de uma imersdo diferencidvel F' :
Q — R® tal que a métrica induzida é dada por ds = e*|dz| e a segunda forma fundamental é
I1. Segue da nossa construgao que a imersao ¢ minima, pois [+n = 0 , e sem pontos umbilicos,
pois K < 0. A prova dos itens (iii) e (iv) é andloga ao da Proposigao 2.2.1. [

Corolério 2.2.1 Uma solucao inteira u(x,y), (z,y) € R?, da equacao de Liouville é expressa

por
1+1g(2))?

2lg'(2)]
onde g é uma fun¢ao meromorfa global tal que ¢'(z) # 0, z € C, e somente admite pélos simples.
Além disso, g e suas transformacées

@) = z=z+1y € C, (2.13)

—b
290 a2+ b >0,
bg + a

fornecem todas as possibilidades para (2.13) acontecer.

Demonstragdao. Como mostrado na prova do Teorema 2.2.2, uma solu¢ao u da equagao de
Liouville determina uma tnica imersao minima F', a menos de um movimento rigido de R?. Seja
G = Ro F + P,, onde R é uma tranformacao linear ortogonal de R® e P é um vetor constante.
Se z é um parametro de Liouville para F, entdo a diferencial de Hopf para G satisfaz

a=2(RoF,,) - (RoN)=2F,,-N=-1,

o que significa que z é um parametro de Liouville para G. A fun¢do meromorfa g = II(N),
dada pelo Teorema 2.2.2, é transformada em ITo RoII"!(g) = T'(g). Por outro lado, é um fato
classico que

az —b
T(z) == Jal?+ b2 >0
(2) = 5= lal" + b
produz todas as rotagoes da esfera de Riemann. A prova estd agora completa. B
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Capitulo 3

Alguns Exemplos e Solucoes
Radialmente Simétricas da Equacao de
Liouville

3.1 Alguns Exemplos Classicos

Listamos algumas superficies minimas classicas sem pontos umbilicos e as correspondentes
solucdes de Au = e,

As parametrizagoes sdo em coordenadas de Liouville, dai f = 1/¢’ na férmula 2F, = ® =
(%f(l - g%),3f(1+ 4%, fg) para a imersao. Do Teorema 2.2.2, segue que

i) ds* = e*|dz|? z um parametro conforme;

ZZ) k2 = —kl = e—2u. e K = kl : k2 = —6_4u.

Portanto, a curvatura total da imersao em coordenadas de Liouville é dada por

// KdA:// —e‘4"dA=—// e 2dzdy.
Q Q Q

1) SUPERFICIE DE ENNEPER
Tome g(2) = 2,z =z + iy € C. Entdo e“®) = (1 +2%2+4?)/2,f=1/g' e
1 i
o) = (570~ 7). 510+ ). g

Como f =1/¢" e ¢'(z) =1, segue que f = 1. Logo

B = (1 —222,i(1-|2—z2),z)
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F(z) =Re (/Oz@dz) = (Re /quﬁldz,Re /Ozd)gdz,Re /Onggdz).

Com célculos simples, teremos

z — 3 2
Re By = 3z — z° + 3zy ’
0 6
z —3y—3 2 3
Ha | oy = —2_FBTH
0 6
Z 2 __ a2
Re ¢3dz = -
0 2

Portanto

3z — 23 + 3zy? -3y — 322y +y° 22— >
F(z):( 6 ’ 6 "2 )

A solucéo inteira u(z) = log ((1 + 2% + y?)/2) é radialmente simétrica e sua curvatura total é
/ / —4d3:dy
= —4.
R2 1+ .'132 + y

2) CATENOIDE

Tome g(z) = —e*,z =z + iy € C. Entéo
e"(z) = cosh z
1

8(2) = (3£0- ). 510+ 7). fo).

Como f =1/g' e g'(z) = —€?, segue que f = —1/e* e temos que

1 1 —1 —1 1
Ef(l -¢%) = —(—l/ez)(l —e¥) = Te‘z(l —e*) = —2—6_2 - 562 = senh z,

%f(l +g%) = ( 1/e*)(1+€*) = %Ze_z(l + e%) = %Ze‘z - %e“ = —icosh z,

Logo,
®(z) = (senh 2z, —icosh z, 1)
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F(z) =Re (/: @dz) = (Re /02 ¢1dz,Re /0z 0odz, Re /Oz ¢53dz) ,

onde :
/ ¢1dz = cosh z — 1 = cosh (z + iy) = coshzcosy — isenhzsenhy — 1,
0
/ ¢odz = —isenh z = —isenh (z + iy) = senycoshz — isenh zcos y,
0
/ O3dz =z =1 +1y.
0
Portanto,
z
Re / ¢1dz = coshzcosy — 1,
0
Re / ¢odz = senycoshz,
0
Re / ¢3dz = .
0
Assim

F(z) = (coshzcosy — 1, coshzseny, z).

A solugéo inteira u(z,y) = log(cosh z) depende somente de uma varidvel. Na verdade, F é a
imersao de recobrimento Universal. O catendide é coberto infinitas vezes, o que implica

/ KdA = // —(coshz)~2dzdy = —co.
R2 R?

Integrando sobre a faixa R + [0, 27], obtem-se —4m, que é a curvatura total do Catendide
mergulhado.

3) HELICOIDE

Tome g(z) = —ieV*, onde Vi = e™/* e \/—i = e~i"/4. Entdo

e“®) = cosh (_a_:_g_y> ,z2=z+1iy € C

Como ¢'(z) = V/ig(2), segue que f(z) = V/ig(z). Com célculos semelhantes, teremos

- e () (£5) o (5= (57) 52).
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O helicéide é a superficie conjugada do catendide, dai a parametrizagao por suas linhas
assintéticas, nao por linhas de curvatura, é a familia

F(v/—iz) = (senhzcosy, senhzseny, y).

4) SUPERFICIE MINIMA DE BONNET

Tome g(z) = —ae* — b,z € C, onde 1 < a € R,b = £va? — 1. Segue que ¢'(z) = —ae’ e
f = —1/ae*. Dai teremos

1 a P=1
- 1— 2 — _p* -z b
2f( 9°) 2e+ o e+ b,

i R B i Y
2f(l—i—g) = ¢ ib z( 5 )¢

b
fg = 1+ -~
a

Portanto,

e
zv 1_b2
¥ /¢1dz = Ly . e*+bz+k
0

! 1-—b?
= —gez(cosy +iseny) + 5 e “(cosy — iseny) + bx + iby + k
) 1 — b? 1— b?
= %e”cosy + %e’seny + e “cosy — i e "seny + bzx + iby — g +k
a - b _ fa 1 — b?
= §ezcosy + e “cosy+br+k|+i §ezseny - e "seny + by |,
a
onde 2
—a =1
k= —
2 . 2a
Logo,

1-b?
e “cosy + bx + k.

Re / ¢1dz = Eemcosy +
0 2
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Mas

1—b? 1— b?
gexcosy + 5 e +bxr = (gem - 5a e_$> cosy + bx
1— 2
= (g ® + e"” - g—e‘” ” e‘z> cosy + bz

[ (e +e‘””) (1—b2—a2) _m]
= + | —— | e *| cosy + bx
2a

1
acoshzx — (a - —) e‘m] cosy + bz,
a

o que nos da

“ 1
Re / ¢1dz = [acoshx — (a — —) e‘””] cosy + bzr + k.
0 a

: — 1+ b
/¢2dz — —me —zbz-I—z( T )e‘z+r
0 2 2a
—ia 1+06%2\ _ )
= 3¢ *(cosy + iseny) — ib(z + 1y) + @ 5 e *(cosxz —iseny) +r
a

e 1+ b2 Lo o = 14 b? -z
= —e®seny + by + e "seny | +1i | —e®cosy — bz + e cosr |+,
2 2a 2 2a

onde
e (VP +1
T_E_z( = )
Logo,
Re /qugdz = Ee%eny%—by—{—1+b2e_’”seny
0 2 2a
a, 1+b _,
= (56 + 5 e >seny+by
a, a _, a _, 1+b __
= (56 +§e — 3¢ -+ 50 ¢ >seny+by
= (acoshm—l—ﬂ—_—qﬁeﬂ) seny + by
2a
= acoshzseny + by,
ou seja,

Re / ¢2dz = acosh zseny + by.
0
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‘ b
. / P3dz = z — ée'Z b = 2+iy-— ge"z(cosy —iseny) — —
0 a a a

a
= r——e cosy——]4+|y+ —e “seny
a a a

: b
Re / ¢3dz =x — ée"cosy - —.
0 a a

Assim,

— 1
F(z) = ([acoshz - (a — l) e‘z] cosy + k, acosha:seny,z) —b (—x, -, %) ;
a

5) SUPERFICIE DE THOMSEN

Tome g(z) = —i (aeﬁz + b) ,z € C, pois estas sdao conjugadas a superficie de Bonnet.
Analogamente ao exemplo do helicéide, suas parametrizagoes por linhas assintéticas sao

b? b
F(V—-iz) = (asenh zcosy + bz, (asenhx + Ze_z) seny + by, Ee‘zseny + y)

= (asenhzcosy + bz)v; + (senhzseny)vs + (ay + beosh zseny)vs,

onde v; = (1,0,0),v, = (0,1,=2) ,v3 = (0,2,1). Claramente, a = 1 produz o helicéide.

‘a' a

3.2 Superficie de Enneper e solugoes simétricas da
equacao de Liouville

A equacao de Liouville Au = e~2* ¢ bastante estudada sob um ponto de vista puramente
analitico, ver por exemplo, [1] e [2]. Um resultado importante sobre a unicidade desta equagao
estd contido no seguinte Teorema, cuja prova é dada em [2].

Teorema 3.2.1 (de Simetria [2]) Toda solugdo inteira u : C — R de Au = e " sa-
tisfazendo a condi¢ao de decaimento [ [, e *"dzdy < oo é radialmente simétrica com res-
peito a algum ponto em R?. Portanto, a menos de uma translagdo e uma homotetia,

@V = (1 + 2% + y?) /2.
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Sabemos que toda solucao da equagdo de Liouville corresponde a uma superficie minima
sem pontos umbilicos M C R®. Por outro lado, a curvatura total desta superficie é dada por

// KdA = —// e 2 dxdy,
Q Q

ou seja, a condigao de decaimento imposta por [2] é equivalente & condigdo da superficie ter
curvatura total finita.

Teorema 3.2.2 (Caracterizagao da Superficie de Enneper) Uma imersao minima F :
C — R® (ndo necessariamente completa) sem pontos umbilicos com curvatura total finita
é a Superficie de Enneper.

Demonstragdo. Seja F' : C — R® uma imersao minima sem pontos umbilicos. Segue do
Coroldrio 1.2.1 que existe um parametro de Liouville global z € C para a imersao, cujo par
de Weierstrass é {dz/¢’,¢g}. Como K = detdN < 0, a férmula da mudanca de varidveis para
integrais duplas nos diz que a hipétese de curvatura total finita implica que a drea esférica
(contada com multiplicidade) N(C) é finita. Se a imersao fosse completa, segue de resultados
conhecidos [3] que o ponto no infinito ou é uma singularidade removivel ou um pélo de g = IToN.
Mas no nosso caso, precisamos de um argumento complementar. Com efeito, ndo é possivel
que todo ponto na esfera S? possa ser coberto um nimero infinito de vezes por N, pois se
assim o fosse, a drea esférica seria infinita. Portanto, podemos girar a esfera, se necessario, e
admitir que P = N~1(0,0,1) = g~ '(o0) é finito (veja que do Corolério 2.2.1 que a solucio u
é invariante sob rotagoes esféricas). Como P é precisamente o conjunto dos pélos de g, tem-se
que o ponto no infinito é uma singularidade isolada de g : C — C = C U {c0}. Podemos
entdo aplicar o Grande Teorema de Picard (ver, por exemplo, [5]) para a fungdo holomorfa
9(1/2),|z| > r, com r suficientemente grande para isolar co de P e concluir que oo nao é uma
singularidade essencial de g. Logo, ou ¢ é holomorfa ou tem um pélo no oo. A menos de uma
rotagao esférica, podemos assumir que g tem um pélo no infinito e como ¢'(z) # 0, z € C, segue
que g é globalmente holomorfa. Mais ainda, g se estende a uma funcio holomorfa g : C — C,
com g(oo) = oo. Logo, ¢g(z) = P(2)/Q(z),z € C, onde P e @ sdo polindomios primos entre
si. E claro que os poélos de g coincidem com os zeros de Q. Como ¢ é holomorfa, podemos
escolher @ = 1 e portanto g = P. Mas ¢/(z) # 0, para todo z € C, e isto obviamente implica
que g(z) = a(z — z),a # 0, donde segue que F ((z — zp)/a) fornece uma parametrizagio da
superficie de Enneper. ®
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