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§0. IKTRODUGAO
T
Com este trabalho temos a proposito de estudar o se

 geuinte teorema de T. Rado.
TEOREMA (Radé [19])

Seja T uma curva de Jordan de classe c® contida no R
- - 2o - . . - 2 -

==iz projecao ortogonal injetiva sobre algum plano do R e uma
L -

convexa. Entao existe uma unica superficie minima que e

mzgem de um disco e tal que oM = T.

: 0 teorema de Rado fornece exemplos de curvas de Jordan
;-a unica solucao do problema de Plateu (veja §1). Os re
sultados sobre unicidade da solugao do problema dé Plateau sao
Taros na literatura. Uma generalizagao do Teorema de Rado apare
ce em Meeks [13], Jorge [10] e Tromba [20]. Outro resultado de
micidade foi obtido por Nitsche [14] para curvas analiticas, e
'@jeneralizado para curvas de classe C3’a, 0 < a < 1l,por Gulliver-

3 3,0 -
e de classe C°’ e a curvatura total e

k [19]: "ser cRm
que 47 entao I' admite uma Unica solucao do problema  de

ste2u, que e imagem de um disco".

Nosso proposito neste trabalho sera provar o Teorema

e BEado de uma maneira bem mais geral, como veremos no §4 desta
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Este trabalho consiste de quatro paragrafos. O primei

paragrafo € uma informagao :sobre o problema de Plateau.

No segundo paragrafo faremos uma demonstragso do Teo
do Principio do Maximo para operadores diferenciais par
is quase-lineares, mais especificamente, operadores da forma

o s qz)r - 2 pgs + (1 + p2)t = 0 (equagao da superficie mini

No terceiro paragrafo trataremos de provar o Teorema

s Existencia para Operadores Diferenciais Parciais Quase-Linea

E por fim, no quarto paragrafo damos uma demonstracao

o

Teorema de Rado.



PROBLEMA DE PLATEAU

A primeira dificuldade que encontramos em compreender
problema de Plateau esta em encontrar uma . formulacao viavel

2 guestao.

3 1 3. i s - 1 2

Veja S como um ciculo unitario, isto e, S ={(u,v) eR;

= w =1} e seja T uma curva de Jordan em R~ (curva homeomor
, 1 .

2 S). 0 problema de Plateau para I pode ser enunciado da se

nte maneira: "encontrar uma superficie de menor - area possi

, dentro de uma classe topoldgica de superficies cujo bordo

A existencia de pelo menos uma solugao do problema de
Flateau para a curva ' que & imagem de um disco, foi provado si

ltaneamente por J. Douglas [6] e T. Rado [18].

Contudo, uma pequena experiencia mostra rapidamente
gue o tipo topoldogico de T pode ser bastante complicado. Por
‘exemplo, se I & o bordo de uma faixa de MSbius, obtemos tres su

b

perficies — uma do tipo topoldogico do disco, outra que & a fai

- xa de M8bius, e outra que possui um disco central, ver [1]

Nossa atencao esta voltada especificamente para a

classe das superficies de tipo topologico bem simples, :como o

3
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Dizemos que M & uma superficie minima se a sua curva
a média @ zero. Uma outra caracterizacao para superficies mi

as pode ser vista da seguinte maneira

Proposicao 1: Seja M uma superficie de classe c? e

€ M uma curva fechada limitando um disco Z em M. Seja

Bz D CTRZ — M uma imersao tal que (D) = 2: , onde D & um do

L

minio do plano. Entao M &€ minima se e somente se E e um ponto

- - ~ -
tico da fungao area.

va: Seja N(u) o vetor normal a M em Y(u), u = (ul,uz) e D.
. ~ i e 2.

Considere uma funcao arbitraria h(u) de classe C em

Para cada ) ¢ R, seja M, a superficie que @ a imagem de

A;(u) = ¢ (u) + 2h(u) N(u), u € D. Temos:

3v 3y
i TSR A I |
du. du. du. du.
i i i i
Y. oy .
Sl S W . N ) ) logo
du ou. du du
J J J J
3, 3P
Ei' = < A s Ay o= g5: ~ 2Xxhb.. (N) + Az c; onde
J du. ou . J 3 J
1 J
32y
.. (N) = <——— , N> e c,. e uma funcao continua de
5t 1]
Buiauj

m em D. Portanto det(gij)=a° ta;dta, A% onde a_ = det(gij),

= - 2h((g'11 b,y (N) = 2g., b, (N) + g,, b, (N)) e a, &



uma funca

para IAI

Seja f =

Como A(X))

temos que

A ()

A'(0)

€ como a
(o]

Existe -¢:

o continua de u em D.

Sendo ‘M regular segue-se que a e sempre positivo

A a sao continuas e nao dependem de A ~ em

1> 72

< g, a superficie MA B $A (D) & regular.

i 2

Vdet(gij) = /go + a. X + a.A2

1}
(oW 1
[
rt
~
ool
(V8
(PN
N
B ="
(]
(=W
(ot
(1]
Hh
-
Icv
Fh

Q
et

|
Io:
o
X
[\
>
+
W]
>
N
|
[l
c
(W)
(o]

= du. du

1 93 isto e,

= 1 du du2
2 B
D (o]
oy
= 230 Vao du1 du2
D

~2h(g, b,y (N)=2g,, b, (N) +5,, bH(N))»’det(gij)' du, du

D

> 0 tal que det(gij) > 0 para |A| <e, ou seja,

2 -
sao contlinuas em D,

2

2 det (gij)



=92 h < H, N > dM

~ . 3
onde < , > e o produto interno em R e
Zrea. Portanto, M e minima se e so se A'(0)

- - - = - ~
ficies minimas sao pontos criticos da funcao

Proposigao 2: Se M & grafico de

- M ¢ minima se e so se

I
[

+f2
u

Prova: Seja (ul, u2) = (ul, U, £ (ul, u,

1 1 Y2
8y, 3y
5 3 aul auz B (-ful, - fuz, 1)
lT}"’—A:—“’ A+ g2 4+ g2
ul 112 Ul 112

dM € o elemento de

0, ou seja,super

area.

uma fungao f entao

)). Entao



bll(N)

2y (N) =

blZ(N)

det(gij)
Portanto,

< H,N > =

conclui

2 o |
<2 3 g LN ey
) L]
e T S o+t
Ill 112
82 fuz u
Ve . By Jq B . £
ul l12
82 fu u2
s
By By /& B+ 52
Y1 s
2
3y, v , PR 2 .y b
au o ' Y1 Y2
1 Bg
817 Ppp (M) = 2g,, Byy (N) + g, byy (M)

-(2f £ )
V. U

1_ /1+fi +f121 172 r’1+fi21 +f‘21

L 72

2(1 + f2

u

2
(L+f )£ -2 £ £
b B - B D i -

1

+f121)
2

+(1+f2)f
u

2

1

u.u

1!

2{1 » f2 + f2
u

1 b |

a nossa afirmagao.

)
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§2. PRINCTPIO DO MAXIMO

e
- - ol - e T . - -
Uma equagao diferemcial parcial em m variaveis e de

= & : iy 5 te
ordem m & uma relagao da forma

(1) F(xl, cees X, W, B, ..., U, uxkl .. xkn» ++esUm = 0
1 n 1 n n
onde u & uma fungao continua de
-l Yo BB e S -
BT MEparenai s e Y g ax_* YKl ... xkn
1 1 n n i n
iy % o B8
= aul'.' o u _ Su
k1 kn L xﬁ ax’
(axl) cee (X ) n
sao as derivadas parciais de u de ordem m. A funcao F &

sempre suposta continua e esta definida num subconjunto aberto
n
conexo G de TR .

A fungao u(xl, cee, xn) € chamada uma solucao de (1).

Como exemplo, ' damos o Laplaciano da funcao u, definida em r"

por V2 u = 2; u que & uma equagao diferencial de ordem

X.X.
i=1 1 1

2 e n variaveis.

Dizemos que a equacao diferencial parcial (1) & linear

se F & linear nas variaveis u, Ul s eees Ul s eee Uog com
1 n n
coeficientes dependendo somente das variaveis independentes

8




Se F @€ linear nas derivadas de maior ordem com coeficientes
dependendo de X,, ..., X e possivelmente de u e suas deri

1 e =
vadas até a ordem n - 1 entac dizemos que (1) & uma equagao

diferencial parcial quase-linmear.

Um exemplo classico de equagao diferencial parcial

quase-linear & a equagao da superficie minima Mc R dada por
2 2
(1 + q)r -2 pgs + (1 + p )t =0, ondep=u_,q = u_ ,r =
. *2
= u22 s u2 e t = u22
s - = .
a1 *1%2 2

Consideremos a equacao diferencial parcial

n m

L [u] ='Z_ By (x) U (x) + Z b, () uy (x) + ¢ (x) u(x)=0 onde
i,3=1 1=1

a.., b. sao de classe C°, wu.. =u e u. = u_ . Chamare

1] 1 ij Xixj i X =

mos L de operador.

Alguns tipos classicos de operadores para a funcao

u = u (xl, X, x3) sao os seguintes: .
82 82 2
__g - ——% + i—% = 0 (tipo eliptico)
agi 8x2 3x3
2 2 2
3 3 . . T
g + ——% - g—%— = 0 (tipo hiperbolico)
Bxl sz 3x3
2 2
3 3 - -
——% + ——% - e, . 0 (tipo parabolico)
axl sz 8x3
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Desses operadores classiceos, 2pemas nos interessa o

do tipo eliptico.

Dizemos que o operador L [u] & eliptico no ponto

x = (X.5 wssy X ) € R" se existe uma constante positiva m tal
1 n
n n 2 n
que 'Ej aij (x) Ei Ej > m ‘Z. Ei para todo (El,...,in) e R™.
i,3=1 i=1
0 nosso objetivo agora, sera demonstrar o principio
do maximo para operadores elipticos, (Teorema 1, pag. 13). A

prova desse principio e baseada no seguinte:

Lema: Seja S uma esfera aberta contida em G e P

o
um ponto em sua fronteira. Tomemos o operador eliptico
n n
L ul = E a.,. (x) w.. (x) #* E : b. (x) u. (x com oOs seus
o [ ] R 1j (x) ij Ly = i (x) i (x)
1L,j=1 i=1 .
coeficiente limitados em S. Alem disso, seja u continua em

SU{PO} satisfazendo Lo [u] >0 e u<u (Po) em S. | Entao

= . Ju - .
a derivada normal exterior 3 (Po) e positiva.

Prova: Seja S1 uma esfera interna tangente a S emn Po’ de

centro em 0O e raio r, <R, onde R e o raio de S

e seja

n

2 2 - -
= > 1 x . Veja fi i S s
r 2 X, eja figura na proxima pagina
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Note que u < u (Po) em Sl' Considere wuma esfera

‘1
— . Seja S' a inter

S fechada de centro P e raio 1, =

2 o 2

secao de S, e S, com fronteiras SH e SE respectivamente.
Desde que u < u (Po) sobre o conjunto fechado SH,

existe ¢ > o tal que u < u (Po) - 8 sobre S& . Isto segue-

se do fato que uma funcgao continua sobre um conjunto fechado e
limitado assume seu maximo.

Vamos introduzir a funcao auxiliar h(x) =

e ToE Tor] = s .
= ¢ - e , onde o € uma constante positiva. E eviden

1
"h < 0 fora de S1
h = 0 sobre a fronteira de S1
2
oh -Qr
M P
as, B 2axie e
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. ’ - r2
4ot x, Xl e i+#3]
i3
2
_9h _
0X.9%xX.
L |
2 —arz -ar
ho  x. T — 2a e = i=3, logo
L i 3
n 2 n
3 h sh
L =
o [h] Z al_] OX.9x. - t'i du.
150l i i=1 i
n 2 £ n = r2 2
= > a.. &4a° x, k. T - oW 20a., e * -
o 1] ; S . 4 o
1,31 i,3=1

m n 2 2
E d. . X, X, z m Z X, & A = IDI‘Z s segue—se que

H
[
-
(3]
'—J
I
oar
[

2 n
=g 2
L [h] > a e [ mar, - 2 iE=1: (aii + by Xi) ] .

Como a.. e b. sao limitados e x = (x,,...,Xx ) eS8,
1.9 1 1 n

podemos controlar x, e assim para o suficientemente grande

Lo[h]>0 para x e S'.
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. ~ . 8
Considere a fungao ¥y =2+ £ B onde 0 < = < 5.
l-e—a?l
Assim sendo v tem as seguintes proprisdades:
P.1 v < u (Po) sobre Si - Para wermos isto, note
—urz
primeiro que 0 < h <1 - e 1, 1logo

e h< 8§ e v<ud(P) -8+ 86 =a/i(rF).
. o o

P.2 v<u(P) sobre S - {pP}
. o 2 o
P.3 v (Po) = u (Po)’ pois h = 0 em Po :

Pelas propriedades P.1, P.2 e P.3 v tem um méxi

mo sobre a fronteira de S' e este ocorre em P . Disto segue-—

o
se entao que em Po s
v du dh
< — = — 4+ sl
= n on € %n
oh du _ dv _ _ 3h
Sendo T - 0 temos que T o € 55 0 o que

conclui a demonstracao.

TECOREMA 1: (Principio do Maximo)
Se a fungao u satisfaz L [u] > 0 e tem um maximo em um

: s n ~
ponto interior de GC IR entao u = const.

Prova: Seja u satisfazendo L0 [u] >0 em G. Se u # const.

e tem um maxXimo em um ponto interior de G, entao pode
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mos achar uma esfera fechada em € t2l gee = tem um ponto ma
ximo em sua fronteira mas nenhum maximo em seu interior. Assim,

pelo Lema, neste ponto, %% > 9 o gque comtradiz o fato de que
as primeiras derivadas de u se anulam e= um ponto de maximo
interior, <c.q.d.

Pretendemos agora estender © principio do maximo para

equagoes diferenciais parciais quase-lineares. Mais precisamen

provaremos o seguinte

TEOREMA 2: Seja

n n
(2) L [u] = > Ry Pys + zz:bi u, + cu (c < 0) uma equagao

i,j=1

diferencial parcial quase-linear onde os coeficientes aij’bi’ c
sao fungao de Kys eees X 5 Ugy ooy unn’ isto e, independem
de u. Seja u,v solugoes de L [u] =0 com u =v na fron
teira de G. Entao u =v em G.
Prova: Vamos usar a seguinte notacgao:

a. . (X T u A = a..

ij ( R ¥ Tar TQL® ’ un) ij [u]

Sendo u e v solugido de L [u] =0 segue-se que

n n
3) L [u] -1 [v] = .E a, . [u] g ~ .E ! a, Lv] ¥ig
ij=

1j=1



€ identicamente nula. & | . (3) pod escrita na

forma

=
5’i§
¥ R

(4) Z [uJ w.

n
ij=1 1 ('ij [‘] g 5 [v]) Wew T biwi-+

tJ i=1

n

¥ 2% (bi [u] = bi [v])‘vi - - [U] w o+ C-[U] - @ [v] v = 0.

Aplicando o Teorema do Valor Medio para a segunda

soma e de maneira analoga as somas seguintes obtemos:

[u] ] [V] ij [V”*W] - aij [v] =

= a.. (Xl’ * ey Xn, V1+'W1,' v ey Vn+W) - a (X oao,X ,Vl; ﬁ,ﬂgY_‘[l) =

o0a., . sa..
= —-—ll i _— _—11
avl (t(v1 +w1) + (1 t)vl)wl + ... + avn (t(vn +wn) +

+ - isto e
(1L=¢g) vn)wn , sto e

n da, .
[u] - 344 [v] = kz=31 —571121 (v, +w.) +(1-t)vk)wk=a1..

Assim (4) tem a forma

[ n n ;
(5) ;E; a4 [u] wis ot 22 a, w. =0, onde os a, = a, [u,v]



16

sao funcgoes de .

do Maximo diz que
temos que L [-w] =0,

pois L & linear e £ 0 e assim concluimos que

- ®
Corolarie: Seja = solucao da equagao da superficie

. 3 ., 3 o = . ~
minima MCcC R™. Se um tem um maximo no lnterior entao u = const.

Prova: Considere a equagao

2 2
L [w] = (1 + uy) s 2wxy uxuy + (1 + ux) w

Afirmagao: L [w] & eliptico

Com efeito: Basta mostrar que a matriz (aij) associa

da a L [w] e definida positiva.

Mas,
1+ u2 - u_u
y Xy ' 2
(a..) = logo, det(l + u_) > 0 e
ij 2 y
= u_u 1.# u
Xy %
det(a..) = (1 + u2) (1 + u2) - u2 u2 =1 + u2 + u2 > 0.
ij y X Xy X y
Isto prova a afirmagao
Note que w = u & solucao de L [u] = 0 e se u tem

um maximo no interior, pelo Teorema 2, u = const. <c.q.d.



| 17
TEOREMA 33 p 1= de (2), tais que

Prova: A denonstra;iiﬁ :j;i prova do Teorema 2. Seja
w=u-v, loge iﬂr‘) =0, B EGC e v 0 numa vi
zinhanga de P_ ¢ €. Portamte, W € solugao de (5) e pelo

Principio do Maximo w = comst. Como w(Po) = o segue-se que

w = o numa vizinhaga de Po- Isto prova o Teorema.

As seguintes afirmagoes a respeito de superficies

e . 3 ~ . »
minimas em IR~ sao imediatas.

Proposicao A: Se duas superficies minimas M e M'
se tangenciam em um ponto e se o int (M N1 M') € vazio em uma
delas, entao elas se interceptam ao longo de curvas, ou seja,

M 0 M' nao contem pontos isolados.

Prova: Suponha que M e M' se intercptam, que int (M 0 M") =¢
e que M N1 M' possui pontos isolados. Seja . P e MaM'

um ponto isolado

Considere um aberto U de Tp (M) = '1‘p (M') e as

o o
fungaes u,v: u —— R tais que os graficos de u e v sao
respectivamente, vizinhanga de (xo, u(xo)) = Po = (xoﬂl(xd)) em

M e em M',




Portanto, uw & % satisfazem a equagao da superfi

minima. Temos u(xo) v(xo) € ®» > v uma vizinhangca de x_.
Pelo Teorema 3, u = v mnuma wizimhanca de Po, que & uma con

tradicao, pois Po e isclado.

Proposigio B: Se ¥ e um plano tangente a uma super

fice minima M entao existem pontos de M em ambos os la

dos de T.

Prova: Suponha que os pontos de M em uma vizinhanga de PO e M
gntao de um mesmo lado do plano m tangente a MemlPo.

Escrevamos esta vizinhanga de Po como um grafico de uma fun

cao u definida em um aberto de w. Se Po= (xo, u(xo)) entao
u atinge um maximo ou um minimo em x - Como u satisfaz a equa
cao da superficie minima, o Corolario do Teorema 2 diz que
u = const. que & uma contradig¢ao, pois M nao & um plano.

Proposicao C: Se M e M' sao superficies minimas
que sao graficos sobre uma mesma regiEo Q e 3M = 3M' entao
M =M.

. b od e - . - .
Prova: Sejam u e v solugoes da equagao da superficie mini
ma tais que M e o grafico de u e M' & o grafico de

v. Como u = v na fronteira, pelo Teorema 2, segue-se o resul

tado.



EQUACAO0 DIFERENCIAL

Existencia de Solucgoes para

—Lineares utilizando as es

sl
-
oF b -

- E - _ - T y L : 4
timativas a priori de J. Schamder para  solugoes de equagoes
elipticas lineares da forma.

(1) a (x,y)uxx =+ 2b(x,y)uxy + c(x,y)uyy =0  com

u = ¢.
3G
Estas estimativas servem para solucionar diretamente
o problema de valores fronteira para (1) no dominio limitade €
com fronteira T, sem construir no entanto uma solugao funda

mental da mesma.

Essas estimativas sao validas para (1) desde que os
coeficientes sejam Hdlder continuas e limitadas, isto e, exis
tam constantes positivas m, C, a (0 < a < 1) tais que, em

G temos:

(a) a Ez + 2bg n + cn2 >m (52 + nz)

@) fa], [v], Je| < c

(¢) os coeficientes a,b,c satisfazem a condigao de HS1

der com expoente o e constante C.

19.




Descre

Ssem uma prova,
E]

das funcoes = (";-
g -

m continuas e-_ C or. das fun

gaes u em C onde as |

-~ &z ordez = satisfa

zem a condigao de ESlder em @ e constan

te C. Chamaremos C_ =2 ‘7@'1“':f'i§n;3es continuas em GUT.

Denotamos por D: a derivada de ordem m de u e

vamos introduzir uma norma em Cm por

» n :
Ilullm - z; max | D u(P) |.
i=0 PeG

m m
seja H, [Dﬂe,] c e BB ) - b o))
P,POEG |P = POIU.

P#P
o

e assim define-se lllllh+a = Ilull o+ B [ﬂ%} como sendo a

norma em C -
m+aQ

A classe Ca fica agora definida para todo numero

a>0 e llulla satisfaz:
Hu”a >0 e HuHa =0 < u=20"
[1eall, = I8l Hull, ., eemr
Howvl ], < Hall +]lv],
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Na realida
de, C. com a Para veri
= =

ficacao dessa

Cabe aqui =m lesavergencia

v,' -
na norma H “n' £ gue 2 & eguivalen
te a convergencia umiforme v de or

dem m em G U T.

Agora passaremos a :
Schauder., Para tanto, quere 3 ﬁ#’ e os wvalores
fronteira ¢ de u sejam suaves. Dizemos gue € & suave se
sua fronteira o @&, ou seja, podemos cobrir T com um numero

finito de esferas com a propriedade: a intersecao de uma destas

esfera com 298G & um grafico de uma fungao de classe C2+a'
Portanto, existem esferas Sl, i= 1, sasy Kk, tais

que BGIZ;% S e 3G 0 S € um grafico de g. : U Pn—1+]R
i=1 "1 i 5 i :
Seja “¢. : Ui + R dada por

) (xl, ST Xn—l) = ¢ (xl, cees X g5 8y (xl, igep Xn—l)) e
assim l|¢||2+a = max ||¢||2+a.; .- Agora, temos:
TEOREMA 1: Se u & solugao em C de (1) num do

2+a

minio G suave com valores fronteira tambem . suaves entao



Hullyy < %, C1lull

dependendo somente de

fronteira".

‘Esta estima

Acrescentemos

dade:
(d) existe um nim

Q na fronteira

do em G UT e,_

TEOREMA 2: Seja G um de “i_ie- = proprie

e T ERLRce®

dade (d), e seja u de classe ct selugae de (1) cET. Su
ponha que existe uma fungcao £ de classe cz, em CUT e
igual a u em T e que as derivadas de primeira e segundz or
dem de sejam limitadas por uma constante K. Entao, existe
k que depende somente de m, C (definidas em (a), (b) e (e))

e do dominio G tal que

lo | Ju ]y < kK.

Descritas as estimativas de J. Schauder,usaremos dois

resultados especiais cuja demonstragao e feita em [3] .

Teorema A: (Ponto Fixo de Schauder)



W

Seja X um comjma
de Banach, Se T: x * 38 e

sui um ponto fixo.

Teorema B: Exist;;

diferencial parcial qnase—liiégi‘.

-

(3) Alx,y,2)z__ + ZB(x,y.z)zxy + C(x,y,Z)zyy =

Observe que, se consideramos a solugao z de (3) co

mo uma solucao de (1) com

a(x,y) = A(x,y,z(x,y)), etc, a estimativa (2) produz

Observemos ainda que, se uma fungao 2z tem as primeiras
derivadas continuas em G U T 1limitadas por k K e G satis
faz (d), entao pela estimativa (2) elas satisfazem a condigao
de Lipchitz [z(R) - z(Q)l < x kK | p - Q| para todos P, Q ¢
G UT. Para vermos isto, seja y uma curva com comprimento fi

nito ligando P e Q. Temos que
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1
lz(P) - z(Q)| <
4]
1 =
< kK [y'(e)] @ = & _AE-QT‘hriando Y obtemos
0 H B
d.(P,Q) = inf ¢ > JM Como T e de classe
G~ b
Y i

C existe 6= 0 tal gque dc(P,Q) e, |P - Q] e assim temos

que Iz(P) = z(Q)| < kK K IP - Ql, o que prova a nossa afirma

cao.

Agora provaremos o teorema da existencia.

TEOREMA: Suponha que a equacao (3)  seja eliptica,

seus coeficientes limitados por uma constante C e alem disseo

satisfagcam a condicao de HSlder com expoente «a e constante Cc

em G. Entao existe uma solugcao 2z da equacao (3) que & igual

a ¢ em T e z € CZ+a

Prova: Considere o espago de Bamach C das fungoes continuas

z em G UT com norma ||z|lo.. Seja x o conjunto das

funcoes z em C, «que satisfazem:

' i) {Izllo < max |¢]
(5)

ii) | z(P) - ()| < <k K [P-q| para todo P, Q e G UT.

Entao ¥ € um conjunto convexo e compacto. Para ver
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mos isto,
ez, =
- &) =3x |¢] =
[tz @) + (1-0)z (@] -[u;"'rz(l-t)zl(q)] = | e[z (&) -
- zo(Q)J + e [zi(P) - zl(Qiﬂ < tlzo(P) - zo(Q)l -
+ (1-t)|zl(P) 4 zl(Q)l i o K| P-2q]. Portanto x & con

vexo. Pelo Teorema de Arzela, ¥ & compacto na topologia da

convergencia uniforme, o que prova a nossa afirmacao.

Para cada 2z & X consideremos a ~ equagao linear

eliptica.

(6) A(X,YsZI(X,Y))UXX + 2B(X,y,z(x5y))uxy-+ c(x, v, z*(xﬁﬂ§y=0.

Pelo Teorema B existe uma unica solugao u € C2+a com valores

fronteira ¢. Pelo Principio do Maximo u satisfaz |u| < max |¢].

Portanto, pela estimativa de J. Schauder u satisfaz
(4), (5) e temos que u e X. Logo, a transformagao u = T [z]
esta bem definida como uma transformagao de x mnele mesmo. As

sim, se mostrarmos que T & continua, pelo Teorema A, T tem

um ponto fixo z e x .

Mostraremos agora a continuidade de T.

——
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de funcoes em . X conver

ze ar fungao z € x e a® = T [znj. Pe
- .. lh.T.i:‘_Ei[ - —_—

> g = n
las estimatiwvas de J. Schauder segue-se que as normas | lu H2+a

sao uniformemente limitadas. Portanto, existe uma subsequencia

0= _
ud de " gque converge em 02 para uma fungao u € C2.
Fazendo j —* « mna igualdade
n, n. n.
A(x,y,zn.(x,y))uxx + ZB(x,y,zn.(x,y))uX; + C(x,y,znfx,y))u;;=0_
J J % J
encontramos que u e solucgao de A(x,y,z)uxx + 2B(x,y,z)uXy +
+ = = .
C(_x,y,z)uyy 0 com u r ¢ Pelo
Teorema B, temos u =T [zj -
Se u" n3o converge para u entao existe uma sub
n. 0 n.
sequéncia u 7 de u e € >0 tal que ||u J-—u!lc > €. ApEL
' n. "
p . - . . - -~ = J k J
cando o raciocinio anterior a subsequencia u de u que

converge juntamente com as suas derivadas de primeira e segunda

ordem para T [z] =5, e o que e uma contradigao, pols
n.

llu 3 =

ullc > ¢ . Portanto, T: x — X e continua, o0 que
2

prova nossa afirmagao.
Pelo Teorema A, existe 2z e ¥ tal gque - z =T [z] :

Como T [z] € CZ+a segue—se que Zz € C2+0l o que estabelgce a

prova do Teorema.
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o a

equacao da : 1 par
cial quas o Teo

rema deste
seguintes ¢
limitada,

i :
z, = wp(xl e

(&) o (x) < =)

(f) as declividade : g ;;*p::?i' limi

tadas, indepen

HDﬁl;H £ &, W.opwe T

Mais precisamente temos o Teorema C (veja demonstra

cao em [8] ).
2

Teorema C: Seja Q um dominio limitado do R” e su

ponha que a equacao

(4) A(x,y,z,zx,zy)zyy-PZB(x,y,z,zX,zy)zxy-+C(x,y,z,zx,zy)zyy=0

seja eliptica em @, seus coeficientes limitados por uma cons
tante C e além disso satisfagam a condigao de H8lder «com ex
poente o e constante C. Seja ¢ wuma funcao definida sobre
90 satisfazendo a condigao de declividade limitada (e), (f)com

consténte Cs

-

Entao existe uma solucao 2z da equagao (4) que e



igual a

Birichlet para a equaga

da superfic: condigoes - mais ge

rais, a

T encial parcial qua

se linear

(1 + z°)

tem solugao =+ R continua se

e somente se



Cco.

. : ) _
neira bem mais geral, om

e compacta arbitraria.

TEOREMA: Seja T uma curva de Jordan em :m? com pro
jecao ortogonal injetiva sobre uma curva plana convexa. Entao,
existe uma unica superficie minima compacta M com aM =T .
Esta superficie M € um grafico sobre um aberto convexo do pla
no. Em particular, T possui uma Unica solugao do problama de

Plateau do tipo do disco.

Prova: Seja m: R3 e m? a aplicagao projecao ortogonal. Des

de que 7 (T') = y e uma curva plana, Yy & a fronteira

de um dominio convexo Q mo Rz. Assim, T e um grafico so
bre BQ.

Geometricamente, T < Sl (y), ou seja, T esta con

tido num cilindro o qual & obtido deslizando uma reta ortogonal

ao plano (x,y) ao longo da curva Y.

Sendo T grafico sobre 30, existe ¢: 32 —IR con

tinua tal que o grafico de ¢ e TI. Entao, formulamos o se

guinte problema de Dirichlet: "encontrar uma solugao u: @ — R
29
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da equagae
a+=
com u 'ili lmente pelo Teorema de
a0 i
ExistEncia?‘S

Para mostrar a unicidade, seja M' uma superficie mi

nima compacta com fromteira T.

Considere o cilindro

(]
Il

{(x,y,2); zeR e (x,y) € Q }. Temos que

aM 9M' = Tc C. Como C & convexo e M' esta contido
no fecho convexo de I, que esta contido em C, segue-se que

M'c C.

Seja M = (0,0,t) + M=={(x1,x2,x3-rt); (xl,xz,x3) e M} ou

seja, Mt € o deslocamento da superficie M ao longo do eixo-z

do cilindro. Portanto, a fronteira de Mt esta acima- ou abai
xo da fronteira de M' <conforme seja t > 0 ou t < O e se
t =0, oM = 3M = 3M'.

Suponha que Mt nM' # ¢ para - algum ti2 05 Seja
t = sup { t; M_n M' # $}. Pela compacidade de M' segue-se

que t_ existe e e positivo.



Entao, # ¢, isto &, exis

te- P
o

;ll que t = converge a

t, e My gma sequencia em M' onde

x, e M uma subsequéncia

fx*} de que x' e X € M'. Como x'

a 9 ' -

x‘l'l = (O,O,t;l) ik J};, x; e M'. Como

¥* @ t; sao convergentes, segue-se que x; tambem converge

a um pontor x' ¢ M'. Tomando P o=x = (o, O,to) + %', segue-

se a nova afirmacgao.

Considere um aberto U de Tp (Mt,)'= T =(M') easfun
2 .

o o o
gBes u,v: U — R tais que os graficos de u e v sao res
pectivamente vizinhancas de (xo, u(xo)) = PO = (xo, v(xo)) em
M, e em M'., Temos u(xo) = v(xo) e u > v numa vizinhanga
o
de X Pelo Teorema 3 do paragrafo 2, u = v numa vizinhanga

de P _, logo M _ 0 M' & fechado em M e em M'. Sendo A
) o o

M' compactas segue-se gqué 'Mt M e fechado em Mt e em M',
s i o

« 2 - S -~ 8 E: . .
Como Mto e M sao :comnexas temos . Mo, - Mt oM =M' o que
o o
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analogamente

Proposigao ch/
/
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