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TRaDuçÃOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Com este trabalho temos a propósito de estudarzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo se

=~=e teorema de T. Radó.

TEOREHA (Radó [19J)

SejayxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr uma curva de Jordan de classe C
O

contida no ffi3

p~ojeção ortogonal injetiva sobre algum plano do R
2

e uma

onvexa. Então existe
- .uma un1.ca superficie minima que -e

de um disco e tal que 3M = r.

o teorema de Radó fornece exemplos de curvas de Jordan

- ~~a única solução do problema de Plateu (veja §l). Os re

~=êdos sobre unicidade da solução do problema de Plateau sao

na literatura. Uma generalização do Teorema de Radó apare

e= Meeks [13J, Jorge [lOJ e Tromba [20J. Outro resultado de

-:cieade foi obtido por Nitsche [14J para curvas analiticas, e

3 a
de classe C ' ,~~e~êlizado para curvas o < a < l,por Gulliver-

_19 ]: " 3 _ 3,a
Se r C m e de classe C e a curvatura total -e

çue 4fT entao r admite uma
- .un1.ca solução do problema de

que e l.magem de um disco".

~osso propósito neste trabalho -sera provar o Teorema

e uma maneira bem mais geral, como veremos no §4 desta

1
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Êste trabalho consiste de quatro parágrafos. O pr1me~

_ ? GyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr ágrafo é uma i nfor ra aç ão-osobre o p rob 1ema de P 1ateau .

No segundo parágrafo faremos uma demonstração do Teo

co Princípio do Máximo para operadores diferenciais paE.

_~~s quase-lineares, mais especificamente, operadores da forma

2
_ )r - 2 pqs +

2
(1 + P )t = O (equação da superfície

.. -
m1n1

No terceiro parágrafo trataremos de provar o Teorema

~~~stência para Operadores Diferenciais Parciais Quase-Line~

E por fim, no quarto parágrafo damos uma demonstração

'Ieorema de Radõ.



OBLEHA DE PLAYEAzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A primeira dificuldade que encontramos em compreender

- :ema de Plateau está em encontrar uma formulação viável

_estao.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

. 1 •. 1 . - .
Veja S como um ClCU oyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAun i t ar i o,

1 2
S = {(u,v) E: R ;isto e,

2
e seja r uma curva de Jordan em R

3
(curva homeomorI}

_ -). O problema de Plateau para r pode ser enunciado da se

_~~e maneira:TSRQPONMLKJIHGFEDCBAf fe n c o n tr a r u m a s u p e r f ic ie d e m e n o r p o s s iJIHGFEDCBA
J

a r e a

d e n t r o d e u m a c la s s e t o p o l à q - i e a d e e u p e v f i c i e e c u jo b o r d o

A existência de pelo menos uma solução do problema de

~=eau para a curva r que e imagem de um disco, foi provado Sl

:=âneamente por J. Douglas [6J e T. Radõ [lSJ.

Contudo, uma pequena experiência mostra rapidamente

e o tipo topolõgico de r pode ser bastante complicado. Por

ê=plo, se r e o bordo de uma faixa de Mobius, obtemos tres su

_7=ícies -- uma do tipo topolõgico do disco, outra que e a fai

~ ce Mõbius, e outra que possui um disco central, ver [lJ

Nossa atençao está voltada especificamente para -a
~5se das superfícies de tipo topolõgico bem simples,como o

i3CO, isto e, superfícies simplesmente conexas.

Consideraremos -entao como PIasolução do problema de

~ a ~ para a curva de Jordan r uma superfície mínima M que seja

-agem de um disco e tal que a fronteira de M seja r

3



ize os cceJIHGFEDCBA! - le cur\.'azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe ryxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf Lc i e sua_wê S 1n10a se a

~ê :::edia é zero. :::aou=ra ca~ac=erizaç~o para superfrcies mi

_~as pode ser vista da seguinte ~ane1ra

Proposiç~oHGFEDCBA1 : Seja M uma superfície de classe C
2

e

uma curva fechada limitando um disco L em M. Sej a

2 . - () ~ _: D c R -7 M uma 1mersao tal que ~ D = ~ , onde D e um do

_ti~O do plano. Então M e mínima se e somente se 2: e um ponto

~~~ico da função área.

a: Seja N (u) o vetor normal a M em ~ (u) , u = (u
l
,u
2
) E: P.

Considere uma função arbitrária h (u) de classe C
2

em

?ara cada À R, sej a M
À

superfície - imagem deE: a que e a

) = ~ (u) + Àh(u) N (u) , U E: D . Temos:

d~À t~ + N ~~
ê u . ê u .

1 1

f~+N dh~
dU. dU.

J J

logo

d~

+ À

dU.
1

dU.
1fedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

díj)À

dU.
J

d~

+ À

dU.
J

g ..
1J

dijíÀ
< -~-

dU.
1

dijíÀ
onde(N) + À 2g .. - 2Àhb

1J ij
-- > c ..

1J
dU.

J

b.. (N)
1J

d2~

< , N >

dU. ê u .
1 J

c ..
1J

ê uma funç~o continua dee

=:: D. det(g ..)=a + a
l
À+a

2
À2 onde

1J o
a = d e t Ig .. ),

o 1J
Portanto

- 2h((gll b
22

(N) - 2g
l2

b
12

(N) + g22 b
ll

(N») a
2

ee
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-a função contínua de u em D.

Sendo M regular segue-se que a e sempre positivo
o

-
contínuas - dependem deyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAÀ De como a

o ' aI' a
2

sao e nao em

existe 'E > O tal que d e t I g .. ) > O para I À I < E , ou seja,
1J

I À I superfície
-

(D)ara < E , a M
À

= \j!À e regular.

Id et (g .. )
i

Iaeja f = = + alI. + a 1.2
1J o 2

J
A(À) Idet(g ..) I dU

I
dU
2 f,

af
são contínuas em D,orno = e aI.1J

D

~emos que

AI (À)

A I (O)

aaÀJIHGFEDCBAJ Ia + alI. + a 1.2 dU
I

dU
2o 2

D

t aI + 2a
2
À

dU
I

du
2
, isto e,

Ia
I

+ alI. + a 1.2
o 2

t aI
dU
I

dU
22fa'

o

t aITSRQPONMLKJIHGFEDCBA
/ . : dU

I
dU
2

= 2a o
o

J
-2h(gn bn (N).- 2g

12
b
I2

(N) + g22 bn (N)) Idet(gij) I

2 det (g ..)
D 1J

dU
I
dU
2
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- 2 J h < H, N > dM

D

deyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< , >
- . 3
e o produto lnterno em ~ e dM e o elemento de

É=ea. Portanto, M e mínima se e só se A'(O) o, ou seja,supeE

~ícies mínimas são pontos críticos da função -area.ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Proposição 2: Se M e grafico de uma função f entao

- ~.e mlnlma se e so se

2 ) f(1 + f u u
2u1 2

2f
u
1

f
u
2

f
u
1
u
2

2
+ (1 + f )

u2
f

ul
u1

O.

rova: Seja 1jJ (u
1

' u
2

) (u
1
' u

2
' f (u1' u2)).

Então

gll
< d1jJau-

1

ó1jJ >TSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d U JIHGFEDCBA
1

1 + f2
u
l

g22
<~

d U
2

~>
dU
2

1 + f2
u
2

g12 = <~ ~> = f f
dU
1

' dU
2

u
1 u

2

~ I \ . ~

(-fu
1
, fu

2
, 1)dU

1
d U

2
-

N = = --
I a 1jJ I\. d 1jJ I Á + f2 + f2

dU
I

dU
2 u

I
u
2
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-HGFEDCBA
t ! _ TSRQPONMLKJIHGFEDCBAu _a2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1jJ

N > =
~

2
'.EDCBA

/ 1 -
f

b (N) = <
"JIHGFEDCBA

s : ~
a o

~ - u
2

11
u

l
u

l
u _

! .o u u
2a21jJ - 2

N > =

II
2 2

•
f

b
22

(N} = <
a a

f ++
u

2

u
2

u
2

u
l

f
u

l
u

2a21jJ

N > =

I~
2 2 '

•
+ f

b 12 (N2 = <
a "

f

o

+
u

2

u
l

u
2

u
l

d e t Cg .. )
~J

~A~ 1

2

a a
u
l

u2

2
+ f

u
2

1 + f2
u
l

.~rtanto,

< H.N >
gll b

22
(N) - 2g

l2
b

12
(N) + g22 b

ll
(N)

2 det (g .. )
~J

f f f
U U U U

(l+f2) 22 -(2f f) 1 2 + (l+f2 ) 11

"i Il+f2 +f2 / "i u2 Il+f2 +f2 I u2 Il+f2 +f2 I

u
l

u
2

u
l

u
2

u
l

u
2

= -----------~~~--------------~--~--------------~~
2(1 + f2

u
l

2
+ f )

u
2

2 2
(1 + f ) f - 2f f f + (1 + f ) f

"i u22 "i "z "i"z u2 "i"i

2(1 + f2 + f2
3/2

)
u

l
u

2

-=
clui a nossa afirmação.



2. PRINCíPIO DOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ma equaçaoZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2-

~dem m e uma re:aça .•

~l)yxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAF(x
1

, x ,
nfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u, u
X

n
uxk1

1

... ,

onde e uma função contínua deu

-ariáveis e de

xkn'
n

o••• , uxm
n

n au au
x = (x

1
,···,x)ER, u = -a- , ..•,u = -a-' u k1

xknn . "i x~ . xn xn Xl.· .. n

k
l

+ .•• + k rua' nu
, . . . , u - --

k
1

k xm
ax

m

(ax n) n
(ax

1
) ... n

n

sao as derivadas parciais de u de ordem m. A função F e

conexo G de JRn.

sempre suposta contínua e está definida num subconjunto aberto

A função ... , X )
n

e chamada uma solução de (1).u(x
1

'

Como exemplo, dam os o Laplaciano da função u, definida em IR
n

n

por \1
2

u =TSRQPONMLKJIHGFEDCBAL : u
x.x.

i=l I. I.

2 e n varlaVeI.S.

que e uma equação diferencial de ordem

se F é linear nas variáveis

Dizemos que a equaçao diferencial parcial (1) e linear

li, u ,

Xl
.. ,

coeficientes dependendo somente das varI.aveI.s

8

u
X

n

u
xm

n

com

independentes
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Xl' xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2, X
n

... ,

Se F e linear nas derivadas

dependendo de xl ' ... , x
n

vadas ate a ordem n - 1

9

e

- ;::c.l.C~ cr c ec c

s s =- V'ê J.;:;êU;: e de

coeficientes

u e suas deri

en~a ~_=e~C5 çue (1) e uma equaçao

diferencial parcial quase-linear.

Um exemplo classico de eçuaçao

quase-linear e a equaçao da

diferencial parcial

M c ]R3 dada porsu?erfície
....

ml.nl.ma

(1
2

(1
2

+ q )r - 2 pqs + + p )t = O, onde p = u q = u ,r
xl

,
x
2

2 2 2
u 2 , s = u e t = u 2
xl x

l
x
2

x
2

Consideremos a equaçao diferencial parcial

L [u]
n

.~
1.,J=1

m

a.. (x) u.. (x) + ~
1. J 1. JTSRQPONMLKJIHGFEDCBA? - - t

FI

b. (x)"u. (x) + c (x) U (x)::r.O onde
1. 1.

a ..
l.J

b.
1.

sao de classe

mos L de operador.

o
C , e u

X.
1.

Chamareu.
1.

u ..
l.J

u
X.X.

1. J

Alguns tipos classicos de operadores para a função

u u (xl' x2' x3)
sao os seguintes:

Cl
2
u a

2
u

2

~
-2 + --2 +

2
ax - Clx

2
aX
3_I

a
2
u a

2
u a

2
u

+ -
2 2 - 2

aX
lfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

oX
2

Clx
3

a
2
u

+
a
2
u au-

2 2
aX
l

Clx
2

élx
3

O (tipo elíptico)

O (tipo hiperbólico)

O (tipo parabólico)
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Dêsses operadores i~=er€ssa o

do tipo eliptico.

Dizemos que o opera teliDtl.CO no pontozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x = (xl'yxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX ) E R
n

se exi5<::::rrzia COil5t.c:.ur:e positiva m tal... ,
n

n TI ~
queJIHGFEDCBAL ] a .. (x) l ; . ç; . > m L

~-ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
,r"c:..-c:. codo (l;l,···,Ç;n) E ]R ''..,. .

1.J 1.
J - 1.

i,j=l i=-:

o nosso objetivo agora, será demonstrar
. ..

pr1.nc1.p1.oo

do
~ .

maX1.mo A1 , pagopara operadores elipticos, 13) .(Teorema

prova desse principio e baseada no seguinte:

Lema: Seja urna esfera aberta contida em- G P
o

S e

um ponto em sua fronteira. Tomemos o operador eliptico

L [u]
o

n

.~
s.j-i

n

+:Z=
i=l

u.
1.

(x)(x) (x) (x)b.
1.

com os seusa ..
1.J

u ..
1.J

coeficiente limitados em S. Alem disso, seja u continua em

SU{P }
o

satisfazendo Lo [u] > O em S. Entãou < u (P )
o

e

a derivada normal exterior
dU

dn
(P )

o
é positiva.

Prova: Seja uma esfera interna tangente a P ,
oSI deS em

centro em o -e o ra1.O de srI < R, onde Re ra1.O

e seja

n
22

= L: x.r
1.

i=l

Veja figura na próxima pagina.
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syxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u < U (P )
oHGFEDCBA

1 1

em SI' Considere uma esfera

e ra1.O
rI

2
fechadá de centro P

o
r
2

seçao de

existe

SI e

Desde que

6 > o tal que

S2 com fronteiras S~ e

Seja SI a inter

u < U (P )
oEDCBA

S I

2
respectivamente.

sobre o conjunto fechado
J

SI'

u < u (P ) - 6
o

sobre S I

1
Isto segue-

se do fato que uma função contínua sobre um conjunto fechado e

limitado assume seu máximo.

2
-ar

e

te que

Vamos introduzir a função auxiliar h(x)

2
-ar1

e

h > O

h < O

h

Mas,

O

ah
Clx.

1.

onde a e uma constante positiva. f eviden

em SI

fora de SI

sôbre a fronteira de SI

2

_2

ax.e ar
1.

e
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"lizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4a
2 -::ryxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~

x . ..x. e T' -
~ J

I

íl
2
h

---
(lx.ôx.

~ J

I
4a

2 -c.::-
~c

- .
x. x. e - 1= - = ~ logo

~ J
~ -JIHGFEDCBAJ •

?n ~
c ~L [h] = " a.. ~ - ~ _ c t; ,L......! ~J e x i e x . _=

o i.j=l ~ .,

n

L:
i ,j=l

4a
2

X. x.
~ J

-ar
ea ..

~J

-2:
i=l

2
-ar

e2 a b. x.
~ ~

e-
ar2

[

n

:s
i,j=l

4a
2

a_o •
J.J

x.x.
~ J

n

.~
~,J=l

2
-ar

e2aa ..
11

n

- 2a LJ
i=l

(a .. +b. x.)
~1- ~ ~

].

Sendo L [u] elíptico, isto e,
o

2
m n

2
mr
l 2

L ] a .. x. x. > m 2: x. > -4- = mr
2

segue-se que,
~J ~ J - ~

i,j=l i=l

Lo [h] e-
ar2

[
2

mar
l

- 2> a

n

b
i=l

+ b.
~

x. )
~ ](a ..

~1

Como a ..
~J

e b.
~

sao limitados e x:= (xl' "', x
n
) E S',

~odemos controlar e assim parax.
~

[h] > O para X E s' .

a suficientemente grande
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Considere a fuucaHGFEDCBA

l - e yxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+c r

Assim sendo v tem aszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAs egu scr e.s

P.l v < U (P )
o

--'-- ~ ::. 5 = o , note

primeiro o < h < I - eque
-

E: h < ó e v < u (P )
o

P.2 v < U (p )
o o

5 re

P.3 v (P ) - u (P ), pois h = O em P
o o o

Pelas propriedades P.I, P.2 P.3 -e v tem um max~

DO sobre a fronteira de S' e este ocorre em P Disto segue-
o

se entao que em P
o

O
av au ah

< - = - + E: -- an an an

Sendo
ah

O
au av ah

> O< temos que - E: o que
an an an an

conclui a demonstração.

T E O R E H A 1 : (Princípio do Maximo)

Se a função Lo [u] em ume tem um máximosatisfaz O>u

--nto interior de G c lR
n

u constoentao

rova: Seja u satisfazendo Lo [u] ~ O em G. Se ufedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA:j: consto

e tem um maxímo em um ponto interior de G, entao pod~



~os achar uma esfera fechadayxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE

X1mo em sua fronteira mas ne-

elo Lema, ~>
(lu

queneste ponto,

as primeiras derivadas de

interior, c.q.d.

Pretendemos agora es=~nte~

14

r::: a

Assim,

tato de

O::lto de máximo

rincípio do máximo para

equaçoes diferenciais parC1alS ase-lineares. Mais precisamen

provaremos o seguinte

TEOREMA 2: Seja

(2 ) L [u]
nTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L :
i,j=l

u ..
1J

n

+:6 b.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1

a ..
1J

U.
1

+ cu (c < O) uma equaçao

diferencial parcial quase-linear onde os coeficientes a .., b. ,
1J 1

c

sao função de xl' x ,.u
l
' ... , u ,

n nn

de u. Sej a soluções de L [u]u,v

teira de G. Então v em G.u

Prova: Vamos usar a seguinte notaçao:

a ..
1J

(Xl' u )
n

... , xn' "i : ... ,

Sendo solução dee vu

3) L [u] - L [v]
n

.~
1J=1

u ..
1J

[u]a ..
1J

isto e, independem

O com u = v na fron

a
ij

[u]

L [u] O segue-se que

n

?=
1J=1

[v] v ..
1J

+a ..
1J



+

n

~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i=l

Se'; E.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

é identicame~~E ü~~~

forma

(42

n

.?:
Lj=L

a ..
~J

n

+ ~ (b
i

i=l

[u-
1.-TSRQPONMLKJIHGFEDCBAe : »

- a ..
~J

5

:J

i:rc::~e:"rE.c.e -eGHGFEDCBA

_ 2 - : - - escrita na

[u] - b.
~

y

[v J )
n

+L:b.w.+
. 1 r, ~
~=

v ..
~J

) Y.
~

+ c [u] w + c [u] - c [v] v o.

[v + w] - a ..
~J

Aplicando o Teorema do Valor Media para a segunda

soma e de maneira análoga as somas seguintes obtemos:

a ..
~J

[u] - a ..
~J

[v] a ..
~J

( +.. )
a . . xl' "" x , vl 'wl' "', v + W .

~J n n n

da ..

~ (t(v + w ) + (1 - t)v1)w
1

+ .•. +
B v 1 1 1

+ (l-t) v)w
n n

a ..
~J

[u] -

isto e

a ..
~J

[v]
n

6
k=1

~ssim (41 tem a forma

5)
n

'2:
i ~j=1

a ..
1.J

n

[u] w .• + ~
~J i=1

[vl

a .. (xI""~X ,vI' "~,v·)
~J n" n

da ..

~ (t(v + w )
ê v n n

n

+

da ..

~ (t (v + w ) + (I - t ) v k) w k = a I •
ê v k k

k

a.
~

o,w.
1.

onde os [u ,v]a.
1.

a.
~



sao funçoes ceZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

16

l::lO diz que

wzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< O e

poisyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL eEDCBA . . . . . : : . .

w = O. Por~atit

Corolário:

.•. .
m1n1ma M c ]R3.

5 çue L [-w] = O,

= êSS1-:::: concluimos que

E conclui a demonstração.

êO da equaçao da superfície

E _E:--. _ - áx imo no interior então u consto

Prova: Considere a equaçao

L [w] 2
(1 + u )

y

Afirmação:

Com efeito:

da a L [w] e definida positiva.

Mas,JIHGFEDCBA

( a . . )

1J
(

+ u~

- u u
x y

d e t Ca .. )
1J

2
(1 + u )

y

Isto prova a afirmação

Note que

2
w - 2w u u + (1 + u )
xx xy x y x

L [w] e elíptico

w
yy

(a .. )
1J

Basta mostrar que a matriz

- u U

J
x y

2
1 + U

x

logo,

2
(1 + u )

x

2 2
- u u

x y

assocla

2
d e t I I + u ) > O

y
e

2 2
1 + U + U > O.

x y

w = u e solução de L [u] = O e seu tem

um máximo no interior, pelo Teorema 2, u = consto c. q. d ,
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TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(2). =2.15zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcue

p )
O

Entao:::~CE- de P
o

= v nUGa

rova: A demons=r

zinhança de E:

__ "E- co Teorema 2 • Seja

- ,- , - . - €: G e w > O numa V1- - o

- solução de (5) pelo__.r .= ::: ti =JIHGFEDCBAC ~ .- e e

ccns=. Como w(p ) = o segue-se que
o

w u - "". )

P
o

Principio do Miximo

w numa vizinhaça de P
o

Isto prova o Teorema.o

As seguintes afirmações a respeito superfíciesde

mínimas em ~3 são imediatas.

Proposição A: Se duas superfícies mínimas e

se tangenciam em um ponto e se o (MD. M ') -e vaZ10 umaint em

delas, entao elas se interceptam ao longo de curvas, ou seja,

, D. M' nao contem pontos isolados.

Prova~ Suponha que M' se intercptam, que int (M D. M
1

) = <pM e

e que M n M' Seja. P €: MD.M'
o

pOSSU1 pontos isolados.

um ponto isolado

Considere um aberto = TeM')

Po

'a sT (M)

Po

u de e

funções tais que os graficos deu,v: u ----+ R e v saou

respectivamente, vizinhança de (x , u(x »
o o

(x ,v(x»
o o

P
o

em

M e em M'.



mínima.

PortantoyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=

Temos u (xJIHGFEDCBAJzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- o

t::

Pelo Teorema 3, u

tradição, pois P
o

e :. ;1=, _ 'z ; . '_ ~ _ - ' .

Proposição

18

~~ é. e q u a ç a o da superfi

--a vizinhança de x
o

é. de P
o'

que e uma con

E ~= plano tangente a uma supe~

fíce mínima H

dos de TI.

Prova:

-
en!:2 Exi5~ê= t:os de H os

Suponha que os pontos de

entao de um mesmo lado do plano

Escrevamos esta vizinhança de

çao

p
o

u definida em um aberto de

u atinge um máximo
~ .

ou um m~n~IDO em x
o

çao da superfície mínima, o Corolário

H

TI •

u = consto que ê uma contradição, pois

Proposição c: Se M e

em ambos Ia

em uma vizinhança de P EM
o

TI tangente a H em P
o

como um gráfico de .uma fun

Se P
o

(x , u Ix )) entao
o o

Como u satisfaz a equ~

do -Teorema 2 diz que

M não ê um plano.

M' sao superfícies
.•. .

m~n~mas

que sao gráficos sobre uma mesma regiao

M = H'.

Prova:

v. Como

tado.

r2 aM aM' entaoe

Sejam v soluções da equação da superfície
.•. .

m~n~u e

ma tais que M ê o gráfico de u e M' ê o gráfico de

u = v na fronteira, pelo Teorema 2, segue-se o resul



3 . TEO

Equações

timativas

EOUáGAO DIFEyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

'-r·:::.-' de Soluções

-~i~eares utilizando as

a pr:. soluções de equaçoespê~ê.

elípticas linearEs ca ~o~=

(1) a (x,y)u + 2b(x,.)u ~ c(x,v)u
xx .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAxyJIHGFEDCBAJ yy

com

u

o

~ .
aGZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

é.r-

es

Estas estimativas servem para solucionar direta:::::e:l.L:e

o problema de valores fronteira para (1) no domínio limitado G

com fronteira r , sem construir no entanto uma solução

mental da mesma.

coeficientes sejam Holder contínuas e limitadas, isto e,

Essas estimativas são válidas para (1) desde

tam constantes positivas

G temos:

(a)

m, C, (O < a < 1) tais que,a

2 222
a ~ + 2bç n + cn > m (~ + n )

(b) I a I. Ib I. I c I < C

(c) os coeficientes a,b,c satisfazem a condição

der com expoente a e constante C.

19

funda

que os

ex~s

em

de Hol



sem uma

das funções

m continuas e::.yxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA::

-
çoes u Eé.::isfaem CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m
-<:'2 a s

zem a condiç~o de hOLcer e c o n s t a n

teZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC. Chamaremos -ínuas em G U r.e~

Denotamos Dor a c=r~vaca de ordem m de u e

vamos introduzir uma norma em C por
m

I!u 11m

n

L
i=O

max

PEG

Dl.u(P) I .

Seja [I?uJ J m mDu (p) - Du (Po)

I P - P I a
o

H
a

sup

P,P EG
o

PTSRQPONMLKJIHGFEDCBA: f : P
o

e assim define-se 11 u I ~+a lIul! + Ha[rfUJ como sendo a

norma em C
m+a

A classe fica agora definida -numeroC
a

para todo

a > O e Ilul! satisfaz;
a

Ilul! > O
a l l v l l , O ~ u Oe

11 Bu 11 a IJIHGFEDCBAB I lIull ,BER
a

11 u+v I Ia :: 11 u lia+ 11 v "a
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AssyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA:'i:"! ,_ r êEDCBAé . . ! . . : . 'c . ê .

de, _ ê . i:" 2 ~Er::..C_
a

COI: ê.

ficação dessê.

Cabe ê.ç__ ;;:~gencia

na nor-ma II 2.lenI Ir:'

te a convergenClê. :'2 or

dem m em G u -

Agora ?2.SEê.~=~_

Schauder. ~2:5Para tant t : : : - = - : o ; , ; . • • . • • . • . • • _ ~

fronteira sejadect> -HGFEDCBA
- - e ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAsuaves.u

sua fronteira oàe4ics co"j::-:'::-e, ou seJ2.,o ---=.2::-

finito de esferas com a propriedade: a in~erseção ~e uma destas

esfera com e um gráfico de uma função de classe C2+a•
ClG

Portanto, existem esferas Sl' 1 = 1, k, tais... ,

k - pn-l+ lR.que ClG c .Dl Sl e ClG n S. e um gráfico de g. : u.
1= 1 1 1

Seja -, <Ir •

1
u. + lR

1
dada por

1
(Xl' . . . , •• " X ) )

n-l
•.. , x )

n-l (Xl'ct> (xl' eX
n-l'

g.
1

a s s i m 11ct>11
2
+a m a x 11ct>11

2
+a·

,Agora, temos:

T E O R E I l A 1 : e solução emSe u C2+a
de (1) num do

•. .
~lnlO suave com valores fronteira tambem suaves entaoG



11yxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAU 112+0: < Kl ( 11 uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~nde Kl c c

dependendo somente ~e G .

Esta estiDé~iJIHGFEDCBA _ : : : 0 TSRQPONMLKJIHGFEDCBA" e E " t i m a .z - i

f r o n te ir a " .

Ac r e s c e n t e ccs a seguinte

dade:

(d) -EDCBA
u m n ' i . ! ' r = = : : : ' . _ para todo ..,existe

Q na fronr.Ei::-~ r está co

do em onto Q.G 1: -

TEoREMA 2 : Seja G - -- propri~T..!~ j : " C = : : : ' , 'C t.o S : . . : . : . . ê .2
- , - - -

Cd ) ,
i

~,1r?1~C.~2.=)
-

dade e seja u de cié5se C- c.=HGFEDCBA{ : l G L . '. Su

ponha que existe uma função c e C!. ê..S S 2. c- ,2'~ G C
,-

e- -

igu a L a e que as derivadas de primeira e 5eg~~~é arru em

dem de f sejam limitadas por uma constante Então, existeK.

k (definidas em (a), (b) e (c))que depende somente de m, c

e do domínio G tal que

(2) I U
x

I , Iu I,
y

< k K.

Descritas as estimativas de J. Schauder,usaremos dois

resultados especiais cuja demonstração e feita em [3JZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Teorema A: (Ponto Fixo de Schauder)



Seja X u

de Banach. Se T: X

su~ um ponto fixo.

Teorema B:yxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(1) em C2+zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa
com

Nosso

Schauder e os ~cor2~~~

diferencial parcial \-:=-~=-

(3) A(x,y,z)z + 2B(x,y,z)z + C(x,y,z)z
xx xy yy

o

Observe que, se consideramos a solução

mo uma solução de (1) com

a(x,y) A(x,y,z(x,y» , etc, a estimativa (2)

(4) I z I, I z I
x y

< k K

Observemos ainda que, se uma função z tem as

derivadas contínuas em G U r limitadas por k K e

z

e c u a c a

de (3) co

produz

primeiras

G satis

faz (d), entao pela estimativa (2) elas satisfazem a condição

de Lipchitz Iz(P.) - z(Q) < K k K I P - QI para todos P, Q tê

G U r. Para vermos isto, seja y uma curva com comprimento fi

_< i t o 1 i g a n d o P e Q. Temos que



C
l

Iz(p) - z(Q)1yxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA<zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< k K r Ir' (<)

o

obtemos

d G CP ,Q) o enf de classe>

existefedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA--(?Q) Ip - QI e ass i.m temosc >
o

< c
o

que Iz(p)

çao.

z(Q) - QI o que prova a nossa afirma<

Agora provaremos o teorema da existência.

TEOREMA: Suponha que a equaçao (3) elípticê.~sej a

seus coeficientes limitados por uma constante c e alem d i ss

satisfaçam a condição de Hülder com expoente

em G.

a

Prova:

funções

(5 )

a e constante

Então existe uma solução z da equação (3) que e igua ....

<t> C2+a•
em r e z E

Considere o espaço de Banach das funções contínuasC
o

z G U r com norma 11z 110. Seja X o conjunto dasem

z em C
o

que satisfazem:

11 z 11O max I <t> Ii) <

I z(p) - z(Q) 1< K-k K Ip-QIii) para todo P, Q E G U r.

Entao X e um conjunto convexo e compacto. Para ver



os isto.

l[tzo(YlyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ (l-t)z_(?) ) .,.(l-t)Zl(Q)]!

- ZzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(Q)l + (l-t)
o -

Zl (P) - zl (Q)JI < tlz (p) - z (Q)I +
o o

+ (l-t) Izl (P) - zl (Q) I :: K k K I P - Q I. Portanto

vexo. Pelo Teorema de Arzela, x e compacto na

convergência uniforme, o que prova a nossa afirmação.

Para cada
-

equaçaoconsideremosZ E: X a

elíptica.

(6) A(x,y,z (x,y»u + 2B(x,y,z (x,y»u +
xx xy

C(x, y, z

Pelo Teorema existe uma unl.ca solução U E:fedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC2+CL
B

fronteira Pelo Princípio do Maximo u .satisfaz~ .

Portanto, pela estimativa de J. Schauder

(4), (5) Logo, a transformaçãoe temos que u E: X.

esta bem definida como uma transformação de

I tT z (p)
o

X e con

topologia da

linear

(x ,y» = o.
yy

com valores

lul < m a x I~I.
"'-~-

u satisfaz

u = T [z]

X nele mesmo. As

sim, se mostrarmos que T é contínua, pelo Teorema

um ponto fixo Z E: X

Mostraremos agora a continuidade de T.

A, T tem



gindo

Ias esti=a=i..-é.5ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

26zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e x converesEDCBA

: : , . . . . . • Z E -XyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n

e u T [znJ. Pe

_CCé.CGEr segue-se que as normas Ilu
n
l12+a

sao uniforcéwente limitadas. Portanto, existe uma subsequência

n.
u J de

n
u que converge em C

2

Fazendo

n.

A(x,y,z (x,y))u J
n. xx

J

encontramos que

Teorema B, temos

Se
n

u

sequencia

n.
u J

para uma função U E C
2
.

J ~ 00 na igualdade

;: que

n.

+ 2B(x,y,z (x,y))u J
n. xy

J

n.

+ C(x,y,z (x.y))u J =0,
n. yy

J

u é solução de A(x,y,z)u + 2B(x,y,z)u
xx xy

+

+ C(x,y,z)U
yy

u T [z] .

o ulr <P Pelo

nao converge para

de
n

u e E > O

com

u entao existe uma Sl:

tal que

n.

Ilu J - ullc > E. Apli

2
n.

Jk
n.

u Jcando o Taciocínio anterior ã subsequência de queu

converge juntamente com as suas derivadas de primeira e segunda

ordem para T [z]

I1u n
j

-ul! >E
C
2

u, o

Portanto,

prova nossa afirmação.

Pelo Teorema A, existe

Como T [z] E C
2
+a

prova do Teorema.

segue-se que

e uIl}a contradição, pois

T: é contínua, quex ~ X o

Z E X tal z ;: T [z]que

Z E C
2
+

a
o que estabelece a
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-::1=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

equaçao é~ pê.~

c i a I qu a se+; J.ê

rema des::,=- E-S

seguintes e

limitada, '::

zl
+1T (x )
P

e -

(e) li (x) <
p

(f) cecl:!.vicE-ce,: __ =I:I,!"ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA='i::ê:l::e 1.as

tadas, iaée?E~CE~~E ou seja,efedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp,

+
IID1T-11 < C,

P
v P E: r

Mais precisamente temos o Teorema C (veja demonstra

çao em [8J ).

Teorema C: Seja um domínio limitado do
2

]R e suQ

ponha que a equaçao

(4) A(x,y,z,z ,z)z + 2B(x,y,z,z ,z)z + C(x,y,z,z ,z)z =0
x y yy x y xy x y yy

seja elíptica em Q , seus coeficientes limitados por uma cons

tante C e alem disso satisfaçam a condição de Holder com ex

poente e constante C. Sej a uma função definida sobrecj>aJIHGFEDCBA

ô Q satisfazendo a condição de declividade limitada (e), (f)com

constante C.

Então existe uma solução equaçao (4)da que ez



igual a

da super:'í.:i_

rais,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa Sê.~>E=-

se linearyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(1 +

tem soluçã

e somente Sê

irichlet para a eçuê.~~

ond i ç oes - mais

a~rêncial parcial qu~

contínua se



§ 4 . o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

so em que é.

co.

DarE:::':>.:: :-eorema de

cayxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C"TSRQPONMLKJIHGFEDCBA
c »

a do dis

uma ma

ne~ra bem ma~szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAge~é.~ -aso de uma superfície conexa

e compacta arbiL~á~ia.EDCBA

T E O R E M A . : Seja r uma curva de Jordan em

]eçao ortogonal injetiva sobre uma curva plana convexa.

existe uma única superfície mínima compacta M com

Esta superfície

IR
3

com pr~

Então,

aM = r

M e um grafico sobre um aberto convexo do pl~

no. Em particular, r possui uma única solução do problama de

Plateau do tipo do disco.

Prova: S ej a
3 2

TI: R ---+]R a aplicação projeçao ortogonal. De~

de que TI (r) e uma curva plana, y e a fronteiray

de um domínio convexo
2

lR. r -e umAssim,S/ no

bre aS/.

Geometricamente,
-1

TI ou s ej a,(y) ,r c

g ra f í co so

r está con

tido num cilindro o qual e obtido deslizando uma reta ortogonal

ao plano (x,y) ao longo da curva y.

Sendo grafico sobre áS/ , existe ~: aS/ ---+JR conr

tínua tal que o grafico de Então, formulamos~ e r . o se

2 9

problema de Dirichlet: " e n c o n tr a r u m a e o l .u ç d o 'u: n ---+ ]Rguinte



d a e q u a ç a ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(l ~fedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

comyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAul~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Existência

soore

fívie
.. .

m i n i.ra a c,~,~""- =ro;:lt:eiraé r .

P a r a :;;0SL: r a.T a n i ci d ade , seja M'

nl.ma compacta co~ froTI~eira r.

Considere o cilindro

{(x,y,z) e (x,y) E: rt }.C Z E: JR

aM = aM' = r c c. Como C e convexo e

no fecho convexo de que está contido emr ,

M' c c.

3EDCBA

, : - 'E : o Teorema de

Q que e uma supe!.

r"'· .•.
uma SUperIl.Cl.e ml.

Temos que

M' esta c:ontido

C, segue-se que

Seja Mt (O,O,t) + M = {(x
l
,x

2
,x

3
+ t); (x

l
,x

2
,x

3
) E: H} ou

sej a, M e o deslocamento da superfície M ao longo do e ix o+ z
t

do cilindro. Portanto, a fronteira de M está a c i m a- ou abai
t

xo da fronteira de M' conforme seja t >

°
ou t <

°
e se

t = 0, aM
o

aM = aM'.

M 11 M' I ' 4 >
t

para algumSuponha que

t
o

sup { t; Mt fi M'JIHGFEDCBAj ~ } . Pela compacidade de

que t
o

existe e é positivo.

t > O. Seja

M' segue-se



Entao,

te PzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE._
oyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t
o

e :.TSRQPONMLKJIHGFEDCBA

: : é ! . çue

31

=-5:: -e eX1S

E: Mt
n

_ _ : : é existex
n

{x I }

n
:xde :o x ~verge para

esta tamberJ. e;:: Eu~é. x'
n

x'
n

e t I

n
sao convergentes, segue-se que

x I E: M I. Tomando P
o

a um ponto

se a nova afirmação.

Considere um aberto u

t
n

converge a

seçuenCla em M' onde

(O O t') + x "
, , n n

x

de T

Po

çoes u,v: U ---+]R. tais que os graficos de

pectivamente vizinhanças de (x , u(x »
o o

e em M I. u(x )
o

v(x )
o

TemosMt
o

de x
o

Pelo Teorema 3 do paragrafo 2,

logo Mt
o

fi M' e fechado emde P ,
o

M' compactas segue-se que M .n M'
-t -

.0

Como M" s ao _conexas temosl1t

o

e

e

Mt
o

x"
n

(O ,

(M )
t

o

P
o

u > v

u

e em

uma subsequência

X E: M'• x'
n

Como

x" E: M'•
n

Como

também converge

O,t) + x',
o

segue-

T
Po

(M') e as fun

u e sao resv

(x , v(x »
o o

em

numa vizinhança

v numa vizinhança

M'• Sendo Mt e
o

é f ech ado em M e em M'.
t

o

Mt
o

M fi M' = M' o que
t '

o



ézyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAuma contraê.içyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M fiEDCBAM '

t

e isto prova

-::-~2n::

-ê.::-=.

= - >JIHGFEDCBA

.s :

pela

3 2

e analogamente

- r"HGFEDCBA
P r o p o s i ç a o C n - U

/
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