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© - INTRODUGAO

No estudo das hipersuperficies em variedades
REiemannianas o© conceito de rigidez desempenha importante
papel, a saber, o de classificar as hipersuperflicies a menos
de movimentos rlgidos do espago ambiente.

Um resultado fundamental nesta dlreQ;o ¢ o teorema de
Beez-Thomas[5,pag 11]: Uma hipersuperflcie, cujo posto da
segunda forma fundamental, em cada ponto, for pelo menos

~

tres, & rlgida. A questao natural que surge, pode ser posta

- +
cComo Ssegue: dada uma imersao isométrica £: M o i: l,
—n+l -
onde "C tem curvatura constante, em gue condigoes uma

- +
outra imersao isomdtrica g:ﬂn -3 ﬁz p’ p21, difere de f
por um movimentos rlgido T:ﬁgfp - ﬁ2+p. Quando a resposta

a psta questao for afirmativa, dizemos que f ¢é& fortemente

rigida.

Em [1] encontra-se o0 seguinte resultado: uma
hipersuperflcie mlnima de dimenS;o maior ou igual a tr;s,
que tem posto da segunda forma fundamental maior ou igual a
tres em um dos seus pontos, & fortemente rilgida.

Neste trabalho estudamos um artigo de M. Dajczer e D.

Gromoll [4], sobre a classificagao de hipersuperflicies com



nulidade relativa constante e problemas de rigidez, onde o
resultado de [1] & estendido. O objeto em estudo sao as
hipersuperflcies com nulidade relativa constante em espagos
de curvatura constante. Para as hipersuperflcies com esta
propriedade podemos definir a "inversa" da apllcaQ;o normal
de QGauss no fibrado normal de sua imagem, a qual chamaremos

Parametrizacao de Gauss.

Como aplicaqgo da parametrlza¢;o de Gauss, obtem-se um
teorema que classifica as hipersuperflcies com nulidade
relativa constante em espagos de curvatura constante maior
ou igual a zero e aborda-se alguns aspectos da rigidez,
onde o principal resultado é: Se ja Hn, nx4, uma

varideade Riemanniana, completa, a qual nao possuli fatores

Euclideanos do tipo "2 ou r"I, Entao, qualquer imersao
+

isomdtrica minima 37 e . @ fortemente rigida.

Além deste resultado estudamos as hipersuperflicies,

n

M com nulidade relativa constnte n—-2. Neste caso,
podemos definir em n" uma forma bilinear simdtrica
A, = R, , A R o, 09 onde A & a segunda forma fundamental
de "' e 6 & uma constante. Mostramos que 98 satisfaz
as equagoes de Gauss e Codazzi e pelo teorema fundamental
das subvariedades existe uma imersao isométrica
n ntl . . - .
fo: M 5 R . Ademais, gualqguer imersao isométrica minima
n n+l . .
g:M 5 R , com nulidade relativa n-2, ¢ localmente
isomdtrica a fe. Este resultado & uma generalizagao da bem
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conhecida deformagao do catenoide no helicdide em RB.
Aiplicamos, ainda, a parametrizagao de Gauss para
concluir que toda hipersuperflcie completa de dimensao

maior ou igual a guatro e nulidade relativa constante n-2,

cuja curvatura média nao wuda de sinal, se decompoe como um
produto sz Rn*Q ou Lsx Rn—3.

O nosso trabalho se divide em trgs partes. Na primeira
fixamos as notaqges e descrevemos alguns conceitos basicos
necessarios ao entendimento geral do trabalho. Na segunda
parte, encontra-se a constrquo da parametrlza9;o de Gauss e
mostramos que uma hipersuperflicie possul parametrlzaQ;o de
Gauss se, sé se, tem nulidade relativa constante. Na

terceira e ultima estudamos os teoremas de rigidez e entre

estes encontram-se o resultado principal acima mencionado.



1 - PRELIHMINARES

I 1 - Notagao e Conceitos Bdsicos

Consideremos apenas variedades Riemannianas, as quais

denotaremos por n", onde n indica sua dimensao. O espago

tangente a n" no ponto psnn sera denotado por Tpn.

~

Usaremos a notagao X(M) para indicar o conjunto dos campos

~

diferencidveis em n". se M e i sao variedades

diferencidveic e f£:M" o " & uma aplicaQ;o diferencidvel,
denotaremos sua diferencial por daf. 0 simbolo v
representara a conex;o Riemanniana de M° cuja existgncia e
unicidade se deve ao teorema de Levi-Civita[8,pag 47].

flscsociado a esta conexao existe um tensor R, chamado

tensor de curvatura de Mn,definido por

f1.2.1) R{X,Y)I = vaYZ - vaXz - V[K'Y]Z,
onde X,Y e 7 gX(MN).
Se jam psn", n:z2, e op um subespago 2-dimensional

de Tpn. Se X,YeX(M) sao tais que {X,Y}p € uma base

para np, 0 ntumero




{1.1.2) k(o ) = k(X,¥) = (g(x[;)v.x) -,
4 IR]1€)1¥ | =%, ¥

: n .
chama-se curvatura seccional de M relativa ao subespago

~

cp. Usaremos a notagao Mg, quando a variedade M® tiver
curvatura seccional constante €. Neste caso o tensor

curvatura é dado por

(1.1.3) R(X,Y)Z = C ((Y,2)X — (X,2)Y)

~

Se, e;,e,,...,€e  sao campos diferencidveis em M e

em psn" formam uma base ortonormal de TPM, definimos o

tensor de Ricci ewm e, Ppor

n—1
. 1
(1.1.4) Rlc(ei) = ﬁjfi (R(ei,e‘i)ej’ei),
e a curvatura escalar de M em p por
\ n-1
{1.1.93) s(p) = r <(R(e.,e.)e.,e.>.
n(n—li i, §=1 ; S A (A |

1.2 - Imersoes Isomdtricas



sejam H" e ﬁ"*e, €21, wvariedades Riemannianas. Uma

~ ’ ~
aplicagao diferenciadvel £:n” 5 n° ¢ e uma imersao

isomdtrica se ara cada en” (x,y) = (df _x,df vy
1s0m sy P P ’ 4 P ph? py f(p)

v X,y E Tpn. Quando f & uma 1mersao isométrica,
identif icamos um aberto UcH' com f(U)cﬁn*e e Tpﬂ com
Ufp(TpH). Nestas condlqges, podemos supor que "ncﬁn+e e
T"ﬁ = Tp" @ (Tpn)l, onde (Tpl‘l)‘l ¢ o complementar
ortogonal de Tpm em Tpﬁ, que serd chamado espago normal

a M' em p. Umcampo N de vetores diferencidveis em M

tal que N(p) ¢ (Tpn)l, psn", ¢ chamado campo normal a m"

e }((N)l denotara o conjunto de todos os campos normais a

~

n". Indicando a conexao Riemanniana de M por Vv, tem-se
_ = T
{1:2.1) Y = (FyY) " ¢ a(X,Y),
(1.2.2) GN:-AX+(VN)l
o X N X .

v X,Y £ X(M) e v N« X(M)l. E fdcil ver que (5)T = Vv

& a conexao de HM' e que a:®X(H)xX(M) - X(l‘l)1 @ bilinear e

simttrica[8,pag 198]. A aplicagao a ¢ chamada segunda

~

forma fundamental da imersao. Em (1.2.2), - AN é chamado
operador de Weingarten e vt - (3)1 conexao normal da
imersao.

Sejam X,Y £ X(M) e N ¢ X(ﬂ)l. Entao



0=R(Y,N)=(V,Y,N) + (Y,V N)=(a(X,Y),N) — <A _X,Y).

X X N

Aissim, para cada psnn, obtemos

(1.2.3) AR, = (o (R, ¥), N .
Como aplicagao de (1.2.1), (1.2.2) e (1.2.3)
cegue-se

(1.2.4) R(X®,Y)Z=R(X,Y)Z - A XK+ A

a(Y,z) a(g,z)¥ *

ta(R,v,2) - a{V¥,9,Z) + v;a(Y,Z) - v;a(x,Z) - a([X,Y],2).

(1.2.5) R(X,Y)¢= — VX(QQY) + nv§€Y + vv(nex) - AV;Qx +

A nt([x'Y]) - a(x,gzv) + a(Y,ﬂrx) + [v;,vt]t = Vtx’vlfv

~

onde R e R sao os tensores de curvatura de M e M,

respectivamente, X,Y,Z £ K(M) e ¢ e X(H)l.

A parte tangente de (1.2.4) ¢ ohamada equagao de

Gauss,

(1.2.6) (ﬁ(x,v)Z)T = R(X,Y)Z - Aa(x,z)x + Aa(x,z)v



e a parte normal denomina-se equagao de Codazzi,
(1.2.7) (R(%,¥)2)! = a(®,9,2) — a(¥,v,2) + via(V,Z) -
- $ ’ - ’ Y ] X X 3
1
- vyo(X,Z) - of[X,Y],2Z).
Define-se o tensor curvatura normal por

q 11
(1.2.8) R™(K,V)¢ = Vﬁvtf ~ Yyt - v[!li.Ylt’

onde X,Y £ X(M) e 4 sx(n)l. A componente normal de

~

(1.2.5), denominada equagao de Ricci, escreve-se
(1.2.9) (R(x,v)$)! = rY(x,v)s — a(X,8,Y) - a(v.atx);

Se i tem curvatura seccional constante; podemos

reescrever as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricei como

segue:

?(x!z)v'

(1.2.6)' C[<Y,Z)X — (X,Z)Y] X+ A

R(X,Y)Z — ad(§'z)

{L:2.7)" (vga)(¥,2) (vya) (K, Z),

(1.2.9)! RY(%,¥)¢ = a(X,8,Y) — A(Y,AK),




onde (vua)(¥,Z) = vga(¥,Z) - a(v,¥,Z) — a(¥,v,2).

Se ja TH ol uma imersao isométrica e a sua
cequnda forma fundamental. Chamaremos nbtcleo de a o
conjunto Ksr a = {XsTpN ; a(X,Y) = @ vY s TPH}.

Define-se o nbdcleo do tensor curvatura de M em p como

sendo

]

ker R {X ET M 5 R(®,Y) . = R(R,Y) . VY ¢ Tpn).

~

Diremos gque uma imersao f & mlnima se o trago de A for

13
igual a zero para todo ¢ (Tpn)1 e que & totalmente

geodésica se Ker a = TpM v peNM. O conjunto Nl gerado

pelos a(X,Y), X,Y Tpn chama-se primeiro espago normal a

M. Hostra-se gue N1 = {CETPM s ﬁ€ = 0)1. Para cada psﬂn

se ja Np a escolha de um subespago k-dimensional de
(Tpn)l. Se, para cada pen" existir uma vizinhanga U de

p e campos diferencidveis tl't2""’tk em U, tais que
(tl,t?,...,tk}p ¢ uma base pgra Nq, qeU, entao

{Np, peU} & chamado subfibrado normal de dimensao k. Um
subfibrado normal L & paralelo no fibrado normal, se para

cada campo el Vi&sL v KeX(M).

Diz-se gque uma imersao isométrica f£: M* o A" & rigida

~

ce, dado uma imersao isométrica g:n" - ﬁm, existe um
) . =M =m

movimento rigido T:M 4 H tal que g = Tof. Um exemplo

deste fato ocorre, quando AT = Rg e M° - 92, cuja
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rigidez resulta do teorema de Liberman[6,pag 317]. Um

resultado surpreendente sobre rigidez & seguinte

(1.2.10) Teorema [3] - Seja M” uma variedade c°, conexa,

~

~ - +
orientdvel. Entac toda imersao isométrica g:M” o A" 1,
cujo posto da segunda forma fundamental for malor ou igual a

N

tres em toda parte & rilgida.

Neste trabalho estamos 1interessado no seguinte aspecto
de rigidez:

~

—n+
(1.2.11) Uma imersao isométrica £:M" R

2 M é fortemente

rlgida se, para gqualgquer gque seja a Iimersao {isométrica

g:M - ﬁn+e, e:1, existe um movimento rigido
T ACE, ﬁn+8, tal que g = Tof,
1.3 - Distribuigao de Nulidade BRelativa

Seja M’ uma variedae Riemanniana. Uma distribuigao
. : n M"
I-dimensional em H ¢ uma escolha para cada ps¢ de um

subespago k—dimensional de Tpﬂ. Diz-se, que uma

distribuigao k-dimensional A & diferenciavel se existem

campos de vetores diferencidveis X1 X2,...,Xk linearmente
]

independentes em uma vizinhanga u, tais que
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{Xi'x2""‘xk}q & uma base de Aq, qeU. Uma distribuigao
a em n° & integrdvel se existe uma subvariedade conexa
Nen' tal que TqN = Aq, qeN. N chama-se variedade

integral de 4. Uma distribuigao .| ¢ involutiva se

gquaisquer gue sejam X,Yfhd, tem-se [X,Y]sb.

{1.3.1) Teorema[7,pag 196] - Seja A uma distribuigao
k—dimensional, diferencidvel, definida em M. Entao A @&
integrdvel se, somente se, € involutiva. Ademais as

subvariedades integrais de A sao localmente tnicas.

~

As subvariedades de uma distribuigao integravel,

chamaremos de folhas.

. n =n+l - T .
Sejam f£:M° o M, uma imersao isométrica e a a sua

cegunda forma fundamental. Como a codimensao de f & um,

tem-se que ng a = Ksr ﬂg, onde ag ¢ o operador de
Ueingarten. Observando gue ng ¢ auto-adjunto, conclui-se
que (Kgr cx)‘l = Ig 95.

Para cada ped  definimos a nulidade relativa v(p)
como sendo a dimensgo de Keg a. Observe que a nulidade
relativa satisfaz @ < v(p) ¢n e portanto
n_oo= (psnn i vip)=v_, vozm,i)n vip)) e nao vazio. Chamaremos

v o Indice de nulidade relativa. Ho ¢ aberto em M. De

o

fato, se psMD, entao segue de Ksr a = Rgr Aﬁ' que o posto

de ﬂg ¢ midrximo em P- Como o posto & uma fungao
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semicontinua inferiormente, segue+se que No é aberto. E

claro que Ksr a define uma distribulgao v _-—dimensional em

M_, a qual chamaremos de distribuigao de nulidade relativa.

E fidcil ver que (Kgr a)1 ¢ uma distribuigao. Mostraremos

que a distribuigao determinada por Eer a em M &
diferencilavel, integravel e suas folhas sao totalmente

geodésicas.
Consideremos Xl,...,chX(H) gerando an, qeU, u

virinhanga de p- {ngxi; i=l,...,n} gera {Eer a)l.

Escolha em {A.X., i=1l,...,n) uma base ortonormal
&1
1
WiaeeooyW , s=n—v , de (Ber a)™. Sejam
s -
y.=X. — I (X ,W)W.. Y.  sao diferencidveis e {Y ,...,Y )
i1 P ity i 1 n
geram Eer a. E poscslvel escolher em {Yl,...,Yn} campos
?j' j=1,...,v_, que geram Rgr a, para cada qsU. Para
mostrar gque Ker a ¢ integrdvel, basta mostar que
VYX £ Rer a para quaisquer gque segjam X,YsRer a. Se

3

R,¥YsBer a e Z:X(M), segue-se de (1.2.7)' que
1
® = v,a(X,Y) - a(VZX,Y) - a(X,sz)=
) §
= VYa(X,I) — a(VYX,Z) = a(X,VYZ) = - a(VYX,Z),

donde vYX:Rer a. Isto mostra nao sd que Eer a é

integrdvel, mas também gque as folhas sao totalmente
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geodésicas.

Se m" & completa, as folhas da distribuigao de

~

~
nulidade relativa também o sao. Isto & consequencia do

seguinte

(1.3.2) Teorema[9,pag 40] - Sejam £:M" 2 A" uma imersao
isométrica e A a distribuigao de nulidade relativa em M .
se 1:[a,b] » M” @& um segmento de geodésica tal que que

1’(Q)SAT(O). Entao a folha de A que contém 7(@), contém

também a imagem de 7.

~

Observe gque como as folhas sao totalmente geodésicas

~

entao (1.2.6)° nos diz que elas sao recobertas por

esferas, espagos hiperbdlicos ou espagos Euclideanos.



2 - Parametrizagao de Gauss e Classificagao

de Hipersuperficies,

2.1 - Parametrizagao de Gauss.
. n =n+l . - ;
Seja f:M° o M., €20, uma imersao isométrica e a
sua segunda forma fundamental. Assuma que no = M e que a
nulidade relativa & igual a n-k. Entao 4 = Eer a define

~ ~

uma distribuigao integrdvel, cujas folhas sao totalmente

geodésicas e além disso, completas se M o for. Definindo

~ o~

S
em M a relagao de equivalencia - cujas classes sao as

folhas de N, mostra-se que se UCM & um aberto conexo,
entao a aplicaQ;o n :U 4 VvV, V = Uz, e uma submers;o.
Logo, localmente, existe uma apllcaQ;o diferencidvel
&V 2 U, tal que not=idv, a qual chamaremos sec¢;o

transversal. Observe que df @& injetiva e dNl w = @, ¥ weA.
E também posslvel mostrar que U/ = V ¢ uma variedade

k-dimensional, Hausdorff, nos casos em que U @& o saturado
de alguma secgzo transversal ou as folhas através de pontos

~

de U sap completas.

= +
Se jam U como acima, N2*1=Rn 1 e $:0 4 s° a

~

aplicagao normal de Gauss. Segue-se de d¥ X = -ANX, que ¢

14
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¢ constante ao longo das folhas (A=ker A Defina a

Nl
aplicagao ¥ : V 3 8", pondo ¥(X) = ¥(x), onde X = H(x).

~

Afirmamos que L ¢ uma imersao. De fato, observe que

t:V 4 U satisfaz ¥(x) = £(¢(x)) e df.v = dP.df.v. Logo

d¥.v = @ se, sb se, dt.veker d¥Y = Kker din. Como Jlof =

~

idg, d¢.ve ker d¥ se, sb se, wv=0 e a afirmagao segue.

NHote gque ¥ definida acima faz com que o diagrama abaixo

comute.

et g"

n ?

v
Considere V com a métrica induzida por ¥. Podemos
identificar T H com T Sn. Assim sendo T-V
X f{n) R

identifica-se naturalmente com Im AN = A: .

Seja A o fibrado normal a imersao ¥ em Sn, cuja

fibra em ¢¥(x) & 4 . Um ponto em A € representado por
(x,v), onde x££V e ved . No que segue identificaremos

f(r) com x e ¥(x) com ¥(x) e «x.

~ ~

Qualquer secgao transversal f:v 4 U da submersao

n :U 5V, nos permite sempre estender a restriQ;o Plg(v)

a um difeomorfismo de U csobre uma vizinhanga da secq;o,

zero em A. De fato, =e x pertence a folha de M que &

aplicada por N1 em x, entac x — t(x) estd na mesma
b n+l

folha, que por translagao paralela no R e levada na
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~

fibra Ax. Portanto usando a secgao transversal ¢, defina
lj»E:U + A pondo ¢€(x) = (%, x — ¢t(x)). E facil ver gue 4’(‘

¢ diferencidvel e sua inversa & dada por

(2.1.1) wg(I,u) = (x) + v,

Note que Y'C & bem definida e diferencidvel em todo
fibrado normal sobre ¢ o §{(V), mas pode ser singular fora
da imagem de U sobre (bf' Fixe um ponto x_fU e seja
B" uma bola fechada em [R'H‘l, tal que as folhas que

o
paszsam por pontos de Bx saem de Bx . Deste modo, existe
o o
em cada folha de Bx um ponto X' que realiza a wmenor
o
distancia entre a folha e L Mais ainda, o segmento
w'o— o 2 perpendicular a folha. De fato, seja B uma

curva na folha com B(@)= x' e B'{(0Q) = v. Entao

o,

0 = a? ( B(t) = XO, B(t) = "o) = 2 ( V, X'— Xo).

~

Deste modo, podemos definir a aplicagao n:V 2 U, n(x) & o

fnico ponto de Il_l(x) mais proximo de x_. No que segue

~ ~

deduziremos uma EXpressao para n. Usando a decomposigao

P F(n) + st v s , tem-se que x' — xX_ =Y x + v, onde
X X a

1 -
U.'.-'A“ e v(x)

~

(x — %x_, x). Observe que ¥ define uma

fungao em V, uma vez que, {(x -— X,s X ) ¢ constante ao
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longo das folhas. Seja wed e considere a curva B8 em M

1
H
) = w. Entao, tem-se

tal que B(®) = x' e pB'(©

Wt x P (1)) =SBt ) P (B(1))) | _p=(x —n_,dP.w).

For outro lado, tem-se

w(x'~xo,¢(x)>=w(von)(x):(grad Y,dl.w)=(dP.grad v,d¥fodll.w)=
= (d¥.grad v, dP.w).

Logo a componente de x'—- x_em Ai & o grad v, isto é

v = grad r. Assim sendo
n{x) = x_+ (u'— x_,x)x + grad v(x).

Observe gque n @& diferencidvel e por construgao & uma

~

csecgao transversal, a qual & global quando M & completa. Em

(2.1.1), fazendo &¢=n, obtem-se

{2.1 3) TO(;'U) = x_#(x'— x_,x)x + grad ¥(x) + v,

~

a gual chamaremos Farametrizagao de Gauss. Podemos assumir,

a menos de translagao, gque x_ = 0.
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2.2 - Classificagao de Hipersuperficies de R

n+l(sn+l) com

Nulidade Constante

-

Iniciaremos com a classificagao de hipersuperflcies do

ntl

R com nulidade constante. :

”~ + ~
2.2.1 - Proposigao - Seja g:Vk -3 Sncmn 1 uma imersao
isométrica e ¥ qualquer fungao ewm Vk. Considere a

apllcaQ;o ¥iA m"*l, dada por ¥(y,w)=v(y)y ¢+ grad v(y) +

+ W, onde A & o fibrado normal a g em s”. Entao
i) ¥ tem posto mdximo em (y,w) se, sdmente se, o operador

P = v 1 + H - A é n;O singular em T V onde
(Y) Y(Y) - g g’

H
v(y)

@ o hessiano de 7.

ii) Nos pontos em que ¥ tem posto mdximo, g & um campo

normal unitdrio de ¥ e a segunda forma fundamental A=A

em r™! tem posto k e além disso A = - Pl em al.
Demonstragao - i) Escreva T A= al s A, onde
(gsw)

A = (Tgv)l. Sejam wsA e B:(-£, £€) - A uma curva dada

por B(t) = (y,wttv). Entao
v ¥ = d¥ v=§_w(p(t))| :g.(v y + grad v+ w +tv)| =y
Co T Tdt t=0"dt t=0 '

Logo o jacobiano de ¥ restrito a A4 @& a identidade. Por

outro lado se bsal, temos
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d¥.b = éb(vy + grad v + w) = 5bvy ‘ ebqrad Y+ ¥ w =

b

= ¥ éby + b(v) y + Gbgrad v + a(b,grad v) + wa +

“

+ a(b,w) = v ¥,y + b(v) y + v,grad ¥ + a(b,grad v) +

I
L3

+ a(b,grad v) - A b + véw + a(b,w) ¥y + b(¥) y ¢

1
vbgrad ¥ + a{(b,grad v) - (b,grad v) y - Awp t Vv

(b,w) y = (grad ¥,b) y + ¥ sby + vbgraad ) Ay Awb +

+ a(b,grad ¥) - (b,grad v) y + v;w =Y %by + Hvb =

1
- Ab + a(b,grad v) + vyw = (v 1 +H-A )b+

+ a(b,grad v) + V¥
= — g ~ +
onde 9, VvV, e V¥V sao as conexoes de R" l, Sn, e Vk,
respectivamente; Vl a conexao normal de Vk em Sn; A o
operador de Weigarten de g; a e a sa0 as segundas
formas fundamentais de S° e Vk, respectivamente. Logo a

matriz jacobiana de ¥ restrita a Al @ igual a P + D,

onde D:A1 4 A & um operador linear. Portanto o jacobiano,



J¥ tem determinante nao nulo se, somente se, P & nao
singular. Ademais,

(2.2.2) d¥.b = (P + D).b , beal.

11) Observe que nos pontos, onde ¥ tem poOsto
madximo, ¥ ¢ uma hipersuperflcie do m"’l. Ademais
T¥ = Im P + 4, y & perpendicular a T¢¥ e lyl] = 1.

G (v y + grad v + w) = w define uma aplicagao de ¢(A) em

g que & constante ao longo da imagem de { (v, w); wea ).
Portanto dG.w = @ se, w £ A. Assim sendo a aplicagao
normal de Gauss de ¢ & G, e dG = - Ag' E facil ver que

o posto de ag e k. Seja u £ TvY. Entao u = dv.b e

ﬂgu = -dG.u = -dG d¥.b = - b. Usando (2.2.2) tem-se

A [(P+D)b)] = AP.b. Logo A = - pt.

A u
g

{(2.2.3) Teorema - Seja g:vk + 8" uma imersaoc isomdtrica e

¥ qualguer funqgo em Vk. Denote por A o fibrado normal
ao longo de g e considere a aplicaqgo ¥: A9 m"‘l, dada
por ¥(y,w) = v y + grad v + w. Ent;o, no subconjunto
aberto dos pontos regulares, ¢ é uma hipersuperficie
imersa em Rn+l, com nulidade relativa constante n-k.
n+l

Reciprocamente, qualquer hipersuperflcie imersa em R '

com nulidade relativa constante & localmente parametrizada

por ¢¥.
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Demonstragao - COnsequ;ncla imediata de (2.1.3) e
(2.2.1).
(2.2.4) Coroldrio - Seja g:Vk R e uma imersao

isométrica. No fibrado normal unitario, Al, ao longo de

2 - + 3
g, considere a aplicagao T:Al T 4 definida por
¥{y,w) = expy(g—)w = . W onde exp significa aplicagao
exponencial da esfera Sn+l. Entao

i) No subconjunto aberto dos pontos regulares, ¥ & uma

hipersuperflcie imersa em Sn“,' com nulidade relativa

constante n-k.

n+tl
s

ii) Reciprocamente, qualquer hipersuperflcie de § com

nulidade relativa constante, pode ser parametrizada por ¥.

iii) ¢ tem posto madximo em (y,w) se, sOmente se, a
segunda forma fundamental de g na direQ;o w & nao
singular. Em tais casos, a segunda forma fundamental
‘A = Ay de *+ em s™! tem posto k e A = a;l em
Al = TVk.

Demonstragao - i) Seja ngt) a fibra de Al sobre g(y).

A aplicagao exponencial aplica cada wssgzt) ortogonalmente

a g(y). Assim sendo SXPyty) (%(S;I:)) ¢ a intersegao de

um subespago (n—k+l)-dimensional do bk com s”*1, Isto

mostra que ¥(y,w) = expg(y)(% w), nos pontos em que dy @&

injetiva, & uma subvariedae de dimensao n com nulidade

relativa n-k.
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11) seja ¢:m® 4 8™ uma nipersuperficie com
nulidade relativa n-k. Considere ¢ :M = H"x(o,m) - m"’z,’f*

dada por ¥(p,t) = t ¢(p). ¢ & uma hipersuperflcie do ;Q

n+2

R com nulidade relativa n—k+1. Se ja t :V-aM uma

~ ~

segao transversal da submersa n :tM 9V, onde V = M/ e ff

~ -~
¥ @& a relagao de equivalencia definida no capltulo I. Como

(%) & ortogonal a N(¢{(x)), onde N & a aplicaQ;o normal

de Gauss.

Portanto ?E(F,w) = §(x) + w & uma par;metrizaQ;o de ’.

Assim sendo ¥(x,w-{(Xx)) = w & uma reparametrizagao do cone

gque restrita a Al e v.

iii) Observemos, inicialmente, que o posto de ¥ @

pelo menos n—k, pois a fibra S:z:)' & levada por ¥

sobre uma subvariedade (n—k)-dimensional totalmente
" :

geodésica de g 1. Por outro lado, se restrigirmos ¥ a

uma secgao n horizontal do fibrado Al tem-se que

dy dn v = vdn o ¥ veTV, onde Vv & a conexao da esfera
n+l 5 =x

S e por uma secgao horizontal entende-se uma aplicagao

1

n :VaA, tal que dn v @ ortogonal a fibra em cada

M & um cone sobre uma hipersuperflicie de S"*l' segue que fﬁ
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ponto. Assim sendo d¥ & regular em (y,w) se, ’56 se, a
segunda forma fundamental de g na diret;;o w & nao
singular. Ademais, nos pontos em que ¥ ¢ regular, segue de
ii) e de (2.2.1-i) que a segunda forma fundamental, A

da hipersuperflicie ¥, tem posto k e que a:-n;‘ em

Al = TVk.

25




3 - Parametrizagao de Gauss e Problemas de Rigidez.

3.1 - Rigldez Forte.

i seguir usaremos a parametrizagao de Gauss para tratar
do problema de rigidez para hipersuperflcies mlnimas em
espagos de curvatura constante C2@. O resultado principal

trata da rigidez definida em (1.2.11).

(3.1.1) - Teorema - Seja n?, n:4, uma variedade

Riemanniana completa, a qual nao possui espagos Euclideanos

mn-Z ou Rn-3 como fator. Entao, qualquer imersao

isométrica mlnima f£:M" o Rt fortemente rigida.

Para demonstrarmos o Teorema (3.1.1), necessitamos de
alguns resultados, os quais passaremos a estudar.
(3.1.2) Lema [1] - Seja f£: M" 5 A" uma imersao isométrica
minima e a sua segunda forma fundamental. Entao para todo
penn tem-se Ker a = Eer R.

~

Demostragao - De (1.2.6)° tem-se que se, X ¢ Ksr a,

entao R € Rgr R; donde Rsr a cC Kgr R. Reciprocamente,

24
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1”"'en-l} uma base ortonormal de Tpn, entao

n—1
Ric(x) = —fé—l L (R(x,e )ei,x) =
C L e e ). = 2
= —7 ; [ a(x,x),ale;,e;) la(x,ei)l ] =
= e ¥ nil [¢a(x,x),a{e ,e )+...+a(x,x)> - |a(x,x)|2-
n-1

SN CICIC I P

Como £ & minima,

tr Aa(x,x)= (a(x,x),a(el,el)+...+a(x,x))=0

n—1
(3.1.3) Ric(x) = € - = { Ja(x,x)|? + L la(x,e;)|? ).

Suponha que x ¢ Kgr a, entao

: 1
Ric(x) = —— f ¢ R(x,ei)ei,x) = C.

Substituindo em (3.1.3) obtemos
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n—|{
2 2
la(x,n) 12 + 2 Ja{x,e;)]? = o.
i

Logo a(x,y) = 0 V¥ ysTpn, isto ¢, x & KRer a e portanto

Eer R ¢ EKer a.
P p

(3.1.4) Proposivgo [1] - Sejam £:M" o ﬁg+l e g:M o ﬁ3+p,

p21, imersoes isométricas minimas, com segunda forma
fundamental a e 7.4 respectivamente. Suponha que
dim (Rer a)s n-3. Se B = {91""'.n} ¢ uma Dbase
ortonormal de TDM gque diagonaliza a, ont:o B

diagonaliza B.

DemonstraQ;o - Sejam { el,...,en) uma base de Tpﬂ que
diagonaliza a, aij = (a(ei,ej),N>, N normal a £ e
Bij = ﬁ(ei,ej). Como f(Mn) e g(ﬂn) sao localmente
isométricas, tem-se de (3.1.2) que ERer a =Ker B. Sem
ﬁerda de generalidade podemos supor que

Eer a = Ker B = {(@). De (3.1.3), obtem-se

: 1 2
(3.1.5) Ric(e,) = C — —¢ |“ii|
e
. 1 2 2
(3'1'6) Rlc(ei)=c -ﬂ[lﬁiil L Ipl“l =
J#i
1 2 2
v ol ;:TJfllﬂiJI .
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Logo
n
2 2
{3.1.7) la;; 17 = £ |pij| .
J=1
Se, Ri; e Ri3 representam as curvaturas seccionais de f
e - respectivamente, relativas ao plano gerado por

{ei,ej}, entao usando (1.2.6)' obtemos

(3.1.8) B —C e a. a,.
1) 11 I
izj
g _ _ 2
(3.1.9) B3 —C = BBy |pij|
Logo
2
(2.1.10) a;i%j; = (pii,pjj> - |piJ| 5

Elevando-se ao gquadrado os membros de (3.1.10) tem-se

2 2 2.2
{3.1.11) la;; | Iajj| = [(pii,pjj)-|pij| 17

Usando (3.1.7) segue

n n
2 2 2 2
(3'1'12) lalil laJJl = 5 |Blkl f 'BJkl *

De (3.1.11) e (3.1.12) obtem-se
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2.2 n 2n L 2 -
(3-1.13)  [<B; B 018, 517] - 185 | : B 1°

E facil ver que

2,2 2 2 2 2
(3'1'14) [(Bii’pjj)—lﬁijl ] 2(|ﬁii| +|pij| )(ijjl ’lpijl )'

~

Entao

[By o8y =18, 12022 1, 1218, 12 1, 12018, 12 18, 1)
IR R R LN D R LT
ST VS P R R e LA AR PR A LR
S R Y Y YT MR L T A L

2,2 .
=[<,e“,p“> + 'ﬁijl 1%, igj.

Assim sendo <pii,pjj>se se, ﬁij#O e i#j. Usando

{({3.1.12) obtem-se

2
(3.1.15) @ i%55 ¢ T 'ﬁij' .

Como dim (Rsr a )< n-3 tem-se que aiiajj nao podem ser
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negativos v i,j. Logo existem Indices 1i,j, izj, para os

quais ﬁij=0. Para estes Indices, seqgue de (3.1.14) que

2 < 2
(Bii'pjj) 2 lﬁiil |BJJ| e (3.1.13) nos diz que a

igualdade ocorre se, somente se, ﬁik=pkj=0 v k, k#i,
k#j. Repetindo o argumento para cada conjunto de Indices
i,k, como acima, conclui-se que Bki=0 k#i. Portanto 8

¢ diagonalizdvel.

~

(3.1.16) Observagao - Os argumentos acima nos permite

concluir que 8B B v i, o que significa dizer que o

Ji
primeiro espago normal de g tem dimensac no mdximo igual

ii

a 1. Como estamos supondo EKer a = Eer 8 = {0}, seque-sé
que existe tal que ﬁJJ#O e portanto o primeiro espago

~

normal tem dimensao constante igual a 1.

(3.1.17) Teorema [1] - Seja M', n:3, uma variedade
Riemanniana, conexa e f£:M o ﬁg*l uma imersao isométrica
minima. Suponha que existe psnn tal que dim (Rsr R)<n-3.
Ent;o se, g:rln - ﬁg+q, gq:1l, @& qualquer imers;o isométrica
minima, tem-se que g=Tof, onde T:ﬁg+q 4 ﬁ:*q & um
movimento rigido. '

Demosntraggo - Observemos gue existe uma vizinhanga U de
p para a qual dim (Bgr R)sn-3, Vv reU. Segue de (3.1.16)
que o primeiro espago normal da imers;o g na vizinhanga U

tem dimensao constante e igual a 1. Assim, se QlTﬂl gera
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O primeiro espago normal de g, tem-se p(u,ﬁey)dagx,nty)s
(ﬁtatx,y)tﬂp(nex,y),{')t:p(ﬁex,y), onde B ¢ a segunda

forma fundamental de g e A e o operador de Weingarten

§

na direc;;o L. Conclui-se que rl-0. [ver (142:9)")
Usando o0 teorema | de [2] obtem-se uma subvariedade
totalmente geodésica ﬁg*‘cﬁg“’ tal que g(U)cﬁg“. De
(1.2.10) existe um movimento rlgido 'l‘:ﬁ"c+l - ﬁ::"l tal que
g = Teof em u. Como M & conexa e £ e g s;o
anallticas reais obtem-se g = Tof em M.

(3.1.18) Lema - Seja £:M” o m"”(s"”) uma imersao

-~

isométrica com nulidade relativa constante Osoosn. Entao

£ e minima se, sOmente se, a parametrizagao de Gauss
satisfaz
. -1 n+l
i) tr( ¥vI + H - A ) = 0 em R ’
o +
ii) tr le =0 em s" 1,

para todo ponto (y:w). Em particular se v_=n-2, £
cerd minima se, sdmente se, a imagem de Gauss 02 e uma
superficie mlnima na esfera e Ay + 2y = @ em V2.

Demonstra¢;o - i) A propriedade de f ser mlnima independe
da paranetrizaq;o. Logo (2.1.3) nos diz que f & minima

se, somente se, - tr ag = tr -P—I:O, onde P = vI + Hv s A".
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ii) Segue imediatamente de (2.2.4).

- -1 1 1
Se vo-n—-2, entao : o iy g B e tr(m P)-—— E't—-PtP P.
f @& minima se, sé se, tr P = 2y + Av + tr A =0 Vv (y,w).

~

Entao O =72y #Ay"="tr ﬂ_w= 2Y + Ay + tr A". Portanto 2v +

AY. = © vy e consequentemente tr aw = @ Vv w. Donde
segue que V2 e minima. Se, V2 ¢ minima e 2v + Ay = @
em 02, @ imediato que f @& mlnima.

+ ~
(3.1.19) - Lema - Seja f:M 4 R" ! uma imersao isomdtrica

com nulidade relativa constante v_=n—-2, Se, as folhas sao

completas e a curvatura média nao muda de sinal ao longo das

folhas, entao a imagem de Gauss & mlinima.

~

Demonstragao - Seja v a imagem de Gauss. Como v°=n—2,
1
tem-se que 2H = - det P tr P, P = vl ¢ H' - tr ﬁw. Fixe
(y,w) e considere t 9 (y,w-tv), v£®d e vsTVl. Entao
2H = tr(vl + H - A ') =2Y + Ay —tr A_+ t tr A .
Portanto H muda de sinal, a wenos que tr av = 0.
1

Segue-se da hipdtese que tr ﬂw =@ Vv weTV",

(3.1.20) Proposigao - Se f: 3 gl Sn+1, nz4, & uma imersao

isométrica, onde M @& completa, cuja curvatura média H

nao muda de sinal, entao nao existe aberto Ucﬂn, onde a
nul idade relativa seja n-2.

Demonstragao - Suponha que existe um aberto ucH” no qual a

nulidade relativa v°=n—2. Como m" ¢ completa a




o5 ¥

parametrizagao de Gauss de f(U) & regular e pelo coroldrio

-1 -1
(2.2.4) A_ & inverslvel. Como H(w):trnw = - trn_":i- H(-w),

~ ;

segue da hipdtese de H nao mudar de sinal que tr avgo

v w. Como o espago das matrizes simdtricas 2x2"cpm trago

nulco tem dimensao dois e a codimensao da imagem leaplicaqao

~ 2
normal de QGauss @ no minimo tres, conclui-se que,;f?:‘aw é

singular para algum w, |w|=1, em qualquer ponto yeV.

~

Portanto f nao pode possuir nulidade relativa igual a n-2

em um aberto U.

(3.1.21) Teorema - Seja £:M" o m"”, n:4, uma imersao

isométrica de uma variedade completa com nulidade relativa

v_=n-2. Suponha gque a curvatura média H, nao muda de
sinal, mesmo localmente. Entao t(ﬂp) decomppgfse- num
produto Euclideano L2 "2 ou L% mn-3,

L3clRq com nulidade relativa um.

Demonstragao - Como nt e completa, suas folhas também sao.

Segue do Lema (3.1.19) que a imagem da aplicagaq;pormal de

Gauss, 02, ¢ mlnima. Seja ¥ a parametrizagao dqfOluss, a

P

qual & regular em todo ponto (y,w) do fibrado normal de

Vz. Suponha gque para algum Y, ('I’YV:")'l confenha um

subespago bidimensional E, tal que a aplicagao w - Az &

um isomorfismo entre E e o espago dos dperadores

auto-ad juntos de trage nulo. Considere a aplicagao

w - v(y)l +Hy(y) — A , a gqual aplica E sobre o giubespaqo

w

e
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afim das matrizes simdtricas de trago constante. Como o

subespago das matrizes simdtricas de trago constante contém

um elemento nao singular, segue-se que a parametrizagao de

Gauss @ nao regular em algum ponto (y,w). Deste modo, nao

existe E nas condigoes acima e portanto para todo ;,yevz («]

. i 1
nicleo da aplicagao T:(TyV) 2 F, T(w) = A, on#e F e

o espago das matrizes simétricas de trago constante, tem

dimensao maior ou igual a n—1. Segue-se que 0O primeiro
espago normal a v?  tem dimensao no mdximo 1 em cada

ponto e portanto V2 ¢ uma subvariedade da esfera com o

tensor curvatura Rl=0. Se existir um ponto psvz, tal que

~ ~

a dimensao do primeiro espago normal tem dimensao um, segue

de [3, pag 273] que existe uma aberto denso a,}a qugs

componentes conexas estao contidas em ‘esferas

tridimensionais, totalmente geodésicas de gh, Por

analiticidade segue que 02 estd contida em uma subvariedade

totalmente geodésica de dimensao tres. Portanto temos dois

2 3

casos a considerar. i) V ¢ uma superflicie em S

ii) v?

@ totalmente geodésica em s™. No segundo caso as fibras do

fibrado normal sao paralelas e por (2.1.3) a

hipersuperflcie & o produto de um chm3 por uu;v.fator

Euclideans B primeiro caso, cada folha do tibrado

normal se decompge na forma A, & A ., onde A @ a folha

do fibrado normal de v? em 53 e An_3 é o complgmentar
n

ortogonal de A, em S . Neste caso A é também
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paralelo. Segue-se de (2.1.3) que a hipersuperficie & o
3 4

produto de L cR’, cuja nulidade relativa & um, porium fator
Euclideano mn—B. i
Observagao - O Teorema (3.1.21) nao vale em geral para
n=3. De fato, considere O toro de Clifford Tzcss,
parametrizado por Lt i

x(u,u):—‘/—é—_ (cosv 2 u, sen/ 2 u, cosv/ 2 v, sen \/—fv ).
3 :

Se ja v:HcR2 + R, W aberto, satisfazendo (4v + 21)2(41§u.
2

Considere ¥ = ¥x 4+ grad ¥ + w, w & normal a T'. v ¢

regular e a imagem da aplicagao normal de Gauss de ¥ @&

T2. Portanto se Ay + 2y = @, ¥ @& minima e regular, Como
T @ completa ¥ & completa. Ademais admitindo o teorema

(3.1.21) e usando (2.1.3) teriamos que T2  seria uma
variedade totalmente geodésica do 83. - Por oconseguinte ¢

& um contra-exemplo do Teorema (3.1.21)

Demonstragao de (3.1.1) - Se existir um ponto pe

.%;{..,,»—“-

a nulidade relativa & menor ou igual a n-3, a conclusao

seque de  (3.1.17). Caso contrdrio, existem pontos ouja

nulidade relativa € n ou n-2. Seja U um aberto, cuja
7R

nulidade relativa & n. Entao £(U) & totalmente geodésioca

e portanto t|u ¢ rlgida. Assim, podemos supor qugﬁexlste

um aberto denso A, cuja a nulidade relativa é n-2

-

-3 <~ 2 wefor -
st g W= A v

E S

A

-~ . Tt
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~

as técnicas da demonstragao do Teorema (3.1.21) ,Jobtemos

que cada componente de A se decompoe como um Produto do

tipo L2x R 2 ou L3x m"‘g, situagoes que estao excluidas

por hipdteses.

4
(3.1.22) - Teorema - Seja f: M® 4 g" ki n:d, M completa,
uma limersao isométrica wmlnima. Entao f é fortemente

rigida.

Demonstragao - E imediato de (3.1.20) e (3.1.17);

Seja f:M" o ﬁg+l uma imersac isométrica minima com

nulidade relativa constante n-—2 [ 4] seu operador de
Weingarten. Sejam A = Ker A = g:m" -3 8‘ uma fungao

diferencidvel. Considere’ o tensor R © qual & a

ol

~ A A
identidade em 4 € a rotagao de um angulo & em uma

_ - : i ) =
orientagao fixada em A°. Defina 39-89/2 A R_0/2.L E claro

que tr A,=0, Ae(xl)zcos & AX, — sen & RAX,.

1 43 .
AX, = sen @ AR, + cos @ X, onde (KI'XZ} € uma base

compativel com a orientagao de &

(3.1.23) - Proposigao - A, satisfaz a equagao de Gauss.
Demonstragao - Sejam {x,y} uma base ortonormal de Tpﬂ.
Entao

(R(){,y)y,)()=(R(R_a/2xvR_0/2Y)R__0/2le_0/2x)=
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2
672" g/ AR _4 591 R_g,¥)~CAR o %,R_p ,y)?=

=(AR

2
=(Rox,x>(agy,y)—(nox,y) .

(3.1.24) Proposigao - R, satisfaz a equagao de Codazzi

se, somente se, & @ constante.

Demonstragao - Seja {Xl’x2'93""’en} um referencial

geodésico em psnn, tal que (Xl,}(?} @ uma base de A"’ e

(ea,...,en) € uma base de 4. Para verificar que no

satisfaz Codazzi & suficiente mostrarmos que as equagoes de

Codazzi sao verificadas no referencial acima. No referencial

acima as equagoes de Codazzi sao

{3.1.25) v Rgw — v Az = 0,
onde z,w & {xl,x2,e3,...,en). Assuma, por um momento, que
i) ve.nx1 = 9, vV Jj23 e i=1,2

J
ii) % QXI + vX 9X2 =9

1 2
Como 999J=0 S (3.1.25) & satisfeita para
Z,W § (93,...,9n). Seja w = X1 e zZ = ej. usando que



e. &

V,Agw — V Az = ¥ Jn K, = veJ(cos 6 AKX, — sen @ AxX,) =

=cos & veJAX1 + eJ(cos e)nxl — sen & vejaxz - ej(sen 0)932-

= — A ( sen 8 eJ(B) X+ cos @ EJ(B) Xz).

1

Desde que A restrito a A ¢ injetiva tem-se que

VAW -V A 2z =0 se, somente se, e.(8) = 0. Considere
z 8 w 8 J

w o= Xl e z = X2' Entao

ViBgk, — Vy R X, = vxgcos 6 AR, - sen ¢ Ax,) -

- Vxl(sen 6 AX, + cos @ AX,) = cos & (vxznxl— vxlaxz) -

— sen & ( Vg RE, + N

AX ) -
2 3 3

— A(({sen 6X,(6)+cos OXI(G))X1+(oos 6X,(8)-sen 031(0))82).

Usando que A satisfaz codazzi, ii) e que A @& injetiva

em A1 obtem-se que 99 satisfaz Codazzi se, somente se,

XI(O) = XQ(B) = 0. Portanto admitindo i) e ii) tem-se
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que A, satisfaz Codazzi se, somente se, & @ constante.
Observagao - a) A hipdtese adicional i), utilizada na
demonstragao de (3.1.25) segue diretamente do fato do
referencial ser geodésico e de A satisfazer Codazzi.

p) A nipbtese 11) utilizada para verificar
(3.1.25) pode ser obtida mostrando as seguintes afirmagoes:
Afirmagao 1 - Desde que ( Axi,ej) = ©® para it= 1,2 @

J = 3.0, tEWM-SE (vxiaxi,ej) = 0.

~

Afirmagao 2 - Desde que tr A =0 e A satisfaiiCodlzzi
ent;0 Lﬁr
(3.1.26) (VAR ,R.) = — Yy QXI,X2), P

1 2
(3.1.27) <vxznx2,x2> = (vxlnxz,xl).

Afirmagao 3 - Usando que A & auto-adjunta tem-se

(3.1.28) (vxlaxl,x2> = <vxlax2,x

1)’

(3.1.29) (VX QXI,XQ) = (Vx QX2,

X ).
2 2 +
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Aplicando o Teorema fundamental das subvariedades

[11,vol 4, pag 70] obtem-se uma famllia de szktmersoes

isométricas feznn -+ ﬁn*, associada a um par;mtro e,
onde fo =z 8 fg n;o s;o duas a duas conqruent!i.
(3.1.30) Teorema - Seja f:M" - ﬁg”, M" simplesmente
conexa, uma lmers;o isométrica minima com nulidade ‘.relatlva
constante n-2. Ent;o qualquer outra lmers;u isométrica
minima f£:M° o ﬁg*l é congruente a alguma f.

Demonstrag;;o - Seja E 0 operador de Helnqarten}lrde ;

Pelo Lema (3.1.2) segue-se que A =Eer A = Ker A;L Como f
e f sao imersoes isométricas minimas tem-se que€?9|41 =

Q|A1 sa0 aplicagoes auto-adjuntas com 0 mwmesmo tra;o e o

mesmo determinante. Portanto AIAI & AIAL difere por

umarotagao Ro de um angulo g. Mas pela

Proprosigao (3.1.24) & & constante.

Para concluir esta segao vamos dar um contra-exemplo

para o teorema (3.1.22), quando n=3. Seja V?CS4 uma

subvariedade minima com curvatura normal kN nao nula em

todos os pontos, por exemplo a superflcie de Veronese. Desde

3 ;
que KN(q,n) = (R (x,y)¢,n) = ([ne,an]x,y) tem que a" [
nao nula para todo w normal a V2. Por outro lado

tr A= 0 v w normal a Uz. Assim sendo ¥(y,w) = w
definida no fibrado normal unitdrio de V2 . & uma
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hipersuperflicie do Sq completa. Aplicando o

Teorema (3.1.30) obtem-se que ¥ nao & rlgida.

(3.2) Rigidez de Hipersuperflcies em .n+l.

Nesta segao discutiremos rigidez para imersoes de m"

em Rn+l.

(3.2.1) Teorema - Seja f£:M° o R"*! uma imersao isométrica

de uma variedade completa sem pontos planares. Suponha que a

curvatura média H nao muda de sinal, mesmo localmente.

~

Entao £ ¢ rlgida num subconjunto aberto ou £(n) se
decompoe-se como produto do tipo L2 /"2 ou Lixiphd.
Demonstragao - Como f nao possui pontos planares; tem-se

que a nulidade relativa @ menor ou igual a n-2 em todos
os pontos de n". Se ja psn" tal que a nulidade relativa
vip){(n-2, entao existe um aberto U, onde v(q)(n;2 para
todo gq&fU. Aplica-se (1.2.19) para concluir que(?t(u) e
rlgida. Caso contrario v(p)=n-2 v peﬂn e t(ﬂn) se

~

decompoe de acordo com (3.1.21).

{3.2.2) Teorema - Seja n" completa com curvatura escalar

+ ~
s satisfazendo © ( & < s. Se f:ﬂn -3 Rn 1 ¢ uma imersao

isométrica tal que a curvatura média H & limitada, entao
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f & rlgida em algum aberto de 1

DemonstraQ;o - Como sy® segue-se que a nulldade.felatlva
v(p)s<n-2 v penn. Se existir um ponto peﬂn /ftal que
v(p) ¢ n-=2, ent;o f @& rlgida num subconjunto aberto de
n". Resta analizarmos o caso em que v(p)=n-2 vV pem”.
Neste caso wmostraremos que a imagem de Gauss v? 3

totalmente geodésica e portanto f(n") se decompoe como um

produto de sz mn—2. Sejam ¥ a parametrizaqao'de Gauss

para f e w normal a 02. Considere Pt » ¥i° % Hv - tﬁw.

seja {e,,e,,e,,...,e } uma base de TPH tal queli(el,e2)

& uma base de Im A = a' e {é,y:+.42 )} & uma base de
3 n

Rer A = A, onde A & o operador de Weingarten de f. E

facil verificar que

s = m L (R(ei'ej)e.i’ei)g

i

1

1 2 -
- m ((AEI,EI)(AC2,22) - (Qel,ez) )- m det(ﬁlAl)-

1

-— ~
Logo n{n-1) = det Pt’ onde det(Pt) ¢ um polinomio do

s
segundo grau em t. Como @ < & ¢ Isl tem-se que det Pt
& oconstante. Por outro lado H= — tr
—1 1 1
Pt = - E‘{—P—t tr Pt = m‘P—t( AY +2¢v — t tr AW)’ que ‘ um
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polinomio do primeiro grau em t. Portanto tr A" = 0.
Logo tr P, @ constante. Assim sendo P, é constante, donde

se conclui que A = 0. Como W @ arbitrario segue-se que a

imagem da aplicagao normal de Gauss & totalmente geodésica.

Logo f(Hn)=L2x m“‘2. Ademais L2 ¢ completa com curvatura
Qausslana s, |s| 2 6 ®. Do teorema de Efimov [1®] s

¢ positiva. Usando o teorema de Bonnet [6, pag 332] tem-se

que L2 @ compacta. Aplicando-se o teorema de Hadamard

[11, wvol 3, pag 90] obtemos que L2 @ convexa. Assim
sendo, L2 ¢ rigida pelo teorema de Chon-Vossen [1l,vol 5,

pag 250] e consequentemente f @& rlgida.

~ v
{(3.2.6) Teorema - Qualquer imersao isométrica £:M" 4 R® l,

n" conexa, com curvatura média constante Hz® @& rlgida a

" PR

n—l’ onde L“cR” tem

menos que £(M)cL?x ®R" ou f(M")cslx R

curvatura média constante H.

Demonstragao - Se existir um ponto psﬂn, tal que a
nulidade relativa v(p)<n-3, a rigidez segue de (1.2.10)
e da analiticidade de f. Caso contrario n ) v(p) 2 n-2 e

v_= n—2 num aberto uchH”  ou v(p) = n-1 para todo pen”.
No primeiro caso a imagem da aplicagao normal de Gauss V2

@ totalmente geodésica e f(U)csz m“‘z. De fato, seja

¥ = vy + grad vy — w a parametrizagao de Gauss. Entao

- -1
H= - tr Pt =— tr Pt det Pt ’
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onde P, = ¥I + H + tA = (P -~ tQ), onde P e Q sao

matrizes auto-adjuntas dois por dois. Portanto

{3.2:.7) det P H = — tr P,
onde det P = det P — t tr (P Adj(Q)) + tz det Q, e
tr P, = tr P — t tr Q, e Adj(Q) significa a matriz

ad junta de Q. Portanto

(3.2.8) H det P = — tr P,
(3.2.9) H tr(P Adj(Q)) = —tr Q,
(3.2.10) det Q = O.

Se ja {el,ez} uma base ortonormal do R que diagonaliza

Q. Entao de (3.2.10) obtemos

Usando (3.2.9) e tr Q # @ conclui-se que He = -1, que

ao substituirmos em (3.2.8) obtemos i T -1. Portanto

Tr Qw @ nulo e como w & arbitrdrio e det aw = @ tem-se

gue V2 @ totalmente geodésica. No segundo caso
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H = —det P tr P, onde P, = (vl «+ H — tAa_) é uma

t
matriz um por um. Logo nw = 0 e a imagem da aplicagao

normal de Gauss & totalmente geodésica e portanto usando a

parametrizagao de Gauss tem-se que f(n") = Slx Rn-l.

(3.2.11) Teorema - Seja M® conexa Com curvatura escalar
constante s # 0. Ent;o qualquer imers;o isomdtrica
£: M° o m"*l & rigida num subconjunto aberto ou
£(M") ¢ L2k "2, Se, M & completa e f(ﬂn)cszRn-z,

entao f(M") = s?x R" 2,

Demonstragao - Como a curvatura escalar s ¢ @ tem-se que a
nulidade relativa v & maior ou igual a n-2. Se‘existe
peM”  tal que v(p)sn-3, ent;o obtem-se de (1.2.109) que
£ @ rigida em algum aberto. Portanto, podemos supor que
v(ip)=n-2 para todo psMn. Se ja Y = vy +grad‘1 +w a

~

parametrizagao de Gauss de n". Entao

B3] - det Fos

onde P

(vl +H - tﬂw). Assim sendo

det(vI+H,) — t tr((vI+H )(Adj(a_)) + t’det a_,

n

onde Adj A significa a matriz adjunta de Aw. Como s @&

constante, tem-se
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(3.2.12) det(vI+H ) = Syn-i)

s

(3.2.13) tr((vI+H )(Adj(a_)) = o,
(3.2.14) det A = o,

para todo w normal a imagem da aplicagao normal de Gauss.

De (3.2.14) e da equagao de Gauss tem-se

€
Byz = 1 + Z det A = 1,
i=1 i
onde WiseeosW,} & uma base de (TV"',)'l e V¢ a imagem da

aplicagao normal de Gauss. Se a codimensao de 02 = um,

segue de ({3.2.7) que a nulidade relativa & maior ou igual

a um em todo ponto. Se, psU2 e um ponto de nulidade
relativa nula, ent;o existem tl’ £2' tais que

2 :
[Ul] & [U2] = TpU ; [ul] =ker At1 ® v, = Eer At Se ja
v=av +buv_,. Entao

1 2

Atl*fz(U) = a 952(U1) +b ﬁtl(vz).

Como ns & Qf sao auto-adjuntas segue-se que
1 2
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ne .t (v) = o se, sO se, a =b = 0. Assim sendo a
1 *2

nulidade relativa de v? ¢ maior ou igual a um em todo

. 2
ponto. Se tr A ¥ O, se ja {XJ,YQ) gerando TV
diagonalizando Qw numa vizinhanga U de pevz. e ﬁwX2 = Q.
Observe que v, B. = v X = 9, onde v ¢ n derivada

X2 1 Xl 1
2
covariante de V°. Como
e V4R X (¥), K R (v) '
1 K R, (v), Y+X K, (¥)
usando Tr A ¥ @ e (3.2.13) conclui-se que
Yt R Ko (Y) = v o4« vXQgrad v,x2> = 0.
Logo
(3.2.15) — xl(v) = xl(vX grad 1!,}{2)=(vx vx grad v,x2)+
2 1 =2
+(vX2grad v,vxlx2)=(R(X1,X2)grad v,x2)+(vx2vxlqrad v,x2>+
'
2« VX grad v, VX XZ)
2 1
2 n(n-1
Segue de (3.2.12) e de tr A #9 que -~ [xlxz(v)] =—l;——l.
Portanto, 9 = X2(Vxlgrad 1,X2) = (vxzvxlgrad 7,82). Como
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v2 tem curvatura seccional igual a um, cbtem—se

(R(X ,x2)grad Y, R, )= — (Xl,grad Yy = — Xl(v). Segue de

1 2

(3.2.8) que

@ = (v, grad ¥,V X2)2 =S X2,X1)(v

grad ¥,X ),
X2 Xl X1 32 1
que nos leva a uma contradigao. Portanto tr Aw = @ para
todo w normal a imagem da aplicagao normal de Gauss e 02
¢ totalmente geodésica. Assim sendo se, v(p)=n-2, v plﬂn,
: 3 n 2 n-—-2
segue da parametrizagao de Gauss que f(M )cL“x R . Por

outro lado se M" @& completa, segue-se que L2 é completa

com curvatura constante igual a s#0. Por conseguinte L2

¢ compacta e portanto isométrica a esfera Euclideana 92.
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