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o -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAINTRODUÇAO

No estudo das hipersuperflcies em variedades

Riemannianas o conceito de rigidez desempenha importante

papel, a saber, o de classificar as hipersuperflcies a menos

de movimentos rlgidos do espaço ambiente.

Um resultado fundamental nesta direçao ~ o teorema de

Beez-Thomas[5,pag 11]: Uma hlpersuperflcie, cuJo posto da

segunda forma fundamental, ea cada ponto, lor pelo .enoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

..••..

tres, ~ rlgida. A questao natural que surge, pode ser posta

como segue: dada U1l\aimersao isoEtrica
=11+1

-t De '

-
e. Que condicoes uwa

f: rf1

onde ~+1

C
te. curvatura constante,

por um movimentos rlgido

g:"rt -t

T:~+P
C

~+p

C '

-t ~+p
C .

~J, difere deRQPONMLKJIHGFEDCBAtoutra i1llersaoiso~trica

Quando a resposta

a esta questao for afirmativa, dizemos que f ~ lorteaente

rlgida.

Em [1] encontra-se o seguinte resultado: 1I1Ia

A.

hipersuperllcie Ln í rsa de dimensao Daior ou igual a tres,

que tem posto da segunda forma fundaaental .aior ou igual a

A

es em um dos seus pontos, ~ forte1llenterlgida.

Neste trabalho estudamos um artigo de 11. Dajczer e D.

011''011 [4], sobre a classificaçao de hipersuperflcies com

1
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nulidade relativa constante e problemas de rigidez, onde o

esultado de [1) ê estendido. O obJeto em estudo sao as

hipersuperflcies com nulidade relativa constante em espaços

de curvatura constante. Para as hipersuperflcies com esta

propriedade podemos definir a "inversa" da apllcaçao normal

de Oauss no flbrado normal de sua imagem, a qual Chamaremos

Parametrlzacao de Oauss.

Como aplicaçao da parametrizaçao de Oauss, obtem-se um

teorema que classifica as hipersuperflcies com nulidade

relativa constante em espaços de curvatura constante maior

ou igual a zero e aborda-se alguns aspectos da rigidez,

onde o principal resultado ~:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBArr, uman~4,SeJa

varideade Riemanniana, completa, a qual nao possui fatores

n-2 n-3
Euclldeanos do tipo IR ou IR • Entao, qualquer imersao

isomêtrica mlnima f:ft'l-t IRn+1
ê forte.ente rlgida.

Alem deste resultado estudamos as hipersuperflcies,

11

" I

com nulidade relativa constnte n-2. Neste caso,

podemos definir em M
n

uma forma bilinear simêtrica

A
B

= R
B
/
2

A R-B/2' onde A ê a segunda forma fundamental

de MO e 8 ê uma constante. Mostramos que ~8 satisfaz

as equaçoes de Gauss e Codazzi e pelo teorema fundamental

das subvariedades imersao isomêtricaexiste urna

f(1: Mn ~ (Rn+l

g: n" ~ IRn+ I ,

Ademais, qualquer imersao isometrica mlnima

n-2, ê localmentecom nulidade relativa

lsorr~trica a f(1' Este resu Ltadc e uma generalizaçao da bem
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conhecida helic6ideVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAmRQPONMLKJIHGFEDCBA
3

•deformaçao catenoidedo no em

Aplicamos, parametrizayao deainda, Gaussa para

onc luzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi r- que toda hipersuperC leie co~leta de di~nsao

ior ou igual a quatro e nulidade relativa constante n-2,

uJa curvatura ~dia nao muda de sinal, se decompoe COaD um

produto
2L )I IRn-2 ou

3
L )I IR

n
-
3 .

A

O nosso trabalho se divide em tres partes. Na primeira

finamos as notaçoes e descrevemos alguns conceitos bàsicos

necessàrios ao entendimento geral do trabalho. Na segunda

parte, encontra-se a construçao da parametrizayao de Oauss e

mostramos que uma hipersuperflcie possui parametrizaçao de

Gauss
,

so se, Natem nulidade relativa constante.se,

terceira e ultima estudamos os teoremas de rigidez e entre

estes encontram-se o resultado principal acima mencionado.



1 - PRELUlINaRESzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 - Notaçao e Conceitos Bãslcos

Consideremos apenas variedades Riemannianas, as quais

n
denotaremos por M,

MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n

onde n indica sua dimensao. O espaço

pEM
Tl

serA denot ado por T M.
P

tangente a no ponto

Usaren~s a notaçao X(M) para indicar u conJunto dos campos

d i Le r-enc i à oe í s em M
n

. sao variedadesSe ~ Fi'"e

diferenciAveis e
n -m

f:M ~ M e uma aplicaçao diferenciAvel,

deno t aremo 5 sua diferencial por df. o slmbolo v

repr-esen t ar-à a cone xao R i emanni ana de Mn
A

cuja eHistencia e

unicidade se deve ao teorema de Levi~Civita[8,pag 47].

nssoc t ado a esta conexao ex Ls t e um tensor R, chamado

tensor de curvL\tura de rf,definido por

(1.1.1) R(K,V)Z = V}{VyZ - VyV}{Z - V[X,y]Z,

ClllClp x , Y e Z EX(M) .

Sejam
n

n22,pEM , eRQPONMLKJIHGFEDCBAo

p
~

de T M. Se H,YEX(M) sao
p

prlra a

p'
o nt'tmero

4

um subespaço 2~ imens iona 1

{K,y}p ~ uma baset ais que
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am~-se curvatura seccional de M
n

relativa ao subespayo

~ tiverUsaremos a notaçao
n

Me' quando a variedade

r"Atura seco i ona I constante c. Neste oaso o tensor

curvatura' dado por

(1.1.3) R(K,Y)Z = C «Y,Z>K - <K,Z>Y)

5

Se, e
1
,e

2
,···,e

n
5ao campos diferenoiAveis em ~ e

em pEM
n

T 11,
P

formam uma base ortonormal de

tensor de RiooiVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAem e. por
1

(1.1.4)
n-1

1
= ---1 I (R(e.,e.)e.,e.>,
n- . 1 1 J J 1

J=

Ric(e.)
1

P a c u r-v a t ur a escalar de M
n

em p porZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(1 .1 .~ )
1

= n(n-1)

n-l

L <R(e.,e.)e.,e.).
. . 1 1 J J l.
1 , J =

s(p)

1.2 - Imersoes Iso tricas

definimos o
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nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Sejam M e Rn+e , e z 1 , variedades Riemannianas. Uma

aplicaçao dlferenclAvel f:Mn ~ Mn+t uma lmersao~

i ~Q mó t r· i ca se, para cada pEM
n , (x,y> =VUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(de x,df Y>f( )

P P P P
N

uma lmersao iso~trlea,V K,y E T M. Quando
p

r l?

identificamos aberto UCM
n f(U)ctf1+e

come T M
P

~cff1+t

um com

df (TM). Nestas conc.tlçoes, podemos
p p

T ti = T M GI (T M)1, onde (T M)1
p p p

ortogonal de T M em T R, que serã
p p

supor que e

é o complementar

a M
n

chamado espaço normal

N de vetores diferenciãveis em Hem p. Um campo

tal que
1 n

N(p)RQPONMLKJIHGFEDCBAE (T M) , pEM ,
P

~ chamado campo normal a ~

e X(M)l denotarA o conjunto de todos os campos normais a

n". Indicando a c one xao Riemanniana de H por v, tem-se

(1.2.1) Vx Y
- T= (vXY) + a(X,Y},

(1.2.2) VXN = - .A K + (v N)1
N X'

v x , Y E X(M)
1

v NZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE X(M) • (V)T = ve E Cãcil ver que

e a cone>tC\o de M
n a:X(M)xX(M) ~ X(M)1 ~ bilinear ee que

s i m~ t T' i c a [ 8 , P a 9 108]. A a p 1 i c a ç a o a ~ chamada segunda

f or ma fundamental da imer sao . Em (1.2.2), - AN ~ chamado

1 - 1
v = (v) conexao normal daoperador de Weingarten e

in~rsao.

Sejam X,Y E X(M)
1

N E X(M) . Entaoe



7zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

0=X<Y,N>=<VXY,N} + (y,VXN}=<a(H,y),H> - (ANH,Y>.

(lS511TI,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBApara cada p.d1n , obtemos

(1.2.3) = <a(X,Y),N) .
p

<ANX,y>p

Con~ aplicaçao de (1.2.1),RQPONMLKJIHGFEDCBAe (1.2.3)(1.2.2)

segue-se

(1.2.4) i(K,Y)Z=R(X,Y)Z - Aa(y,Z)H + Aa(H,Z)Y +

1 1
+ a(H,~yZ) - a(Y,~XZ) + vXa(Y,Z) - vya(K,Z) - a([K,Y],Z).

(1.2.5) i(X,Y)(= - VX(A~Y) + Av~~Y + Vy{AtH) - Av~tH •ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 1 1

+ n~([x,Y]) - a(H,AtY) + a(y,AtX) + [vH,Vy]t - V[X,y]t,

onde R e R sao os t ensore 5 de curvatura de i1 e 11,

f' P '3 r e c t i v a men te, X, Y,Z E H( M). e t ~ X( 11) 1 •

A parte tangente de (1.2.4) ~ ohamada equa9ao de

Gauss,

(1.2.6) (R{H,Y)Z)T R(H,Y)Z - Aa{H,Z)H + Aa(K,Z)Y
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e a parte normal denomina-se equaçao de Codazzi.

- 1
(1.2.7) (R(K,Y)Z) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1
a(K,vyZ) - a(Y,vxZ) + vxa(Y,Z) -

1
- vya(X,Z) - a([K,Y],Z).

Define-se o tensor curvatura normal por

(1.2.9) R1(X,YH

onde X,YZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE X(M)

(1.2.5), denominada equaçao de Ricci, escreve-se

•
- 1

(1.2.9) (R(X,Y)t) =

Se M
n

tem curvatura seccional constante, podemos

1 1
= VXvyt

1 1 1

vyvxt - V[K.y]t.

e t EX(M)l. A componente normal de

1
R (X,Y)t - a(X,AtY) - a(y,AtK).

ree screver as equaçoe 5 de Gauss, Codazzi e Rieei como

segue:

(1.2.6)' C[<Y,Z)K - (X,Z}Y] = R(X,Y)Z - Aa(y.Z)K + Aa(K.Z)Y'

(1.2.7)' (vxa)(Y,Z) = (vya)(K,Z).

(1.2.9)'
1

R (K,Y)t = a(X,ACY) - A(Y.A~X),
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onde (7vazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl(Y,zt = 7:'a(Y,Z) - a(vXY'Z) - a(Y,vXZ).

Seja r : n" ....•M uma lmersao iso~tricaRQPONMLKJIHGFEDCBAe a sua

segunda f or-rna í und eroen t a L. Chamaremos nocleo de a o

conjunto Rer a = {XET M j a(K,Y) = 0 ..,Y
E T M}.

p p p

DpfiJle-se o nocleo do tensor curvatura de 11 em p como

sendo

J{er R = {X E T M
P P

= R(X,Y) ..,YVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE T M}.
P

R(X,Y)

D í r-e mo s que urna imersao ~ mlnima se o traço de At forf

igualZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 ; E (T 11)1

P

pEM. O gerado

~todo totalmentee quea zero para

q eod ê s í ca se conjunto N
1

M.

Rer a = T 11 ..,

P

H,Y E T M
P

Mostra-se que N
1

= {~ETpM Para cada PE~

pplos a(H,Y), charr~-se primeiro espaço normal a

; At = 0}1.

seja N
P

a escolha de um subespaço k-dimensional de

(T (1) 1
p . Se, p ara cada

n
p slt existir uma vizinhança U de

r p c~mpos difetenci~veis tais quet1,t2,· · · ,tk em U,

{(1'~?'·· .,tk}p ~ uma base Pira

(N , P F U ) ~ c h '" ma dos ub f ib I' ado norma I
p

N, qEU,
q

de dimensao

entao

k. Um

Sllbfibrado norma 1 L ~ paralelo no fibrado normal, se para

tEL
1

HE}{(M) .cada campo vxtEL v

~
Mn -t timDiz-se que uma i mersao i s o mé t r I ca f : ~ rlglda

lmersao isométrlca ~ -m existese, dado uma g: -t M , um

IHU \1 i li"" n t o rígido T:M
m

-t Rm tal que g = ToE. Um exemplo

-01
fR3 M

n s2 cujadeste fato ocorre, quando M = e = ,
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rigidez resulta dozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt eor ema de Liberman[6,pag 317]. Um

resultado surpreendente sobre rigidez ~ seguinte

(1.2.10) Teorem~ [~] - Seja
n

M uma variedade

or ientàl,.,el. lso~trlcaEntao toda 1mersao

00

C , conexa,

r: rf1 ...• Ff1+ 1,

"

CUJo posto oa segunoa forma funOamental for maior ou Igual a

tres em toda parte 6 rlgida.

Npste trabalho estan~s interessado no seguinte aspecto

de rigidez:

(1.2.11) Uma i me r s a o i 5 o me t r i C a f• Mn -n+ 1• ...•H ~ fortemente

rlgida se, para qualquer que seJa a lmersao lso~trica

g:M -i Mn+~ , um movimentoRQPONMLKJIHGFEDCBAt 2:1, existe

-N+.e -n+.e
T : M -i M I tal que 9 = Tof.

1.3 - Distribuiçao de Mulidaue Relativa

Srja M
U

uma o a r- iedae R iemanni ana.

rlgido

It-dimensional em M
rI

6 uma escolha para cada

Uma dlstribuiçao

PE~ de um

subespaço k-dimensional Diz-se,

6 diferenciàvel se existem

que umade T M.
P

distribuiçao k-d imens iona 1 .6

Cctll1rOSde vetores diferenciàveis Xl, X
2

, .•. ,X
k

indppendentes vizinhança u,em uma

linearmente

tais que
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{ xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 I x 2' . . . ,R k ) q

IIzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAem M
n

ê

ê uma base de ~,
q

í n t eqr á ve I se e x í s t e

qEU. Urna distribuiçao

uma subvariedade conexa

N<:Il
n

tal que qEN. N chama-se variedadeT N = ~ ,
q q

Uma d í s t r t bu í ç ao .D ~ involutiva seintegral de ~.

quaisquer que sejam R,YE~, [H,Y]E.ó.tem-se

(1.3.1) Teorema [7, pagZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 9 6 ] uma di stribuiçaoSeja ~

k-dimensional, d i Le r-enc i à ve L, definidaRQPONMLKJIHGFEDCBAe m rfl. Entao ~ ~

i n t e qr-á o e I ~ asinvolutiva. Adema issomentese, se,

s ub oar Ledade s integrais de ~ sao localmente tmjcas.

As subvariedades integrAvel,de uma distribuiçao

ch CI ma re mo s de foI has .

..n -n+1
Sejam f:n ~ MC uma imersao iso~trica e a a sua

segunda forma fundamental. ~ um,Como a codimensao de f

tem-se que Rer a = Rer At-I
p p.,

ê o operador deonde At

\le i ng ar t en. Ob servando que ~ a u t o+an j un t o , co nc í u t r s eAt

que
1

(I{er a) = Im A
p P

Para cada pEM v(pdef inimos a nulidade relativa

CO IIlD sendo a dimensao de Rer a. Observe que a nulidade
p

re 1a ti oa satisfaz 0 5 VUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv (p ) 5 n e portanto

n
v(p)=v

o
' v (p)} ê vazio. Chamaremosli = (pEM . v =min nao

o
,

o p

V o lndice de nulidade relativa. M ê aberto em M. De
o o

-
fato, SI? pErl , entao seguE de Rer a = Ker At que o posto

o p P

dI? Aç ê mâximo eJr p. Como o posto ê uma funçao
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sem í conzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt í nua inferiormente, sequeese que ~ aberto. EM
o

Rer a define uma d15trlbulçao u -dlmenslonal em
p o

-
M, a qual chamaremos de distribuiçao de nulidade relativa.
o

claro que

E fàcil ver queZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i

(Rer a)
p

~ uma di str ibuiçao. 110straremos

que a distribuiçao determinada por Rer a ~em 11
o

dlferenclável, lntegrável e suas tolhas sao totalmente

geod~sicas.

Cons ideremos RI"" ,RnCH(M) Ugerando T M,
q

qEU,

vi::illhança de {A~Rii i=l, •.• ,n}RQPONMLKJIHGFEDCBAa l i .p. gera (Re

Escolha em {A~Ri' i=l,oo.,n} ortonormaluma base

'-J1,· · · · ,'-J
S
'

i
(Rer a) . SeJams=n-u

o
' de

Y.=H.
1 1

s

I : OL,W.HJ ..
. 1 1 J J
J=

Y.
1

sao diferenciAveis e {Yl""'Yn}

geram Rer a. E posslvel escolher em {y
1
,· · · ,y

n
} campos

y .,
JVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

qsU.H 'H' a ,
q

para cada Paraj=l, ... ,u
o
, qUg ggrõõlm

mo s t rar Rer a e integr;\vel, mo st ar- quebastaque

'VyH E Rer a para quaisquer que sejam SeX,YERer a.

}{ , Y E Ir e r- a e ZEH(M) , (1.2.1)' quesegue-se de

1
o = vZa(X,V} - a(vZX,Y) - a(X,vZY)=

1= vya(H,Z) - a(v~X,Z) - a(K,vyZ) = - a(vyX,Z),

donde I~to mo~tra nao so qu~ K~r a ~'Vy}{~Rera.

integràuel, t a mb à 5ao totalmentefolhasasquemas
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geodesicas.

Se MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
nRQPONMLKJIHGFEDCBA

e completa, as folhas da distribuiçao dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A

nu Lidade relativa t amb é m o sao. Isto ~ consequencia do

seguinte

(1.3.2) Teorema [9, pag 40] - Se jam
n -m

f:11 ...• 11 uma imersao

isométrica e a distriblli9ao de nulidade relativa em 11 •
o

~

Se
n

-r:[a,b] ...• M e um segmento de geodesica tal que que

'T' (0)E..1-r(0). Entao a folha de ..1 que contem 7(0), contêm

também a imagem de T.

Ob seroe que como as folhas sao totalmente geodesicas

entao (1.2.6)' nos diz que elas sao recobertas por

esferas, espa90s hiperb6licos ou espaços Euclldeanos.



2 - Parametrizaçao de Gauss e ClassiCicaçao

de HipersuperCicies.

7.1 - Parametrizaçao de GaUS5.

SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n -n+ 1

f: MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-J Me ' e~0, uma imersao iso~tricaRQPONMLKJIHGFEDCBAe a

sua segunda forma fundamental. Assuma que M = M e que a
o

nulidade relativa ~ igual a n-k. Entao 6 = Her a define

uma d istrib u içao i n tegrà v e 1, cu j as ro 1 h as sao totalmente

geodesicas e alem disso, completas se M o for. Definindo

A

em M a relaçao de equivalencia N '

N ' cujas classes sao as

folhas de UeM e um aberto conexo,M, mostra-se que se

entao a apl icaçao o : U -J V, V =ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAU /z , ê uma submersao.

Logo, loca Imente, existe aplicaçao diferenciAveluma

~:v -J U, tal que Oot=idV'
a qual chamaremos secçao

transversal. Observe que d( e inJetiva e dO w = 0, Y WEA.

E t amb é m posslvel mostra que U lz = V e uma var iedade

k-dimensional, Hausdorff, nos casos em que U e o saturado

de alguma secçao transversal ou as folhas atrav~s de pontos

de U sao completas.

Sejam como ac i M
-n+1 n+1
e =IR a

n
V':U -J Su e

aplicaçao normal de Gau5s. Segue-se de dP X = -ANX, que V'



] 5

~ constante ao longo das folhas (.6=ker AN). Def ina a

aplicaçaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n

V -i S , onde K =ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH ( x ) .pondo ~(i)= ~(H),

Ar i rmamos que ~ ~ uma in~rsao. De fato, observe que

t:V -i U satisfaz ~(i)= ~(~(H)) Logoe d~.v = d~.dt.v.RQPONMLKJIHGFEDCBA

d V ' . v = 0 se, s ó se, dt.VEker dP = ker dH. Como Hot =

i d V I
d('.VE k e r- d~ se, 56 se, e a aCirmaçao segue.v=0

Nute que
y; definida acima faz com que o diagrama abaixo

comute.

U
~ • Sn

n V i

1J

Considere V com a metr ica induzida por ~. Podemos

identificar T M
n

Assim sendo T-Vcom T~(x)S .H x

identifica-se naturaln~nte com 1m AN = .61
H

Seja A o fibrado normal a irnersao ~ em Sn, cuja

fibra em ~()() ~ .d.
H

Um ponto em A ~ representado por

(X,V), HE1J e v E n . No que segue identificaremos
x

onde

f ( }( ) com x e P(x) com ~(x) e H.

Qua lquer secçao transversa 1 t:v -f U da submersaoVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n :U -i V, nos permite sempre estender a restriçao ~Inv)

a um difeomorfismo de u sobre uma vizinhança da secçao,

zero em 1\. De fato, se )( pertence a folha d e H que ~

aplicada n x - t{x) est à na mesmaem )( I entaopor

folha, que por t r-an s í aç ao fRn+1 ~ levada naaralela no
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fibraVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl\.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
x

Portanto usando a secçao transversal (, defina

t~:u ~ ~ pondo ~t(x) = (i, x - ((i)).

é diferenciàvel e sua inversa é dada por

E fAcil ver que tt

(2.1.1) "'{(i,v) = (("H) .•RQPONMLKJIHGFEDCBAv .

Note queZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'f '

t
é bem definida e diferenciAvel em todo

fibrado normal sobre ~ o ~(V), mas pode ser singular fora

d a j ma9 e lJl de u
~ l' •

•
Fixe um ponto K E U

o
e sejasobre

B
l{

o

uma bo I a fechada em
(Rn+l , tal que as folhas que

pass~m por pontos de B
)(

o

B
)(

o

Deste modo, existesaem de

pm cada folha de x' que realiza a menorB um ponto
x
o

A

distancia entre a folha e ){ .
o

Mais ainda, o segmento

H' - }t

o
ê p e r pe n d i c u 1a r a Fo I ha . umaDe r a to, se j a Jj

curva na folha com ~(0)= x' e W (0 ) =v. Entao

d
o = dt ( ~(t) - xo' ~(t) - xo> = 2 ( v, K'- K >.

o

Deste modo, podemos definir a aplicaçao F):V -i U, F)(X) ~ o

ú n ico ponto
-1

de n ( x ] seguemais próximo de No queK •
o

de d li Z i r e mo suma e x p r e s s a o p a r a 7]. Usando a decompos içao

mn
+
l

= 'f'(x)
1+..1 +..1,
X x

em- se que X' - K = Y X + v,
o

onde

1
' . 1 E tJ

x
Y ( H) = (x - x o' x). Observe que Y der ine umae

funçao em V, uma vez que. (x - x , K )
o

~ constante ao



longo das folhas. Seja

tal que ~(0)=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx'

17

1
'-1RQPONMLKJIHGFEDCBAE n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

){
e considere a curva 13 em 11

e W (0) = V I , Entao, tem-se

d
w( )( , -)( o' r ( ) ( ) } =rr< ~( t ) -lI o' CfZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( .B (t ) )} It -0= ()( ,-x ° f dCf. w) •

Por outro lado, tem-se

W(H'-HO,~(){)}=W{YOn)(){)=(grad y,dR.w}=Cd'.grad Y,d'odR.w>=

Logo a componente de

= (d~.grad Y, dCf.w).

v = grad Y. Assim sendo

11(x) =

Observe que

)( +
o

x'- )(
o

t11

K
~ o grad 1, isto ~em

(x'- Ho'X>X + grad 1(X).

11 ~ diferenciàvel e por construçao ê uma

secçao transversal, a qualVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe global quando 11 ~ completa. Em

(2.13) 'f ' (x,v) =
11

(2.1.1), fazendo 1 ;= 1 1 , obtem-se

X +()('- x ,H>X + grad
o o

a qual chamaremos Para

a n~nos de translaçao

x) + v,

lzacao de Gauss. Podemos assumir,

e = 0.
o
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2.2 - Classificaçao de Hipersuperficies de mn+I{Sn+l) com

Nulidade Constante

Iniciaremos com a classlflcaçao de hlpersuperflcies do

mnzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 com nulidade constante.

2.2.1 Proposiçao - Seja g:v
k -t SnCmn+ 1

V
k .

uma imersao

iso~trica eZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA' I qua lquer funçao em Considere a

n+l
apllcaçao ~ :A -tRQPONMLKJIHGFEDCBAm , dada por ~(y,w)cy(y)y. qrad v(y) •

•. \'1, onde A ~ o flhrado normal a q em an
• Ent;o

i) .,.. tem posto má x í mo em (y,w) se, s6mente se, o operador

P = Y(y)I + H ( ) - A ~ nao singular em
' I y w

~ o hessiano de Y.

T V,
q

onde
H't(y)

ii) Nos pontos em que ~ tem posto m!Himo, 9 ~ um campo

normal unitario deVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

mn + 1

~ e a segunda forma fundamental

Demonstraçao i ) Escreva T( )1\ =g,w

1 3 : ( -E , E ) -t '"

-I
A = - P em

~1 + ~,

A=A
9

..,1.em tem posto k e al~m disso

onde

n = (T V)l
9 •

f3 ( t ) =

SeJam WEn e uma curva dada

por (y, w+ t e ] . Entao

\1 .,.. d d I= d~'''=dT~(~(t))I
t
= 0 = d T ( 'I y + grad '1+ W +tv) t_0=v.

Logo o jacobiano de ~ restrito a ~ ~ a identidade. Por

1
outro lado se hEn, temos



d~.b = Vb(YY + grad Y + w) = VbVY + Vb9rad 1 + VbW =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= v vbYzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ b(V) Y .•.vbgrad v + ã(b,grad Y) .•.VbW +

+ ã(b,w) = Y vbY + b(Y) Y + vbgrad Y + a(b,grad Y) +

.•.ã(b,grad V) - Awb .•.V!W .•.ã(b,W) = Y VbY .•.b(Y) Y .•.

1
vbgrad Y .•.a(b,grad Y) - <b,grad y) Y - Awb .•. Vb'" -

(b,w) Y = (grad Y,b) y + Y VbY + vbgraad Y - A",b +

.•.a(b,grad Y) - (b,grad Y) Y .•.v!W = Y VbY + Hyb -

1
- A b .•.a(b,grad Y) + Vbw = (Y I + H -A )b +

w Y w

1
.•.a(b,grad Y) .•.Vbw,

onde v, de mn+ 1, esn ,v, v

vI

e sao as conexoes

k n
a conexao normal de V em 5; A orespectivamente;

operador de Weigarten deZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa sao as segundase9 i a

formas fundamenta 15 de 3° e vk, respectivamente. Logo a

restrita a DI ~ igual a p .•.D,matriz jacob i ana de ~

onde D:~l ~ ~RQPONMLKJIHGFEDCBAê um operador linear. Portanto o Jacobiano,

19
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J'I'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAtem determinante nao nulo se, somente se,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp , nao

singular. Ademais,

(2.2.2) d'l'.b= (P + D).b ,
1VUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

bE~ •

11) Observe que nos pontos, onde 'f' tem posto

màximo, 'f ~ uma hipersuperflcie do IRn+1. AdemaisZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T 'f · = 1m P + ~, Y ~ perpendicular a T'I' e Iyl = 1-

-
G (y Y + grad Y + w) = w define uma aplicaçao de ' I '(A ) em

sn, que ~ constante ao longo da imagem de { (Yo,w)j W E ~ ) .

Portanto dG. w = 0 se, WRQPONMLKJIHGFEDCBAE ~ . Assim sendo a aplicaçao

normal de Gauss de 'I' ~ G, e dG A .
q

Entao

E f àc i1 ver que

o posto de A ~
9

= -dG.u = -dG d'l'.b

k. Seja U E T'I'. u = d'l'.b e

b. (2.2.2)

-1
A = - p •

A u
9

A u
9

Usando tem-se

= A [(P+D}b)] = AP.b.
9

Logo

(2.2.3) Teorema - Seja g:v
k

~ 5
n

uma imersao isometrica e

y qualquer funçao em v
k
• Denote por A o fibrado normal

n+l
ao longo de 9 e considere a aplicaçao 1': ~ ~ m , dada

por 'f'(y,w) = y Y + grad y + w. Entao, no subcon junto

aberto dos pontos regulares, 'I' , uma hipersuperf lcte

imersa em (Rn+l, co nulidade relativa constante

Reciprocamente, qualque hipersuperf lcie lmersa em

n-k.

IRn+1,

com nulidade relativa constante ~ 10calmP.nte parametrizada

por 'f.
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Demons traçaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A

ConsequenciazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe(2.1.3)imediata de

(2.2.I).

(2.2.4) CorolArio g:v
k

uma
-

imersao
Sn+lVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1\1 ,

Sn+1

Seja -i

Lsomé t r f ca , No fibrado normal unitArio,

'/':1\1

ao lonqo de

g, considere a aplicaçao deCinida por-iZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

' t ( y , \ '1 ) RQPONMLKJIHGFEDCBA=
n

exp
y
('2)w = w, exponde significa aplicaçao

exponencial da esfera 5
n
+
1

. Entao

i) No subconjunto aberto dos pontos regulares,

hipersuperflcie imersa e m 5
n

+
1

, com nulidade

' f ~ uma

relativa

constante n-k.

ii) Reciprocamente, qualquer hipersuperflcie de 5
n

+
l
, com

nulidade relativa constante, pode ser parametrizada por '/'.

iii) '/' tem posto mà x í mo em se, s6mente se, a( y , w)

segunda C o r m a Cundamental de ~ naona direçaog w

singular. Em tais casos, a segunda forma fundamental

A = A de
9

.6
1 = TV

k
.

5n+1
em

-1
A = A"' t tem posto kem e

Demonstraçao - i} 5eja 5~~) a fibra de 1\1

A aplicacao exponencial aplica cada WE5:~)

a g(y). Assim sendo expg(y) (~(S:~» ~ a interseçao de

um subespaço (n-k+l)-dimensional do IR
n

+
2

com 5
n

+
1

• Isto

sobre q ( y ) .

ortoqonalmente

mostra que
n

't(y,w) = expg(y)('2 w), nos pontos em que d'/' ~

í n j e t ioa , e uma subvariedae de dimensao n com nu! idade

relativa n-k.



-l1 n+zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
11) Seja ~:n ~ S uma hipersupertlcle com

- ...~..n n+2
nulidade relativa n-k. Considere 'f:11 = n x(0,oo) -t IR ,

dada por

...
9>(p,t) = t 9>(p). 9> ~ uma hipersuperf lcie do

fRn+2 com nulidade relativa SeJan-k+l. t :\1 ~ 11 uma

seyao transversal da submersaoRQPONMLKJIHGFEDCBAn :11 ~ V, onde \1 = l1/z e

--
A

~ a relayaO de equ1valenc1a derlnida no capitulo I. Como

M ~ um cone sobre uma hipersuperflcie de Sn+l, segue que

t(i} ~ ortogonal a N(t(i)), onde N ê a aplicayao normal

de Gauss.

Portanto ~t(i,w) = t(i) + w
•..

assim sendo ~(K,w-t(K)} = w

1
que restrita a ~ ê r.

ê uma parametrizayao de . tp •

...
~ uma reparametrizaçao do cone

iii) Observemos, inicialmente, qUtt o posto de ." ,

pelo menos n-k,
n-k

fibra S q ( y ) ê levada por. ."

(n-k) -d 1mensional tota 1mente

pois a

sobre uma subvariedade

. n+l
geodeslca de S . Por outro lado, se restrigirmos ." a

urna secyao ry horizontal do flbrado ~1 tem-se que

d~ dry v = Vd'1 vET\1, ê a conexao da esferaonde'" vw,
v

sn+l
e por uma secçao hor izont a I entende-se uma ap 1ica9ao

V ~ ~1, tal que dry 'Q ê ortogonal' a fibra em cadary

22
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ponto. Assim sendo ~ regular emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(y,w) se, 56 5., azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAd1'

segunda forma fundamenta I de • naona' direçaog w

singular. Ademais, nos pontos em que ~ • reqular, seque de

11 ) (2.2.1-1) que a segunda forma fundamental, Adee

da hipersuperflcie ~,

~l = TVk.

A = _ a-I
w

ktem posto e que

23
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3 - Para.etrizaçao de GaussRQPONMLKJIHGFEDCBAe Proble.as de Rigidez.

3.1 - Rigidez Forte.

A seguir usaremos a parametrizaçao de Oauss para tratar

do problemaVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAde rigidez para hipersuperflcies mlnimas em

espaços de curvatura constante C~0.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo resultado principal

trata da rigidez definida em (1.2.11).

(3.1.1) Seja I'f'l, uma variedadeTeorema n~4,

Riemanniana completa, a qual nao possui espaços EuclideanoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

rRn-2 mn-3
como fator. Entao, qualquer imersaoou

isometrica mlnima f:1'f'l~ (Rn+l ~ fortemente rlgida.

Para demonstrarmos o Teorema (3.1.1), necessitamos de

alguns resultados, os quais passaremos a estudar.

(3.1.2) Lema [1] - Seja f: M
n

~ H
m

uma imersao isometrica

minima e a sua segunda forma fundamental. Entao para todo

n
pEM tem-se ReI' a = ReI' R.

Demostraçao - De (1.2.6)' tem-se que se I XZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE ReI' a,
p

Reciprocamente,entao } { E ReI' R,
p

donde ReI' a C ReI' R.
p p
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Seja {x,e1,··· ,en-1}
entaouma base ortonormal de T M,

p

Ric(H)
n-l

1
=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA----1ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL (R(x,e. )e.,x) =

n -. 1 1
1

1 n-l 2
= -1 L [C + <a(x,H),a(e.,e.» - la(H,ei)I) =

n- . 1 1
1

1 2
= C + n-1 [<a(x,x),a(e1,e1)+·· .+a(H,H» - la(H,H)1 -

n-lVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- E

i

2
la(H,e·)1 l-

1

Como f Q mlnima,

tr Aa(H,H)= (a(x,x),a(el'~1)+ ...+a(K,H)=0

e

(3.1.3) Ric(H)
= C_I I 2 n-l

n-l { a(H,H) I +RQPONMLKJIHGFEDCBAX

2
la(H,e·)1 ).

1
i

Suponha que X E Ker a,
p

entao

Ric{x)
_ 1 n-l

- n-l E

i

( R(H,e.)e.,K> = C.
1 1

Substituindo em (3.1.3) obtemos
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n-lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

la(x,x) 1
2

+ r
i

la(x,~.) 1
2

• 0.
1

LogoZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa ( ) [ ,y ) = 0 e portantoisto ~,'<tVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAyET 11,
P

X E ReI' a

Rer R cRer a.
p p

(3.1.4) Proposiçao [1] - Sejam r:~ ~ Ht+1
e g:Jil ~ ~+P,

p?,1 , imersoes isometricas mini mas. com segunda forma

fundamental a eRQPONMLKJIHGFEDCBA1 3 , r&~p&ctiuament&. Suponha qU&

dim (Rer a) S n-3. S9 B = {&I,···,en}
~ uma ba5e

ortonormal de T 11 que diagonaliza a, entao B
p

diOigonOilizOi 1 3 ·

Demonstraçao - Sejam {& l' ... '&n} uma ba5e de T M que
p

diagonaliza a, = ( a (e .,e .),N) , N norma I
1 J

r (J1'l ) e 9 (J1'l) 5ao localmente

ra ..
1 J

a e

f3 . . = f3 (& . ,& .) .
1J 1 J

Como

i~omQtricOi~, tem-~& de (3.1.2) ler li :Ier /J. Semque

perda generalidade quede podemos supor

R&r a = R&r f 3 = {0}. 0& (3.1.3), obtem-58

(3.1.5) Ric(e. )
1

1 12=c--1Ia ..
n- 11

e

(3.1.6) R i c (e . ) = C - h[ 113.. 1
2

+ r I,B.. 1
2

=
1 n- 11 j~i 1J

= c_I n
n-l .r I J3 .. 1

2

J=1 1J •
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Logo

(3.1.7)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAlaiil
2

=

nRQPONMLKJIHGFEDCBA

X

j=1
Ifl

ij
l2•

551, H f
ij

51 H g
i j

r5lpr5l551nt~m~5 curu~tur~5 5eccion~i5 de r

8 g, r85p8ctíu~IDQnt8, r81~tiua5 ao plano g8rado por

{I?,I?}, I?ntao usando (1.2.6)' obt&mo5
1 J

(3.1.B)
f

K .. - C = a ..ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa . .
1J 11 JJ

i~j

(3.1.9) R. ~ - C
1J

= (/3 .. ,0 .. ) _ 10 12
11 I-'JJ I-'ij

Logo

(3.1.10) = (0 .. o > _ 10 12
""11'''''jj I"'ij'

a . . a . .

11 JJ

Elevando-se ao quadrado os membros de (3.1.10) tem-se

(3.1.11)
2 2

Ia .. I la··1
11 JJ

= [</3ii,J3jj>-IJ3ijI2]2.

Usando (3.1.7) segue

(3.1.12)
2 2

laiil laJJI
n 2 n 2

= r 1t31kl r I~Jkl .
k k

De (3. 1 . 11 ) e (3. 1 . 12) ob t em- se
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(3.1.13)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
22 n 2n. 2'

[ ( e , . , ~ . . ) - 1~. . 1 ] -ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAZ ; 1~I. • I E 1f j ~ . . 1 •
11 JJ lJ k Kl k ~J

E fc\cil ver que

2 2 2 2 2 2
(3.1.14) [<~ .. ,/L·}-I~··I] ~(IJ3· ·1 +113.·1 )(lfj· ·1 +lfj· ·1 ).

11 JJ 1J 11 lJ JJ 1J

Entoao

22 2 2 2 2 2
[<J3· · ,J3· ·}-IJ3· ·1 ] ~IJL·I 1,8· ·1 +1,8· ·1 (1.e· ·1 +lfJ· ·1 )+

11 JJ 1J 11 JJ 1J 11 JJ

4 2 2 2 2 4
+ 1 ,8 · · 1 H J 3 . . , ,8 . . } +1/l· ·1 (1/l· ·1 +1,a· ·1 )+I,a· ·11:

1J 11 JJ 1J 11 JJ lJ

2+ 2 2 2 4= ( 1 3 · . , 1 3 . . ) 1 1 3 · . - 1 3 . . 1 113· . 1 + 2 <13· . , fj . . > I s , . 1 + I fJ· . I ~
11 JJ 11 JJ lJ 11 JJ lJ lJ

2 2 4
HJ3 .. ,/l .. } +2<J3· · ,,8· ·>IJL·1 +1,a· ·1 =

11 JJ 11 JJ lJ lJ

=I ( 1 3 . . ,/3 .. > + 1/3. ·12]2, i;tj.
11 JJ 1J

.Qssim sendo < 1 3 . . , 1 3 . . }<0
11 JJ-

se, ,8 .. ; t 0 e

1J
i~J. Usando

(3.1.10) obt~m-ç~

(3.1.15) a .. a . . < _ 1 12
11 JJ - J3ij·

Como dim (H~r a )5 n-3 t~m-s~ qu~ a ..a.
J

nao podRm 5Rr
11 J

r
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negativoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAY 1,j. Logo eHlstem lndlces i,J,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAiflJ,' para os

q ua í sZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf3 . .= 0 .

1 J

2RQPONMLKJIHGFEDCBA
< f 3 . . ,{3..} >

11 J J -

Para estes lndlces, segue de (3.1.14) que

lf3jj 1
2

1f3 .. 1
2

JJ
(3.1.13) nos diz que ae

igua Idade ocorre se, soment e Pik=f3kj=0 Y k, kfli,

cada conJunto de lndic ••

se,

k;t j . Repet indo o argumento para

i, k , como acima, conclui-se que ~ki=0 Portanto f Jk~i.

ê diagonallzàvel.

(3.1.16) Observaçao Os argumentos acima nos permite

concluir que f 3 • . = >. f 3 . .

11 J J
Y i, o que significa dizer que o

primeiro espaço normal de g tem dimensao no mAxlmo igual

a 1. Como estamos supondo Ker a = ler f 3 = {0}, 5egue-se

que existe ta I que f 3 . . ~0 e portanto o primeiro ••pa90
JJ

J

normal tem dimensao constante igual a 1.

(3.1.17) Teorema [1] M
n

, uma variedadeSeja n~3,

Jl -n+ 1
Riemanniana, conexa e f:n ~ Me uma

minima. Suponha que existe PEtf1 tal que

imersao lsométrlca

dim (Rer R)sn-3.
p

_-11 -n+q
Entao se, g:n ~ MC '

N

~ qualquer imersao isométricaq~l,

mlnima, tem-se que T" M-n+q dl+q
. e -t ne ê umg=Tof, onde

movimento rlgido.

Demosntraçao - Observemos que existe uma vlzinhan9a U de

p para a qual dim (B~r R)~n-3, Y rEU. Segue de (3.1.16)

que o primeiro espaço nonnal da imersao g na v í e Inhança U

tem dimensao constante e igual a 1. Assim, se tETJ1J. gera
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o primeiro espaço normal de g, tem-se ~(H,Rty)=(RtH,RtY)=

(ll('A("X,y>t=<,B(A('x,y),(">t=,B(ll('X,y),ondeZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,B é a segunda

forma fundamental de 9 e At e o opRrador de Weingarten

na d ireçaozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1

R =0. [ver (1.2.')']e . Concl u í +se que

Usando o teorema 1 de [2] obtem-ae uma subvarledade

totalmente geodêslca -n+ 1 -n+Q
Me Cl1e

que g(U)C~+I. De

cll+l..•Me tal que

tal

(1.2.10) T:~+1
e

existe um movin~nto rlgido

9 = Tof U. é conexa e saoMRQPONMLKJIHGFEDCBAtComoem e 9

anallticas reais obtem-se 9 = T o e em M.

(3.1.18) r :Mn ..• fRn + 1 ( 5 n + 1) uma imersaoLema Seja

isomêtrica com nulidade relativa constante 0<" <n.
- 0-

Entao

f é mlnima se, sõmente se, a parametrizaçao de Gauss

satisfaz

-1
i) tr( 'lI + H - A) = 0

Y W
fRn+! ,em

ii) tr A-I =0
w

5n+1
Iem

para todo ponto (y, w) • Em particular se " =n-2, r
o

serei mlnima se. sÓ'"lEntese, a imagem de Gauss v2 ê uma

superflcie mlnima na Estera e ~ 'I + 2 '1 = 0 em v2•
-

Demonstraçao - i ) A iproprledade de r ser mlnlma independe

-
da par-a me t r- i zaçao. Logo (2.1.3) nos diz que r ê mlnima

tr A
-1

ondR P = + H" - R,,'se, somente se, = tr -p :0, yI-
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Se \)=n-2,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
o

li) Segue imediatamente dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-1 1
tr -P = - tr(-.-.entao

(2.2.4).

1
p p)=- det ptr P.

tr P = 2Y + ~Y + tr A = 0 Y (y,w).
w

f ~ mlnima se, só se,

Entao 0 = 2Y +~Y - tr A = 2Y + ~Y + tr A. PortantoZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 "1 +
--w w

~y = 0 Y Y e consequentemente tr A = 0 Y w. Donde
w

segue que v2 ~ mlnima. Se, V2 • mlnima e 2Y + ~..,c: 0

em V2 • imediato que f ~ mlnima •,

(3.1.19) - Lema - Seja f:~ ~ mn+1 uma imersao iso~trica

com nulidade relativa constante \)=n-2. Se, as folhas sao
o

-completas e a curvatura média nao muda de sinal ao longo das

folhas, entao a imagemVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAde Gauss • mlnima.

Demonstraçao - Seja V a imagem de Gauss. Como u =n-2,
o ..

tem-se
1

P = "lI + H - tr A Fixeque 2H = - det P tr P, ...,
w

1
..

(y, w) e considere t ~ (y, w-t v ) , v~0 e vETV . Entao

2H = tr(vI + Hy- Aw-tv)RQPONMLKJIHGFEDCBA= 2 " '1 + ~ " ' I - tr A + t tr A .
ti V

Portanto H tr A = 0.
v

muda de

Segue-se da hipótese que

sinal, a menos que

tr A I: 0 Y W6TV
1

•
w

(3.1.20) Proposiçao - Se f: nr ~ 5
n

+
1
, -n~4, ê uma lmersao

isometrica, ~ • completa, cuja curvatura ~dia Honde

nao muda de sinal, entao nao ex í st e aberto
n

UcM , onde a

nulidade relativa seja n-2. ~

Demonstraçao - Suponha que eHiste um aberto UCM
n

no qual a

nulidade relativa \)=n-2.
o

rf • completa aComo
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normal de Oauss é no mlnlmo tres, conclUI-se que A
wzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t

. 32

parametrizaçao de Gauss de r(U) ~ regular e pelo corollrl0

-1 -1
(2.2.4) A ~ inverslvel. Como H(w)=trA = - trA = - H(-w),

w w -w

segue da hipotese de H nao mudar de sinal que tr A =0
w

v w. Como o espaço das matrizes si~trlcas 2H2 com traço

nulo tem dimensao dois e a codimensao da imagem da aplicaçao

singular para algum w, Iwl = 1, em qualquer ponto yEV.

Portanto f nao pode possuir nulidade relativa igual a n-2

em um aberto U.

(3.1.21) Teorema - Seja f • r{1 ..• IRn+ 1. , n~4, uma i1nersao

I somê t r-Lc a de uma variedade completa com nulidade relativa

" =n-2. Suponha que a curvatura média H, nao muda de
o

t(J1'l) -
5 i na I, mesmo localmente. Entao decompoe-se num

produto Euclideano L
2

H IR
n
-
2

ou L 3H IRn-3, onde L2CIR3 e

L
3
CIR

4
com nulidade relativa um.

Dernonstraçao - Como ~

•..
ê completa, suas folhas também sao.

Segue do Lema (3.1.19) que a imagem da aplicaçao normal de

Gauss, v2, ~ mlnima. SeJa ~ a parametrizaçao de Oauss, a

qua 1 ~ regular em todo ponto (y,w) do Eibrado normal de

v
2
. Suponha que para algum y, (T

y
V
2
)1 contenha um

subespaço bldlmensional E, tal que a a~llcaçao w ..• A ~
w

um i somorf ismo entre E e o espaço dos operadores

auto-adjuntos de traço nulo. Considere a aplicaçao

w ..•~(y)I +H~(y) - Aw' a qual aplica E sobre o subespaço
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afim das matrizes si~tricas de traço constante. Como o

subespaço das matrizes si~tricas de traço constante contémZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N

um elemento nao singular, segue-se que a parametrizaç&o de

Gauss e nao regular em algum ponto (y, w) • Deste modo, nao

existe E nas condiçoes acima e portanto para todozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAYEV
2

o

nocleo da aplicaçao
1

T:(T V) ..• F,
y

onde F éT(w) = Aw'

o espaço das matrizes si~tricas de traço constante, tem

dimensao maior ou igual a Segue-se que o primeiron-l.

espaço normal a v2 em cadatem dimensao no m!ximo 1

ponto e portanto V
2RQPONMLKJIHGFEDCBA

e uma subvarledade da esfera com o

Se exIstir um ponto PEV
2
,tensor curvatura

1
R =0. .tal que

a dimensao do primeiro espaço normal tem dimensao um, segue

de [3, pag 27~] que existe uma aberto denso A, cUJas

componentes contidas em esterasestaoconexas

tridimensionais, totalmente geodesicas de s", ,~' Por

analiticidade segue que V
2

estA contida em uma subvariedade

"
totalmente geodesica de dimensao tres. Portanto temos dois

casos a considerar. i) V
2 e uma superflcie em 53 li) V

2

n
e totalmente geodesica em S. No segundo caso as tibras do

fibrado normal sao paralelas e por (2.1.3) a

hipersuperflcie e o produto de um L2CIR3 por um tator

Euclideano
n-2

No primeiro cada tolha do tibradoIR • caso,

normal se decompoe na formaVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1\1 e I\n_3' onde
"I

é a tolha

do fibrado nor maI de v
2

em S3 e 1\
n-3

e o complementar

ortogonal de 1\1 em Sn. Neste caso 1\
n-3

ê também
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paralelo. Segue-se de (2.1.3) que a h1persupert le1e , o

produto de
3 4

L em , cUJa nulidade relativa ~ um, por um fator

n-3
IR •Euclideano

- O Teorema (3.1.21) nao vale em geral para

Cllttord T
2Cs3,

Observaçao

n=3. De fato, consIdere o toro de

parametrizado porzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1
x(u,u)=--- (cos~ u, sen~ u, cos~ v, sen

.r2

Seja YIYeIR
2

~ IR, Y aberto, satisfazendo (~YZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv ) •

+ 21')2(41'2•
uu

T
2
• 'I'RQPONMLKJIHGFEDCBAI JConsidere 'I' K YX + grad Y + w, w I J normal a

regular e a imagem da apl icaçao normal de Gauss d~ 'I'

T
2
•

T
2

Portanto se ~Y + 21 • 0, 'I' ~ mlnima e regular. Como

~ completa ~ ~ completa. Ademais admitindo ° teorema

T
2(2.1.3)(3.1.21) teríamos que ••ria :uwnae usando

variedade totalmente geodlJsioa do S3 •. Por oonseguinte 'I'

~ um contra-exemplo do Teorema (3.i.21)

Demonstracao de (3.1.1) - Se existir um ponto p~~ no qual

a nulidade relativa I J menor ou igual a n-3, a conel usao

segue de (3.1.17). Caso oontrArio, _xi.tem ponto.·,ouJa

nulidade relativa ~ n ou n-2. Se ja U um aberto, euJa

nulidade relativa ~ n. Entao' r{U) ~ totalmente qeodlJsioa

e portanto riu ~ rlgida. Assim, podemos supor que exi.te

um aberto denso A, cuja a nulidade relatiua ~ n-2. Usando

,
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as tecnicas da demonstraçao do
Teorema (3.1.21) obtemos

que cada componente de 9 se decompoe como um produto do

. L
2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m
n

-
2

L
3RQPONMLKJIHGFEDCBA

m n - 3 . t ti· dtIpO X ou X ,S1 uaçoes que es ao exc U1 as

por hipóteses.

(3.1.22) - Teorema - Seja -t Sn+ 1,f: tf1
n~4, 11 completa,

uma imersao isometrica mlnlma. Entao
r . ~ fortemente

rlgida.

-~'
Demonstraçao - E imediato de (3.1.20) e (3.1.17)1

f• Mn -n+ 1
• -i M

c
Seja

uma imersao iso~trica mlnima comZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n u lid a d e relativa constante n-2 ae seu operador de

Weingarten. Sejam
8an'l -t Si~ = Rer 9 e

umatunyao

diferenciâvel. Considere' o tensor
Re' o qual- t a

identidade em ...•
e a rotaçao de um angulo

,1
( I e1l1 uma

orientaçao fixada emVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,11. Defina Ao=ROI2 A R-812' E claro

que tr 9 0 = 0 , 90(X1)=cos 8 AR! - sen ( I AR
2

e

l}X2 = sen 8 l}X1 + cos 8 l}X
2
, onde {K

1
,X

2
} ~ uma base

... 1
compatlvel com a orientaçao de ,1.

(3.1.23) - Proposiçao - Ao satisfaz a equaçao de Gauss.

Demonstraçao - Sejam {x,y} uma base ortonorrnal de T H.
p

Entao

(R(x,y)y,X>=<R(R-812X,R-812Y)R-e12y,R-e12X> =
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2=<AR-B12x,R-B12X}<AR-B12y,R-B12Y>-<AR-8/2K,R-8/2Y>zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz

2=<AgK,K>(Agy,Y>-<AgK,y> •

(3.1.24) ProposzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt ç ao -
AO satisfaz a equ&çao de COdazzl

se, somente se,RQPONMLKJIHGFEDCBAe ê constante.

Demonstraçao - Seja {K1,K2,e3,···,en
} um referencial

geodêsico em PE,.{l, tal que {K
i
,K2} •• uma base de ~J.

e

{e3, ..·,e
n
} ~ uma base de ~. Para verificar que

Ali

satisfaz Codazzi ~ suficiente mostrarmos que as .equac;oesde
AI

Codazzi sao verificadas no referencial acima. No referencial

acima as equaçoes de Codazzi sao

(3.1.25)
VzAew - VwAez = 0,

onde Z,\'l E {K1,K2,e3, ••• ,e
n
}. Assuma, por um momento, que

i ) v AK. = 0,
e . 1

J

"'1 j~3 e i=1,2

ii) Vx AX1 + V
x

AX
2

= 0.
1 2

ComoZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
A (J f i i j= 0

{ f i i
3

, · · · , f i i
n

} ·

j~3, (3.1.25)' t i ,
satisfeita para

Z,w s Sfiij.
W = Xl f i i z = li • • usando qUIi

J
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AIJZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe .= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0
J

v J~3 i) obtemosRQPONMLKJIHGFEDCBAe

VzAIJw - VwAOz = V
e
.A
O
XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1

J

= Ve.(cos 8 AX1- sen 8 AX
2
) =

JVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-005 O v AX1 + ~.(oos IJ}AX1 - s~n 9 v AX
2

- ~.(s~n 8)AX
2
-

e j J e
J

J

= - A ( sen 8 ej{B) Xl + co s 8 "j(B) X
2
).

,61DQ~dQ qUQ ~ rQ . t r i to a i injetiua tem-se que

vzf!Bw Vw~IJz = 0 se, soment e se, e . (8) = 0.
J

Considere

W = Xl Q Z = X
2
- Entao

V
X

A
8

X
1

2

Vx A
B
X
2

1
= VX{cos 8 AXI - sen 8 AX

2
) -

2

- VX1 (sen B AR1 + cos 8 AR2) = cos 8 (V

x2
AR
1
- V

x1

AX
2
) _

- sen IJ ( Vx AX2 + Vx AR!) -
2 1

- A({5en IJX2{IJ)+oos IJX1(9»X1
+(OO5 9X

2
(8)--sen 8X

1
(8»K

2
).

Usando que A satisfaz codazzi, i i ) e que A ~ inJetiua

,61
obtem-se queem

AO satisfaz Codazzi se, somente se,

X1(O) = X
2
(O) 2 0_ Portanto admitindo i) ~ il) tem-se

' f i
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que AO satisfaz Codazzi se, somente se, 8 ~ constante.

Observaçao a) AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAhi pó t ese adicional i) ut i 1izada na

demonstraçao de (3.1.2:5) segue diretamente do~.~rato do

referenclal ser geod~slcoZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe d e A satisfazer Codazzl.

b) R n i põ t e s e 11 } ut r r r aaue para verificar

(3.1.25) pode ser obtida mostrando as seguintes afirmaçoes:

Afirmaçao 1 - Desde que ( AX.RQPONMLKJIHGFEDCBA, e . ) = 0 para i = 1,2 e
1 J

j = 3, ..• ,n, tem-se <vx ax., e . > = 0.
i 1 J

fH irmac;:ao2 - Desde que tr .A •• 0 e A satisfaz Codazzi

entao

(3.1.26) (V
X
AX
1
,X
1
> =

1

(Vx AX
1
,K

2
>,

2

(3.1.27) <V
X

AX
2
,X
2

> =
2

<V
X

AX
2
,X

1
>·

1

Afirmaçao 3 - Usando que A ~ auto-adjunta tem-se

(3.1.2B) (V
x

AX
1

,X
2

)

1

= ( V R l\X 2' Xl) ,
1

(3.1.29) {V
X

AX l' X2>
2

= ( vR AR 2 ' K 1 ) •
2
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Aplicando o Teorema fundamental das subvariedades

[ll,volzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4, pag 70] obtem-se uma famllia de 'imersoes

fe:tfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-t jifl+,
A

isometricas associada a um parametroVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI,

..., ...,

onde f - f e f9 nao sao duas a duas conqruent.s.o -

f:l1n
-t ~+l

C •

~(3. 1.30) simplesmenteTeorema - Se ja

conexa, uma lmersao lso~trlca mlnima com nulidade relativa

constante n-2. Entao qualquer outra imersao iso_trioa

..., _..Jl -n+l
mlnima f:n -t Me

Demonstraçao - Seja

~ congruente a alguma f9·
•.•

o operador de We ingarten deAZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt •

Pelo Lema (3.1.2) segue-se que ~ =Rer A = Xer A. Como r

e f sao imersoes isometricas mlnimas tem-se que AI~l

sao apl icaçoes auto-adjuntas com o mesmo t r-aço e o
...,

AI~l

ÃI~lAI~l dir~re pormesmo determinante. Portanto e

A

angulo 8. nas pelaR9 deumarotaçao um

Proprosiçao (3.1.24) 8 ~ constante.

Para concluir esta seçao vamos dar um contra-exemplo

SeJa v
2
cs

4(3.1.22), n=3.quandopara o teorema uma

subvariedade mlnima com curvatura normal kN nao nula em

todos os pontos, por exemplo a superflcie de Veronese. Desde

1
KN(t,~) = <R (x,y)t,~) = ([At,A~]X,y)

nula para todo w normal a v2
•

tem que A é
ti

Por outro lado

que

nao

2
V. Assim sendo f'(y,w)

2
V,·, é

1 atr A = 0
~1

v w nor = w

unit!rio de1definida fibrado Dor umano

e
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hipersuperflcle S4zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAodo completa. Aplicando

Teorema (3.1.30) obtem-se que ~ nao ~ rlgida.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
!

n+l
(3.2) Rigidez de HipersuperflciesRQPONMLKJIHGFEDCBAe . . .

em

Nesta seçao discutiremos rigidez para imerr.oes'de

mn + 1 •

rf

(3.2.1) Teorema - Seja f:~ ~ mn+
1 uma imersao iso~trica

de uma variedade completa sem pontos planares. Suponha que a

curvatura ~dia H nao muda de sinal, mesmo localmente.

Entao f é rlgida num subconJunto aberto

2 n-2
decompoe-se como produto do tipo L H IR ou

ou t(l1)

L
3

H IR
n

-
3

•

se

Demonstraçao - Como r nao possui pontos planares, tem-r.e

que a nulidade relativa é menor ou igual a n-2 em todos

os pontos de ~. PEl1
n

tal que a nulidade relativaSeja

v(p)<n-2, entao existe um aberto U, onde u(q)<n-2 para

todo qEU. Apl!ca-se (1.2.10) para concluir que 'eU)

v(p)=n-2 T PEnDVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe t(~)

(3.1.21).

se

ê

rlgida. Caso contrário

decompoe de acordo com

(3.2.2) Teorema - Seja Mn completa com curvatura escalar

Jl n+l
Se f:n ~ IR • uma imerr.aos satisfazendo 0 ( 6 S s.

Lsomê t r-Lca tal que a curvatura média H ~ limitada,. entao
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r ~ rlgida em algum aberto de ~.

Demonstraçao - Como sJl!0 segue-se que a nulidade relativa

v(p)sn-2
n

Y pEM .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAPEtf1 tal queSe existir um pontoRQPONMLKJIHGFEDCBA

v (p) < n-2,ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI ! rlg ida num subconJunto aberto deentao f

M
n
. Resta analizarmos o caso em que v(p)=n-2 y p.lf'l.

V
2

iNeste caso mostraremos que a imagem de Gauss

totalmente geodl!sica e portanto f(~)

:2 n-:2
produto de L x IR •

•..
se decompo. como um

para f e w normal a

Sejam ." a parametrizaçao de Gauss

'J:2 • Considere P
t = 'tI + H - tA •

't w

uma base de T H tal que ( e
1

, e
2

)

P

~l e {e
3

, · · · ,en}
é uma base de

Seja {e
1
,e

2
,e

3
, .•• ,e

n
}

I ! uma ba se de 1m A =

Rer A = .1, onde ~ o operador de Weingarten de f. EA

fâcil verificar que

1
s = nrn=fT t <R(e.,e.)e.,ei>=

U \ U-.L I i j 1 J J

- (1 'r «Ae
1
,e
1
HAe

2
,e
2
) - <Ae

1
,e
2
)2)- ii1*=n- det(AI,61).

1
il( n-l) de t (- P t -1 ) •

n (n-l L = det
A-

Logo P
t
, onde det(Pt) • um polinomio do

s

segundo grau em t. Como 0 s 6 s Is 1 tem-se que det Pt

~ oon~tante. Por outro lado H • - tr

-1 1
tr P

t

1
( ~'/ + 2 '1 - t tr A ), •P

t == - d", t P
t

SI

d",t P
t

que um
w
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AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

polinomio do primeiro grau em t. Portanto tr A = 0.

"
Logo tr P

t
ê constante. Assim sendo P

t
ê constante. donde

se conclui que A = 0.
w

Como w ê arbitrArio segue-se que a

imagem da aplicaçao normal de Gauss ê totalmente geodêslca •

..n 2 n-2 . 2
Logo f(n )=L xRQPONMLKJIHGFEDCBAm • Ademals L ê completa com curvatura

oausslana s, [s ] ~ o ) e . DO teorema de ~tlmov [10]
"

e positiva. Usando o teorema de Bonnet [6, paq 3~2] tem-se

que L
2 e compacta. Apl icando-se o t eor-e ma de Hadamard

[ 11, vo I 3, pag 90] obtemos que L
2

ê convexa. Assim

2
sendo, L ê rlgida pelo teorema de Chon-Vossen [11,vol 5,

pag 250] e consequentemente f ê rlqida.

(3.2.6) Teorema - Qualquer imersao isomêtrlca r:~ ~VUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm
n ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+
1

,

tf conexa, com curvatura ~dia constante H~0 ê rlqida a

2 n n 1 n-l 2 3
menos que f(M)CL H m ou f(M )C5 K m , onde L em tem

Demonstraçao Se existir um ponto PEtf1, tal que

curvatura ~dia constante H.

a

nulidade relativa \.I (p ) 5n-3, a riqidez seque de (1.2.10)

#

e da analiticidade de r. Caso contrArio n > u(p) ~ n-2 e

\.1
0
= n-2 num aberto UC~ ou u(p) = n-l para todo pE~.

No primeiro caso a imagem da aplicaçao normal de Gauss V
2

2 n-2
e totalmente geodêsica e r(U)CL K m • De fato, seJa

~ = Yy + grad Y - W a parametrizaçao de Gauss. Entao

-1
H = - tr P

t
=-

-1
tr Pt det P

t
'
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...zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
onde P

t
=ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA" f I + H +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAta = (P - tQ),

Y W
onde p e Q sao

matrizes auto-adjuntas dois por dois. Portanto

(3.2.7) det P
t

H = - tr P
t
,

onde det P
t

= det P - t tr(P AdJ(Q)) + t
2

det Q, e

tr P
t

= tr P - t tr Q,

adjunta de Q. Portanto

e Ad j (Q) significa a matriz

(3.2.8) H det P = - tr P,

(3.2.9) H tr(P Adj(Q)) = -tr Q,

(3.2.10) det Q = 0.

SejaRQPONMLKJIHGFEDCBA{ e
1

, e
2

} uma base ortonormal do fR2 que diagonaliza

-
Q. Entao de (3.2.10) obtemos

I

~ ) , :).
P _ ( a

Q = ( ~- b

Usando (3.2.9) e tr Q ~ 0 conclui-se que Hc = -1, que

ao substituirmos em (3.2.8) obtemos H
2
b
2 = -1. Portanto

Tr A ~ nulo e como w e arbitrArio e det A = 0 tem-se
li' w

que v2 ~ totalmente geodêsica. No segundo caso
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H = - det PzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
t

tr PzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
t
, onde P

t
= (YI + H1 - tAw> , uma

matriz um por um. Logo A = 0
w

e a imagem da apl1caçao

no rma I de Gauss ~ totalmente geod~sica e portanto usando a

Jl 1 n-1
parametrizaçao de Gauss tem-se que f(n) = S XVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm .

(3.2.11) Teorema - seJa Jil

constante s 'I 0. Entao

f : Mn -i (Rn+l ê rlg1da

f(~) C L2){ mn-2. Se, M
n

entao f(rf) _ S2 (Rn-2
- H •

conexa com curvatura escalar

qualquer imersao i.o~trica

num subconJunto aberto ou

~ completa e f(J1'l)CL2xfRn-2,

Demonstraçao - Como a curvatura escalar 5 'I0 tem-se que a

nulidade relativa u ~ maior ou igual a n-2. Se existe

PErf tal que u(p)~n-3, entao obtem-se de (1.2.10) que

f ~ rlgida em algum aberto. Portanto, podemos supor que

u(p)=n-2 para todo PErf. Seja ~ = 1y +grad 1 + W a

parametrizaçao de Oauss de rf. Entao

~=
5

det P
t
,

;

onde P
t

= (YI + H - tA). Assim sendo
'/ w

n (n-l) =

s
det(YI+Hy) - t tr«YI+Hy)(RdJ(Aw» + t

2
det Aw'

onde Ad· A
J "il

significa a matriz adjunta de A •
w

Como s é

constante, tem-se
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(3.2.12)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdet(tI+Hy-) =~
5

(3.2.13) t r ( ( v r + H ) (Ad j (A ) = 0,
y- w

(3.2.14) det A = 0,
w

para todo w normal a imagem da aplicaçao normal de Oauss.

De (3.2.14) e da equaçao de Gauss tem-se

e
HU2 - 1 .•ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE

i=l

det A
w.

1

- 1,

onde WI,· · · ,w
t
}RQPONMLKJIHGFEDCBAê uma base de (TV

2
)1 e v

2
a imagem da

aplicaçao nor~l de Gau~~. Se a codimgn5&o de u2 , um,

segue de (3.2.7) que a nulidade relativa ~ maior ou igual

a um em todo ponto. Se, PEV
2

ê um ponto de nul idade

relatiua nulõa, entao e>ei5tgm ti' t2, tais. que

2
[uI] m [u2] = TpU • [u

1
] =Ker At

1

e v2 • !ler At Seja

~ v = a VI + b v
2
• Entao

A
t
1
+t

2
'V) = a At (VI) + b At (v2).

2 1

Como
A~l

e A
t2

sao auto-adjuntas segue-se que
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A('1+t2(V) = 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAse, 56 se, a = b = 0. Rssim sendo a

nulidade relativa de v2 ~ maior ou igual a um em todo

ponto. Se

diagonalizando A
w

'I 0, seja {XJ,V,,} gerando

numa vizinhan9a U de p~V2! e RwX2

TV
2tr A

w

- 0.

Observe que "x Xl '" Vx Xl •• 0,

2 1.,
covariante de V~. Como

onde v •• derivada

[

'I+X1X
1ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( 'I ) ,VUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

'II+H'I = X
1

X
2
(y),

X2K 1 ( 'I ) 1
'I+X2K2CY) I

usando Tr A 1 0RQPONMLKJIHGFEDCBAe (3.2.13) conclui-se quew

' ' I + H 2 H 2 ( ' I ) = ' I + ( Vx grad Y,K
2
) • 0.

2

Logo

(3.2.15) - X
1
('I) = X1<VX grad Y,X

2
)=<V

X
Vx grad 'I,X

2
)+

2 I 2

+<VX grad 'I,Vx X2>=<R(X1,X2)grad y,X
2
>+(V

X
V
x

grad 'I,X
2
>+

2 1 2 1

2 ( Vx grad "I,
2

Vx X
2

)

I

Segue de (3.2.12) e de tr A 10 que _ [X X (y)]2=~
0" 1 2 •

Portanto, o = X2(VX grad Y,X
2
) = (V

X
Vx grad 'I,X

2
>.

1 2 I
Como
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v2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAtem curvatura secclonal igual a um, obte1n-se

<R(K
1
,K
2
)grad y,K2>= - <K

1
,grad Y>

(3.2.8) que

= -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAK
1
(Y). Segue de

o = (V
K

grad 1,V
X

K2)~

2 1

= (V
X

K
2
,K

1
}(V

X
grad 1,Kl)'

1 2

que no~ l~va a uma oontradi9ao. Portanto tr A - 0 para
w

todo 111 normal a imagem da aplicaçao normal de Gauss e V2

~ totalmente geod~sica. Assim sendo se, u(p)-n-2, V pd'ln,

. n 2 n-2
segue da par-a me t r-r za ç ao de Gauss que f(1'I )CL H rR • Por

n 2
outro lado se M ~ completa, segue-se que L ~ oompleta

com curvatura constante igual a Sjll0. Por conseguinte L
2

~ compacta e portanto isometrica a esfera Euolideana S2.
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