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t r o d u ç ã o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAG um grupo. Dizemos que um subgrupo HlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA:S G é subnormal, se existe uma cadeia
o a Ho = H ç HI ç HI ç ...ç Hn =kjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAG onde H , ::::)Hi+l, ti i = 0,1, ... , ti - 1. Agora, se

~TK = KH ti K :S G , diz-se que H é permutável.

É claro que todo subgrupo normal é permutável e subnormal. Também é fácil ver que
H = (y) é subnormal e não é permutável em D« = (x, y I x4 = y2 = 1 e y-Ixy = X-I).

em teorema de O r e afirma que em um grupo finito, todo subgrupo permutável é subnormal.
Vale resaltar que em grupos infintos, subgrupos permutáveis não são necessariamente subnor-
mais(Veja [4]). É interessante observar que na prova desse teorema de Ore, apenas é necessário
que tal subgrupo permute com os seus conjugados. A partir desta observação, T u r v a l F o r -

guel(Veja[9]) definiu os subgrupos permutáveis com conjugados em grupos não necessariamente
finitos.

Esta monografia tem como objetivo apresentar em forma mais detalhada - e, quiça, um
ouco mais didático, um estudo de tais grupos. Este trabalho será dividido em dois capítulos.
primeiro capítulo recordaremos alguns conceitos e resultados básicos na teoria de grupos, que

erão usados no capitulo 2. Dentre os quais destacamos o teorema(W.Feit e J.Thompson)onde
vale resaltar o teorema mais celebrado da teoria dos grupos finitos(Veja[2]). Os principais teo-
remas demonstrados neste capítulo são os seguintes:

T e o r e m a d e W ie la n d t

ia H sn G , K sn G e assuma que H n K = 1. Se H é um grupo simples não-abeliano. Então

K J = 1.

e o r e m a d e O r e

~T é um subgrupo permutável maximal de um grupo G. Então H <J G,

e o r e m a d e O r e

é um subgrupo permutável de um grupo finito G. Então H é subnormal em G.

e o r e m a d e F it t in g

-"'_~ _.1 e N subgrupos nilpotentes normais de um grupo G. Se c e d são as classes de nil-
:? . § .a ia de M e N. Então L = M N é nilpotente de classe de nilpotência no máximo c + d.
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egundo capítulo refere-se ao objetivo principal deste trabalho que é o estudo de subgrupo
permutáveis com conjugados de um grupo. Um subgrupozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH de um grupo G é permutável com
a.mjugado (H <c-pkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(G )), se HH9lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= H9H para todo 9 E G .

•~a primeira secção provaremos que subgrupos permutáveis com conjugados de um grupo
--:"0 são subnormais, e algumas propriedades elementares de subgrupos permutáveis com con-

os. Daremos exemplos de subgrupos subnormais que não são subgrupos permutáveis com
u.J..:..lJ~6adose de subgrupos permutáveis com conjugados que não são permutáveis. Na segunda
secção mostremos os principais resultados de nossa monografia:

eorema: Seja G um grupo finito e P E S ylp (G ). Se todo subgrupo de P é permutável
conjugados, então G é nilpotente.

Teorema: Se G é um grupo localmente finito e para algum primo p , todo subgrupo cíelico
e ordem uma potência de p é permutável com conjugados, então qualquer P E S ylp ( G) é
ormal em G.

Teorema: Se G é um grupo contendo um subgrupo finito P tal que P E S ylp ( G) e

P <c-p G, então P é normal em G.

Teorema: Se G é um p-grupo localmente finito, p um primo ímpar e qualquer subgrupo
.co é permutável com conjugado, então T ; = {x E G I o ( x) ::; pi} é um subgrupo normal de G.

Essa nova concepção de grupos nasce a partir da demonstração do teorema de Ore, graças
Turva! Foguel (Dep~rtment of Mathematics, University of the West Indies)
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o ta ç ã o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ACBlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

AI
HS.G

H<G

(X)

H~G

H-::::.G

HG

:H,K]

Hsn G

Z(G)

HKzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

G' =kjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[G ,G ]

G

_'.:; H)

"")

H2 X ... X Hn

)

_. )

A é um subconjunto de B.

Cardinalidade do conjunto A .

H é um subgrupo de G .

H é um subgrupo próprio de G.

Subgrupo gerado por um conjunto X .

H é um subgrupo normal de G.

H é isormofo com G.

Fecho normal de H em G.

Subgrupo gerado por todos comutadores [h , k ] = h -
1
k-

1
hk.

H é um subgrupo subnormal de G.

Centro do grupo G .

{hk I h E H e k E K }.

Subgrupo derivado de um grupo G .

Classe de conjugação do elemento x.

Normalizador de H em G .

Centralizador de x em G .

Produto direto.

Órbita de um elemento x.

Estabilizador de um elemento x.

Conjugado de x por g , x9 = g -lxg .

O i-ésimo fecho normal de H em G.
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C a p ítu lo JIHGFEDCBA1

P r e l im in a r e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

este capítulo recordaremos alguns conceitos e teoremas da teoria de grupos, tais como normali-
dade; subnormalidade; permutabilidade; o teorema de Sylow; o teorema de Fitting; um teorema
de Ore; e um teorema de Wielandt. Estes resultados serão fundamentais no desenvolvimento
do capítulo 2.

1 .1 S u b g r u p o s N o r m a is

D e f in iç ã o 1 .1 .1 :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASeja G um grupo) um subgrupo N de G é chamado um subgrupo normal dekjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

G ) se »+N»lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAç N,Vx E G .

notação: N :s) G

T e o r e m a 1 .1 .1 : Sejam H e K subgrupos de G) se (H ou K ) é subgrupo normal de G) então

H K é subgrupo de G

D e m o n s tr a ç ã o :

Seja a E HK. Então existe h E H, k E K tais que a = hk. Considere /3 = k-1hk. Como
H:s) G, temos que /3 E H. Logo a = hk = k/3 E K H.

Portanto,
HKÇKH.

Por outro lado, se , E KH, então existe k E K, h E H tais que, = kh. Consideremos
= khk-1 como H :s) G temos a E H. Logo, , = kh = ak E H K. Sendo assim, K H ç H K.

Portanto,

HK=KH.

D

T e o r e m a 1 .1 .2 : Sejam H e K subgrupos de G. Se H:s) G e K:s) G) então HK:s) G.
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Demonstração:

ejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx E g-l HKg. ondekjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9 ~ G .

H:s! G , temos que xlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE H.K.

Portanto,

g-1hgJ(g-lkg). Como K :s! G e

G.

o

Teorema 1.1.3 : Sejam H < K :s; G. Se H ~.K e L < G. então H n i » K n L.

Demonstração:

Dado 9 E K n L implica que 9 E K e 9 E L. Suponhamos que x E g-l(H n L)g. Assim,

x = g-lkg onde k E H n L. Logo x E H n L e portanto:

H n L:s! K n L.

o

ProposiçãoZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 .1 .1 : Seja H < K:S; G, se H:s! K, então H9 :s! K9.

Demontração:

Dado m E K9 implica m = k9, onde k E K e 9 E G . Suponhamos x E m:' H9m, logo

x = m-1h9m para algum h E H. Daí segue:

x = m-1h9m = (k9)-lh9(k9) = g-lk-1g(g-lhg)g-lkg = g-lk-1hkg.

Como H:s! K, k-1hk E H, V k E K. Logo x = g-lk-1hkg = g-lhkg E H9. Portanto,

H9 :s! K9 V 9 E G.

o

Definição 1.1.2 : O fecho normal de um subgrupo H de G é o menor subgrupo normal de G

que contém H.

otação: HG fecho de H em G , onde HG = n N
N < JG

N2H

Proposição 1.1.2 : Seja H :s; G, então HG = (H9 I 9 E G).
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emonstração:

emos por definiçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAHGkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=. _,' ~ G e 9 E c. Como _V:sl G , temos
~-

_ ,o; = S9 2 H9 o Portanto

- da H ç (H9 I 9 E G ' o

o lado: temos que (H9 I 9 E G ) :sl G e

n .v ç H9
1 9 E G)

.I"<lG

HÇo'

ortanto, HG = (H9 I 9 E G)o oZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 .2 C o m u ta d o r e s

Seja G um grupo e sejam X l, X 2 , 000' X m elementos de G, O comutador de X l e X 2 é definido

como:

[ ]
-1-1

X l, X 2 = X l x2 X lX 2

Mais geralmente, um simples comutador de comprimento n ~ 2 é definido recursivamente pela

regra:

[X l, X 2 , 000' xn ] = [[X l, 000' X n -l], X n ]

Denotemos ainda um comutador formado por um único elemento de G , como sendo

:x d = X lo Usaremos ainda a seguinte notação:

[x , n Y ] = [x ,y , y ',;.o o , y )

n

Teorema 1.2.1 : Seja x, y, z elementos de um grupo o Então:

- [x , y ] = [y , X ]-l

o _ [x y , z ] = [x , z ]Y [y , z ] e [x , y z ] = [x , z ][x , y ]Z

-00 _ [x , y-l] = ( [x , y]y-l)_l e [x -I, y ] = ( [x , y]X-l)-l

- - Suponhamos z = [x , y ] comute com ambos x e y o Então [x i, y j] = z i
j
, 'ti i, j

- [x y , w ] = [x , w ][x , w , y ][y , w ]

. - [x , y w ] = [x , w ][x , y ][x , y , w ]

_o _ (Identidade Hall- Witt) [x , y-l, w ]Y [y , w-I, x ]W [w , x -I, y ]X = 1

5



Demonstração:

egue das definições. Vej

TemoskjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAzlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= x -ly -lx y . do

comutar com x . Sendo

= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(y-lxy)i = (XZ)i = X iZ
i
, pelo fato de

y -2 x iy 2 = y-lxi::; _I _
X iz i)i = X

i
z

2 i

Repetindo esse processo j vezes, concluímos que:

y-ix
1y1= X izii

Logo, x -iy -jx iy j = z ij V i, j. Portanto:

[X i, y j] = z ij V i, j.

ProposiçãoZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 .2 .1 : A identidade [um, v] = lu, v]U
m

-
1

+u
m

-
2

+ ...+U+l é válida em qualquer grupo

(onde, x
y+z = x Y X

Z
). Portanto, se lu, v] pertence ao centro de (u, v), então [um, v] = lu, v]m =

= [u,vm
].

A prova segue por indução sobre m.

Demonstração: (i)- O teorema é verdadeiro para m = 1.

(ii)- Suponhamos o teorema verdadeiro para m , isto é;

[um, v] = lu, v]Um-1+um-2+ ...+U+l

(iii)- Mostremos que o teorema é verdadeiro para m + 1, ou seja;

[um+1 , v] = lu, v]Um+um-1+ ...+U+l

Prova: De fato,

[um+1, v] = [uum, v] [u, v]um[um, v] h.i

lu, v]Um ([u, v]Um
-
1+um-2+ ...+U+l)

lu, v]um+um
-
1+ ...+U+l

Logo: [um+1 , v] = lu, v]Um+um-1+ ...+U+l

Portanto,

[
m ] [ ]Um

-
1+ m-2U , V = u, V tz +...+u+l.
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SuponhamoskjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[u , v ] E Z u, v ; . isto é, que {

teorema 1.2.1 temos que:

comuta com ambos u ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv. Pelo item (iv) do

[um, v ] = (u: v]m = lu. v
m].

Proposição 1.2.2 : Sejam H,K,L subgrupos de um grupo G. Então:

(1) SeH~G eK~G. Então [H,K]~G.

(2 ) Se H ~ G, K ~ G e L ~ G. Então [HK, L]lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= [H,L][K,L].

Demonstração:

(1) Sejam 9 E G, h E H e k E K temos [h, k]9 = g-I[h, k]g = g-Ih-Igg-Ik-Igg-Ihgg-Ikg =

= [h9, k9] = [hl, kl], para certos b, E H e »; E K, pois H ~ G e K ~ G. Portanto, [H, K] ~ G.

(2) Como [H,L] < [HK,L] e [K,L] < [HK,L] temos que [H,L][K,L] ~ [HK, L]. Além

disso, [hk,l] = [h, l]k[k,l] = [hk, lk][k, l] E [H, L][K, L]. Pois H ~ G e L ~ G. Portanto,

[HK,L] < [H, L][K, L].ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 .3 S u b g r u p o s S u b n o r m a is

Definição 1.3.1 : Um subgrupo H de um grupo G, é dito subnormal em G se existem subgrupos
Ho = H, HI, ... , Il.; = G tal que:

H = tt,~HI ~ ... ~ tt, = G.

otação: H sn G.

Exemplo 1.3.1 : Seja o grupo Diedral D4 = (x, y I x4 = y2 = 1 e yxy-I = X-I) e considere

K = (y). Note que (y) sn D4 e (y) não é normal em D4

Proposição 1.3.1 : Se H sn G, então H9 sn G V9 E G.

Demonstração:

e H snG, existem subgrupos Ho, HI, ... , Hn tais que H = H i, ~ HI ~ ... ~ Hn = G. Pela

proposição 1.1.1 temos:

H9 = HÕ ~ Hf ~ ... ~ H~ = G.

Tomemos K , = Hf Vi E {O, 1, ... , n}. Logo H9 = Ko ~ KI ~ ... ~ Kn = G. Portanto H9 sn G.

7



Proposição 1.3.2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAejakjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH sn K lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< G e L < G. Então H n L sn K n L.

Demonstração:
Como H sn K, temos por definição que existem Go: G1 : ... , Gn tais que:

H = Go ~ G1 :s: ... ~ Gn = K.

Pelo teorema 1.1.3, temos:

H n L = Go n L ~ G1 n L ~ G2 n L ~ ... ~ Gn n L = K n L.

Denotemos H , = G , n L V O :s: i :s: n . Sendo assim. temos:

H n L = tt; ~ H 1 ~ ... ~ u; = K n L .

Portanto H n L sn K n L . o

Uma ferramenta importante no estudo de subnormalidade é a série de sucessivos fechos
normais. Se X é um subconjunto não-vazio de um grupo G , uma sequência de subgrupos
XG,i i = 0,1,2, ... é definido pela regra:

xG,o = G e XG,i+l = XXG,i

onde:
XxG,i-l = (x Y I x E X, Y E XG,i-l).

Portanto X está contido em todo XG,i e

... ~ XG,2 ~ XG,l ~ XG,o = G .

Observação:

(1) XG,l = x>" = XG.

(2) Se H ~ G . Então HG,O = G , HG,l = HG = H, ... , HG,i = H Vi.

Exemplo 1.3.2 : Seja G = 83 e H = ((12)). Temos que H não é subnormal em G.

Solução: Com efeito, NG(H) = H.

Proposição 1.3.3 : Seja H sn G e H = n; ~ Hn-l ~ Hn-2 ~ ... ~ tt; = G. Então HG,i < tt,
e portanto HG,n = H.

8



Demonstração:
A prova segue por indução sobrezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi,

Com efeito, HG,o = G = Hoo Suponhamos que HGokjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi
~ n; Como H ~ Hi+l e Hi+l :::;)n;

HG,i+1 - HHGo'lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< HH, - H· P HGol < H \-I. - O 1 2 E ti 1temos - _ i-I - 10 onanto: _ i v 't - , , '000' no m par leu ar,
H = Hn 2 HG,n 2 u. LOiro H = HG,n o O

Corolário 1.3.1 : H sn G se, somente se. existe n E N tal que HG,n = H

Definição 1.3.2 : Seja H um subgrupo subnormal de G, Definimos o índice de subnormalidade

de H em G, como o menor inteiro n 2 O tal que H = HG,no

otação: s(G: H) = n

Observação:
(1 )- s(G; H) = O, quando H = G,

(2)- s(G : H) = 1 se, e somente se, H:::;) G e H::I G .

Proposição 1.3.4 : Se H < c. Então HG,i = H[G, iH] Vi 2 o

Demonstração: A prova segue por indução sobre i,

(1) Para i = 1, temos HG,1 = HG = (H, [G, H]) = H[G, H]o Pois [G, H] :::;)G,

(2) Suponhamos o teorema verdadeiro para i, isto é,

HG,i = H[G, iH]

(3) Provaremos verdadeiro para i+ 1, ou seja, HG,i+1 = H[G, i+IH]

Prova: HG,i+1 = HHG,i = HH[G,;H] = (H, [H, [G, iH] ]) = (H, [ [G, iH], H]) =

= (H, [G, i+lH]) = H[G, i+lH]o Portanto, HG,i = H[G, iH] para todo i. O

Teorema 1.3.1 : Seja {H>. I À E I} um conjunto de subgrupos subnormais de um grupo G,

tal que s(G : H>.) ~ n para todo À E 10 Então H = n H>. sn G.
>'EI

Demonstração:
Por definição H ç HG,no Como H>. é um subgrupo subnormal de G, temos Hf,n = H>. para

todo À E 10 Temos ainda que H ç H>. para todo Ào Sendo assim HG,n ç Hf,n = H>.o Logo,

9



HG,nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAç H).. para todo ÀlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE I. _kjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

H G
.'1 ç nH )...

)..EI

Portanto,

HG
.
n = H.

o

Observação: Entretanto a interseção de uma coleção arbitrária de subgrupos subnormais pode

não ser subnormal.

Exemplo 1.3.3 : Considere o grupo diedral infinito Doo

conjunto H = {Hi I i E N}, onde H , = (x, a2 i
).

(x,a I aX a-I, x2 1) e o

00

Solução: Com efeito, note que Hi+l ::::! H i. Afirmamos que n H , = (x) e que NG( (x)) = (x).
i=1

Observe que os elementos de H , são da forma x1a2 im
com l E {O, I} e m E Z. Mas, Vi E N e

. 00 00

Vm E Z*, a2'm ti. Hj, se j > 2im. Como, x E n Hi, temos que n H , = (x). Agora, como
i=1 i=1

NG((x)) = (x).C(a) ((x)) e C(a)((x)) = 1, segue-se que NG((x)) = (x). O

Definição 1.3.3 : Um subgrupo subnormal H de G é dito subtiormal minimal se H =J 1, e

não existe 1 =J N sn G tal que N < H.

Notação: H min-sn G.

Proposição 1.3.5 : Seja H um subgrupo subnormal simples de G. Então H é subgrupo sub-
normal minimal de G .

Demonstração:

Suponhamos que H não seja subgrupo subnormal minimal de G. Logo existe um subgrupo

1 =J N sn G tal que N < H. Como N sn G , implica N sn H. Seja s(H : N) = m 2 1, isto é,

N = Ho <l HI <l ... <l Hm = H. Sendo H simples temos que:

Hm-I = 1 ou Hm-I = H.

é um absurdo. o

Teorema 1.3.2 (Wielandt) : Seja H sn G , K sn G e assuma que H n K = 1. Se H é um
grupo simples não abeliano, então [H, K] = 1.
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Demonstração:

ejakjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(H, K) e s = s J : H'. Analisemos os seguintes casos:

Caso 1: Se s :S 1. Então H:s! J . Afirmamos ainda que .VJ([H, KJ)lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= J . De fato, temos

[H, K]H = [H, K] e [H. K]K = [H, K]. Portamo :YJ [H. KJ) = J .

Como H ~ J , temos [H. K] :S H. Sendo assim: como [H, K] ~ J , segue [H, K] ~ H. Pela

simplicidade de H temos:

[H,K] = 1ou[H.K] = H.

Afirmação: [H , K ] = 1.

Suponhamos que [H, K] = H, então H :S KJ. Como H :S KJ e K :S KJ, (H, K) ç KJ.

Assim, J ç KJ e portanto, KJ = J . Consequentemente, pela subnormalidade de K, temos

que K = J .

Sendo assim, H:S K. Logo H n K = H. Mas, por hipótese H n K = 1, então [H, K] = 1.

Caso 2: Assuma agora que s > 1. Neste caso, temos que H não é normal em J . Logo existe

k E K tal que Hk
-I- H. Como H snG e Hk snG, HnHk snG; sendo assim HnHksnH. Pela

simplicidade de H, temos que H n Hk = 1. Agora s(HK : H) = s - 1. Por indução sobre s,

temos [H k
, H ] = 1.

Afirmação: H' :S [H, K].

De fato, se h1, h2 E H, temos que:

1= [h1, h~] = [hl' k-1h2k]

[h h k] [h k-l]h2k
1, 2 1,

[h1, k][h1, h2]k[hl' k-l]h2k

Sendo assim, [h1, k][h1, h2]k[hl' k-l]h2k = 1. Logo, [h1, h2]k = [h1, k]-l([hl' k-l]h2k)-1, isto é,

[h1, h2]k E [H, K] ~ J . Portanto, [h1, h2] E [H, K].

Temos ainda H = H', pois H é simples não-abeliano. Como H' :S [H, K] e H' = H, H :S [H, K].

Logo, H :S KJ o que implica J = KJ. Pela subnormalidade de K, temos K = J. Portanto,

H:S K e H n K = H. Logo, H = 1, pois H n K = 1. Isso mostra que [H, K] = 1. OZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 .4 S u b g r u p o s P e r m u tá v e is

esta parte veremos os subgrupos de um grupo, que permutam com todos os subgrupos do

grupo. De longe, o exemplo mais importante de subgrupos permutáveis são os subgrupos nor-

mais.

Definição 1 .4 .1 : Seja H um subgrupo de um grupo G
J

dizemos que H é permutável no grupo

G
J

se HK = KH para todo K:S G.

11



Notação:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAHJIHGFEDCBAD e r G .ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P r o p o s iç ã o 1 .4 .1 : Seja H subgrupo de u m IX} G. Se H:SI G, então H per G.

D e m o n s tr a ç ã o :

Como H:SI G, temos que g-IHglkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= H para to d o kjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9 E G. Em particular, para todo subgrupo K

de G, k:' Hk = H \:;f k E K. Portanto, kH = Hk para todo k E K. Assim, concluímos que

KH = HK para todo K::; G . O

O b s e r v a ç ã o :

(i) Sejam H ::;K ::;G , se H per G . Então H per K.

(ii) O exemplo a seguir mostra subnormalidade não implica permutabilidade.

E x e m p lo 1 .4 .1 : Considere o grupo diedral D4 = (x, y I x4 = y2 = 1 e y-1xy = X-I) e

os subqrupos H = (y) e K = (xy). Note que H e K são subnormais. Mas H e K não são

subgrupos permutáveis de G .

De um ponto de vista oposto, pergunta-se: subgrupos permutáveis são subnormais? Isso é

verdade para grupos finitos, como veremos.

P r o p o s iç ã o 1 .4 .2 : Seja H subqrupo permutável de um grupo G. Então H9 é permutável em

G , para todo 9 E G .

D e m o n s tr a ç ã o :

Temos H9K = (HK9-
1

)9 = (K9-
1

H)9 = KH9 V 9 E G e V K::; G. o

P r o p o s iç ã o 1 .4 .3 : Seja H um subqrupo maximal permuiáuel de um grupo G. Então H9 é

um subqrupo maximal permutável de G, Vg E G.

D e m o n s tr a ç ã o :

Suponhamos que exista um subgrupo permutável N de G tais que H9 < N < G. Isso implica

que H < gN g-1 < G, isto é, H < K < G onde K = gN g-1 é subgrupo permutável de

G . Portanto, existe um subgrupo permutável de G e que H < K < G (absurdo). Pois H é

subgrupo maximal permutável de G. O

T e o r e m a 1 .4 .1 (O r e ) : Se H é um subqrupo permutável maximal de um grupo G. Então

H:SI G.

D e m o n s tr a ç ã o :

Suponhamos por absurdo que H não seja normal em G. Então existe 9 E G, tal que g-1 H 9 i=- H,

ou seja, existe um conjugado K de H tal que K i=- H, onde K = g-1 H g. Temos ainda que

H K < G, pois H subgrupo permutável de G.

A f ir m a ç ã o 1 : H K per G.
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De fato.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(HK)M = (KH JI = K(H!\!) = K(!UH) = (KJI)H = (J1K)H = M(KH).

Logo, (HK)MlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= M(HK). VJI::; G. Portanto, HK per G.

Pela maximalidade dekjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH . temos:

H = HK ou G = HK.

Afirmação 2: H =1= H K .

De fato, suponhamos que H = H K. Logo. K ç H. Como K é permutável maximal em G,

implica que K = H ou H = G. Sendo H =1= G, temos K = H (absurdo).
Sendo assim, concluímos G = H K. Seja g = hk para algum h E H e k E K. Portanto,
K = n» . Daí segue-se:

K = tt» = (hk)-l H(hk) = k-1h-1Hhk = k-1Hk. Logo K = H (absurdo).

Portanto, H ~ G. O

Teorema 1.4.2 (Ore) : Se H é um subgrupo permutável de um grupo finito G. Então H é
subnormal em G.

Demonstração: Refinemos a série 1 ::; H ::;G, sendo assim segue-se:
É claro que podemos supor H < G. Sendo H per G e G finito, existe um subgrupo H ,

maximal permutável em G contendo H. Se H = Hç, já teremos H <J G, pelo teorema1.4.1.

Caso contrário, obtemos H2 maximal permutável em H , contendo H. Se H2 = H, teremos
H <J H , <J G. Caso contrário, continuamos o processo para obtemos uma cadeia

H = H; < Hn-l < ...H1 < Ho = G,

onde H , é maximal permutável em Hi-1 V i = n, n - 1, ... ,1. Portanto, pelo teorema1.4.1,
H sn G. OZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 .5 S u b g r u p o s d e S y lo w

Seja G um grupo finito e p um primo. Se IGI = pam, onde (p, m) = 1 então um p-subgrupo de
G não pode ter ordem maior que pa pelo teorema de Lagrange. Os subgrupos de G que têm
ordem pa são chamados p-subgrupos de Sylow de G. Um dos principais teoremas da teoria dos
grupos afirma que p-subgrupos de Sylow sempre existe, dois quaisquer são conjugados, e que o
número deles é congruente a 1 módulo p .

Denotemos: Sylp(G) = {P ::; G I IP I = pa}.
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Teorema 1.5.1 (Sylow-1872)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

onde (p, m)lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1. Então:

eja G um grupo finito e pZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu m primo tal que IGI = p+m;

(i) Todo p-subgrupo de G está contido em um subgrupo de ordem pa) chamado p-subgrupo de

Sylow.

(ii) Se np é o número de p-subgrupo de Sylow)kjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn p - 1(mod p).

(iii) Todos os p-subgrupos de Sylow são conjugados em G.

Demonstração:

Seja X o conjunto de todos subconjuntos de G com exatamente pa elementos, isto é;

X = {S ç G I ISI = pa}

Considere a seguinte ação

G ---t

9 t----+

ip Sx

<p(g) X ---t X

S t----+ gS

Sendo assim ip é uma representação permutacional de G em X , com

IXI = ( pam ) = pam! = m (pam - 1 ) (pam - 2 ) (pam - pa + 1) .

pa pa! (pam _ pa )! (pa _ l)(pa - 2) 3.2.1

Mostremos agora que p não divide IXI.

Afirmação 1: Para todo 1 :::;i :::;pa - 1, pi divide i se, e somente se, pi divide pam - i.

De fato, suponhamos que pili. Neste caso, j < a. Pois caso contrário, pali (absurdo). Pois

1 :::;i :::;pa - 1. Sendo j < a teríamos pilpa e pilpam. Logo pilpam e pili. Portanto pilpam - i.

Reciprocamente, se pilpam-i. Então j < a e pili. De fato, se j 2: a teríamos pali (absurdo).

Pois 1 :::;i :::;pa - 1. Sendo j < a, pi Ipam e como por hipótese pi Ipam - i, temos pi li.

Logo, pela afirmação acima, pam-i e i têm as mesmas potências de p. Assim toda potência de p

no numerador é cancelada com toda potência de p do denominador. Consequentemente IX I não

tem nenhuma potência de p. Portanto p não divide IXI. Como ip é uma representação permu-

tacional de G em X temos então X = O(SdU O(S2)U··. UO(Sr) onde O(Si) = {gSi I 9 E G}.

Portanto p não divide IO(Si)1 para algum 1 :::;i :::;r. Seja P = E(Si) = {g E G I gSi = Si}.

Como IO(Si)1 = IG: E(Si)1 VSi E X. Assim, p não divide IG: E(Si)1 = IG: PI, ou seja, p não

divide IG : PI.

E mais, como IGI = IG : PI.IPI, pa divide IPI. Portanto pa :::; IPI. Por outro lado, para

cada x E Si, Px ç Si. Sendo assim, IPxl :::; ISil, o que implica IPxl :::; ISil = pa. Como
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IP x llkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= P . p Q ~ P I· zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAPortanto: IPI =

mente S y lp ( e )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi- 0 .

Pé p-subgrupo de Sylow de e. Consequente-

Seja P E S y lp (e ). Y = {p g 9 E e }. Consideremos a ação de e sobre Y.

P --t

x 1----+

}"

(Xl : }' --t Y

Ps 1----+ r= :

Afirmação 2: O (P I) = {P d se, e somente se. P I = P V P I E Y.

De fato, suponha que O (P I) = {P I}' Assim, P f = P I Vg E P . Logo, P P I = P IP e P P I :Se.
Temos ainda que:

I
P P 1= IPIIPII = Ct

I IP n PII p.

Como P :S P IP , P = P IP (pela ordem de P ). Portanto P I = P . Reciprocamente, O (P ) =

= {c p (g )(P ) 1 9 E P }= {p g 1 9 E P }= {P }. O

Temos ainda, Y = O(PI)U O (P 2)U ... U O (P s ). Logo,

IYI = 1+ IO(P2)1+ IO(P3)1+ ...+ IO (P s )l·

Como IO(Pi)1= IP : E (P i)l, IO(Pi)1 divide IPI e ainda IO(Pi)1 > 1 Vi = 2,3, ... , S. Portanto,

IY I = 1+ pn2 + pn3 + ...+ pns

onde ti, > 0, Vi = 2, ... , S. Logo, IYI l(modp).

Mostremos que para todo p-subgrupo H de e , H está contido num conjugado de P em e .

De fato, suponhamos que IHI = pb e H ~ P" para todo 9 E e. Consideremos agora a seguinte

ação:

c p : H --t S y

h 1----+ c p (h ) : Y --t Y

Ps 1----+ t=:'

Isto é, H age por conjugação em Y.

Afirmação 3: Toda órbita tem mais que um elemento, isto é, \V(Pi)\ > 1-

Com efeito, suponhamos que O (P i) = {c p (h )(P i) I h E H } = {P i
h I h E H } = {P i}' Logo,

P i
h = P , V h E H e P iH = H P i . Portanto, P iH :S e , com

IPillHI = ri
IP iH I = IP

i
n H I
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ComozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAPi ::; HPi, HPilkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= Pi (pela ordem de ~). Portanto, H ::; PkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi (absurdo). Pois estamos

supondo H ~ p9 \/g E G.

Logo, toda órbita tem mais que um elemento. ou seja. O (P i)1 > 1. Sendo assim IYI _ O(modp)

(absurdo). Portanto, para todo H ::;G, H é um p-subgrupo de G e H está contido num con-

jugado de P em G.

Com isso, mostramos ainda que quaisquer dois p-subgrupo de Sylow de G são conjugados.

De fato, dados P, Q ç S y lp (G ). Como IQI = p", Q ç P9. Portanto, Q = p9 para algum 9 E G .

Pois IP 9
1 = IP I = P".

Isso mostra também que Y = S y lp (G ). Portanto, n p - 1 (modp). O

Proposição 1.5.1 : Seja P um p-subgrupo de Sylow de um grupo finito G. Se Nc(P) ::;H ::;

GJ então Nc(H) = H.

Basta mostrar que Nc(H) ç H

Demonstração:

De fato, temos por hipótese que P é um p-subgrupo de Sylow de H. Seja x E Nc(H), logo

P" ::;H. Como G é finito temos que P e P" são conjugados, isto é, existe h E H tal que:

P = (px)h = pxh.

Sendo assim, xh E Nc(P). Logo, xh E H já que Nc(P) ::;H. Portanto, x E H e Nc(H) ç H.ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 .6 G r u p o s N ilp o te n te s

Seja G um grupo, existe um modo natural de generelizar uma série descendente de comutado-

res. Por repetido comutadores de G . Definimos a série da seguinte forma:

Il(G) = G , 1 2 (G ) = [rl(G), G ] = G ', 1 3 (G ) = [r2 (G ) , G ], ... , li+l(G) = [r i(G ), G ] \/ i E N.

Note que:

G = Il(G) ~ 1 2 (G ) ~ ... ~ li(G ) ~ ...

A série acima definida é chamada série central descendente.

Observação: Existe uma série ascendente de subgrupos de G. Definida indutivamente por:

1 = Z o (G ) ~ Z l(G ) = Z (G ) ~ Z 2 (G ) ~ ...

Z i+ l(G ) (G )
onde, Z i(G ) = Z Z i(G ) .
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Definição 1. 6.1 :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAUm grupo G é nilpotente, se existe n E N tal que 'Yn+!(G)lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1. O menor

inteiro que satisfaz esta propriedade é chamado de classe de nilpotência de G.

Observação: G é nilpotente se, e somente se, Zn(G) = G.

Teorema 1.6.1 :

(i)- Todo p-grupo finito é nilpotente.

(ii)- Se H,K são nilpotentes, então H x K é nilpotente.

Demonstração:

(i)- Todo p-grupo finito tem Z(G) =1= 1. Se para algum i, Zi(G) =1= G então Zi~G) =1= 1. Sendo

assim,

Zi+!(G) = Z (~) =1= 1.

Zi(G) Zi(G)

Temos então,kjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAZ ;:(~ ~ )=1= 1:. Zi(G) < Zi+l(G). Como G é finito, existe i E N tal que

Zi(G) = G. Portanto, G é nilpotente.

(ii)- Afirmamos primeiro que 'Yi(H x K) ~ 'Yi(H) x 'Yi(K) 'ti i. A prova segue por indução sobre

i. De fato,

1- Para i = 1, 'Yl(H x K) = H x K = 'Yl(H) x 'Yl(K).

2- Suponhamos o teorema verdadeiro para i, isto é,

'Yi(H x K) < 'Yi(H) x 'Yi(K).

3- O teorema é verdadeiro para i+ 1, ou seja;

'Yi+l(H x K) = bi(H x K), H x K] < bi(H) x 'Yi(K), H x K] < bi(H), H] x bi(K), K] =

= 'Yi+!(H) X 'Yi+1(K) .

Finalmente, suponhamos que 'Ye+!(H) = 1 = 'Yd+l(K). Seja l = máx {c, d }, então 'Y1(H x K) ~

~ 'Y1(H) x 'Y1(K) = 1:. 'Y1(H x K) = 1e H x K é nilpotente.

Caracterização de Grupos Nilpotentes Finitos

Teorema 1.6.2 :Seja G um grupo finito. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) G é nilpotente.

(ii) Todo subgrupo de G é subnormal.

(iii) G satisfaz a condição do normalizador.

(iv) Todo subgrupo maximal de G é normal.

(v) G é o produto direto de seus subgrupos de Sylow.
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Demonstração:

(i)lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=} (ii): SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAG um grupo nilpotente de classe c, logo Zc(G) = G.

Afirmação: Se H:::; G, então HZi(G) ~ HZi-llG~ Vi.

De fato, dadokjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9 E HZi+l(G), 9 = hx onde h E H e x E Zi+l(G). Logo,

g-l(HZi(G))g = (HZi(C9 = H9Zi(G)9 = HXZi(G).

Pois, Zi(G) ~ G e Zi(G) ~ Zi+l(G). Afirmamos ainda que HX ç HZi(G). Com efeito, su-

ponhamos y E HX = {híl b, E H} .'. Y = hí = x-1h1x = hdhl, x] E HZi(G). Pois,

Zi+l(G) (G)
Zi(G) = Z Zi(G) ==} [Zi+I(G), G] :::;Zi(G). Logo, HX ç HZi(G).

Finalmente, como HX ç HZi(G) temos HXZi(G) ç HZi(G). Portanto, HZi(G) ~ HZi+I(G).

Logo, pela definição da série central ascendente, temos:

H = HZo(G) ~ HZ1(G) ~ ... ~ HZc(G) = G.

Logo, H subnormal em G.

(ii) =} (iii): Seja H :::;G, como H sn G, existem subgrupos H i, = H, H1, ... , Hn = G, tais que:

H = u; <J HI <J ... <J tt; = G.

seja i o menor inteiro positivo tal que H =I Hi, Assim H = H i.., <J H ç , então H , :::; Na(H).

Portanto H < Na(H).

(iii) =} (iv): Seja H um subgrupo maximal de G. Como G satisfaz a condição do normalizador,

H < Na(H). Logo pela maximalidade de H, temos Na(H) = G. Portanto H <J G.

(iv) =} (v): Mostremos primeiro, se P E Sylp(G), então P ~ G.

De fato, suponhamos que P não seja normal em G, então Na(P) < G. Como G é finito, temos

que Na(P) :::;H para algum H subgrupo maximal de G. Pela maximalidade de H, temos

que Na(H) = G (absurdo). Pois contradiz a proposição 1.5.1 Portanto, dado P E Syl(G),

temos P ~ G. Logo para cada P ; os Pi-subgrupos de Sylow são normais em G e portanto,

G = P1 X P2 X ... X Pn.

(v) =} (i): Se G é o produto direto de seus subgrupos de Sylow, então G é nilpotente, pelo

teorema 1.6.1. O

Teorema 1.6.3 (Fitting) : Sejam M e N subgrupos nilpotentes normais de um grupo G.

Se c e d são as classes de nilpotência de M e N. Então L = M N é nilpotente de classe de

nilpotência no máximo c + d.
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D e m o n s tr a ç ã o :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Calculando os termos da série central descendente dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL. Temos por indução, que li(L) é o

produto de todos [Xl, X2, X3, 000' Xn] com XkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj = :\1 ou Xj = No Afirmamos que L é nilpotente.

De fato, seja M subgrupo normal nilpotente de classe c e N subgrupo normal nilpotente de

classe d, isto é, Ic+I(M)lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1 e 1d+I(N) = 1. Como - '1 e N são normais em G temos que ,j(M)

e 'j(N) são normais em G V j e portanto [,j (JJ) o G ] ::; ,j(M) e [rj(N) , N] ::; ,j(N)o Seja agora

i = c + d + 1, então em cada [ Xl, X2, 000' X , ]0 - '1 ocorre pelo menos c + 1 vezes ou N ocorre

pelo menos d + 1 vezes,

Sendo assim, [Xl, X2, 000, Xi] está contido em Ic-I(M) ou em 1d+I(N)o Logo [Xl, X2, 000' Xi] =

= loque implica li(L) = 1. Portanto, IC+dõl(L) = 1 e assim L é nilpotente com classe de

nilpotência no máximo c + do D

P r o p o s iç ã o 1 .6 .1 : Em um grupo nilpotente de classe no máximo 2, a identidade (xy)m =

= xmym[y, x](';') é sempre uálida.

A demonstração segue por indução sobre mo

D e m o n s tr a ç ã o :

Como G tem classe de nilpotência no máximo igual a 2, [x , y ] E Z(G)o Sendo assim, temos:

(1) O teorema é verdadeiro para m = 20 Pois (xy)2 = xyxy = xyx[x, y]y[y, x] = x2y2[y, z].

Portanto (xy)2 = x2y2[y, z].

(2) Suponhamos o teorema verdadeiro para m, isto é:

(xy)m = xmym[y, x] (r;') o

(3) O teorema é verdadeiro para m + 1, ou seja;

(xy)m+l = xm+lym+l[y, xJ(m;H) o

Prova: De fato,

(xy)m+1 = (xy)m(xy) hoi xmym[y, x] (r;')xy

xmymx[y, x] (r;')y

xmymxy[y, x] (r;')

Logo,

(xy)m+1 = xm(ymx)y[y, x] (r;') (*)
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Como [x, yJzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcomuta com x e y. Temos. [ym: xllkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= fy: xmJ: implicando (ym)-lx-lymx = [y, xJm.

Portanto,

ymx = xym[y:kjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAxJm . (**)

Substituindo (**) em (*), temos:

(xy)m+l = xm(ymx)y[y, x](';) xmxym[y, x]my[y, x] (r;')

xm+lymy[y, x]m[y, x] (r;')

xm.r1ym+l[y, x] (r;')+m

Logo, podemos concluir que:

(xy)m+l = xm+lym+l[y, x] (m;H)

Portanto,

(xy)m = xmym[y, x] (r;') .

o
Enunciaremos agora o resultado mais famoso na teoria dos grupos finitos, data do ínicio da

década de 1960, por W.Feit e J.Thompson.

Os matemáticos W.Feit e J.Thompson, no trabalho mais celebrado da teoria dos grupos fi-

nitos, responderam na afirmativa tal conjectura num trabalho de mais de 200 páginas publicado

no Pacific Journal of Mathematics em 1963.

Teorema 1.6.4 (W.Feit e J. Thompson): Todo grupo de ordem ímpar é solúvel.
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C a p ítu lo 2

S u b g r u p o s P e r m u tá v e is c o m

C o n ju g a d o s (C -P S u b g r u p o s ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste capítulo estudaremos em que condições subgrupos permutáveis com conjugados são

subnormais e provaremos algumas propriedades de subgrupos permutáveis com conjugados.

Daremos exemplos de subgrupos subnormais que não são subgrupos permutáveis com conjuga-

dos, e de subgrupos permutáveis com conjugados que não são permutáveis.

D e f in iç ã o 2 .0 .2 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAUm subgrupo H de um grupo G é dito subgrupo permutável com conjugados

se, HH9lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= H9HV 9 E G.

Notação: H <c-p G.

P r o p o s iç ã o 2 .0 .2 Qualquer subgrupo permutável é um subgrupo permutável com conjugados.

D e m o n s tr a ç ã o :

Seja H um subgrupo permutável de G, isto é,

HK=KHVK::;G.

Como,

H9 < G Vg E G.

Portanto,

H H9 = H9 H VkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9 E G.

Logo,

H <c-p G

O b s e r v a ç ã o : Seja H um subgrupo permutável com conjugados de G, então não é necessário

que H seja permutável em G .
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Exemplo 2.0.1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASeja G = 84 e H = «12)(34)}. H é um subqrupo permutável com conjugado

de 84, mas H não é subgrupo permutável de

De fato, temoslkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIG : NG(H)I = 3 onde os conjugados de H são H, HI = {I, (14)(23)} e

H2 = {I, (13)(24)}. Note ainda que HHI = K = HH2• onde K é o grupo de Klein, portanto

H é subgrupo permutável com conjugado de G. Seja S= ((13)) sendo assim,

HN = {I, (13), (12)(34), (1432)} e SH = {I, (12)(34), (13), (1234)}.

ote ainda que H N e N H não são subgrupos de G. Portanto, H N =1= N H.

Proposição 2.0.3 Se H <c-:r G. Então H9 <c-p G \I g E G.

De fato,

H9 HX = H9(HX)9-kjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
19 = H9(HX9-1)9 (H HX9-

1
)9 h.i

(HX9-1H)9

(HX9-1)9 H9

(HX9-1)9 H9

(HX)9-19 H9 = HX H9.

H9HX = HXH9 \Ix E G.

D

Lema 2.0.1 : Se H <c-p G e X l, X 2 , ... , xn E G, então HXl HX
2 ••• HXn é permutável com

qualquer produto finito de conjugados de H.

Demonstração:

Seja H91 H92
••• H9. um produto finito de conjugados de H. Mostremos agora que HXl HX

2 ••• HXn

é permutável com tal produto. De fato,

(HXl HX
2 ••• HXn )(H91 H92 ••• H9.)

* HXl HX2 ••• H91 HXn H92 H93 ... H9.

** (H91 H92
••• H9s)(HXl HX

2 ••• HXn)

(*) usando a proposição 2.0.3 e (**) usando a proposição 2.0.3, várias vezes até obtermos o

resultado.

Lema 2.0.2 : Se H <c-p G e H :S K :S G, então H <c-p K.
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Demonstração:

SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH um subgrupo permutável com conjugado de G (H <c-p G). isto é

H H9lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= H9 H "i 9 E G.

Como por hipótesekjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH ~ K ~ G, temos em particular que

HHk = HkH Vk E K.

Portanto,

H <c-p K .

o

Observação: Se H <c-p K <c-p G, então H não é necessariamente subgrupo permutável

com conjugado de G. (isto é, não vale a transitividade).

Exemplo 2.0.2 Seja G = D8 = (x, y I x8 = y2 = 1 ey-Ixy = X-I), H = (y) e K =

= {I, x2, x4, x6
, y, x2y, x4y, x6y}. Temos H <c-p K , K <c-p G, mas H não é permutável com

conjugado de G.

De fato, temos IK : NK(H)I = 2 onde os conjugados de H são: H, HI = {I, x4y}. Note

ainda que H HI = {I, x4, v , x4y} ~ K , portanto H <c-p K como K :::l G segue-se então

H <c-p K <c-p G. Seja HX = {I, x6y} sendo assim,

HHx = {l,x2,y,x6y} e HXH = {1,x6,y,x4y}.

Note ainda que H HX e HX H não são subgrupos de G. Portanto, H não é subgrupo permutável

com conjugados de G.

Lema 2.0.3 : Se H <c-p G, G um grupo finito e {gl, g2, ... gn} um transversal do Nc(H),

então HC = H91 H92 ... H9n• (Note que se H é um p-grupo, HC também é)

Demonstração: .

Seja T = {gl, 92, ... , 9n} um transversal do Nc(H), sendo assim, G = U NH (G)9i. Logo, todo
9iET

9 E G se escreve de modo único, 9 = tigi onde ti E Nc(H) e gi E T . Assim, para todo 9 E G,

temos:

H9 = Hti9i = (Hti)9i = H9i

Portanto,

H9 = H9i V i E {I, 2, ... , n}

Logo, HC = (H9 I 9 E G) = (H9i I i = 1,2, ... , n). Mas, como H9iH9j = H9jH9i V i,j

(H9i I i = 1,2, ... , n) = H91H92 ...H9n• Assim,

HC = H91H92 ... H9n.
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Finalmente. suponha queJIHGFEDCBAIH IlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBApQ onde p é primo. Vamos provar que IHgIHg2 ... Hgnl = r,
por indução sobrekjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAti.

Com efeito, se n = 1, temos IHgll = IH I = pQ. Suponhamos que IHgIHg2 ... Hgn-1
1 = p'Y. Então.

Itt» tt= Hg"-l Itt» I v=
IHgl Hg2 ... Hgn-l Hgnl = . = -- = ri

IHgIH!n H9n-1 n Hgnl pOl

Lema 2.0.4 : Se H ~c-p G e sp : G ~ G um homomorfismo. Então cp(H) ~c-p cp(G)

Devemos mostrar que cp(H)cp(H)<p(g) = cp(H)<P(g)cp(H), para todo cp(g) E G e 9 E G.

l-Mostremos cp(H)cp(H)<p(g) ç cp(H)<P(g)cp(H).

De fato, suponhamos que x E cp(H)cp(H)<p(g). Sendo assim, x = cp(h)cp(hd<p(g) onde h, h1 E

E H e 9 E G. Logo:

x = cp(h)cp(h1)<p(g) = cp(h)cp(g)-lcp(hl)CP(g) = cp(h)cp(g-l)cp(hl)CP(g)

cp(h)cp(g-lh1g)

- cp(hhi) = cp(hgh3), h2, h3 E H

cp(hg)cp(h3)

cp(g) -lcp( h2)cp(g )cp( h3)

cp(h2)<P(g)cp(h3) E cp(H)<P(g)cp(H).

Portanto,

cp(H)cp(H)<p(g) ç cp(H)<P(g)cp(H).

2-Mostremos cp(H)<P(g)cp(H) < cp(H)cp(H)<p(g).

De fato, suponhamos que x E cp(H)<P(g)cp(H). Sendo assim, x = cp(h)<P(g)cp(h1) onde h, li, E

E H e 9 E G . Logo,

x = cp(h)<P(g)cp(hd = cp(g)-lcp(h)cp(g)cp(hl) = cp(g-l)cp(h)cp(g)cp(hl)

- cp(g-lhg)cp(h1)

cp(hg)cp(h1)

- cp(hgh1) = CP(h2hD,h2,h3 E H

cp( h2)cp( h~)

cp(h2)cp(h3)<p(g) E cp(H)cp(H)<p(g).
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Assim,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcp(H)<P(g)cp(H)ç cp(H)cp(H)i',g).

Logo,

cp(H)<P(g)cp(HlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= ;;(HJ;; H)'P(g).

Portanto,

cp(H) <c-pkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy(G ).

oZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L e m a 2 .0 .5 : Se H é um subgrupo maximal permutável com conjugados de G. Então H ~ G.

D e m o n s tr a ç ã o :

Suponhamos por absurdo que H não seja normal em G. Então existe g E G tal que g-l H 9 =/:. H,

isto é, existe um conjugado K de H tal que K =/:. H, onde K = g-l Hg. Pelo lema 2.0.1, temos

HHg <c-p G e pela maximalidade de H, G = HHg ou HHg = H. Mas, se HHg = H,

teríamos H" :S H. Portanto, H" = H(absurdo). Já que Hg também é maximal permutável

com conjugados. Logo, H H" = G. Seja g = hk para algum h E H e k E K. Portanto,

K = u», daí segue:

K = Hhk
= (hk)-l H(hk) = k-1h-1 Hhk = k-1 Hk.

Logo, K = k-1 Hk , sendo assim, K = H(absurdo). Portanto,

H~G.

C o r o lá r io 2 .0 .1 : Se H <c-p G e G um grupo finito, então H é subnormal em G.

D e m o n s tr a ç ã o : A prova do teorema segue como na demonstração do teorema 1.4.2, onde aqui

substitui mos a hipótese de subgrupo permutável por subgrupo permutável com conjugados.

O b s e r v a ç ã o : Seja G um grupo finito. Se H é subgrupo subnormal de G, então H não é

necessariamente subgrupo permutável com conjugado de G.

E x e m p lo 2 .0 .3 : Seja Ds = (x,y I X
S

= y2 = 1,yxy-l = X-I), H = (y) e K = (yx6
). Então

H é subnormal em Ds (Visto que Ds é nilpotente). Mas,

HK = {1,yx6,y,x6
} =/:. {1,yx6,y,x2} = KH.

Note ainda que, K = Hg onde 9 = x3
. Então H não é subgrupo permutável com conjugados de

G.

C o r o lá r io 2 .0 .2 : Se G é um grupo finito, no qual todos subgrupos maximais são subgrupos

permutáveis com conjugados, então G é nilpotente.
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Demonstração:

SejakjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH subgrupo maximal de G. Como por hipótese H zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA<c-p G, temos pelo lema 2.0.5 que

H ~ G. Portanto, todo subgrupo maximal de G é normal. Logo pelo teorema da caracterização

dos grupos nilpotentes, temos que G é nilpotente. D

Lema 2.0.6 : Se H <c-p G e H é um grupo simples finito, então para qualquer 9 E G,

H = H9 ou [H, H9] =lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1

Demonstração:

Seja 9 E G. Como H <c-p G pelo lema 2.0.2, temos que H <c-p HH9. Além disso, HH9 é

um grupo (Pois, HH9 = H9H) finito. Portanto, pelo corolário 2.0.1, H sn HH9.

Afirmação: H n H9 sn H

De fato, como H9snHH9, temos por definição que existem subgrupos GO,G1, ... ,Gn tais que,

H9 = Go ~ GI ~ ...~ G n = HH9.

Intersectando a série por H, temos:

H9 n H = Go n H ~ GI n H ~ ... ~ c; n H = H H9 n H = H.

Logo,

H9 n H = Go n H ~ GI n H ~ ... ~ G n n H = H.

Denotemos Gi n H = H , V O :s; i :s; ti.

Portanto,

H9 n H = tt; ~ HI ~ ... ~ u; = H.

Logo, H9 n H sn H.

Seja K = H n H9 subnormal em H. Como H grupo simples, temos que K = H ou K = 1.

(Note que K = H se, somente se 9 E NG(H)).

Analisemos agora as seguintes possibilidades:

1- H é um grupo simples não-abeliano e 9 ri. NG(H), isto é, K = 1. Portanto, pelo teorema de

Wielandt, temos: [H , H9] = 1

2- H é um grupo abeliano simples e 9 ri. NG(H). Então H H9 é um grupo abeliano de ordem

p2. De fato, como 9 ri. NG(H), temos que H n H9 = 1. E ainda como H é abeliano simples,

temos IHI = p, portanto IH9
1 = p. Sendo assim, temos,
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Logo,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

HH91=p

Portanto, como HH9 é finito de ordem p2. segue que HH9 é abeliano. Assim, [H,H9]lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1.

3- H = K. Nesse caso, H n H9 = H .'. H :s; H9 .'. H = H9, pois H é finito. D

Observação: Seja H um subgrupo permutável com conjugado de um grupo G, H um grupo

finito, então não é necessário que H = H9 ou [H, H9] = 1 para todokjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9 E G.

Exemplo 2.0.4 Seja G = Ds = (x,ylxS = y2 = ley-Ixy = X-I) e H = {1,x4,y,x4y}. H é

permutável com conjugado de D16, mas H =I H9 e [H, H9] =I 1 para algum 9 E G.

De fato, temos IG : NG(H) I = 2 onde os conjugados de H são: H,HI = {I, z", x2y, x6y}. Note

ainda que HHI = N = HIH, onde N = NG(H) = {1,x2,x4,x6,y,x2y,x4y,x6y}, portanto H é

subgrupo permutável com conjugados de G. Temos ainda que:

(i)- H =I H9 V 9 E Ds - N.

(ii)-[H, H9] =I 1 para algum 9 E G. De fato, pois [y, x2y] = x4.

Corolário 2.0.3 : Se G é um grupo finito, H :S;c-p G e H é um grupo simples, então

HG
rv H x H x H ... x H,JIHGFEDCBA

, VZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA#

s -vezes

onde s :s; n = [G : NG(H)]. (Note que, se H é não-abeliano, então HG é um subgrupo normal

minimal de G).

Demonstração:

Seja T = {gl, g2, ... , gn} um transversal do NG(H) em G. Pelo lema 2.0.3, temos que,

HG = H91 H92 ... H9n

Afirmação: H9i =I H9i Vi =I j

De fato, suponhamos que H9i = H9j para algum i =I j. Sendo assim,

gig;1 E NG(H) = N e giN = gjN (absurdo). Pois gi, gj E T .

-1

(H9i)9j = H. Logo

D

Como H ~ H9i Vi E {I, 2, ... , n}, H9i <c-p G e H9i é grupo simples finito. Como H9i =I
H9j Vi =I j. Pelo lema 2.0.6. temos:

[H9i, H9j] = 1Vi =I j.
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Mostremos agora quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH9i :9 HG.

De fato, como [H9i, H9j]lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1 VikjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= fi j. ternos ent . h9J] = 1 V i T j. Sendo assim,

Logo, (h9j)-1h9ih9j

H9i <J HG.

[h9i, h9j] = (h9,)-1(h9J)-lh9'h9j = 1.

h9i Vi = fi j. Portanto, (h9i)-lh9'h9j E H9i Vi, j. Daí segue-se, que

Mostremos agora HG = H91 X H92 X ... X H9&

De fato, seja s o maior inteiro tal que H91 H!J2... H9&

S ::; n e s, n E N. Sendo assim,temos:

H91 X H92 X ... x H9., onde

(1 ) s ~ 2, pois H91 H92 = H91 X H92. De fato, afirmamos que H91 n H92 = 1. Pois caso

contrário, como H91 n H92 :9 H91 e H9i é simples, temos H91 ç H92. Portanto, H91 = H92

(absurdo). Pois g1, g2 E T

(2) Para s = n, nada temos a demonstrar

(3) Se s < i ::;n, chamemos H91 H92 ... H9. = K . Sendo assim, K H9i não é direto. Pois s é o

maior inteiro tal que H91 H92 ... H9. é produto direto. Logo K n H9i = fi 1, como K n H9i :9 H9i,

pela simplicidade de H9i, temos K n H9i = H9i e H9i ç K. Logo

HG = H91 X H92 X ... x H9.

Portanto,

HG
rv H x H x ... x H.

, J

V

S -vezes

D

Observação: No corolário, se H é um subgrupo não-abeliano, então HG é um subgrupo nor-

mal minimal de G.

De fato, seja H um subgrupo não-abeliano simples de G como H rv H9i V i. Segue-se que H9i

é simples não-abeliano. Suponhamos que exista 1 = fi N :9 G tal que N ::; HG. Como H9i < G

e N :9 G, N n H9i :9 H9i e como H9i é simples, temos que,

N n H9i = 1 ou N n H9i = H9i

Afirmação: N n H9i = H9i, para algum i.

De fato, do contrário teríamos NnH9i = 1 Vi. Como [N, H9i] ::; NnH9i, temos que [N, H9i] ::;

N n H9i = 1. Assim, [N, H9i] = 1. Portanto, como N:9 HG e H9i :9 HG. Temos:
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[N, HC]lkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= [N, H91 H92oooH9.] = ~~V:n=:». H9kjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2]ooo[So H9'] = 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Logo, [N , H C] = 1. Sendo assim, temos S ~ Z (H G
] o Por outro lado. como

Z(HC) = Z(H91 x Z(H!n) X 000 x Z(H9s)

e H9i é simples não-abeliano, temos Z(H9, = 1",ijo Logo, _V = l(absurdo)o

Portanto, N n H9i = H9i o Logo, H9i ~ N ..o HG = No

D

Observação 1: Seja G um grupo finito, H um subgrupo permutável com conjugados, então

HC não é necessariamente o produto direto de s cópias de H,

Exemplo 2.0.5 : Seja G = D8 = (x,ylx8 = y2 = 1ey-1xy = X-I), H = {1,x4,y,x4y}o H é

subgrupo permutável com conjugado de G, mas HC ~ ~ onde s ~ n = IG: Nc(H)lo

s -vezes

De fato, temos IG : Nc(H) I = 2 onde os conjugados de H são: H, HI = {I, x4
, x2y, x6y}o

Temos pela proposição 1.1.2 que HC = (H9 I 9 E G ) logo HC = (H, H1 ) como HHI ~ G segue

então que:

HC
= HHI

Mas, H HI ~ H X Hç. Pois H, HI não são normais em G e H n HI -=I 1, portanto HC ~ H x H.

Observação 2: O fecho normal não é necessariamente o produto de n-fatores de H, onde

ti = IG: Nc(H)lo

Exemplo 2.0.6 : Seja G = 84 e H = ((12)(34)), temos que HC é produto de 2-fatores e

IG: Nc(H)1 = 3

Com efeito, temos que IG : Nc(H) I = 3 onde os conjugados de H são H, HI = {I, (14)(23)} e

H2 = {I, (13)(24)}o Note ainda que HIH2 = K = HHI = HH2, isto é, H <c-p G onde K é o

grupo de Kleino Como K ::::l G e H ~ K, HC = te. Mas HC -=I H X HI X H20

Lema 2.0.7 : Se H é um subgrupo subnormal não-abeliano simples de um grupo finito G,

então H <c-p G.

Demonstração:

Seja 9 um elemento qualquer de G o Como H sn G, temos H9 sn G e H n H9 sn G o Assim

H n H9 sn H. E ainda como H é simples temos que:

H n H9 = H ou H n H9 = 1.
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Daí segue:

(i) SezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAHlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn H9 = H, logo H ç H9. Como H é finito, H = H9

(ii) Se H n H9 = 1, pelo teorema de Wielandt, temos [H, H9]

implicando hIh9 = h9hI Vh E H e V hl E H. L02:o.

1. Assim, [hl,kjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAh 9] 1

HH9 = H9HVg E G.

Portanto,

H <c-p G .

o
Observação: Seja H é um subgrupo subnormal simples abeliano de um grupo finito G. Então

H não é necessariamente subgrupo permutável com conjugado de G.

Exemplo 2.0.7 : Seja G = Ds = (x, y I xS = y2 = 1, yxy-I = X-I) e H = (y).

H é subgrupo subnormal abeliano simples de G, mas H não é subgrupo permutável com conju-

gado de G.ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 .1 S u b g r u p o s P e r m u tá v e is c o m c o n ju g a d o s e m p -G r u p o s

Nesta seção iremos estudar algumas propriedades de subgrupos permutáveis com conjugados

em p-grupos

Teorema 2.1.1 : Se G é um grupo contendo um subgrupo finito P tal que P E Sylp(G) e

P <c-p G, então P é normal em G.

Demonstração:

Seja P E Sylp(G), onde P é finito. Assim, IPI = pO:,a E N temos ainda que p9 E Sylp(G) V 9 E

G e IPI = IP9
1 = p", Sendo asssim, temos:

IPp9 1 = IPIIP
9

1 = ri ondef3 E N
IPnp91 '

Segue-se então que P p9 é um p-grupo, para todo 9 E G. Portanto P = P P" V9 E G

(Pela maximalidade de P). Afirmamos ainda que P = p9 V9 E G. De fato, p9 ç P p9 e

P P" = P. Logo p9 ç P, como P é finito, temos então p9 = P V9 E G. Portanto,

P~G.

o
Observação: Seja G um grupo contendo um subgrupo finito P tal que P E Sylp(G), P não é

necessariamente normal em G .
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Exemplo 2.1.1 :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASeja GlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= At e P E Syl3(G) onde P = «123 . Então P não é necessaria-

mente normal em G.

Teorema 2.1.2 : Se G é um grupo finito e se existe H <c-.r G tal que H é um subgrupo

maximal de um P E Sylp(G), então H ou P é normal em G.

Demonstração:

Suponhamos que H não seja normal em G. Seja P E Sylp(G), IPI = p". Como H é um

subgrupo maximal de P, IHI = pO-l, assim H é um p-subgrupo. Pelo lema 2.0.3, temos

que HG é um p-grupo. Daí segue, pelo teorema de Sylow, que HG ::; P, já que HG ~ G. Por

outro lado, como H é maximal em P, temos que H = HG ou P = HG, isto é, H ~G ou P~G. O

Observação: Seja G um grupo finito se H <c-p G tal que H é um subgrupo de P E Sylp(G),

então não é necessário que H ou P sejam normais em G.

Exemplo 2.1.2 : Sejam G = S4, H = «12)(34)) e P E Syl2(G) onde P = {I, (12)(34), (14)(23),

(13)(24), (12), (34), (1423), (1324)}. H é subgrupo permutável com conjugado de S4, mas H e

P não são normais em G.

Corolário 2.1.1 : Se G é um grupo finito e se existe H <c-p G, tal que H é um subgrupo

maximal de um P E Syl2(G), então G é solúvel.

Demonstração:

Seja G um grupo finito e P E Syl2(G) onde IPI = 2°. Assim, IGI = 20m, onde (2, m) = 1

m-ímpar, pelo teorema 2.1.2 temos quekjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH ou P normal em G. Daí temos,

(i) Suponhamos P ~ G. Sendo assim, segue:

IG : P I = lQl = 2°. m = m

IPI 2°

Logo IG : PI = monde m-ímpar. Portanto, como P é solúvel. Pois P 2-grupo. Agora pelo

teorema (W.Feit e J.Thompson), ~ é solúvel. Portanto G é solúvel.

(ii) Suponhamos agora, H ~ G. Nesse caso, HG = H. Como H é maximal em P, II~II = 2.

2
0
m IPlm. G ,

Sendo IGI = IG : HIIHI, temos IG : HI = IHI = lH T = 2m, aSSIm IG : HI = 2m. Logo H e

solúvel e como H é solúvel, pois H é 2-grupo, G é solúvel. O

Lema 2.1.1 : Se G é um grupo finito e para algum primo p, todo subqrupo cíclico de ordem

uma potência de p é subgrupo permutável com conjugados de G, então todo p-subgrupo de Sylow

de G é normal em G.
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Demonstração:

SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP E Sylp(G), PlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= {X1,X2 ..... X'l}. Por definição de p-grupo, O(Xi) = pai onde i E

{I, 2, ... ,kjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn }, como O(Xi) = I(Xi)l, temos que HI =JIHGFEDCBA{X I} é um p-subgrupo. Sendo assim, pelo lema

2 .0 .3 , HP = (Xi)G é um p-subgrupo normal de G. Por outro, lado

H = (X1)G(X2)G .. JXn)G

é um p-subgrupo normal de G que contém P: pois X i E P V i = 1,2, ... , n. Assim, P = H e

P~G. O

Observação: Seja G um grupo finito e para algum primo p, se todo subgrupo de ordem uma

potência de p é cíclico, então não é necessario que todo p-subgrupo de Sylow de G seja normal

emG.

Exemplo 2.1.3 : Seja G = S4 e P E Syl2(G) onde P = {I, (12)(34), (14)(23), (13)(24), (12),

(34), (1423), (1324)}. Seja ainda H ::; G tal que IHI = 2 temos que H é cíclico, mas P E

Syl2 (G) não é normal em G.

Teorema 2.1.3 : Seja G um grupo finito e P E Sylp( G). Se todo subgrupo cíclico de P é

permutável com conjugados, então G é nilpotente.

Demonstração: Pelo lema 2.1.1, temos que P ~ G V p . Logo, pelo teorema 1.6.2 (caracte-

rização dos grupos nilpotentes), temos que G é nilpotente. O

Teorema 2.1.4 : Se G é um grupo localmente finito e para algum primo p, todo subgrupo

cíclico de G de ordem uma potência de p é subgrupo permutável com conjugados, então todo

p-subgrupo de Sylow de G é normal em G.

Demonstração:

Sejam x e y p-elementos de G e H = (x , y). Temos que H é finito, pois G é localmente finito.

Note ainda que H satisfaz as hipotéses do lema 2.1.1. Portanto, aplicando o lema 2.1.1 em H ,

Q E Sylp(H) implica Q ~ H. Se H1 = (x) e H2 = (y) p-subgrupos de H, pelo teorema de Sylow

(teorema 1.5.1), temos (x) ç Qh1 e (y) ç Qh2
, para algum n, e h2 E H. Como Sylp(H) = {Q},

segue-se que (x) ç Q e (y) ç Q. Logo (x) (y) ç Q. Portanto, (xy) é p-subgrupo e xy é

p-elemento.

Afirmação: S = {x E G ; x é um p-elemento} é um subgrupo normal de G .

De fato, vimos acima que Vx, y E S, xy E S. Suponhamos que y E g-lSg, onde 9 E G.

Então y = g-lxg, para algum x E S .'. o(y) = O(g-lxg) = o(x9) = o(x) = pa. Logo, y E S.

Portanto, g-lSg ç S Vg E G. Assim S ~ G.

Seja P E Sylp(G). Por definição, P é um p-subgrupo maximal de G. Assim, P ::;S, já que

todo elemento de P é um p-elemento. A maximalidade de P garante que P = S e portanto

P~G. O

32



Lema 2.1.2 :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASe G é umkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp -q rupo fin ito , plkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA:':""1 primo ímpar, no qual todo subgrupo de ordem

p de G, é subgrupo permutável com conjugados. então T = {x E Glo(x) ::; p} é um subgrupo

normal de G.

Demonstração:

Seja IGI = pn 'ti n 2: 1 e p-primo ímpar. Para todo x E T seja H = (x ), logo IHI = p. Assim, H

é simples e por hipótese, H <c-p G. Sendo assim: pelo corolário 2.0.3

HG~HxHx ... xH.JIHGFEDCBA
, "

v

onde s::; n = IG: NG(H)I. Logo, HG é um p-subgrupo abeliano elementar de G, isto é, HG é

nilpotente de classe 1, HG ~ G. Seja x e y E T , pelo teorema de Fitting, temos que (x)G (y)G

é nilpotente de classe no máximo 2. Sendo assim:

( )
p P P [ ](1') I11=!lxy = x y y, X 2 = xPyP[y, x] 2

Como [y, x] E (x)G, o([y, xl) = p ou 1. Daí segue-se, que:

(I') I11=!l *
(xy)P = xPyP[y, x] 2 = xPyP[y, x] 2 = xPyP = 1.

Sendo assim, (xy)P = 1 'ti x, Y E T. Logo, xy E T. Portanto, T::; G e T ~ G. o

(*) segue do fato, de p ser ímpar e o([y, xl) = p ou 1.

Observação: Se G é um p-grupo finito, p um primo par, no qual todo subgrupo de ordem p de

G é subgrupo permutável com conjugados, então T = {x E G I o(x) ::;p} não é necessariamente

um subgrupo normal de G .

Exemplo 2.1.4 : Seja G = D4 = (x, y I x4 = y2 = 1e y-ixy = X-i) e seja ainda os seguintes

subgrupos de ordem 2 de G, H i, = (x2), Hi = (y), H2 = (xy), H3 = (x2y), H4 = (x3y). Os H ,

são subgrupos permutável com conjugados de G onde i E {O, 1,2,3, 4} e T = {x E G lo(x) ::;p}

não é subgrupo normal de G.

Solução:

(1)- Se H i, = (x2
), note que Ho = Z (G ) portanto H i, <c-p G .

(2)- Se H , = (y) temos que IG : NG(Hi) I = 2 onde os conjugados de H , são: H , e K, = {I, x2y}.

Note que HiKi = N i = KiHi, onde N , = NG(Hd = {I, x2, y, x2y}, portanto H , é subgrupo

permutável com conjugado de G.

(3)- Se H2 = (xy) temos que IG : NG(H2) I = 2 onde os conjugados de H2 são: H2 e K2 =
{I, x3y}. Note que H2K2 = N2 = K2H2, onde N2 = Na(H2) = {I, x2, xy, x3y}, portanto H2 é
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subgrupo permutável com conjugado de G.

(4)- SezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH3 =kjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(x2y), temos que G : Nó (H3)1 = 2 onde os conjugados de H3 são: H3 e

K3 = {l,y}. Note que H3K3 = S3 = K3H3' onde 1\'3= _VG(H3) = {1,x2,y,x2y}, portanto H3

é subgrupo permutável com conjugado de G.

Logo, todo so H , são subgrupos permutável com conjugado de G. Mas TlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= {x E G I o(x) ::; 2} =

= {I, x2
, y, xy, x2y, x3y} não é subgrupo de G.

Lema 2.1.3 : Se G é um p-grupo localmente fin ito , p um primo ímpar no qual todo subgrupo

de G de ordem p é subgrupo permutável com conjugados, então T = {x E G I o ( x) ::; p} é um

subgrupo normal de G .

Demonstração:

Seja x , y E T e H = (x , y). Como G é localmente finito, H é finito. E ainda H satisfaz as

hipóteses do lema 2.1.2. Portanto T = {x E H I o(x) ::;p} :slH. Então xy E T::; T. Portanto

T < G e claramente T :slG. O

Teorema 2.1.5 : Se G é um p-grupo localmente finito, p um primo ímpar tal que qualquer

subgrupo cíclico H de G é permutável com conjugados. Então Ti = {x E G I o(x) ::; pi} é um

subgrupo normal de G .

A prova segue por indução sobre i.

Demonstração:

(1) O teorema é verdadeiro para i = 1. Pois TI = {x E I o(x) ::;p} :slG, pelo lema 2.1.3.

(2) Suponhamos o teorema verdadeiro para i, isto é;

Ti = {x E G I o(x)::; pi}:sl G.

(3) Provaremos que é verdadeiro para i+ 1, isto é;

{ I ( i+1
Ti+I = x E G o x) ::;p }:sl G .

Prova: Suponhamos que Ti seja normal em G. Seja ã = ~' note ainda que ã satisfaz as
~

hipóteses do lema 2.1.3. Com efeito :

(a) ã = G é localmente finito.
'D~

De fato, seja ~ = {gTi I 9 E G} e K < ã finitamente gerado, então

K = (gITi, g2Ti, ... , gnTi)· Afirmemos ainda, que:
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(
... .. . .) (91,92 .....zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA9n )Ti

911i: 92IL ... : 9nIilkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1'..
l

tã - ( .T:.)e1 ( 7' )e2 ( rn )en _ ( ei e2 en)rpen ao y - 91 I 92.1 i ... 9n.1i - 91 92 ···9n .1iDe fato, se y E (91~, ... , 9n~)

(91,92, ... , 9n)~
yE ~

(91,92, ... , 9n)~ ()
SuponhamoskjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAy E 1'.. ' logo y = xIi. onde x E 91,92, ... , 9n ~ =

t

= {9ti I 9 E (91,92, ... , 9n) e ti E ~}, portanto x = a~la~2 ..... a~nti, onde aj E {91' 92, ... , 9n} e

ej = ±1. Sendo assim, temos:

y = x~ = (a~ia~2... a~nti)~ = (a~1~)(a~2~) ... (a~n~) E (91~, 92Ti, ... , 9nTi). Assim

y E (91Ti, 92Ti , ... , 9nTi). Logo:

(91,92, ... , 9n)~ = (91Ti, 92~, ... , 9n~).
Ti

Temos ainda, pelo segundo teorema do isomorfismo que:

(91,92, ... , 9n)Ti (91,92, ... , 9n)
~------~-~--~------~-

- Ti n (91,92, ... , 9n)

, fini Poi G ' I I fini P (g1, g2, ... , gn)Ti ê fini C Ke nito, OlS e oca mente nito. ortanto, 1'.. e nito. onsequentemente
t

Ti

finito.

(b) ã = ~ é um p-grupo e todo subgrupo de ordem p de ã é permutável com conjugados
t

Prova: Seja H :S ã = ~ tal que IHI = p, temos que H = ~, onde K :S G . Como H é cíclico,
t .1 t

K (x)Ti K (x)Ti
1 '.. = (xTi) = ---y;;-. Portanto, 'T'. = ~. Logo K = (x)Ti.

t t .1t.1
t

Afirmemos ainda que K = (x)Ti é permutável com conjugados de G. Pois (x) <c-p G,

K G -
Ti :s) G. Sendo assim, (x)~ <c-v G e - <c-p -. Logo H <c:r G.

Ti Ti

Portanto, pelo lema 2.1.3, T = { x E ã I o (x ) :S p} é um subgrupo normal de ã . Pelo

teorema da correspôndencia existe um único T :S G , tal que T :s ) G , onde:
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TlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= {yzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE G I y~ EkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT } = {y E G o(yTi :S p} {y E G I yP E ~} =

{y E G I o(yP) :S pi} =

{y E G I o(y) :S pi+l} = ~+1

Sendo assim, T = ~+1. Portanto, concluímos que ~+1 :'9 G e por indução,

T ; = {x E GI o(x):S pi}:'9 G Vi 2: 1.

o

Teorema 2.1.6 : Se G é um p-grupo localmentefinito, p um primo ímpar no qual todo subgrupo

de G de ordem p é subgrupo permutável com conjugados, então dados x e y E G de ordem p,

(x, y) é um grupo de ordem :S p3.

Demonstração:

Dados x e y E G de ordem p , seja H = (x , y). Como G é localmente finito, segue-se que H

finito. Daí temos:

(1) Suponhamos [x, y] = 1. Nesse caso, xy = yx. Portanto, H abeliano e H = (x)(y). Sendo

assim, temos:

IHI = l(x)lI(y)1 = p2

l(x)n(y)1 pQ

onde a :S 1. Portanto, IHI :S p2 :S p3.

(2) Suponhamos agora, [x, y] =11. Temos que [x, y] E (X)H n (y)H. Pelo corolário 2.0.3 (x)H e

(y)H são p-grupos abelianos elementares. Portanto, [x, y] comuta com x e com y e o([x, y)) = p.

Seja agora N = ([x, y)). Como o([x, y)) = p, temos INI = p. Como [x, y] comuta com x e y,

temos N :S Z(H), logo N:'9 H. Agora, [x, y] E N implica,

(xN)(yN) = (yN)(xN).

Logo, segue-se que:

H = (x, y) = (xN, yN) = (xN)(yN)
N N

Portanto:

I
HI = l(xN)II(yN)1 = p2

N l(xN) n (yN)1 pQ

onde a :S 1. Logo I ~ I :S p2. Como INI = p temos então IHI :S p3. o
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