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Introducao

Seja G um grupo. Dizemos que um subgrupo H < G é subnormal, se existe uma cadeia
finita H= HC H  CH, C..C H, =G onde H; ] H;;;,Vi=0,1,...,n— 1. Agora, se
HK = KH VK < @G, diz-se que H é permutavel.

E claro que todo subgrupo normal é permutdvel e subnormal. Também ¢é facil ver que
H = (y) é subnormal e nao é permutdvel em Dg = (z,y|z* = 3> = ley lzy = z71).
Um teorema de Ore afirma que em um grupo finito, todo subgrupo permutavel é subnormal.
Vale resaltar que em grupos infintos, subgrupos permutaveis nao sao necessariamente subnor-
mais(Veja [4]). E interessante observar que na prova desse teorema de Ore, apenas é necessério
que tal subgrupo permute com os seus conjugados. A partir desta observacao, Turval For-
guel(Veja[9]) definiu os subgrupos permutdveis com conjugados em grupos nao necessariamente
finitos.

Esta monografia tem como objetivo apresentar em forma mais detalhada - e, quiga, um
pouco mais diddtico, um estudo de tais grupos. Este trabalho sera dividido em dois capitulos.
O primeiro capitulo recordaremos alguns conceitos e resultados basicos na teoria de grupos, que
serao usados no capitulo 2. Dentre os quais destacamos o teorema(W.Feit e J.Thompson)onde
vale resaltar o teorema mais celebrado da teoria dos grupos finitos(Veja[2]). Os principais teo-
remas demonstrados neste capitulo sao os seguintes:

Teorema de Wielandt
Seja H sn G, K sn G e assuma que HN K = 1. Se H é um grupo simples nao-abeliano. Entao
lH K] =1.

Teorema de Ore
Se H € um subgrupo permutavel maximal de um grupo G. Entao H < G.

Teorema de Ore
Se H € um subgrupo permutavel de um grupo finito G. Entao H é subnormal em G.

Teorema de Fitting

Sesam M e N subgrupos nilpotentes normais de um grupo G. Se c e d sao as classes de nil-
swsenciade M e N. Entao L = M N é nilpotente de classe de nilpoténcia no maximo ¢ + d.
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O segundo capitulo refere-se ao objetivo principal deste trabalho que é o estudo de subgrupo
permutaveis com conjugados de um grupo. Um subgrupo H de um grupo G é permutavel com
conjugado (H <¢_p (G) ), se HHY = HIH para todo g € G.

Na primeira sec¢gado provaremos que subgrupos permutéaveis com conjugados de um grupo
Snito sao subnormais, e algumas propriedades elementares de subgrupos permutaveis com con-
sugados. Daremos exemplos de subgrupos subnormais que nao sao subgrupos permutaveis com
conjugados e de subgrupos permutaveis com conjugados que nao sao permutaveis. Na segunda
s=ccao mostremos os principais resultados de nossa monografia:

Teorema: Seja G um grupo finito e P € Syl,(G). Se todo subgrupo de P é permutével
com conjugados, entdao G é nilpotente.

Teorema: Se G é um grupo localmente finito e para algum primo p, todo subgrupo ciclico
de ordem uma poténcia de p é permutavel com conjugados, entdo qualquer P € Syl,(G) é

normal em G.

Teorema: Se G é um grupo contendo um subgrupo finito P tal que P € Syl,(G) e
P <c_p G, entao P é normal em G.

Teorema: Se G é um p-grupo localmente finito, p um primo impar e qualquer subgrupo
ciclico é permutével com conjugado, entdo 7; = {z € G | o(z) < p'} é um subgrupo normal de G.

Essa nova concepgao de grupos nasce a partir da demonstragao do teorema de Ore, gragas
a Turval Foguel (Depqrtment of Mathematics, University of the West Indies)
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Notacao

ACB A é um subconjunto de B.

|A| Cardinalidade do conjunto A.
H<LG H é um subgrupo de G.

H<(G H é um subgrupo proprio de G.

(X) Subgrupo gerado por um conjunto X.
HJG H é um subgrupo normal de G.
H~G H é isormofo com G.

7 i Fecho normal de H em G.

H, K] Subgrupo gerado por todos comutadores [h, k| = h='k~1hk.
Hsn G H é um subgrupo subnormal de G.
Z(Q) Centro do grupo G.

HK {hk |he Hek € K}.

G' =[G,G| Subgrupo derivado de um grupo G.
xC Classe de conjugagao do elemento x.
Neg(H) Normalizador de H em G.

Celz) Centralizador de z em G.

H, xH, x..x H, Produto direto.

O(z) Orbita de um elemento z.

E(x) Estabilizador de um elemento z.

z* Conjugado de z por g, 29 = g~ 'zg.
H¢ O i-ésimo fecho normal de H em G.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo recordaremos alguns conceitos e teoremas da teoria de grupos, tais como normali-
dade; subnormalidade; permutabilidade; o teorema de Sylow; o teorema de Fitting; um teorema
de Ore; e um teorema de Wielandt. Estes resultados serao fundamentais no desenvolvimento
do capitulo 2.

1.1 Subgrupos Normais

Definicao 1.1.1 : Seja G um grupo, um subgrupo N de G é chamado um subgrupo normal de
G, sex !Nz C N,Vz € G.
notacdo: N 1 G

Teorema 1.1.1 : Sejam H e K subgrupos de G, se (H ou K) é subgrupo normal de G, entdo
HK ¢é subgrupo de G

Demonstracgao:
Seja a € HK. Entao existe h € H, k € K tais que o = hk. Considere 8 = k~'hk. Como
H <G, temos que € H. Logo a=hk =k € KH.
Portanto,
HK C KH.

Por outro lado, se v € KH, entao existe kK € K, h € H tais que v = kh. Consideremos
v = khk™! como H < G temos o € H. Logo, 7 = kh = ok € HK. Sendo assim, KH C HK.

Portanto,
HK = KH.

Teorema 1.1.2 : Sejam H e K subgrupos de G. Se HLG e K <G, entao HK <G.



Demonstragao:

Sejaz € g'HKg,onde g€ G. = g ‘hkg = g ‘hgg kg = (¢ 'hg)(g'kg). Como K IG e
H <G, temos que z € HK. Logo g 'HKg C HK.

Portanto,

HK <G.

Teorema 1.1.3 : Sejam H< K< G. Se HIK eL<G, entio HNLIKnNL.

Demonstragao:
Dado g € K N L implica que g € K e g € L. Suponhamos que z € g~ }(H N L)g. Assim,
z=g'kgonde k € HN L. Logo z € HN L e portanto:

HNLJIKNL.

Proposicao 1.1.1 : Seja H < K <G, se H<L K, entio HY < KY.

Demontracao:
Dado m € K9 implica m = k% onde ¥k € K e g € G. Suponhamos z € m~'H9m, logo
z = m~'h9m para algum h € H. Dai segue:

z=m""hWm= (k%) 'h?(k%) = g7k 'g(g " hg)g kg = g~ 'k~ hkg.
Como H< K, k~'hk € HVk € K. Logo z = g 'k 'hkg = g~'h¥g € HY. Portanto,
H'<9K9VgeG.
O

Definigao 1.1.2 : O fecho normal de um subgrupo H de G é o menor subgrupo normal de G
que contém H.

Notagdo: H fecho de H em G, onde H® = (| N

Proposigao 1.1.2 : Seja H < G, entdo H® = (HY | g € G).



Demonstragao:

Temos por definicio H® = [| N. Seja N D H . N<Geg € G. Como N <G, temos
i

N = N9 D HY. Portanto (H® | g € G) C N. Por outro lado, temos que (H* | g€ G) IG e

ainda H C (HY | g € G). Sendo assim,

[\ NC(H®|g€G)
N<G
HCN

Portanto, H® = (HY | g € G). O

1.2 Comutadores

Seja G um grupo e sejam i, s, ..., T, elementos de G. O comutador de z; e x5 é definido
€Oomo:

[z1, T3] = #7253 7120

Mais geralmente, um simples comutador de comprimento n > 2 é definido recursivamente pela
regra:

[mlv T, "'7$n] = [[1'17 LOCK ] m11,—1]7 xn]

Denotemos ainda um comutador formado por um tnico elemento de G, como sendo
'z1] = z;. Usaremos ainda a seguinte notagao:

[ 53] = (23 v 3]

n

- Teorema 1.2.1 : Seja z,y, z elementos de um grupo. Entao:

)- [z,y] = [y, 2]

)- [0y, 7] = [s, 2Py, 2] ¢ [o,v2] = [, 2lla, o)

) [z,y7 Y = ( [y ) elahyl = ([a,y) )7 -

iv)- Suponhamos z = [z,y] comute com ambos x e y. Entdo [z*,y?] = 2",V i,j
(")° [Iy7 w] = [III, ’LU] [xa w, y] [y7 1U]

wi)- [z, yw] = [z, ][z, y][z, y, w]

‘vii)- (Identidade Hall-Witt) [z,y~ !, w][y, w™!, z]*[w, 271, y]* = 1
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Demonstragao:

Segue das defini¢oes. Vejamos a demonstracao de (iv).

Temos z = 'y !y, donde y 'zy = zz. Logo, ¥y 'y = (v 'zy)’ = (z2)' = 72, pelo fato de
z comutar com z. Sendo assim,

y2iy? = y VY = y Py = (27)7 = o
Repetindo esse processo j vezes, concluimos que:
y el == o 110
Logo, z~ 'y Ixty’ = 27 V 1, j. Portanto:
[7*,97] = 2 V i, 5.
Proposicgdo 1.2.1 : A identidade [u™ v] = [u, v]*"" +¥"*+-Futl ¢ ydlida em qualquer grupo

(onde, x¥** = zVx?). Portanto, se [u,v] pertence ao centro de (u,v), entdo [u™,v] = [u,v]™ =
= [u, v™).

A prova segue por indug@o sobre m.
Demonstragao: (i)- O teorema é verdadeiro para m = 1.

(ii)- Suponhamos o teorema verdadeiro para m, isto é;

[um, ’U] = [u, ,U]um_1+u"‘_2+...+u+1

(iii)- Mostremos que o teorema é verdadeiro para m + 1, ou seja;

m—+1 ]um+um‘1+...+u+1

™8] = [u, v

Prova: De fato,
[u™ 0] = [uu™v] = [u,v]*" [u™,v] hi
a um—lpym=24  4u
= [u, o] ([u,v]*"" " FoFut)

_ [u, ,U]u’"+um_1+...+u+l

Logo: [um+1,v] = [u, v]um+um—1+...+u+1

Portanto,
m wum—lpym—24 4yl

[u™ v] = [u,v]




Suponhamos [u, v] € Z((u,v)), isto é, que [u, v] comuta com ambos u e v. Pelo item (iv) do
teorema 1.2.1 temos que:

[u™, v] = [u,o]™ = [u,v™].

Proposicao 1.2.2 : Sejam H,K,L subgrupos de um grupo G. Entao:
(1) Se HQG e K Q@G. Entao [H,K]|<G.
(2) Se HIG, K<G e L<LG. Entio [HK,L| = [H, L|[K, L].
Demonstracao:

(1) Sejam g € G, h € H e k € K temos [h,k]? = g '[h,klg = g *h g9 'k tg9 *hgg kg =
= [h9, k9] = [hy, k1], para certos h; € H e k; € K, pois H G e K < G. Portanto, [H, K] <G.

(2) Como [H,L] < [HK,L] e [K,L] < [HK, L] temos que [H,L|[K,L] < [HK,L]. Além
disso, [hk,l] = [h,l]*[k,1] = [r*,I¥][k,1] € [H,L][K,L]. Pois H< G e L <G. Portanto,
[HK, L] < [H,L|[K, L]

1.3 Subgrupos Subnormais

Definicao 1.3.1 : Um subgrupo H de um grupo G, é dito subnormal em G se ezistem subgrupos
Hy= H, Hy,...,H, = G tal que:

H=Hy<H <..4H,=G.
Notagao: H sn G.

Exemplo 1.3.1 : Seja o grupo Diedral Dy = (z,y | z* = y> = 1 e yzy™' = z7') e considere
K = (y). Note que (y) sn D4 e (y) nao é normal em Dy

Proposicao 1.3.1 : Se HsnG, entao HYsnG Vg€ G.

Demonstragao:
Se H snG, existem subgrupos Hy, Hy, ..., H, tais que H = Hy < H, < ... < H, = G. Pela
proposi¢ao 1.1.1 temos:

HY=H!<HIQ..9H!=G.
Tomemos K; = H? Vi € {0,1,...,n}. Logo H = K; < K; <... < K,, = G. Portanto HY sn G.
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Proposicao 1.3.2 : Seja Hsn K<GeL<G. Entaio HNL sn KN L.

Demonstragao:
Como H sn K, temos por definicdo que existem Gy, G, ..., G, tais que:

H=Gy<G,<..4G, =K.

Pelo teorema 1.1.3, temos:

HNL=GyNLAGi;NL AG;NL K...4G,NL=KNL.

Denotemos H; = G; N LY 0 < i < n. Sendo assim, temos:

HNL=Hy<H, <..<H,=KnNnL.
Portanto HN L sn KN L. O

Uma ferramenta importante no estudo de subnormalidade é a série de sucessivos fechos
normais. Se X é um subconjunto nao-vazio de um grupo GG, uma sequéncia de subgrupos
XG i=0,1,2,... é definido pela regra:

o G,i
XG,O =@e XG,H—I — XX 2

onde: . _
XX = (2 |z € X,y € X,

Portanto X estd contido em todo X% e
LLXG2g X6 g XG0 =G,
Observagao:
(1) X6 = xX°° = X6,
(2) Se H < G. Entdo HGY = G, HS' = H = H,.., HG% = H Vi.
Exemplo 1.3.2 : Seja G = S3 e H = ((12)). Temos que H nado é subnormal em G.
Solugao: Com efeito, Ng(H) = H.

Proposicao 1.3.3 : Seja H sn G e H=H,<H,_ < H, ,<..<Hy=G. Entio H®' < H;
e portanto H" = H.



Demonstragao:

A prova segue por inducao sobre 1.

Com efeito, H6® = G = H,. Suponhamos que H%* < H;. Como H < H;,, e H;,, < H;,
temos HG+1 = HE®' < HF = H;. Portanto, H%* < H; Vi =0,1,2,..,n. Em particular,
H = H"D H* D H. Logo H = H"™ O

Corolério 1.3.1 : H sn G se, somente se, eziste n € N tal que HS" = H

Definicao 1.3.2 : Seja H um subgrupo subnormal de G. Definimos o indice de subnormalidade
de H em G, como o menor inteiro n > 0 tal que H = HE".

Notagao: s(G: H) =n
Observagao:
(1)- s(G; H) = 0, quando H = G.
(2)- s(G: H)=1se, e somente se, HIG e H#G.
Proposicao 1.3.4 : Se H < G. Entdo H%' = H[G, ;H|Vi>o
Demonstracgao: A prova segue por indugao sobre 1.
(1) Para i = 1, temos H%! = H® = (H, G, H]) = H[G, H]. Pois [G, H] < G.
(2) Suponhamos o teorema verdadeiro para i, isto é,

HS = H[G, ;H]

(3) Provaremos verdadeiro para i + 1, ou seja, H%"*! = H[G, ;41 H]

Prova: HG’i_H = HHGJ = HH[G’iH] = (H, [H) [G, zH] ]> = <Ha[ [G7 'LH]vHD =
= (H,[G, i;1H]) = H|[G, ;41 H]. Portanto, H%' = H[G, ;H| para todo i. O

Teorema 1.3.1 : Seja {H) | A € I} um conjunto de subgrupos subnormais de um grupo G,

tal que s(G : Hy) < n para todo X\ € I. Entdo H = (| Hy sn G.
el

Demonstracao:
Por definicio H C H®". Como H, é um subgrupo subnormal de G, temos Hf’" = H, para

todo A € I. Temos ainda que H C H, para todo \. Sendo assim H%" C Hf’" = H,. Logo,



HS"™ C H, para todo A € I. Assim:
H®" (| Ha.
el

Portanto,
HS™ = H.

O

Observagao: Entretanto a interse¢ao de uma colecao arbitraria de subgrupos subnormais pode
nao ser subnormal.

Exemplo 1.3.3 : Considere o grupo diedral infinito Do = (z,a | a® = a™',2° = 1) e 0
conjunto H = {H; | i € N}, onde H; = (z,a”).

o0

Solugao: Com efeito, note que H;,; < H;. Afirmamos que (| H; = (z) e que Ng({z)) = (z).
. i=1

Observe que os elementos de H; sdao da forma z'a*™ com [ € {0, 1} em € Z. Mas, Vi € Ne

Vm € Z*, a®™ ¢ Hj, se j > 2'm. Como, z € ﬂ H;, temos que ﬂ H; = (z). Agora, como
Na((2)) = (2).Ca (@) € Cy () = 1, segue-se que No((z)) = (a). O

Definicao 1.3.3 : Um subgrupo subnormal H de G € dito subnormal minimal se H # 1, e
nao existe 1 # N sn G tal que N < H.

Notacao: H min-sn G.

Proposicao 1.3.5 : Seja H um subgrupo subnormal simples de G. Entao H é subgrupo sub-
normal minimal de G.

Demonstracao:

Suponhamos que H nao seja subgrupo subnormal minimal de G. Logo existe um subgrupo
1# N sn G tal que N < H. Como N sn G, implica N sn H. Seja s(H : N) = m > 1, isto é,
N=Hy< H;<..<H, = H. Sendo H simples temos que:

Hm_1 =1ou Hm—l = H,

é um absurdo. O

Teorema 1.3.2 (Wielandt) : Seja H sn G, K sn G e assuma que HNK =1. Se H é um
grupo simples ndo abeliano, entao [H, K] = 1.
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Demonstracgao:
Seja J = (H,K) e s = s(J : H). Analisemos os seguintes casos:
Caso 1: Se s < 1. Entao H < J. Afirmamos ainda que N,([H, K|) = J. De fato, temos
[H,K]? = [H,K] e [H,K]X = [H, K]. Portanto N;([H, K]) = J.
Como H < J, temos [H, K] < H. Sendo assim, como [H, K| < J, segue [H,K] < H. Pela
simplicidade de H temos:

[H,K]=1o0u[H,K] = H.
Afirmacao: [H,K]|=1.
Suponhamos que [H,K] = H, entdo H < K’. Como H < K’ ¢ K < K’, (H,K) C K.
Assim, J C K’ e portanto, K’/ = J. Consequentemente, pela subnormalidade de K, temos
que K = J.
Sendo assim, H < K. Logo HN K = H. Mas, por hipétese HN K = 1, entao [H, K] = 1.

Caso 2: Assuma agora que s > 1. Neste caso, temos que H nao é normal em J. Logo existe
k € K tal que H* # H. Como H snG e H* sn G, HN H* sn G; sendo assim HN H*sn H. Pela
simplicidade de H, temos que H N H* = 1. Agora s(HX : H) = s — 1. Por indugao sobre s,
temos [H*, H] = 1.

Afirmagao: H' < [H, K].

De fato, se hy, ho € H, temos que:

1=1[h,hY] = [hy, k" hek]
= [h1, hok][hy, k™1]"2
— [h'h k] [hh h2]k[h17 k—l]h2k

Sendo aSSima [h17k][h‘lah?]k[h’l)k-—l]’.uk = 1. LOgO, [h’lahZ]k - [hlak]-l([hlak—l]hzk)_l’ isto é,
[h1, ho)* € [H, K] < J. Portanto, [hy, hy] € [H, K].

Temos ainda H = H', pois H é simples nao-abeliano. Como H' < [H,K|e H' = H, H < [H, K].
Logo, H < K’ o que implica J = K’. Pela subnormalidade de K, temos K = J. Portanto,
H<KeHNK =H. Logo, H=1, pois HN K = 1. Isso mostra que [H, K] = 1. O
1.4 Subgrupos Permutaveis

Nesta parte veremos os subgrupos de um grupo, que permutam com todos os subgrupos do
grupo. De longe, o exemplo mais importante de subgrupos permutaveis sao os subgrupos nor-
mais.

Definicao 1.4.1 : Seja H um subgrupo de um grupo G, dizemos que H é permutdvel no grupo
G, se HK = KH para todo K < G.

11



Notagao: H per G.
Proposicao 1.4.1 : Seja H subgrupo de um grupo G. Se H < G, entdo H per G.

Demonstracao:

Como H < G, temos que g-'Hg = H para todo g € G. Em particular, para todo subgrupo K
de G, k"'Hk = H Vk € K. Portanto, kH = Hk para todo k € K. Assim, concluimos que
KH = HK para todo K <G. O

Observagao:
(i) Sejam H < K < G, se H per G. Entao H per K.
(ii) O exemplo a seguir mostra subnormalidade nao implica permutabilidade.

Exemplo 1.4.1 : Considere o grupo diedral Dy = (z,y | z* = y* = 1l ey lay = z71) e
os subgrupos H = (y) e K = (xy). Note que H e K sao subnormais. Mas H e K ndo sio
subgrupos permutdveis de G.

De um ponto de vista oposto, pergunta-se : subgrupos permutaveis sao subnormais? Isso é
verdade para grupos finitos, como veremos.

Proposicao 1.4.2 : Seja H subgrupo permutdvel de um grupo G. Entao H9 é permutavel em
G, para todo g € G.

Demonstracgao:
Temos HYK = (HKY ') = (K9 'H)Y=KH'YgecGeVK<G. O

Proposicao 1.4.3 : Seja H um subgrupo mazimal permutdvel de um grupo G. Entdo HY é
um subgrupo mazximal permutdvel de G, Vg € G.

Demonstragao:

Suponhamos que exista um subgrupo permutavel N de G tais que HY < N < G. Isso implica
que H < gNg™! < G, isto é, H < K < G onde K = gNg~! é subgrupo permutavel de
G. Portanto, existe um subgrupo permutdvel de G e que H < K < G (absurdo). Pois H é
subgrupo maximal permutavel de G. (]

Teorema 1.4.1 (Ore) : Se H é um subgrupo permutdvel mazimal de um grupo G. Entdo
HJG.

Demonstracao:

Suponhamos por absurdo que H nio seja normal em G. Entdo existe g € G, tal que g 'Hg # H,
ou seja, existe um conjugado K de H tal que K # H, onde K = g"'Hg. Temos ainda que
HK < @G, pois H subgrupo permutavel de G.

Afirmacgao 1: HK per G.
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De fato, (HK)M = (KH)M = K(HM) = K(MH) = (KM)H = (MK)H = M(KH).
Logo, (HK)M = M(HK),VM < G. Portanto, HK per G.

Pela maximalidade de H, temos:

H=HK ou G = HK.

Afirmacgao 2: H # HK.

De fato, suponhamos que H = HK. Logo, K C H. Como K ¢é permutdvel maximal em G,
implica que K = H ou H = G. Sendo H # G, temos K = H (absurdo).
Sendo assim, concluimos G = HK. Seja ¢ = hk para algum h € H e k € K. Portanto,
K = H". Dai segue-se:

K = H" = (hk)~'H(hk) = k~'h"'Hhk = k"' Hk. Logo K = H (absurdo).
Portanto, H < G. O

Teorema 1.4.2 (Ore) : Se H é um subgrupo permutdvel de um grupo finito G. Entdo H é
subnormal em G.

Demonstragao: Refinemos a série 1 < H < G, sendo assim segue-se:

E claro que podemos supor H < G. Sendo H per G e G finito, existe um subgrupo H;
maximal permutdvel em G contendo H. Se H = H;, ja teremos H < G, pelo teoremal.4.1.
Caso contrario, obtemos H, maximal permutavel em H; contendo H. Se H, = H, teremos
H < H, < G. Caso contrario, continuamos o processo para obtemos uma cadeia

H:Hn S Moy % o Hy <H0=G,

onde H; é maximal permutavel em H;_; Vi=mn,n—1, ..., 1. Portanto, pelo teoremal.4.1,
H sn G. O

1.5 Subgrupos de Sylow

Seja G um grupo finito e p um primo. Se |G| = p®m, onde (p, m) = 1 entdo um p-subgrupo de
G nao pode ter ordem maior que p® pelo teorema de Lagrange. Os subgrupos de G que tém
ordem p* sao chamados p-subgrupos de Sylow de G. Um dos principais teoremas da teoria dos

grupos afirma que p-subgrupos de Sylow sempre existe, dois quaisquer sdo conjugados, e que o
numero deles é congruente a 1 médulo p.

Denotemos : Syl,(G) ={P <G | |P|=p"}.
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Teorema 1.5.1 (Sylow-1872) : Seja G um grupo finito e p um primo tal que |G| = p*m,
onde (p,m) = 1. Entao:

(i) Todo p-subgrupo de G estd contido em um subgrupo de ordem p°®, chamado p-subgrupo de
Sylow.

(ii) Se n, é o mimero de p-subgrupo de Sylow, n, = 1(mod p).

(iii) Todos o0s p-subgrupos de Sylow sao conjugados em G.

Demonstragao:
Seja X o conjunto de todos subconJuntos de G com exatamente p® elementos, isto é;

X={Scq||s|=p"

Considere a seguinte acao

g — plgg: X — X

S — g5
Sendo assim ¢ é uma representacao permutacional de G em X, com
|X|:<pam): pom! :m(p“m—l)(p“m—2) ..... (p®m — p* + 1)
p* p°! (p*m —p* )! (»* = 1)(p* - 2).....3:2.1

Mostremos agora que p nao divide | X|.

Afirmacgao 1: Para todo 1 < i < p® — 1, p/ divide i se, e somente se, p’ divide p*m — 1.

De fato, suponhamos que p’|i. Neste caso, j < a. Pois caso contrdrio, p®|i (absurdo). Pois

1 <i<p*—1. Sendo j < a terfamos p’|p® e p’|p®m. Logo p’|p®m e p’|i. Portanto p’|p®m — i.
Reciprocamente, se p’|[p*m—i. Entdo j < a e p’|i. De fato, se j > a teriamos p®|i (absurdo).

Pois 1 <4 < p®—1. Sendo j < a, p’|p*m e como por hipétese p’|p*m — i, temos p’|i.

Logo, pela afirmacgao acima, p*m—i e ¢ tém as mesmas poténcias de p. Assim toda poténcia de p

no numerador é cancelada com toda poténcia de p do denominador. Consequentemente |X| néo

tem nenhuma poténcia de p. Portanto p nao divide ]X |. Como ¢ é uma representagao permu-

tacional de G em X temos entdo X = O(S))J O(S2)U... JO(S,) onde O(S;) = {¢S; | g € G}.

Portanto p ndo divide |O(S;)| para algum 1 < i < r. Seja P = E(S;) = {g € G | ¢9S; = S;}.
Como |O(S;)| = |G : E(S;)| VS; € X. Assim, p ndo divide |G : E(S;)| = |G : P|, ou seja, p nao
divide |G : P|.

E mais, como |G| = |G : P|.|P|, p* divide |P|. Portanto p* < |P|. Por outro lado, para
cada z € S;, Pr C S;. Sendo assim, |Pz| < |S;|, o que implica |Pz| < |S;| = p* Como
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|Pz| = |P|, p* > |P|. Portanto, |P| = p* e P é um p-subgrupo de Sylow de G. Consequente-
mente Syl,(G) # 0.

Seja P € Syl,(G), Y = {P? | g € G}. Consideremos a agao de G sobre Y.

@Y : P — Sy
z — plz) : Y — Y
P? — P9
Afirmacao 2: O(P;) = {P,} se, e somente se, P, =P VYP, €Y.
De fato, suponha que O(P,) = {P,}. Assim, P/ = P, Vg € P. Logo, PP, = PP e PP, < G.
Temos ainda que:

1

| l i IP”PlI = pa
YT PR
Como P < PP, P = P,P (pela ordem de P). Portanto P, = P. Reciprocamente, O(P) =
={e(9)(P) | ge P} ={P?| g€ P} ={P}. -

Temos ainda, Y = 0(P1)U (’)(Pg)U U(’)(Ps). Logo,

Y] =1+ |O(R)| + |O(B5)] + ... + |O(F)].
Como |O(F;)| = |P: E(P)|, |O(P;)| divide |P| e ainda |O(P;)| >1 Vi =2,3,...,s. Portanto,
Y[=1+p™ +p"™ +...+p"

onde n; >0, Vi=2,...,,s. Logo, |Y| = 1(mod p).

Mostremos que para todo p-subgrupo H de G, H esta contido num conjugado de P em G.
De fato, suponhamos que |H| = p® e H € P9 para todo g € G. Consideremos agora a seguinte
acao:

Isto é, H age por conjugacao em Y.

Afirmagao 3: Toda 4rbita tem mais que um elemento, isto ¢, |O(FP;)| > 1.
Com efeito, suponhamos que O(P;) = {¢(h)(P;) | h € H} = {P! | h € H} = {P;}. Logo,
P'=P,Vhe H e P,H = HP, . Portanto, P,H < G, com

|PillH| _
|P;N H| =7

|PH| =
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Como P; < HP;, HP; = P; (pela ordem de P;). Portanto, H < P; (absurdo). Pois estamos
supondo H Z P9 Vg € G.

Logo, toda érbita tem mais que um elemento, ou seja, |O(P;)| > 1. Sendo assim |Y'| = 0 (mod p)
(absurdo). Portanto, para todo H < G, H é um p-subgrupo de G e H esta contido num con-
jugado de P em G.

Com isso, mostramos ainda que quaisquer dois p-subgrupo de Sylow de G sao conjugados.
De fato, dados P, @ C Syl,(G). Como |Q| = p*, @ C P?. Portanto, @ = P? para algum g € G.
Pois |P9| = |P| = P°.

Isso mostra também que Y = Syl,(G). Portanto, n, = 1 (modp). O

Proposigao 1.5.1 : Seja P um p-subgrupo de Sylow de um grupo finito G. Se Ng(P) < H <
G, entio Ng(H) = H.

Basta mostrar que Ng(H) C H

Demonstragao:
De fato, temos por hipétese que P é um p-subgrupo de Sylow de H. Seja z € Ng(H), logo
P* < H. Como G ¢ finito temos que P e P® sao conjugados, isto é, existe h € H tal que:

P = (P*)*= P,
Sendo assim, zh € Ng(P). Logo, zh € H ja que Ng(P) < H. Portanto, z € H e Ng(H) C H.

1.6 Grupos Nilpotentes

Seja G' um grupo, existe um modo natural de generelizar uma série descendente de comutado-
res. Por repetido comutadores de GG. Definimos a série da seguinte forma :

1(G) =G, 7(G) = [n(G),Gl =G, 13(G) = [%(G),Gl, ... 7in(G) = [%(G),G]VieN
Note que :

G =n(@) B R(G) > .. 2 %GB ...
A série acima definida é chamada série central descendente.
Observacgao: Existe uma série ascendente de subgrupos de G. Definida indutivamente por:
1=2y(G) 2 Z:(G) = Z(G) 2 Z(G) < ...

%ég)ﬂ(zi((;c))'

onde,
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Definicao 1.6.1 : Um grupo G € nilpotente, se existe n € N tal que v,.1(G) = 1. O menor
inteiro que satisfaz esta propriedade é chamado de classe de nilpoténcia de G.

Observagao: G é nilpotente se, e somente se, Z,(G) = G.

Teorema 1.6.1 :

(i)- Todo p-grupo finito é nilpotente.

(ii)- Se H,K sdo nilpotentes, entdo H x K € nilpotente.
Demonstracao:

(i)- Todo p-grupo finito tem Z(G) # 1. Se para algum i, Z;(G) # G entéo G # 1. Sendo

Zi(G)
Zin(@ [ G
Z:(G) ‘Z(ZAG))?“

assim,

Temos entao, Z;Zéc);) # 1. Zi(G) < Zi41(G). Como G é finito, existe 7= € N tal que

Z;(G) = G. Portanto, G é nilpotente.

(ii)- Afirmamos primeiro que v;(H X K) < 7;(H) x v;(K) V i. A prova segue por indugao sobre
1. De fato,
1-Parai=1,v(H x K) = Hx K =y(H) x 11(K).

2- Suponhamos o teorema verdadeiro para i, isto é,
Yi(H x K) < (H) x 7(K).

3- O teorema ¢é verdadeiro para ¢ + 1, ou seja;

Yirr(H X K) = [vi(H x K), H x K] < [vi(H) x %(K), H x K] < [vi(H), H] x [vi(K), K] =
= Yi1(H) X i1 (K).
Finalmente, suponhamos que v.+1(H) =1 = v441(K). Seja | = méx {c,d}, entao v (H x K) <
<YH)xyn(K)=1.. w(HxxK)=1e H x K é nilpotente.

Caracterizacao de Grupos Nilpotentes Finitos

Teorema 1.6.2 :Seja G um grupo finito. Entdo as sequintes afirmagoes sdo equivalentes:
(i) G € nilpotente.

(ii) Todo subgrupo de G € subnormal.

(iii) G satisfaz a condigao do normalizador.

(iv) Todo subgrupo mazimal de G € normal.

(v) G € o produto direto de seus subgrupos de Sylow.
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Demonstracgao:

(i) = (ii): Seja G um grupo nilpotente de classe ¢, logo Z.(G) = G.
Afirmacao: Se H < G, entdao HZ;(G) < HZ;.1(G) V i.

De fato, dado g € HZ;11(G), g=hz onde h € H e z € Z;.1(G). Logo,

97 (HZi(G))g = (HZ(G))* = H'Z{(G)* = H*Z(G).
Pois, Z;(G) < G e Z;(G) < Z;+1(G). Afirmamos ainda que H* C HZ;(G). Com efeito, su-
ponhamos y € H* = {hf{|hy € H} .y = hf = z7'hiz = My[h,z] € HZ;/(G). Pois,

50 (5) 10,15 2401 b 1 10

Finalmente, como H* C HZ;(G) temos H*Z;(G) C HZ;(G). Portanto, HZ;(G) < HZ;11(G).
Logo, pela definicdo da série central ascendente, temos:
H=HZy,(G)<HZ,(G)1..<4HZ(G) =G.
Logo, H subnormal em G.

(ii) = (iii): Seja H < G, como H sn G, existem subgrupos Hy = H, H,, ..., H, = G, tais que:

H=Hy<dH 4..4H,=0G.

seja ¢ o menor inteiro positivo tal que H # H;. Assim H = H;_, < H;, entao H; < Ng(H).
Portanto H < Ng(H).

(iii) = (iv): Seja H um subgrupo maximal de G. Como G satisfaz a condigao do normalizador,
H < Ng(H). Logo pela maximalidade de H, temos Ng(H) = G. Portanto H < G.

(iv) = (v): Mostremos primeiro, se P € Syl,(G), entao P < G.

De fato, suponhamos que P nao seja normal em G, entdo Ng(P) < G. Como G é finito, temos
que Ng(P) < H para algum H subgrupo maximal de G. Pela maximalidade de H, temos
que Ng(H) = G (absurdo). Pois contradiz a proposi¢do 1.5.1 Portanto, dado P € SylG),
temos P < G. Logo para cada P; os p;-subgrupos de Sylow sao normais em G e portanto,
G =P wF%.xXP

(v) = (i): Se G é o produto direto de seus subgrupos de Sylow, entdo G ¢é nilpotente, pelo
teorema 1.6.1. O

Teorema 1.6.3 (Fitting) : Sejam M e N subgrupos nilpotentes normais de um grupo G.
Se c e d sao as classes de nilpoténcia de M e N. Entdo L = MN € nilpotente de classe de
nilpoténcia no mdzrimo ¢ + d.
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Demonstragao:
Calculando os termos da série central descendente de L. Temos por inducgao, que ;(L) é o
produto de todos [X;, X2, X3, ..., X;] com X; = M ou X; = N. Afirmamos que L ¢ nilpotente.
De fato, seja M subgrupo normal nilpotente de classe ¢ e N subgrupo normal nilpotente de
classe d, isto é, ye4+1(M) =1 e 7441(N) = 1. Como M e N sdo normais em G temos que 7;(M)
e 7j(IN) sao normais em G V j e portanto [v;(M),G] < v;(M) e [y;(N), N] < v;(N). Seja agora
i =c+d+1, entdo em cada [ X1, Xy, ..., X; |, M ocorre pelo menos ¢ + 1 vezes ou N ocorre
pelo menos d + 1 vezes.

Sendo assim, [X7, X», ..., X;] estd contido em .1 (M) ou em 4,1 (N). Logo [ X1, Xo, ..., X;] =
= 1 o que implica 7;(L) = 1. Portanto, Y.+q+1(L) = 1 e assim L é nilpotente com classe de
nilpoténcia no méaximo ¢ + d. O

Proposigao 1.6.1 : Em um grupo nilpotente de classe no mdzimo 2, a identidade (zy)™ =

= 5, x](zl) é sempre vdlida.
A demonstragao segue por indugao sobre m.

Demonstragao:
Como G tem classe de nilpoténcia no maximo igual a 2, [z,y] € Z(G). Sendo assim, temos:

(1) O teorema é verdadeiro para m = 2. Pois (zy)? = zyzy = zyz(z, ylyly, 7] = 2*y*[y, 7).
Portanto (zy)? = z%y*[y, z).

(2) Suponhamos o teorema verdadeiro para m, isto é:
m
2

(zy)™ = 2™y™[y, 2] (7).

(3) O teorema é verdadeiro para m + 1, ou seja;

(ay)™+1 = gy, o] (F)
Prova: De fato,
(IEy)m+1 = (wy)m(wy) h:’ xmym[y, x](’;‘)xy

= 2™y"aly,2)(y
= o™y zyly,2]3)

Logo,
2

(zy)™! = 2™(y"2)yly, 2] (%)
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Como [z,y] comuta com z e y. Temos, [y™, z] = [y, z™], implicando (y™) 'z~ y™z = [y, z]™.

Portanto,
y"z = zy"y, z]™.  (%%)

Substituindo (**) em (%), temos:

(@)™ = 2™y 2)yly, o)) = 2mzy™y, 2]"yly, 2](7)
yly, 2]y, (%)
= gmHymHy x](’;)+m

xm+ 1 ym

Logo, podemos concluir que:

(zy)m+1 = xm+1ym+1[y,x](m;'1)

Portanto,
(zy)™ = o™y"[y, 2)(3).
]
Enunciaremos agora o resultado mais famoso na teoria dos grupos finitos, data do inicio da
década de 1960, por W.Feit e J. Thompson.
Os matematicos W.Feit e J.Thompson, no trabalho mais celebrado da teoria dos grupos fi-
nitos, responderam na afirmativa tal conjectura num trabalho de mais de 200 paginas publicado
no Pacific Journal of Mathematics em 1963.

Teorema 1.6.4 (W.Feit e J.Thompson): Todo grupo de ordem impar é solivel.
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Capitulo 2

Subgrupos Permutaveis com
Conjugados (C-P Subgrupos)

Neste capitulo estudaremos em que condigbes subgrupos permutaveis com conjugados sao
subnormais e provaremos algumas propriedades de subgrupos permutaveis com conjugados.
Daremos exemplos de subgrupos subnormais que nao sao subgrupos permutaveis com conjuga-
dos, e de subgrupos permutédveis com conjugados que nao sao permutaveis.

Definicao 2.0.2 Um subgrupo H de um grupo G é dito subgrupo permutdvel com conjugados
se, HHY = HYHV g € G.

Notagao: H <¢c_p G.
Proposicao 2.0.2 Qualquer subgrupo permutdvel é um subgrupo permutdvel com conjugados.

Demonstracgao:
Seja H um subgrupo permutavel de G, isto é,

HK = KH VK <G.

Como,
HY < GVgeQG.
Portanto,
HHY = H9H Vg € G.
Logo,

H<c_p G

Observagao: Seja H um subgrupo permutavel com conjugados de G, entao nao é necessario
que H seja permutavel em G.
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Exemplo 2.0.1 Seja G = Sy e H = ((12)(34)). H € um subgrupo permutdvel com conjugado
de Sy, mas H nao € subgrupo permutdvel de S;.

De fato, temos |G : Ng(H)| = 3 onde os conjugados de H sao H, H; = {1,(14)(23)} e
H, = {1,(13)(24)}. Note ainda que HH; = K = HH,, onde K é o grupo de Klein, portanto
H é subgrupo permutével com conjugado de G. Seja N = ((13)) sendo assim,

HN = {1,(13),(12)(34),(1432)} e NH = {1,(12)(34),(13), (1234)}.
Note ainda que HN e NH nao sao subgrupos de G. Portanto, HN # NH.
Proposicao 2.0.3 Se H <¢_p G. Entio H* <¢c_p G VYg € G.

De fato,

1

) = (HH™) =
= (H* H)
(H® )9 H?I

_ (Hzg“)gHy
(H®)Y 'YHY = H*HY.

HIH® = H9(H®)Y 9 = HY(H*""

H°H* = H°H9Vz € G.
O

Lema 2.0.1 : Se H <¢c_p G € x1,29,...,x, € G, entao H**H*2... H** ¢é permutdvel com
qualquer produto finito de conjugados de H.

Demonstragao:
Seja H9* H92...H% um produto finito de conjugados de H. Mostremos agora que H** H*2...H*"
é permutavel com tal produto. De fato,

(H® H%...H*)(H" H"...H%)

IE

H* H®.. .H% H® H9” H%.. H%
(H"H...H%)(H™ H®...H"")

1%

() usando a proposicdo 2.0.3 e (xx) usando a proposicao 2.0.3, vérias vezes até obtermos o
resultado.

Lema 2.0.2 : Se H<¢c_pG e H< K <G, entio H <¢c_p K.
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Demonstragao:
Seja H um subgrupo permutével com conjugado de G (H <c_p G), isto é,

HH=HHVgeqG.
Como por hipétese H < K < G, temos em particular que
HH*=H*H VkeK.
Portanto,
H<c_p K.
d

Observagao: Se H <¢c_p K <¢_p G, entao H nao é necessariamente subgrupo permutavel
com conjugado de G. (isto é, ndo vale a transitividade).

Exemplo 2.0.2 Seja G = Dg = (z,y|28 =y’ =leylay=271), H=(y) e K =
= {1,2% 2%, 2%y, 2%y, 2*y, 25 }. Temos H <c_p K, K <¢_p G, mas H ndo é permutdvel com
conjugado de G.

De fato, temos |K : Ng(H)| = 2 onde os conjugados de H sao: H, H, = {1,z*y}. Note
ainda que HH, = {1,z%y,z'y} < K, portanto H <c_p K como K < G segue-se entdo
H <c_p K <c_p G. Seja H® = {1, 2%} sendo assim,

HH® = {1,2%,y,2%)} e H°H = {1, 2%, y, z%y}.

Note ainda que HH” e H* H nao sao subgrupos de G. Portanto, H nao é subgrupo permutdvel
com conjugados de G.

Lema 2.0.3 : Se H <c_p G, G um grupo finito e {g1, g, ...gn} um transversal do Ng(H),
entdo H® = H9"H9%...H%. (Note que se H é um p-grupo, H® também é)

Demonstracgao:

Seja T = {g1, g2, ..., g} um transversal do Ng(H), sendo assim, G = |J Ng(G)g;. Logo, todo
giE€T

g € G se escreve de modo tnico, g = t;g; onde t; € Ng(H) e g; € T. Assim, para todo g € G,

temos:
HI = Hti% — (Hti)gi = HY

Portanto,
HY = H% Vi€ {1,2,..,n}
Logo, H® = (HY| g€ G) = (H% |i=1,2,...,n). Mas, como H%H9% = H9% H% VY i, j
(H% |i=1,2,...,n) = H"H%.. .H%. Assim,
HS = H"H9%. H%.
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Finalmente, suponha que |H| = p* onde p é primo. Vamos provar que |H% H%.. . H%| = p?,
por indugao sobre n.
Com efeito, se n = 1, temos |H%| = |H| = p®. Suponhamos que |H% H%...H%-!| = p". Entao,

|Ho: He . Ho%-|.|Ho"|  prte
|Ho:He.. H9=-1 N Ho»|  p®

91 [J92 9n—1 H9n| —
|H% .. {1 Ho|

Lema 2.0.4 : Se H <¢c_p G e ¢ : G — G um homomorfismo. Entio p(H) <c-p ¢(G)

Devemos mostrar que @(H)p(H)?9 = o(H)?9p(H), para todo ¢(g) € G e g € G.

1-Mostremos @(H)p(H)%9) C p(H)*9Wp(H).
De fato, suponhamos que = € ¢(H)p(H)?9). Sendo assim, z = ¢(h)p(h;)?9) onde h, h; €
€ Hege . Logo:

z = p(h)p(h1)?® = p(h)p(g) 'o(h1)plg) = ¢

I
S

Il
S
=)
\_/
A
no
e
'S
—
Q
v
z—\
=
w
~

Portanto,
p(H)p(H)?9) C o(H)?9p(H).

2-Mostremos p(H)?9p(H) C o(H)p(H)%9),

De fato, suponhamos que z € (H)?®9p(H). Sendo assim, z = ¢(h)?9p(h;) onde h, h; €
€ H e ge (. Logo,

z = p(h)?Do(h1) = o(9) o(h)p(g)p(h) = (g 1)90() (9)¢(h1)

(9
= ¢(g~ hg)p(h)
= ¢(h%)p(h)

@(h*hy) = p(hoh3), by, hs € H
= @(ha)p(h3)

o (ha2)(hs)?9) € o(H)p(H)?9.
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Assim, p(H)?©o(H) C o(H)p(H)?).
Logo,
o(H)?9o(H) = o(H)p(H)*.

Portanto,
¢(H) <c-p 9(G).
O

Lema 2.0.5 : Se H ¢ um subgrupo mazimal permutdvel com conjugados de G. Entio H 1G.

Demonstragao:

Suponhamos por absurdo que H nio seja normal em G. Entdo existe g € G tal que g"'Hg # H,
isto é, existe um conjugado K de H tal que K # H, onde K = g~ 'Hg. Pelo lema 2.0.1, temos
HHY <c_p G e pela maximalidade de H, G = HHY ou HHY = H. Mas, se HHY = H,
terfamos HY < H. Portanto, H = H(absurdo). J& que HY também é maximal permutdvel
com conjugados. Logo, HHY = (G. Seja g = hk para algum h € H e k € K. Portanto,
K = H" | daf segue:

K = H"™ = (hk)"'H(hk) = k'h"'Hhk = k"' Hk.

Logo, K = k~'Hk , sendo assim, K = H(absurdo). Portanto,
HJG.
Coroléario 2.0.1 : Se H <¢c_p G e G um grupo finito, entao H € subnormal em G.

Demonstragao: A prova do teorema segue como na demonstragao do teorema 1.4.2, onde aqui
substituimos a hipétese de subgrupo permutavel por subgrupo permutavel com conjugados.

Observagao: Seja G um grupo finito. Se H é subgrupo subnormal de G, entdo H nao é
necessariamente subgrupo permutavel com conjugado de G.

Exemplo 2.0.3 : Seja Dg = (z,y | 28 =y? = 1,yzy ' = z71), H = (y) e K = (y2%). Entdo
H ¢é subnormal em Dg (Visto que Dg € nilpotente). Mas,

HK = {1,y336,y,$6} # {l,yﬂfﬁ,y,xz} = KH.

Note ainda que, K = HY onde g = x3. Entdo H ndo é subgrupo permutdvel com conjugados de

G.

Corolério 2.0.2 : Se G € um grupo finito, no qual todos subgrupos mazimais sio subgrupos
permutdveis com conjugados, entdo G € nilpotente.
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Demonstracgao:

Seja H subgrupo maximal de G. Como por hipétese H <qs_p G, temos pelo lema 2.0.5 que
H <G. Portanto, todo subgrupo maximal de G € normal. Logo pelo teorema da caracterizagao
dos grupos nilpotentes, temos que G € nilpotente. a

Lema 2.0.6 : Se H <c_p G e H € um grupo simples finito, entdo para qualquer g € G,
H = HI ou [H,H =1

Demonstragao:

Seja g € G. Como H <c_p G pelo lema 2.0.2, temos que H <c_p HHY. Além disso, HHY é
um grupo (Pois, HHY = HYH) finito. Portanto, pelo coroldrio 2.0.1, H sn HH?Y.

Afirmacao: HN HY sn H

De fato, como HY sn HHY, temos por defini¢do que existem subgrupos Gy, G, ..., G, tais que,

Hg:GOS]Glﬂ...SGn:HHg.
Intersectando a série por H, temos:

H'NH=GNHLG NHL..dG,NH=HH°NH =H.

Logo,
HNH=GNH<LGINHK..4G,NH=H.

Denotemos G;NH =H; V0 <i<n.

Portanto,
HNH=H,]{H, J..4d4H,=H.

Logo, HYN H sn H.

Seja K = H N HY subnormal em H. Como H grupo simples, temos que K = H ou K = 1.
(Note que K = H se, somente se g € Ng(H)).

Analisemos agora as seguintes possibilidades:

1- H é um grupo simples nao-abeliano e g ¢ Ng(H), isto é, K = 1. Portanto, pelo teorema de
Wielandt, temos: [H, HY| =1

2- H é um grupo abeliano simples e g € Ng(H). Entdao HHY é um grupo abeliano de ordem

p?. De fato, como g € Ng(H), temos que H N HY = 1. E ainda como H é abeliano simples,
temos |H| = p, portanto |H?| = p. Sendo assim, temos,
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|H||H?| 2
=== -
|HH?| HnmHs] PP

Logo,
|HH®| = p’

Portanto, como HH? é finito de ordem p?, segue que HH? é abeliano. Assim, [H, H] = 1.
3- H=K. Nesse caso, HNHY=H . H< HY :. H= HY, pois H é finito. O

Observagao: Seja H um subgrupo permutavel com conjugado de um grupo G, H um grupo
finito, ent&o ndo é necessdrio que H = HY ou [H, H9] = 1 para todo g € G.

Exemplo 2.0.4 Seja G = Dg = (z,y|28 =y? = leylay=x71) e H = {1,2%,y,z%}. H é
permutdvel com conjugado de Dy, mas H # HY e [H, H%) # 1 para algum g € G.

De fato, temos |G : Ng(H)| = 2 onde os conjugados de H sdao: H,H; = {1,z*, 2%y, z%}. Note
ainda que HH, = N = H H, onde N = Ng(H) = {1, 2%, z*, 2%, y, 2%y, z'y, 2%y}, portanto H é
subgrupo permutavel com conjugados de G. Temos ainda que:

(i)- H#H'Y ge Dg— N.

(ii)-[H, H9] # 1 para algum g € G. De fato, pois [y, z%y] = z*.

Corolério 2.0.3 : Se G € um grupo finito, H <c_p G e H € um grupo simples, entdo

H>~HxHxH..xH,
s -vezes

onde s <n =[G : Ng(H)]. (Note que, se H é nio-abeliano, entdo H® é um subgrupo normal
minimal de G).

Demonstracao:
Seja T = {1, g2, ..., gn } um transversal do Ng(H) em G. Pelo lema 2.0.3, temos que,

HE = H% H%...H%

Afirmacao: H% # H% Yi# j

-1
De fato, suponhamos que H% = HY% para algum 7 # j. Sendo assim, (H%)% = H. Logo
gigj‘1 € Ng(H) = N e g;N = g;N (absurdo). Pois g;, g, € T. a

Como H = H%V1i € {1,2,...,n}, H% <c_p G e HY% é grupo simples finito. Como HY% #
HY Vi # j. Pelo lema 2.0.6, temos:

[H% H%] =1Vi # j.
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Mostremos agora que H% < HC.
De fato, como [H%, H%] = 1V1i # j, temos entao [h% h%)] = 1Vi # j. Sendo assim,

[h%, h%] = (h%) ' (h%)'h%h% = 1.
Logo, (h%)~1h%h9% = h% Vi # j. Portanto, (h%)~'h%h% € HY%V1i,j. Dai segue-se, que
H% 4 HC.

Mostremos agora H® = H9 x H% x ... x H%
De fato, seja s o maior inteiro tal que H#H%..H% = HY% x H9% x ... x H9%,  onde
s <nes,n € N. Sendo assim,temos:

(1) s > 2, pois H®*H% = H9% x H%. De fato, afirmamos que H% N H% = 1. Pois caso
contrario, como H9 N H9% 4 H9% e HY% é simples, temos H9 C H9. Portanto, H9* = H9%
(absurdo). Pois g1, 9, € T

(2) Para s = n, nada temos a demonstrar

(3) Se s < i < n, chamemos H9 H%...H% = K. Sendo assim, K H% néo é direto. Pois s é o
maior inteiro tal que H9 H9...HY% é produto direto. Logo K N HY% # 1, como K N H% < HY% |
pela simplicidade de HY | temos K N H% = HY% e H% C K. Logo

HC = H9 x H x ... x H%

Portanto,
H>*HxHx..xH.

s -vVezes

O

Observacao: No coroldrio, se H é um subgrupo nio-abeliano, entdo H¢ é um subgrupo nor-
mal minimal de G.

De fato, seja H um subgrupo nao-abeliano simples de G como H = HY% VY i. Segue-se que HY
é simples ndo-abeliano. Suponhamos que exista 1 # N < G tal que N < H¢. Como H% < G
e NJdG, NN H% < H% e como HY% é simples, temos que,

NNHE®2 =TouwNNH? = H*

Afirmacao: NN HY% = HY% para algum 1.
De fato, do contrério terifamos NN H% =1 Vi. Como [N, H%] < NN HY% temos que [N, H%] <
NN HY% = 1. Assim, [N, H%] = 1. Portanto, como N < H¢ e H% < H®. Temos:
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[N, H] = [N, H® H®...H%] = [N. H*].[N, H®]..[N, H*] = 1
Logo, [N, H®)] = 1. Sendo assim, temos N < Z(H®). Por outro lado, como

Z(H®) = Z(H®) x Z(H®) x ... x Z(H%)

e HY% é simples nao-abeliano, temos Z(H%) = 1¥1i. Logo, N = 1(absurdo). d
Portanto, N N H% = HY%. Logo, H% < N :. H® = N.

Observacgao 1: Seja G' um grupo finito, H um subgrupo permutdvel com conjugados, entao
H¢ nao é necessariamente o produto direto de s cépias de H.

Exemplo 2.0.5 : Seja G =Dg = (z,y|z® =y’  =ley lay=z71), H={1,2%,y,z%}. H ¢
subgrupo permutdvel com conjugado de G, mas H® % H x H onde s <n = |G : Ng(H)|.
s -vezes

De fato, temos |G : Ng(H)| = 2 onde os conjugados de H sio: H, H, = {1, z*, 2%y, 2%y}.
Temos pela proposicao 1.1.2 que HY = (H9| g € G) logo H® = (H, H;) como HH, < G segue
entao que:

H® = HH,

Mas, HH, % H x H,. Pois H, H, nao sao normais em G e HN H; # 1, portanto H® % H x H.

Observagao 2: O fecho normal nao é necessariamente o produto de n-fatores de H, onde

n=|G: Ne(H)|.

Exemplo 2.0.6 : Seja G = Sy e H = {((12)(34)), temos que H® ¢é produto de 2-fatores e
|G : Ng(H)| =3

Com efeito, temos que |G : Ng(H)| = 3 onde os conjugados de H sao H, H; = {1,(14)(23)} e
H, ={1,(13)(24)}. Note ainda que HiH, = K = HH, = HH,, isto é, H <¢c_p G onde K é o
grupo de Klein. Como K <G e H < K, H® = K. Mas H® # H x H, x H,.

Lema 2.0.7 : Se H é um subgrupo subnormal nao-abeliano simples de um grupo finito G,
entio H <c_p G.

Demonstragao:

Seja g um elemento qualquer de G. Como H sn G, temos HYsnG e H N HIsnG. Assim
HN HYsn H. E ainda como H é simples temos que:

HNHY=Hou HNHI =1.
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Dai segue:

(i) Se HN HY = H, logo H C H?. Como H é finito, H = H?

(ii) Se HN HY = 1, pelo teorema de Wielandt, temos [H, H’] = 1. Assim, [hy,h9] =1
implicando h h9 = h9h, YVh € He YVh; € H. Logo,

HH® = H'HVY g €G.

Portanto,
H<c_pG.
O

Observagao: Seja H é um subgrupo subnormal simples abeliano de um grupo finito G. Entao
H nao é necessariamente subgrupo permutéavel com conjugado de G.

Exemplo 2.0.7 : Seja G=Dg=(z,y| 2®=y>=1yzy '=2z"1) e H= (y).
H ¢é subgrupo subnormal abeliano simples de G, mas H nao é subgrupo permutdvel com conju-
gado de G.

2.1 Subgrupos Permutaveis com conjugados em p-Grupos

Nesta secao iremos estudar algumas propriedades de subgrupos permutaveis com conjugados
em p-grupos

Teorema 2.1.1 : Se G é um grupo contendo um subgrupo finito P tal que P € Syl,(G) e
P <c_p G, entao P é normal em G.

Demonstragao:
Seja P € Syl,(G), onde P é finito. Assim, |P| = p*, a € N temos ainda que P? € Syl,(G)V g €
G e |P| = |PY| = p*. Sendo asssim, temos:

PP _
|P N Ps|
Segue-se entdao que PP? é um p-grupo, para todo g € G. Portanto P = PPIVge G

(Pela maximalidade de P). Afirmamos ainda que P = P9V g € G. De fato, P? C PPY e
PP9 = P. Logo P? C P, como P é finito, temos entdao PY = P Vg € G. Portanto,

| P9 = pP,ondef € N

PJG.

a
Observacao: Seja G um grupo contendo um subgrupo finito P tal que P € Syl,(G), P néo é
necessariamente normal em G.
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Exemplo 2.1.1 : Seja G = Ay e P € Syl3(G) onde P = ((123)). Entao P néo € necessaria-
mente normal em G.

Teorema 2.1.2 : Se G é um grupo finito e se existe H <c_p G tal que H é um subgrupo
mazimal de um P € Syl,(G), entdo H ou P € normal em G.

Demonstragao:

Suponhamos que H ndo seja normal em G. Seja P € Syl,(G), |P| = p*. Como H é um
subgrupo maximal de P, |H| = p® ', assim H é um p-subgrupo. Pelo lema 2.0.3, temos
que HE® é um p-grupo. Dai segue, pelo teorema de Sylow, que HY < P, ji que H® < G. Por
outro lado, como H é maximal em P, temos que H = H® ou P = H€, isto é, H<JG ou P<G. O

Observagao: Seja G um grupo finito se H <c_p G tal que H é um subgrupo de P € Syl,(G),
entdo nao é necessario que H ou P sejam normais em G.

Exemplo 2.1.2 : Sejam G = Sy, H = ((12)(34)) e P € Syls(G) onde P = {1, (12)(34), (14)(23),
(13)(24), (12), (34), (1423), (1324)}. H ¢ subgrupo permutdvel com conjugado de Sy, mas H e
P nao sao normais em G.

Coroldrio 2.1.1 : Se G € um grupo finito e se existe H <c_p G, tal que H é um subgrupo
mazimal de um P € Syly(G), entdo G € solivel.

Demonstracgao:
Seja G um grupo finito e P € Syly(G) onde |P| = 2*. Assim, |G| = 2*m, onde (2,m) =1
m-impar, pelo teorema 2.1.2 temos que H ou P normal em G. Dai temos,

(i) Suponhamos P < G. Sendo assim, segue:

G|  2%m
e P = — = —

Logo |G : P| = m onde m-impar. Portanto, como P é solivel. Pois P 2-grupo. Agora pelo

teorema (W.Feit e J.Thompson), % é solivel. Portanto G é solivel.

(ii) Suponhamos agora, H < G. Nesse caso, H® = H. Como H é maximal em P, u =%
|H|
2°m  |P|m ) G
Sendo |G| = |G : H||H]|, temos |G : H| = = —— = 2m, assim |G : H| = 2m. Logo — ¢
|H|  |H| H
solivel e como H é soluvel, pois H é 2-grupo, G é soluvel. O

Lema 2.1.1 : Se G € um grupo finito e para algum primo p, todo subgrupo ciclico de ordem
uma poténcia de p € subgrupo permutdvel com conjugados de G, entdo todo p-subgrupo de Sylow
de G € normal em G.
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Demonstracgao:

Seja P € Syl,(G), P = {z1,%2,...,2a}. Por definicio de p-grupo, o(z;) = p* onde i €
{1,2,...,n}, como o(z;) = |(z;)|, temos que H; = (z;) é um p-subgrupo. Sendo assim, pelo lema
2.0.3, HE = (;)¢ é um p-subgrupo normal de G. Por outro, lado

H = (2,)%(2)...(z)€

é um p-subgrupo normal de G' que contém P, pois z; € PV i =1,2,...n. Assim, P = H e
P JLG. O

Observagao: Seja G um grupo finito e para algum primo p, se todo subgrupo de ordem uma
poténcia de p é ciclico, entao nao é necessario que todo p-subgrupo de Sylow de G seja normal
em G.

Exemplo 2.1.3 : Seja G = Sy e P € Syly(G) onde P = {1, (12)(34), (14)(23), (13)(24), (12),
(34),(1423), (1324)}. Seja ainda H < G tal que |H| = 2 temos que H é ciclico, mas P €
Syly(G) ndo é normal em G.

Teorema 2.1.3 : Seja G um grupo finito e P € Syl,(G). Se todo subgrupo ciclico de P é
permutdvel com conjugados, entdo G € nilpotente.

Demonstracgao: Pelo lema 2.1.1, temos que P < G V p. Logo, pelo teorema 1.6.2 (caracte-
rizagao dos grupos nilpotentes), temos que G é nilpotente. O

Teorema 2.1.4 : Se G é um grupo localmente finito e para algum primo p, todo subgrupo
ciclico de G de ordem uma poténcia de p é subgrupo permutdvel com conjugados, entdo todo
p-subgrupo de Sylow de G € normal em G.

Demonstracao:

Sejam z e y p-elementos de G e H = (x,y). Temos que H ¢é finito, pois G é localmente finito.
Note ainda que H satisfaz as hipotéses do lema 2.1.1. Portanto, aplicando o lema 2.1.1 em H,
Q € Syl,(H) implica Q< H. Se H; = (z) e Hy = (y) p-subgrupos de H, pelo teorema de Sylow
(teorema 1.5.1), temos (z) C Q" e (y) C Q", para algum h; e hy € H. Como Syl,(H) = {Q},
segue-se que (z) C Q e (y) € Q. Logo (z)(y) C Q. Portanto, (zy) é p-subgrupo e zy é
p-elemento.

Afirmagao: S = {z € G ; x é um p-elemento} é um subgrupo normal de G.

De fato, vimos acima que Vz,y € S, zy € S. Suponhamos que y € g~1Sg, onde g € G.
Entdo y = g 'zg, para algum z € S . o(y) = o(g7'zg) = o(z9) = o(x) = p*. Logo, y € S.
Portanto, g7!Sg C S Vg € G. Assim S < G.

Seja P € Syl,(G). Por defini¢cdo, P é um p-subgrupo maximal de G. Assim, P < S, ja que
todo elemento de P é um p-elemento. A maximalidade de P garante que P = S e portanto
PAdG. O
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Lema 2.1.2 : Se G é um p-grupo finito, p um primo impar, no qual todo subgrupo de ordem
p de G, é subgrupo permutdvel com conjugados, entio T = {z € Glo(z) < p} é um subgrupo
normal de G.

Demonstracgao:
Seja |G| = p"Vn > 1 e p-primo impar. Para todo = € T seja H = (z), logo |H| = p. Assim, H
é simples e por hipétese, H <c_p G. Sendo assim, pelo corolério 2.0.3

HS~HxHx..xH.
s-?gz&

onde s <n = |G : Ng(H)|. Logo, H® é um p-subgrupo abeliano elementar de G, isto é, H® ¢
nilpotente de classe 1, H < G. Seja z e y € T, pelo teorema de Fitting, temos que (z)%(y)¢
é nilpotente de classe no méximo 2. Sendo assim:

1

(zy)? = 2%y"[y, x](é’) = zPyP[y, x]f’—(%l

Como [y, z] € (z)€, o([y, z]) = p ou 1. Dai segue-se, que:

(2y)" = 27Ply, 2]®) = 2yPly, 2] Loy =1
Sendo assim, (zy)? =1 Vz,y € T. Logo, zy € T. Portanto, T < Ge T <G. a

(%) segue do fato, de p ser impar e o([y, z]) = p ou 1.

Observagao: Se G é um p-grupo finito, p um primo par, no qual todo subgrupo de ordem p de
G é subgrupo permutével com conjugados, entdao T' = {z € G | o(z) < p} ndo é necessariamente
um subgrupo normal de G.

Exemplo 2.1.4 : Seja G = Dy = (z,y|2* = y* = ley lay = 27!) e seja ainda o0s sequintes
subgrupos de ordem 2 de G, Hy = (z%), H, = (y), Hy = (zy), H3 = (2?y), Hy = (z*y). Os H;
s@o subgrupos permutdvel com conjugados de G onde i € {0,1,2,3,4} e T = {z € G |o(z) < p}
nao € subgrupo normal de G.

Solugao:

(1)- Se Hy = (z?), note que Hy = Z(G) portanto Hy <¢c_p G.

(2)- Se H, = (y) temos que |G : Ng(H;)| = 2 onde os conjugados de H; sao: H; e K; = {1, z%y}.
Note que H K, = N; = K H;, onde N, = Ng(H,) = {1,22,y, %}, portanto H; é subgrupo
permutdvel com conjugado de G.

(3)- Se Hy = (zy) temos que |G : Ng(H;)| = 2 onde os conjugados de H, sdo: Hy e Ky =
{1,23y}. Note que HyKy = N, = KyH,, onde Ny = Ng(H,) = {1, 2%, zy, 2%y}, portanto H, é
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subgrupo permutdvel com conjugado de G.

(4)- Se H3 = (2%y), temos que |G : Ng(Hs)| = 2 onde os conjugados de Hs sdo: H; e
K3 = {1,y}. Note que H3K3 = N3 = K3Hs, onde N3 = Ng(Hs) = {1,22,y, 2%y}, portanto H;
¢é subgrupo permutéavel com conjugado de G.

Logo, todo so H; sdo subgrupos permutavel com conjugadode G. MasT = {z € G| o(z) < 2} =
= {1, 2%, y, zy, %y, 23y} ndo é subgrupo de G.

Lema 2.1.3 : Se G é um p-grupo localmente finito, p um primo impar no qual todo subgrupo
de G de ordem p € subgrupo permutdvel com conjugados, entio T = {z € G | o(z) < p} €é um
subgrupo normal de G.

Demonstragao:

Seja z,y € T e H = (z,y). Como G ¢ localmente finito, H ¢ finito. E ainda H satisfaz as
hipéteses do lema 2.1.2. Portanto T = {z € H | o(z) < p} < H. Entdo zy € T < T. Portanto
T < G e claramente T < G. O

Teorema 2.1.5 : Se G € um p-grupo localmente finito, p um primo impar tal que qualquer
subgrupo ciclico H de G é permutdvel com conjugados. Entiao T; = {z € G | o(z) < p'} € um
subgrupo normal de G.

A prova segue por indugao sobre i.

Demonstracgao:
(1) O teorema é verdadeiro para i = 1. Pois T} = {z € | o(z) < p} < G, pelo lema 2.1.3.

(2) Suponhamos o teorema verdadeiro para 1, isto é;

T;={z€G|o(z) <p'}4G.

(3) Provaremos que é verdadeiro para i + 1, isto é;

T = {z € G| o(z) < p*1} <G.

Prova: Suponhamos que 7; seja normal em G. Seja G = , note ainda que G satisfaz as

T
hipéteses do lema 2.1.3. Com efeito : '

(a) G = g— é localmente finito.

. G % -
De fato, seja T = {gT; | g€ G} e K <G finitamente gerado, entao
i
K =(q:T;, g2T;, ..., gu T; ). Afirmemos ainda, que:
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s 9n )T
Y H

De fato, se y € (¢1T;, ..., 9aT5), entdo y = (a1 T5)* (¢2T5)%*...(9.T3)°" = (95 95°..-.95")Ti ..

(glag27 “ssg gn)ﬂ
T;

Suponhamos y €

(g].]-;’ 921-;', ceny gnn) - (g]»’ 92,

y €

<g1)921 )gﬂ)ﬂ
T;

= {gti | 9 € (91,92, ---,9n) € ti € T;}, portanto z = aj'a3’.....ac"t;, onde a; € {g1,92,..-,9n} €

e; = £1. Sendo assim, temos:

, logo y = zT;, onde z € (g1, 92, ..., gn)Ti =

y = zT; = (a7 ag’..at4)T; = (a7 Ty (as Lakatasras) € (o1 T;, o T, ..., g T;). Asgim
y e (glfria g2’-Ti) £y gnﬂ) LOgOI

(91,92 e g)Ti _ (T3, 62Ty oy guT3)-

Temos ainda, pelo segundo teorema do isomorfismo que:

<91792;---,9n>Ti ~ <glag27"'agn>

T; a Er](glag%“"gn)
G2y s G0,
é finito. Pois G é localmente finito. Portanto, (g g2’T 9n)T. é finito. Consequentemente K
finito. '
= O 5 . ; .
(b) G = T é um p-grupo e todo subgrupo de ordem p de G é permutavel com conjugados

1

Prova: Seja H < G = —f: tal que |H| = p, temos que H = ;—(, onde K < G. Como H é ciclico,
i i

. K 1.
K {xT}) = (x)T, Portanto, — = ﬂ Logo K = (2)T;.

1; 1; T; 1;
Afirmemos ainda que K = (z)7; é permutdvel com conjugados de G. Pois (z) <c_p G,
K _
T; < G. Sendo assim, (z)T; <c_p G e T <c_p % Logo H <c_p G.
i i

Portanto, pelo lema 2.1.3, T = { z € G | o(z) < p} é um subgrupo normal de G . Pelo
teorema da correspondencia existe um unico 7' < G, tal que T'< G, onde:
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T={yeG|yL.eT}={yeG|olyT) <p} = {yeG|yeT}=
{yeGlo(y) <p'}=
{yeG|oly) <p*'}=Tin

Sendo assim, T" = T;,,. Portanto, concluimos que 7;,; < G e por indugao,

T,={z€Glo(z) <p'}AG Vi>1.
O

Teorema 2.1.6 : Se G € um p-grupo localmente finito, p um primo impar no qual todo subgrupo
de G de ordem p € subgrupo permutdvel com conjugados, entdo dados x e y € G de ordem p,
(x,y) é um grupo de ordem < p®.

Demonstragao:
Dados z e y € G de ordem p, seja H = (z,y). Como G ¢é localmente finito, segue-se que H
finito. Dai temos:

(1) Suponhamos [z,y] = 1. Nesse caso, zy = yz. Portanto, H abeliano e H = (z)(y). Sendo
assim, temos:
o 1@Iwl _
|H| = = b
(2N W) p
onde a < 1. Portanto, |H| < p? < p.

(2) Suponhamos agora, [z,y] # 1. Temos que [z,y] € (z)# N (y)#. Pelo coroldrio 2.0.3 (z)7 e
(y)H sao p-grupos abelianos elementares. Portanto, [z, y] comuta com z e com y e o([z,y]) = p.
Seja agora N = ([z,y]). Como o([z,y]) = p, temos |[N| = p. Como [z,y] comuta com z e y,
temos N < Z(H), logo N < H. Agora, [z,y] € N implica,

(zN)(yN) = (yN)(zN).
Logo, segue-se que:

2 - % = (zN,yN) = (zN){yN)

Portanto:

‘E‘: (zN)|[(yN)| _ p?
N|  [zN)n({yN)| p°

onde a < 1. Logo

H
_]—V_‘ < p?. Como |N| = p temos entdo |H| < p°. O
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