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H i p e r s u p e r f í c i e s d e c u r v a t u r a s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAmédia e e s c a l a r

c o n s t a n t e s

l.INTRODUÇAO

Neste trabalho faremos um estudo detalhado sobre as hipersuperfícies com-
pactas de curvaturas média e escalar constantes imersas na esfera unitáriaonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAsn+I (1) .

SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM" uma hipersuperfície compacta imersa na esfera unitária sn+1 (1).

Escolhamos um campo normal 'T/, e denotamos por S1'/a aplicação linear associada

a segunda forma fundamental B, i.e.,

(S1'/(X),Y) = (Y 'xY,'T/) = B(X,Y),

onde X e Y são vetores tangentes a M e Y' a conexão Riemanniana obtida através
da métrica usualsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA<, > de sn+1 (1). Associada a segunda forma fundamental B

existem n funções HI, ... , Hn definida por

tt. = L ki1· · · kir ,

il <.··<ir

onde kI, ... ,kn são as curvaturas principais de M. A função HI = H é a curvatura
média e a menos de uma constante H 2 é a curvatura escalar de M. O quadrado
da norma da segunda forma fundamental será denotada por S. Com a notação

introduzida acima tem-se que S = L~I k;.



Quando a imersão é mínima, temos o seguinte teorema :PONMLKJIHGFEDCBA

T e o r e m a 1 .1 .onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA([CdCK),[Ll))zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASeja M" compacta e f : M" ~ sn+l (1) uma

uner

são mínima. Suponha que S :::;n, para todo p EM. Então:srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( i ) S - O ou S - n ;

( ii ) S = n se, e somente se, M" é um toro de Clifford em sn+l (1), s.e.

M" é um dos produtos de esferas Sk (If) X sn-k (Jn~k), k = O, ... , [~] .

O resultado ( i ) é devido à Simons [S] . A caracterização dada em ( ii ) foi

obtida independentemente por Lawson [LI] e Chern-do Carmo-Kobayashi [CdCK]

resultado em ( ii ) é local .

Houve uma tentativa de se estender o Teoremal.l acima à hipersuperfícies

com curvatura média constante H (veja, Okumura [O]). Um dos propósitos deste

trabalho é apresentar uma extensão do resultado acima. Para isto, introduziremos

um tensor simétrico de tipo (1,1), <I> bem como um polinômio quadrático PH, cujo

quadrado de sua raiz positiva será denotado por BH. Este tensor <I> é definido

em termos da curvatura média H e da segunda forma fundamental B de M.

Explicitamente o tensor <I> correspondente via <, > ao tenso r <I> = H (, ) - B que

é um tensor simétrico de tipo (0,2).

No capítulo 4 , demonstraremos o seguinte teorema :

T e o r e m a 1 .2 . ([AC)) Suponha que 1<I>12 :::; BH , para todo p EM. Então:

( i) 1<I>12 = O ( e M é totalmente urnhílica) ou 1<I>12 - BH ;

( ii ) 1<I>12 - BH se , e somente se ,

( a ) H = O e M" é um toro de Cilfford em Sn+l (1);

( b ) H =J O , n ~ 3 , e M" é um H (r) -toro com r2 < n~l;

( C ) H =J O , n = 2 , e M" é um H (r) - toro com r2 =J n~ 1 .

A constante B H depende somente de n e da curvatura média H. Quando M é

mínima BH = ri. Apesar do novo resultado, o ítem ( ii ) do teorema acima ainda

preserva seu caratér local. Ainda relacionado ao teorema , é importante observar

que não se listam todos os H (r) - taras, mas aqueles para os quais r2 < n~ 1.

De fato, pode-se verificar que, se orientarmos aqueles H (r) - tara para os quais

r2 > n~l de modo que H ~ O, então teremos 1<I>12 > BH. Isto tem haver com o

fato de que o têrrno que contém H na equação PH(x) = O se anula quando n = 2.

Deste modo, a equação que define B H, é invariante por orientação se, e somente
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se,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAnsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 2. O resultado que se obtem em ( ii )( c ), já é conhecido em um trabalho

de K. Nomizu e B. Smyth, [NSJ.

No caso mínimo, o Teorema 1.1 foi estendido para codimensão superior (veja,

[CdCK] ). Em sua tese de doutorado do IMPA, W. Santos fez uma extensão do

Teorema 1.2 para codimensão superior.

No capítulo 5, iremos tratar de formas espaciais Qn+l (c), e demonstrar algu-

mas estimativas. Como é bastante conhecido, existem vários resultados de rigidez

para hipersuperfícies mínimas ou hipersuperfícies com curvatura média constante

H em Qn+l (c), ( veja [S],[NS],[Ll]). Aqui, uma prática e poderosa ferramenta é o

cálculo do laplaciano de algum invariante geométrico global sobre M. Esta técnica

foi iniciada por J. Simons [S]. Em 1977, S. Y. Cheng & S. T. Yau, introduziram

um operador diferencial auto-adjunto O que possibilitou a prova de resultados de

rigidez para hipersuperficies de curvatura escalar constante. Explicitamente:PONMLKJIHGFEDCBA

T e o r e m a 1 .3 . ({CY}) Seja M uma hipersuperfície compacta n-dimensional com

curvatura escalar normalizada R em Qn+l (c). Se,

( i) R - c '2 O;

( ii ) a curvatura seccional te deonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM é não-negativa, i.e. , ]{ '2 O,

então M é uma hipersuperjície totalmente umbílica, ou um produto Rieman-

niano de duas subvariedades totalmente umbílicas.

Neste mesmo capítulo, provaremos dois teoremas usando o operador auto-

adjunto O de Cheng e Yau. Os teoremas são:

T e o r e m a 1 .4 . ({Li}) Seja M uma hipersuperjície compacta com curvatura escalar

normalizada constante R na esfera unitária (n+l)-dimensional sn+l (1). Se,

( i ) R - R-I '2 O,
- -2 -

( ii ) R < H2 < C- onde C- = (n-l)R + n(n-l)R H(n-l)R+n
- - R' R n n(n-2)(nR+2)

e ri '2 3,então, M é totalmente umbílica, com

H 2-R,

ou M = Sl( VI - r2) x sn-l(1'), r = v(n - 2)/n(R + 1) e

(1.1)

H2-C
li

(1.2)
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T e o r e m a 1 .5 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA({Li}) Seja M uma hipersuperfície compacta n-dimensional (n ~

3) com curvatura escalar normalizada R no espaço Euclidiano (n+l)-dimensionalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J?!l+1. Se o quadrado da norma (S) da segunda forma fundamental de M, satisfaz

nR:::; S < n(n -srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1)onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- ti - 2 R,

(1.3)

então S - nR e M é uma esfera Euclidiana n-dimensional S" (r), r = J l/R.

Quando M é uma hipersuperfície compacta mergulhada em Rn+l o Teorema

(1.5) vale sem a condição (1.3) (veja [R]). Quando M é uma hipersuperfície com-

pacta mergulhada em S~+1 (1) C sn+1(l), o Teorema (1.4) vale sem a condição

(ii) (veja [MR]). Neste caso, M é uma hipersuperfície totalmente umbílica.
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2 . P r e l i m i n a r e s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

_~estecapítulo introduziremos os pré-requisitos básicos, que servirão de sustentação

aos principais resultados.

2 .1 . D e f i n i ç õ e s :

SejaonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN uma variedade Riemanniana. Diz-se que N é um forma espacial, quando

possui curvatura seccional constante.

SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQn+l (c) um forma espacial com curvatura seccional c. Quando csrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1,

Qn+l (c) = sn+l é a esfera unitaria (n-t-l.j-dimensional ; quando c = 0, Qn+l (c) =

En+1 é o espaço Euclidiano (ri+Ll-dimensional.

Consideremos uma imersão I.{J: M" '-4 Qn+l (c), onde M é uma hipersuperfície

compacta n-dimensional. Seja p EM, escolhamos um referencial ada

ptado {eI, ... , en+d em uma vizinhança de l.{J(p), de modo que el, ... , en E TpM .

Associado a este referencial, definimos o coreferencial WI, ... ,Wn+I, i.e., wi(ej) = 8ij

e as formas de conexão WAB por:

dI.{J= LAwAeA deA = LBwABeB

Façamos agora, as seguintes distinções de índices:

1 ~ A, B, C < n + 1 1 < í,j,k ~ n.

As formas WA e WAB satisfazem as equações de estruturas,

{

dwA = LBWAB 1\ WB, WAB + WBA = °
dwAB = LcWAC I\wB - CWA I\wB·

As restrições das formas WA, WAB a M satisfazem ainda as equações acima, i.e.,

di», = Lj Wij 1\ Wj (2.1)Wij = -Wji

dwij = Lk Wik 1\ Wkj - ~ Lk,l Rt.jklWk 1\ Wl, (2.2)

de, Rt.jkl é o tensor curvatura da métrica induzida sobre M por I.{J. Restrito a

_.I. Wn+I = 0, deste modo,
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dwn+onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= LizyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAWn+l,i1\ Wi = O

Pelo lema de Cartan, segue-se:

(2.3)

Wn+l,i = Lj hijwj, hij = hji (2.4)

A forma quadrática, B = Li Wi 0 wi,n+l = Lij hijWi 0 Wj, é chamada a segunda

forma fundamental de sp na direção de en+l.Segundo a equação de Gauus temos:

Rijkl = Rijkl - (B(ej, e.), B(ei' ek)) + (B(ei, e.), B(ej, ek)).

Como, ~jkl = C(ÓikÓjl - ÓilÓjk) obtemos:

~jkl = C(ÓikÓjl - Ói/Ójk) + hj1hik - hilhjk.

ubstituindo em (2.5) k = i e l = i, teremos:

(2.5)

~jij = C(ÓiiÓjj - ÓijÓji) + hiihjj - hijhji = C + hiihjj - h;j'

ornando em i e i, esta última expressão segue-se que:

" .. R .... = n(n -l)c + " .. lu.h», - " .. h2. ~
LA,J .L LiJtJ ~t,J n JJ ~t,J tJ

n(n - l)(R - c) = ". h? - " .. h2
. ~

~t n ~t,J tJ

n(n -l)(R - c) = n2H 2
- S,

(2.6)

onde R é a curvatura escalar de M, H = ~Li b« a curvatura média e S = Li,j h~

é o quadrado da norma da segunda forma fundamental de M.

A equação de Codazzi é expressa por:

hijk = hikj, (2.7)

onde hijk representa a derivada covariante da segunda forma fundamental e é

efinida como,

Lk hijkWk = dhij + Lk hkjWki + Lk hikWkj.

Derivando-se exteriormente (2.8) e definindo hijkl por,

(2.8)

hijkl = dhijk + L hmjlWmi + L himkWmj + L hijmWmk, (2.9)
m m m.
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obtem-se:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Lk,l(hijkl - ~ Lm himRmjkl - ~ Lm hmjRmikz)Wk /\ WI = O, (2.10)

donde

hijkl - hij1k = Lm hmjRmiklsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ Lm himRmjkl· (2.11 )

2.2. O Operador diferencial O

Para uma funçãoonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf de classe C2
, sobre uma variedade Riemaniana M, definimos

seu gradiente e seu hessiano através das seguintes fórmulas:

df = LifiWi (2.12)Lj fijWj = dfi +Lj fjWji.

Seja eP= Li,j ePijWi ® Wj um tensor simétrico definido sobre M, onde

ePij = nHbij - hij. (2.13)

Então, podemos definir um operador O associado a eP,agindo sobre uma função

de classe C 2
, dado por:

Df = Li,j ePijfij = Li,j (nH bij - hij) fij (2.14)

Proposição 2.1. Seja M uma variedade Riemanniana compacta orientável.

Então, o operador O é auto-adjunto se, e somente se,

Lj ePijj = O \fi. (2.15)

Demonstração: Note que a derivada covariante de ePij é definida como,

Lk ePijkWk = dePij + Lk ePikWki + Lk ePikWkj,

de tal forma que a condição (2.15) independa da escolha do referencial.

De (2.14) verificamos que para f e 9 funções de classe C2
, teremos:

(2.16)

JM(Of)g = JM d(Li,j ePijfig * Wj) - JM ePijfigj. (2.17)

Portanto, pelo teorema de Stokes,
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1M(Df)gzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1M f(Dg). (2.18)

Logo operadorsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAO é auto-adjunto relativamente ao produto interno de L2de M.
Reciprocamente, vê-se facilmente que a validade de (2.18) para todaonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf e 9

implica (2.15).

Baseado na proposição anterior daremos dois exemplos de operadores auto-

adjunto do tipo acima.PONMLKJIHGFEDCBA

E x e m p l o 1 . Seja ~j = Lk ~kjk o tensor de Ricci de uma variedade Riemanni-

ana. Então, afirmamos que o operador Df = Li,j(~Óij - Rij)fij é auto-adjunto,

onde R = Li ~i é a curvatura escalar.

De fato, segundo a identidade de Bianchi,

Lj Rij,j Lk,j ~kjk,j

Lk,j Rjkik,j
- Lk,j Rjkkj,i - Lk,j Rjkji,k
Ri - Lk,j Rjijk,k

Ri - Lk ~k,k

(2.19)

Portanto, Lj ~j,j = ~R; e nossa afirmação está provada.

E x e m p l o 2 . Seja <Pij= (Lk 'l/Jkk)Óij - 'l/Jij , onde 'l/Jij é um tensor simétrico setis-

'ezendo a equação de Codazzi:

'l/Jij,k = 'l/Jik,j.

Usando diretamente a equação acima, é fácil verificar que o operador Df =
L,j<Pijfij é auto-adjunto.

Consideremos novamente o ponto p E ]\,1,o referencial adaptado {el, ... ,en+d
e seu correspondente coreferencial {WI, ... ,wn+d, de modo que, a aplicação linear

auto-adjunta associada a segunda forma fundamental seja diagonlizável, sendo

sim, hij = kiÓij. Usando (2.6) e (2.14) nós temos,

D(nH) = nH 6. (nH) - Li ki(nH)ii

= ~6.(nH)2 - Li(nH); - Li ki(nH)

= ~n(n - l)6.R + ~6.S - n21'V HI2 - Li ki(nH)ii

(2.20)

8



Agora, como o tensorzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAB satisfaz (2.7), tem-se:

~hij = C~=kePkk)ij - Lm,k ePmkRmikj - Lm,j ePimRmkkj'

Assim, para SsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= Li k'f e nH = Li ki, a equação acima nos dá:

!~S
2 Li,j,k h~jk + Li,j ki(nH)ij-

Li,j,m,k hijhmkRmikj - Li,j,m,k hijhimRmkkj

Daí, como hij = kiDij, a expressão acima simplifica-se para:

~~S = Li,j,k h;jk + Li ki(nH)ii + ~Li,j Rijij(ki - kj)2

Substituindo, (2.23) em (2.20), teremos:

D(nH) = ~n(n - l)~R + Iv BI2 - n IV'HI2 + !Li,j ~jij(ki - kj)2

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Ao considerarmos M com curvatura média H constante, definiremos o tensor

: TpM ----+ TpM , relativo a H e a segunda forma fundamental, da seguinte

rorma:

<1> = H( , ) - B

nde B é o operador auto-adjunto associado a segunda forma fundamental.

Considere, {el, ... ,en} uma base ortonormal de TpM a qual diagonaliza B,

então: <1>(ei)= (H - kdei. Donde obtemos,

1onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
tr (<1» = L (H - ki) = O e 1<1>1

2
= - L(ki - kj)2, i,j = 1, ... .n.

o 2n o o

t t~

De fato, tome: /-Li = H - ki, observe que:

k; - kj = H - /-Li - H + /-Lj= /-Lj - /-Li,

.ozo.

L(ki - kjf = L(/-L; + /-L; - 2P,i/-Lj) = 2n L/-L; - 2(L/-Li)(L/-Lj),

o 0 i i j

9



a expressão acima implica em,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I)ki - konmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj? = 2n LJ-t; = 2nsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1<1>1
2

.

iJ i

Logo 1<1>1
2 = Ose, e somente se, M é totalmente umbílica.

Consideremos agora algumas notações e definições finais. Um H (r) - toro em

+1 (1) é obtido considerando as imersões canônicas de,

sn-l (r) C s: , SI (VI - r2) C R2, O < r < 1,

onde o valor entre parenteses denota o raio da correspondente esfera, e tomando

a imersão produto:

sr:' (r) x SI (VI - r2) ----* tr: x R2.

Da forma como foi construido, temos que o H (r) - toro esta contido em

n+J (1) e possui curvaturas principais dadas, em alguma orientação, por:

\11 - r2 r
kl = ... = kn-l = r ,kn = - "j;:::1=-=r""2' (2.25)

ou o simétrico destes valores, para a orientação oposta.

Finalmente, seja M" compacta e orientável, e seja X : M" ----* sn+1 (1) com

curvatura média constante H. Podemos escolher uma orientação para M tal que

H ~ O . Para cada H, considere o conjunto:

PH(X)=X2+ n(n-2) Hx-n(H2+1),vn(n-l)

e seja BH o quadrado da raiz positiva de PH (x) = O. Note que, para H = O,

130 =n.
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_ H i p e r s u p e r f í c i e s i s o p a r a m é t r i c a s

J J n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAuma hipersuperfície imersa numa variedade (n-l-Ll-dimensional de cur-

a constante. SejamzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAkonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1, ... , kp as curvaturas distintas de M" relativa a segunda

a fundamental B, com multiplicidades 1n1, ... , 1np respectivamente. Tal hiper-

• erfície é dita isoparamétrica se suas curvaturas principais são constantes com

tiplicidades constantes. Se M" for uma hipersuperfície isoparamétrica de 5n+1

p curvaturas distintas, então p E {I, 2, 3, 4, 6} ( veja [Mu] ).

Xo caso n = 3, i.e., M 3 hipersuperfície imersa em S4 temos exatamente três

acterizaçôes para M 3
, que são:

E s f e r a s : Seja x : 53(1')srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA---t 54(1) imersão isométrica dada por x(p) = (p,8),

nne 8
2

T 1'2 = 1. Então M 3 = 53(1') é totalmente umbílica com curvaturas

cipais ki = 8\1',i = 1,2,3. A curvatura média H e a curvatura escalar R e a

'atura de Gauss-Kronecker J{ satisfazem as relações

-

R = 6 + 2H2/3

R = 6(1 + J{2/3).

'oro d e C l i f f o r d : Seja \li : S2(1') x Sl(l) ---t S4 uma imersão isométrica dada

\lI(p, q) = (p, q). Suas curvaturas principais são dadas por k1 = -1'\8, k2

3 = 8\7'. A curvatura média e a curvatura escalar da imersão satisfazem,

R = 3 + (H2 ± HV8 + H2)/4

R = 2(1 + J{2).

F a m í l i a i s o p a r a m é t r i c a d e Cartan:Consideremos primeiramente a imersão

2 (.)3) ---t 54 dada por:

(
1 1221222

Yx,y,z)= ;;;(xy,xz,-(x -V), ;;;(x+y -2z)).vs 2 2y3

--'0 define um mergulho do plano real projetivo Rp2 em 54 . Este plano projetivo

••",) mergulhado em S4 é chamado superfície de Veronese. Seja N 1 (~) o fibrado

rmal unitário da superfície de Veronese ~, i.e.,

N1 (~) = {(x, v) E ~ x 54Ivl..Tx~evl..x}.

(x, v) E N1(~) as curvaturas principais da superfície de Veronese são dadas

l(X,V) = -k2(x, v) = .)3/3. Portanto, a superfície de Veronese é uma

11



.ariedade mínima de 54. Considere a aplicação polar 8 :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBANonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1(I:-)srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA---+ 54 dada

x. v) = v. As curvaturas principais da imersão 8 são: -V3, O,V3.
Finalmente, definimos a família isoparamétrica 8 t : N 1(I:-) ---+ 54 por 8 t(x, v) =

8(x, v) + sin t x. As curvaturas principais da imersão 8t são:

V3 + tan t tan t - V3
, f<) , tan t.

1 - tan t 1 + V 3 tan t

. ~curvatura escalar de 8t é dada por Rt = O. A curvatura média Ht e a curvatura

Gauss-Kronecker Kt de 8t satisfazem H, + 3Kt = O.

4

/

2

-3 -2 -I 00 1 H 2

Figura 1: R = 0,3 + 1(H2 ± HV8 + H2),6 + ~H2PONMLKJIHGFEDCBA

O b s e r v a ç ã o 1 . A Egura 1 mostra os possíveis valores para a curvatura média

H) e para a curvatura escalar (R) de uma hipersuperfície M isoparamétrica em
-t

12



3 . L e m a s e E s t i m a t i v a s zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Xeste capítulo se encontram os lemas que servirão para as conclusões dos teoremas

citados na introdução. Em sequência, teremos primeiramente algumas identidades

necessárias.

3 .1 . F ó r m u l a s

_'o que se segue, assumiremos que a curvatura escalar normalizadaonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR de M seja

constante, então de (2.24) tem-se:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

D(nH)srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= Iv BI2 - n21V HI2 + ~Li,j Rijij(ki - kj? (3.1)

De (2.5), obtemos Rijij = c + kikj, substituindo em (3.1) teremos,

D(nH) = IvBI2 - n21vHI2 +! Li,j(c + kikj)(ki - kj)2

= Iv BI2 - n21v HI2 + ~Li,j(ck; + ck; - 2ckikj + krkj + kikJ - 2k;kJ)

= IvBI2-n2IvHI2+!nc Li k;+~ncLj k;-c Li,j kjki+! Li,j krkj+~ Li,j kikJ

- Li,j k;k;,
fazendo i = j, temos:

D(nH) = Iv BI2 - n21v HI2 + ncS - n2 H2c - S2 + nH Li kr. (3.2)

Sejam /-Li= H - k, e IZI2 = Li /-L;, temos então:

I:/-Li = I:ki - I:H = 0,
i i i

(3.3)

IZI2 nH2 + ~. k2 - 2H ~. k.
~t t ~t t

S + nH2 - 2nH2 = S - nH2 ,
(3.4)

Likt = nH3 +3HLi/-L; - Li/-LI, (3.5)

das fórmulas (3.2) a (3.5), temos:

D(nH) = Iv BI2 - n21VHI2 + nc IZI2 - S2 + nH(nH3 + 3H Li /-L; - Li /-Ln

= Iv B 12- n 2 IV H 1
2 + nc IZ 1

2 - S2 - nH Li /-LI+ 3nH2 IZ 1

2
+ n 2H4

Assim,
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D(nH)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIv BI2 - n21v HI2 + nc IZI2 -IZI4 - n2 H4
- 2nH21Z12 + 3nH21Z12

+n2H4 - nHLif..L7.

Segue-se então que:

D(nH) = Iv BI2 - n21v HI2 + IZI2 (nc + nH2 - IZI2) - nH Li f..Lr (3.6)

Lif..Li=O e Lif..L;=IZI2. (3.8)

Enunciaremos, dois lemas de fundamental importância para a demonstração

dos teoremas apresentados na introdução deste trabalho, o primeiro destes é o

seguinte:PONMLKJIHGFEDCBA

L e m a 3 .1 . ([O]) Considerando os f..L~sdefinidos anteriormente, paraonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAti 2: 3, e

IZl2 - cte 2: O, tem-se:

n-2 IZI3 <" 3 < n-2 IZI3vn(n-l) - L-i f..Li - vn(n-l)' (3.7)

e a igualdade no lado direito (lado esquerdo) de (3.1) é verificada se, e somente

se, (n -1) dos f..L~ssão não-positivos e iguais ( (n - 1) dos f..L~ssão não-negativos

e iguais ).

Demonstração:Utilizaremos aqui, o método dos multiplicadores de Lagrange

Vamos calcular os pontos críticos da função f = Li f..Lr, sujeita aos seguintes

vínculos:

Segue-se então que, os pontos críticos satisfazem a equação quadrática:

f..L~- Àf..Li- a = O , Vi = 1, ... , ri.

Então, os valores de f..Lisão os pontos críticos, a saber:

f..Ll = f..L2= ... = f..Lp= a > O , f..Lp+l= f..Lp+2= ... = f..Ln= -b < O,

O = Li f..Li= pa - (n - p)b (3.9)

reenumerando se necessário. Temos ainda que os f..L~ssatisfazem:

IZI2 = Li f..L;= pa2
- (n - p)b2 (3.10)

14



e ainda,onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f = LiI-/'~ = pa3 - (n - p)b3.

As equações (3.9) e (3.10) nos dão o seguinte sistema:

(3.11)

{

pa2srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ (n - p )b2

pa - (n - p)b

IZI2

O,

para o qual, teremos:

a2 = n-p IZI2 b2 = ~ IZI2 .
pn , n(n-p)

Observa-se também que,

f = ~[(n - p)a - pbllZI2 .

Da equação acima, nota-se que f decresce quando p cresce. Portanto, f atinge

o máximo quando p = 1 eo máximo de f é dado por:

a3 - (n -1)b3 = {(n - l)bP - (n - 1)b3 = (n - 1)3b3 - (n - 1)b3

= {(n - 1)2 - l}(n - 1)b2b = (n2 - 2n + 1 - l)(n - 1)b2bzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= (n - 2)n(n - 1) = ~ IZI
3

.
n(n-l)

Visto que, f é simétrica, isto prova o lema.

Combinando (2.6) com (3.7), obtemos:

D(nH) 2: Iv BI2 - IvHI2 + IZI2 (nc + nH2 - IZI2 - ~(~ - 2) H IZI) (3.12)

15



L e m a 3 .2 .onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA([ACC})zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASeja x : M" _ MII+l(C) uma imersão com curvatura es-

calar R constante. Suponha que R -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc ::::O. Então,srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Iv BI2 ::::n21v HI2 .

D e m o n s t r a ç ã o : D e (2.6), temos:

(3.13)

n2H2
- " .. h~· = n(n - l)(R - c)i..Jt,J tJ .

Derivando-se covariantemente a expressão acima, e usando o fato de R ser cons

tante, chega-se a:

n
2H Hk = Li,j hijhijk.

Segue-se então que,

Lk n4H2(Hk)2 = Lk(Li,j hijhijk)2 < (Li,j h~j)(Li,j,k htk), (3.14)

donde,

n4H21VHI2 < 5 IvBI2. (3.15)

Por outro lado, sendo R - c ::::O teremos também que n2 H 2
- 5 ::::O, já que

n ~ 3. Desta forma,

n25 IvHI2 ~ n4H21VHI2 ~ 5 IvBI2,

e o lema fica provado.

Obteremos agora outra estimativa, para abreviar, escreveremos:

R= R-c, (3.16)

por (2.6), teremos:

2 2 n-1 -
IZI = 5 - nH = --(5 - nR),

n

note que 5 ~ nR , e 5 = nR se, e somente se, M é totalmente umbílica.

(3.17)
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Por uso de (2.6), (3.17) e do Lema (3.2), nós temos de (3.12),

oonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(11,H) 2: n~l (S - 11,R)[11,csrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ 211,H2-

-S - (11,- 2) IHI J S - 11,RJ

> n~l (S - 11,R)[11,c+ 2(11, - l)R-

_n~2S - n~2J(11,(11, - 1) + S)(S - 11,R).

Esta é a estimativa chave, a qual nos ajudará a provar os Teoremas (1.4) e

.5).

(3.18)PONMLKJIHGFEDCBA

L e m a 3 .3 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAAs seguintes desigualdades são equivalentes:

-2 -

(1) S :::; (n-2)(nR+2) [11,(11,- l)R + 4(11, - l)R + 11,J

(2) (11,+ 2(11, - l)R - n~2 S)2 2: (n~;)2 (11,(11,- l)R + 5)(S - 11,R).

Demonstração:Vamos primeiramente mostrar que, (2) implica (1).

(11,+ 2(11, - l)R - 11,- 2 S)2 2: (11,- 2)2(11,(11, - l)R + S)(S - 11,R).
11, 11,

Daí

- 11,-2 - 11,-2
(11,+ 2(11, - l)R? + (__ )2S2 - 2(11,+ 2(11, - l)R)(--)S

11, 11,

2: (11,- 2)2(11,(11,- l)R + S)(S - 11,R).
11,

Assim, temos que:

11,-2 - -11,-2
[( __ )211,(11,- 2)R + 2(11,+ 2(11, - l)R(--)JS

11, 11,

:::; (11,+ 2(11, - 1)R)2 + (11,- 2?11,2(11, _ 1)R
2

11,

Por um cálculo direto, teremos que,

- -2-
(11,- 2)(11,R + 2)S :::; 11,[11,(11,- l)R + 4(11, - l)R + 11,J.

_~outra implicação é verificada facilmente.
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ersuperfícies com curvatura média constante em es-

C~-ice:-emos aqui, uma hipersuperfície compactazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM" de uma esfera, com cur-

édia constanteonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH. Através da definição do tensorsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA<1>, mostraremos que

- :s BH, onde BH =I- O é um número que depende somente de H e n,

- O ou 1<1>12 = BH. Nós também caracterizaremos todas as M" com

-BH'

Prova do Teorema (1.2):

t •••• en} um referencial ortonormal, o qual diagonaliza <p em cada ponto

i,e., ..;ei = /-Liei e seja 'V a conexão sobre M.

Primeiramente calcularemos o laplaciano de ip. Dada uma variedade Rieman-

•.f e uma aplicação linear simétrica sobre o espaço tangente de M, que

~ •.aL formalmente a equação de Codazzi (2.7), Cheng e Vau [CY] fizeram o

cilcu!o para um tal laplaciano. Em nosso contexto, este cálculo é aplicado a <1>.

~~4V, íCY . pg.198]

~.6.1<1>12 = 1"1<1>12 + LiI.ii(tT<1»ii +! Li,j R ijij(f-.ii - f-.ij)2, (4.1)

]'Íj é a curvatura seccional do plano {ei,ej}.

~eriE.camosprimeiro o último termo do lado direito de (4.1). Segundo a

c..::::n.içãode <1>. f-.ii = H - k
i

e por (2.5),

~jij = 1+ kikj = 1+ f-.iif-.ij - H (f-.ii + f-.ij) + H2

ica. já que tT<1>= O, que:

!L,j ~jij(f-.ii - f-.ij)2 nLif-.i: - (Lif-.in2

-!f Li,j(f-.ii + f-.ij)(f-.ii - f-.ij)2

H2 ( )2+2 Li,j f-.ii - f-.ij =

n 1<1>12 - /<1>/4 + nH /<1>/2

-!f Li,j(f-.ii + f-.ij)(f-.ii - J.ij)2,

(4.2)

~ Li.j(l + f-.iif-.ij)(f-.ii - J.ij)2 n Li J.i: - (Li J.il)2.

e~...anIO. como Li,j(f-.ii - f-.ij)2 = 2n /<1>/2, nós obtemos:
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por outro lado, temos quesrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBALionmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ-Li = Oe deste modo,

~ Li,j(J-Li + J-Lj)(J-Li - J-Lj)2 = n Li J-Lr. (4.3)

Segue-se de (4.2) e (4.3) que (4.1) pode ser escrita como:

~ó 1<1>12
= 1\7<1>12 _1<1>14 + n 1<1>12+ nH 1<1>12 - nHLilJ,r. (4.4)

Usando o Lema (3.1) em (4.4), obtemos:

~ó 1<1>1
2 >

>

1\7<1>12 _ 1<1>14+ n(HzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 + 1) 1<1>12 - n(n-2) H 1<1>1
3

y'n(n-l)

1\7<1>12 + 1<1>12 {-1<1>12 - n(n-2) H 1<1>1+ n(H2 + 1)},
y'n(n-l)

(4.5)

observe que o termo entre chaves é exatamente -PH(I<1>I), que é não-negativo,

pois 1<1>12 < BH.

Integrando ambos os lados de (4.5), usando o teorema de Stokes e as hipóteses,

concluimos que,

O ~ 11\7<1>/2 + 11<1>12 {-1<1>12 - 7(n - 2) H 1<1>1+ n(H
2 + I)} ~ O.

M M . n(n-1)

Deste modo, 1\7<1>12 - Oe <1>= Oou 1<1>12 - BH. Isto prova a parte (i) do Teorema

(1.2).

Consideremos agora, a parte (ii). Note primeiramente que, se 1<1>/2 = BH, o

lado direito de (4.5) se anula independentemente da compacidade de M.

Se H = O,o teorema reduz-se ao Teorema (1.1), o qual nos dá (ii) (a).

Se H =I O, nós concluimos que \7<1> = Oe que a igualdade no lado direito de

(3.7) vale, i.e., (n-1) dos /-L~S são não-positivos (/-Li ~ O)e iguais, como /-Li = H -k i

esta afirmação é válida também para os k~s. Assim, reenumerando se necessário,

nós podemos supor que

k1 = k2 = ... = kn-l , k1 =I k., , k, = cte ..

Por Cartan [Ca], como !VI é isoparamétrica com duas curvaturas principais

constantes. Logo, M é um H (r) - toro. Para identificar de qual H (r) - toro se

aproxima, é conveniente observar que:
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20zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

"" 3zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn-2L-/-Li =srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIZI
3

i jn(n - 1) ,

se, e somente se,onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(n - 1) dos /-L~S são da forma,

-b = -(n(nl_I))~ IZI e o restante da forma a = (n~l)~ IZI, e daí,

tn=l r-r=
/-Ln = Y --;:--n-I~I, /-LI = /-L2= ... = /-Ln-I = -Y ~ I~I·

Deste modo,

k l = H - /-LI = H + ~(1 ) I~I ,
Y~

tn=l
kn = H - /-Ln= H - V --;:--n-I~Ie

2 2 n(n- 2)
nknkl = nH -I~I - j H I~I·

n(n - 1)

Portanto, visto que 1~12 - BH temos que PH(I~I) = O, i.e.,

2 2 n(n-2)
nknkl = nH - I~I - j H I~I= -no

n(n - 1)

Assim, knkl = -1 . Por outro lado,

k
n

= H _ /-Ln = kn + (n - 1)k1
n - /-Ln,

donde,

(n - l)kn - (n - l)kl = -n/-Ln,

e como /-Ln > O, obetmos que kn < k1. Como, knk1 = -1 então k« < O.



Observa-se que ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH (r) - tara orientado, é obtido tendo em vista a igualdade

do Lema (3.1). assim ele é dado por:srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k
1

= ... =onmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk
n

-
1

= \11 - 1'2 r
r ,kn = - -,F-==

Já que sua curvatura média,

(n-1hII -1'2 r

H= nr nV1-r2

(n - 1) - nr2

nrv1 - 1'2 '

é positiva, tem-se:

1'2 < n - 1

n

Isto completa a prova no caso (ii) (b).

Para provar finalmente, o caso (ii) (c), observamos que M 2
Co......+ 53 (1) é uma

superfície isoparamétrica em 53 (1), desta forma, ou é totalmente umbílica, ou um

H (r) - tara.

Tendo em vista que, 1<1>1
2 i= O então M2 é um H (r) - toro. Por um argu-

mento semelhante, k1k2 = -1. Note que a igualdade no Lema (3.1) não nos dá

informação adicional, e nós temos então os seguintes casos:

H = 1 - 21'2 ou H = 21'2 - 1 n = 2

2TV1 - 1'2 2TV1 - 1'2 ' ,

e em qualquer um dos casos 1'2 i= n~ 1 = ~ ocorrerá. Isto conclui a prova de

(ii) (c) e a prova do teorema.PONMLKJIHGFEDCBA

4 .2 . O b s e r v a ç õ e s A d i c i o n a i s

O Teorema (1.2) levanta as seguintes questões: considere o conjunto de hiper-

superfícies de 5n+1 (1) com H e 1<1>1 constantes. O conjunto de valores de 1<1>1 é

discreto? Para hipersuperfícies mínimas, esta questão foi levantada em [CdCK]

Para n = 3 e H = O, uma contribuição significativa foi dada por Peng e Terng

[PT] a qual mostrou que, se 1<1>1 é constante e 3 < 1<1>1
2 :s; 6, então 1<1>1

2 = 6.

O resultado de Peng e Terng foi estendido à hipersuperfícies de 54 (1), com

curvatura média constante H por Almeida e Brito [AB]. Em [AB]prova-se que, se
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liPI2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
é constante e liPI2 ~ 6 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA6H2

, então M3 é uma hipersupefície isoparamétrica

de S4 (1). Além disso, se 4 + 6H2 ~ liPI2 ~ 6 + 6H2, então liPI2 = 6 + 6H2 e M3

possui três curvaturas pricipais distintas.

O resultado de Almeida e Brito resolve a questão acima para n = 3 e liPI2 ~
6+6H2 e também nos dá uma luz sobre o que acontece para o H (1') =toro quando

H #- O e 1'2 > ~ todos no intervaloonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBABH < liPI2 < 4 + 6H2.PONMLKJIHGFEDCBA

5 . H ip e r s u p e r f í c i e s c o m c u r v a t u r a e s c a l a r c o n s t a n t e e m f o r -

. .
m a s espaciais

o objetivo deste capítulo, é demonstrar os Teoremas (1.4) e (1.5).

5 .1 . P r o v a d o T e o r e m a ( 1 .4 ) :

este caso, Qn+l (c) = sn+I, i.e., c = 1 nós temos de (3.18)

D(nH) 2: n~l (S - nR)[n + 2(n - l)R - n~2 S

- n~2 v(n(n - 1) + S)(S - nR)].
(5.1)

Segundo a equação de Gauss, segue-se que,

D(nH) 2: n(n - 1)(H2 - R) [n(2H2 + 1) - S

-n(n - 2) IHI VH2 - R].

Como S 2: nR e S - nR = n2(H2 - R) temos que, H2 - R 2: O .

Verifica-se facilmente pela equação de Gauss que, H 2
~ Cli é equivalente a:

(5.2)

n -2 -

S ~ ( )( Jn(n - l)R + 4(n - l)R + n]
n- 2 nR+2

Pelo Lema (3.3) temos que a desigualdade acima se equivale a:

(5.3)

{n + 2(n - l)R - n - 2 S}2 2: (n _')2)2 {n(n - l)R + S}{S - nR}. (5.4)
n n

Assim, por transitividade H 2
~ Cli é equivalente a:

[n(2H2 + 1) - S]2 2: n2(n - 2)2 H2(H2 - R)
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H zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 - R.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(5.5)

Portanto, o lado direito de (5.2) é não-negativo, e também temos que IM D(nH)srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= O,já que M é compacta e o operador O é auto-adjunto. Deste modo,

Isto equivale a S = nH2 e M é uma hipersuperfície totalmente umbílica, ou

H 2-C-
= R'

(5.6)

Usando mais uma vez a equação de Gauss, temos que (5.6) é equivalente a:

S - (n _ 2)~R + 2) [n(n - I)R
2

+ 4(n - I)R + n].

No último caso, H I- O. De (2.6), R = R-I 2: Oe a igualdade integral mostra

que, LiI.Lr = R IZI3
. O Lema (3.1) afirma que (n - 1) dos /-i~S são não-

n(n-l)

negativos, além disso são da forma:

Jn=l ~
/-il = -V~-n-IZI, /-i2 = ... = /-in = V~ IZI·

Agora, como /-Li = H - k; e por H = ete., então (n - 1) dos k~s são iguais e

constantes. Temos ainda que,

Jn=l /C
k1 = H+V~-n-IZI, k2 = ... =kn = H - V~IZI.

Assim, M é isoparamétrica com duas curvaturas principais distintas. Por Car-

tan [Cal, M = Sj(1'l) X sn-j(1'2) C sn+l(I). Mostraremos que !VI é do tipo,

Sl( VI - 1'2) X sn-l(1'). Como 1'~+ ri = 1, tome 1'2 = r, e 1'1 = VI - 1'2.

Para este produto de esferas as curvaturas principais são dadas por:

k
1

= ... = k. _ rJ- ./ ek. f1vI _ r' ,+1 ~ ... ~ k - vI - r'n-----
r

Como M é isoparamétrica, as curvaturas principais são constantes com multipli-

cidade constante, assim j = 1. Logo, M = Sl( vI - 1'2) X sn-l(T}

De (2.6) é fácil ver que n(n - I)R = (n - 1)(n - 2 - nr
2
)/r

2
, deste modo, r =

J n(i;1) demonstrando assim o teorema.
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5.2. Prova do Teorema (1.5):

Para este caso, Qn+lonmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(c) =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAte», i.e., c = O,nota-se primeiramente que a condição

RsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= R - O ~ O é automaticamente satisfeita, pois sendo M compacta, existe

um ponto Po E /1.1 , com ki(po) > O, i = 1, ... , n. Deste modo n(n - l)R =

Lih ki(Po)kj(po) > O. Mas, por hipótese R = cie e concluimos que R > O sobre

M.

Tomando, e = Oem (3.18) obtemos:

O(nH) ~ n~l (S - nR)[2(n - l)R - ~S-

_n~2J{n(n -l)R + S}{S - nR].

De (1.3), vê-se facilmente que o lado direito de (5.7) é não-negativo, o que implica

O(nH) ~ O. Usando o mesmo processo do teorema anterior, nós temos que M

é uma hipersuperfície isoparamétrica. Deste modo S - nR e M é uma esfera

n-dimensional sn(r), r = A. Assim, a prova esta completa.

(5.7)

5.3. Observações Finais

Escolhendo, c = -1 em (3.18) e tomando o mesmo processo da prova do Teorema

(1.4) e do Teorema (1.5), nós podemos obter um teorema para hipersuperfícies de

dimensão n e com curvatura escalar constante no espaço hiperbólico Hn+l (-1).
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