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Hipersuperficies de curvaturas média e escalar
constantes

1. INTRODUGAO

Neste trabalho faremos um estudo detalhado sobre as hipersuperficies com-
pactas de curvaturas média e escalar constantes imersas na esfera unitaria S (1.
Seja M™ uma hipersuperficie compacta imersa na esfera unitaria grrli1),
Escolhamos um campo normal 7, e denotamos por S, a aplicagao linear associada
) n
a segunda forma fundamental B, i.e.,

<S7I(X)7Y> = (vaﬂ?) - B(X,Y),

onde X e Y sao vetores tangentes a M e V a conexao Riemanniana obtida através
da métrica usual <,> de S™*!(1). Associada a segunda forma fundamental B
existem n fungdes Hy, ..., H, definida por

H= S ky. .k,

i <...<ip

onde ki, .. ., kn s30 as curvaturas principais de M. A funcao H; = H é a curvatura
média e a menos de uma constante Hy é a curvatura escalar de M. O quadrado
da norma da segunda forma fundamental seréd denotada por S. Com a notagao
introduzida acima tem-se que S = Y0, k7.




Quando a imersao é minima , temos o seguinte teorema :

Teorema 1.1. ([CdCK],[L1]) Seja M™ compacta e¢ f : M™ — S"*1 (1) uma
mmer
sao minima. Suponha que S < n, para todo p € M. Entdo:
(1)S=0o0uS=n;
(i) S =n se e somente se, M™ é um toro de Clifford em S™*! (1), w.e. ,
M™ ¢ um dos produtos de esferas S* ( f) % Fs ( 5=k}, k=0,..., [g] .

O resultado (1) é devido & Simons [S] . A caracterizagdo dada em ( ii ) foi
obtida independentemente por Lawson [L1] e Chern-do Carmo-Kobayashi [CdCK]
resultado em ( ii ) é local .

Houve uma tentativa de se estender o Teoremal.l acima a hipersuperficies
com curvatura média constante H (veja , Okumura [O]). Um dos propésitos deste
trabalho é apresentar uma extensao do resultado acima. Para isto, introduziremos
um tensor simétrico de tipo (1,1), ® bem como um polinémio quadrético Py, cujo
quadrado de sua raiz positiva serd denotado por Bp. Este tensor ® é definido
em termos da curvatura média H e da segunda forma fundamental B de M.
Explicitamente o tensor ® correspondente via <,> ao tensor ® = H(,) — B que
é um tensor simétrico de tipo (0,2).

No capitulo 4 , demonstraremos o seguinte teorema :

Teorema 1.2. ([AC]) Suponha que |®|* < By , para todo p € M . Entdo :
(i)|®> =0 (eM é totalmente umbilica) ou |®|> = By ;
(i) |<I>|2 = By se, e somente se ,
(a)H =0eM" éum toro de Cilfford em S™*1 (1);
(b)H#0,n>3,eM" éum H (r)—toro com r? < 2=1;
(¢c)H#0,n=2,¢eM" éum H (r)—toro com r* # 2.

A constante By depende somente de n e da curvatura média H. Quando M é
minima By = n. Apesar do novo resultado , o item ( ii ) do teorema acima ainda
preserva seu caratér local . Ainda relacionado ao teorema , é importante observar
que nao se listam todos os H (r) — toros, mas aqueles para os quais r? < ”T"l
De fato, pode-se verificar que, se orientarmos aqueles H () — toro para os quais
r? > %=1 de modo que H > 0, entdo teremos |®|> > By. Isto tem haver com o
fato de que o térmo que contém H na equagao Py(z) = 0 se anula quando n = 2.

Deste modo, a equagao que define By, é invariante por orientagao se, e somente



se, n = 2. O resultado que se obtem em ( ii )( ¢ ), ja é conhecido em um trabalho
de K. Nomizu e B. Smyth, [NS].

No caso minimo, o Teorema 1.1 foi estendido para codimensao superior (veja,
[CACK] ). Em sua tese de doutorado do IMPA, W. Santos fez uma extensao do
Teorema 1.2 para codimensao superior.

No capitulo 5, iremos tratar de formas espaciais Q" (c), e demonstrar algu-
mas estimativas. Como é bastante conhecido, existem varios resultados de rigidez
para hipersuperficies minimas ou hipersuperficies com curvatura média constante
H em Q" (¢), ( veja [S],[NS],[L1]). Aqui, uma pratica e poderosa ferramenta é o
calculo do laplaciano de algum invariante geométrico global sobre M. Esta técnica
foi iniciada por J. Simons [S]. Em 1977, S. Y. Cheng & S. T. Yau, introduziram
um operador diferencial auto-adjunto O que possibilitou a prova de resultados de
rigidez para hipersuperficies de curvatura escalar constante. Explicitamente:

Teorema 1.3. ([CY]) Seja M uma hipersuperficie compacta n-dimensional com
curvatura escalar normalizada R em Q"1 (c). Se,

(i)R—c>0;

(it ) a curvatura seccional K de M € nao-negativa, i.e. , K > 0,

entao M ¢é uma hipersuperficie totalmente umbilica, ou um produto Rieman-
niano de duas subvariedades totalmente umbilicas.

Neste mesmo capitulo, provaremos dois teoremas usando o operador auto-
adjunto O de Cheng e Yau. Os teoremas sao:

Teorema 1.4. ([Li]) Seja M uma hipersuperficie compacta com curvatura escalar
normalizada constante R na esfera unitdria (n+1)-dimensional S"*1 (1). Se,
(i) R=R-12>0,

= ) T 2 _  _ (n-1DR n(n—1)§2+4(n—1)1_2+n
(i) R < H® < Cg, onde Cg = "= + n(n—2)(nR+2)

e n 2> 3,entao, M ¢€ totalmente umbilica, com

H'=R, (1.1)
ou M = S'(V1—-72)x S™I(r), r = \/(n— 2)/n(R+1) e
H2 = CE (1.2)



Teorema 1.5. ([Li]) Seja M uma hipersuperficie compacta n-dimensional (n >
3) com curvatura escalar normalizada R no espago Euclidiano (n+1)-dimensional
R™1. Se o quadrado da norma (S) da segunda forma fundamental de M, satisfaz

nRSSSEM
n— 2

entdo S =nR e M é uma esfera Euclidiana n-dimensional S™ (1), r = \/1_/—R
Quando M é uma hipersuperficie compacta mergulhada em R™*! o Teorema
(1.5) vale sem a condigao (1.3) (veja [R]). Quando M é uma hipersuperficie com-
pacta mergulhada em ST (1) C S"*!(1), o Teorema (1.4) vale sem a condigao
(ii) (veja [MR]). Neste caso, M é uma hipersuperficie totalmente umbilica.

R, (1.3)



2. Preliminares

Neste capitulo introduziremos os pré-requisitos basicos, que servirao de sustentagao
aos principais resultados.

2.1. Definigoes:

Seja N uma variedade Riemanniana. Diz-se que N é um forma espacial , quando
possui curvatura seccional constante.

Seja Q™! (c) um forma espacial com curvatura seccional c¢. Quando ¢ = 1,
Q"1 (c) = S™*! é a esfera unitaria (n+1)-dimensional ; quando ¢ = 0, Q" (¢) =
E™*1 ¢ o espago Euclidiano (n+1)-dimensional.

Consideremos uma imersao ¢ : M™ — Q"1 (¢), onde M é uma hipersuperficie
compacta n-dimensional. Seja p € M, escolhamos um referencial ada
ptado {ei,...,ént+1} em uma vizinhanga de ¢(p), de modo que ey, ...,e, € T,M .
Associado a este referencial, definimos o coreferencial wy, ..., wn41, i.€., w;(€;) = 6;;
e as formas de conexao wap por:

dp =3, waes ; des =3 pgwapep
Facamos agora, as seguintes distingoes de indices:

1<ABC<n+1 ; 1<i,jk<n.
As formas wy e wyp satisfazem as equagoes de estruturas,

{ dwy =Y pwap ANwp, wap+wpa =0
dwap = Y.cwWac ANwp — cwy A wp.

As restrigoes das formas wy, wap a M satisfazem ainda as equagdes acima, i.e.,
dw.,; = Zj Wij /\wj y Wi = —Wy; (21)

dwij = Y p wix A wgj — % Yok Rijriwr Awy, (2.2)

onde, R;ji; é o tensor curvatura da métrica induzida sobre M por ¢. Restrito a
M, w,y1 = 0, deste modo,



dwny1 =3 Wnt1i Awi =0 . (2-3)

Pelo lema de Cartan, segue-se:

W1, = 25 hijwy, hij = hys (2.4)

A forma quadrética, B = Y, w; @ Winy1 = 2;; hijw; ® wj, é chamada a segunda
forma fundamental de ¢ na diregao de e,1.Segundo a equagao de Gauus temos:

—Rijkl = Riu — (B(ej, &), Blei, ex)) + (Bles, &), B(ej, ex))-
Como, Rjkl = C(éik(sj'l = 61‘16_1‘1;:) obtemos:
Rijri = (8t — 6ubji) + hjhix, — hahjy. (2.5)
Substituindo em (2.5) k =i e l = j, teremos:
R'ijij = C((S,ﬁ,'(s_.,'j — (S,;j(sj‘,‘) 4= hi,‘h,jj - h,ijhji =C+ hi,;hjj — h?J
Somando em i e j, esta 1iltima expressao segue-se que:
YijRijij=n(n—1)c+ 3, hihj; — X ;b =
n(n—1)(R—c) =T, hi; — T, ; hi; = (2.6)
n(n—1)(R—c) =n?H? - S,

onde R € a curvatura escalar de M, H = -71; >i hi; a curvatura médiae S = 37, ; h?j
€ 0 quadrado da norma da segunda forma fundamental de M.
A equagao de Codazzi é expressa por:

hijk — hikj, (27)

onde h;;; representa a derivada covariante da segunda forma fundamental e é

definida como,

Yok hijrwr = dh; + 3k hgjwyi + op higwi;. (2.8)

Derivando-se exteriormente (2.8) e definindo h;jx; por,
hijry = @hije + Y Panjiwmi + Y Rimpwmi + > PijmWme, (2.9)
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obtem-se:

Ski(hijt — 3 Zom Pim Bkt — 3 Som hmj Rmirt)wk A wy = 0, (2.10)
donde

Reair — P = oo By Romitit + 2oz Mo Ploreieis (2.11)

2.2. O Operador diferencial O

Para uma funcao f de classe C?, sobre uma variedade Riemaniana M, definimos
seu gradiente e seu hessiano através das seguintes formulas:

af =% fiwi ) Zj fijwj = df; +Ej fjwji. (212)

Seja ¢ = 3, ; ¢ijw; ® w; um tensor simétrico definido sobre M, onde

¢i; = nHo;; — hyj. (2.13)

Entao, podemos definir um operador O associado a ¢, agindo sobre uma funcao
de classe C?, dado por:

Of =X, ¢iifi; = X ;(nHb;; — hyj) fi (2.14)

Proposigao 2.1. Seja M uma variedade Riemanniana compacta orientdvel.
Entao, o operador O € auto-adjunto se, e somente se,

Zj ¢ijj = 0 3 V’L (215)

Demonstracao : Note que a derivada covariante de ¢;; é definida como,

Yok Gijkwk = ddi; + Dok Piwri + Dk DirWij, (2.16)

de tal forma que a condigao (2.15) independa da escolha do referencial.
De (2.14) verificamos que para f e g fungoes de classe C?, teremos:

Ju(Bf)g = [ d(i; bifig * wj) — fas b3 fi95- (2.17)

Portanto, pelo teorema de Stokes,



Ju(Bf)g = [y f(Og). (2.18)

Logo operador O é auto-adjunto relativamente ao produto interno de L2de M.
Reciprocamente, vé-se facilmente que a validade de (2.18) para toda f e g
implica (2.15).
Baseado na proposi¢ao anterior daremos dois exemplos de operadores auto-
adjunto do tipo acima.

Exemplo 1. Seja R;; = ) Rijx o tensor de Ricci de uma variedade Riemanni-
ana. Entao, afirmamos que o operador Of = }:i’j(l—;&ij — Ri;)fi; € auto-adjunto,
onde R =Y, R;; é a curvatura escalar.

De fato, segundo a identidade de Bianchi,

YR = Xkj Rikjkj

kg Rinik,j

— 2k Bikrsa — Lkj Rk (2.19)
Ri — 3k j Rjijk

= R;-— Zk R»ik,k

Portanto, }°; R;j; = %RL e nossa afirmacgao esta provada.

Exemplo 2. Seja ¢;; = (X ¥rk)6ij — %i; , onde 1;; é um tensor simétrico satis-
fazendo a equagao de Codazzi:

wij,k = d)ik,j-

Usando diretamente a equagao acima, é facil verificar que o operador Of =
3:; @i fi; é auto-adjunto.

Consideremos novamente o ponto p € M, o referencial adaptado {ey, ..., €n41}
e seu correspondente coreferencial {w, ...,wny1}, de modo que, a aplicagao linear
auto-adjunta associada a segunda forma fundamental seja diagonlizavel, sendo
assim, h;; = k;6;;. Usando (2.6) e (2.14) nds temos,

O(nH) nHA(nH) — ¥ ki(nH )y
3AMH)? = ,(nH)? — T ki(nH) (2.20)

In(n — 1)AR+ 1AS — n? |VH|* — ¥, ki(nH);

8



Agora, como o tensor B satisfaz (2.7), tem-se:

Ahy; = (Xk rr)ij — Yomxk Pk Bonirj — 2om,j Pim Bomirj- (2.21)

Assim, para S = Y;k? e nH = ¥, k;, a equagao acima nos da:

388 = Yiixhi + T ki(nH)i—

2.22
- Z:i,j,m,lc hij hmkRmikj - Zi,j,m,k hz‘jhimRmkkj ( )
Dai, como h;; = k;0;;, a expressao acima simplifica-se para:
3AS =5 kb + Tiki(nH)y + § ¥4 j Rijij (ki — k;)? (2.23)

Substituindo, (2.23) em (2.20), teremos:

D(nH) = %n(n — I)AR + |VB|2 == IVI{|2 = %Zi,j I?»ijij(ki L] kj)2 (224)

Ao considerarmos M com curvatura média H constante, definiremos o tensor
®: T,M — T,M , relativo a H e a segunda forma fundamental, da seguinte
forma:

@:H())—B ’

onde B é o operador auto-adjunto associado a segunda forma fundamental.
Considere, {ej,...,e,} uma base ortonormal de T, M a qual diagonaliza B,
entao: ®(e;) = (H — k;)e;. Donde obtemos,

1

2 1 .
tr(®)=> (H—k;)=0e |®" = %%:(ki—kj)z, t,i=1,...,n
De fato, tome: u; = H — k;, observe que:

ki—kj=H — p; — H + pj = pj — ps,

Z(ki —k;)? = Z(H? + /‘? = 2papy) = Q"Z#? - 2(2 /li)(z: 1i),

2



a expressao acima implica em,
Ski—k;)>=2nd pl=2n |®|%.
ij i

Logo |®|> = 0 se, e somente se, M é totalmente umbilica.
Consideremos agora algumas notagoes e definigdes finais. Um H (r) — toro em
S™*+1(1) é obtido considerando as imersdes canédnicas de,

Sy c R, S'(VI-r?) C R, 0<r <1,

onde o valor entre parenteses denota o raio da correspondente esfera, e tomando
a imersao produto:

S ) » § (\/1 - r2) — R" x R%.

Da forma como foi construido, temos que o H (r) — toro esta contido em
S™*1(1) e possui curvaturas principais dadas, em alguma orientagao, por:

klz.._zkn_lz——r—-,kn=—\/1_—_7, (2.25)

ou o simétrico destes valores, para a orientagao oposta.

Finalmente, seja M™ compacta e orientavel, e seja x : M™ — S™*! (1) com
curvatura média constante H. Podemos escolher uma orientagao para M tal que
H > 0. Para cada H, considere o conjunto:

n(n—2)
Vn(n—1)

e seja By o quadrado da raiz positiva de Py (z) = 0. Note que, para H = 0,
By=n.

Py (z) =2 + Hw—n(H2+1),

10



2.3. Hipersuperficies isoparamétricas

Seja M™ uma hipersuperficie imersa numa variedade (n+1)-dimensional de cur-
vatura constante. Sejam ki, ..., k, as curvaturas distintas de M™ relativa a segunda
forma fundamental B, com multiplicidades my, ..., m,, respectivamente. Tal hiper-
superficie € dita isoparamétrica se suas curvaturas principais sao constantes com
multiplicidades constantes. Se M™ for uma hipersuperficie isoparamétrica de S™*!
com p curvaturas distintas, entao p € {1,2,3,4,6} ( veja [Mu] ).

No caso n = 3, i.e., M?> hipersuperficie imersa em S* temos exatamente trés
caracterizagoes para M?, que sao:

Esferas: Seja z : S3(r) — S%(1) imersao isométrica dada por z(p) = (p, 3),
onde s? + 72 = 1. Entao M® = S3(r) é totalmente umbilica com curvaturas
principais k; = s\r,i = 1,2,3. A curvatura média H e a curvatura escalar R e a
curvatura de Gauss-Kronecker K satisfazem as relagoes

R= 6+2H?%/3
R= 6(1+ K3).

Toro de Clifford: Seja ¥ : S%(r)x S'(1) — S* uma imersao isométrica dada
por ¥(p,q) = (p,q). Suas curvaturas principais sao dadas por k; = —r\s,ky =
k3 = s\r. A curvatura média e a curvatura escalar da imersao satisfazem,

R= 3+ (H*t+ Hv8+ H?) /4
R= 2(1+K?).

Familia isoparamétrica de Cartan:Consideremos primeiramente a imersao

T : S%(\/3) — S* dada por:
T(z,y,2) = — (o9, 52, 1(a* ~ 1), (o + o — 2%)
') \/é ’ ’ 2 1 2\/5 Y
Isto define um mergulho do plano real projetivo RP? em S* . Este plano projetivo

real mergulhado em S* é chamado superficie de Veronese. Seja N;(X) o fibrado
normal unitario da superficie de Veronese ¥, i.e.,

Ni(Z) = {(z,v) € £ x S*viT,Xevlz}.

Em (z,v) € Ny(Z) as curvaturas principais da superficie de Veronese sao dadas
por ki(z,v) = —ky(z,v) = V3/3. Portanto, a superficie de Veronese é uma

11



subvariedade minima de S*. Considere a aplicagao polar © : N;(X) — S* dada
por ©(z,v) = v. As curvaturas principais da imersao © sdo: —v/3,0, /3.

Finalmente, definimos a familia isoparamétrica ©; : N;(Z) — S* por ©,(z,v) =
cost O(z,v) +sint z. As curvaturas principais da imersao ©; sao:

\/§+tant tant——\/§
5 ,tan
1—tant "1+ +/3tant

A curvatura escalar de ©; é dada por R; = 0. A curvatura média H; e a curvatura
de Gauss-Kronecker K; de ©; satisfazem H; + 3K; = 0.

©
()
-
o
o
=
fao]
[
w

Figura 1: R=10,3+ }(H*+ HV8+ H?),6 + 2H?

Observagao 1. A figura 1 mostra os possiveis valores para a curvatura média
(H) e para a curvatura escalar (R) de uma hipersuperficie M isoparamétrica em

12



3. Lemas e Estimativas

Neste capitulo se encontram os lemas que servirao para as conclusoes dos teoremas
citados na introducédo. Em sequéncia, teremos primeiramente algumas identidades
necessarias.

3.1. Férmulas

No que se segue, assumiremos que a curvatura escalar normalizada R de M seja
constante, entao de (2.24) tem-se:

O(nH) = |vB|* —n? |VH|* + § T ; Rijij (ki — k;)*. (3.1)
De (2.5), obtemos Ryji; = ¢ + k;k;, substituindo em (3.1) teremos,
O(nH) = |VB[* — n? |V H|" + § T j(c + kikj) (ki — k;)*
= |vB[? — n? |VH? + L 5, (ck? + ck? — 2ckik; + K3k, + kik} — 2k7k]
= |VBIL22;2TL2 |VHI2+%nc 2o k?-}—%nc 2 kf—c i chk,-—!—% Yabd k??kj‘*‘% Y, kz'k‘?
fazenclzoz’iJ i ]j 7temos:

O(nH) = |vB|* = n?|VH|* + ncS —n*H?c — S* + nH Y, k2. (3.2)

Sejam p; = H — k; e |Z|* = ¥, p?, temos entdo:

2m=2 k-3 H=0, (3.3)

1Z]? = nH?+ 3k} —2H ki (3-4)
= S+nH?-2nH?=S-—nH?, .
Sk} = nH® +3H S, 4 — ¥, 15, (3.5)

das férmulas (3.2) a (3.5), temos:
O(nH) = |vB[* - n? |[VH|" + nc|Z|* = S* + nH (nH® + 3H ¥, i — 3% 157)
= |vB|? = n?2|VH|* + nc|Z|* — S? = nH ¥, i + 3nH? |Z|> + n2H*
Assim,
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O(nH) = |vB|* —n? |[vH|? +nc|Z|> — |Z|* — n2H* — 2nH? | Z|* + 3nH? | Z|?
+n?H* —nH Y, pd.
Segue-se entao que:

O(nH) = |VBI* — n?|VH|" + | 2" (nc + nH? - | Z|*) = nH ¥, i} (3.6)

Enunciaremos, dois lemas de fundamental importancia para a demonstragao
dos teoremas apresentados na introdugao deste trabalho, o primeiro destes é o
seguinte:

Lema 3.1. ([O]) Considerando os s definidos anteriormente, para n > 3, e
|Z|® = cte > 0, tem-se:

n—2 3
\/n(n—1|Z| <Yipi < \/mwl ) (3.7)

e a igualdade no lado direito (lado esquerdo) de (3.7) € verificada se, e somente
se, (n—1) dos p.s sao nao-positivos e iguais ( (n— 1) dos pls sdo nao-negativos

e iguais ).

Demonstragao:Utilizaremos aqui, 0 método dos multiplicadores de Lagrange
Vamos calcular os pontos criticos da fungao f = Y, u2, sujeita aos seguintes
vinculos:

Tim=0 e Yiui=|Z. (3.8)

Segue-se entao que, os pontos criticos satisfazem a equagao quadratica:
pl—dpi—a=0,V¥i=1,...,n
Entao, os valores de p; sao os pontos criticos, a saber:
”1=ﬂ2=--'=ﬂp=a>0’ /ip+l=/-"p+2:~--:,uln=_b<0)
reenumerando se necessario. Temos ainda que os p.s satisfazem:

0=3;m =pa—(n—p (3.9)

1Z|* = ¥, p? = pa® — (n — p)b? (3.10)
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e ainda,

f=3ip} =pa® - (n—p)b*. (3.11)
As equagdes (3.9) e (3.10) nos dao o seguinte sistema:
pa + (n—pp* = |Z]’
pa—(n—p)b = 0,
para o qual, teremos:
2 _ n— 2 2
R R

Observa-se também que,

f=2L{(n—p)a—pb|Z.

Da equagao acima, nota-se que f decresce quando p cresce. Portanto, f atinge
0 maximo quando p = 1 eo maximo de f é dado por:
a—-(n-1)B={n-1)P - (n-1) = (n -1 — (n—1)b®
={(n-12=1}(n—-1)*b=(n*-2n+1-1)(n—1)b%

= (n=2)n(n 1) = AL 2P

Visto que, f é simétrica, isto prova o lema.
Combinando (2.6) com (3.7), obtemos:

n(n—2)

Jn(n—1)

O(nH) 2 |VB|* ~ |VH" + |2|* (nc + nH? - | Z|" ~ H|Z]) (3.12)
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Lema 3.2. ([ACC]) Seja x : M™ — M (c) uma imersio com curvatura es-
calar R constante. Suponha que R — ¢ > 0. Entao,

|VB[* > n?|vH|*. (3.13)
Demonstragao:De (2.6), temos:
n?H? — %, ;b =n(n—1)(R—c).

Derivando-se covariantemente a expressao acima, e usando o fato de R ser cons
tante, chega-se a:

n’HH), = Liis hijhij.

Segue-se entao que,

Y ntH2(He)? = Y0 (i hishiie)® < (i h?j)(Zi,j,k hZi), (3.14)
donde,

nt*H? |H|* < S|vB|®. (3.15)

Por outro lado, sendo R — ¢ > 0 teremos também que n2H? — S > 0, j& que
n > 3. Desta forma,

n’S|VH|* <n*H?|VH” < S|vB|*,

e o lema fica provado.
Obteremos agora outra estimativa, para abreviar, escreveremos:

R=R-c, (3.16)
por (2.6), teremos:

1Z]? = S — nH? = f‘—;—l(s—nﬁ), (3.17)

note que S > nR , e S = nR se, e somente se, M é totalmente umbilica.
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Por uso de (2.6), (3.17) e do Lema (3.2), nds temos de (3.12),

O(nH) > 2=L(S—nR)[nc+2nH?*—
-8 —(n—2)|H|\S - nR]
> 21(S—nR)[nc+2(n—1)R-
~n=2g 122, [(n(n — 1) + S)(S — nR).
Esta é a estimativa chave, a qual nos ajudara a provar os Teoremas (1.4) e

(1.5).

(3.18)

Lema 3.3. As sequintes desigualdades sao equivalentes:

(1) S < oz (= VR +4(n — YR + 7]
(2) (n+2(n—1)R— 2=28)? > @D (n(n — 1)R + S)(S — nR).

Demonstragao:Vamos primeiramente mostrar que, (2) implica (1).

n— 2 n—2

$)2 > (X=2)2(n(n — )R + S)(S — nR).

(n+2(n—-1)R-

Dali,

n—2 n—2

)S

(n+2(n—1)R)* + ( )25% — 2(n + 2(n — 1)R)(

n—2

Y

( )2(n(n — 1)R + S)(S — nR).

n
Assim, temos que:

[(

— 2)“’n(n —2)R+2(n+2(n— l)ﬁ(n el

IS

n

n—2 2

<(n+2n-1)R)*+( )’n*(n — 1)R

Por um célculo direto, teremos que,
(n—2)(nR +2)S < nln(n — VR +4(n— 1)R +n).

A outra implicagao é verificada facilmente.
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4. Hipersuperficies com curvatura média constante em es-

feras

Comsideremos aqui, uma hipersuperficie compacta M™ de uma esfera, com cur-
watura meédia constante H. Através da definigao do tensor ®, mostraremos que
= KI’ < By, onde By # 0 é um niimero que depende somente de H e n,
entzo [8° = 0 ou |®|> = By. Nés também caracterizaremos todas as M™ com

=B,

4.1. Prova do Teorema (1.2):

Seja {€;....,e,} um referencial ortonormal, o qual diagonaliza ¢ em cada ponto
de M. ie. pe; = pe; e seja \/ a conexao sobre M.

Primeiramente calcularemos o laplaciano de ¢. Dada uma variedade Rieman-
miana M e uma aplicacao linear simétrica sobre o espago tangente de M, que
satisfaz formalmente a equagao de Codazzi (2.7), Cheng e Yau [CY] fizeram o
calculo para um tal laplaciano. Em nosso contexto, este calculo é aplicado a ®.
Ent3o. [CY | pg.198]

JAIRL = |V + Tipui(tr®)is + § Ty Rugog (s — 1), (4.1)
onde R,j;;; € a curvatura seccional do plano {e;, e;}.
Verificamos primeiro o ltimo termo do lado direito de (4.1). Segundo a

definicio de ®, 11, = H — k; e por (2.5),
Rijij = 1+ kikj = 1+ paps; — H(ps + pj) + H?
2 gual implica, ja que tr® = 0, que:
%Zi,j(l + paps) (i — )2 = nYpl - (Tipd)
Portanto, como Y, (1 — p15)2 = 2n |®|%, nés obtemos:
%E,, Raws(p — /lj)2 = ”%i ,u? o P ¥ #?)2
= (s + p3) (i = p5)?
+i Tailps — p3)* = (4.2)
= n|® —|®|" +nH|D|
=5 Tl + p5) (s — 1),
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por outro lado, temos que Y, #; = 0 e deste modo,

2 Zag + pi) (s — ) = n¥ipd. (4.3)
Segue-se de (4.2) e (4.3) que (4.1) pode ser escrita como:

381017 =2 — @' + n|@f + nH |@° — nH T, . (4.4)
Usando o Lema (3.1) em (4.4), obtemos:

$010f 2 |[VOP - (@l +n(H? + 1) o] - SE2H jof
> [T + B {— |9 — L [8] + n(H? + 1)},

ey

observe que o termo entre chaves é exatamente — Py (|®|), que é nao-negativo,
pois |®|*> < By.

Integrando ambos os lados de (4.5), usando o teorema de Stokes e as hipdteses,
concluimos que,

(4.5)

0> [ vaP+ [ 1o {-(of - 22 pja| £ n(m 4 1)) 20

M M vn(n —1)

Deste modo, |7®|> =0e ® =0 ou |®|* = By. Isto prova a parte (i) do Teorema
(1.2).

Consideremos agora, a parte (ii). Note primeiramente que, se [®|> = By, o
lado direito de (4.5) se anula independentemente da compacidade de M.

Se H = 0, o teorema reduz-se ao Teorema (1.1), o qual nos dé (i) (a).

Se H # 0, nés concluimos que 7® = 0 e que a igualdade no lado direito de
(3.7) vale, i.e., (n—1) dos p.s sao nao-positivos (u; < 0) e iguais, como p; = H—k;
esta afirmacao é vilida também para os kls. Assim, reenumerando se necessario,
nés podemos supor que

k1=k2=...= n-—l,kl#kn’ k,-=cte..

Por Cartan [Cal, como M é isoparamétrica com duas curvaturas principais
constantes. Logo, M é um H (r) — toro. Para identificar de qual H (r) — toro se
aproxima, € conveniente observar que:
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n=2
Yo =———12,
i n(n —1)
se, e somente se, (n — 1) dos s sao da forma,
b= _(Wnl—'l_))% |Z| e o restante da forma a = ("—;l)% |Z|, e dai,

In—1 1
— ] = =...=Up_1 = — — |?|.
Hn n I | y M1 H2 Hn—1 n(n 1)| l

Deste modo,

1
ki=H—p=H+|——|®

=
kn=H—u,,=H—,/"n 3| e

nkpky = nH? — |32 — \7—(_"—_—-_Q
n(n —1)

Portanto, visto que |®|> = By temos que Py(|®]) =0, i.e.,

H|®|.

n(n — 2)

nknky =nH? — |®|* — H|®| = —n.
n(n —1)
Assim, knk; = —1 . Por outro lado,
kn=H—/,Ln= kn+(n—1)k1 — i,
n
donde,

(n— 1k, — (n— 1)k = —npin,

e como [, > 0, obetmos que k,, < k1. Como, k.k; = —1 entao k, < 0.
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Observa-se que o H (r) — toro orientado, é obtido tendo em vista a igualdade
do Lema (3.1), assim ele é dado por:

v1-—r? T

kh=...=kp1=—m k= ——.
1 1 r m

Ja que sua curvatura média,

H__(n—l)\/l—r2 r _(n=1)—nr?
= nr n\/l—_r2_ nryl—7r2

é positiva, tem-se:

Isto completa a prova no caso (i) (b).
Para provar finalmente, o caso (i7) (c), observamos que M? — S3(1) é uma
superficie isoparamétrica em S (1), desta forma, ou é totalmente umbilica, ou um

H (r) — toro.
Tendo em vista que, |®|° # 0 entdo M? é um H (r) — toro. Por um argu-
mento semelhante, k1k; = —1. Note que a igualdade no Lema (3.1) nao nos da

informacgao adicional, e nds temos entao os seguintes casos:

2 2
- ~1
H = b—dr ouH——zr——— =32,

B 21‘\/1_—W B 2ry/1—72"

ocorrera . Isto conclui a prova de

N | =

e em qualquer um dos casos r? # "1 =
(i) (c) e a prova do teorema.

4.2. Observagoes Adicionais

O Teorema (1.2) levanta as seguintes questes: considere o conjunto de hiper-
superficies de S"*! (1) com H e |®| constantes. O conjunto de valores de |®| é
discreto? Para hipersuperficies minimas, esta questao foi levantada em [CdCK]
Para n =3 e H = 0, uma contribuigao significativa foi dada por Peng e Terng
[PT] a qual mostrou que, se |®| é constante e 3 < |®|> < 6, entdo |®|* = 6.
O resultado de Peng e Terng foi estendido a hipersuperficies de S*(1), com
curvatura média constante H por Almeida e Brito [AB]. Em [AB] prova-se que, se
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|®|%é constante e |®|* < 6 + 6H2, entdao M é uma hipersupeficie isoparamétrica
de S*(1). Além disso, se 4 +6H? < |®|> < 6 + 6H?, entdo |B|* = 6+ 6H* e M>
possui trés curvaturas pricipais distintas.

O resultado de Almeida e Brito resolve a questao acima para n = 3 e |®|2 <
6+6H? e também nos dd uma luz sobre o que acontece para o H (r)—toro quando
H # 0 e r? > 2 todos no intervalo By < |®|*> < 4 + 6H?2.

5. Hipersuperficies com curvatura escalar constante em for-
mas espaciais

O objetivo deste capitulo, é demonstrar os Teoremas (1.4) e (1.5).
5.1. Prova do Teorema (1.4):
Neste caso, Q™! (c) = S™*! ie., ¢ =1 nés temos de (3.18)

OmH) > =3(S—-nR)[n+2(n-1)R- 225

3 — 5.1
—"Tﬂ\/(n(n—l)-FS)(S—nR)]. (65.1)
Segundo a equagao de Gauss, segue-se que,
O(nH) > n(n-1)(H?-R)[n(2H?>+1)-S (5.2)
—n(n —2)|H|\/H? - R). .
Como S >nRe S —nR=n?H?—- R) temos que, H2 — R >0 .
Verifica-se facilmente pela equagao de Gauss que, H? < Cj é equivalente a:
S < " [n(n— 1R +4(n — 1)R +n) (5.3)

~ (n—2)(nR+2)

Pelo Lema (3.3) temos que a desigualdade acima se equivale a:

{n+%n—Uﬁ—E%3ﬂ22@:£X

= {n(n —1)R + S}{S — nR}. (5.4)

Assim, por transitividade H? < Cf é equivalente a:

[n(2H? + 1) — S)*> > n*(n - 2)?H?*(H* - R)
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Portanto, o lado direito de (5.2) é ndo-negativo, e também temos que [y, O(nH)
=0, j4 que M é compacta e o operador O ¢ auto-adjunto. Deste modo,
H:=R. (5.5)

Isto equivale a S =nH? e M é uma hipersuperficie totalmente umbilica, ou

H = C—ﬁ. (56)
Usando mais uma vez a equagao de Gauss, temos que (5.6) é equivalente a:

n

i (n—2)(nﬁ+2)

[n(n — )R +4(n— )R +n].

No tltimo caso, H # 0. De (2.6), R = R—1 > 0 e a igualdade integral mostra

que, Y, pi = —\/:(—"n?'—l) |Z|>. O Lema (3.1) afirma que (n — 1) dos jis sao nao-

negativos, além disso sao da forma:

n—1 1
=~/ 2. pia= s e Pl = 3z |l
H1 n ‘ |a M2 H n(n_l)l |

Agora, como p; = H — k; e por H = cte., entao (n — 1) dos k;s sao iguais e
constantes. Temos ainda que,

n—1 1
ki=H Z|. ky=...=kn=H—[—=|Z].
! +V n 121, ke 1 n(n—l)l |

Assim, M é isoparamétrica com duas curvaturas principais distintas. Por Car-
tan [Ca), M = Si(ry) x §"(rz) C Snt1(1). Mostraremos que M é do tipo,
ST =72) x 8" (r). Como 7} + 75§ =1,tomery =7, e = V1 - 2,

Para este produto de esferas as curvaturas principais sao dadas por:

1 — 72
k)1=...———kj=—r_ekj+1:...:k"=——7—.

Como M é isoparamétrica, as curvaturas principais sdo constantes com multipli-
cidade constante, assim j = 1. Logo, M = S'(v1 — %) X Sn1(r).

De (2.6) é fécil ver que n(n — DR = (n—1)(n — 2 — nr?)/r?, deste modo, 7 =
n—2

2 demonstrando assim o teorema.
n(R+1)
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5.2. Prova do Teorema (1.5):

Para este caso, Q™! (¢) = R™*!, i.e., ¢ = 0, nota-se primeiramente que a condigao
R = R — 0 > 0 é automaticamente satisfeita, pois sendo M compacta, existe
um ponto p, € M , com ki(p,) > 0, i = 1,...,n. Deste modo n(n — 1)R =
2 ik ki(p,)k;(p,) > 0. Mas, por hipétese R = cte e concluimos que R > 0 sobre
M.

Tomando, ¢ = 0 em (3.18) obtemos:

O(nH) > 21(S-nR)[2(n—1)R—-"25—
o = . (5.7)

——n-—\/{n(n — 1R+ S}{S —nR).
De (1.3), vé-se facilmente que o lado direito de (5.7) é nao-negativo, o que implica
O(nH) > 0. Usando o mesmo processo do teorema anterior, nés temos que M
é uma hipersuperficie isoparamétrica. Deste modo S = nR e M é uma esfera

n-dimensional S™(r), r = ,/1—1%. Assim, a prova esta completa.

5.3. Observagoes Finais

Escolhendo, ¢ = —1 em (3.18) e tomando o mesmo processo da prova do Teorema
(1.4) e do Teorema (1.5), nés podemos obter um teorema para hipersuperficies de
dimensao n e com curvatura escalar constante no espago hiperbélico H"*! (—1).
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