UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

JOSE DANUSO ROCHA DE OLIVEIRA

ESTRUTURA HIPERBOLICA NO COMPLEMENTO DO NO FIGURA 8

FORTALEZA
2017



JOSE DANUSO ROCHA DE OLIVEIRA

ESTRUTURA HIPERBOLICA DO COMPLEMENTO DO NO FIGURA 8

Dissertagao apresentada ao Programa de
Pés-graduagao em Matemaéatica do Departa-
mento de Matemaética da Universidade Fede-
ral do Ceara, como parte dos requisitos ne-
cessarios para a obtencao do titulo de mestre
em Matematica. Area de concentracao: Ge-
ometria Diferencial/Topologia.

Orientador: Prof. Dr. Darlan Ribeiro Girdao

FORTALEZA
2017



Dados Internacionais de Catal ogac&o na Publicacéo
Universidade Federal do Ceara
Biblioteca Universitéria
Gerada automaticamente pelo médulo Catal og, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

O47e Oliveira, Jose Danuso Rochade.
Estrutura Hiperbdlica no Complemento do N6 Figuta 8 / Jose Danuso Rocha de Oliveira. — 2017.
57f.:1l.

Dissertagéo (mestrado) — Universidade Federal do Ceara, Centro de Ciéncias, Programa de Pos-Graduagéo
em Matemética, Fortaleza, 2017.
Orientacdo: Prof. Dr. Darlan Ribeiro Girdo.

1. N6 Figura 8. 2. Geometria Hiperbdlica. 3. Estrutura Hiperbdlica. 4. (X,G)-variedades. I. Titulo.
CDD 510




JOSE DANUSO ROCHA DE OLIVEIRA

ESTRUTURA HIPERBOLICA DO COMPLEMENTO DO NO FIGURA 8

Dissertacao apresentada ao Programa de Pds-
graduacao em Matematica do Departamento
de Matematica da Universidade Federal do
Ceard, como parte dos requisitos necessarios
para a obtencgao do titulo de mestre em Ma-
tematica. Area de concentracao: Geometria
Diferencial /Topologia

Aprovoda em: 11 / 04 / 2017.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Darlan Ribeiro Girdo (Orientador)
Universidade Federal do Ceara (UFC)

Prof. Dr. Florentiu Daniel Cibotaru
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. Alexandre Cesar Gurgel Fernandes
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. Rodrigo Mendes Pereira
Universidade da Integracao Internacional da Lusofonia Afro-Brasileira(UNILAB)



Dedico este trabalho a todas as pessoas que
contribuiram direta ou indiretamente com a

sua realizacao.



AGRADECIMENTOS

A CAPES, pelo apoio financeiro com a manutengao da bolsa de auxilio.

Ao Prof. Dr. Darlan Ribeiro Girao, pela excelente orientacao.

Aos professores participantes da banca examinadora Florentiu Daniel Cibo-
taru, Alexandre Cesar Gurgel Fernandes e Rogrigo Mendes Pereira pelo tempo, pelas
valiosas colaboragoes e sugestoes.

Aos colegas da turma de mestrado, pelas reflexoes, criticas e sugestoes.



"There is no branch of mathematics, however
abstract, which may not some day be applied
to phenomena of the real world.”
(Nikolai Ivanovich Lobachevsky)



RESUMO

Nesse trabalho estudaremos o Espaco Hiperbdlico e classificaremos suas isometrias usando
o modelo de Semi-Espago de Poincaré e o modelo de Disco de Poincaré. Serao apresentados
os conceitos poliedros convexos nos espagos euclidiano, esférico e hiperbdlico e de (X,G)-
variedades, em particular quando X é o espaco euclidiano, esférico ou hiperbdlico, e G
o respectivo grupo de isometrias. Formalizaremos o conceito de colagem de superficie
convexas e de poliedros convexos. Daremos exemplos de colagem de poligonos convexos
com estrutura euclidiana e hiperbdlica. E construiremos uma estrutura hiperbdlica para
o complemento do né figura 8 na esfera de dimensao 3.

Palavras-chave: N¢ figura 8. Estrutura hiperbdlica. (X,G)-variedades. Geometria

hiperbdlica.



ABSTRACT

In this work, we study the hyperbolic space and will classify its isometries by using Poin-
caré’s disc and half-space models. We introduce the concepts of convex polyhedra on
euclidian, spheric and hyperbolic spaces, as well as in (X, G)-manifolds, in particular
when X is the euclidian, spheric or hyperbolic space, and G is its respectiv group of
isometries. We formalize the concept of gluing convex surfaces and polyhedra. We also
give examples of gluing convex polyhedra with euclidian and hyperbolic sctructure for the

complement of the 8-figure knot on the 3-sphere.

Keywords: 8-figure knot. hyperbolic structure. (X,G)-manifolds. Hyperbolic Geometry.
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1 INTRODUCAO

O objetivo desse trabalho é apresentar um estudo detalhado do Espaco Hi-
perbdlico e classificar suas isometrias. Também serd apresentado a definigao de (X, G)-
variedades e a construgao de (X, G)-variedades por colagem de poligonos e poliedros con-
vexos. O texto principalmente baseado nos livros de RATCLIFFE (2006) e THURSTON
(1997), e nas notas de aula de LACKENBY]| (2000)).
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2 PRE-REQUISITOS

2.1 Geometria Riemanniana

Vamos precisar da seguinte proposi¢ao no decorrer do texto. Uma prova para
essa proposigao pode ser encontrado em [Geometria Riemanniana/ Manfredo Per-
digao do Carmo, 5ed, Cap. VIII, secao 4, Lema 4.2 |.

Proposicao 2.1. Seja (M, g) e (N, g) duas variedades riemannianas. Seja Hy : M — N
e Hy : M — N isometrias sobre suas imagens. Suponha que existe x € M tal que
Hy(z) = Hy(z) e d(Hy), = d(Hs), entdo Hy = Hy

Proposigao 2.2. Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Se uma curva 7 : [a,b] — M
diferencidvel por partes, parametrizada pelo comprimento de arco na métrica de M, tem
comprimento menor ou igual a qualquer outra curva ligando v(a) e v(b) entdo v é uma

geodésica. Em particular, v € diferencidvel em todo ponto.

2.2 Esfera S" de R"*!

Antes de comecar vamos fixar a seguinte nomenclatura, a estrutura dife-
rencidvel padrao de R" serd a gerada pelo atlas {/d : R" — R"}, onde Id é a identi-
dade de R"™. Na notagao usada nesse texto, a base canonica para R" sera denotada por

{e1,...,e,} onde

posicao 1

Se escrevermos v, w € R™ na base canodnica, v = Y ', vie; € W = Y wie;
denotamos por (v, w)eyq = Z?Zl v;w; o produto escalar padrao de R"™. Vamos denotar
por |U|eucl - <U7U>eucl-

No decorrer do texto, S" = {z € R"™ (z, 2)euq = 1} serd a esfera de R™*!

com tensor métrica induzido de R™t!,
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3 ESPACO HIPERBOLICO

Nessa secao, mostraremos os dois modelos mais conhecidos do Espago Hi-
perbdlico, o Modelo de Disco e o Modelo de Semiespaco de Poincaré. Exibiremos uma
isometria entre os dois modelos. Na tultima subsecao classificaremos as isometrias do

Espaco Hiperbdlico.

3.1 Modelo de Disco de Poincaré

Definicao 3.1. O Modelo de Disco do Espaco Hiperbdlico é a variedade riemanniana
(D", g) onde D" = {x = (z1,...,7,) € R%2? + ... + 22 < 1} ¢é a variedade diferencidvel
com a estrutura diferenciavel padrao herdada de R™ e g é dado no sistema de coordenadas
padrao por § = %dmidﬂ , ou seja, dados v,w € T,D", g,(v,w) = % ,

onde sem mencionar estaremos identificando 7,D"™ com R”. Vamos denotar por |v

Dn -
\V/g(v,v). Apesar da fronteira S := {z € R™; |z|_,, = 1} de D", visto como aberto de
R", nao fazer parte do Modelo de Disco do Espago Hiperbdlico, S 1 serd titil no decorrer

do texto. A fronteira S ! serd chamada de Esfera no Infinito.

3.2 Modelo de Semiespago de Poincaré

Definicao 3.2. O Modelo do Semiespacgo do Espaco Hiperbdlico é a variedade rie-
manniana (U", §) onde U" = {(21,...,x,) € R";x, > 0} é a variedade diferenciavel com
a estrutura diferenciavel padrao herdada do R™ e g é dado no sistema de coordenadas
padrao por g = %dmidxj , ou seja, dados v,w € T, U™ | g,.(v,w) = . E denotamos
por |[v|y. = \/m . A fronteira de U", visto como aberto de R", serd denotada por
U™ .= {zx € R"; z,, = 0}.

<'U7w>eucl
3

3.3 Isometria Entre os Dois Modelos

Nessa subse¢ao mostraremos que as variedades riemannianas (D", g) e (U™, g)
sao isométricas. Portanto, consideracoes feitas em um modelo com respeito a métrica sao
verdadeiras no outro modelo. Dai, vamos nos referir aos dois modelos como H", o Espaco
Hiperbélico de dimensao n.

Antes de comecar precisamos de algumas definigoes:

Definicao 3.3. Uma translagao euclidiana ¢ uma aplicagao da forma:

T:R*" - R"

r—x+c
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onde ¢ € R”. Uma homotetia euclidiana é uma aplicacao da forma:

H:R" = R"

T AT

onde A € R e A > 0. Uma inversao euclidiana ¢é a aplicacao da forma:

F:R"—{0} - R" - {0}
x
T ——
<.’L’, m)eucl
Geometricamente uma inversao aplica um ponto x em outro ponto com o
inverso do médulo na semirreta que inicia em 0 e passa por z.

Proposigao 3.4. Eziste uma isometria entre (U", g) e (D", g)

Demonstragao. Defina

I'R"—{-e,} - R"—{—e,}

T+ e,
T2 — e,
<£L' + €n, T + en>eucl

Note que I é a composicao de restricoes de uma translagao, uma inversao, uma

homotetia e outra translacao euclidianas, nessa ordem, a saber, defina:

FLiR"— {—e} = R"— {0}

Tr— T+ e,

F:R"— {0} — R" — {0}

T —
<Q§', $>eucl

Fy:R"— {0} — R" — {0}

T 2x

Fy: R"™ — {O} — R" — {_6n}

T T — e,
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Dai, I = F, o F30 Fy o F}. Para provar que I é um difeomorfismo, basta
provar que F, Fy, F3 e Fj sao difeomorfismos. Claramente, translagoes e homotetias sao
difeomorfismos. Basta mostrar que a inversao Fy é difeomorfismo. Fy é injetiva, pois se

Fy(z) = F3(y) com z,y € R" — {0}, z e y tem a mesma diregdo. Portanto:

’FQ(‘T)leucl = |F2<y)’eucl

|x|eucl — |y|eucl
<I7 :E>eucl <y7 y)eucl
1
|$|eucl |y|eucl
|‘r|eucl = |y‘eucl
Concluimos que x = +y. Suponha, por contradi¢ao, que x = —y. Assim,
x —x
Fy(r) = # = Fy(y)

<xax>eucl <—(L’, _x>eucl

Portanto, = = y e F, é injetiva. Fy é sobrejetiva, pois dado z € R™ — {0},
temos que FQ(@;CT) = x. Portanto, como F5 é claramente C*°, logo é difeomorfismo.
Concluimos que, de fato, I é difeomorfismo. A inversa de F3 é a propria inversao Fp. A
inversa de I é dada por ™' = F; o F, Yo Fy o F !, que curiosamente nos leva a I~ = I.

Note I|pn : D" — I(D") é um difeomorfismo, pois D™ é um aberto.

Defina:

WiIRn—)R

T = (X1, .0, Tp) > Ty
Vamos mostrar que [(D") = U™

I(z) eU" <= 7,(I(z)) >0

T+ e, T+ ey
<:>7rn<2 —en>>0<:>7rn<2 )>1
<l‘ +én, T+ en)eucl <I +én, T+ en)eucl
T, + 1

<I + €n,T + €n>eucl

> 1 «— 2(1’n + 1) > <LL’ +en, T+ en>eucl

= 2w, ) >+ 22 (1) = 1>+ 2 = 2D

Note que I|pn(z) = 2f(x)F(z) — e, onde f: D" — R

1

<l’ + €n,T + €n>eucl

fx) =
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e F:D"— R" F(z) =x+ e,. Dai, dado v € T,D" temos:

dL,(v) = 2((v(f))-F(x) + f(2).dF(v))

_ 1
dl,(v) =2 ((x o xl—l— oy 2(x + ey, V) eua - Fx) + f(x).v) @

eucl
Note que, para w € T,D" com w perpendicular a z + e,, temos dI,(w) =
2f(z).w, pois

1) =2 (i 2+ en W F@) + flo)0)

eucl

dl(w) =2 o en,;l—l- o2 2(x+ ep, Wewe -Fx) + f(2)w | =2f(z)w.

eucl
0

E para w € T,D™ com @ multiplo de z +e¢,,, digamos @ = A(z+e,) com A € R,
temos dI,(w) = —2f(z)w, pois

i ~1 i i
dI () = 2 (@: —— en>§ud2<$ + en, W)euet- F () + f(x)-w)
-1

dl,(w) =2 (<x Fp—— €n>§u012<$ + en, M+ en))ewer- (T + €5) + f(a:)tb)
dl,(w) =2 ((m m em;i €n>§u012<x + €, T+ €n)euat AT + €) + f(x)ib)
dI(w) = 2( —2

{r+e, 2+ €n>eu0l/'A/_/)\(x o) +f(x)‘u~)> = 2@,

w

—2f(x)
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Portanto, |d,(v)|eua = 2f (x)|v|eua, Vv € T,D"™. Temos que:

|12 (V)| e
AL (0)[yn = — 7555
U m(I(2)
2 ()] eye
|d[1'(v)|[Un — pr| l_ 1
<$+enﬂz+en>eucl
2 ()] ey
|de(/U)|U" - 2xn+2f(x+en,x+ei>eucl
<m+€’ﬂvx+en>eucl
2f(@)|v] ye
|1 (v)|yn = l
f(:v)(Q:vn + 2— <ZL’ + €n, T + €n>eucl)
2[v]
dlz L= eucl
2’U|euc
AL (V) [gn = " = [v]pa
1 — [z

eucl

Portanto I|p» é, de fato, uma isometria.
O

O lema [3.5] a seguir, demonstra que o difeomorfismo I da Proposicao (3.4
preserva esferas e planos da mesma dimensao. Este lema sera usado futuramente no
texto.

Lema 3.5. I(Ag) = A, onde I é a aplicagdo definida no Teorema [3.4] e
Ay, = {planos euclidianos de dimensao k} U {esferas euclidianas de dimensao k}

O proximo lema sera usado no lema|3.5|, que afirma que a aplicacao I preserva
a uniao entre planos e esferas de mesma dimensao. O lema [3.6] é bem técnico, mas
necessario para facilitar as contas do lema [3.5] pois d&4 uma caracteriza¢ao unificada de
planos e esferas de dimensao n — 1.

Lema 3.6. Seja B, ko ksa) = {2 € R™ME (2, T)eua + k2(®, a)eua + k3 = 0}, onde
ki, ko, ks € R com k? + k3 # 0, a € R" e a equagao ki(r, T) eyt + ko, @)eyer + k3 = 0

possui mais de uma solugao (Propriedade S). Seja:

B := {B, ks ks.a) |k + k3 # 0,a € R" e a propriedade S ¢ satisfeita}

A := {planos euclidianos de dimensao n — 1} U {esferas euclidianas de dimensaon — 1}

Temos que B = A.

Demonstra¢ao. Primeiramente vamos mostrar que A C B. Seja a esfera S := {z €
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R (x — ¢, — C)euet = 7°} € A onde o centro ¢ € R" e o raio r € R. Entao:

(x — ¢, — Ceyel = r?

<[E, l'>eucl - 2<JZ, c>eucl + <C, C)eucl = 7”2

~

1 <J:a x>eucl -2 <I‘, C)eucl + <C, C>eucl - TQ =0
]Cl k‘Q k3

Portanto, S € B. Seja o Plano P = {x € R"(z — po, N)ewa = 0} onde

po, N € R™ com o normal ao plano N # 0. Temos que:

<[E — Do, N>eucl =0

\ 1 ,<l'7‘ N ,>eucl +<_p0a N)eucl =0
ko a ks

Dai, P € B. Logo A C B.

Agora temos que mostrar que B C A. Dado B, ky.ks,0) € B.

i) Suponha que k; = 0, dai ky # 0. Podemos supor que ks = 1 sem perda de
generalidade(basta dividir a equagao por ky). Para x € B 1,1,,q), temos (x, a)eua +k3 = 0.

Podemos escolher py € R™ tal que (pg, a)eue = k3. Logo:

<.ZC, Cl>eucl + ki’) =0
<LC, a>eucl + <p07 a>eucl =0
<x — Po, a>eucl =0

Temos a # 0, pois a equagao acima possui mais de uma solucao. Portanto,
B(0,1,k) ¢ 0 plano passando por py com normal a. Bg 1, € A.
ii)Suponha agora que k; # 0, podemos supor sem perda de generalidade que

ki = 1. Dai, temos que dado z = (1,...,%y) € B(1ky ks,a) COM @ = (a1, ..., Gy):

<ZE, w)eucl + k2<$7 a>eucl + k3 =0

n

i=0
Portanto, como a propriedade S é satisfeita, basta completar os quadrados pra notar que
B(1 ki ky,0) € uma esfera de dimensao n —1. Logo, Bk, k) € A. E concluimos que B C A.
EA=B.
[
Demonstragao do Lema[3.5. J& sabemos que o conjunto Ay é preservado por translagoes

e homotetias euclidianas. Entao basta mostrar que A, também é preservado por inversao

euclidiana. Comecemos com o caso particular A,,_;. Pelo lema temos que um plano
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ou uma esfera de dimensao n — 1 pode ser representado pelo conjunto B, k, ksa) = {2 €
R”; k1 {x, ¥ euet + ko (T, @) eue + k3 = 0}, onde ky, ko, k3 € R com k? + k2 # 0 e a € R™, caso
a equacao ki{(x, T)eya + k2(x, @) ey + k3 = 0 possua mais de uma solucao.

Vamos mostrar que F5(Bk, ks ks,0)) € An—1, onde a inversao F; foi definida no
proposicao Note agora se k1 # 0 e ko = 0 entdao k3 # 0, a saber, caso k3 = 0 a
equagao ficaria da forma ki (x, z)euq = 0 que 86 tem uma solugao. Agora, temos que dado
xo € B:

kl <$07 m0>eucl + k? <ZL‘0, a)eucl + k3 =0

<x07 a>eucl + k?)

ki + k =0

! 2 <x07 $0>eucl <[E0, xO)eucl

Zo (70, T0) euct
ki+k @) euel + K =0

' 2 (70, %0) eucl ) ’ (o, $0>§ucl

Zo Lo To
kf +k7 , eucl+k ; eucl 0
! 2<<x07x0>eucl > 3<<:U07x0>eucl <x07$0>eucl>

N k1 ,+‘ ks ,<F2<x0)7 a’>eucl + ks <F2(l‘0), FQ(xO)>eucl =0
k3 ko K,

Portanto, Fy(zo) & sz'hkg,k:g@) = {y € R k1(Y, Y)ewa + k5(Y, @) eua + k5 = 0}
E observe que (k})? + (k4)* # 0, pois caso contrario k] = ki = 0. E dai, ky = k) =
0 = ky=Fki #0eks=~k =0 e terfamos B, ks ks0) = {2 € R" k1 (2, T)eua = 0}
que s6 possui uma solugao. Portanto , pelo Lema [3.6] temos que B’ € B = A. Portanto
I(A,-1) = A,—1. Agora note que uma esfera ou plano de dimensao k é a interse¢ao entre
esferas ou planos de dimensao n — 1. Portanto, M) € Ay é aplicado em uma intersegao
de elementos de A,,_; que é um elemento de A;. Como I é um difeomorfismo, k = [.
m

3.4 Alguns Exemplos de Isometria do Espaco Hiperbdlico

Antes dos exemplos de isometrias, precisamos da definicao de transformacao ortogonal
entre espacos tangentes.

Definicao 3.7. Sejam (M, g1) e (M, g2) duas variedades riemannianas de dimensao n.
Uma transformagao linear O : T, My — T,, M5, com x; € M; e x5 € Ms, é dita ortogonal
se , e somente se, para todo vy, wy € Ty, My temos (g1)z, (v1, w1) = (g2)2, (O(v1), O(v2)). Se
M; = M, = R" com a métrica padrao, uma transformacao ortogonal O : T, R" — T, R"

¢ dita ortogonal euclidiana.

Exemplo 3.8. Tome uma transformacao ortogonal euclidiana 7" : R” — R". Defina
H :=T|p» : D" — D". H é uma isometria de (D", g), a saber, seja x € D" e v € T, D",

temos:
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T(0) | ewer |9 e
|dT5 () |pn = [T (0)|pn = 2 W = 22— = vl
1- |T<x)|eucl 1—- |x|eucl
Logo, é isometria. Note que H := I o Ho [™' : U" — U” é uma isometria

de U" tal que H(e,) = e, e dH,, (v) = dIy o dHy o dI;'(v), onde v € T,, U". Qualquer
que seja a transformacao ortogonal O : T, U" — T, U", temos uma isometria da forma
H=ToHol"tal que dlflen = O . A saber, da equacao (1| da proposi¢ao temos que
dl,(v) =2((v(f)).F(z) + f(z).dF.(v)) para v € T,D" entao:

—1

<:U + €n, T + €n>eucl

dl,.(v) =2 ( (2(z + en, V) ewar) F(x) + f(:p)v)

substituindo # = 0 e sabendo que F(0) =0+ e, = e, e f(0) = <O+en0—1% =1, temos:

-1
(0+en, 0+ e,)?

eucl

dly(v) =2 < (2(0 + €, V) euer) F1(0) + f(O).v> = 2(=2(v, en)eucien + 1.0)

Agora podemos escrever v na base canénica {ey, ..., e, } de ToD", v = > v;.e;.
Dali,

n n n—1
dly(v) =2 (—2(1}, en)euct€n + 1. Z%’-Q‘) =2 (—QUn.en + 1. Zvi.ei) =2 <Z V;.€; — vn.en)
i=1 i=1

=1

,ou seja, dly é a transformacao linear que multiplica por 2 os n — 1 primeiros vetores da
base canonica e dly(e,) = —2e,. A trasformagao linear dl, : ToD" — T, U™ tem matriz

nas bases canonicas de TpD" e de T,, U™ da forma:

2 0

B= |t 0
00 ...2 0
00 ... 0 —2

Dai, a matriz de d(I~!)., , a inversa de dI, nas bases canonicas ¢ dada por:
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O NI
- = O

0

o O
O ol= e

DO =

Portanto, para que tenhamos dﬁen = O, basta que tomemos H = (T"'0Oo
T)|p» onde T : TyD™ — ToD™ é o operador linear que tem como matriz na base canonica
a matriz B. Dai, dH,, = dlyodHyod(I™"),, =dlpoT 'oOoTod(I )., =0
Exemplo 3.9. Defina a aplicacao:

F:R" = R"
x> Mz +b

com A € (0,400), b € R" ! x {0} e A uma tranformagao ortogonal que fixa o eixo e,, ou
seja, A(e,) = e,. Defina H := F|y» : U* — U". A aplicacao h é uma isometria, a saber,

claramente é um difeomorfismo e dado x € U™ e v € T,U", temos:

B |dH,(v)]

|dH (U)| eucl __ |/\A(U)|eucl . |A<v)|eucl o
2\V)lyn = = —

T (H (1)) T (Ax) To(z)  ma(z) = [vfyn

Basta conjugar H por [ para obter uma isometria em D", ou seja, H :=
I"7'oHol:D"— D"
Definicao 3.10. Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Dizemos que M é homogénea
se e s6 se para todo x,y € M existe uma isometria H : M — M tal que H(z) =y. M é
dita isotrépica se para todo ponto p € M e para todo v, w € T,,M existe uma isometria
H:M — M tal que H(p) =p e dH,(v) = w

Dizer que uma variedade riemanniana é homogénea e isotropica quer dizer
que todos os pontos se comportam da mesma forma em relacao a métrica e em qualquer
direcao que se queira.

Lembrando que estamos identificando U" com D" e chamando essa variedade
riemanniana de H". Vamos demonstrar que H" é homogéneo e isotrépico.
Proposicao 3.11. Para todo x,y € H" e qualquer transformag¢ao ortogonal A : T,H" —
T,H" existe uma isometria H : H" — H" tal que H(x) =y e dH, = A. Além disso, H ¢
uma composicio dos Exemplos e3.9

Demonstra¢ao. Dados © = (x1,..,2,) e y = (Y1, ...,yn) em U™, podemos achar duas iso-
metrias Hy, Hy : U — U” tais que Hi(x) = e, e Hy(y) = e,, a saber, podemos tomar

— (@1, 1,0 —(Y1,sn1,0 - L
Hy(w) = “=retnni0) o () = 2=etna10) parg 4 € U, Hy ¢é isometria pois é uma

In Yn
w

composicao de isometrias como no exemplo (w = w— (x1,...,x,-1,0) € W E)'
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De forma analoga, Hs, ¢é isometria. Vamos denotar as bases ortonormais por %, =
{zne1,...,xpen} C T,U", By = {yne1,....,ynen} C T,U" ¢ B, = {e1,...,en} C T, U
Como d(Hi),(xne;) = €; e d(Ha)y(ynei) = €; para i € {1,...,n}, entdo d(Hy), e d(Ha),
sao transformacoes ortogonais pois aplicam base ortonormal em base ortonormal. Agora
vamos procurar uma transformacao linear A : T, U" — T, U™ tal que o seguinte diagrama

comute:
T,u" —A—— T,U"

d(H1)x d(Hy Ve,

T, 0" — A4 T, U"

Para encontrar A, basta termos a matriz de representacio de A, M g::, na base
2., igual a representagao matricial de A, M, gj, na base %, para T,U" e %, para T,U",
ou seja, defina A como a transformacio tal que (M)Zez = (M>£Z A saber, seja (Ml)%;"
a matriz de representacdo de d(H;), na base %, para T,U" e %, para T, U" entao
(Ml)ﬁz" é a matriz identidade. De modo andlogo, a matriz de representacio de d(H; ).,
(M;l)gzn, é a matriz identidade. Defina O := d(Hy'),, o A o d(H,), : T,U" — T,U".
Pelo que foi descrito, a matriz de representacao de O, na base %, para T,U" e %, para
T, U™ ¢é dada por:

en

—_——
Id (M)gz

“NBy [\ Ben Bey B,
(My 1) g, (M) (M) = (M)
Id
Dai, como desejado A = O = d(H;')., o Ao d(Hy),. Pelo exemplo , existe
uma isometria H : U* — U” tal que H(e,) = e, e dH,, = A. Dai, defina:
H:U"—=TU"
w s (HyY) o H o Hy(w)

Como desejado

H(z) = (Hy") o H o Hi(w) = (Hy ') 0 Hen) = (Hy")(ea) =y

dH, = d(H;"Y)., o d(H)., od(H,), = A
——
A

Portanto, H é a isometria desejada. Além disso, como H; e Hy sao composigoes
de isometrias como no exemplo e H é uma isometria como no exemplo H é uma
isometria composi¢ao dos exemplos [3.8) e
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Definigao 3.12. Isom(H") é o grupo de isometrias de H"
Corolario 3.13. As isometrias dos Exemplos e geram Isom(H")

Demonstra¢ao. Dada uma isometria G € Isom(H"), fixe um ponto x € H", pela pro-
posigao [3.11] existe H € Isom(H") tal que H(x) = G(z) e dH, = dG,, pela proposicao
2.1, H = G. Portanto, G é composi¢ao dos Exemplos [3.8 e [3.9 O

Corolario 3.14. Qualquer isometria hiperbolica H : D™ — D™ ( respectivamente, H :
U — U"):
e Pode ser estendida a um homeomorfismo St — S (respectivamente, U™ U
{00} = U™ U {occ}
e Preserva { Esferas de dimensao k} U {Planos de dimensao k}

e preserva angulo entre ST e arcos intersectando S (respectivamente U™ )

Demonstragao. Basta notar que toda isometria em Isom(H™) é composigao dos exemplos
e e/ou uma conjugagao por I. Os exemplos e [ tem essas trés propriedades. Logo,

toda isometria também tem as trés propriedades. O

3.5 Geodésicas de H"

Defini¢ao 3.15. Seja a : [a,b] — D" uma curva diferenciavel. O comprimento hi-

perbdlico de a é definido como:

b
Lpn (o) ::/ | (t)|pndt

De forma anéloga, seja & : [a,b] — U™ uma curva diferencidvel. O comprimento hi-

perbdlico de & é definido como:

Lon (@) = / & (1) [gnt

Lema 3.16. O segmento de reta euclidiano ligando 0 a x em D" é a menor curva ligando
0 a z na métrica hiperbdlica. Além disso, a parametrizacao pelo comprimento de arco na

métrica hiperbodlica desse segmento de reta é a tnica geodésica ligando 0 a x.

Demonstragao. Defina v : R — U™ por v(t) = (0, ...,0, E'), onde E é a constante de Euler
que denotamos assim para nao confundir com o vetor e; da base canonica. Tome quaisquer
pontos no eixo e, em U", digamos (0,...,0,a) e (0,...,0,b) com a < b. A restri¢cao de 7
que liga (0,...,0,,a) a (0,...,0,b), ou seja, Y|mmame : [Ina,Inb] — U", que denotaremos

POr 7Yap, Serda a menor curva ligando (0, ...,0,a) e (0,...,0,b). Vamos provar que 7y, é uma
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geodésica. Para isso, utilizaremos a proposicao [2.2 Primeiro, v é parametrizada pelo
comprimento de arco, pois

7' (t) = (0,...,0, E)

' _ (V(®),7(t))euat _ 1o _
1V () g = \/ ~(t)? - \/(E't)Z =1

Seja « : [Ina,Inb] — U™ uma curva diferencidvel por partes arbitraria com

a(lna) = (0,...,a) e a(lnb) = (0,...,b). Demonstraremos que Lyn (74,) < Lyn (). Se
denotamos a(t) = (ay(t), ..., an(t)) € Yar(t) = (Yabr (1), -, Yabn (t)) teremos

Inb Inb / t2 / t2 Inb / Inb 7/

na na Oén(t) na C(n(t) na Oén(t)
Inb /
Yab (t)
:lnb—lna:/ = = Lyn (Vap) -
Ina P)/abn(t) v (,Y b)

Entao pela proposicao 2.2} 74, é uma geodésica de U™.

Agora, como [ Yyn = I|gn : U — D" ,definida na proposigio , é uma
isometria de (U",g) em (D", g) e v é uma geodésica de U™, ¥ : R — D" definida por
A(t) = I(~(t)) para todo t € R é uma geodésica de D™.

(E'e, + en)
<(Et6n + en)a (Eten + en))eucl

2 B ) |
I B R T

Como v(0) = e, ¥(0) = I(e,) = 0 € D™. Note que ¥ é a parametrizagao de

F(t) =1(~(t)) = 2

_en:

um segmento de reta em D™ passando por 0, pois (t) = ( — 1) e, . Se aplicarmos

2
El+1
uma isometria 4 como no exemplo em D" H(7) ainda serd uma geodésica de D".
Como H é a restrigdo de uma operador ortogonal euclidiano, H (%) é um segmento de reta
passando por 0. Portanto, todas as geodésicas passando por 0 sao segmentos de retas.
Dai, a menor curva ligando 0 a x em D" é o segmento de reta que liga os dois pontos, pois
pela proposicao se houvesse outra curva que minimizasse o comprimento hiperbélico,
deveria ser uma geodésica passando por 0, ou seja, um segmento de reta. Como existe
apenas um segmento de reta ligando 0 a x, existe apenas uma geodésica ligando esses
pontos.

[
Proposicao 3.17. Entre dois pontos x,y € D" existe uma unica geodésica ligando = e y.

Demonstragao. Pela Proposicao [3.11] existe H € Isom(H") tal que H(z) = 0. Dai, como
H induz uma correspodéncia 1-1 entre as geodésicas passando por 0 e as passando por z,

existe uma unica geodésica ligando 0 a H(y) pelo lema m Portanto existe uma tnica
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geodésica ligando = a y. O

Proposicao 3.18. As geodésicas em D™ (respectivamente em U™) sao precisamente as

retas e os arcos de circulos que encontram S™! (respectiavamente U™ ) em angulos retos.

Demonstra¢ao. Tome z € D". Pela Proposigao |3.11] existe H € Isom(H") tal que
H(z) = 0.

a é geodésica <= H(a) é geodésica <= H(a) é uma reta passando por 0

Corolario 314 |, — N
E=2" o 6 uma reta ou um arco que encontra S em um angulo reto

Como [ preserva retas, circulos e angulos (pelo Lema(3.5)) e H também preserva

(pelo Corolario |3.14)), as geodésica de U™ sao retas e arcos de circulos perpendiculares a

oun. ]

O corolério a seguir afirma que a geometria em H? contraria o quinto postulado
de Euclides.
Corolério 3.19. Se z € H? e o uma geodésica tal que x ndo estd em «. Entdo, existe

finitas geodésicas paralelas a o passando por x.

Demonstracao. De novo, pela proposicao , podemos tomar uma isometria H € Isom(H")
tal que H(x) = 0 € D% Como z nao pertence a «, 0 nio pertence a H(a). Pela proposi¢ao
3.18, H(«) tem de ser um arco de circulo perpendicular a S!_, pois as retas perpendicu-
lares a S})O passam por (. Basta tomarmos agora infinitos segmentos de retas que passam
por 0 e que nao intersectam H(«). A imagem inversa desses segmentos de reta por H

serao nossas infinitas paralelas a o passando por z. O]

Corolério 3.20. Entre dois pontos distintos x,y € S existe uma unica geodésica tal

~ . , . n—1 .
que a extensao da imagem da geodésica a SIT liga x a y.

Demonstragdo. Tome uma isometria H : D™ — D™ como no exemplo[3.§ tal que a extensao
de H aplique x em —e,, isso é possivel pois H ¢é a restricao de um operador ortogonal
euclidiano. Como I(—e,) = 0o, podemos assumir a menos da isometria que r = —e, e
I(x) = oo. Pela proposicao , a unica geodésica que liga I(z) = oo a I(y) é a reta
perpendicular a 9U" em [(y). Portanto, como I é isometria, existe uma tunica geodésica

ligando = a y. O]
Corolario 3.21. Todas as geodésicas de H" sao infinitas em ambas direcoes

Demonstracao. A menos de isometria, podemos assumir que a geodésica a é a geodésica
passando por e, tal que a extensao da imagem liga 0 a co. A saber, seja a a geodésica
e r € U" um ponto na imagem de « cuja velocidade de a em x seja o vetor v € T,U",

podemos tomar uma isometria H; € Isom(H") tal que Hy(z) = e, e d(H;).(v) = e, pela
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proposigao |3.11 Podemos parametrizar a geodésica por a : (0,00) — U™ com «(t) = te,,.

Dai, seu comprimento de arco hiperbdlico de e, a oo é:

oo o0 1
Ly» (o) = /1 | (t)|yndt = /1 ;dt =In(t)| =0

O comprimento de arco hiperbdlico de a(g 1) também ¢ infinito pois podemos

aplicar uma isometria H tal que H(c|(0,1]) = 01,00 O

3.6 Classificacao das Isometrias de H"

Nosso objetivo nessa subsecao é classificar as isometrias de H". Vamos classi-

fica-las em 3 tipos.
Definicao 3.22. Seja H € H". Entao H é:

1. eliptica, caso fixe um ponto em H"

2. parabdlica, caso fixe nenhum ponto em H"™ e a extensao de H a S”; ! fixe exatamente

um ponto em S
3. loxodrdmica, caso fixe nenhum ponto em H" e a extensao a S"! fixe exatamente 2
pontos em S
Observagao. Lembre-se que o Exemplo [3.8] é eliptico. Se H e K sao conjugadas em
Isom(H"), ou seja, existe G € Isom(H") tal que K = G™!' o H o G. Entao se H
é eliptica (respectivamente parabdlica ou loxodromica) assim o é K. A saber, digamos
que H é eliptica e x € H" é o ponto fixado, ou seja, H(zx) = z. Se G(y) = x, entao
K(y) =G 'oHoG(y) =G 'oH(z) =G '(x) =y. Dai, y é ponto fixo de K. Agora se
a extensao de H fixa um ou dois pontos fixos, raciocinando analogamente, temos que K
tem um ou dois pontos fixos, respectivamente.
Proposicao 3.23. Qualquer isometria H € Isom(H") é ou eliptica, ou parabdlica ou
loxodromica.
Antes de provar a Proposicao [3.23] precisaremos do seguinte lema.

Lema 3.24. Qualquer isometria H : U — U", que sua extensao a dU™ U {oo} fixa oo,
é da forma H(x) = MAz + b, onde X € (0,00), b € R"! x {0} e A é uma transformagao

ortogonal que fixa o eixo e,,.

Demonstracao. A extensao de H aplica 0 para algum b € JU". Defina G : U" — U",
com G(xr) = z + b. Dali, a extensdo de G™! o H fixa oo e 0. Portanto, G™' o H fixa a
geodésica que liga 0 e 0o, o eixo e,. Portanto, G™' o H(e,) = \e, para algum \ € (0, c0).
Defina F' : U" — U", onde F(x) = Az. Temos que F~'o G~ o H(e,) = e,. Denote
A:=d(F1'oG'oH), Portanto, A é ortogonal (pois F~',G~!, H sao isometrias).
Note que H () := Az é uma isometria como no Exemplo . Pela Proposicao , temos
H=F'0G'oH = H(z)= Mz +0b. O

Corolario 3.25. Uma isometria H € Isom(H") nao-eliptica, cuja a extensao fiza pelo
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menos 2 pontos em S"1, € conjugada a uma isometria como no Exemplo com \ # 1.

Em particular, H ¢ lozodromica.

Demonstra¢ao. Podemos assumir a menos de conjugacao que a extensao de H fixa co e 0
em JU"U{oo0}. A saber, digamos que a extensao de H : U" — U” fixa x,y € 0U"U{oo},
entéo a extensio de H := [ o Ho I™' : D" — D" fixa I(z) e I(y). Tome uma isometria
Hy : D" — D", como no exemplo , tal que a extensao de H; aplique —e, € S%!
em I(z). Dai, H{'o Ho H, : D" — D" fixa —e,. Como I(—e,) = oo, a extensio de
I oH{'oHoH ol :U" — U adU"U {co}, fixa co. Se definirmos a isometria
Hy:=1"1oH ol:U"— U" entao

I'oH'oHoH ol =I"oH'cloHol 'ocH ol =HyoHoH,"

, ou seja, a menos de conjugacao por Hy, a extensao de H fixa oo € 90U U {o0}.

A menos de conjugacao, podemos assumir também que o outro ponto fixo é 0
(Digamos que o outro ponto fixo b; € dU™. Dai, conjugamos por Hs(z) = = + b;). Pelo
que foi visto, a menos de duas conjugagoes, podemos assumir que a extensao de H fixa

oo e 0 em U™ U {oc}. Dal, pelo lema [3.24] Entao H : U — U™ é da forma

H(z)=MAz+ _b (b=0, pois 0 é ponto fixo).
0

Se A =1, H(e,) = e,, mas H é nao-eliptica entdo A # 1. Como A # 1, a
extensao de H nao fixa nenhum ponto em U™ U {oo} além de 0 e co(basta notar que a
extensao de H é dada pela mesma expressao x — AAx e com A # 1 nenhum ponto de

OU™ além de 0 é fixado). Portanto, H é loxodromica. O
Ainda precisaremos usar o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Demonstragao da Proposi¢ao[3.23 Se H € Isom(H") é nao-eliptica, e seja H sua ex-
tensao para S";'. Pelo Corolario m, H fixa no méximo dois pontos em St Agora
basta mostrar que H fixa a0 menos um ponto em Sn-1. Isso é uma consequéncia facil do
Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, pois podemos aplicé-lo a D" U S ! como H nao é
eliptica, o ponto fixo de H ndo estd em D". Portanto, se H ndo é eliptica, é loxodromica

ou parabdlica. O]

Proposicao 3.26. Qualquer isometria eliptica H € Isom(H") € conjugada do Ezemplo
5.8

Demonstracao. Seja x o ponto fixo de H em D". Como D" é homegéneo, podemos tomar
H, € Isom(H") tal que Hy(z) = 0. Entdo H := Hy o H o H;*(0) = 0. Seja A := d,, A
¢ ortogonal. Defina a isometria ,como no Exemplo , Hy = Alpn. Pela Proposigao ,
como H(0) = Hy(0) e dHy = A = d(Hs)o, entdo H = H,. O
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Proposicao 3.27. Qualquer isometria parabolica H € Isom(H") é conjugada de uma
isometria como no Ezemplo comA=1eb#0

Demonstra¢ao. Podemos supor, a menos de uma conjugacao, que a extensao de H fixa
oo € JU™ U {oo}. A saber, digamos que a extensao de H fixa x € 9U™ U {0}, entao
a extensdo de H := "' o Ho I : D" — D" fixa I(z) € S'. Podemos tomar uma
isometria H; : D" — D™ como no exemplo tal que a extensao de H; aplica I(x)
em —e, em S%'. Entdo Hy o Ho H;' : D* — D" fixa —e,. Entdo a extensdo de
ToHoHoH oI : U™ — U fixa co € dU"U{oo}. Defina Hy := [oHol ™! : U" — U”,
entéo JoHyoHoH oI ™' = JoH ol 'oHoloH; oI ' = HyoHoHj; !, ou seja, a menos de
conjugagao por Hy, H fixa co. Pelo Lemal[3.24] H : U" — U" é da forma H(z) = AAz +b.
Mostraremos que A = 1. Como H nao tem ponto fixo em U™ U JU", a extensao de H a
R™, dada por z — AAz + b, pode ter ou ndo um ponto fixo em R” — (U"U0U"). Digamos
primeiro que y = Ay + b com y = > 1 ye; € R* — (U™ U 9U") é um ponto fixo da

extensao de H, entao

y=ANAy+b
Zyiei =\ (Z y¢€z> +b
i=1 i=1
n—1 n—1
Z Yi€i + Ynen = MA (Z yiei> + A A (ynen) +0
—

i=1 =1
Yn€n

n—1 n—1
Yn€n — AYnn = — >_ yici + AA (Z ye) +b
n—1 n—1
Yn(1 — Ne, = — Zyiei + A\A (Z yiei> +b e oU".

i=1 i=1
Como o lado direito da equagao pertence a dU" e y,(1 — \)e, pertence ao eixo e,, entdo
yn(1 — A) = 0. Portanto, A =1, pois y, < 0.

Se a extensao de H nao tem solu¢ao em R" — (U™ U 9QU") entao x = NAx + b
nao tem solucdo em R". x — AAx = b nao tem solugdo = det(l —IA) =0 =
A det(I — NA) =0 = det(\"'T — A) = 0. Portanto A~ ¢ autovalor de A. Como A ¢é
ortogonal, [A7!| = 1. Entao A = 1, pois no Exemplo exigimos que A € (0, c0).

[

Toda isometria em Isom(H") induz um homeomorfismo S7 ! (veja Coroldrio
3.14). Portanto, podemos definir um homomorfismo ¢ : Isom(H") — Homeo(SJ!) |
onde Homeo (S !) ¢ o grupo de homeomorfismos de S em S"!, ¢(H) é a restrigao da
extensao de H a S 1. De fato, ¢ é um homomorfismo, pois ¢(H; o Hy) = ¢(Hy) o ¢(Hy)
Proposicao 3.28. ¢ ¢ injetivo.

Demonstragdo. Suponha que a extensao de uma isometria H € Isom(H") fixa S;!, ou
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seja, ¢(H) = Id|gn—1. Provaremos que H = Id|p~. Se H ¢ eliptica, pela Proposicao m,
H é conjugada de uma isometria H como no Exemplo (H=H, o]:]o(Hl)*1 para algum
H, € Isom(H")). A tnica transformagao ortogonal de R™ que fixa S%! é Id : R® — R".
Portanto, H = I d|pn, pois uma conjugada de uma isometria , cuja a extensao fixa S% !,
também fixa S”7!. Portanto, H = Hy 0o Ho (H,)™" = Hy o Id|pn o (Hy)™' = Id|p». Agora
suponha que H é nao-eliptica. Como a extensao H fixa pelo menos 2 pontos em S !, pelo
Corolario [3.25, a extensao de H é conjugada a uma isometria que fixa exatamente dois

pontos, entao a extensao de H fixa exatamente dois pontos em S™ 1. Isso é um absurdo,
pois ¢(H) = Id|gn—1. Logo, ¢(H) = Id|gn-1 <= H = Id|pn. O
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4 (X,G)-VARIEDADES

Nesta secao, introduziremos conceitos de conjuntos convexos, poliedros conve-

x0s, (X, G)-variedades e construiremos (X, G)-variedades colando poliedros e poligonos.

4.1 Poliedros convexos de X

Seja X = R", H" ou S". Uma par de pontos x,y € X é dito proprio se e s
se x e y sao distintos e x e y nao sao pontos antipodas de X = S". Se = e y sdo um par
proprio de X, entao existe apenas uma geodésica em X unindo x a y. Iremos denotar
essa geodésica por [z, y].

Definicao 4.1. Um subconjunto C' de X é convexo se e sO se para cada par préprio de
z,y € C, a geodésica [x,y| estd contida em C.
Seja C' um subconjunto convexo nao vazio de X:

1. A dimensao de C, dimC' é o menor natural m tal que C' esta contido em um m-plano
de X.

2. Se dimC = m, entao claramente C' esta contido em um unico m-plano, que é
denotado por (C).

3. o interior de C' é o interior topolégico de C' em (C') e é denotado por C.

4. a fronteira de C' é fronteira topoldgica de C' em (C) e é denotado por 9C.

5. o fecho de C' é o fecho topolégico de C' em X e é denotado por C. Note que C' é o
fecho topolégico em (C), j& que (C) é fechado em X. Portanto C' é a unido disjunta
de C e OC.

Se C' é vazio, a dimensao de C' é indefinida e (C), é, 0C e C sdo vazios por
definicao.
Definicao 4.2. Um lado de um conjunto conexo é um subconjunto convexo, maximal e
nao vazio de 9C.
Definicao 4.3. Um poliedro convexo P de X é um subconjunto nao vazio, fechado,
conexo de X tal que a colecao de lados S é localmente finita em X

Seja P um poliedro convexo de dimensao m. Definimos uma k-face de P para
todo 7 = 0, 1, ..., m indutivamente por: A tunica m-face de P é o préprio P. Suponha que
todas as (k+1)-faces de P estao definidas e cada (k+ 1)-face de P é um poliedro convexo
de X. Entao a k-face de P é um lado de uma (k + 1)-face de P. Uma face prépria de P
é uma k-face com k < m.

Quando X = S? R?® ou H?, chamaremos as 2-face de um poliedro convexo
apenas de face, as 1-faces de arestas e O-faces de vértices.

Quando X = S% R? ou H?, chamaremos os poliedros convexos de dimensao 2

de poligonos, as 1-faces de desse poligono de aresta e as 0-faces de vértices.
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4.2 Definigao (X, G)-variedades

Seja X = S", H"” ou R" e G um grupo de isometrias de X e M uma variedade de dimensao
n.

Defini¢ao 4.4. Um (X, G)-atlas para M é uma familia de aplicagoes:

chamadas cartas, satisfazendo as seguintes condigoes:
1. O conjunto U;, chamado de vizinhang¢a coordenada, ¢ um subconjunto aberto, conexo
de M.
2. A carta ¢; aplica a vizinhanca coordenada U; homeomorficamente sobre um sub-
conjunto aberto de X, para todo 1.
3. As vizinhangas coordenadas {U;} cobrem M.

4. Se U; e U, se intersectam, temos que a aplicagao:

gjo¢; " gi(UiNUy) = ¢;(U;NTy),

chamada mudanca de coordenadas, concorda em uma vizinhanga de todo ponto com
um elemento de G.
A préxima proposicao garante a unicidade do atlas maximal contendo ®.
Proposicao 4.5. Seja ® um (X, G)-atlas para M. Entao existe um unico (X, G)-atlas

mazximal que contém P

Demonstragio. Seja ® = {¢; : U; — X} e ® a familia de todas aplicacdes ¢ : U — X tal
que:

1. O conjunto U é um subconjunto aberto conexo de M;

2. ¢ aplica U homeomorficamente sobre um subconjunto aberto de X;

3. a aplicacao:

gbogb;lqbz(UzﬂU) —>¢](UIOU)

concorda em uma vizinhancga de todo ponto de seu dominio com um elemento de G,
para todo i.
Claramente ® contém ®. Suponha que ¢ : U — X e ) : V — X estdo em P.

Entao para todo 7, temos:

Yol p(UNVNU;) = p(UNVNT)

é a composicao (Yo d; 1) o (¢; 0 ¢) e portanto concorda em uma vizinhanga de todo ponto
no dominio com um elemento de G. Como {U;} cobre M, temos que o¢~ ' : p(UNV) —
(U N'V) concorda em uma vizinhanga de todo ponto de seu dominio com um elemento
de G. Portanto, ® é um (X, G)-atlas para M. Claro que ® contém todos os (X, G)-atlas
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que contém ®. Portanto ® é o tnico (X, G)-atlas maximal contendo ®.
O

Definicao 4.6. Uma (X, G)-estrutura para uma variedade M de dimensao n é um (X, G)-
atlas maximal.

Defini¢ao 4.7. Uma (X, G)-variedade é uma variedade M de dimensdao n munida com
uma (X, G)-estrutura.

Exemplo 4.8. Uma (S", Isom(S"))-estrutura de uma variedade de dimensao n é chamada
estrutura esférica, e uma (S, Isom(S"))-variedade é chamada de variedade esférica de
dimensao n. Por exemplo, seja U C S™ um aberto de S”, entao tome o atlas maximal de
{Id|y : U — U}. Com esse atlas maximal, U é uma variedade esférica.

Exemplo 4.9. Uma (R", Isom(R™))-estrutura de uma variedade de dimensao n é uma
estrutura euclidiana, e uma (R", Isom(R™))-variedade é chamada de variedade euclidiana
de dimensao n.

Exemplo 4.10. Uma (H", [som(H"))-estrutura de uma variedade de dimensao n é uma
estrutura hiperbdlica, e uma (H", Isom(H"))-variedade é uma variedade hiperbdlica de

dimensao n.

4.3 Colando superficies

Nessa secao vamos dar um critério para que uma colagem de poligonos seja uma superficie
euclidiana, esférica ou hiperbdlica.

Nessa secao usaremos a seguinte notacao:

X: S? R? ou H?

P: é um conjunto de poligonos convexos disjuntos em X

G: Isom(S?), Isom(R?) ou Isom(H?)
Definigao 4.11. Um G-emparelhamento (G-side-pairing) para P é um subconjunto de
G:

P = {gs;5 € S}

indexado pela colecao S de todas as faces de poliedro em P tal que para todo S € §:
1. H4 uma face S’ € S tal que gs(5') =5 ;
2. As isometrias de gs e gg satisfazem gg = ggl;

3. Se S é uma face de P € P e S’ é uma face de P’ € P entao:
Pngs(P) =S

Segue de (1) que S’ é unicamente determinado por S, ja que gg é uma isometria.

O lado S’ é chamado de emparelhado a S. Por (2), se S” é a face emparelhada a .S” por
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2,
gs/(S") = §'
g5'(S") = &'
S/l — gs(Sl) — S
S"=5

Portanto, a aplicacao S + S’ é a prépria inversa no conjunto S, pois S” = S.
Por (3), gs # Id parato S € S, onde Id : X — X é a identidade de X, pois se existisse
S tal que gs = Id, entao S = S" e P =P e PN gs(P') = P contrariando (3).

Seja ® = {gg; S € 8} um emparelhamento para P e

n={Jr

PeP
Dois pontos x, 2" estao emparelhados por @, e escrevemos = ~ 7’ se e sé se
hd um lado S € Stal que z € S, 2’ € S, gs(2’) = x. Se gs(a’) = = entdo gg(x) = 2.
Dai, z ~ 2/ entao 2/ ~ z.
Dois pontos z,y € II estao relacionados por ¢, e escrevemos =z ~ vy, se e

somente se, ou x = y ou hd uma sequeéncia finita de pontos x1, ..., z,, € Il tais que:

Ser relacionado por ® é claramente uma relacao de equivaléncia em II. As
classes de equivaléncias de IT sdo chamadas de ciclos de ®. Vamos denotar por [z] o ciclo
de ® contendo z.

Seja [z] = {1, ...,z } um ciclo finito de ®. Seja P; o poligono em P tal que
x; € P; e seja 0(P;, x;) o angulo subtendido por P; no ponto z;.

Definicao 4.12. O soma de angulo em [z] ¢ definido como o nimero real:

Olz] := 0(Py,z1) + ... + O(Pp, 1)

Definicao 4.13. Um G-emparelhamento ® é préprio se, e somente se, todo ciclo de ®
¢ finito e tem soma de angulo igual a 27.
Proposigao 4.14. Se ® = {g5; S € S} € um G-emparelhamento préprio para P, entdo
para todo lado S de S:

1. A isometria gs nao fixa ponto em S’;

2. S e S sdo iguais se e somente se S € um grande circulo em S* e gs € a aplicagdo

antipoda de S?.

Demonstracao. Para demonstrar o item 1, vamos supor, por absurdo, que gg fixa um

ponto 2’ € S’ do poligono P’ € P. Se 2’ € &', entdo [2/] = {z} e O[z'] = 7, contrariando o
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fato de ® ser préprio. Portanto, podemos assumir que ' € 95’ e assim 2’ seria vértice de
exatamente dois lados de P’, S" e T'. Como gg(S') =S, ou S =S5" ou S =T". Suponha
que S = 5, entao gg fixaria algum ponto no interior de S’, que contraria a primeira parte
da demonstragao. Portanto, podemos assumir que S = 7" e concluimos que [2'] = {2/} e
0[x'] < 7, pois 0]z] é o angulo entre S" e T", que contraria ® ser préprio. Concluimos que
gs nao fixa nenhum ponto de 5.
Agora vamos provar o item 2. Se supormos que S é um grande circulo e gg
¢ a aplicacao antipoda, é facil ver que S = S’. Reciprocamente, suponha que S = 5,
entdao tome 2’ € S, dai © = gg(x’) também pertence a S’. Se z e 2’ ndo sao antipodas,
existe um unico segmento geodésico [z, '] ligando = a 2. Dai, gg fixaria o ponto médio
do segmento geodésico [z, 2], 0 que contraria o item 1, pois o ponto médio pertence a S’.
portanto x e x’ sdo pontos antipodas em S%. Entdo S é invariante pela aplicacao antipoda
de S?. Afirmamos que S é um grande circulo, pois caso S nao fosse um grande circulo,
existiria y no grande circulo (S) tal que y ¢ S e portanto —y ¢ S. Dai, S seria conexo,
que é um absurdo. Como gg é a aplicagao antipoda restrita a S e gg(P) N P = S, temos
que gs tem de ser a aplicacao antipoda.
m

Agora seja ® um G-emparelhamento préprio de P. Entao II é a uniao disjunta
dos poligonos em P, ja que P é uma familia finita de poligonos disjuntos de X. Seja
M o espaco quociente de II dos ciclos de ®. O espago M é dito obtido por colagem dos
poligonos de P por ®.

Proposicao 4.15. Seja G um grupo de isometria de X e M o espaco obtido por colagem
dos poligonos da familia finita de poligonos disjuntos e finitos P pelo G-emparelhamento
proprio ®. Entao M ¢é uma variedade de dimensao 2 com (X, G)-estrutura tal que o

mergulho natural de P em M é uma (X, G)-aplicagao para todo P € P.

Demonstragao. Primeiramente vamos construir homeomorfismos ¢, : U(z,r) — B(z,7),
onde z € II, U(x,r) é um aberto de M contendo [z]| e B(z,r) é uma bola aberta centrada
em x com um raio r > 0 a ser determinado. Seja P o poligono em P tal que z € P. H4
trés casos para analisar:

l.zeP

2. x pertence ao interior de um lado S de P

3. x é um vértice de P

No caso 1, [x] = {z}. No caso 2, [z] = {z,2'} com = # 2’ pela proposigao

No caso 3, z é um vértice de P, entao x esta na fronteira de dois lados de P, entao
x é emparelhado a outros dois pontos em II. Nos trés casos, podemos denotar [x] por
{z1,...;xp} onde x = 21 ~ xg ~ ... >~ x,,, ~ x1. Seja S; o lado do poligono P; que contém
z;. Como x — i estd emparelhado a x;41, gs,(z;41) = x;, parai = 1,..,m—1, e gs, (v1) =

T, ouseja, ;1 € S, ,parai =1,....m—1,ex; € S/ . Defina g = Ide g; = gs,0...09s,_,
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para i = 2,...,m. Dessa forma, g;(x;) = gs, ©...0 gs,_,(z;) = gs, ©...0gs, ,(xi_1) = ... =
gs,(z2) = 1 = x para todo ¢ = 1,...,m. Sejam € = min{d(x;, x;);i # j}, €2 a menor
distancia entre x; e qualquer lado de P—i que naocontém x; e €, = min{ey; i € {1,...,m}}.
Vamos tomar r < ; min{er, e2}. Dessa forma, a interse¢ao (B(z;, ) NP;) N (B(z;,7)NFP;),
com i # j, é vazia. A saber, se z € (B(z;,7) N FP;) N (B(z;,r) N P;), entdo d(x;,x;) <
d(zi, z) + d(z,2;) < r+r < fa + 16 < 2d(z;,z;), que ¢ uma contradi¢io. Denote
0; = 0(P;,z;), i = 1,....,m. Temos que P, N B(x;,r) é um setor circular do disco aberto

B(x;,r) com angulo 6;, para i = 1,...,m. Temos que:
9:(P; N B(wi,r)) = g:(Fi N gi(B(wi,7))) = 9:(F) N Bw, ),

ja que g;(x;) = x. Portanto, g;(P; N B(x;,r)) é um setor circular de B(z,r) com angulo
0;,pois g; é isometria. Vamos provar que em qualquer um dos trés casos, B(z,r) =
U™, g;(P;) N B(x,r). Nocaso 1, m=1e B(z,r) = PN B(xz,r) = g1(P1) N B(z,r). No

caso 2, m =2 e [z] = {x,2'} e x estd no interior de S; e teremos:

B(xar) = (Pﬂ B(.??,?“)) U (92(P2) N B(l‘,?”)) =
= (q1(P1) N B(z, 7)) U ((92(F) N B(z,r)))

No caso 3, m > 2 e x é um vértice de P. Temos que ¢;(P;) e gi+1(Pit1) estao
contidos em lados opostos do lado em comum g;(S;), para i = 1,2,....,m — 1. A saber,
gs,(Pi=1) e P, pertencem a lados opostos de S;, pois ® é um emparelhamento. Entao g;(F;)
e gi+r1(Pi+1) = 9i(9s,(p,,,)) estao em lados opostos de g;(.5;), pois g; é isometria. J& que
S; = gs,(5%), temos ¢;(S;) = gi(gs,(S!)) = gi+1(S7). Como temos que S;_, e S; sdo os lados
de P; contendo z;, entdao g;(S/_;) e ¢;(S;) sao lados de g;(P;) e dai ¢;(S!_;) = gi—1(Si—1).
Entao os lados de g;(P;) que contém x sao g;_1(S;_1) e g:(.S;).

Dal, os setores circulares g;(P;) N B(x,r) aparecem na ordem rotacionando .
Ja que ® ¢ préprio, 0[z] = 27 e temos B(z,r) = U™, ¢:(P;) N B(x,r). Os poligonos P, e
gs,,(P) estao contidos em lados opostos do lado em comum S,,. Dai, g5' (P,,) e P estdo
em lados opostos do lado em comum S),. Entao deduzimos que g,,(Pn) = g5 (P), pois
9m(Pr) € g5 (Py,) compartilham um lado 5], e estao no lado oposto de P com relagao ao

/ ; : -1
lado 5],. Como as isometrias g,, € gg

m

concordam no aberto Pm y Om = ggi. Portanto,
s, 0...00s, | = Gm = ggwlkl que implica que gg, 0...0gg,. _, ©0gs, = Id= g;.

Nos trés casos, vamos definir U(z,r) := q(U™, P, N B(zy,7)). U(z,r) é um
aberto de M, pois ¢~ (U(x,7)) = U™, P; N B(x;,7) que é aberto em II. agora definimos
Yy UM PN B(x, 1) — B(x,r) por ¢¥,(2) = gi(z) se z € P,NB(x;,r). Como v, concorda

nos ciclos de ®, v, induz uma aplicacgao:

¢z U(z,7) — B(z,71)

¢, é uma bijecdo,pois possui inversa dada por ¢;(z) = q(g; '(2)), se z €
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g:(P;) N B(x,r). Portanto, ¢, é um homeomorfismo. Agora vamos mostrar que M é
Hausdorff. Seja [z],[y] € M, com [z] # [y]. Sejam [z] = {z1,....,zm} € [y] = {¥1, -, Ym }-
Sejam P; os poligonos em P contendo z; e ; o poligono em P contendo y;. Portanto,

podemos escolher raios r, s > 0 como antes tais que:

U(z,r) = q(UZ, PN B, 7))
U<y7 3) = q(Uz‘Llej N B(yj7 5))

Podemos escolher r, s > 0 suficientemente pequenos tais que U, P, N B(x;,r)
e Uj_,Q; N B(yj, s) sejam conjuntos de I1. dai, U(z,r) e U(y, s) sdo vizinhangas abertas
disjuntas de [z] e [y], respectivamente. Portanto, M é Hausdorff. E dai, M é uma
variedade topoldgica de dimensao 2.

Agora precisamos mostrar que {¢, : U(z,r) — B(x,r)} é um (X, G)-atlas para
M. Ja sabemos que U(xz,r) é um aberto conexo de M e ¢, é um homeomorfismo. Além
disso, estd definido para todo g(x) € M e raio r suficientemente pequeno. Dai, {U(z,7)}
¢ uma cobertura aberta de M. Basta mostrar que se U(x,r) e U(y, s) se sobrepoe, entdo

a mudanca de coordenadas:

¢y o, Ga(Ulw, 1) NU(y,s) = ¢y(U(z,m) N U(y, 5))

¢ uma restricao a uma isometria de G.

Como antes, temos:

U, PN Blag,r) = g (U(x, 7))
Ul_,Qi N B(y;,5) = q ' (U(y,s))

Podemos assumir que m < n, se necessario trocando os papéis de = e y. Se
m > 1 denote como antes S; o lado em FP; contendo x; e se n > 1 denote por 7T o lado em
Q) contendo y;. Seja g1, ..., gm € hi, ..., hy, elementos de G' construidas como antes para x

e y, respectivamente. Existe somente um dos indices j, digamos [, tal que:
PﬂB([L‘,’I‘) ﬂQj mB(yjas) 7é®

Devemos provar que a mudanga de coordenadas ¢, o ¢, ' é a restrigao de h; € G. Assuma
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que m = 1. Entao x estd em Pe:

q (U(x,r)) = B(x,r) =
= U(z,r)NU(y,s) =
= q(B(z, 7)) N q(Uj,Qi N By, s)) =
= q(B(z,r) NU_,1 Qi N B(y;, s)) =
= q(B(z,r) N By, s)) =
¢o(U(z,7) N U(y,s)) = B(x,r) N By, s)
¢y (U(z,r) N U(y, s)) = lu(B(x,r) N By, s))

Portanto, a mudanca de coordenadas:

¢y 0 b, 1 Ga(Ulw, 1) NU(y, ) = ¢y (U(z,r) N U(y, )

é restricao de h; € G.

Assuma agora que m = 2, entdo x estd no interior do lado S em P e 2’ estd
no interior de S” de P’ e o conjunto P’ N B(z',7) N Q; N B(y;, s)

é nao vazio ou para j = — 1 ou [ + 1(mod n). Assuma que essa intersegao é
nao vazia para j = [ + 1, sem perda de generalidade, pois podemos mudar a ordem de

Y1y ooy Yn. Entdo P = Qy, P = Qry1, S =1 e:

Ulx,r)NU(y,s) =

B(x,r)N PN B(',r)NP')Nq(Uj_,Q; N B(y;, s))
B(x,r)N PN B(z',r)N P N (U_,Q;i N B(y;, 5)))
Ui B(z,7) N PN Q; N B(y;,s)) U (Uj_, B(2',r) " P' N Q; N By, s)))

(
(PN B(z,r)N By, s)) U (P NB,r)N B(ys1,s) =

I
R R R R

(
(
(
(

= ¢2(U(x,r) N U(y, s)) =
=(B(z,r) N PN By, s)) Ugs (B(x',r) N PN By, ) =
(B(z,r) N PN By, s)) U(gs(B(x', 1)) Ngs(P) N gs(Byer, s)) =
(B(z,7r) N PN By, s)) U (B(x,r)Ngs(P)N By, s)) =
=B(x,7) N By, s)
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Ulz,r)NU(y,s)) =

¢y (U(z,7)
(z,7) VPO By, 5)) Uiy (B(2',7) 0 PO By, s)) =

(
=h; (B(z,r
[(B(z,7) " PN By, 5)) Ugr (B2, r) N PN By, s)] =
=h; [(B(xz,7) N PN By, s))Ugs (B(z',7) NP "N B(y,1,)] =
=h(B(x,r) N By, s)) oy (U(z,7) N U(y,s)) =
1 (B(z, )N PN By, s))Uh (B(@',r) NP N B(yg1,8)) =
[(B(z,r) N PO By, ) U gry (B(a',7) VP O By, s)] =
[(B(z,r) " PN By, s)) Ugs (Ba',r) NP 0By, 8)] =
=h(B(z,r) N By, s)).

=h
hy
—hy
Agora no conjunto P N B(z,r) N B(y,s), ¢, 0 ¢ ' é a restri¢do de hy a este
conjunto. E no conjunto gs(P'NB(z',7)NB(yis1,5)), ¢p,od;" é arestricio de hyy0g5" =
hy o gil = hy. Portanto, a mudanga de coordenadas ¢, o ¢, ' : ¢, (U(x,7) N U(y,s)) —
¢y (B(x,m) N B(y,s)) é restricao de h; € G.
Agora assuma que m > 2, entao x e y sao vértices. Como r é menor que a

distancia do vértice x ao lados nao contendo x e s é menor que a distancia do vértice y

aos lados nao contendo y, entdao z = y; e ¢(x) = ¢q(y). Tome t := min{r, s}, temos:

U(z,r)NU(y,s) =U(x,t)
¢ (U(x,1)) = B, 1)
¢y(U(z,t)) = B(y,1)

T; = Y1 (mod m) ou z; = Y41 (mod m)

onde (mod m) significa que os restos dos indices por m que devem ser levados em conta
como verdadeiros indices. Sem perda de generalidade, podemos assumir que a primeira
igualdade é verdadeira, caso contrario basta trocar a ordem de yi,...,9,. Entao P, =

Qi+i—1(mod m) e S; = T}4;_;. Agora observe que

gi = gs, ©...07s._,
=gr,0...097_, ,(mod m)
=h; ol i(mod m) =
= W1 =hoy;
Como B(z,t) = U, ¢;(P) N B(x,t), a aplicagao ¢, o ¢, ' restrita ao conjunto g;(P;) N
B(z,7) N B(y;, s) é dada pela restricio de hy_;_10g; ' = (hjog)og; " parai=1,..,m.
Portanto ¢,0¢, ' : B(x,t) — B(y,t) é arestrigdo de hy. Portanto nos trés casos, provamos

que ¢, o ¢, ' é restrigao de um elemento de G. Assim provamos que M, de fato, possui
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uma (X, G)-estrutura. Agora, seja P um poligono em P e seja i : P— Mo mergulho
natural de P em M. Entdo para todo 2 € P, temos ¢, : U(z,r) — B(z,r) e a aplicacio
it i(B(x,7)) = B(z,r) é ¢p. Portanto i é um (X, G)-aplicagao.

[

4.4 Toro e garrafa de Klein com estrutura euclidiana

Como exemplo da aplicagao do teorema[4.15, vamos mostrar que um quadrado
com suas arestas identificadas formando um Toro ou uma garrafa de Klein tera estrutura
euclidiana.

Sejam X = R"™ e G = Isom(R™), vamos mostrar que o G-emparelhamento,
que identifica os seguintes lados do quadrado @), é préprio. Seja T o toro que é obtido

com a colagem dos lados do quadrado. 7' tem estrutura euclidiana.

Figura 1: Quadrado com os lados colados com indica a figura, ou seja, toro T’

Para garantir que esse G-emparelhamento é proprio, basta notar que o ciclo de
qualquer ponto de 7" é finito e que a soma de angulo 0[z] de qualquer ponto de [z] € T é 2.
A saber, para qualquer ponto [z| € T, onde z estéd no interior lado do quadrado, temos que
O[z] = 2m. Temos que todos os vértices sao relacionados. Portanto, se [v] € T' é a classe
de equivaléncia dos vértices, temos que 0[v] = 0(Q,v1) + 0(Q, v2) + 0(Q, v3) + 0(Q, v4) =
sts+35+5=2m

De modo analogo, podemos mostrar que o quociente K do seguinte quadrado

tem estrutura euclidiana, ou seja, a garrafa de Klein tem estrutura euclidiana.

Figura 2: Quadrado com os lados colados como indicado,
ou seja, garrafa de Klein K

4.5 Toro sem um ponto com estrutura hiperbdlica

Outra aplicagao interessante do teorema [4.15 é mostrar que um toro sem um

ponto tem estrutura hiperbélica. Seja P o poligono convexo de D? tal que os 4 lados de
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P serao, como indicado na figura:
1. a geodésica [; que liga e; e ey de SL;
2. a geodésica I que liga e; e e; de SL;
3. a geodésica I3 que liga —e; e —ey de S!_ e

4. a geodésica ly que liga e; e —ey de SL.

Figura 3: Quadrildtero com os lados identificados como na figura e vértices no infinito

4.6 Colando poliedros convexos de dimensao 3

Nessa secao, formalizaremos a construcao de variedades hiperbdlicas, esféricas e euclidia-
nas de dimensao 3 por colagem de poliedros convexos de X = H?,S3 R? ao longo de suas
faces.

Nessa se¢ao usaremos a seguinte notagao:

X: S, R3 ou H3

P: é um conjunto de poliedros convexos disjuntos em X

G: Isom(S?), Isom(R3) ou Isom(H?)
Defini¢ao 4.16. Um G-emparelhamento (G-side-pairing) para P é um subconjunto de
G:

= {gs;5 € S}

indexado pela colegao S de todas as faces de poliedro em P tal que para todo S € S:
1. Ha uma face S’ € S tal que gg(5’') = S;
2. As isometrias de gg e gg satisfazem gg = ggl; e
3. Se S é uma face de P € P e S é uma face de P’ € P entao:

Pngs(P) =5
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Segue de 1 que S’ é unicamente determinado por S. A face S’ é chamada de

emparelhada a S por ®. Por 2, se S” é a face emparelhada a S’ por @,

gS/(S”) — S/

I COR
S// — gs(S/) — S
S"=35

portanto, a face emparelhada a S’ é S. O emparelhamento de pontos de face por elementos
de ® gera uma relagao de equivaléncia em I = [ Jpop P e suas suas classes de equivaléncia
sao chamadas de ciclos de .

Definicao 4.17. Angulo solido subtendido por um poliedro P no ponto z é definido pelo

numero real:

Vol(P N B(x,r))
Vol(B(x,r))

Onde r é menor que a distancia de x a qualquer outra face de P nao contendo

w(P,z) =4m

Seja [z] = {z1, ...,z } um ciclo infinito de ®, e seja P; o poliedro em P que
contém x; para todo i € {1,...,m}.

Definigao 4.18. A soma do angulo sélido de [z] é definido como o nimero real:

wlz] = w(Py, 1) + ... + W(Pp, )

Se z estd no interior de um poliedro P em P entao [z] = {z} e w[x] = 47, pois
PN B(xz,r) = B(x,r). Agora se z esta no interior de uma face S de um poliedro P, entao
podemos ter [z] = {z} ou [z] = {z,2}, com z # 2’. Caso [z] = {z}, w[z] = 47} = 2,
pois PNB(z,r) é um hemisfério. Caso [z] = {z,2'}, w[z] = w(P, z)+w(P',2') = 2r+27 =
4.

Suponha que x estd no interior de uma aresta de um poliedro em P, entao
todo ponto de [z] é chamado de ciclo de aresta de ®. Seja 0(P;, x;) o angulo diedral de
P; ao longo da aresta contendo x; para todo i.

Defini¢ao 4.19. A soma de angulo diedral do ciclo de aresta [z] é definido pelo nimero

real:

Olz] = 0(Pr,xq) + ... + 0(Pp, )

Notando que w(P;, ;) = 20(F;, ;) para todo i, temos que w[z| = 20[z].
Definicao 4.20. Um G-emparelhamento para P é proprio se e somente se cada ciclo de
® ¢ finito e tem soma do angulo sélido igual a 4.

Proposicao 4.21. Se G é um grupo de isometrias de X e ® € um G-emparelhamento
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proprio de uma familia finita P de poliedro convexos disjuntos entao:
1. A isometria gs fiza nenhum ponto de S' para todo S € S;
2. As faces S e S’ sdo iquais se e s6 se S € uma grande esfera de dimensdo 2 de S*; e

3. Cada ciclo de aresta de ® contém no mdzrimo um ponto de uma aresta de um poliedro
de P

Demonstracao. Para demonstrar 1, suponha, por absurdo, que gg fixa um ponto x de S’.
denote por [z] = {x1,...,x} 0 ciclo de & com z; = x. E denote por P; o poliedro em
P contendo z;. Seja € := min{d(z;,z;);i # i}, €3; a menor distancia entre x; e os lados
de P; que nao contém z; e €3 = min{ey;i € {1,...,m}}. Tome r < %min{el,ez}. Entao
P; N S(x;,7) é um poligono em S(z;,7) e a familia de poligonos {P; N S(x;,r)} é disjunta
pela escolha de r. O G-emparelhamento @ se restringe um Isom(S?)-emparelhamento
proprio dos poligonos {P; N S(z;,7)}. Pela proposi¢ao [1.15] ¥ tem estrutura esférica.
como w(z] = 4w, ¥ é compacto e conexo, entao ¥ é uma esfera de dimensao 2. Seja P o
poliedro em P contendo z. Como gg(S’) = S e gs(z) = x, o lado S'NS(z,r) de PNS(x,r)
¢ emparelhado com o lado SN S(z,r) de PN S(z,r). Seja y um ponto em SN S(z,7) e
Y = g5'(y). Pelo teorema item 1, y # y'. Como PN S(x,r) é um poligono convexo
existe um segmento geodésico [y, '] ligando y a ' em P N S(z,r). Como y e y' estao
emparelhados, [y, '] é projetado em um grande circulo de ¥, mas isso contraria o fato de
[y, 9] ter o comprimento no maximo a metade do comprimento de um grande circulo de
S(z,r). Portanto, gs nao fixa nenhum ponto de S’.

O item 2 é andlogo ao item 2 da proposigao [£.14] Se supormos que S é um
grande esfera e gg é a aplicacao antipoda, é facil ver que S = S’. Reciprocamente, suponha
que S = 5, entao tome 2z’ € S, dai © = gg(z’) também pertence a S’. Se z e z’ nao
sao antipodas, existe um unico segmento geodésico [z, 2’| ligando x a 2. Dali, gg fixaria o
ponto médio do segmento geodésico [z, 2], o que contraria o item 1, pois o ponto médio
pertence a S’. portanto x e 2’ sao pontos antipodas em S®. Entao S é invariante pela
aplicacao antipoda de S3. Entao S é uma grande esfera, para justificar isso tome um
ponto y € 50‘, entao o ponto antipoda —y pertence a .S, mas como y esta no interior de S,
B(y,r,) N (S) C S, para r, > 0 suficientemente pequeno. Portanto se z € B(y,r,) N (S)
os segmentos geodésicos [z, —y] e [z, y] estdo contidos em S, entdo a geodésica que liga y
a —y passando por z esta contida em S. Como z ¢ arbitrario, todas as geodésicas ligando
y a —y em (S) estao contidas em S. Portanto, S é igual a grande esfera (S). Como gg é
a aplicagao antipoda restrita a S e gg(P) N P = S, temos que gg tem de ser a aplicagao
antipoda de S?

Para provar o item 3, suponha que [z] é um ciclo de aresta. Entao o ciclo [z]

pode ser ordenado:

rl={x,...,xpttalquer =1 ~ 19 >~ ... ~ 1, > 1
q
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Seja E; a aresta contendo x; e seja k o nimero de pontos em [x] contidos em E;. Entao
E; contém k pontos de [z] para todo i. Seja y; o centro geométrico dos pontos de [x] em

E; para todo i, e y := y;. E dai, temos:

Y=y =Y~ ... 2y, =y e d(x,y1) = d(x2,y2) = ... = (T, Ym)

Entao £ =1 ou 2, pois existem apenas dois pontos a mesma distancia de y; em F;. Mas
como 41 = wlz| = 20[z] = 2k0y| = kwly] = kd~, entdo k = 1.
O

Seja @ uma G-emparelhamento proprio para P e M o espago quociente de II
dos ciclos de ®. Dizemos que M foi obtido pela colagem dos poliedros de P por ®.
Teorema 4.22. Seja G um grupo de isometrias de X e M o espaco quociente obtido
pela colagem da familia finita de P de poliedros disjuntos e convexos em X por um
G-emparelhamento préprio. Entao M € uma variedade com dimensao 3 com (X,Q)-

estrutura tal que o mergulho natural de P em M é uma (X, G)-aplicagao para todo P € P.

Demonstracao. Como na proposicao |4.15, vamos criar cartas ¢, para M usando as iso-
metrias de ®. Primeiramente vamos criar as vizinhancas U(z,r) de [z] adequadas.
Seja x € Il = UpepP e [z] = {x1,...,2m}. Seja P o poliedro em P que contém
;. Se x; estd em um lado de P;, entao m > 2 pela proposicao item 1. Seja
€1 := min{d(x;, z;);i # j}, €2, 0 minimo das distancias entre z; e os lados de P, que nao
contém x; e € = min{ey;i € {1,...,m}}. Tome 6(x) = min{ey, e2}. Seja r < &;) Entao
o conjunto P; N .S(x;,r) é um poligono de S(z;,r) e a familia de poligonos {P; N S(z;,r)}
é disjunta. O G-emparelhamento préprio @ se restringe a um Isom(S?)-emparelhamento
para os poligonos {P; N S(xz —i,r)}. Seja 3(x,r) o espago quociente obtido pela colagem
dos poligonos. Pela proposicao [1.15] ¥(z,r) tem estrutura esférica. Como X(z,r) é com-
pacto, conexo e wlxr| = 4, entao X(z,r) é uma esfera de dimensao 2. Seja ¢ : [ — M
a aplicacao quociente. Temos que a restrigado de ¢ ao poligono P; N S(z;,7) se estende
a uma isometria & : S(z;,r) — X(z,r). Além disso, para i,5 € {1,...,m} a isometria
& 1o& : S(xy,r) = S(xj,7) se estende a uma tinica isometria g;; de X tal que g;;(x;) = ;.
Agora suponha que gg em ® emparelhe S'NS(x;,7), lado de P,NS(x;, 1), com SNS(x;,7),
lado de P; N S(xj,r). Entao fj_l 0¢&; e gs concordam em (S’) N S(z;,r). Portanto, g;; € gs
concordam no plano (S’). Como g;; e gs aplicam P, N S(z;,7) no lado oposto do (S) que
contém P; N S(x;,r), deduzimos que g;; = gs.

Agora se tomarmos x;, x; € [x] que nao necessariamente estdo emparelhados,
mas estao relacionados por ®, entao existem w;,, x;,, ..., z;, tal que z; = x5, ~ ... ~x; =
;. Entdo teremos 1o & = (1 0&, )o (61 o0&, ) 0. 0(&, 0&,). Dai, temos
Gij = Giyin, © ipyiny © - © Jiria- Como g iy, -, Gip_yi, €stdo em ® pelo pardgrafo anterior.
Portanto, g;; estdem G, para todo 4,5 € {1,...,m}. Defina U(x,r) = U~ q(P, N B(x;,7)).

Como o conjunto ¢~ H(U(z,r)) = U, P,NB(x;,7) é aberto em II, entao U(x,r) é aberto em
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M. Como [z] € U(z,r), U(z,r) serd nossa vizinhanga aberta de [z]. Agora vamos definir
as cartas de M. para isso, suponha que z = xy e defina ¢ —x : U, P,NB(z;, 1) — B(x, 1)
por ¥,(z) = gix, se z € P,N B(x;,r). Agora vamos provar que se y,y" € U™, P, N B(x;, 1)
sao emparelhados entao 1, (y) = ¥, (y'). Supoha que gg(x;) = z;, entdo gs = g;;.Supondo
que y é um ponto de S N B(x;,7), entdo gs(y') = y, ou seja, ¥ = g5'(y). ¥ é um
ponto de S N B(z;,r). Como &' o0& = (§ 0&) 0 (6 0&), temos que g = gjx © gij-
bal) = g0) = 93195 = gw(g5(¥")) = g(y’) = Yu(y). Portanto, ¥, indus uma
aplicagao continua ¢, : U(x,r) — B(x,r). Para todo t tal que 0 < t > r a aplicacdo ¢,
se restringe uma isometria &' : X(x,t) — S(z,t) para cada t. Portanto ¢, é uma bijecio
(pois &, 'bleva esfera de raio t bijetivamente em esfera de raio ¢) com inversa continua
dada por ¢, '(2) = q(gir(2)) se zingix(P;NB(x—1,r)). Portanto, ¢, é um homeomorfismo.
O mesmo argumento mostrado em pode ser usado para mostrar que M é Hausdorff.
Portanto, M é uma variedade de dimensao 3.

Agora iremos mostrar que {¢, : U(x,r) — B(x,r);z € ler < @} ¢ um
(X, G)-atlas para M. Por construcdo, U(z,r) é um subconjunto aberto e conexo de M
e ¢, ¢ um homeomorfismo. Além disso, U(x,r) estd definido para todo ¢(x) de M e r
suficientemente pequeno. Consequentemente, {U(z,7)} é uma cobertura aberta de M.
Suponha que U(x,r) e U(y, s) tem intersegdo nao-vazia e r < 5(;) es < 5(y . Seja F(x)
a face, aresta ou vértice que contém x em seu interior. Invertendo papéis se necessario,
podemos assumir que dimF (z) > dimF(y). Como antes, temos ¢~ *(U(z,r)) = U™, P, N
B(x;,r) e ¢ N (U(y,s)) = UL, Q; N B(xj,s). Agora pra algum par i e j, o conjunto
P,N B(z;,r) intersecta Q; N B(y;, s). Por reindexagao se necessario, podemos assumir que
P N B(xq,r) intersecta Q1N B(y1, s). Entao P; = Q1. Seja z na interse¢ao de PN B(z1, 1)
e @1 N B(y1,s), pela desigualdade triangular, d(zi,y1) < d(x1,2) + d(z,y1) < 7 + s.
Afirmamos que y; estd em toda face de P; que contém x;. Caso contrario, suponha que
Y1 nao estd em uma face de P; que contém x;. Entao s < @ < M. Dai, y; esta

em todas a faces de P, que contém z, pois caso contrario terfamos d(z1,y;) <7+ s <

5(I) 2d(x1,y1)
3

Y1 esta em toda face de P, contendo ;. Isto implica que para todo i, P,NB(z;,r) intersecta

r+ d(“ n o — Qd(wl ooy = < < <r = r <r, absurdo. Portanto,
Q;NB(y;, s) para algum j. Afirmamos que o conjunto P;NB(x;, ) intersecta Q;NB(y;, s)
para apenas um indice j. Caso contrério, suponha que P,NB(x;, ) intersecta Q;NB(y;, s)
e Qr N B(y, s) para j # k. Entao P, = Q; = Q. J& que y; e y;, estdao em todos as faces
de P, contendo z;, nds temos que F(y;) e F(y;) sao faces de alguma dimensao de F(z;).
Além disso, F'(y,) e F(yx) sao distintas pela Proposicao m Portanto, temos que F(y,)

d Y7 d 73 )
(wgyg), r < (wgyk) (yg Yk)

e F(yx) nao sao iguais a F(x;). Dai, temos r < es< , pois y; e

Yy, estao em alguma face que x; nao estd e existe alguma face que contém y; e nao contém
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Yk, senao F(y;) = F(yg).

d(zi,y;) +d(xi,ye) < (r+s)+(r+s)

d(zs,y;)  d(y;, yk) d(zi,yk) Ay, yk)
<( 3 T3 )JT\T3 T3
d(zs,y;)  d(zs,ye) | 2d(y;, yk)
< 3 + 3 + 3

Pela desigualdade triangular, d(y;, yx) < d(y;, x;) + d(z;, yx). E dai, temos:

d(z;, y;) n d(i, yr) i g(d(yj7$i) + d(xi,yr)) = d(xi, y;) + d(z4, yr,)

que é uma contradigdo. Logo, P, N B(z;,r) intersecta @; N B(y;,s) para apenas um
indice j. Afirmamos agora que o conjunto @; N B(y,,s) intersecta P; N B(x;,r) para
apenas um indice i. Caso contrério, suponha que @; N B(y;, s) intersecta P; N B(z;,7) e
Py N B(xy,r) para ¢ # k. Entao Q; = P, = P;. Ja que y; estd em toda face de @Q); que
contenha z; ou xy, nés temos F(y;) é uma face de alguma dimensao de F(z;) e F(xy).
Além disso, F(x;) e F(x;) sao distintas pela Proposicao m Portanto, F(y;) nao é
igual a F(x;), nem a F'(zy). Dai, temos r < M < 2(d(wi, 2) + d(z,y;)) < (TJ?:S), onde
2 € (0 Bz, ) 1 (@5 0 Blyy,5)). Da,

Como s < @, entao r < %). Observe que d(z;,y;) < r+s < % + @ = @
e dxg,y;) <r+s< @. Agora pela construgdo de U(y,r + s), nés deduzimos que
q aplica Q; N B(y;,r + s) injetivamente em M. Como wz;,z, € Q; N B(y;,r + s), nds
temos uma contradigao, pois q(x;) = ¢(xy). Portanto, podemos reindexar [y] tal que
P; N B(x;,r) intersecta apenas Q; N B(y;, s) para i = 1,...,m. Entdao P, = @;. Sejam
gij € h;j isometrias de G' como construidas antes para x e y, respectivamente. Suponha
que gs emparelha a face S'NS(x;,r) de P, N S(x;, 1) a face SN S(x;,r) de PN S(xj, 7).
Entao gs = ¢i; e gs(z;) = ¢i;(z;) = x;. Portanto x; estd em S’. Como P, N B(z;,r)
intersecta Q; N B(y;,s) = P, N B(y;, s), temos que y; também estd S’. Aplicando gg,
temos que gs(P; N B(x;, 7)) intersecta gs(P; N B(y;,s)). Dal, P; N B(z;,r) intersecta
P; N B(gs(yi),s). Portanto, gs(v;) = y;. Dai, g;; = hsj pois as isometrias concordam
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no aberto contido em (P; N B(y;, s)) N (P, N B(x;,r)). Agora suponha que z; = x;, ~
T, >~ ...~ 1, = 1, entdo ,pelos argumentos anteriores, y; = yi, ~ Yi, =~ ... XY, = Y; €

9ij = gipipfl o} gip71ip72 O ...0(Giri; = hz’pip,1 o} hip—lip72 o0...0 higil = hz] Agora, observe que:

Uz, r)NU(y,s)

q(
q((UiZy B 0 B, ) N UL Q5 N B(yj, 8))
q(UiZ, Uiy PN B, 1) N Q; N By, s))
q(UL P 0 B(xi, ) N B(yi, 5))

iz i 0 B(wi, 1)) N q(UiL, Q5 N By;, s))

Seja x = xp e y = y. Entdo ¢, (U(x,r) NU(y,s)) = U™,gi(P; N B(zi,r) N B(yi, s))
e ¢y(U(z,r) NU(y,s)) = U hy(P; N B(x;,r) N B(y;,s)). Agora no conjunto g;;(P; N
B(zi,7) N B(y;, s)), a aplicagio ¢, o ¢, é restricio de hy o0 g, = hy o gri = hy o hyy = hyy
para todo i = 1,...,m. Dali, ¢, 0 ¢, ! é restricao de hy;. Portanto, ¢, o ¢, ' concorda com
um elemento de G. E isto conclui a prova que {¢,} é um (X, G)-atlas para M. O mesmo
argumento como na Proposicao mostra que o mergulho natural de P em M é uma
(X, G)-aplicagao para todo P € P.

0

A proxima proposicao nos da um critério mais facil pra provar que um G-
emparelhamento é proprio. Basta
Proposicao 4.23. Seja G um grupo de isometrias que preserva orientacdao e seja ® =
{gs; S € 8} um G-emparelhamento de um famdlia finita P de Poliedros em X. Entao ®
€ proprio se e So:
1. Todo ciclo de ® ¢ finito;
2. As isomerias gs nao fizam nenhum ponto em S’ para todo S € S; e

3. Todo ciclo de aresta de ® tem soma de angulo diedral 27

Demonstracao. Suponha que ® é préprio. Entao todo ciclo de ¢ é finito e a soma de
angulo sélido é 4w. Além disso, gg nao fixa nenhum ponto em S’ pela Proposicao [4.21|
Seja [x] = {z1, ...,z } um ciclo de aresta de ®. Como w(x] = 20[x], nés temos O[z] = 2.
Portanto todo ciclo de aresta tem soma de angulo diedral 27.

Reciprocamente, suponha que & satisfaz (1), (2) e (3). Entao, por (1), todo
ciclo de @ é finito. Seja [z] = {z1, ..., Z;n } um ciclo de ®. Se z é no interior de um poliedro
de P, w[z] = 4m. Se x esta no interior de uma face de um poliedro de P, entdo wlz| = 4x
pelo item (2). Se x estd no interior de uma aresta de um poliedro em P, entao [z] é um
ciclo de aresta e nés temos que 6[x] = 27 pelo item (3). Como w(z] = 20[z], w[x] = 4.

Agora suponha que x é vértice de um poliedro de P. Entao x; é um vértice
de P, para todo i.Sejam € := min{d(z;,x;)}, €2; a menor distancia entre z; e os lados

de P, que nao contém x; e € := min{ey;i € {1,...,m}}. Tome r < min{e;, e2}. Entdo
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P,NS(z;,r) é um poligono na esfera S(z;,r) e os poligonos { P;NS(x;, )} sdo disjuntos. O
G-emparelhamento ® se restringe a um (S?, Iso(S?))-emparelhamento para os poligonos
{P, N S(zi,r)}. Portanto, pela Proposicao [4.15 o espaco quociente ¥ obtido colando os
poligonos { P, N S(xz;,7)} pela restricdo de ® tem estrutura esférica. Entao ¥ é uma esfera

de dimensao 2, ja que ¥ é compacto e conexo. Portanto, w|x| = 47 e ® é préprio. O

4.7 Complemento do né Figura Oito

Nesta secao, mostraremos que o complemento do N6 Figura Oito L. em S?

possui uma estrutura hiperbdlica.

Figura 4: N¢ figura oito

Para esse fim, devemos utilizar de uma variedade homeomorfa a S* — L. Con-
sidere o seguinte diagrama de dois tetraedros em R*®. Vamos colar as faces por isometrias
de R? de tal forma que as arestas e orientacoes de aresta sejam preservadas. Chamaremos,

nessa secgao, tal quociente de M.

Figura 5: Tetraedros

M ¢é um complexo celular. Entretanto, M nao é uma variedade topoldgica.
Pois os vértices dos tetraedros sao identificados com um tnico ponto v € M e para
qualquer vizinhanga U suficientemente pequena de v temos que OU em M é homeomorfa

a um toro.(Veja a figura a seguir.)
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Figura 6: Vizinhanca de v

Figura 7: Fronteira da vizinhanca de v

Note agora que todo ponto em M — {v} possui uma vizinhan¢a homeomorfa
a uma bola aberta B? em R3. Dai, M — {v} é uma variedade topoldgica de dimensao 3.
Proposigao 4.24. M — {v} é homeomorfo a S* — L.

Demonstracao. Primeiramente, vamos definir o seguinte complexo celular K mergulhado
em S%. As l-células sao numeradas de 1-6 com orientacoes indicadas como na figura

seguinte:

Figura 8: N6 com duas 1-células coladas

Agora colamos quatro 2-células para formar o complexo celular K?:
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Figura 9: 2-células N, S,W e E coladas em K1

S? — K2 ¢ homeomorfo a duas bolas abertas disjuntas de dimensao 2. A saber,

temos que S* — K! é homeomorfo a S* — K}, onde K| é o seguinte complexo celular:

Figura 10: Kl1

Podemos deixar fixo K, a ndao ser em vizinhanca da 1-célula numerada por 1:
)

XX =
/ / —’ —/
Figura 11: Vizinhanca da 1-célula 1

Podemos fazer um processo analogo numa vizinhanga da 1-célula numerada
por 2. Dai, temos que S* — K' é homeomorfo a S* — K. Portanto, esse homeomofirmo

aplica S* — K? no complemento em S? do seguinte complexo celular K?:
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Figura 12: Complexo celular K?

Como o complemento de K7 em S* é homeomorfo a duas bolas abertas disjun-
tas, temos, como afirmado que S® — K? é homeomorfo a duas bolas abertas. Agora basta
identificar como as 2-células £/, W, N e S serao coladas umas com as outras. Em S? — K?
h4 duas bolas abertas, B e B’, onde B é a bola aberta acima de K? na figura seguinte e

B’ a bola em baixo de K? na figura seguinte.

Figura 13: Complexo celular K2

B e B’ farao o papel dos tetraedros. A seguir ilustraremos como as vizinhancas
das 1-células 1 e 2 se comportam:
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Figura 14: Ao redor da 1-célula 1

Figura 15: Ao redor da 1-célula 2

onde indicaremos por N', S’ W' e E' as 2-células vistas do interior de B’. Para
entender como as 2-células serao coladas na fronteira de B, vamos nos basear na seguinte

figuras. Podemos distorcer a 2-célula N da seguinte forma:

1 1

Figura 16: N distorcendo
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A 2-célula S sera colada em N pela 1-célula 1, basta verificar na figura da

vizinhanga da 1-célula 1.

2

Figura 17: S distorcendo

A 2-célula W sera colada em N pelas 1-células 2 e 6. Podemos distorcer W

da forma como indicado na figura:

Figura 18: W distorcendo

De forma analoga, podemos distorcer E como na figura seguinte:

Figura 19: E distorcendo

Como as 2-células foram distorcidas convenientemente, podemos ver uma su-
perficie homeomorfa a fronteira de B na seguinte figura, onde as 2-células sao coladas
dessa forma com base nas Figuras [14] e [15]
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Figura 20: Fronteira de B vista do interior de B

fazendo um processo andlogo a fronteira de B’, temos que a fronteira de B’ é

homeomorfa a seguinte figura:

Figura 21: Fronteira de B’ vista do interior de B’

Agora como as 0-células com as 1-células 3,4, 5 e 6 formam o né Figura Oito,

podemos colapsar a 1-células que formam o né Figura oito da seguinte maneira:

Figura 22: Fronteira de B vista do interior de B com as arestas
que formam o né Figura Oito colapsados nos vértices
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3> >

Figura 23: Fronteira de B’ vista do interior de B’ com as arestas
que formam o né Figura Oito colapsados nos vértices

Agora podemos enxergar os tetraedros homeomorfos a B e B':

Figura 24: Tetraedro homeomorfo a B

Figura 25: Tetraedro homeomorfo a B’

Agora para o tetraedro homeomorfo a B ficar igual ao primeiro tetraedro da
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figura 5] e o tetraedro homeomorfo a B’ ficar igual ao segundo tetraedro da[5] basta girar

os dois tetraedros da seguinte forma:

Figura 26: Tetraedro homeomorfo a B girado

Figura 27: Tetraedro homeomorfo a B’ girado

Portanto, M — {v} é homeomorfo a S* — L como afirmado.
[l

Definicao 4.25. Um n-simplexo ideal é um poliedro ideal nao-degenerado determinado
por n+ 1 pontos em S '. Um 3-simplexo ideal também pode ser chamado de tetraedro
ideal.

Vamos abusar a notagao chamando os n 4+ 1 pontos, que determinam um n-
simplexo ideal, de vértices.
Definicao 4.26. Um n-simplexo ideal é chamado de regular se para toda permutagao
de vértices existe uma isometria hiperbdlica tal que a extensao permuta os vértices de
acordo com a permutacao.

Vamos construir um tetraedro ideal regular. Seja um tetraedro regular eucli-

diano com vértices em S”'. Tome A o tetraedro ideal determinado pelos vértices do
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tetraedro euclidiano. A é regular pois podemos achar uma transformacao ortogonal eu-
clidiana que permuta os vértices, tal transformacao restrita a D? é uma isometria como

no Exemplo (3.8

/

Figura 28: Tetraedro ideal regular

Agora vamos colar as faces de duas copias de A através de isometria de H"
como tinhamos feito com tetraedro euclidianos da figura E claro que esse quociente
é homeomorfo a M (quociente dos tetraedros euclidianos). Portanto, chamaremos esse
novo quociente de M também. Vamos mostrar que as condicoes da proposicao [4.23| sao
satisfeitas por M — {v}. Dai, como M — {v} é homeomorfo a S* — L, S* — IL herda uma
estrutura hiperbdlica.

Para o seguinte lema, precisamos observar que para quaisquer dois (n — 1)-
hiperplanos em H", que se intersectam, formam o mesmo angulo em qualquer ponto de
intersecao. Para isso, basta notar que podemos aplicar uma isometria H a H" tal que
um ponto de intersegao entre os (n — 1)-hiperplanos seja levado 0. Dai, a imagens dos
(n —1)-hiperplanos serao dois (n — 1)-planos euclidianos passando por 0. Para as imagens
é claro que formam o mesmo angulo independente do ponto de intersecao escolhido. Como
H é isometria, H preserva angulos. Portanto, a afirmacao é de fato vélida.

Lema 4.27. Seja Fy, F, e Fy faces de um tetraedro ideal de H? e 512, B3 € 513 0s angulos

internos entre as faces indicadas pelos indices. Entao 19 4+ fo3 + B13 =7

Demonstragao. Vamos trabalhar em U3. Digamos que um dos vértices do tetraedro ideal
é 0o(A menos da aplicagdo de uma isometria, isso é verdade). Portanto, podemos assumir
que Fy, 5 e Fy sao planos euclidianos perpendiculares a 9U3. Portanto, Bia, (23 € Bi3
sao angulos internos de um triangulo formado pelos trés planos euclidianos(Fy, Fy e F3).
Dai, lembrando que a métrica em U? é conforme com a euclidiana e a soma dos angulos

internos de triangulo euclidiano, temos (315 + f23 + f13 = 7. O
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Figura 29: tetraedro ideal em U?

Corolario 4.28. Em um tetraedro ideal reqular de qualquer angulo entre suas faces é w/3.

Demonstracao. Como existe uma isometria para cada permutacao de vértices do tetraedro
ideal regular, o angulo diedral é o mesmo para a intersecao entre quaisquer faces. Portanto,

pelo Lema .27, 38 =m = B = % , onde 3 é o angulo entre duas facetas. n
Pelo Corolario el4.23, o emparelhamento dos dois tetraedros ideias regula-

res é proprio. E pela Proposigao[4.22] a colagem dos tetraedros tem estrutura hiperbdlica.

Portanto, o complemento do né Figura Oito em S? possui estrutura hiperbdlica.
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5 CONCLUSAO

Nesse trabalho, além de estudar os aspectos basicos do Espaco Hiperbdlico,
criamos um critério geométrico para que uma colagem de poligonos ou poliedro se-
jam localmente isométrico a espaco hiperbdlico baseado somente na colagem e soma
dos angulos, a saber, proposi¢oes e . Assim, definimos a chamadas (X, G)-
variedades que sao exemplos de variedades riemannianas que sao localmente isométricos
a X = M3, M2, S S%, R? ou R%
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