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INTRODUCAO

Ao procurar o Professor Xavier e me colocar sob a sua
orientacao puzra a monografia, ele, inicialmente, me apresen -
tou o seu trabalho "Contribuicao ao Estudo dos Espagos Metri=
cos Probabilisticos" para uma leitura inicial; o assunto mui-
to me agradou.

Comecamos entao com algumas idéias geométricas dos Es
pacos Métricos (Blumenthal (1953)), passando depois para Com~-
primento Aleatdrio de Arcos (Xavier (1979)), para concluirmos
com Intermediaridade (Moynihan & Schweizer (1979)).

Por outro lado, para aclarar nogoes e idéias, tivemos
de consultar diversos outros trabalhos constantes da biblio -
grafia, entre livros e artigos; destes ultimos, alguns foram
por ndés estudados na integra.

Zssim conseguimos concluir e estamos apresentando es-
ta monografia tratando de alguns conceitos sobre os Espagos
Meinicos Probabifisticos (Cap. 1), sobre Comprimento Afeato-

rnio de Arcos (Cap. 2) e ainda sobre Inteamediaridade (Cap. 3),

isto &: sobre como ."um ponto esta entre outros dois”.




1 - ESPACOS METRICOS PROBABILISTICOS
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1.1 - 2 Nogao de Espago Métrico Probabilistico

Deve-se a Mengen (1942) e a Wafd (1943) a introdugao
do conceito de Espaco Metrnico Probabilistico (E M P), como
uma generalizagao da teoria dos Espacos Métricos. A ideia
basica @ considerar a distancia entre dois pontos p e q dada
através de uma fungao de distribuigao Foq

Por sua vez, Schwedizen e SkLan (1960) consideraram o
uso de T-Normas (ou Normas Triangulares) para simular a desi
gualdade triangular, introduzindo, assim, o conceito de E4-
pago de Mengen.

Posteriormente, Seastnev (1965) introduziu nova desi
gualdade, incluindo todas as consideradés anteriormente, como
casos particulares; a nogao de Espago Metrico Probabilistico
Genenalizado, dal decorrente, trabalha com as chamadas fun-
¢oes triangulares t.

Neste»capitulo introdutorio queremos recapitular al-
gumas definicoes e resultados fundamentais, contidos nesses
trabalhos e em outros que serao referidos posteriormente.
Iniciaremos com detalhes de notacgao.

Assim A’ representard a classe das fungoes de distri
buigao F:R —> [0, 1], n3o decrescentes, continuas a esquer
da, com infimo 0 (zero) é supremo 1 (um), tais que F(0) = 0.

| Em particular H_ € At & a fungao assim definida:

2
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B (x) =0 sex<0 e Ho(x) =1 se x > 0; Por outro la-
e

do, para cada real a > 0 definiremos H € 4 , deste modo:

Ha(x) = Ho(x - a), para todo x. Outros elementos de notagao

serao apresentados ao longo do trabalho.

1.1.1 - Definigao: |Um Espago Metnico Probabilistico (E M P)
€ um par (S, F) onde S € um conjunto nao
vazio e F € uma fungao de S x S em ATbo-
taremos F(p, q) = qu] satisfazendo os

seguintes axiomas:

(Pl) F = H == =
Pq o P q

(p2Y F_ (0) =0
Pq

(P3) F = F
Pq qp

(p4) Fpr(x) = Frq(y) = ] = qu(x+y)-1;

onde p, q e r sao elementos de S e x e y

sao reais.

Observemos que (P4) é uma forma fraca de "desigual-
dade triangular estocastica". Por exemplo, se as F nao atin
girem o valor 1, ela vale por vacuidade. Esta definigao de
EMP é uma generalizagao do conceito de Espago Métrico, no
sentido de que todo Espago Métrico traz dentro de si um EMP.

Isto fica mais claro com a proposigao seguinte

1.1.2 - Proposicao: |(i) Se (s, d) & um Espago Métrico, en-
tao (S, Td) € um E M P onde Fd(p,q) =
pq d(p,q)’

(ii) Se (S8, ¥ & am E M P rigido [isto

= H_ . onde g >
pq alp,q) ) a(p,q)>0 qualquer
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que sejamp e q em S| entao (S, d)

€ um Espago Métrico, com d(p,q)=a(p,q).

Demonstragao: (i) (P1l), (P2) e (P3) sao evidentes.

-a

(P4) Fpr(X) =1 -*'Ho(x-d(P,t)) = 1=%x > d(p,r)

Frq(Y) =1 —>H°(y-d(r,q)) = 1 =>x > d(r,q)

-

assim, x +y > d(p,r) + d(r,q) > d(p,q) e

F (x +y) = Ho(x +y - d(p,q)) =1

(ii) 1. d(p,q) = a(p,q) > 0

4« dipsnl = alpsy) = D=k F, S8 s=kp =g

a(q,p), isto é: d(p,q)=d(q,p)

3. F = F =D g
pq ap (p,q)

d; Fpr(a(p,r)) + €/2) 1 ¥ >0

Frq(a(r,q)) + e/2) 1 ¥ ¢ > 0 entao

qu(a(p,r) + a(r,q) +e€) =1 ¥ e >0 o que signi-
fica a(p,r) *+ a(r,q) + € > a(p,q) ou
a(p,r) + a(r,q) > a(p,q), isto é:

d(p, d) < d(p, r) + d(r, q).

1.2 - Normas Triangulares. Espago de Menger

Nesta secgao tomamos conhecimento dos Espagos de Men
ger, os quais ja envolvem uma desigualdade triangular esto-
castica forte. Nestes espacos intervém as chamadas normas

triangulares que iremos, de inicio, estudar.

1.2.1 - Definigao: |Uma Noama Triangufar (ou T-Norma) & qual
quer aplicacao T:[0, 1] x [0, 1]—>[0,1]
satisfazendo as seguintes condigoes:

(T1) T(a,l) = a ;

(T2) T(a,b) < T(c,d) se a < c e b < d;




(T3) T(a, b) = T(b, a);
{T9) T(Tr(a, b), c) = T(a, T(b, c));

(TS) T € continua 3a esquerda;

com a, b, c e d em [0, 1].

De imediato, podemos constatar que T(0,0) = 0.

As normas que mais se farao presentes em nosso traba
lho sao:

Min : Min(x, y) = Min{x, y}

Prod : Prod(x, y) = x.y
T : Tm(X, y) = Max{x + y - 1, 0}

Note-se que Min & a madié forte das normas triangula=-
res, no sentido de que T < Min, qualquer que seja T; por ou
tro lado, existe uma norma mais graca que todas as demais, a
saber:

Tw(x, y) = x sey =1 (e igual ay se x = 1)

Tw :

L Tw(x, y) =0 se x <1 e y <1,

A condigao (T5), a continuidade a esquerda, pode tam
bém ser caracterizada através da continuidade a esquerda em
cada uma das coordenadas. Agora,podemos apresentar a defini

o do Espago de Menger conforme Schweizer e Skfar (1960):

1.2.2 - Definicao: | Um Espago de Menger € um terno (S, F, T)
| . onde (S, F) satisfazem os axiomas (P1l),
(P2) e (P3) da definigao 1.1.1, enquanto
T € uma norma triangular; valendo, ade-
mais, o axioma

(P4m) qu(x +y) > T(Fpr(x), Frq(Y));

com p,q € rem S e para todo x e y

reais.



Conforme ja acenamos anteriormente, (P4m) &€ uma
forma forte da desigualdade triangular estocastica. Deste mo
do, & 1logico, gque deve implicar a desigualdade fraca (P4) da

definicao 1.1.1. De fato:

1.2.3 - Proposigao: |Um Espago de Menger & um E M P,

Demonstragao: Como os axiomas (Pl), (P2) e (P3) ja valem, sd
nos resta verificar (P4); ora, se Fpr(x) =

= th(y) = 1, entao

1 _>_ F q(x & Y) _>_ T(Fpr(X)j Frq(}')) L T(lo 1) =1

P
a2

1.3 - Espago de Wald

Antes de Schweizen e SklLar (1960) introduziram a no-
gao de Espago de Menger, ja fora apresentada por Wald, em
1943, uma versao forte da desigualdade triangular estocasti-
ca, atravids; d= operagao de cenvolugao de funcgoes de distri-
buigac. Lembremos gue, dadas F e G, seu produto de convolu-

gao F * G & assim definido:
oo
[F * 6] (x) = [ F(x - y) dG(y)

' ~ + . ;
No nosso caso, em que F e G estao em A , os limites de inte-

gragao podem ser tomados de 0 a x.
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1.3.1 - Definigao: | Um Espago de Wafd & um par (S,F) onde va
lem os axiomas (Pl), (P2) e (P3) da de-

finicao 1.1.1 e, ainda, vale o axioma:

(P4w) Foq(® 2 [Fpr * Fréj(x) onde

P, q e r sao elementos de S e x & real.
Em todo Espago de Wald é possivel introduzir uma
T-Norma (no caso especifico T = Prod) obtendo~-se deste modo

um Espag¢o Menger.

1.3.2 - Proposigao:| Todo Espaco de Wald & um Espago de Men=-

ger com T = Pred.

Demonstragao: Tratando-se de um Espago de Wald, ja valem os
axiomas (Pl), (P2) e (P3). Entao,sO nos resta

provar que (P4w) implica em (P4m). Ora,

Bogtx * 1) 2 [Fpt * Fréj (x +y) =

P
rx+y
= Fpr(x + ¥y = 2) dFrq(z)
JO
rX+y Xty—=2
= | ‘{~[ der(t%] dFrq(z)
(o] (o]
X+y {x+y—z
- ! J dF (t).dF (z)
_ pPr rq
(o] o

[[ ar_ (t).dF_ (2) [ a]

0<z<x+y
0<t<x+y-z



> If aF (t) - dF _(2) [B]
<35y
<t<x
X
= dFrq(z) E A (t)
o (o]

Observemos que a integral [ A ] é sobre um tridngulo
enquanto [ B | € sobre um retangulo contido no referido tri-

angulo, donde a desiguéldade entre as duas integrais.

1.3.2a -~ Corolario:|Todo Espago de Wald € um E M P.

Em todo Espaco de Wald podemos definir uma métrica e,
mais uma vez, observamos gque os E M P sao generalizagoes de
Espagos Métricos. Para definirmos esta métrica, precisamos

do seguinte lema:

1.3.3 - lema:| Se F e G estao em A+, entao, para todo x > 0

400 +oo +

e X d[F * 6J(x) = | e F dF(x)+| e ¥ dG(x)

lo o lo

Demonstraqio: Teremos necessidade,.aqui, de um argumento de

carater probabilistico, o qual sera indicado
a sequir. De fato, estando F e G em A+, podemos pensa-las
como fungdes de distribuic3o associadas a variiveis aleatd-

rias X e Y, independentes e nao negativas, isto é: F = F, e
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G = Fy. Um resultado classico nos garante que F * G = F

desde que X e Y sejam tomadas como variaveis aleatorias in

X+Y’

dependentes. Ora, € também conhecido que e e e sao

igualmente independentes. Segue-se, entao:

E(e-(X+Y)) = E(e-X . e-Y) = E(e-x) . E(e-Y) .
g
Mas: E(e-x) = e X dF(x) 3
Jo
™
ECe Y) = | e ¥ dc(x) ;
‘o
‘ .
e Ece” (¥*T)) . j X alF * ¢Jw
o

destas igualdades segue o lema.

1.3.4 - Proposigao: | Seja (S, F) um Espago de Wald; entao,

d : § x S —> R definida mediante

+ ©

d(p, q) = -logj e © deq(x) .

(o)

& uma métrica em S,

400
Demonstragao: Inicialmente observemos que J e X deq(x)> i

(o]

pois e X >0 e F (0 >0 se x>0.

Se p = q entao qu(x) =H (x) =1 para x >0 e




= +o
’ e T4dF (x) = | e *ax =1
Pq
[s]

o

Se p # q entac existe A 2 tal que 0 < Fpéixo) < 1
donde:
. + 0
m-x %o -5 ( .
0 < e dF (x) = e dF  (x) + e dF  (x)
Pq P4 Pq
o ‘o X
o
[¥ B
o -xo [
< dF X) + e . dF__(x)
< (x) -
‘o I x
O
=%
o

Sendo d(p, q) = -log e X deq(x), segue-se

d(p, 9) 2 0 e d(p,q) =0 <« p = q .

Quanto a demonstracao de que d(p, q) = d(q, p), nada exige.

Usando agora o Lema 1.3.3, temos:
4o +00 +@
o . — = o * =
e der(x) e dFrq(x) e d[%pr Fr;](x)
[o] o o] .

[so]

+
+x
- X ° - -I ° X
- [e (F, * qu)(X)]o [Fpr W LORC IO
o

de onde concluimos:
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d(p, r) + d(r, q) = ‘108[ e ® der(X) . ’ e ¥ dFrq(x)]

1.4 - Exemplos de E M P

Nesta secgao apresentaremos alguns exemplos de E M P
e suas propriedades mais marcantes. Ao longo do desenvolvi-
to de nosso trabalho voltaremos a nos referir a estes mesmos

espagos.
1.4.1 - Exempio: Ef4page Equilatenc,
1.4.1a - Definigao: | (s, F) & um Espago Equilatero se existe

+
G em A com G # 0 tal que

Ho se P = ¢q

Pq

G se p #q

E facil verificar que todo Espago Equilatero € um Es

pago de Menger com T = Min e, também, € um Espago de Wald.



12

1.4.2 - Exemplo: Espage Simples

1.4.2a: Definigao: (S, F) € um Espagco Simples se existem
d em S e uma G em a* tais que

Ho(x) se p = (

FPQ(X) -

G(x/d(p,q)) se p # q

Nestas condicoes dizemos que (S, F) € o "Espago Sim-

. ples gerado pelo Espago Métrico (S,d) e pela fungao de dis-
tribuigao G".

Uma desigualdade elementar dos reais ser-nos-a util

na demonstraééo de gque um Espago Simples € um Espaco de Men-

ger. Recordemos esta desigualdade: Se x/a < y/b entao

x/a < (x+y)/(a+b) < y/b.

1.4.2b - Proposigao: | Todo Espago Simples & um Espago de Men

ger com T = Min.

Demonstragao: Como (P1l), (P2) e (P3) nao apresentam dificul

dades, verifiquemos apenas (P4m):

T(Fpr(x)p Frq(}’))’ T(G(x/d(p,r)), G(Y/d(r:q)))

Min{G(x/d(p,r)), G(y/d(r,q))}

G(Min{(x/d(p,r)), (y/d(xr,q))})

X+y
% /d(p,r)+d(r,q) )

c( 'Yy )

I A

d(p,q)

= F (X+ °
- y)
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Um resultado curiosoc refere-se aos momentos de or-
dem k das variaveis aleatorias %o cujas funcoes de distri-

buig¢ao sejam as Fea® lembremos que estes momentos sao calcu

lados pela integral:

+00
k k
E(X ) = ® dar L(%);3 assim
( pq J pq )’ r

(o]

1.4.2c - Proposigao: |No Espago Simples (S, F) gerado por um
Espago Métrico (S, d) e por G # H , as
raizes k-&simas dos momentos de or-

dem k, se existirem, originam um espa-

¢o homotético ao espago (S5, d).

A demonstracao desta proposigao nao apresenta difi -

culdade e por esta razao & omitida.
1.4.3 - Exemplo: Espago Noamado Probabifisitico

Senstnev (1965) introduziu o conceito de Espago Nor-
mado Probabilistico utilizando uma lei dé composigao interna
T que confere a A+_a estrutura de semi-grupo. Mais adiante,
considerarembéﬂiéis fungoes no contexto dos Espagos Métricos
Probabilist;C6s Generalizados. Aqui queremos apresentar uma

definicao num contexto mais simples.

1.4.3a - Definigao: Um Espago Normado Probabilfistico (ENP)
& um par (S, N), onde S & um Espago Li

near Real e N uma aplicagao de S em

A+, de sorte gue:
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(1) lp = Ho = e p = 0

(N2) NP(O) =0
(N3) Nap(x) = Np(x/]al)

(N4) Np(X) = Nq(y) =1 -q>Np+q(x+y)=1
ou

(Ném) N, (x+y) 2 TN (x), N _(y)),
onde T & uma norma triangular, p e gq

sao elementos de S e x, y e a sao

reais.

Note-se que em vez de N(p) escrevemos,simplesmente,

Um resultado imediato € que todo ENP &é um E MP,

de modo que os E N P sao casos particulares dos E M P,

1.4.3b - Proposigao: |(i) Todo E NP & um E M P,

(ii) Se no E N P vale (N4m) entao o Es

paco & de Menger,

Demonstragao: E suficiente tomarmos F:S x § —> A" assim
definida: F__ = N__ . A verificagao dos axi
Pq P~q -

omas € simples e imediata.

1.4.4 - Exemplo: E M P (Pseudo-)Metricamente Genrado

Nesta secgcao queremos tomar conhecimento de uma clas
se bastante geral de E M P, ditos Metricamente Gerados e
Pseudo-Metricamente Gerados. Tomaremos por base os artigos

de Stevens (1968) e Nishiurna (1970).
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1.4.4a - Definigao. | Sejam S um conjunto nao vazio, 0¥ uma co
lecao de métricas em S e p uma medida
definida numa o-3lgebra de partes de

P, de sorte que:

[l] D={d€ED | d(p,q) < x} é u-men-

suravel, ¥ p, q €S, ¥ x ER ;
[2] w(D) =1.
EFntao, o E M P Metxricamente Gerado

por (8,P,u) & o par (s, F), onde F se

define mediante:
[3] qu(x) =u{d € D | d(p, q) < x} ,

para todo p e q em S e gqualquer x re-
al.
Se as d sao Pseudo-Métricas (em vez de

Métricas) falamos que o E M P & Pseu-

do-Metnicamente Genado.

Lembremos que numa pseudo-métrica podemos ter pontos
distintos p e q, cuja distancia & nula.

Como ja fizemos nos exemplos anteriores, vamos MOs—
trar, também, Qué um Espago Metricamente Gerado &€ um E M P;

alias, € até um Espago de Menger.

1.4.4b - Proposicao:| Seja (S, F) um Espago Métricamente Ge-
rado, entao

(i) (s, F) éum EMP ;

(ii) (s, F) & um Espago de Menger com

a norma T _;
m



16
{(iii) Cada qu é continua em zero (na-

turalmente, se p # q).

Demonstragao: A demonstragao desta proposicao, apesar de
longa, & ilustrativa de certos fatos e, por
isto, vamos apresenta-la completa.
(i) (Pl) Se p=q e x>0 entao 0 = d(p, q) < x ,
¥y deD, e qu(x) = u{d € 0 | d(p,q) < x} =

=u( D) =1.

No outro sentido, partimos de qu(x) =1, ¥ x > 0;
em particular u{d € D | d(p, q) < 1/n} =1 ¥ n €N ,

Notemos A= {a | d(p, q) < 1/n} e observemos que

[e o]

A:A D eee DO A DO "°=l lA ;entao 1 =1im u(A) =
1 2 n n n

n=1 n—+®

= u((ﬁ]An) = u{d | d(p, q) = 0}; ou seja, existe d € D tal
n=1

gue d(p, q) = 0; em consequéncia, p = q.
(P2) e (P3) sao evidentes.
(P4) Temos: Fpr(x) = 1 <= p{d| d(p,r) < x} = 1;
th(y) = 1 <=>u{d| d(r,q) < y} = 1;
entao | 1 = p{d | d(p,r) < x e d(r,q) < vy}

= uid ! d(p,q) < x + vi,

isto &, F (x+vy) =1

(ii) (P4m) qu(x +y) > Tm(Fpr(x), Frq(y))

-AMax{Fpr(x) + Frq(y) -1, 0}.

Se Max {Fpr(x) + Frq(y) -1, 0} é igual a zero,
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ent3o, a desigualdade est3 satisfeita. Vamos, pois, supor

gue Max {Ppt(x) + Frq(y) - 1, 0} seja diferente de zero.

Consideremos os conjuntos A = {d | d(p, r) < x} ;

A, = {d | d(r, q) < y} -
kv ™ {d | d(p, @) < x + y},
donde *“l(x) = H(A“)‘ Frq(y> = U(A)) @ qu(X+Y) = U(Ax+y)'
Como Axf\Ay S Ay entao u(a Na) < H(Ax+y)
E qu(x % y) = u(AX+y)
> u(Axf‘Ay)

u(Ax) + u(Ay) - u(Ax\JAy)

> Fpr(x) * Frq(y) - 1

(iii) Suponhamos que x > 0 com X > 0; e seja

E = {a | d(p, q) < xn}, para n =1, 2, ... , onde

p # q; entao, lim E_ = ¢
n+o O

e deste modo: 1lim F (x ) = lim F  (x_)
pPq u n
X -0 n-roo

= lim U(En)

n=>e

=g( lim E_ )
n

L >0

= = g}
u(o) qu( )

Como as qu ja sao continuas 3 esquerda, entao podemos con-
cluir que sao sempre continuas em zero, encerrando assim a

demonstracgao.



-

1.4.5 - Em gque condigoes um E M P é (Pseudo-)Metricamente

Gerado?

Desde o inficio falamos que os E M P sao generaliza
goes dos Espacos Métricos e, dado um E M P, podemos ter al-
guma métrica. Assim sendo, um problema que se coloca, é sa-
ber quais as condigoes para que um E M P seja (Pseudo-)Me-

tricamente Gerado.

1.4.5a - lema: Sejam (s, F) um EMP e a € [0, 1); da-
dos p e q em S, consideremos

d (p, q) = inf {xIqu(x) > a}; entao:
(1) 4, é uma pseudo-métrica em S se e sSoO-

mente se satisfaz a condigao

F (x) > a e
PT -

Frq(y) > g =—> qu(x +y) > a [a]

(i) d_ & uma métrica em S se e somente se

cada F__ é continua em zero (com p #q,

naturalmente) .

Mote-se gue 4 (p, q) € x €= qu(x) > a ;

além disso, quix) = sup {a | da(P, q) < x} .

A demonstracao deste lema & um tanto longa e nao
apresenta nenhum fato novo digno de mengao, sendo por esse

motivo omitida.

Agora, dado (S,F), consideremos a aplicagao

: [o, 1] x [o, 1] — [0, 1] tal que:
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T (a, b) = inf{tpq(x + y) | Fop(x) > a; F oM 2 b}.

Esta aplicacao satisfaz as propriedades (T2) e (T3)

das T-Normas Triangulares (Vide 1.2.3):
{T2) TP(a, b) < TF(c, d) se a<c e b <d;
(T3) TF(a, b) = FF(b. a);

além disso, vale com Ty @ desigualdade triangular estocasti-

ca forte:
(P4m) qu(x +y) > TF(Fpr(X), Frq(y)) i

por isto, esta aplicagao T é chamada de quase-noama.

F

Para provarmos que os Espacos de Menger com a Norma
T = Min sao Pseudo-Metricamente Gerados, precisamos de ou-
tro lema que se refere precisamente a quase-norma TF ;

1.4.5b - Lema: Seja (S, F) um E M P; se T, > Min entao

vale a condigdo [ A ] do lema 1l.4.5a; isto

é:

Fpr(X) > a e
> g ===b F X + > a A
rq(}') > pq( y) > [ A]
Demonstracgao: Se Fpr(x) >a e Frq(y) > a, entao, para

> >
algum b a, temos Fpr(x) b e Frq(y)> b

2 TF(b, b) = inf{qu(x +y) | Fpr(x) > b; Frq(y) > b};

donde, qu(x +y) 27T (b, b) > Min(b, b) =Db > a .
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1.4.5¢c - Teorema: Todo E M P que é‘um Espago de Menger
com T = Min
(i) @& Pseudo~Metricamente Gerado;

(ii) & Metricamente Gerado, se cada qu

for continua em zero (com p # q)

Demonstragao: (i) Vamos supor, por absurdo, que

TF{a, b} < Min(a, b) entac,

qu(x + y) < Mia(a, b} < Min(Fpr(h;, Frq(y))

© que contradiz (P4m); logo T, > Min e pelo lema 1.4.5b va

le a condigao [ A ] o que implica, pelo .lema 1l.4.5a gue
D= {d, | a € [0, 1)}

€ uma familia de pseudo-métricas.
Vamos agora‘definir uma medida p na o-algebra de par
tes de D do seguinte modo: dado D € D entao
u(p) = r{a | d_ € D},
onde A & a medida de Lebesgue em [0, 1).
Verifiquemos as condigdes [ 1], [ 2] e.['3 ]  ada

definicao 1l.4.4a:

[1] u{d, | d4,(p,a) < x} = Aa | d_(p, q) < x} o gue nos

-

diz ser {da | d_(p, @) < x} p-mensurdvel.
[2] w(o) =ula, | q €D}

=X{a|da€U}-A[O, 1) =1
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[ 3] tem-se F__ "(x)

i u{aa e D | d_(p, q) < x}

A{a | d_(py q) < x}

A{a | qu(x) > a}

A [o, Fog (%))

= qu(x); assim, concluimos ser (S, F)

Pseudo-Metricamente Gerado.

(ii) Esta segunda parte decorre imediata da  parte

(ii) do lema 1.4.5a.

Coroldrio: | Um Espago Simples (ver 1.4.2) & Metricamente Ge
rado se e somente se a fungao G & continua em

zero.
1.4.6 - Exemplo: E-Espago

Shenwood (1969), tomando por base os estudos de
Stevens (1968) scbre os Espagos Metricamente Cerados, consi
derou uma extensao desse conceito, gue ele chamou de E-Espa-
¢o. Neste seu trabalho, no qual nos baseareros, 2le demons-
tra as principais propriedades dos E~Espagos, concluindo pe;
la caracterizagao destes, como Espagos Pseudo-Metrica-
mente Gerados.

No que se segue, teremos necessidade de trabalhar
com um Espago de Probabilidade (9, A, P), onde @ &€ um con-

junto nao vazio, A & uma o-algebra de partes de Q e
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p:2 —> [0, 1] uma probabilidade; isto é: P( Q) =1 e se

A EN com Aif\Aj ¢ ¢, entao P(AIUAZU cee ) =

1’ 2, ..
= P(Al) + P(AZ) e

1.4.6a - Definigao: (s, F) & um E-Espaco sobre o Espago Mé
trico (M, d) se S € um conjunto de fun
coes de um Espago de Probabilidade

(Q, A, P) sobre o Espago Métrico(M, d)

tal que

[ 1] para toda fungdo p e q em S e to

do real x ,

{t € Qld(p(t), q(t)) < x} € A ;

i [271e F & uma aplicagao de § x S

i + . .
em A assim definida:

SO r{t € Qd(p(t),q(t)) < x}

s e, St

Com demonstragdo semelhante a da proposigao 1l.4.4b,
mostra—-se que os E-Espagos sa0 Espagos de Menge; com T = Tm.
Os demais resultados sobre os E-Espagos falam de iso
metria entrebespagos. Sabemos que dois Espagos Métricos sao
isométricos se existe uma aplicagao bijetiva entre eles: que

preserve as distancias. Semelhantementertemos nos E M P:

1.4.6b - Definicao: Dois EMP (S, F) e (Sl, Fl) sao iso
métricos, se existe uma aplicagao ¢ ,

bijetiva, entre S e S, de tal modo que

1
F(p, q) = F1(¢(p). $(q)).
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A demonstracao de que todo Espago Metricamente Gera-

do & isométrico a um E-Espaco, por ser bastante longa, nao
sera apresentada agui em nosso trabalho. O inverso, porém,
desta afirmagao;nao € verdade: existe E-Espago que nao & Me-

tricamente Gerado. Vamos constatar isto com um exemplo.

1.4.6c -~ Exemplo: Seja Q = {0,1}, entao A ={¢, {0},{1}, Q}

e vamos definir P(¢) =0, P( Q) =1 =
P({0}) = P({1}) = 1/2; deste modo, (2, A, P) €um Espago
de Probabilidade. Seja,agora, S = {p, q} onde

p(0) = 2, p(1) =3 e q(0) = q(1) = 2 .,

Deste modo; F = F = H e
PP qq o

qu(x) = qu(x) P{t € Q] |p(t) - q(t)]| < x}

0 se x <0
= i 47 A se 0 <x <1
1 se x ¥ 1

Assim, tem-se que (S,F) € um E-Espago sobre os reais e, como
ja vimos na proposicao 1l.4.4b (iii), se (s, F) & Metricamen
te Gerado, entao- cada qu (com p # q) € continua no zero.
Logo, aqui,temos um E-Espaco que nao € Metricamente Gerado.

Se pensarmos agora em termos de Espagos Pseudo-Metri
cameﬁte Gerados, podemos demonstrar a afirmacao nos dois sen-
tidos; istoc é: |

Um espago € Pseudo-Metricamente Gerado se e somente

se & isométrico a um E-Espaco.
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E facil constatar gue para um E-Espago (S, F) sobre

o Espago Métrico (M, d), com base no Espagco de Probabilida-
de (R, A, P), podemos definir, para cada t em Q e para cada p

e q em S, a aplicagao d 8 x § — R tal que
d (p, @) = d(p(t), q(t)) .

A verificagao de que dt € uma pseudo-métrica e que a
colecao destas pseudo-métricas geram o Espago & bastante sim

ples.

1.5 - Espaco Métrico Probabilistico Generalizado

A generalizacao da nogao de Espaco Métrico Probabi -
listico foi empreendida, inicialmente, por Sersinev(1965) no
contexto da nogao de Espago Normado Probabilistico. Tal ge-
neralizagao decorre da introdugao de normas triangulares ge-
neralizadas (ou fungoes triangulares T) que sao operagoes no
espago das funcoes de distribuigao de pfobabilidades, ao pas
so que as normas triangulares introduzidas por Menger sao

operagoes no intervalo [b, 1]. Posteriormente, a formulagao

proposta pdr‘Senétneu foi estendida aos Espagos Métricos
Probabilisticos.
1.5.1 - Definigao: Uma Fung¢ao Trdiangular 1 (ou Norma Tri-

angular Generalizada) & uma operacgao
b B + :
binaria em A que goza das seguintes

propriedades:

(1) T(F, Ho) = F
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(2) T.(Fo G) = T(G) F)
(3) t(t(F, G), H) = t(F, 1(G, H))

(4) T(Fl, Gl) < T(Fz, Gz) se F, <F

1 2

- +
Como HZ e o menor elemento de A temos T(Hm,F)= H

L)
Podemos partir de normas triangulares no [0, 1]2 e
obtermos fungoes triangulares. Uma maneira imediata € defi-

nir, ponto a ponto, a funcao triangular, conforme:

1.5.2 - Definigao: Dada uma Norma Triangular T definimos
a fung3o triangular T do seguinte modo:
T(F, G)(x) = T(F(x), G(x)) para todo x

real.

A verificacao das propriedades (1) a (4) da defini-
¢ao 1l.5.1 nao apresenta a minima dificuldade.
Neste contexto Min & maximal na classe das  fungoes

trianqulares; de fato:

1.5.3 - Proposigao: | Se 1 & uma fungao triangular entao
T < Min .
Demonstragao: T(F, G) < T(F, H) =F
e T(F, G) < t(Ho, G) = G
N

logo, T(F, G)(x) < Min(F(x), G(x)) = Min(F, G)(x)
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Outra maneira de se definir uﬁé funcao triangular, a
partir de uma norma triangular, foi motivada pela refog@ula-
¢30 que Serstenev fazla na desigualdade triangular estocdsti
ca forte que ja ccrhecemos de 1.2.2; logo maié,veremos esta

reformulagao.

1.5.4 - Definigao: Dada uma norma triangular T, temos que
T, & uma FungZio Triangular cujo valor,
para cada Fe Gem AT & a fungao

TT(F, G) assim definida em R :

T (F, 6)(x) = sup{T(F(tx), G((1-t)x)),

‘com t € [0, 1]}

= sup{T(F(u),G(v))|u+tv = x}

Carece de qualquer dificuldade a demonstraqio de que
Ty €, na realidade, uma fungao triangular; por esse motivo,

sendo agui omitida.

1.5.5 - Definigao: .| Um Espago Metrico Probabifistico Gene-
rnalizado (E M P G) & um terno (S,F, 1)

onde S € um conjunto nao vazio, F €&

(11

uma aplicacio de S x S em A e T
uma fungéo triangular, e valem as pro-
priedades (Pl), (P2) e (P3) da defini-
¢ao 1.1.1 e também a propriedade

F_)

4 > F
(P4qg) qu » T( pr’ 'rq

Como podemos observar,um Espago Métrico Probabilisti

co Generalizado (E M P G) € uma modificagao do Espago de
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Menger. As propriedades (P1l), (P2) e (P3) ja nos sao por de

mais conhecidas e (P4g) e a modificagéo gue acenamos, acima,
de {(P4m). Ainda mais: (P4g) € equivalente a (P4m), desde

gue estejamos trebalhando com as fungces 1., pois,

T

F (x) > t.(F F ){x ¥ x &R
pq 2 Tyl pr’ rq )

= sup{T(Fpr(u), Frq(v)) ' uw+ v =x},
dond
onde qu(u + v) > T(Fpr(u), Frq(v))
e no outro sentido:

qu(x +y) > T(Fpr(x)’ Frq(y))'
donde Fpé(x +y) > sup{T(Fpr(x). Frq(y))}

= T (F s P (x+ )

Com isto provamos a seguinte proposigao:

1.5.6 - Proposigao: | se (S, F, T) & um Espago de Menger

entao, (S, F, Ty & um EMP G.

J3 em relagao ao Espago de Wald,é evidente que & um
EMP G. Apehas por uniformidade de notagao vamos escrever:

F * G = 1,(F, G).

Os EMP G podem ser classificados de varios modos.
A classificagio'que,a sequir apresentamos, leva em considera

¢ao as propriedades da funcgao triangular T.
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1.5.7 - Definigao: Seja (S, F, 1) um E M P G. Entdo diz-
-se que &:

(i) proeprio se r(Ha, Hb) > Ha+b ;

(ii) de Menger se 1 = Ty ¢

(iii) de Wwatd se T =71, ;

Nos vimos que dado um Fspago Métrico podemos cons-

truir um € M ? (ver propnsicao 1.1.2). Accora vamos mostrar
S X

que & possivel construir um £ M P G, ro caso especifico, um

1.5.8 - Teorema: (1) Sejam (s, d), um Espaco Métrico; F

ida: F -F = ;
assim definida (p,q) qu Hd(p,q)
€ T uma funcao triangular tal que

-

T(Ha, Hb) = H i entao (§, F, 1) &

a+
um E M P G proprio.

(i1) se (s, F, 1) € um EMP G préprio

e existe d : S x § —» R tal que

= H i entao (S, d) & um Es

d(p,q) ( ’ ) et

F
Pq
pago Métrico.

Demonstracao: (i} como ja provamos na proposicao 1.1.2 que
(S, F) @ um E M P, ent3o necessitamos

apénas provar que vale (P4q); mas

T(Fpr, Frq) = T(Hd(p,r)’ Hd(r,q))

Hd(p,r) + d(r,q)

< H F
— "d(p,q) Pq

e
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(ii) Vamos mostrar que d tem as propriedades
de uma métrica:

1. d(p, q) > 0 € evidente.

pq ~ Hap,q T o P =4

d(p, q) = 0 e=> F
2. d(p, q) = d(q, p) € evidente.

>1(F__, F_)

H = F
d(p,q) - Pq pr rq

* TRt oy ® Baer o

X Hd(p,r) + d(r,q), isto é:

d(p, q) e | d(p, r) + d(r, q)

1.6 - Topologia nos EM P

Queremos apresentar algumas idéias topoldgicas dos
Espagos Métricos Probabilisticos. Nos Espagos Métricos te-
mos a topologia métrica e temos as topOIOgias metrizaveis.
Nos E M P vamos considerar a topologia dgfinida pelas vizi-
nhangas esféricas a dois parametros,conforme vaﬁos definir,

logo a seguif.

1.6.1 - Definicao:- Sseja (S, F) um E M P, Dados € > 0 e
A >0 a Bofa ou Vizinhanga Esferica
de parametros ¢ e A e centro em p de S

é o conjunto

A
No(p) = {q €S | qu(e) > 1 - A}
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A interpretacao que podemos dar para esta definicao
€ a seguinte: "Hé(p) € o conjunto dos pontos q em S tais que
a probabilidade que a distancia aleatOria entre p e g seja
menor do que €, € maior do que 1 - )X". Sendo deste modo, que
€ >0 funciona como o raio da bola e X > 9 & um nivel pro
babilistico de significancia.
Sendo as qu continuas a esquerda podemos provar fa-
cilmente que a topologia induzida pelas vizinhancas Ni(p) =
= N(p) & uma topologia de Hausdorff. Para isto vejamos os

lemas seguintes:

1.6.2 - Iema: | Seja (S, F) um E M P. Entao:

(i) p € N(p)

(11) q € N(p) = p € N(q)

(1ii) e; < e, e X < A,=> N (p) = N,(p)

(iv) dadas Nl(p) e Nz(p) existe

N, (p) & N (p) NN, (p)

Demonstracao: (i) e (ii) s3oc evidentes.
(iti) Seja q € Nl(p) =@>qu(£l) > 1 = Al
==aprq(€2) B Az

==Dq € Nz(p)

(iv) - Seja Ey ™ Mln{El,Ez} e A= Mln{ll.kz}i
entao, para q € N, (p)r temos qu(e3) >1 - Xjo que signifi
ca qu(el) >1 -4, e .FPq(EZ) >1-1,, isto é&:

q €E N, (p)NN,(p) .
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1.6.3 - Lema: Sendo (S, F, T) um Espago de Menger temos:

(i) se q € N(p) entao existe N(q) = N(p);

(ii) se p # q entao existem N(p) e N(q) dis-

juntas.

Demonstracao: (i) Seja q € N(p) entao qu(e) >1- X e como
Foa & continua a esquerda entao existem
P
< < A i F € >1 - % > 1 - X
€, € e AO tais que pq( G) N

- Seja N(q) = {r | Frq(el) >1 = X} com e, <e-e e A
tal que T(1 - Ao. Al) >1 - A
Seja, agora, s € N(q)i; entao, Fqs(el) > 1 - Al :

e Fps(e) > T(qu(eo). Fqs(e - e.))

| v

T(qu(eo). Fqs(el))
L= X

(ii) Sejam x > 0 tal que qu(x) =3 <1 e
b € (0, 1) tal que T(b, b) > a .
Sejam,aindasas bolas: N(p) = {r | Fpr(x/Z) > b} e

N(g) = {s | F_ (x/2) > b}

4 »

deste modo., N(p) e N(q) sao disjunias.,

ce existir t & N(p) ! 'N(q) teremos
a = ¥ (x) > T(F _(x/2}, F_ (x/2)) > T(b, b) > a
pq o pt J s tq ) ( s ) ?

absurde !
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Sendo (S, F, T) um Espago de Menger,entao
a familia N das bolas N(p) constituem uma

base de vizinhangas abertas para uma tcpo

logia de Hausdorff em S.

Demonstragao: Os Lemas 1.6.2 e 1.6.3 sao a prova do teorema.

Ao longo do nosso estudo, guando falarnos em topo-

logia nos E M P, estaremos nos referindc a esta topologia

- de Hausdorff, também chamada a €,A-topologia.




2 - COMPRIMENTO ALEATORIO DE ARCOS

2.1 ~ Conceituacao. Pseudo-Inversas.

Nos Espagos Métricos é possivel considerar os concei
tos geométricos de caminho, arco, segmento e outros. Aqui,
vamos estendé-los aos Espagos Métricos Probabilisticos (EMP).
Veremos que as extensoes propostas sSao coerentes com 0s mes-
mos conceitos considerados nos Espagos Métricos. N&s nos ba
searemos em trabalho de Xaviex (1980).

Dado um E M P (S, F), podemos sempre considerar uma
certa topologia; aqui,consideraremos a topologia gerada pe-
las vizinhangas esféricas de que tratamos em 1.6. Chamamos
de arco, no Espago S, a toda aplicagao vy:[a, b] —> S que
seja continua e injetiva. Vamos trabalhar com arcos
onde vy(a) ¥ y(b). -

No intervalo [a, b] consideremos pantig?eé T gue no-
taremos n‘-'{to‘-‘a,_tl, eeey t = Dbl. Chamamos de Noama
da panticao ﬁ (representada por €(m)) ao maior dos numeros
t; T ti-l' pafa i.=1, 2, ..., n. E dizemos que uma parti-
gao T € madis 6§na que outra partigao m, se m, 2 m,. Natu
ralmente e(wl) < s(nz).

Dado um arco y de [a, b] em S e feita uma particio
em [a, b] temos em S um poligono s0bre o arco y que & o con-

junto das imagens da particio m; isto &:

p = Y(‘")’ = Ay(e )y v(e), ..o, y(e )} = hﬁog Pysenes b L
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Ora, como em S conhecemos Foq Para todo p e q de s,
entao, naturalmente, estamos em condigdes de trabalhar  com

as F para todo i =1, 2, ..., n.
Pi-1%i

Necessario 'se faz, aqui, trabalhar com as fungoes in
+ - -~ ~
versas das F € A . Como porem estas fungoes nem sempre sac
injetivas, vamos trabalhar com as Pseudo-Inversas que defini
remos a seqguir. Teremos necessidade de considerar certa ex-
-~ + R - -~

tensao P de A . Assim, D sera a classe das fungoes
¢$:R —> [0, 1], n3o decrescentes, continuas i esquerda, com
inf = 0 e sup <1, tais que ¢(0) = 0 (designadas como qua

de-fungoes de disinibuigao),




39
2.1.1 - Definigao: Para cada ¢ € D, sua Pseudo-Inversa

¢*:[0, 1] — [0, +=] =R, & tal que :

+
*

¢ (t) = sup{x >0 | ¢(x) < t} , ou

¢*(t) = inf{x > 0 | ¢(x) > t} , para

0_<_t_fl.

Note-se que pelo menos um dos dois conjuntos da defi
nigao acima é nao vazio e, portanto, a definicao faz senti-
do; ademais, ¢*(t) € bem definida, pois se ambos os conjun=-
tos sao nao vazios, o supremo do primeiro coincide com o In-
fimo do segundo. Pela definigao acima, tem-se ¢*(O) =0 ,

Seja agora E o conjunto das fungoes y: [0, 1] —> R,
nao decrescentes, continuas & esquerda, e tais que Y(0) = 0.
De maneira analoga podemos definir para cada ¢ a sua Pseudo-

-Inversa:

2.1.2 - pefinicao: Seja ¢ e E entao a Pseudo-Inversa de

- - *
Yy e a fungao ¢ definida em R tal gque:

. ,
Y (x) = sup{t >0 | y(t) < x} ; ou

'w*(X) = sup{t >0 | y(t) > x}

Vale aqui a mesma observagEo gue seque a definigéo

As propriedades principais, gue vamos utilizar ao

longo de nosso trabalho, das Pseudo-Inversas, queremos enun -

cia-las no lema abaixo.




2.1.3 - 12za: | Sejam &, ¢., ¢. € VD o ¢ € E entao:
- * *
(11) ¢, 2 ¢, = ¢, 2 ¢, ;
® %
(iii) (¢ ) = ¢ ;
(1v) () > te> b > ¢ (v) ;
* X
(v) $(d (t)) <t , se ¢ (t) < +o

[édemais, segue~se a igualdade se e sO

3 se t € nao singular relativamete a ¢].
*
(vi) 6 (4(b)) < b, Se ¢(b) > 0

[do mesmo modo, a igualdade vale se e

somente se b & nao singular relativamente a
%
¢ ].
3 + *
(vii) ¢ €6 A = ¢ (t) < +=, ¥ ¢t < 1 ;

*
(viii) Ha = wa, se a > 0, onde wa(O) =0 e

wa(t) = g, se 0:<t <1,

Em (v) e (vi) fala-se de um ponto singular relativa-

mente a ¢; segue a definicao respectiva:

2.1.4 - Definigcaoc: - | t € [0, sup ¢] diz-se um ponto singu-

Lan relativamente a fungac ¢, quando:
(1) nao existe x > 0 tal que ¢(x) =t

(ii) existem infinitos pontos x tais
que ¢(x) = t.
t € [0, sup ¢] diz-se um ponto nao sin

gulfan nelativamente a fungcao ¢, quando
existe um Gnico ponto x > 0 tal que
p(x) = t,




37

*
] e E, ou seja,
i

Consideremos agora as {. = [f
o Pi-1P

Pseudo-Inversas das Fp aoc longo de todo o poligono »p.
i=1"1

Para cada {, e para cada t e [0, 1] temos que £.(t) & um
"comprimento” correspondente a t. Sem nenhum problema pode-

n
mos somar as £, e assim obtemos L_ = L = ] £.. Chamamos
i P y () j2p &

. -, - s *
de comprimento aleatorio do poligono p a aplicagao Fo= L e,

a Pseudo-Inversa de Lp.

No conjunto C de todas as partigoes do intervalo
[a, b] chamamos de cadeia de partigoes a um conjunto C

de partigoes m_ satisfazendo as seguintes condigoes:

para todo n =1, 2, ...

(’i) ﬂ’n :ﬂn-l

(ii) 1im e(m_ ) =0 .
n

n++oo

Para cada cadeia € consideremos as subcadeias

c, = {m,, m, .y ¢e.l com j =1, 2, ... e consideremos
] i i+l
M !
i
- o ! r . N
2.1.5 -~ bDefinigao: | Dado um arco Y:ja, b} -~ § chamamos

de comorimento afeatonio supernion  do
arco y a Quase Fungao de Distribuigao

4 %
F = |Sup L J e igualmente de coii-

primento aleatorio inferiorn do arco y

*
arfF = [inf L ] e, finalmente, fala
celC » & -

mos de comprimento aleatorio do arco vy

quando F. = F_ e representamos por FY.

Observe-se, inicialmente que FY < FY .
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Observe-se ainda que dissemos e FY serem qua

F, F
L
se fungoes de Distribuicao e n3o propriamente fungdes de Dis
tribuigcao pois FY(+w) pode ser menor do que 1. Deste modo
FY pertence a U e nao necessariamente a AT,
A interpretacao que podemos apresentar para compri -
mento aleatorio de arco € a seguinte: Supondo gque FY exis-
te epensando no comprimento aleatorio de arco Y como uma va-

ridvel aleatéria/\Y, segue-se que FY pode ser interpretado

pela seguinte relagao:

Fy(x) = Prob{/\Y < x}

2.2 - Arcos Equivalentes

——

As funcoes F,» F e FY nac dependen da particu-
lar param:trizagac do arco y. E o que veremos neste paragra
fo.

2,2.1 - Definigao: Dados os arcos ylz[a, b] —> S e
Yzz[c, d] —> s, dizemos que sao equi-
valentes (escreveremos Yy - Yz) se
existe uma aplicagao bicontinua
6:[a, b] —> [c, d] tal que
Y1 =Y, 0 e .

2.2.,2 - Proposicao: Se v, ~ v, entao FYl = FY2 &
F_.. = F
o Y2
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Demonstxa@ib: Como © & bicontinua entao para cada -cadeia
¢ = {r_} em [a, b] corresponde uma cadeia

1 i 1
c -.{9(1n)} {"9} e vice-versa. Deste modo P Yl(wj)
= 72(“;) PBra todo - = 1, 2, v.ss Logo

e a conclusao da proposigao segue.-

2.2.2a - Corolario: | Se y, ~vy, e F _ existe, entao exis

te igualmente F_ = F

2.3 - Condigao de Regularidade

A condigao de regularidade em S & uma propriedade im

portante gque nos pode simplificar bastante os calculos envol

vendo 1lim, Sup e Inf.

2.3.1 - Definigao: No Espago S vale a Condi¢ac de Regula-
nidade quando,Para qualquer arco Yy, se

- N :
TH_: ﬂz entao LY(“1) > FY("Z)

O resultado imediato desta regularidade € a simplifi

cacao de que falamos anteriormente:

2.3.2 - Proposigao: Se em S vale a condigao de regularida-
de entao

-
’

(i) L = Sup L = lim

L
¥HC e YWl Y(T)

%
(ii) se F = F = F entao F_= ‘L l
Y Y Y Y Y

L =L
Ylsc YZ:C .

e e



40

Demonstragao: Pela condicao de regularidade temos

L <L para n =1, 2, ... entao
Y(= ) e,
Sup L = Sup L deste modo, L = lim (Sup L ) =
sec YW oep..T(Y) Y€ b gee YT
= Sup L = lim L ~ L.
« 7el y(m) i y(nn). A demonstracao de (ii) seqgue
imediata.
4]

Queremos agora apresentar um exemplo de um Espago on

de nao vale a condigEo‘de regularidade. Com este exemplo
queremos mostrar o acerto da definiqao qgue apresentamos para

L, ¢ em ['1>]»(pag. 37).

, 2.3.3 - Exemplo: Em R tomemos (i) Fpp = Ho e
[
i 0 se x <0
F;q(x) = para O<|p-ql<1
exp(~|p-q|/x) se x >0
(ii) F_ (x) =9
P4
0 se x <0
9 =
F~o o(x) = , para IP‘Qljl
Pq :

exp(-2|p-q|/x) se x > 0

.

T

Aqui temos um E M P onde a desigualdade triangular
vale por vacuidade.uma vez que qu(x) < 1 para todo x emIR.
Consideremos agora o arco identidade em [b, Z] e as

sequintes particoes do mesmo intervalo [0, 2]:

X, = {o, 1, 2}

Ty {0, 1/n, 2/n, «e., n/n, 2n/n}

v, = {0, 1/n, «e.e, n/n, n+l/n, ..., 2n/n}

2
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Cbservemos gue como F;q para i 1, 2 & fungao inje-

tiva para tode = > 0 a sua Pseudo-inversa coincide com a
- *

sua inversa ou seja: [f;q] (t) = -i|p-q|/1ln t para 0< t< 1.

Deste modo temos:

2
) £.(t) =-2/1n t + -2/1n t = -4/1n ¢t

LY(“O)(t) . i=1
n )
LY(vl)(t) i{1(-1/n.1n t) + =2/In t = -3/1n t
2n
LY("z)(t) = iZl(--l/n.ln t) = =2/ln t .
Observemos que m, 2w, e no entanto LY(NZ) < LY("I) isto &:

nao vale a condigao de regularidade.

Mas Sup L = Inf L

= L ; logo,existe F com
cec Y2C  cec YoC  Y(Ty) Y

*
F (x) = exp(~2/x) e no entantc {Sup L_, 1 (x) = exp(-4/x) .
Y ~oY(m)
e C *
Vamos agora examinar alguns dos E M P gue conhecemos
e verificar em gqual deles vale a ccndigéo (le regularidade.
Por exemplo, nos Espacos de Menger com a Norma T = Min vale
sempre esta condicao de regularidade. Para provarmos isto

comecemos com O lema seguinte:

2.3.4 - Lema: | Seja (s, F, T) um Espaco de Menger; entao

qu(T(t,t)) < Kpr(t) + £rq(t) para todo p,

‘ger em S e todo t ¢ [0, 1].

Demonstragzo: Se t = 0 entao vale a igualdade. Vejamos

entao para 0 < t < 1. Consideremos dois ca-

SOS:
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caso 1: Lpr(t) s lt‘(t) sao pontos nao singulares de Fpr e
th respectivamente, Deste modo as Pseudo-Inversas
coincidem com as respectivas inversas conforme o lema 2.1.3
e F r(!_pr(t)) = Frq(qu(t)) = t e aplicando a desigualdade

P
triangular estocastica (P4m) temos:

qu(ﬁpr(c) + qu(t)) > T(Fpr(lpr(t)). Frq(qu(t))) = T{g,t)

£
logo Kpr(t) # rq(t) > ﬂpq(T(t. t))

caso 2: £ _(t) e £_ (t) sao pontos singulares de F _ e F
pr rq pPr rq

respectivamente., Entao tomamos sequéncias {nk} 2
(gk} de modo que:

(i) cada £ (n,) e £ (& ) é ponto nao singular

pr 'k rq 'k

e de continuidade de Fpr e Frq respectivamente.

(i) n, € n, € ¢es << o°s <t

1
£

AT RLLEE S R LN

(11i1) lim n, = lim £, =t
k -»4c0 k+4+x

Deste modo o lema vale para cada n, e para cada Ek isto é:

k

Queremos entao mostrar que vale no limite; isto &:

lim £ (T(n,, £ )) < 1lim £ _(n,) + lim £_ (£ ) .
e e K ot T4 K

*
Mas como £ ) = |F 1 = 8 F < entao po-
pq(a) - (a) up{x | pq(x) a} P

demos inverter os limites e obtemos a desigualdade desejada.
Observemos que a imposic3o (ii) sobre as sequéncias

é impo:tante para justificar o uso do limite dentro da T-Nor

ma.
‘8
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2.3.4a - Corolario: Se T = Min entao £ (t) <2 (t)+f (t)
Pq e rq

para todo p,q e r em S e todo te[b,l].

2.3.5 - Proposigao: | Sejam (S, F, T) um Espaco de Menger

com T = Min e y:[a, b] —» S, um arco,

entao

(i) vale a condigao de regularidade
em S.

(ii) L = lim L

Y. c para cada ca~
’ n->+w

Y(m )

deia C.

Demonstracao: (i) E suficiente observar que o coroldrio

| 2.3.4a € a condigao de regularidade para
trés pontos. Por indugéo podemos ampliar para duas parti-
goes de [a, b].

(ii) B o que nos afirma a proposicao 2.3.2.

Quanto a outros espagos observemos, inicialmente, gue
T = Min € a mais forte T-Norma; assimbsendo, se vale a condi
¢3o de regularidade para um Espaco de Menger com T = Min,en-
tao vale a mesma condicao de regularidade para um Espaco de
Menger com qualquer outra T-Norma, de vez que esta condicao
é consequéncia do corolario 2.3.4a e ﬁpq(T(t, t)) <

< lpq(Mgn(t, t)) < lpr(t) * zrq(t).

No que se refere aos E M P G temos entao que todos

agqueles gue tém um correspondente Espaco de Menger gozam da

condicao de regularidade; portanto, todos os Espacos com fun
gBes T, Para qualquer T-Norma. Igualmente,vale nos Espacgos
de Wald (ver 1.3).
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2.4 - Comprimento @2 Arcos nos Espacos Métricos

Vimos no capitulo anterior que os E M P generalizam
os Espagos Métricos, no sentido que dado um Espago Métrico
(s, d) sempre temos associado a ele um E M P onde F =

Pq

B Hd(p e Naturalmente,nosso conceito de comprimento alea-
$

torio de arcos sera consistente com os Espacos Métricos se,

dado um arco retificavel em S, tivermos Roo® Bl yie Isto &

O gque provaremos a seguir.

2.4,1 - Teorema: Seja (S,d)um Espago Métrico e Y:[h,ﬁ]—+ S
um arco cujo comprimento € A(y) < =, En-

tao,no E M P associado (S, Fd) existira o

comprimentc aleatdrio de arco F. = H ;
Y A(y)

Demonstragao: Seja y:[a, b] —> Si entao, A(Yy) =

= supl] d(y(e,_,), Y(£))} = sup{] d(p;_;.p;)}
m . ™

e £,(t) = sup {x | F (x) < t}
i-171

pi)) < t}

= sup {x | H(x - d(p;_q»

- &(pial, pi) para todo 0 < t <13
‘ tz‘ ( !Zl
logo, L, . (t) = 2.(t) = d(p. s P.)-
AALE Cq=1 t j=1 L3

Ora, H (x) = H(x = A(y)) e

ACY)

*
[HA(Y)] (t) = Sup fx [ H(x -~ A(Y)) < t} = A(y) .

*
Assim,goncluimos ser Ly,c = [HA(Y)] .



E como vale a condicao de regularidade, temos finalmente

s O
y [LY,CJ LHA(Y) 1 * %5y

2.5 - "aAditividade" de arcos

Vamos agora verificar que,sob a condicao de regulari
dade ,algum tipo de aditividade & vialida para comprimento ale
atorio de arcos. Antes,alquns detalhes de notacao.

Consideremos a < r <b e ¢C a colecao de to-

[a, b

das as cadeias de particdes de [a, b].

r - ~ . :
¢ =C @& uma subcolegas de cadeias tal que, a partir

de um certy nj,todas as particces n_ té€m o nimero r comn um

n

dos seus termos. ou seja: ¢ = {rn} 3 se existe n tal

que r = ti para algum i =1, 2, ..., n-1, para todo n_ino.

Seja C1 = C e C2 -

e
[av r] [r’ bJ

te se existe C1 € C1 com C1 = {w;} e"C2 = {wi} € Czutais

-~ : %
;entao, C ¢ C se e somen

que (wn} = {ﬂ;}t){ﬂi} para todo n > n_ e escrevemos  sim-

plesmente ¢ = C1 + cz.

ApOs estas notagoes podemos anunciar e provar a "adi

tividade":

2.5.1 - Proposigao: | Seja y:[a, b] —> S, um arco.

Seja vy, = ¥y ey Y
1 2
. [é, ﬁ] [r, bJ
com a < r < b. Supondo valida a condi

cao de regularidade,entio:
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[:1 ] Ly,c g LYI-CI * LYZ.CZ' onde

C=2C + Cz, conforme observagoes

acima;

3 [R] - [5) - [5)
3 [ ] e [ e L]

e existindo FY,também existem FY e
1

F., + de modo que
¥y

[ 4] {FY]*’ [En]*+[3WJ*'

Demonstragao: Valendo a condicao d2 regularidade temos

1 = lim L = lim L =
ii B ar \ H S f
Y5 C g Y(T ) e Y { n)
n>n
-0

E n

= lim { 2

LTy (s, )y (s) + ] 2

::: i=]l 1" §=1""1"4 L Yz(cj_l)Yz(tj)}
- 0

2

1 e mostrando [ 1 ] .

L 1
Yloc YZ’C

Seja c={rlecC-¢" e ¢ ={r}={rtu{r}ect.
n’ n n

Entaospela condlga? de regularidade,temos LY(N;) < LY(“n) €,

deste modo, Sup L = Su L :
* cee YsC  geef YsC'
*
logo, teremos [;iri] = Sup L. = Sup_ L_
Y ce¢ 7»C  gec® Y»©
= g {L 1 + L 2}
L:g Yl'c YZ’C '

donde se concliui | ;'




Como cf = C, temos

i dl

logo,
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£ L < dinf
ceC YoC€ T gept YsC
= inf L
ceC » C
< ot
= inf {L + L }

cec® Y1°% Yy 6y

* *
= [_F. ] + r_IiY ] , o que mostral[ 3 ]
Y1 | 7T2 .

Finalmente, existindo FY' teremos

[FY]*=[FYJ*=[EY:*;' - LAl

logo:

15
F. +
Y1

Por outro lado,

[FYI}*Z [EYJ* © [Fy}]* X [:EYZJ* ;

destas trés ultimas desigualdades temos que concluir

. *
)
LY,

 _ *
R, |-
L Y,

Suwbstituindo [ A 7], [B ]

te [ 4]

ro

F
l--YF

E
Y2_

e

o [5]

- [n) e

[¢c] em [ 27], temos exatamen-

T ST e e

e e e R T R I P s e e e T I D e I R I T 2 FeR e e

=5
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2.6 - Comprimento Aleatdrio de Arcos nos E N P

Nos E N P (Espagos Normados Probabilisticos: Ver
1.4.3) temés uma norma aleatdria de vetor que & a
aplicacao Np. Para que a nossa definicao de comprimento
aleatdrio de arcos seja consistente, ent3o um "arco de extre
mos u e v" deve ter comprimento aleatdrio coincidindo com a
norma aleatdoria do vetor v - u. £ exatamente isto o que

provaremos na proposicao seguinte.

2.6,1 -~ Proposigio: Seja (S, N) um E N p e' uev veto-

res em 5. Sejay =y :[0, 1] — s
’ .

dado por Y(t) = u + t(v-u). Entao, exis

te F = N
Yu,v v=u

Demonstragao: Seja 1w = {0=t0, €1» tys «e., t =1} uma par-

&

D

ticao qualquer do intervalo [0, 1]

P =Y(m) = {Y(tl) = '"n;i}, onde wu, = u + . (v - u) para
1 =0,1, 2, ..., n.
- &
Deste modo, ﬁi = £ . [F u J
Yi-10% Yi-1i

]
‘Z'
[+
o
|
=
[
I
T—

*
[N(ti -t (v - u)]

*
- (ti - ti-l) [ﬁv-é]

Verifiquemos esta Giltima igualdade:
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® -
dado a € (0, 1], entao [?Gé] (t) = Sup{xlNav(x) < t}

= Sup{x|¥_(x/e) <t}

onder fazendo a mudanga de varidveis x/a = y, obtemcs:

- - lk
) = & {ay ! N < 1
LN“V] (t) Suplay | NV(Y) t
= g*Suply ! Nv()’) < t}
%
= a°[NJ (t) .
v
n n *
Entao, by e =i£1£i = iZl(ti -t y) [&vf;]

*
portanto, para qualquer partigEo T, LY C,cc)'incide com [#v_;]
=4 . .

* *7] %
e, assim,existe FY,é [}Y.é] = [Nv-u ] =N .
| o

2.7 - Exemplos

Vejamos a operacionalidade da definigéo que apresen-
tamos para comprimento aleatorio de arco calculando este com

primento para alguns espacgos ja conhecidos.
2.7.1 - Espago Equilatero:

Dado (S, F), um Espago Equilatero, seja Y:[},B]—» s

um arco em S e tomemos uma particao m de [a, b]. Temos que

n n % * -
L = J 2 = )G =n-G, isto €, vale a condigao de re
- = -

gularidade; entao:
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*

L = lim L = lim n_+G¢ .
e TRE) L K
, : A
a) . Examinaremos, inicialmente, o comportamento de G .
Seja x = sup {x l G(x) = 0} e to = lim+ G(x)., Tem

X”Xo
* * *
-se: G (0) =0; G (t) = x_ s se 0<tx to; G (x) > t s se

t >t . Na figura abaixo, tem-se um possivel grafico para G,

- - 5 * -
a esquerda, e o grafico de G , a direita

G*(t)n
£G(x) -

b — e — e —— — - — . %W

i
!
Xo(é-_‘.
|
i
|
|
i

r 4
o
”T; 5 1 t
. . - *
b) Vejamos, agora, comoc se comporta L, = 1lim x G ;
Vel :

-

fo o
consideraremos dois casos.

caso l: x = ¢ ou *x > 0
A o (o] [¢]

Entao, L (t) = +@, se ¢t > 0 |
Y,C |

*
donde, existe FY = [iy C] £ 0 ; isto &, o arco Yy possui w
b
comprimento infinito, com certeza, desde que Fy(x) =

= Prob(/\y< x) = 0, para todo x real.
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caso 2: x =0 e t >0
o o

Entao, c(t) =0, se 0<¢t<t.;

Y,
= 40 e > B

Ly,c(t) , S€ t t,i

donde,; existe FY' tal que:

(J, se x <0

]k
{ (X) "=
8

% se > ()

\to’ e X }
isto &, o arco possui comprimento infinito, com probabilidade
1 - to' desde que F (x) = Prob(/\Y < x) = to, para todo be

real,

2.7.2 - Espago Simples

Seja-(s, F) um Espago Simples gerado pelo Espago Mé-
trico (S, d) e pela funcao F # Ho. Vamos trabalhar com uma
funcao continua e crescente em [&o, +®) onde
Yo © Supiy l G(y) < 0} > 0. Seja, por exemplo, uma G com o

grafico abaixo:

G(Y)A
1 o m e e e e e e e e ———— — e —— -
Observemos que G (0) = 0 e G (t) = G " (t) para 0 <t<1

onde G-1 € a inversa de G, restrita ao intervalo [yo, +o)

Para p # q Seja epqzlk —> R tal que epq(x) =y = x/d(p,q);

: * - * -
desde modo F = GC o 0O e F = 0 1 o G ; isto e:
, Pq Pd Pq Pq _
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* -1
qu(t) = d(p,q)-€ (t) para 0 < t < 1.

Seja, agora, y:[;. Q] —> S um arco retificavel de comprimen

to A(y) = Supl] d(p,_;» P;)}< #+=. Ora Lo(my = ) L, =

yr' Tx y -
= )|F = ) d(p, P.) * G H
LPjPi. =1 i
- 1 N - *

entao, L. .(t) = A(y) G () e F = [‘ [ .

? \‘,C_J

== 1% )

Logo, F (x = l‘; J (x) = .‘_'Jupft | L {r) < %}

R = Sup{t | G—l(t) < x/A(y)}
= Sup{t | t < G(x/A(Y))

= G(x/A(Y))

2.7.3 = Um exemplo em IR

Seja ( R, F) onde qu(x) = exp(-l/(xlp-ql)) para

p#q e x >0. Sejarainda, y:[0, 1] — [0, 1] o arco

identidade. Ora, qu*(t)- <1/(1n t.|p=q|) com 0 < t < 1; e

¢y = 5 £.(ey = § | 1 e
L (t) = (t) = ) IF t) =
P jm=1 * jorlpgpyoyd

n
(=1/1n ) » ] (1/]p;mp 1 D)s
i i=1

O gue nos assegura Valer a condigao de regularidade. En

: ‘ n
tao,»LY’c(t) = [ﬁgg LY(W)](t) = i:g (-1/1n t)-i§§1/|pi‘Pi_1|)

= w+m(£), 0 que nos leva a concluir:

®
FY = [@+;] = 0; ou seja, o comprimento do arco y alcanga va-

lor +«,

Observemos, finalmente, que neste espag¢o vale apenas a
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desiqualdade triangular fraca, por vacuidade, de vez que qu

nao alcanca o valor 1.

2.7.4 - Um Espaco de Menger com F f F

Y X
Sejam S = R, F1 = FZ =H ,
PP PP o

0 se x < [p-qf

Pl (x) =

Pq

L exp(~|p-q[/x) se x > |p-q]

0 se x <0

2

e F_ (x) =

Pq

exp (~|p-q[/x) se x>0 .
Se definirmos
(o se y <1
1
G (y) =
e-'l/y se y > 1
0 se y <0
e Gz(y) = é evidente que F;q(x) =

e-l/y ge y > 0 :

= Gi(x/ip-ql)‘ para i = 1, 2; e deste modo vemos que (S, Fi)
sao espacos simpies e em consequéncia sao Espacos de Menger
com T = Min,'o que implica ainda mais, que vale em cada um
deles a conc-iic;'éo de regularidade.

Vamos agora construir um novo Espago (S; F) do se-

1
uinte modo: S =R, F = H F = F ara # e
g s pp o Pq Pa P P q P

; 2 -
ou q racionais; e qu = qu para p #q e p e q nao ra-

cionais. Note-se que o espago obtido nio é de Menger, para

T = Min; ou, mesmc, para T = Prod.
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Seja, agora, y:[b, i] —_— [b, 1] o arco identidade.

Seja, ainda, C, = {ﬂn} onde cada particao € formada

1
unicamente por pontos racionais; entao, para os pontos P
1'=9,50, 8008, 0 temos F = (x) = Fl (x) =
PiPj-1 PiPte1
< -
0 se x < p. Pig
- > -
exp(p; ;"P;/x) se x> p; - Py,
0 se t =0
. e [f 1*(t) = {p, — P se 0 < t < .
PiPi-1d Lo -

(p,=p,_)/In t se e = <t <1

Observemos os graficos:

ta

b - - —-— -

e.1 1 t
. *
Grafico de t = F_. (x) Grafico de y = [; -] (v)
' PiPi-1 PiPi g
Encontramos, ainda:
- tzx % 0 se t =0
L () = F ] ' . =1
' -1/ln t se e <t <1
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Consideremos agora C, = {nn} onde cada particao

todos os seus termos irracionais, exceto naturalmente P,

P, Entao,para i =1, 2, ..., n-1, seque-se:

0 se x < 0

0 se t =0

0 se t =0
e ey = 3 [ (o)
» = ' o =
onde By g=1k PPz
-1/1n se t >0
> *
e concluimos L. = ]lim L = (G7) .
YsCh e YWD
Seja, agora, C e C a colecao de todas as
[0, 1
4 < L < L .
deias em [0, 1]; temos LY,CZ Zleilye,
' . = L e Inf L =L
Lego, Sep-Lly e L "t by e ¥,C,
for F_ PL 1* ¢!
ve nos fornece = =
a9 , ¥ LGy
= = %
e F = |L = G2
X L Y,Cy
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3 = INTERMEDIARIDADE

3.1 - Intrcducao

Intermediaridade € um conceito geométrico de grande
importancia. Em termos de Espago MEtrico Probabilistico
(E M P) ja o proprio Menger (1942) e Wafld (1943) apresenta-
ram as primeiras idéias sobre como um ponto de um E M P es-
ta entre outros dois.

Neste capitulo veremos o conceito geométrico de in-
termediaridade nos Espagos Métricos e suas propriedades, e
quatro versoes da intermediaridade nos E M P. Inicialmente,
sao consideradas generalizacoes das idéias de Wald e de Men-
ger; em seguida, apresentaremos a Intermediaridade Probabi-
listica, para depois concluirmos com algumas id@ias sobre a
Intermediaridade tomando por base o Combrimento Aleatorio de
Arcos.

3.1.1 - Definicao: | seja (s, d) um Espago Métfico. Dizemos
| gue o ponto q esta entre os pontos p e
r (escrevemos pqr) Se p, q € r sao

pontos distintos e

d(p, r) = d(p, q) + d(q, r).

As principais propriedades da Intermediaridade Métri

ca podem ser resumidas no Teorema seguinte.
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3.1.2 - Teorema: | Seado (S, d4) um Fzpa.~ 3trico e dados p,
! g, £ € s em S, a in:cermediaridade Métrica

| tem as seguintes propriedades:

(Il1) Simetria dos pontos exteriores:

Se pqr entao rqp .

(I2) Unicidade do ponto interior:

Se pqr entao nem prq, nem qpr .

(I3) Transitividade: Se prq e prs

entao a) pgs e b) qrs .
(I14) Fechamento: B(p,r) = B(p,r)U {p, r}
€& fechado na topologia métrica, onde

B(p, r) = {q € S | par },

Demonstracao:
(1l): Simetria: evidente, em vista da simetria da

métrica d.

(I2): Unicidade: pqr implica d(p,r) =d(p,q) + d(q,r):;
vamos supor prq O que implica d(p,q) = d(p, r) + d(r, q); so
mando esta duas igualdades temos 2.d(r, q) = 0, que & um ab

surdo pois os pontos sao distintos. Igualmente podemos su-

por qpr, com idéntico absurdo.

(I13): Transitividade: pqr implica d(p,r)=d(p,q)+d(q,r)
e prs implica d(p,s) = d(p,r) + d(r,s); somando as duas

igualdades e usando a desigualdade triangular obtemos:
[ +*7] d(p,s) = d(p,q) + d(q,r) + d(r,s) > d(p,q) + d(q,s);
logo, temos d(p,q) + d(q,s) < d(p,s) < d(p,q) + d(q,s), ou

seja, d(p,s) = d(p,q) + d(q,s); isto &: pgs .
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Assim, [ = | pode ser escrito:

d(p, q) *+ d(q, r) + d(r, s) = d(p, q) + d(q, s) ou seja, qrs.

(I4): Fechamento: Seja {qn} = B(p, r) com lim g, -

n->xo

= q € §; entao, temos d(p,qn) + d(qn,r) = d(p,r) ¥ nelN;

como0 d & continua na topologia métrica, segue-se que

lim d(p, q_) + lim d{(g_, z) = lim d(p, r) que também se es-
R inacd k) no® n n -
creve d{p, limgq ) + d(lim ¢ , r) = d(p, r), ou seja,

¥} 30 I 171 >0

. d(p, q) + d(q, r) = d(p, r); donde: q € B(p, r).

3.2 - Intermediaridade de Wald

Wald (1943) usando a fungao triangular convolugao
(ver 1.3) assim definiu a intermediaridade: "q esta entre »p
e r se e sO se F = F * F__"., Pretendemos utilizar
pr  pa ~ gqr .
uma generalizagao desta definicao para qualquer funcao T ,

conforme Moynihan & Schwedizen (1979).

3.2,1 - Definicao: - | Seja (S, F, t) umEMP G, Sep, q e
r sao pontos distintos de S, entao ¢
esta entre p e r, segundo Wald (va-
mos escrever W(pqr)) se Fpr tH,, e

F = T(F F .
pr ( rq’ qr)

Como temos t(H, _, F) = H__ para toda F entao pode

mos concluir que também F_ e F _ sao diferentes de H e
‘ Pq qr +eo
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recordamos também, gue sendo os pontos todos distintos, te-

mos F , F e F diferentes de H .
pPr Pq qr o

Antes de vermos as condigoes nas quais a Intermedia-
ridade de Wald goza das propriedades vistas no Teorema 3.1.2,

precisamos de alguns conceitos relativos as funcoes triangu-

lares.

- ~ +

3.2.2 - Definicao: Seja 1 uma funcao triangular e Do A ;

- entao DT, o t-fecho de D, € o menor
+ - -
subconjunto de A gque contém D e & fe-
chado para a fungao T.

3.2.3 - Definicao: Seja T uma funcao triangular, entao pa
ra F, G, H ¢ DT com F # H, » dizemos
que T &:

(i) cancelativa, se t(F, G) = T(F, H)
implica G = H;

(ii) estritamente crescente, se G < H
implica T(F, G) < 1(F, H);

(iii)Arquimediana, se t(F, G) < F, com
G # H_ .

Estas propfiedades estao relacionadas enire si de
acordo com o Lema abaixo:
3.2.4 - lema: Sejam T uma fungao triangular e as afirma -

coes:

(i) 1t € cancelativa

i (ii) 1 €& estritamente crescente,
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(iii) Tt &€ Arquimediana. Entao:
(a) (i) = (ii) —> (iii) .
(b) (iii) implica que T nao tem elemento

idempotente nao trivial.

(c) Sendo T continua, entao vale a reci-

proca de (b).

Demons tragao:
(a) ¢+ (i) = (ii): Como G < H, entao T(F,G) <
< T(F,H); contudo, nao podemos ter T(F,G) = T(F,H), pois por

(i) teriamos G = H; logo, T(F,G) < T(F,H).
(ii) == (iii): Como G < H_, entao T(F, G) <
€ t(F, uo) = F,
(b) : Como 1(F, G) < F qualquer que sejam F e G
em DT, entao, fazendo F = G, temos T(F, F) < F; logo
T(F’ F) * FO

(c) : Para cada G em A+, seja ¢" = 1(G, gt

n > 2 EntEo, se G ¢# Ho' temos Ho > G > G2 > coe > Gn > eees

: . n ’ - -
seja H = 1lim G . De imediato, H # Ho: como T € continua

nm
t(H, H) = t(lim ¢®, 1im ™) = 1im T(G®, 6®) = 1lim G2® = & .
n-—o ) n =+ n -+
Deste ncedo, I é ilampotente, Como, po: hipdtese, T nao pos-
sul elemarto idempotente rnao trivial, entao H = H__ .
Agora, vamos supor 1 nao Argquimediana, isto &, exis~

tem F # H, e G ¢ Ho tais que 1T(F, G) = F. Assim:




\
#

(
s
b

TR, G) = (Tt (F, G), G)

= (F, H ) = H

Esta contradicao prova (c).

Vejamos, agora, em gue condigoes as propriedades do

Teorema 3.1.2 sao validas para a Intermediaridade de Wald.

3.2.5 - Proposigao: | Seja (s, F, 1) um E M P G; entaoc W(pqr)

(i) satisfaz sempre (I1) e (I3a) ;

(ii) satisfaz (12) se T & continua e
niao tem elemento idempotente nao
trivial;

(iii) satisfaz (I2) e (I3b) se T & es-
tritamente crescente;

(iv) satisfaz (I4) com relacao a

€,\A~topologia, se T € continua.

Demonstragao:
(1) ¢ (Il1): Evidente.
(I3a):
w(pqr) imp'ica ¥ e T'fF_‘G, F'{_r) e W(prs) implica Fps =
= 1(F__, F__}:; pela desiqualdade triancular (P4w) temos
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Fqs‘: t(';r' tr') =z Fps > r(qu, Fqs), donde:

ps pr rs

]
~
~~
ok
”~~
~rf

o
-
o
A
-
)
N

A
~
~~
ey
]

<F logo F = 1(F F ).
- ¥ps 99 ps pe’ gqs

ti1) & (12):

. Como W(pqr), entao F_ _, F_F_ sao diferentes de H e de
PT Pq rq o

H+m e

T(qu’ Frp) i T(quD T(qu, qu))

= t(F__, T(F__, F ))

Pq qr qr
< T(qu, r(qu, Ho))
= T(F ¥ a)

( pq’ qr

< qu; logo, nao vale W(qrp).

Lembremos que podemos escrever esta ultima desigual-
dade porque T € Arquimediana, como nos garante o lema 3.2.4c.
A demonstragao de que W(rpq) também nao vale & idén

tica.

(i1i) ¢ (I2):
Sendo 1 estritamente crescente, &€ também Arquimediana; por-
tanto, a demonstracao feita em (ii) continua valida.
(I3b):

Vamos supor ¢ > T(P__, F ) e, como ja vimos em (i) ue
: 18 qr rs

= T ), de ¥
FPS T(qu, r(qu. Frs)., decorre
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Este absurdo nos leva a concluir que:

F < 1(F__, F_); com a desigualdade triangular (P4w)
g8 qr rs

> = - 3
Fqs > T(qu, Frs), obtem-se Fqs T(qu, Frs), ou seja ,
W(qrs).
(iv) : (1I4) :
Seja {qn} uma sequéncia em B(p, r) tal que q  con-
verge para q _, um ponto de S, Se q, =P OU q =T nada

resta a fazer; entao, vamosS supor p, , € r todos distin

tos.

Como W(pan) qualquer que seja n e como Fq q con=
y g on

verge para H , entao:

o> TR ¥ )

pr pa," 9,
> r(r(qun, Fqndo), r(quqn, F nr))
= T(T(qun. Fan). T(quqn. quqn))
BLL LM T(quqn, quqn)) ;

como a expressao do lado direito da Gltima igualdade conver-

ge para T(pr. 39).= ?pr, entao concluimos que:

Fpr = T(quo, qur), isto e, W(pqor); ou ainda, q, € Bi(p ,T)s
[

3.2.6 - Exemplos.
3.2.6.1 - No Kspago de Wald:
L B +
Como a convolugao e continua e cancelativa em A y pe

lo lema 3.2.4 & também estritamente crescente, Arquimediana

e nao tem elemento idempotente nao trivial; assim a interme-
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diaridade 3 Wald goza de todas as propriedades (Il) a (I4)

no Espago de Wald.
*.2.6.2 -~ Mo Espago Equilatero:

Sejz T uma funcao triangular com elemento idempoten-
te nao trivial; isto &, existe Ger® tal que T(G, G) = G
com G ¢ Ho. Seja agora o Espago Equilatero onde qu = G pa
ra todo p # q. Deste modo, W(pqr) vale sempre, em qualquer
ordem, para quaisquer trés pontos distintos de S; isto €, fa

lha (I12).
3.2.6.3 - No Espago Simples:

Seja (s, F) o Espago Simples gerado pelo Espago Mé-
trico (S, d) e por G ¢ A+; entao ja sabemos que qu(x) =
= G(x/d(p, q)) e que (S, F, Min) & Menger, donde (S, F, Tyin)
€ um E M P G; neste caso "estar entre Wald" e "estar entre

métrico" sao equivalentes, como podemos ver facilmente.
Comegamos com:
Fpr(x) = Tuin(de’ qu)(x)
= Sug{Hin{Fpﬂ(u), qu(v)}u + v = x}
= Sup{Min{G(u/d(p, q)), G(v/d(q, r))}Iu + v = x}
= Sup{G(Min{u/d(p, q), v/d(q, ©)}) : u + v = x}
< Sup{G((u + v)/(d(p, q) + d(q, r))) : u + v = x}

= G(x/(d(p, q) + d(q, r)) ) ;

assim, temos Fpr(x) = G(x/d(p, r)) < G(x/(d(p, q) + d(q, r)))
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ou seja, df(p, r) > d(p, q) + d(q, r); como pela desigualda-
de triangular d(p, r) < d(p, q) + d(q, r) podemos concluir
que d(p, r) = d(p, q) + d(q, r).

No outro sentido, queremos provar que se d(p, r) =
= d{p, q) *+ d(q, r) entao, Fpr S TMin(qu’ qu

Vamos supor gue fosse F < t.. (F , F_ ); entao, teriamos
: ' T Min " pg qr

Gixfd{p, ) <« G{x/{d(p, q) + d(q, )} ) ou

v s 7.

01

bsurdo, ficando por

fu

p, q) + d(g, r), © Que

¥

-~

tanto provada nossa assergao.

3.2.6.4 - Um exemploc onde falha a lei do cancelamento no

)

+
semigrupo ( 4 , Torod

Seja S = {p, q, r, s}; notaremos t = 71 . Além
Prod
disso, sejam as fungoes:
0 se x <0 0 se x < 0
F (x) =4{ x se 0 <x<1; F_(x)=4{1/2 se 0 < x < 1,45;
Pg - rs -
1 se x > 1 1 se x > 1,45
F =H.; F =7(F , F Y3 F -
qr 1 )T 5 qr Fs 1
= T(F , F__)

Pela Preposiqém 3.2.5 temos que W(pqr) e W(prs) im=-
plicam em W(pgqs) e, deste modo, constatamos que nc E M P G

(s, F, TProd) a Intermediaridade de Wald goza de todas as

propriedades do Teorema 3.1.2.

0 se x <1
: 0,5 se 1 < x < 2,4
. + S -
Seja G & A , assim definida: G(x) 0,55 se 2,4 < x < 2,45
1 se x > 2,45
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0 se x <1
= T =
Observemos gque Fqs(x) (qu, Frs)(x) 0,5 se 1 < x < 2,45
1 se x > 2,45

e, portanto, G > Fqs .

E facil verificar que 7T(F__ , F_ ) = 1(F__, G); des=-
pq qs pq

te modo, nao vals a lei do cancelamento.

jen

Se definirmos F__ = G, deixando as demais  fungoes

N

como antes, teremos um novo E M P G (S, Fl, TProd) onde con-
tinua valido que W(pqr) e W(prs) implicam W(pgqs); porém ,

1 -
como construimos Fqs = G > Fqs nao vale W(qrs) e, assim fa

lha (I3b) do teorema 3.1.2,

3.3 -~ Intermediaridade de Menger

A primeira definigao de Intermediaridade para os

E M P fol apresentada por Menger (1942). Nesta definigao

ele afirmava gque o ponto q estd entre os pontos p e r se
1 =-F (x+y)>T(1=-F (x), 1=-7F (y)) [« ]

E’)[‘ 4 “( pq( ] qu) L = |

para todrn x @ v no iantervale (0, +=) 2 onde T € uma T-Norma
Triangulay; notarszmos, ness2 caso, Mipgr). Para esta defini

cao podemos dar a seguinte interpretacac:

"[A Probabilidade da distancia entre p e r ser maior
do que x + y| & maior do que ou igual a [uma funcdo T da pro
babilidade de que a distancia entre p e q seja maior do que
x e da Probabilidade de que a distancia entre q e r seja

maior do que y]."
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Verifiquemos, de inicio, que esta definigao € consis

tente com a intermediaridade métrica:

3.3.1 - Teorema: |Seja (s, F, Min) o Espago Simples gerado
pelo Espago Métrico (S, d) e pela funcao
Hys entao, dados p, q € r em S, temos
M(pgr) se e somente se pqr.

Demonstraqaoz M(pqr) ==> pqr:

Vamos supor gue pqr nao vale; isto é:

d(p, r) > d(p, q) + d(q, 1) .
Seja x = d{(p, q) e y = d(q, r); entao:

1—Fpr(x+y) = 1-H0((x+y)/d(p,r)°1)

= () <1 =

Min{l—Ho(x/d(P.q)-l), l-Ho(y/d(Q.r)~1)}

Min{1l - , 1L = F }
in{ qu(x)‘ qr(Y) ’

contrariando a hipdtese; logo, pqr.

pqr == M(pqr):

pqr significa d(p, r) = d(p, q) + d(q, r); entao, se

d(p, q) < x ou d(q, r) <y, segue-se:

1-Fpr(X+y) ; 0

Mip{l-Ho(x/d(p.q)-l), I—HO(y/d(q,r)-l)}

Min{l - F (x 1 - F :
g ) qr(y)

se d(p, q) > x e d(g, r) >y entac d(p, r) > x + y,
donde: 1 - Fpr(x +y) =1 = HO((x + y)/d(p, x¥) - 1) =1
>Min{l - F (¥, 1 -F (N} .

P4 q
. ®
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Agora, vamos dar uma nova versao a definigao de Men-

ger.

b
Inicialmente seja T a co-noama de 7, ou seja, a fun

gac definida em fo, 1] x [o, 1] da seguinte maneira:
*
T (a, b) =1 - T(1 - a, 1 - b).
Deste modo, a definicao [ * ] dada anteriormente pas

~ *
sa a ter a segquinte formulagao: Fpr(x+y) < T (qu(x),qu(y)).
Seja agora a operagao bindria ?T* definida em A7 por:
—— *
T tpx(F, 6)(x) = InflT (F(u), 6(v)) | v+ v = x} .

% . - - e .
Sendo T continua entao Tp* € uma funcao triangular
e assim, podemos, finalmente, apresentar a seguinte versao

para a Intermediaridade de Menger:

3.3.2 = Definicac: seja (s, F, t,) um Espago de Menger.
Sejam p, q e r pontos de S. Entao g

esta entre p ¢ r, no sentido de Menger

se F__ < T o(F qu): e continuare-
pr — T Pq

mos a notar M{pqr).

Observemcs primeiramente que s2 M(pqr) entao TT*(F "

P4
um iimite superior de F_ . Em segundo lugar, como

&

(e

F )
qr
Tp £ Tox esta reformulaczo € consistente com a desigualdade

. i«
triangular (P4g) Fpr > TT(qu’ qu) onde se ve que

T.(F , F ) & um limite inferior para F .
T pgq qr pr

Podemos comparar a Intermediaridade de Wald com a de
Menger e constatamos que esta € em geral mais fraca do que a

primeira:




3.3.3 - Proposigao: (i) No Espacgo de Menger a Intermedia-
ridade de Wald implica na Inter-
mediaridade de Menger.

(ii) No espago de Menger com T = Min ,

as duas Intermediaridades se equi

valem.

Demonstragao:

(1) ¢ W(pgr) === § =1 (F_, F )
pr T  pq” qr

§/\

. R
TT*(qu, qu) M(pqr)

~ *
(ii): Se T = Min entaoc temos T = Max e, usando os

conceitos de Sup e de Inf, segue-se TT = ?T*; logo,

F <71

or alP ., qu) = TT(F + F_ ¥,

T Pq Pq qr
que combinando com a desigualdade triangular (P4g) nos permi

te concluir:

= F
F TT(

. . qu), ou seja W(pqr)

Pq

3.3.3a - Coroldrio: | No Espaco Simples a Intermediaridade
de Menger coincide com a Intermediari-

dade de Wald.

Também no Espago de Wald, as duas intermediaridades

se equivalem:

3.3.4 - Proposigao: No Espago de Wald a intermediaridade
de Wald coincide com a intermediarida~

de de Menger.
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Demonst:agso: Note-se gue nos basta provar que a intermedia

ridade de Menger implica a de Wald. (A impli-

cagao contraria ja vale pela proposicao 3.3.3, tendo em vis-
ta que todo Espago de Wald & também de Menger.)

A intermediaridade de Menger, em termos probabilisti

cos, pode escrever-se:

1 - Fpr(x) = Prob {d(p, r) > x}

> Prob {d(p, q) + d(q, r) > x}

ou seija, F < F * F
pr — Ppq qr

combinando este resultado com a desiqualdade triangular (P4w)

F > F % F segue-se F = F  F ou seja W(pqr).
pr — " pq qr’ 59 pr pq qr’ L ﬁ:

No Espaco Pseudo-Metricamente Gerado, que & um Espa-
¢o de Menger com T = Tm, a Intermediaridade de Menger &mais
fraca do que a Intermediaridade métrica, no sentido de gue
esta implica na primeira, e nao na diregao inversa.

Antes de provarmos isto, vamos calcular T *.

=1 - Max {1 - a+ 1L ~-b -1, 0}

=1 - Max {1 - (a + b), 0}

Min {a + b, 1}

3.3.5 - Proposigao: | Seja (5, F) um Espago Pseudo-Metrica -
mente Gerado e sejam p, gqe r em § ,
tais que q esta entre p e r para qua
se todas as métricas d em D; ent3o g

esta entre p e q no sentido de Menger:

M(pqr).
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Demonstragao:
Seja x > 0; consideremos, entao, u, v > 0, tais que
u + v sy
Como, por hipotese, q esta entre p e r para quase to
das as métricas d € D, entao u( A ) =1, onde

A = {d l d(p, r) = d(p, q) + d(q, r)} .

Sejam os conjuntos: A = {d e A | d(p, r) < x} ;

i
ey
H
>

| d(p, 9) < u} 3

desde qu2 d(p, q) + d{(q, ) = 4 (1, < oy

Portanto: F o (xy = vld e A | d{s, )} < x.

A

p(B wC )
u v

iA

u(B ) + u(c )
u ) v

=F (u) + F (v) ;
Pq qr

ou seja, T1.x(F , F D (x) =

T* " pq’ g

= Inf{Hin(qu(u) + F (v), 1); u+ v = x}‘f F

Como ja acenamcs, o inverso desta proposicac & falso.

Vamos considerar como exemplo o Espaco (L, F), das funcoes
N - iR e . el . 5y - p
mensuraveis a lebesque em [0, 1] com F_ dada por F_. (x) =
i | £o fo
e "y 1
= A i t & \_“ '-_; EEN J ¢ P )
Sejam acora &s funcgoes en |1 (& &3 LIE =
f1/8 e D <t < 1/8

g(t) = {¢ se

[
S~~~
0
A
r
in
H
S
[S]



R
Observeros que g(t) > f(t) + h(t), para 0 < t < 1/8;

- - 1
logo, g nao esta entre f e h para ¢t € [b-'jfa' No entan-

to, podemos verificar que M(fgh) pois:

ng(u) = A{t | |£(t) - g(t)]|< u} =
At | 1/8 - t < u} para 0 <t < 1/8
= A{t | £t -t < ul} para 1/8 < t < 1/2
AMte | t < ul} para 1/2 <t <1 ;
th(v) = A{t | g(t) < v} =
AMte | 1/8 < v} para 0 < t < 1/8
=d{a{t | t < v} para 1/8 < t < 1/2
AMe | 0 < v} para 1/2 <t <1

Finalmente F. (x) = A{t | £ < x} = ([0, x)) = x .

Entao:

s, 4

£g’ th)(x) = Inf{Min{ng(u) + th(v), 1} u + v = x}

T*

> X

- th(x):

ou seja M(fgh).

3.4 - Intermediaridade Probabilistica

As nogoes de Intermediaridade vistas nos paragrafos
anteriores sao deterministas; isto &, dados trés pontos dis-
tintos, um deles esta ou nao esti entre os outros dois. £
de se esperar, contudo,vuma nogao probabilistica para a In-

termediaridade. Sheawood (1970) apresentou tal nogao para os
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E-Espagos, onde podemos falar da probabilidade de um ponto
estar entre outros dois. Vejamos um pouco como estas idéias

sao desenvolvidas.

3.4.1 - Definicgao: Seja (8, F) um E-Espaco com base no Es
pago de Probabilidade (@, U, P) e so-
bre o Espago Métrico (M, d); para trés
pontos p, q e r de S, a probabilidade
do ponto q estar entre p e r € o nume
ro B(pqr) dado por B(pqr) =P{t € Q|
d(p(t), r(t)) = d(p(t), q(t)) +

+ d(q(t), r(e))}

Quanto as propriedades da Intermediaridade, que vi-
mos no Teorema 3.1.2, podemos apresentar uma formulagao ana-

loga:

3.4.2 - Proposicao: | Sendo (S, F) um E-Espaco com base em
(2, U, P) e sobre o Espago Métrico
(M, d) e p, q, T € s em é, entao temos:
(11) B(pqr) = B(rqp);
(I12) B(pqr) + B(prq) + B(gpr) <

< 1 + B(pqp) + B(qrq) + B(rpr) ;
(13) a) B(pgs) > T_(B(pqr), B(prs))

b) B(qrs) > Tm(B(pqr), B(prs))
(14) C r(t) = {q¢ e s | B(pqr) > t} é

P
um subconjunto fechado de S na

e,\-topologia, para todo te [0,1].




Demonstragao:
(I1) Evidente.

(I2) Sejam os conjuntos:

{t | d(p(t), q(t)) + d(q(t), r(t)) = d(p(t), r(t))}

>
L]

+

B = {t | d(q(t), p(t)) + d(p(t), r(t)) = d(q(t), r(t))}

+

c = {t | d(p(t), r(t)) d(r(t), q(t)) = d(p(t), q(t))}
D = {t | d(p(t), q(t)) =0}
- E = {t | d(q(t), r(t)) =0}

F={t | d(r(t), p(t)) = 0};

assim temos: B(pqr) = P(A); B(gpr) = P(B); B(prq) = P(C)

-

B(pqp) = P(D); B(qrq) = P(E) e B(rpr) = P(F) .

Queremos provar que
P(A) + P(B) + P(C) <1 + P(d} + P(E) + P(F)

Observemcs que AME e D e, conseguentemente, AYBNC <D e
P(ANBNC) < P(D) ou
[L1] PCA) +P(B) + P(C) - P(AUBLIC) 5 P(D) ;
igualmente, como Af)Cc= E e Bfice F, concluimos:
[2] ®(a) + P(B) + P(C) - P(AyByC) < P(E) e
3] P(A5 + P(B) + P(C) - P(AyB)C) < P(F) ;
Somando [ 1], [ 2] e [ 3], obtemos:
3.(P(A) + P(B) + P(C) - 1) G P(D) + P(E) + P(F) .,

donde P(A) + P(B) + P(C) <1+ P(D) + P(E) + P(F)

E - e
FIOE S ) SRR
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' (13) Sejam os conjuntos:
A ={t | d(p(t), q(t)) + d(q(t), s(t)) = d(p(t), s(t))}
B =t | d(p(t), a(©)) + d(alt), r(t)) = d(p(t), r(c)))
c = {t | d(p(t), r(t)) + d(r(t), s(t)) = d(p(t), s(t))}
Observemos que Bf'C o A e assim

B(pgs) = P(A) > P(Bf'c) > P(B) + P(C) - 1

v

B(pgr) + B(prs) - 1 ;
e como B(pgs) > O temocs B(pgs) > Max{B(pqr) + B(prs) - 1, 0}
= T (B(pqr), B(prs)).

A demonstracao da desigualdade (b) segue o mesmo es-
quema. B suficiente tomarmos o conjunto D abaixo, em vez do

conjunto A:
D = {t] d(q(t), r(t)) + d(r(t), s(t)) = d(q(t), s(t))}.
(I14) se, x = 0, entao:

Cpr(O) = {q | B(pqr) > 0} = S, que & fechado.

Consideremos, pois, x € |0, 1]. Neste caso, se
q €8 - cpr(x), entao B(pqr) < x. Queremos mostrar que
§ - Cpr(x) & aberto, ou seja, existe uma vizinhanca N(q) de

q €8 - Cpr(x) completamente contida neste conjunto.

|

Seja D o= {t] d{pfu),al(r}) + J{q(t),rie)) > d(p(t),r(t))} e
P(D) > 1 - x:; logo, podemos escolter A » 0 tal gue
P(D) > 1 - x + A.

Para cada inteiro n seja o conjunto

D = {t] a(p(t),q(t)) + d(q(t),r(t)) >d(p(t),r(t)) + 1/n}
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o«
entao D e uma sequéncia de conjuntos tais que D = k,)Dn
n=1
e deste modo P(D) = lim P(Dn), donde existe m e Z tal que,
n-—+>«x

P(D) > 1 - x + )/2,
m

Vamos supor s € N(gq) = Nq(1/2m, A/2) uma vizinhan
cadeqcom € =1/2m e X = A/2 .

Sejam, agora, V = {t | d(q(t), s(t)) < 1/2m} e
K = {t | d(p(t), s(t)) + d(s(t), r(t)) > d(p(t), r(t))} ;
entao, Dmr\v & K e P(K) > P(Dm) + P(VY -~ 1
> (1 = x % Af2) # (1 = Af2) = 1
-1 = x

Mas P{(X} + B{psr) = 1 1logo Bi{psr® < ¥ 0 Eewnos

s £ & - ¢ (x) ¥ s € N(q) ou se = =

] SR A

corm a Intermediari dade de Menger:

3.4.3 - Proposigao: seja (s, F, T ) um E-Espago com base
em (Q, U, P) e sobre (M, d); se p, q €

r sao pontos de S tais que B(pqr) =1,

entao M(pqr).

Demonstragao: Se B(pqr) = 1, entao para todo x,y > 0 temos:

1-Fpr(x+y) = 1-P{eld(p(t),r(t)) < x+y}

v

1-P{tld(p(t),q(t))+d(q(t),r(t)) < x+y}

fv

1-P{t]d(p(t),q(t)) < x} - P{t]d(q(t),r(t)) < vy}

= l-qu(x)~qu(y) = (l—qu(X))+(1*qu(y))-1 ?

&




como 1 - lpr(x+y) > 0, entao:

1- Fpr(x+y) > Tm(l - qu(x), 1 - qu(y)), ou seja,

M(pqr).

0 inverso desta proposigao é falso. Alids, a Inter-
mediaridade de Menger & tao fraca que podemos ter  M(pqr) ,
mesmo cue a probabilidade de ¢ estar entre p e r seja 0. £ o

gue veremos no exenplo a seguir,

3.4.4 - Exemplo: Seja S um conjunto com ao menos trés ele-

mentos. Seja G a funcao assim definida:

0 se x £ 0
G(x) =
l-e ©  se x >0 .
Sejam @ = (0, +») e A a colegao dos subconjuntos de Q

mensuraveis a Lebesgue; para A € A definimos P(A) = f dG(x).
A

Para todo t € Q seja Gt: § x § —> IR assim defi

nida:

6. (py q) =
1 se p # q

o =4 8 = e &
Entao, rqux) ?ft e Q| § (py @) < x}

=pPlt | £ < x}

X
= dG(t) = G(x), para p #q e F = f ’

o

se p = q.

Deste modo, (S, F) & metricamente gerado e portanto,

(5 F,va)~é um Espag¢o de Menger, isométrico a E-Espago.
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Sejam p, q e r pontos distintos 42 S ; entao
B(pqr) = P{e | & (s, . . ' .. s =8 {p, 1)}

| 2e =
Q0
. = -y
Sejam, agora, x, y > 0, como 1 - e >0el>e ,
~ - =X =X= =X- =X =
entao l-ey>e - e youe y>e +ey-1,

o que é equivalente a 1 - Fpr(x +y) > (1 - qu(x)) +

+ (1 - qu(y)) - 1; como 1 - Fpr(x +y) >0, entao

1-F (x+y)>T (1- Fog(X)s 1 - qu(y)). ou seja, M(pqr).

pPr

A proposigao 3.4.3 possui uma inversa parcial que
apresentaremos sem demonstracao (tal demonstragao se encon -
tra, alias, bem detalhada em Sheawood (1970).)

3.4.3 - Proposiczo: seja (s, F, Tm} um E-Espago com  base

em (R, U, P) e sobre (M, d); se para
peremsS existe a > 0 de modo que
F . =H, entao para todo q de S M(pqr)

pr
se e somente se B(pqr) =1 .
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3.5 - Intermediaridade do Comprimento Aleatorio de Arco

No capitulo 2 tratamos de Comprimento Aleatorio de
Arcos que definimos como sendo uma fungao de distribuicao FY
associada ao arco Y. Vamos agora apresentar um conceito de
Intermediaridade usando o Comprimento Aleatdrio de Arcos.

Antes, observemos, que dados p € q em §, tem-se uma
_ fungao de distribuicao Flq! cuja interpretacao probabilisti-

ca ja & conhecida:

qu(x) = Prob{d(p, q) < x!}

Deste modo, a desigualdade qu(x) > Frs(x) para
qualquer x, corresponde a desigualdade métrica d(p, q) <
< d(r, s), desde que estas distancias de fato, pudessem ser
conhecidas.

Neste contexto, vamos agora, definir a Intermediari-

" dade do Comprimento Aleatorio de Arcos.

3.5.1 - Definigao: Seja (S, F) um E M P; sejam p, q e r
| em S; entao dizemos gue o ponto q e4-
ta entre p e r pelo comprimento de an-
co (e escrevemos C(pqr)) se:

(i) existe um arco retificavel Y

q
unindo os pontos p e r e passando

Por q ;

(ii) para dualguer outro arco retifica
| vel y unindc os pontos p e r tem-

{ -se F_ < F
i —_ Y
i q
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A condigao (ii) significa ser o arco L o "menor" ar

co unindo os pontos p e r, o que nos pode dar margem para
um estudo posterior, envolvendo o conceito de geodésica nos

E M P.

Inicialmente, vamos constatar que esta definigﬁo é

consistente com a generalizagao dos Espacos Métricos para os

EMP:

3.5.,2 =~ ProposigEo: Seja (S, d) um Espaco Métrico convexo

e (s, Fd) o E M P associado; isto é:
F = H ara todo e em S.
Pq d(p, @) ° PEA

Entao C(pqr) se e somente se pqr.

Demonstracao: Inicialmente observemos que pelo Teorema 2.4.1

tem-se F. = H ara toda curva y; e deste
: y T Hxy P ¥i

modo F > F_ & equivalente a A(y ) < A(y). {
Tg — ¥ 1 - 1
Mostremos a primeira parte da proposicao: T

( == ) C(pqr) significa existir um arco Yq' unindo
p a r e passando por q, tal que FY 3_FY Para qualquer outro
arco Y unindo p a r. !

Como o Espacgo € convexo, podemos considerar um arco

y', unindo p a r, tal que A(y') = d(p, r). Segue-se i

d(p, ) = A(¥') 2 A(y)) > d(p, @) + d(a, ©); o que, junto &

desiqgualdade triangular, nos leva a concluir:

I

d(py r) = d(P, ‘I) * d(q’ 1’).

(€= ) No outro sentido:

ica d{(p, r) = d(p, q) + d(q, r).
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Ora o arco yq, unindo p a r, tal que A(Yq) = d(p, r) satis-

faz as condigoes da definigao 3.5.1.

Quanto as propriedades da Tntermediaridade vistas no
teorema 3.1.2, podemos constatar a validade para a Intermedi

aridade do Comprimento Aleatorio de Arcos:

2.5.3 - Proposigao: | Sejam p, q, r e s pontos de (S, F) um

E M P onde vale a condigao de regulari

dade; entao:

(1) c(pqr) = C(rqp);

(I2) Se C(pqr) entao nem C(prq), nem
C(rqp);

(13) Se C(pqr) e C(prs) entao C(pgs)
e C(qrs);

(I14) Se C{paxr) © Y £ ¢ arco conside-

rade na deiiaioss 3.5 1, anteo

ODATA Vi mwr 8 E Y , conm
. ' q

£ s -em- se tamben S(psr)

Temonstragac:
(I1) se <¢C(pgqr) entao existe Yq:[h, B] —> S com
(a) = (b) = r e t ) = com
¥y Ps Yo ) Yq( R q

t, e (a, b); e para qualquer y unindo p a r temos FY < FY .
q

Seja agora Yy:[0, 1] —> s, assim definida:

y(t) = Yq(ta + (1-t)b); logo, Y(0) =y _(b) = r, Y(1)=y (a)=p

e, para t. = (b - te)/(b - a), temos 0 <t <1 e

1 1
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Y(tl) = yq(to) = g. Como ¢:[b, l] ——> [h, 6] tal que

$(t) = at + (1-t)b & bicontinua, entao Y, ~ Y € pelo coro

lario 2.2.2a existe FY = FY ; deste modo, concluimos por
q
C(rqp).
(12)
3¢ C{pqr), entao existem y_ € F_ , como em (Il); pe-
q Y
q
i 7% % *
la aditividade de arcos, ;FY | = féY J + [%Y ;] .
1 98 q.J p (l q

Vamos supor C(prgqg); logo, existe Yr' um arco unindo

p a2 q e passando por r, tal que FY > Fy, onde Yy € qualquer
r

g *
arco de p a q; e, ainda pela aditividade de arcos, [fy ] =
= el ] )
F + |F
Yp Yrq

*
Ora, pelo lema 2.1.3 (ii), [FY ] < [FY]; portanto,
r

* * * *
[? -] < [? ] < [F ] < [f .] , que nos leva ao absurdo
Ypr Yy "pq Yq

(13)

C{pqr) significa que existe Y, como em (I1) tal que

FY 2 FY para qualgquer y unindo p a r; e pela aditividade de

arcos temos

L N A EO S LN 5

Igualmente para C(prs) temos FY > FY' onde y' é qualquer

arco unindo p a s e ainda

A R R
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: ' * i *
Evidentemente temos [%Y ] % [%Y ] para qualquer yz unin-
qr 2

* *
do q ar e [f ] < [% ] para qualquer 73 unindo r a s.
L - Yo

Como podemos "somar” os arcos Yp e Y, obtemos

[qu_:]* : [FYrs]* - [Fqus]* . [FY4]*

onde Y, é qualquer caminho unindo q a s; o que nos leva fi-

nalmente a concluir FY > FY ou seja C(qrs).
qrs 4

A demonstracaoc de C(pgqs) & idéntica, usando os arcos

de e .
qu Yq Yq rs

(I4) Evidente

Observemos gque (I4) & uma forma fraca do fechamento.
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