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INTRODUÇÃOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

7',(\ [n"(zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcurar o Profes:.or Xavier e me colocar sob a sua

o::-ienteçãc)p~,ra a monocjrzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe.fLa , ele, f ní.c.i aLnent.e, me apresen -

tou o seu trabalho "Contribuição ao Estudo dos Espaços Métri-

cos probabilísticos" para uma leitura inicial; o assun t;o muí,«

to me agradou.

Começamos então com algumas idéias geométricas dos E~

paços Métricos (Blumenthal (1953», passando depois para Com-

primento Aleatório de Arcos (Xavier (1979», para concluirmos

com Intermediaridade (Moynihan & Schweizer (1979».

Por outro lado, para aclarar noções e idéias, tivemos

de consultar diversos outros trabalhos constantes da biblio -

grafia
i

entre livros e artigos; destes últimos, alguns foram

por nós estudados na íntegra.

Assim conseguimos concluir e estamos apresentando es-

ta monografia tratando de alguns concei tos sobre osVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE .6 p a ç .o .6

M ê .tJ U .. c .o s P J to b a b .i . . t1 ó i . i .e .c » (Cap. 1), sobre C o m p J U ..m e n .to A f .e .a tô -

J t . i .o d e . A J tc .o < > (Cap. 2) e ainda sobre In . te J tm e d .i .a J t id a d e .(C a p . 3),

isto é: sobre como."um ponto está entre outros dois".

1



.•. - ES"'>•. - -7 --zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

.1 - !:. Noçã)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAde ~~§!""-2 !.létr~..~.2 P~ob..::,b:!:J:.~Etico

Deve-se a Menge~ (1942) e aVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAWald (1943) a introdução

do conceito de E~paço Mêt~ieo P~obabilZ~tieo (E M P), como

uma generalização da teoria dos Espaços Métricos. A ideia

básica é considerar a distância entre dois pontos p e q dada

através de uma função de distribuição F
pq

Por sua vez, Sehweize~ e Skla~ (1960) consideraram o

uso de T-Normas (ou Normas Triangulares) para simular a desi

gualdade triangular, introduzindo, assim, o conceito de E~-

paço de Mel1geJl.

Posteriormente,VUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS v u d n e v (1965) introduziu nova desi

gualdade, incluindo todas as consideradas anteriormente, como

casos particulares; a noção de E~paço Mêt~ieo P~obabilI~tieo

Gel1e~alizado, daI decorrente, trabalha com as chamadas fun-

çoes triangulares t.

Neste cap í tuIo introdutório queremos recapitular al-

gumas definições e resultados fundamentais, contidos nesses

trabalhos e em outros que serão referidos posteriormente.

Iniciaremos com detalhes de notação.

+ ~ -
Assim 6 representara a classe das funçoes de distri

buição F:R ~ [O, lJ, não decrescentes, contínuas à esqueE

da, com Infimo O (zero) e supremo 1 (um), tais que F(O) = o.

+ .• -
Em particular H € 6 e a funçao assim definida:

o

2



H (x) •• O
ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e x <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

do, para cada rea

3

eHGFEDCBA( x ) : : : se x > O; por outro la-

a > O definiremos H E ~+, deste
a

modo:

H (x) = H (x - a), para todo x. Outros elementos de notação
a o

serao apresentados ao longo do trabalho.

1 . 1 . 1 - Definição: I UmVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE ~ p a .ç .o M ê : t l t ic .o P l to b a .b ia ~ : t ic .o (E M P)

é um par (5, F) onde 5 é um conjunto não

vazio e F é uma função de 5 x 5 em ~+[no-

taremos F(p, q) = F ] satisfazendo os
pq

seguintes axiomas:

(Pl) F = H ~ P = q
pq o

I
I (P2) F (O) - O

pq

(P3) F = F
pq qp

(P4) F (x ) •• F (y) - 1 ""9 F (x+y) =1;
pr rq pq

onde p, q e r são elementos de S e x e y

são reais.

Observemos que (P4) é uma forma fraca de "desigual-

dade triangular estocástica". Por exemplo, se as F não atin

girem o valor 1, ela vale por vacuidade. Esta definição de

E M P é uma generalização do conceito de Espaço Métrico, no

sentido de que todo Espaço Métrico traz dentro de si um EMP.

Isto fica máis claro com a proposição seguinte

1.1.2 - Proposição: (i) Se (S, d) é um Espaço Métrico, en-

)tão (5,

F ,..

pq

r ) é um E M P onde Fd(p,q)
d

:::

ti "
d (p , <1 ) •

(S. f ;:, '1,,",, f M P rígido [isto:i.i) Se

!
1_

.:.. F . ~l
I -'pq - a(p,q)

mct. a(p,q)~O qualquer
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e q em sJ então (S, d)

e um Espaço Métrico, com d(p,q)=a(p,q).

Demons tração: (i) (PI), (P2) e (P3) são evidentes.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(P4) F (x)
pr

1 --. H (x+ d(P,r» ::1 ~ x > d(p , r)
o

.,
F (y):: 1 -->H (y+ d f r j q) ::1 ==!>x > d(r,q)
rq o

assim, x + y > d(p,r) + d(r,q) > d(p,q) e

F (x + y) :: H (x + Y - d Çp ç q ) = 1
pq o

(Lí ) 1. d(p,q) ::a(p,q) > O

2. d(p,q) = a(p,q) - O~F ::H ~p = q
pq o

3. F = F ~a(p,q) ::a(q,p), isto é: d(p,q)=d(q,p)
pq qpHGFEDCBA

4 . F (a(p,r» + (/2) = 1 ~ ( > O
pr

F (a(r,q» + (/2) = 1 V ( > O então
rq

F (a(p,r) + a(r,q) + e:) :: 1VUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl.j ( > O o que signi-
pq

fica a(p,r) + a(r,q) + ( > a(p,q) ou

a(p,r) + a(r,q) ~ a(p,q), isto é:

d(p, d) < d(p, r) + der, q).

•

1.2 - Normas Triangulares. Espaço de Menger

Nesta secção tornamos conhecimento ,dos Esraços de Men

ger, os quais já envolvem uma desigualdade triangular esta-

cástica forte. Nestes espaços intervêm as chamadas normas

t.rLanqu La.re. que iremos, de inIcio, estudar.

1.2.1 - Definição: lumaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN O J tm a . T J t . ta .n .g u la .J t (ou T-Norma) é qual

quer aplicação T: [O, 1J x [O, 1J~ [O,1J

satisfazendo as seguintes condições:

(TI) T(a,1) = a

(T2) T(a,b) < T(c,d) se a < c e b < d;
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=T(b, a);

-(T(a. b), c) = T(a, T(b. c»);zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T é contínuazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAà esquerda;

com a, b , c e d em [O, 1J.

De imediato, podemos constatar que T(O,O) = o.

As normas que mais se farão presentes em nosso traba

lho sao:

Min : M in (x t Y) ••M in{x , y}

prod Prod(x, y) = x.y

Tm T (xt y) = Max{x + y - 1, O}
m

Note-se que Min é aVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAmai4 6o~te das normas triangula-

res, no sentido de que T < Min. qualquer que seja T; por o~

tro lado, existe urnanorma mai4 6~aea que todas as demais, a

saber:

Tw

: { Tw ( x • y) = x

l T (x, y) - O
w

se y = 1 (e igual a y se x = l)

se x < 1 e y < 1.

A condição (TS), a continuidade à esquerda, pode tam

bém ser caracterizada através da continuidade à esquerda em

cada urna das coordenadas. Agora,podemos apresentar a defin!

Ção do Espaço de Menger conforme Sehweize~ e Skta~ (1960):

1.2.2 - Definição: I Um EVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4paço de MeYl.ge~ é um terno (S, F, T)

(P2) e (p3) da definição 1.1.1, enquanto

.onde (S, F) satisfazem os axiomas (Pl),

T é urnanorma triangular; valendo, ade-

mais, o axioma

(P4m) F (x + y) > T(F (x), F (y»;
pq - pr rq

com P.q e r em S e para todo x e y

reais.



6

Con fo r
#zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J a acenemoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA•.teriormente, (P4m) e uma

forma forte da desigualdade triangular estocástica. Deste mo

do, é lógico, que deve implicar a desigualdade fraca (P4) da

definição 1.1.1. De fato:

1.2.3 - proposição: lum Espaço de Menger é um E M P.

Demonstração: Como os axiomas (Pl), (P2) e (P3) já valem,só

nos resta verificar (P4); ora, se F (x) =
pr

~ F (y). 1, então
rq

1> F (x + y) > T(F (x ) , F (y» = T(l, 1) = 1
pq - pr rq

•

1.3 - Espaço de Wald

Antes deZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS c .n w e . . i .z e lL e S R .. ta .1 L (1960) introduziram a no-

ção de Espaço de Menger, já fora apresentada por Wald, em

]943, uma versão forte dd desigualdade triangular estocásti-VUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r .: a , atr;:nl'~!; 0?'~r.1ça('dE' ccr1701Ul~ã(J,tefunções de distri-

bu í çào, h.:ll:,Ji.-emos que t dadas F e c , seu produto de convolu-

ção F * G é assim definido:

[F * G]

+00

(x) = L:(X - y) dG(y)

No nosso caso, em que F e G estão em 6+, os limites de inte-

gração podem ser tomados de O a x.



.3.1 -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI~... eVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAw~ldzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé um par (S,F) onde va

os axiomas (Pl), (P2) e (P3) da de-

finição 1.1.1 e, ainda, vale o axioma:

F ( x) > [F * F ] (x) onde
pq - pr rq

P t q e r são elementos de S e x é real.

(P4w)

Em todo Espaço de Wald é possIvel introduzir urna

T-Norma (no caso especIfico T = Prod) obtendo-se deste modo

um Espaço Menger.

1.3.2 - Proposição: I Todo Espaço de Wald é um Espaço de Men-

ger com T = Prod.

Demonstração: Tratando-se de um Espaço de Wald, já valem os

axiomas (Pl), (P2) e (P3). Então,só nos resta

provar que (P4w) implica em (P4m). Ora,

F (x + y) > [F * F ] (x + y) ••
pq - pr rq

f

X+Y

a F (x + Y - z ) dF (z)
pr rq

O

J

X+
Y

[ JX+Y- Z ]= . dF (t)
. pr

O O

dF (z)
rqZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r x + y rx+y- Z

=1 J dF (t).dF (z)
. pr rq

O O

•••

fI

dF (t).dF (z)
pr rq

[ A J

°2z2x+y

°2t2x+y-z



>ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI I cF {t}· dfzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA{z)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[ B ]
pr rG

~z~y

<t<x

= rdF (z) .rdF (t)
J rq pr

o o

= F (x) • F (y)
pr rq

Observemos que a integral [A ] é sobre um triângulo

enquanto [ B ] é sobre um retângulo contido no referido tri-

ângulo, donde a desigualdade entre as duas integrais .

•
1.3.2a - corolário:jTodo Espaço de Wald é um E M P.

Em todo Espaço de Wald podemos definir uma métrica e,

mais urna vez . observamoa que os E M P são generalizações de

l . '" " 'u ~ f1":' .' ~••• ó:J' r.:a(s-,.IS c ,~l .,_cos , Pa.ra definirmos esta métrica, precisamos

do seguinte lema:

- + -
1.3.3 - Lema:j Se F e G estao em 6 , entao, para todo x > O

(+00

I e-x d[F * G]Cx) =
J o . 1

+00 +00

e-X.dF(X).f e-X

o J o

dG (x)

Demonstração: Teremos necessidade, aqui, de um argumento de

caráter probabilístico, o qual será indicado

a seguir.
+

De fato, estando F e G em 6 , podemos pensá-Ias

como funções de distribuição associadas a variáveis

rias X e Y, independentes e não negativas, isto é:

aleató-

F "" F e
X
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= =ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA_::.a":zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc~ass~co nos garante que F * G = F
X+Y

desde que sejam ~ornadas como variáveis aleatórias ine

dependentes. Ora, é tar.bém conhecido que
-x

e
-y

e e
-

sao

igualmente independentes. Segue-se, então:

-(x+Y) -x -y -x
E(e ) = E(e • e ) = E(e )

-y
• E(e )

Mas: E(e-x,
/

(

+00

= e-x

Jo
dF( x)ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

fVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+OO

-y +x
E(e )... e dG(x)

o

e

+00

E(e-(X+Y» -VUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI e-X d(j • G](x)

o

destas igualdades segue o lema.

•HGFEDCBA

1 . 3 . 4 - Proposição: I Seja (S, F) um Espaço de Wald; então,

d : S x S ---+ R qefinida mediante

f
+OO-e

. d I p , q) = -log e

I 0

II~; lH11a T"'(.~:.rlcdell\ S.

dF (x) ,
pq

Demons tração:

1

+00

Inicialmente observemos que e +x dF (x) > O.
pq

o

pois
-x

e > O e F (x) > O se
pq

x > O •

Se p ••• q então eF (x) 12 H (x) = 1
pq o

para x > O



e

1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+0)

-xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
d F ( x) = e d x = 1

pq

oo

S p "I q en ~ , .> • .1~.t .:~ .cVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA» 'J 1~a l o ue O
pt! 'o) < 1

donde:

f

+OO

O < e-x dF (x) =
pq

o r o

o

-x
e dF (x)

pq

(+00

+ J e-x dF (x)
pq

x
o

<f"
o

dF ( x)
pq

-x
+ e o

r

+oo

dF (x)
pq

J x
o

"" F (x) +
pq o

-x
e o • (1 - F (x» < 1

-pq o

Sendo d Cp , q) -log

f
+OO-x

e dF (x), segue-se
pq

o

d Cp , q) > O e d(p,q) - O ~ p '" q •

Quanto ã demonstração de que d(p, q) = d(q, p), nada exige.

Usando agora o Lema 1.3.3, temos:

r r re-x dF (x) . e-x dF (x) = e-x d[F
pr * F ] (x) =

pr rq rq

o o o

[e + x
J +00 r[Fpr

* F ] (x)= • (F
pr

* F ) (x ) - • d (e -x)
rq rq

O
o

r+
oo

= ) e-x

o

< J+O)
e-x

o

. [F * F J (x)
_ pr r

dF (x)
pq

de onde conc1uimos:
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d(p, r) + der,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
-x

e dF (x)
pr f

+OO

• e-x dFrq(X)]

oo

> -log j
+oo

e + x

o

dF (x )
pq

= d(p,q).

•

1.4 - Exemplos de E M P

Nesta secção apresentaremos alguns exemplos de E M P

e suas propriedades mais marcantes. Ao longo do desenvolvi-

to de nosso trabalho voltaremos a nos referir a estes mesmos

espaços.

1.4.1 - Exe mpco e ::~~.J{7.ç(lVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAtq u .< .. tã . te l to .

1.4.la - Definição: I (S, F) é um E .6 p a .ç .o E q u .< ., tã .- tV ta se existe

+
G em ~ com G 1 H tal que

o

F = { Ho

pq

G

se p = q

se p ; q

r fácil verificar que todo Espaço Equilátero é um Es

paço de Menger com T - Min e, também, é um Espaço de Wald.
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.4.2 - ExezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~~t:J~~eh

1.4.2a: Definição:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI (S, F) é umVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAEhpaço Simpleh se existemVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t / .d em S e uma G em tals que

{ H (xl
se p "" q

F (x)

~ G:X/d(P,q))
pq

se pZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf : q

Nestas condições dizemos que (S, F) é o "Eap aço Sim-

_ pIes gerado pelo Espaço Métrico (S,d) e pela função de dis-

tribuição Gil.

Uma desigualdade elementar dos reais ser-nos-á útil

na demonstração de que um Espaço Simples é um Espaço de Men-

gero Recordemos esta desigualdade: se x/a < y/b então

x/a < (x+y)/(a+b) < y/b.

1.4.2b - Proposição: I Todo Espaço Simples é um Espaço de Men

ger com T ""Min.

Oemons tração: Como (PI), (P2) e (P3) não apresentam dificul

dades, verifiquemos apenas (P4m):

T(F (x), F (y)i = T(G(x/d(p,r», G(y/d(r,q»)
pr rq

= M i n { G ( x / d (p t r) ) t G( Y / d ( r , q) ) }

= G(Min{(x/d(p,r», (y/d(r,q»})

x+y )
< G( /d(p,r)+d(r,q)

x+y / ),
< G( d(p,q)

=F (x+y).
pq

•
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Duição sejam as F ;
pq

~ados pela integral:

k
E (X )

pq

13

rlOSO refere-se aos momentos de or-

leatórias X cujas funções de distri-
pq

lembremos que estes momentos são calcu

=:ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj+ :k dF (x);
pqzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o

assim,

l.4.2c - proposição: INO Espaço Simples (S, F) gerado por um

Espaço Métrico (S, d) e por G ; H , as
o

raizes k-ésimas dos momentos de or-

dem k, se existirem, originam um espa-

Iço hornotético ao espaço (S, d).

A demonstração desta proposição não apresenta difi -

culdade e por esta razão é omitida.

1.4.3 - Exemplo:VUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE~paço No~mado P~obabit1~tico

Se46tnev (l965) introduziu o conceito de Espaço Nor-

mado probabilIstico utilizando uma lei de composição interna

T que confere a 6+ .a estrutura de semi-grupo. Mais adiante,

consideraremos tais funções no contexto dos Espaços Métricos

probabilísticos Gereralizados. Aqui queremos apresentar uma

definição num contexto mais simples.

1.4.3a - C~finição: Um Eapaço No~mado P~obabil16tico (ENP)

é um par (S) N), onde S é um Espaço Li

I near Real e N urna aplicação de S em

IVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAs +, de sorte que:
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=3 =( :'P=OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
o

(O) = O
p

(~ 3) ~ (x) = NVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( x l I a I )
ap p

(N 4) N ( x) = N (y ) = 1 -=> N (x +y ) = 1
p q p+q

ou

(N4m) N (x+y) >T(N (x), N (y»,
p+q - P q

onde T é uma norma triangular, p e q

são elementos de S e x, y e a sao

reais.

Note-se que em vez de N(p) escrevemos, simplesmente,

N •
P

Um resultado imediato é que todo E N P é um E M P,

de modo que os E N P são casos particulares dos E M P.

1.4.3b - Proposição:

(ii) Se no E N P vale (N4m) então o Es

(i) Todo E N P é um E M P.

paço é de Menger,

Demonstração: 1:: suficiente tomarmos F:S x S ---+ 6.+ assim

definida: F = N
pq p-q

A verificação dos axi

ornas é simples e imediata.

1.4.4 - Exemplo: E M PVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIP~eudo-)Met~~eamente Ge~ado

Nesta secção queremos tomar conhecimento de uma elas

se bastante geral de E M P, ditos Metricamente Gerados e

Pseudo-Metricamente Gerados. Tomaremos por base os artigos

de Steven~ (1968) e N~~h~u~a (1970).
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e;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA;>"" S conjunto não vazio,ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV urna co

eção ce métricas em S e ~ uma medida

definida numa a-álgebra de partes deVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V, de sorte que:

[r] D = {d E V d(p,q) < x} é ~-men-

surável, Y p, q E S, Y x E B ;

[2J u ( V ) = 1 .

l'~nt;-io,o E 1>1.P \.4e.;(Ji,-tc.ame.nte.Ge.Jtctdo

o:r (S t D , u ) é o ?ar (5, F), onde F se

define mediante:

[3J F (x ) = u Í d E V I d í p , q ) < x} ,
pq

para todo p e q em S e qualquer x re-

alo

Se as d são Pseudo-Métricas (em vez de

Métricas) falamos que o E M P é P~e.u-

do-Me.tlt-tc.ctme.»te. Ge.ltctdo.

Lembremos que numa pseudo-métrica podemos ter pontos

distintos p e q, cuja distância é nula.

Corno já fizemos nos exemplos anteriores, vamos mos-

trar, também, que um Espaço Metri camente Gerado é um E M P;

aliás, é até um Espaço de Menger.

1.4.4b - Proposição: I Seja (5, F) um Espaço Métricamente Ge-

rado, então

..
e um(5, F)(i) E M P

(ii) (S, F) é um Espaço de Menger com

a norma T ;
m
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Cada FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé contínua em zero (na-
pq

turalmente, sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp # q).

De~onstração: A demonstração desta proposição, apesar de

longa, é ilustrativa de certos fatos e, por

isto, vamoS apresentá-Ia completa.

(i) (P1) Se p = q e x > O entãoZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

l i d EVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV , e F (x) = u i d E V
pq

= u ( V ) = 1 .

O •• d í p , q ) < x ,

d(p,q) < x ] ==

No outro sentido, partimos de F (x) = 1, l i x > O;
pq

em particular ~{d E V I d(p, q) < l/n} = 1 l i n E N •

Notemos A = {d I d(p, q) < l/n} e observemos que
n

AI::> A
2

=>
00

::> n An: então

n= L n -+<O

1 = lim l.I(A ) =
n

••• => A::>
n

00

== ~(n~) = ~{d I d í p , q) :: O}: ou seja, existe d E V tal

n=l

que d(p, q) = O i em consequência, p = q.

(P2) e (P3) são evidentes.

(P4) 'Temos: F (x) '" 1 ~~{dl d(p,r) < x} = 1;
pr

F (y) = 1 ~~{dl d(r,q) < y} ee 1;
rq

então 1 :::. \! { d I d(p,r) < d(r.,l) < ',}I X e

•.•{d I d(p,q) < x + yt,

isto e, F (x + v) := 1
pq •

(li) (P4m) F (x + y) > T (F (x), Frq(y»pq - m pr

••Max{F (x) + F (y) - 1, O}.
pr rq

Se Max {F (x) + F (y) - 1, O} é igual a
pr rq

zero,
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en c ao , e3~á satisfeita. Vamos, pois, supor

ue (y) - I, O} seja diferente de zero.
r-a.

Consideremos s conzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj U!1tos {d d(p, r) < x ]A
x

{d der, q) < y} eA
y

A = {li I d ( p, q ) < x + v l ,
x+y

don de ( x ) '" 11 ( 1\ )
[lI

F ~~,)
rq

então

= 11(A
x
+

y
)'11(A ) ~ F (x+y)

) pq

LO!:\O A ('1ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA c: A ,
x y x+y

\.1(A nA ) < \.1(A )
x y - x+y

e F (x + y) = \.1(A )
pq x+y

> 11(A ()A )

x Y

= 11(A ) + 11(A ) - 11(A lJA )
x Y x Y

> F (x) + F (y) - 1
pr rq

(iii) com x > O; e seja
n

Suponhamos que X ~ O
n

E = {d I d(p, q) < x }, para n = 1, 2, 000

n n
onde

pVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf= q; então, lim E = '/;
nn -+<Xl

e deste modo: lim F (x) - lim F (x)
X ~o pq n n-+«> pq n
n

= lim 11(E )
n

n-+«>

=11( lim E )
nn -+<JO

= 11('/;) = F (O) •
pq

Como as F já são contínuas à esquerda, então podemos con-
pq

cluir que são sempre contínuas em zero, encerrando assim a

demonstração.

•
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18HGFEDCBA

~ c · - - ' x - - - E M P ~ (Pseudo-)Metricarnente

Gerado?

Desde o início falamos que os E M P são qene raLí za

çoes dos Espaços Métri cos e, dado umzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE M P, podemos ter al-

a métrica. Assim sendo, um problema que se coloca, é sa-

er quais as condições para que um E M P seja (Pseudo-) Me-

_r:'carnente Gerado.

_.4.5a- Lema:

Ll'Jtp.· 3e ']l:S

além disso,

Sejam (S, F) um E MP e a E [0.1); da-

dos p e q em S, consideremos

d (p, q) = inf {xlF (x) > a}; então:
a pq

(i) d é uma pseudo-métrica em S se e so-
a

mente se satisfaz à condição

F (x)
pr

> a..•. e

F (y). > a ~ F (x + y) > a
rq - pq

[ A ]

(ii) d é uma métrica em S se e somente se
a

cada F é corrt In ua em zero (com plq,
pq

n a t ur a Lmen t e ) •

ti (J'
a

"-!) < x 4I<="'~' F ( x) > a
pq

F (x) = s up {a
pq

d (p, q ) < x } •
a

A demonstração deste lema é um tanto longa e não

apresenta nenhum fato novo digno de menção, sendo por esse

motivo omitida.

Agora, dado (S,F), consideremos a aplicação

T.,. : [o. 1J x [Ot 1J ---+ [o, 1J tal que:
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-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
y) I ( x) > a; F (y) > b}.

pr - rq

Esta aplicaçao satisfaz as propriedades (T2) e (T3)

as T-Nor~as Triançulares (Vide 1.2.3):

(T2) T F (a , b ) ~ T F ( c, d ) se a < c e b < dVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi

(T3) TF(a, b ) ••FF(b, a):

além disso, vale com T
F

a desigualdade triangular estocásti-

ca forte:

(P4m) F (x + y) > TF(F (x), F (y»
pq - pr rq

.ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
I

por isto, esta aplicação T
F

é chamada deVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAqua~e-no~ma.

Para provarmos que os Espaços de Menger com a Norma

T = Min são Pseudo-Metricamente Gerados, precisamos de ou-

~
tro lema que se refere precisamente a quase-norma T

F
;

1.4. Sb - lema: I Seja (S, F) um E M Pi se T
F

> Min então

vale a condição [ A ] do lema 1.4.Sai isto

.•
e:

F (x) > a e
pr

F (y) > a ====> F (x + y) > a [ A ]
rq - pq

Demona tração:' Se F (x) > a e F (y) > a, então, para
pr rq

•

algum b > a, temos F (x) > b e F (y) > b
pr rq

e TF{b, b) = inf{F (x + y) I F (x) > b r F (y) > b } i
pq pr - rq

donde, F (x + y) > T (b , b) > Min (b, b ) = b > a •
pq - F
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1.4.Sc - Teorema:

é Metricamente Gerado, se cada FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
pq

for contínua em zero (com p, q)

que é um Espaço deTodo MengerE M P

com T - Min

é Pseudo-Metricamente Gerado;(i)

(t í.)

Demonstração: (i) Vamos supor, por absurdo, que

TF\a, b) < Hin('l, b ) entac,

F (x'" y)
pq

b) e, Mi n (F (.'.. F ( y ) )
,Ir rq

< Nin(ü.

o que contradiz (P4m); logo T
F

~ Min e pelo lema 1.4.Sb va

e a condição [ A ] o que implica, pelo .Lema 1.4.Sa queVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

v = {d I a E [O, I)}
. a

é uma familia de pseudo-métricas.

Vamos agora definir uma medida ~ na a-álgebra de pa~

~es deVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV do seguinte modo: dado D E V, então

~(D) = À{a I d E D},
a

onde À é a medida de Lebe sque em [O, 1).

Verifiquemos as condições [I J, [2]. e [ 3 ] da

efinição 1.4.4a:

r I ] ~{da I da (p,q) < x} = À{a I da (p, q) < x} O que nos

diz ser {d I d (p, q) < x} ~-mensurável.
a a

2 ] u (ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV ) = ~ {d I d E V }
a a

= À {a I d E V } = À [O, 1) = 1
a
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[ 3 ] tem-sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1

F (x) = lJ{d EZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV I d (p , q) < x}
pq a a

= À{a d (p, q) < x}
a

, .

••• >da I F (x) > a}
pq

= À [O, F (x) )
pq

= F (x); assim,concluimos ser (S, F)
pq

pseudo-Metricamente Gerado.

(ii) Esta segunda parte decorre imediata da parte

(ii) do lema 1.4.Sa.

11

Corolário:

zero.

Um Espaço Simples (ver 1.4.2) é Metricamente Ge

rado se e somente se a função G é contInua em

1.4.6 - Exemplo:VUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE-E~paço

She4wood (1969), tomando por base os estudos de

S.tevelt~ (1968) sobre os Espaços Metricamente GEra~os, consi

derou uma extens ão deS:3e conce i to, que e l.e ch 'o ,10L! de E-Espa~'

ço , Neste seu t raoa.iho , no quaL nos base arer.o s, .z Le demons-

ra as principais propriedaàes dos E-Espaços, conçluindo pe-

Ia caracterização destes, como Espaços Pseudo-Metrica-

ente Gerados.

No que se segue, teremos necessidade de trabalhar

com um Espaço de Probabilidade (n, A, P), onde n é um con-

junto não vazio, A é uma a-álgebra de partes de n e
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:0 ~ 10, 11 una :>roba;:,i lidade; isto é: P ( O ) ::1 e se

2'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
... E í} com A. () A. ; ~, então P(A lJA \.J ... )

""l.
J 1 2

- P (AI) + P(A
2

) + ...

1.4.6a - Definição: I (S, F) é um E-E~paço sobre o Espaço M§

trico (M, d) se S é um conjunto de fun

ções de um Espaço de Probabilidade

(0, A, P) sobre o Espaço Métrico(M, d)

tal que

[ 1 ] para toda função p e q em S e to

do real x ,

{r E nld(p(t), q Ct ) < x} E A ;

[ 2 J e F é uma aplicação de

t:r:1 c\+ as s i m defini.da:

s x S

.~ ( x ) = 1) {t t: n I d ( p ( t ) , q ( t » < x}
P'

Com demonstração serrelhante à da proposição 1.4.4b,

mostra-se que os E-Espaços são Espaços de Menger com T = T
m
•

Os demais resultados sobre os E-Espaços falam de iso

metria entre espaços. Sabemos que dois Espaços Métricos sao

isométricos se existe uma aplicação bijetiva entre eles, que

preserve as.distâncias. Semelhantemente,temos nos E M p:

1. 4. 6b Definição: Dois E M P (S, F) e (SI' FI) sáo iso

métricos, se existe uma aplicação ~,

bijetiva, entre S e SI de tal modo que

F(p, q) = Fl(~(P), ~(q».
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OdO Esp3.ço ~letricamente Gera-

o é -Espaco. por ser bastante longa,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-
nao

.•.
sera apresem: o inverso, -porem,a~ui em nosso trabalho.

desta afirmação, não é verdade: existe E-Espaço que não é Me-

tricarnente Gerado. Vamos constatar isto com um exemplo.

1.4.6c - Exemplo: Seja n •• {O,I}, então A:: {~, {O},{I}, n}

e vamos definir p(0) K O, P( n ) :: I e

P ({O}) •••P ({1}) •• I/2; deste modo, (n, A, P) éum Espaço

de Probabilidade. Seja, agora, S - {p, q} onde

p(O) - 2, p(l) = 3 e q(O) >I: q(l) = 2

Deste modo, F = F 1: H
pp qq o

e

F (x):: F (x ) = r t e € nl Ip(t) - q(t)1 < x}
pq qp

=

se x > I

o se x < O

1/2 se O < x < I

I

Assim,' tem-se que (S,F) é um E-Espaço sobre os reais e, corno

já vimos na proposição 1.4.4b (iii), se (S, F) é Metricame~

te Gerado, então. cada F (com p ~ q) é contrnua no zero.
pq

Logo, aqui,temos um E-Espaço que não é Metricamente Gerado.

Se pensarmos agora em termos de Espaços pseudo-Metr!

camente Gerados,podemos demonstrar a afirmação nos dois sen-

tidos; isto é:

Um espaço é Pseudo-Metricamente Gerado se e somente

se é isométrico a um E-Espaço.
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• • . ç -ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
L r aca ;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAue para um E-Espaço (S,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAF) sobre

(M, d), com base no Espaço de probabilida-o Espaço Métric

e (n, A, P),podernos definir, para cada t em n e para cada p

e q em S, a aplicação d : S x S -> IR tal que
t

dt(P, q) = d(p(t), q(t» .

A verificação de que d
t

é uma pseudo-métrica e que a

coleção destas pseudo-métricas geram o Espaço é bastante sim

p Ies .

1.5 - Espaço Métrico Probabilístico Generalizado

A generalização da noção de Espaço Métrico Probabi -

lístico foi empreendida, inicialmente, por S~~~tl1~V(1965)no

contexto da noção de Espaço Normado Probabilístico. Tal ge-

neralização decorre da introdução de normas triangulares ge-

neralizadas (ou funções triangulares T) que são operações no

espaço das funções de distribuição de probabilidades, ao pa~

so que as normas triangulares introduzidas por Menger -sao

ope raçoes no intervalo [o, 1J. Posteriormente, a formulação

proposta porVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS~~~tn~v foi estendida aos Espaços

Probabilísticos.

Métricos

1.5.1 - Definição: Urna Função T~~angula~ T (ou Norma Tri-

angular Generalizada)
.•
e urna operaçao

b í •• " A +l.narl.a em is que goza das seguintes

propriedades:

(1) T(F, H ) = F
o



25zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr r r , G) :: T(G, F)

(3) T(T(F,ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAG ) , H) c T(F, T(G, H»

(4) T(F
I
, G

1
) 2. T(F

2
, G

2
) se FI ~ F

2

e G. < G
1. - 2

Como H
00

~ +)
e o menor elemento de ~ temos T(H ,F = H

00 00

Podemos partir de normas triangulares no [o, iJ 2 e

obtermos funções triangulares. Uma maneira imediata é defi-

nir, ponto a ponto, a função triangular, conforme:

1.5.2 - Definição: Dada urnaNorma Triangular T definimos

a função triangular T do seguinte modo:

T(F, G) (x) :: T(F(x), G(x» para todo x

real.

A verificação das propriedades (I) a (4) da defini-

çao 1.5.1 não apresenta a rnlnima dificuldade.

Neste cont.e xt.o Min (~ rnaxirnalna classe das funções

T(F, G) < -r(F, H ) :: F
o

T(F, G) < T (H , G) "" G
.
í

o
-v

T (F, G)(x) < Min(F(x), G(x» = Min{F, G) (x)

t rd anqu l a res: de fato:

1.5.3 - Proposição:

Demon stração:

e

logo,

Se T é uma flmção triangular então

T < Min •

•
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Outra ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi ra de se definir a função triangular, a

partir de uma norma triangular, foi rnotivad~ pela refo~.ula-

ção que Serstenev fazIa na desigualdade triangular estocásti

ca forte que já co~hecernos de 1.2.2; logo mais, veremos esta

reformulação.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.5.4 - Definição: Dada urnanorma triangular r, ternos que

T
r

é uma Função T~iangular cujo valor,

+. - -para cada F e G em 6. e a funçao.

Tr(F, G) assim definida em ~ :

Tr(F, G) (x) • sup{T(F(tx), G«l-t)x» t

com t; e [O, 1J}

•• sup{T(F(u) ,G(v» I u+v a x}

Carece de qualquer dificuldade a demonstração de que

TT é, na realidade, uma função triangular; por esse motivá,

sendo aqui omitida.

1.5.5 - Definição: UmVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE~paço Mêt~co P~obabltl~tlco Gene-

~aLizado (E M P G) é um terno (S,F, T)

onde S é um conjunto não vazio, F ê

urna aplicação de
+ .,.

S x S em 6. e T e

uma função triangular, e valem as pro-

priedades (Pl), (P2) e (P3) da defini-

ção 1.1.1 e também a propriedade

(P4g) F > T (F ,F )
pq - pr rq

Como podemos observar, um Espaço Métrico ProbabilIsti

co Generalizado (E M P G) ê uma modificação do Espaço de
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ençe r ,ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.J . . . .5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBALh.ViJ":" e oace szyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA), (P2) e (P3) já nos são por de

ais connec P4q) é a modificação que acenamos, acima,

de (P~rn). Ls : (P4g) é equ.í va l ent.e a (P4m), desde

que e s te j =-::- crebeIhando com as f un çce s 1T' pois,

r (x)
pq

TT(F ,F )(x)
pr rq

1 , j x E: l~

= sup{T(F (u ) , F (v» lu + v = x l .
pr rq

donde F (u + v) > T(F (u), F (v»
pq - pr rq

e no outro sentido:

F (x + y) > T(F (x), F (y»,
pq - pr rq

donde F (x + y) > sup{T(F (x), F (y»}
pq - pr rq

:.: T (F , F ) (x + y)
T pr rq

Com isto provamos a seguinte proposição:

1.5.6 - Proposição:

então, (S, F, TT) é um E M P G.

Se (S, F, T) é um Espaço de Menger

Já em relação ao Espaço de Wa1d,é evidente que é um

E M P G. Apenas por uniformidade de notação vamos escrever:

F * G a T*(F, G).

Os E M P G podem ser classificados de vários modos.

A classificação'que a seguir apresentamos, leva em considera

ção as propriedades da função triangular T.
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e}a (S, F, T) um E M P G. Então diz-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

..•
-se que e:

(i)ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp ~ õ p ~ o se T(H, H
b
) > H b

a - a+

(ii) de Menge~ se T:: TT

(d í í ) de W a .td se T:Z: T *

Nh<, v i.mos TU~ rl.:;.rJ,.::, '_li o F.spaço ~létJ:"J.copodemos
cons-

ruir um E ."1 ) (ve : prop'nição 1.J.2VUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
J ~ "C L t vamcs mostrar

!l1e é p~;;,;Iv~1 ccn.i t ruí r un: F ~1 f) c., r o c':~!~oc spe cf fí.co, um

.t; M P G ~)róprio

1.5•8 - Teorema:

Demonstração:

(i) Sejam (S, d), um Espaço Métrico; F

assim definida: F(p,q) =F =Hd( );
pq p,q

e T uma função triangular tal que

T (H , Hb) - H b; então (S, F, T) é
a a+

um E M P G próprio.

(ii) Se(s, F, T) é um E M P G próprio

e existe d: S x S --+ R tal que

F ::IId( ); então (S, d) é um Es
pq p,q

paço Métrico.

(i) como já provamos na proposição 1.1.2 que

(S, F) é um E M P, então necessitamos

apenas provar que vale (P4g); mas

T(F ,F ) = T(Hd( )' Hd( »
pr rq p,r r,q

::Hd(p,r) + d(r,q)

< H •••F
d(p,q) pq
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-~strar que d tem as propriedades

de urnamétrlca'

1. d(p, q)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> O é evidente.

d (p, q) •• O ~ F = Hd ( ) = H ~ p •• q
pq p,q o

2. d(p, q) ~ d(q, p) é evidente.

3. H = F > T(F ,F )
d(p,q) . pq - pr rq

= T(Hd(p,r)' Hd(r,q»

> H d ( p , r) + d ( r , q), i s to é:

d Ip , q ) < d(p, r) + d(r, q)

•
1.6 - Topologia ~ E M P

Queremos apresentar algumas idéias topológicas dos

Espaços Métricos Probabilísticos. Nos Espaços Métricos te-

rnos a topologia métrica e ternos as topoiogias metrizáveis.

NoS E M P vamos considerar a topologia definida pelas vizi-

nhanças esféricas a dois parâmetros,conforme vamos definir,

logo a seguir.

1.6.1 - Definição:· Seja (8, F) um E M P. Dados E > O e

À > à aVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBABola ou V~z~nhan~a E~6ê~~ea

de parâmetros E e À e centro em p de S

é o conjunto

À
N (p) •• {q E S I F (E) > 1 - À}
E pq
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e podemos dar para esta definiçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

õ_ (?~ é o conjunto dos pontos q em S tais que
e:

é a se çu.írrt e e

a probabilidade que a distância aleatória entre p e q sej a

enor do que e:, é maior do que 1 - À". Sendo deste modo, que

e: > O funciona corno o raio dn bola ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAÀ > '.1 é l.'\'TI n J'vr- L pr~

babilístico de significància.

Sendo as F contínuas à esquerda podemos provar fa-
pq

cilmente que a topologia induzida pelas vizinhanças NÀ(p) z
e:

= N(p) é uma topologia de Hausdorff. Para isto vejamos os

lemas seguintes:

1. 6 • 2 - lema:

(i) p E N(p)

Seja (8,ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAF ) um E M P. Então:

(ii) q € N(p) ~ p € N(q)

(iii) €l ~ e:2 e Àl ~ À2===> N1(p) c N2(p)

(iv) dadas N
1

(p ) e N
2

(p) existe

N
3
(p) c N

1
(p) ()N

2
(p)

Demonstração: (i) e (ii) são evidentes.

Seja q € N1(p) ~F (lS
l
) > 1 - À

pq 1

===-i>F
pq

(1S
2

) > 1 - À
2

===> q E N
2

(p)

(iv) - Seja E3 - Min{E
1
,E2} e À3= Min{Àl,À2}

(iii)

então, para q € N
3
(p), temos F

pq
(E
3
) > 1 -

ca F (E 1) > 1 - À 1 e F (e: 2) > 1 - À 2 'pq . . pq

À
3

: o que signif!

isto
..
e:



31zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

•••..• 3 - Le

juntas.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-..;·e""";VUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL ) um Espaço de Menger temos:

'(i) se q E N(p) então existe N(q) c:: N(p);

(ii) se p ; q então existem N(p) e N(q) dis-

Demonstração: (i) Seja q E N(p) então F (E) > 1 - À e como
pq

é contínua à esquerda então existemF
pq

~ < E e À < À tais que
-o o

F (E) > 1 - À
pq o o

> 1 - À.

- Seja N(q) = {r I F
rq

(E
1
) > 1 - À

1
} com e À

1
E < E - E
1 o

tal que T(l - Ào' 1 - À1) > 1 - À.

Seja, agora, s E N(q); então, Fqs (E: 1) > 1 - À
1

e F (E) > T(F (E), F (E - E »
ps - pq o qs o

> T(F (E), F (E
1

»
pq o qs

> 1 - À ;

logo, s € N(p).

F (x ) = a < 1
pq

b E (O, 1) tal que T(b, b) > a •

(ii) Sejam x > O tal que e

Sejam,ainda,as bolas: N(p) = {r I F (x/2) > b ] e
pr

.~ f Q ) = {a I F ( x/2) > b ]
q-:.

deste modo. \j (fi) e N «("t ) s:i:) (";';jurt':as~ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

C ( . e xí s t í r i ,,- f', {.. , : '\ » t ) ~:E'remos, . p) l~, q

t! •• F (x) > T(F (x/2), F (x/2» > T(b, b) > a ,
pq - pt tq

absurdo:

•
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1.6.4 - Teo=e~:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI senco (SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt F, T) um Espaço de Nenger, então

a famíliaVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN das bolas N(p) constituem uma

base de vizinhanças abertas para uma tcp~

logia de H~us~orff em S.

Demonst=açáo: Os Lemas 1~6.2 e 1.6.3 são a prova do teorema.

Ao longo do nosso estudoZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI cuando ':(1 t.s rrnos era -t O? 0-'

logia nos E M P, estaremos nos referindo a esta

. de Hausdorff, também chamada a E,À-topologia.

topologia



2 - COMPRIMENTO ALEATORIO DE ARCOS

2.1 - Conceituação. Pseudo-Inversas.

Nos Espaços MétricoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé possível considerar os concei

~os geométricos de caminho, arco, segmento e outros. Aqui,

vamos estendê-los aos Espaços Métricos Probabilísticos(EMP).

Veremos que as extensões propostas. são coerentes com os rnes-

os conceitos considerados nos Espaços Métricos. Nós nos ba

searemos em trabalho de Xav~e~ (1980).

Dado um E M P (S,EDCBAF), podemos sempre considerar uma

certa topologia; aqui, consideraremos a topologia gerada pe-

Ias vizinhanças esféricas de que tratamos em 1.6. Chamamos

de a.~c.o,no Espaço S, a toda aplicação y: [a,srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAbJ ~ S que

seja contInua e injetiva. trabalhar comVamos arcos

onde y{a) ~ y(b).

No intervalo [a, bJ consideremos pa~t~cõe~ n que no-

taremos n ••• {t a .8, tI' ••• , t ""b },
o. n No~maChamamos de

da pa4t~Cdo n (representada por E(n» ao maior dos números

t. - t. l' para i.= 1, 2, .•., n. E dizemos que uma parti-1. 1.- .

ção ~1 é ma~~QPONMLKJIHGFEDCBA6 ~ n a que outra partição n
2

se n
1

~ ~2' Natu

ralmente E(n
1
) ~ E(n

2
).

Dado um arco y de [a, bJ em S e feita uma partição

em [a, bJ ternos em S um polZgono ~ob~e o a.~c.oy que é o con-

junto das imagens da partição n; isto é:

p '" y(n) •• {y(to)' y(t
l
), y(t )} '"

n
{H *'
- o P 1 • ••• ,

p }.

n
••••• f

r-g--C; C "t1 I
------------------------------------------

33
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ra,srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcorro · eLl S conhecemos F para todo p e q de
pq

então, natural~e'te, estarnos em condições de trabalhar com

as F para todo i = 1, 2, ••0' n.
p. lP.
1- 1

ti\

\
\

b~
\
t

\
\

\ W)Pn
I

versas das
+

F e: 6 •

Necessário 'se faz, aqui, trabalhar com as funções in

Corno porém estas funções nem sempre são

injetivas, yamos trabalhar com as Pseudo-Inversas que defin!

remos a seguir. Teremos necessidade de considerar certa ex-

tensãoQPONMLKJIHGFEDCBAV de 6+. Assim, V será a classe das f~~ções

<p:lR --> [O, 1J, não decrescentes, contínuas à esquerda, com

I n f c: O c- r.np':: 1, <li:. que 41(0) = O (desi,p,loas como ~,tut

~e-6~11ç.~(.-! dLCBAd .(6 t1 ti.6 t~ {çã Q ),
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P~eudo-Inve~~ara=a cada ~ ~ V, sua

'- :[O, 1JsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-+ [O, +ooJ = IR é tal que :
+

*CBA< p (t) :: s up l x > O < P (x ) < d, ou

'*
<p Ct ) = í n f i x > O < P (x ) > d para

O < t < 1 •

Note-se que pelo menos um dos dois conjuntos da defi

nição acima é não vazio e, portanto, a definição faz senti-

*QPONMLKJIHGFEDCBAd O i ademais, < p (t) é bem definida, pois se ambos os conjun-

tos são não vazios, o supremo do primeiro coincide com o ín-

- '*
fimo do segundo. Pela definiçao acima, tem-se ~ (O) = O

seja agora E o conjunto das funções ~: [O, 1J --. IR+

nao decrescentes, contInuas à esquerda, e tais que ~(O) = o.

De maneira análoga podemos definir para cada ~ a sua Pseudo-

-Inversa:

2.1. 2 - Definição: I Seja ~ ~ E então a P~eudo-Inve~~a de

~ é a função ~ * definida em IR tal que:
+

'*
I < x}tjJ (x) = sup{t .:. O ~(t) : ou

'*
I > x}~ (x) •• s up {t > O ~ (t)

Val~ aqui a mesma observação que segue a definição

2.1.1.

As propriedades principais, que vamos utilizar ao

longo de nosso trabalho, das Pseudo-Inversas,queremos enun -

cí.â+Las no lema abaixo.
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E '", e:CBAV

(ii) 1 < ') <==>QPONMLKJIHGFEDCBA
L

'" '"
4>1 ~ 4>2

'" '"(Lí í.) (4)) "" 4>;

'"(iv) 1jJ(b) > t~ b > 4> (t)

'" '"(v) 4>(4) (t» ~ t, se 4> (t) < +00

[ademais, segue-se a igualdade se e só

se t é não singular relativamete a 4>J.

'"(vi) 4> (4)(b)) ~ b, se 4>(b) > O

[do mesmo modo, a igualdade vale se e

somente se b é não singular relativamente a

*4> J.

+ *(vii) 4> e: 6 ~ 4> (t) < +00, ~ t < 1 ;

'"(viii) H = ~ , se a > O, onde 1jJ (O) = O e
a a - a

1jJ (t) u a, se 0'< t < 1.
a

Em (v) e (vi) fala-se de um ponto singular relativa-

mente a $; segue a definição respectiva:

2.1.4 - Definição:

. , .

t e: [O, sup <PJ diz-se umEDCBApardo .ó-i..rtgu-

ta~ ~elat-<..vamente ã óurtção 4>, quando:

(i) não existe x > O tal que 4>(x) = t

(ii) existem infinitos pontos x tais

que cj>(x) = e ,

t e: [o J sup 4>J diz-se um ponto não .óÚ'l

gulalt Ite.tat-i..vamenteã óunçã.o 4>, quando

existe um único ponto x > O tal que

<P(x) • t •
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i . : : :[F ]srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe: E, ou seja,
1 p. 1P.

1- 1

ao longo de todo o polígono p.

-,...-~ s

Pseudo-Ir-' sz-s as
p. 1P.

1- 1

Para cada t e: [O, 1J ternos que z. (t)
1

..
e um. e para cada

"comprimento" correspondente a t. Sem nenhum problema pode-
n

mos somar as t . e assim obtemos L = L ( ) =CBA L i .. Chamamos
1 p y1T .11

1=

*de c .o m p / t lm e n to a . . f .e a . tô J t . io d o p o t I g o n o p à aplicação F = L e: V ,
p p

a Pseudo-Inversa de L •
P

NO conjunto C de todas as partições do intervalo

[a, bJ chamamos de c .a d e la de p a / t t l ç õ e ~ a um conjunto C

de partições 1T satisfazendo às seguintes condições:
n

(i) lT ::> lT 1 para todo n = 1, 2, •••
n n-

(Lí ) 1im e:(lT) = O •
n

n -++00

Para cada cadeia C consideremos as 3uccadeias

C. Ia {'Ir" 'Ir. l," ••• } com j ~ 1. ~, •.. e consideremos
J J J'"

r 1
l

.J
< r

2. 1. 5 ~. De fir:ição·
r -I

n.é1(1 0 UIT', ar co Y: i.a, b j ._~ S chamamos

de c .c 1(/ ;':J/'r.t. 'n I Z . i1 to a le a .; ô J t lo .ó u p (I./tl o r : d J

a J tc .o y à Quase Função de Distribuição

F :::fs up L J * e igualmente de c .o m -

Y ksc Y, C

p l t lm e . t to a te a : tõ / t lo ln 6 e . / t lo / t d o a / t c .o y

a F = [inf L cJ* e, finalmente, fal~
J. CE: C x ,

mos de c .o m p / t lm e n to a te a tõ / t lo d o a J tc .o y

quando F = F e representamos por F •
Y . . . . : L y

Observe-se, inicialmente que F < F
Y -~:
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soezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAaaue dissemos F, F e F serem qua
YsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-"l Y -

_stribuição e não propriamente funções de Disse funçõesc.e

tribuição pois Fy(+~) pode ser menor do que 1. Deste modoCBA

V - +F pertence a e nao necessariamente a 6.
y

A interpretação que podemos apresentar para compri -

mento aleatório de arco é a seguinte: Supondo que F exis-
y

te epensando no comprimento aleatório de arco y corno urna va-

riável aleatór±a/\ , segue-se que F pode ser interpretado
y y

pela seguinte relação:

F (x) = Prob{/\ < x}
y Y

2.2 - Arcos Equivalentes

A3 fL1;""doCS
...

n ac particu-dependem da

lar parafi'f~tr_.'PdçãCi do arco r .

F
Y

~ o que VE, r.emosneste parágr~

F :F E~

Y' __:to

fo.

2.2.1 - Definição:

YI = Y
2

o a •

Dados os arcos Y 1 : [a, bJ --+- S e

Y2:QPONMLKJIHGFEDCBA[ c , dJ ~ S, dizemos que são equi-

valentes (escreveremos Y
l

- Y
2
) se

existe urna aplicação bicontrnua

e: [a, bJ --+- [c, c[] tal que

2.2.2 - Proposição:

F = F
Y 1 Y 2

entãoSe F = F
Y1 Y2

Y 1 - Y 2 e
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De _ é bicontinua então para cada ~adeiazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

• {1T } em [a,srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAbJ corresponde urna cadeia
n

c
1

•. {e(1T)} -QPONMLKJIHGFEDCBA{ 1 T
1

} e vice-versa. Deste modo p. ••Y
1

(1T
j
) ••

n n J

1
para todo j L 'ao L= Y

2
(1T

j
) ••• 1, 2, ... . Logo

Y1,C Y2'C

e a conclusão da proposição segue ..

2.2.2a - Corolário: Se Yl - Y e F exic;tef então eY~s
2 YI

t:eJ.gu2,lmc '1~:E! "
••. F

Y;: y.

2. 3 - Condição de Regularidade

A condição de regularidade em S é urnapropriedade i~

portante que nos pode simplificar bastante os cálculos envol

vendo 1im, Sup e In f.

2.3.1 - Definição:

L > L ).
y(1T

I
) - .y(1T

2

No Espaço S vale aEDCBACond~ção de Regula-

~~dade quando,para qualquer arco Y, se

1T ::::l 1T então
1 2

o resultado imediato desta regularidade é a simplif!

cação de que falamos anteriormente:

2.3.2 - Proposição:

L = Sup L = 1im L
Y,C 1TEC y(n) n~+oo Y(1Tn)

(Lí ) se F = F = F então F = IL c1*
y .J.. y )' LY,~

Se em S vale a condição de regularida-

de então

(1)



ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

uemonstração: regularidade temossrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< I) _ -y (ir ) para n = 1 2n+1 ' , ••.
então

= Su
S u P Ly (1T) n (.
-EC

L ( ) deste modo, L C
Y ~ Yt

= lim (Sup L ) =
n-HOO 7T€C y(7I')

•• Sup L
1T€C Y(1T)

:I: liro

n-+-+OO

segue
L

Y (71' ).
n

A demonstração de (ii)

1mediata.

•

Queremos agora apresentar um exemplo de um Espaço on

de não vale a condição de regularidade. Com este exemplo

queremos mostrar o acerto da definição que apresentamos para

LYt
C

em [lJ (pag. 37).

2.3.3 - Exemplo: Em :m . tomemos (i) F = H e
pp o

r
se x < O

1
-

F (x ) = para o<lp-ql<l
pq

e xp (-I p- q IQPONMLKJIHGFEDCBAI x) s e x > O
t

(ii) F (x) ::

pq .

r
se x < O

2
-

F (x)" para Ip-ql~l
pq

lexp (-21 p-q I I x ) se x > O

Aqui temos um E M P onde a desigualdade triangular

vale por vacuidade uma vez que F (x ) < 1 para todo x em IR.
pq

Consideremos agora o arco identidade em [Ot 2J e as

seguintes partições .do mesmo intervalo [o, 2J:

1T •• {O, i , 2}
o

1Tl •• {O, 1 I n , 2/n t ... , n [ t i , 2n I n }

1T
2

= {O, l/n, n I n , n+l/n, 2n I n }..., ...,
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5zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBApara i = 1, 2 é f~'ção inje-
q

tiva para seudo-inversa coincide coms a

sua inversa ou seja: [F~qJ*(t) =-ilp-ql/lo tpara O<t<1.

Deste modo ternos:

2

L ( ) (t) ••QPONMLKJIHGFEDCBAI . t . (t) c: -2/10 t + -2/10 t
Y TT • 1 ~

o 1=

- 4 / 10 t

L Y(TT )(t) ••

1

o

I (-1/0.10 c) + -2/10 t :: -3/10 t

i=l

L
Y(TT ) (t) =

2

2n

I (-1/0.10 t) = -2/10 t •

i=l

Observemos que < L ) isto é:
Y(TT

1

TT2 ::I TT1 e no entanto
Ly (TT 2)

nao vale a condição de regularidade.

tas Sup L = Iof
cc C Y, C cc C

L •• L ( ); logo, existe
y,C y TT

2

no entanto rsup -, (TT)l * (x )

l~e:c . -
•• e xp ( - 4 / x ) •

F com
y

F (x) = F;xp(-2/x) e
y

V:ll110!;'lqO:r'i~ tJ:rr'iminar alguns rl')~ E:· ) P q ue conhecemos

s veri ficar e n:qUã:l. de 1,=5 va le acendi ç:ão de regularidade.

_or exemplo, nos Espaços de Menger com a Norma T = Mio vale

sempre esta condição de regularidade. Para provarmos isto

comecemos com o lema seguinte:

2 • 3. 4 - Lema: Seja (S,EDCBAF, T) um Espaço de Menger; então

.t (T(t,t» <.t (t) +.e. (t) para todo p,
pq - pr rq

q e r em S e todo t E [O, 1J.

Demonstração: Se t = O então vale a igualdade. Vejamos

então para O < t < 1. Consideremos dois ca-

sos:



42srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

casozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.i: sao Dontos não singulares de F e
• pr

a70ente. Deste modo as Pseudo-Inversas
r

coincidemQPONMLKJIHGFEDCBAc o ~ as respectivas inversas conforme o lema 2.1.3

e FEDCBA(l (t»:: F (l (t» D t e aplicando a desigualdade
pr pr rq rq

triangular estocástica (P4m) ternos:

F (l (t) + l (t» > T(F (l (t». F (l (t»)
pq pr rq - pr pr rq rq

T(t,t)

logoCBAl Ct ) + l (t) > l cr r e , t )
pr rq - pq

caso 2: l (t) e l (t) sao pontos singulares de F e F
pr rq pr rq

respectivamente. Então tomamos sequências {n
k

} e

{~k} de modo que:

(i) cada l (n
k
)

pr
é ponto não singulare t : C ~k)

rq

e de continuidade de F e F respectivamente.
pr rq

(ii) < n <
k

n
1

..::n
2

< ... < t• • •

~ < ~2
1 -

< Sk << ••• ... < t

(Lí í ) 1im n
k

'" 1im ~k == t

k~+co k~+oo

Deste modo o lema vale para cada n
k

e para cada sk isto é:

l (T(n
k

, ~k» < e (n
k

) + l (sk) •
pq, - pr rq

Queremos então mostrar que vale no limite; isto é:

1im l (T(T)k' ~k» < 1im I (T)k)
k~+oo pq - k4+OO pr

+ 1im

k-!-+oo

l (sk).
rq

Has corno .e.. (a ) c fF ]*(a) = Sup Lx I F (x) < a} então po-
pq LPq pq

demos inverter os limites e obtemos a desigualdade desejada.

Observemos que a imposição (ii) sobre as sequências

é importante para justificar o uso do limite dentro da T-Nor

ma. '.
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.3.~a - Ccr' = :'11. nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAentãoCBAl (t) < l ( t)+ l (t)
pq - pt rq

para todo p,q e r em S e todo te: [0,1] .

:

_.3.5 - Proposição:

deia C.

Sejam (S, F, T) um Espaço de Menger

com T = Min e y: [a, bJ ~ S, um arco,

então

(i) vale a condição de regularidade

em S.

(ii) L C = 1im L (~ ) para cada
y, n ..•.+oo y n

ca-

Demonstração:' (i) ~ suficiente observar que o corolário

2.3.4a é a condição de regularidade para

~rês pontos. Por indução podemos ampliar para duas parti-

çoes de [a, bJ.

(ii) ~ o que nos afirma a proposição 2.3.2 .

•
Qu.,>nt.o 1!"'utro!!.espaços obse rvernos , inicialmente, que

T = Min é a mais forte T-Norma; assim sendo, se vale a condi

çao de regularidade, para um Espaço de Menger com T = Min,en-

tão vale a mesma condição de regularidade para um Espaço de

Menger com qualquer outra T-Norma, de vez que esta condição

é consequência do corolário 2.3. 4aQPONMLKJIHGFEDCBAt : (r r e , t )
pq

e <

< l (Min(t, t» < l (t) + l (t).
pq - pr rq

No que se refere aos E M P G temos então que todos

aqueles que têm um correspondente Espaço de Menger gozam da

condição de regularidade; portanto, todos os Espaços com f~

ções TT, para qualquer T-Norma. Igualmente,vale nos Espaços

de Wald (ver 1.3).
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2.4 - CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~ Esp_aço~ ricos

o capítulo anterior que os E M P generalizam

os Espaços Métricos, no sentido que dado um Espaço Métrico

S, d) sempre temos associado a ele um E M P onde F
pq

Naturalmente,nosso conceito de comprimento alea-srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

::

"" H •
d(p,q)

tório de arcos será consistente com os Espaços Métricos se,

dado um arco retificável em S, tivermos Fy = HÀ(y)' Isto é

o que provaremos a seguir.

2 • 4. I - Teorema: Seja (S, d) um Espaço Métrico e y: [a, bJ -+- S

um arco cujo comprimento é À(y) < 00. En-

tão,no E M P associado (S, F
d
) existirá o

comprimento aleatório de arco Fy = HÀ(y)'

Demonstração: Seja y: [a, bJ ~QPONMLKJIHGFEDCBAS i então, À(y) =

= sup{~ d(y(t. 1)' y(t.»} =CBA
L l- 1

1T

SuprI d(p. l'P.)}
1. - 1

1T

e .t. (t) =: Sup {x
1

F (x) < e I
p. lP.

l- 1

". Sup {x I H(x - d(Pi-l' Pi» < e )

••• d (p. i ' p.) para todo O < t < 1 ;
l- 1

n

logo,' L ( ) ( t) :: l . t . (t) =
y 1T • 1 1

) l-

n
\' d(p. ,p.).
L l-I 1

i=1

Ora, HÀ(y)(X):II H(x - À(y»

[HÀ(y)]*(t) .,. Sup {x

e

H(x - À(y» < t} = À(y) •

Assim,concluimos ser Ly,c = [HÀ(y)]*



'r;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA._,

E CC".l'- e '2, t e.r.os f í.n a Lmen t;e

I ~;
_ í '1 *
- LHÀ(y) JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl!À(Y)·=y y,

2.5 - "Aditividade" de arcos

Vamos agora verificar que,sob a condição de regulari

dade,algurn tipo de aditividade é válida para comprimento ale

atório de arcos. Antes,alguns detalhes de notação.

Conside remos

das as cadeias de partiçõe3 de [a,

C

[a,

bJ

a coleção de to-
bJ

< r < b e

cr
c: ima suo coIc çâo de cadei as ta1 que, a part. i r

de um ce rco ü , todas :'iS part.icc..'::s t: tÊ ', ') n ume r-o r ("('1'i0 .)7.
o • 11

d03 seus t'3.rmos:
••• 1..

C. l. n
o

ça_(r. }
, n"" -O:J COe],~: :::e E;.:xJ s t.e

que r s t. para algum
1

~ •• I, 2 ••••• n+ L, para todo n > n •
- o

SejaEDCBAC1 •• C e
[a, r]

1 1te se existe C E C

2 N r
C •• C ;entao, C E C se e somen

[r, ~

1 {I} 'C2 {2} C2 .C '" TI e = '!T E ,tal.s
n n

com

que 1 2
{TI } •• {TI }lJ{TI } para todo n > n e escrevemos

n n' n - o
sim-

pIes mente 1 2
C - C + C •

ApóS estas'notações podemos anunciar e provar a "adi

tividade" :

2.5.1 - Proposição: Seja y: [a, bJ --+ S, um arco.

Seja Y1 D yl e Y2 = yl
[a, r] [r, bJ

COM a < r < b. Supondo válida a condi

ção de regularidade, então:



Demons tração:

- 1im
n-+<XIzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n >n
- osrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6

ondeLCBA
t , e

=L 1+L 2,
Y1,e Y2,e

2 -
+ e , conforme observaçoes

1
e •• e

acima:

[2] [Fy J* :: [FyJ* + [FyJ*

[ 3 ] [Fy r 2 [ FyJ + [ FyJ;

e existindo F ,também existem F e
y YI

F I de modo que
Y2

[4] [ Fyr :[FyJ + [ FyJ.QPONMLKJIHGFEDCBA

r - . ~ - 1 d " - .~o~· -~..,~'" ,.l, ~-., ..,~al.en~o o. COi. _ (;3 0 ,l __ egt:: ... «.J.n· :\,le ~€m,-,::;

1

.'y, c :im T

~y(.,. )
n

:: Liir L (_ )
'i ' nn-+<XI rr+=

n>n
o

{i~ltYl(8i_l)Yl (6i) + j~l lYz(t
j
_
1
)Y2(t

j
)}

- L 1 + L 2
YI,e Y2,e

mostrando [1 ] .

Seja
. . r

e = {n } e: C .- C e
n

,t r
e ={n}c{n}U{r}e:C

n n

Entãolpela condição de regularidade,temos Ly(rr') ~ Ly(n ) e,
n n

deste modo, Sup L e = Sup L e;
cc c v , cc c" y,

logo, teremos [F l* :: Sup L, e z: Sup Lv e
y .-l ce C ( , cc C rI,

donde se cone 'i

= Sup {L e1 + L 2},EDCBA
~~C Yl' Y2,e

...
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r
ComozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC c::: C, t.eraos inf L < in f L ;

CEC y,C - CECr y,C

logo, [:r J*
, .

"" inf
CE C

L
y,C

< inf L
CECr v~C

"" inf {L + L }

CECr YI,CI Y2,C2

= [ !Y
l

J* + [ !Y
2

J*' o que mostrar 3 J

Finalmente, existindo F ,teremos
y

logo,

[ F Y ] * = [Fy ] * = [!y ]QPONMLKJIHGFEDCBA= , . . [ A ]

[FyJ + [FyJ 2 [!yJ + [!yJ

Por outro lado,

[ 1* [ J*F > F
y IJ - -y 1

e [ FyJ * ~ [!y 2J * ;

destas três últimas desigualdades temos que concluir

[ ]* r l* r 1*F = F = F
Y 1 L -y 1- L Y}J

[B]

e

[ FY J * = [!y J * m [' F Y J * [c]

Substi tuindo [A J, [B ] e [C J em [2 ] ,ternos exatamen-

te [4 J

•
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2.6 - Comprimento Aleatório de Arcos ~ E N P

Nos E N P (Espaços Normados Probabilísticos: VerzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1.4.3)
temos uma norma aleatória de vetor que'é a

aplicação N. Para que a nossa definição de comprimento
p

aleatório de arcos seja consistente, então um "arco de extre

mos u e v" deve ter comprimento aleatório coincidindo com a

norma aleatória do vetor v - u. ~ exatamente isto o que

provaremos na proposição seguinte.

2.6.1 - Proposição: Seja (S, N) um E N P esrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu e v veta-

res em S. Seja y ... y : [o, 1J --4- S
u, v.

dado por y(t) :::u + t(v-u). Então,exis

te F

Yu,v

•• N
v+ u

Demonstração: seja n = {o=to' tI' t
2
, ••• , tn=1} uma par-

tiç;ã.oq uaLque r- do intervalo [o, 1J e

p = y (n ) = {y ( t . ): ~ . I.~.} ,. on fIe t'. -: li -I
1. 1 ] pi'\ré!.(\7 - .t)

i = O, 1,2, ••• , I1.•

Deste modo,
= [~u. 1u.J Ir

1- 1

.f.
1

,t

u. i ' U.
1- 1

o: r
N

l1ll

l. u. +u , J
1 l-I

= [N (ti t
i
_

1
)(v - U)J*

::: (t. - t. ) [N J *
1 1-1 v-u

'~rifiquemos esta última igualdade:
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dado ,~e: (O, i], entãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBArN J * (~) ... sup{xlN (x ) < t}
Lav av

•• sup{xlN (x/c:;.), < t}
v

onde; fazendo a mudança de variáveis x/a:ll: y, obtemos:

fN ']'fI (t) ~ 5;} p { (t V ~ N (,:,) " t;
a," v•... ..

Então,

portanto, para

e, assim, existe

2. 7 - Exemplos

c U"SuP'y I Nv(f) c}

= a· [N vJ * (t) "

L n
Y(1T) = IQPONMLKJIHGFEDCBAt . , '"

i=1 1.

n

I (t ..• t )
i-I 1. i-I

[Nv-J *

com fN J *L v+u

•

Vejamos a operacionalidade da definição que apresen-

tamos para comprimento aleatório de arco calculando este com

= fN J * ;LI v+u

qualquer partição TI, L C"
Y,

F = rL J * z::: [N *] * '"
Y LY,C v-u

coincide

N •
v+ u

primento para alguns espaços já conhecidos.

2.7.1 - Espaço Equilátero:

Ternos que

Dado (S, F), um Espaço Equilátero, seja y: [a,bJ~ S

um arco em S e tornemos urna partição TI de [a, bJ.

L
Y(TI)

n

I t . D

i"'l 1.

=

gularidade: então:

n
\"' *CBA
l. G

i=l

*= n·G , isto é, vale a condição de re



Ly ,C = 1im LsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
k+ y(n)

n

*= 1im n • G
k-+oo k
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*zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa) Examinaremos,inicia1mente, o comportamento de G •

x = sup {x I G(x) "" O} e t .., 1im+ GCx). Tern-
o o

x+x
o

*G (x )

seja

-se: *G (O) =QPONMLKJIHGFEDCBAO i = x se
o'

O < t ~*G (t) t ;
o

> t ,
o

se

*à esquerda, e o gráfico de G , à direita

t > to. Na figura abaixo, tem-se um possível gráfico para G,

xl

x
o

I
I

I

I,
I

-1

x I t 1 t
o

*G (t)

G(x)

1---- -

t
o

----- ~ 4

x
o

b) Vejamos, agora~ corno se comporta *I,v c " 1 i!ll x
k

G
f'''' ~v " ~'.-~; ' •.

consideraremos dois casos ..

caso 1: l(
_.

t ou x > O
o o o

Então, Ly ,c (t)
:I: +00, se t > O

donde, existe Fy ::

[Ly, cJ * - O . isto é, o arco y,

comprimento infinito, com certeza, desde que

= P rob (I\y < x) = O, para todo x real.

possui

F (x) ::
y
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donde, existe
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esrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt > O
o

( r) c O, se O < t < to;

y,c(t)
:: +00, se t > t

o

F , t.a ; que:
y

r 1CBA r
<,e

J: ~>:!QPONMLKJIHGFEDCBAu

I r k •

X < O

! -y r (x ) '"
.••••. " I.,

\.t • <;e x > fi
(I

ist.o é, o arco possui comp z.í.ment o infinito, com probabilidade

1 - t , desde que F (x) ::l)rob(/" < x) -.:t , para todo
o y o

real.

x

2.7.2 - Espaço Simples

Seja (S, F) um Espaço Simples gerado pelo Espaço Mé-

trico (S, d) e pela função F ; H. Vamos trabalhar com uma
o

função continua e crescente em [Y , +(0) onde
o

y D Sup{y I G(y) < O} > O. Seja, por exemplo, uma G com o
o

gráfico abaixo:

G(y)

Observemos que

1 '-_ _ - - - - - - - - - - --

Yo y

* *-1
G (O) - O e G (t) • G (t) para O < t < 1

onde G-1 é a inversa de G, restrita ao intervalo [y, +(0) •
o

Para p " q Seja

desde modo F
pq

e :]R ~ IR tal
pq

que e (x) c y •. x/d(p,q);
pq

-1 * -
a e o G ; isto e:

pq
*- G o e e F

pq pq
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F *(t) •• d(,..-,
pq

ara <srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt < 1.

Seja, agora, y: La, bJ ~ S um arco retificável de comprimen

to À(Y) ~ suprI d(p. l' p.)}< +00. Ora L = ICBAt .QPONMLKJIHGFEDCBA=1.- 1. y(1T) 1.

r '* -1
:% >IF I:: )' d(n. ,p.) . G ;

~!...p.r. lJ - "1-1 l.
1. 1,- ~

~:-~tão r

.• 1

• '~7 "( t .\ [
" - *

- ..r. Y J cJ ·y,,.,(t) = Ai'y,.. , c

u t ! 0 , F (~ :~
r~ 1:\ (xl

( , C

; , )
'( » C ' ". " x ]

f.llprt

'" S u p { t
-1

G ( t ) < x/À(y)}

:: S up {t t < G(x/À(y»

= G(x/À(y»

2.7.3 - Umexemplo em m

Seja (:m., F) onde F (x ) = exp(-1/(x!p-q!» para
pq

p ~ s e x > O. Seja, ainda, y: [o, 1J ---+- [O, iJ o arco

identidade. F *(t) a: -l/(1n t.!p-q!)
pq

com o < t < 1; eOra,

n n [ l *
L (t) "" í . t . (t) == I F (t) '"

PieI 1. í=1 PiPi-1J

n

= .(-1/1u t ) • I (l/!Pi-Pi-ll),
1=1

o que nos assegura valer a c ondição de regularidade. En

tão, L c(t) == [sup L
Y

(1T)](t) = Sup (-1/1n t)· .IO/!Pi-Pi_ll)
y, 1Te:C 1Te:C 1=1

Fy "" [1P+OG] *

- 1P (t), o que nos leva a concluir:
+00

= O; ou seja, o comprimento do arco y alcança va-

lor +00.

Observemos, finalmente, que neste espaço vale apenas a
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'.esiguaQPONMLKJIHGFEDCBAi ,;;:tr,p · .a."ltr-~l.ar :raca, por vacuidade, de vez que F
pqsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r

2.7.4 - Um Espaço de Menger com F r i :
Fy

Y

Sejam S = :R, FI 2
= F = Hpp pp o

- {:XP(-IP-ql/X)

se x < Ip-ql
FI (x)
pq

Ip-qlse x >

{

O
2

e F bd'"pq

exp (-I p+ q I I x )

se x < O

se x > O

Se definirmos

G1(y) • r.,
le

se y < 1

se y > 1

e C
2
(y). {:-lIY

se y < O

se y > O

Fi (x)
pq

~é evidente que

i . I i
• G (x/lp-q) para. i .• 1, 2; e deste modo vemos que (S, F )

são espaços simples e em consequência são Espaços de Menger

com T a Min, O qu~ implica ainda mais, que vale em cada um

deles a condição de regularidade.

Vamos agora construir um novo Espaço (S; F) do se-

guinte modo: S D lR, F = H
o'

F - FI para p ;: q e ppp pq pq

racionais;
2

;: qou q e F = F para p e p e q nao ra-pq pq

ca.ona í s • Note-se que o espaço obtido não é de Menger, para

T • Min; ou, resffio, na T = Prouo
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e-CBA
I

:L'JI lJ ~ [O, 1J o arco identidade.

Se a, C
1

- {nn} onde cada partição é formada

unicamente por pontos racionais; então, para os pontos p.,srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
~

i = O, 1, ••• , n temos
1

F (x) = F (x ) =
P·p· 1 p.p. 1

~ ~- ~ ~-

· f:XP(Pi_1-Pi!Xl

x < Pi - Pi-lse

se > - P
x Pi i-I

O se t :::O

[ J*
-1

e F (t) · jP. - p. 1 se O < t S. e
D. p. 1 ~ 1.-

. ~ ~- -1
(p.-p. 1)/ln t se e < t < 1
. ~ ~-

Observemos os gráficos:

y

-p c) r'
Pi i-I

t

1

-1
e

I>i-Pi-l
-1

e

Gráfico de t ::: F (x)
p.p. 1

~ 1.-

Gráfico de y = Ir
LI P i p i _.-

Encontr~fios, ainda:

n ~ J*L (t)::: I F .
y(n) i=l PiPi-l (t) {

O

- I

-l/ln t

se t = O

se O < t < e-I

-1
e < t < 1se
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C~lsideremos agora C
2

= {1T
n
} onde cada partição tem

todos os seus termos irracionais, exceto naturalmente p e
o

p. Então,para i = 1, 2, 000' n-1, segue-se:
n

F (x)

P·P. 11. 1.-
• Lp(Pi-l - se

se

P i I x )

e

{

O

* ) =
(t )1 1n t[FpiPi_J (Pi-l-Pi se

se

donde
n [= I F * O

1=1 p.p. ] Ct') = {
1. 1.-1

- 1 /1 n

Ly,C •• 1im L - 2 *
2 n -+ocr, y (ir ) - (G ) •

n

Ly ( 1 T ) (t)

n

e concluimos

x < O

x > O

t •• O

o < t < 1

se t = O

se t > O

Seja, agora, C e: C a co Leçào de todas as ca-

[O, .1J

deias em [O, 1J; temos L < L < L· o

y,C
2

- y,C - y,C
1

Logo, = LSup.Ly,C y,C
1

In f Ly, Ce

o que nos fornece F = [L C ] * = G
1

Y r . 1

e F = rL l * = G
2

.J.. LY,C~

= Ly C
, 2



3.1 - Int _

Intermediaridade é um conceito geométrico de grande

importância. Em termos de Espaço Métrico Probabilístico

(E M P) já o própriozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAMenge4 (1942) e Wald (1943) apresenta-

ram as primeiras idéias sobre como um ponto de um E M P es-

tá entre outros dois.

Neste capítulo veremos o copceito geométrico de in-

terrnediaridade nos Espaços Métricos e suas propriedades, e

quatro versões da intermediaridade nos E M P. Inicialmente,

são consideradas generalizações das idéias de Wald e de Men-

geri em seguida, a?resentaremos a Intermediaridade Probabi-

lística, para depois concluirmos com algumas idéias sobre a

Intermediaridade tOMando por base o Comprimento Aleatório de

Arcos.

3.1.1 - Definição: seja (S, d) um Espaço Métrico. Dizemos

que o pontozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq está entre os pontos p e

r (escrevemos pqr) se p, q e r sao

pontos distintos e

d(p, r) = d I p , q) + d Çq , r).

p~ principais propriedades da Intermediaridade Métri

ca podem ser resumidas no Teorema seguinte.

56
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.1.' ~~rico e dados p,

s <~m S, azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1::1 :eIlre.d1.aridadeMétricazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t.cm an seguintes prop rLedade s e

(11) Simetria dos pontos exteriores:

Se pqr então rqp.

(12) Unicidade do ponto interior:

Se pqr então nem prq, nem qpr •

(13) Transitividade: Se prq e prs

a) p q s e b) qrs •então

(14) Fechamento: B(p,r) = B(p,r) lJ {p , r}

é fechado na topologia métrica, onde

B(p, r) = {q c S I pqr }.

Demon5tração:

(Il): Simetria: evidente, em vista da simetria da

métrica d ,

(I2): Unicidade: p qr implica d(p,r) = d(p,q) + d(q,r)YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi

vamos supor prq o que implica d(p,q) = d(p, r) + der,YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq ) i so

mando esta duas igualdades temos 2.d(r, q) = O, que é um ab

surdo pois os pontos são distintos. Igualmente podemos su-

por qpr, com idêntico absurdo.

(13): Transitividade: pqr implica d(p,r)=d(p,q)+d(q,r)

e prs implica d(p,s) = d(p,r) + d(r,s)i somando as duas

igualdades e usando a desigualdade triangular obtemos:

[*] d(p,s) = d(p,q) + d(q,r) + d(r,s) ~ d(p,q) + d(q,s)i

logo, temos d(p,q) + d(q,s) ~ d(p,s) ~ d(p,q) + d(q,s), ou

seja, 'd(p,s) ~ d(p,q) + d(q,s); isto é: pqs
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e ser escri to:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d(p,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq) (q,r) + d(r, s) c d(p, q) + d I q , s ) ou seja, qrs,

(14): Fechamento: Seja {q } c B(p, r) com 1im q =
n nn -+-00

= q E: S; então, temos d(p,q) + d(q ,r) = d(p,r) 1f n E: rN;
n n

como d é conti:nua na topologia mê t r í.ca , segue-se que

lim d(p.
{!l

) 1- li.'. d(q , .) ... 1im d(p, r) que também se es-
11

a->«> n -! eu n

creve d(p, I .i. rn f} } + d ( 1im '1 , r) = d(p, r) , ou seja,
u n

n-+oo n -+-00

. d(p, q) + d(q, r) '" d(p, r) ; donde: q E: B (p, r).

•

3.2 - Intermediaridade de Wa1d--

Wald (1943) usando a função triangular convolução

(ver 1. 3) assim definiu a intermediaridade: "q está entre p

e r se e só se F c F * F ". Pretendemos utilizar
pr pq qr

uma generalização desta definição para qualquer função T,

conformeYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM o y n '< 'h a n & Schwe.<.zelt (1979).

3.2~l - ~finição: .\ Seja (S, F, T) um E M P G. Se p, q e

são pontos distintos de S, então q

está entre p e r, segundo Wald (va-

W(pqr» se FYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr i : H
pr +00

emos escrever

F >: T(F t F ) •
p r p q q r

mos

Corno temos T(H ,F)
+00

concluir que também F
pq

então pod!:,para toda- H
+00

F

são diferentes de H
+00

e F
qr

e
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~_e sendo os pontos todos distintos, te-

moszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
p r J

ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAF diferentes de H.
q r o

A~tes de vermos as condições nas quais a Intermedia-

ridade de Wald goza das propriedades vistas no Teorema 3.1. 2,

precisamos de alguns conceitos relativos às funções triangu-

lares.

3.2.2 - Definição:

3.2.3 - Definição:

Seja ~ urna função triangular eYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV c ~+;

então V , o T-6echo de V, é o menor
T

subconjunto de ~+ que contém V e é fe-

chado para a função ~.

Seja T urna função triangular, então p~

F 'I H+oo'G, H e: V com
~

dizemosra F,

~
que ~ e:

(i) cCU1ceiativa, se T(F, G) = T(F, H)

implica G •.•H;

(ii) e~t~itamente c~e~cente, se G < H

implica T(F, G) < ~(F, H) ;

(iii)A~quimed-i.ana, se ~(F, G) < F, com

G 'I H •
o

Estas propriedades estão relacionadas ent~e si de

acordo com o Lema abaixo:

3.2.4 - lema: Sejam T urna função triangular e as afirma -

-çoes:

(i) T é cancelativa

(ii) T é estritamente crescente.



60zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- é Arquimediana. Então:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(a) (i) -==+ (ii) ~ Oii) •

(b) (iii) implica que T não tem elemento

idempotente não trivial.

(c) Sendo T contínua, então vale a reci-

proca de (b).

Demonstração:

(a) : (i) ~ (ii): Como G < H, então T(F,G) <

~ T(F,H)i contudo, não podemos ter T(F,G) ~ T(F,H), pois por

(i) teríamos, G = H; logo, T (F,G) < T (F,H) .

(ii) ---9 (iii): Como G < H ,então T(F, G) <
o

< T(F, Ho) • F.

(b ) · Como·
emYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV , então, fazendo

T

T(F, F) ;:F.

T(F, G) < F qualquer que sej am F e G

F = G, ternos T(F, F) < F; logo

(c)
+ . ·n Gn-1) ,· Para cada G em ~ , seJa G .•.T(G, para·

n > 2. Então, se G ,;.H , ternos H > G > G
2

> ... > G
n

> ....
o o

,

seja H . c" De imediato, ,;.H - contínua= 11m • H . corno T e,
n-+OO o

T(H, H) = 1(1im G
n
•

n oc'

. G2n
= 11m = H •

n-+OO
1 i m Gn } a 1 i m T ( Gn '. Gn )
n~'.() n-+OO

['('1st~ i ' l e : d / , v J é 1'! '1l' Jt,?"[1 e. rorno, po:" hipótese, T nao pos-

c: ,-, 1 o "I' t. , 't P YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr - , . . • , . - . , . , . ' - ~ . . . . : . . j- : .') > t":s u i ç_~m2-1<.((L~",.v, .•_.lt"t: l.'H" _1J.V1J'l • ,.n ao H :::H .,.,...

:\}:.~ . r a , V<'.':OS s i.uo r t n7,o t.'\jUilled.ia:la, isto é, e xf s-:

tem F I H e G # H tais que T(F, G) = F. Assim:
'\lO o



G)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= r(r(F, G), G)

"" T(FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAG-)

...

n
c T (F. G )

.,. ...

T (F t 1 im G
n

)
n -+-<X>

(F, H+oo)

Esta contradição prova (c).

:a H
+00""

•

Vejamos, agora, em que condições as pro?riedade do

Teorema 3.1.2 são válidas para a Intermerlia.ridade de Wald.

3.2.5 - Proposição:

Demons tração:

Seja (S w F, T) um E M P c. então W(pqr)

(i) satisfaz sempre (li) e (I3a) ;

(ii) satisfaz (I2) se T é contínua e

não tem elemento idempotente nao

trivial;

(iii) satisfaz (I2) e (I3b) se T é es-

tritarnente crescente;

(iv) satisfaz (r4) com relação a

c,À-topologia, se T é contínua.

(i) : (rl): Evidente.

(13<11:

w ( p q 1:) i Mf . Lç éYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
I r

'" r (F ,
p t.YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~ r F t

n<:
) e ':(prs) implica

r -
F =

ps

i • d desLq.ie Lrlede tria;:l(·ul.:;x(P4w)ternos
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F >
qzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e r > T (F ,F ), donde:
ps - pq qs

F = T(F ,F )
ps pr rs

'"T(T(F ,F ), F )
pq q r rs

< T(F ,F )
pq qs

< F logo F = T(F ,F ).
ps ps pq qs

(ii) : (I2):

. Corno W(pqr), então F ,F F sao diferentes de H e de
pr pq rq o

H+oo
e

T{F , F ) = T(F
qr'

T(F
pq'

F ) )
qr rp qr

D T(F , T(F , F ))
pq qr qr

< T(F , T(F , H »
pq qr o

&: T(F , F )
pq qr

< F . logo, não vale W(qrp).,
pq

Lembremos que podemos escrever esta última desigual-

dade porque T é Arquimediana, cornonos garante o lema 3.2.4c.

A demonstração de que W(rpq) também não vale é idên

tica.

(iii) : (I2):

Sendo T estritamente crescente, é também Arquimedianai por-

tanto, a demonstração feita em (ii) contínua válida.

(I 3b) :

vamos S up :'YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr ' · '
pl

T(F
q

~ ,e, corno já vimos em (i)
rs

que

F = T(F ,T(F ,
p5 PG qr

,}, decorre:

F < T{F ,F ) < F
ps pq qs - ps
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-..,..,...",nos leva a concluir que:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< -r(F t F ); com a desigualdade triangular (P4w)
qs - q r rs

F > T(F t F ), obtem-se F = T(F t F ); ou seja
qs - qr rs qs qr rs

W(qrs).

(iv) : (I4) :

Seja {q } uma sequência em B(pt r) tal que q con-
n n

verge para q , um ponto de S. Se q = p ou q = r
o o o

nada

. resta a fazer; então, vamos supor p, q e r todos distin
o

tos.

Como W(pq r) qualquer que seja n e como F
n q q

o n

H , então:
o

con-

verge para

F > T(F t F r)
pr - pq q

o o

> T(T(F ,F ), T(F t F »
pqn qnqo qoqn qnr

- T(T(F t F ), T(F , F »
pqn qnr qoqn qoqn

a T(F ,T(F , F »;
pr qoqn qoqn

como a expressão do lado direito da última igualdade conver~

ge para T(F " H ) =
p r o·

F ••• T (F , F ) ,
pr pq q r

o o

F ,então concluimos que:
pr

isto é, W(pq r); ou ainda,
o

q E B(p,r).
o

•
3.2.6 - Exem.)}.on.

3.2.6.1 - No ~HpCÇO de Wald:

- - - +Como a convoluçao e cont1nua e cancelativa em ~ , p~

10 Lema 3.2.4 é também estritamente crescente, Arquimediana

e nao tem elemento idempotente não trivial; assim a interme-
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oza ce todas as propriedades (rI) a (r4)

r.o Espaco ,.~ald.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~ 2 6" " . • . F.' 1• ,YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
• • . 1 • .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAdC' s'spa':r'"),· t\!l •.'\1. '-!!O:

Se:lYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt : T un.a função trié.ngular com elemento idempoten-

te nao trivial; isto é, existe
+

G e:ó. tal que l (G, G) ••• G

com G'; H. Seja agora o Espaço Equilátero onde F c G pa
o pq -

p ~ q. Deste modo, W(pqr) vale sempre, em qualquerra todo

ordem, para quaisquer três pontos distintos de S; isto é, fa

lha t rz}.

3.2.6.3 - No Espaço Simples:

Seja (S, F) o Espaço Simples gerado pelo Espaço Mé-

trico (S, d) e por G e: ti+; então já sabemos que F (x ) '"'
pq

(S, F, T~1in)• G(x/d(p, q» e que (S, F, Min) é Menger, donde

-e E ~1P G i neste caso "estar entre v7ald" e "estar entre

métrico" são equivalentes, como podemos ver facilmente.

Começamos com:

F (x) = 1'''"1' (F ., F )(x)
pr ~1n pq qr

c Sup{Min{F (u), F (v i lo + v = x }
pq qr

- Sup{Min{G(u/d(p, q», G(v/d(q, r»}u + v :;x}

• Sup{G(Min{u/d(p, q), v/d(q, r)}) : u + v :;x ]

< Sup{G«u + v)/(d(p, q) + d(q, r») : u + v = x}

:;G(x/(d(p, q) + d(q, r» ) ;

assim, temos F (x) '"'G(x/d(p, r» < G(x/(d(p, q) + d(q, r»)
pr -
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ou se}- > d(p, q) + d(q,YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr ) i co~o pela desigualda-

dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt ri ar; ar d(p, r) < d(p, q) + d(q, r) podemos concluir

que d t p , r ) '" d ( P t q ) + d (q, r).

o outro sentido, queremos provar que se d(p, r) •

.,. d {p. q) f- d (q. r) ent dO r F '" T . (F I F ).
pr MJ..1l pq qr

vamos ::~upí')~:(,1::- f,":,ss'~ f < Tu." (~ ,F ); então, teríamos
~;r ,"J 1. n p q q r

u(x/d(?~ :» < G(~/(d(p. q) + d(q, r»)) ou

,j ( p ,YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr ) :> ,:.: p ,
, ~"

r/o o r ue 8 ura 2tOSI,.:rn.o, ficando po.!:q i - r 0(~.

- tanto provada nossa asserçao.

3.2.6.4 - Um exemplo onde falha a lei do cancelamento no

+
semigrupo ( 6 j lprod )

seja S :: {p, q, r, s}; notaremos T = lprod"
Além

disso, sejam as funções:

.{
O se x < O

F Cx) c r 2

se x < O- -
F (x) x se Ü < x < 1 i se O < x < 1 ,1 + 5 ;

pq - rs -
1 SE. Y. > 1 1 se x > 1,45

F -r= H; r
C! I' 1 p r

l' * 1t

~ :)'l
r

'1 :"
\ .• r r:T., '

'1,r fS

:li T(F F)
c r " 1" i ' •

Pela Proposição 3.2.5 temos que W(pqr) e W(prs) Lrn-

plicam em W(pqs) e, deste modo, constatamos que no E M P G

(S, F, T
prod

) a Intermediaridade de Wald goza de todas as

propriedades do Teorema 3.1.2.

o s e x < 1-
0,5 se 1 < x ~ 2,4

+
assim definida: G(x) ~~,55 ~ 2, /~5Seja G E 6 , se 2,4 < x

1 se x > 2,45



Ci> s e rvez:;:;s

(ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAsezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx < 1

e F (x) = T(F F ) (x) - [0.5 se 1 < x 5.. 2,45
qs qr' rs

1 se x > 2,45

G > F
qs

eYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI portanto,

~ fácil verificar que T(F t F ) = T(F ,G); des-
pq qs pq

te modo, -•a vale a lei do cenoe Lamerrto •

Se definirmos F
4

•• G, deixando as demais
qs

funções

1
corno antes, teremos um novo E M P G (S, F , T

prod
) onde con-

tinua válido que W(pqr) e W(prs) implicam W(pqs); porém ,

1 -
corno construimos F - G > F nao vale W(qrs) e, assim fa

qs qs

lha (I3b) do teorema 3.1.2.

3.3 - Inte diaridade de Menger

A primeira definição de Intermediaridade para os

E M P foi apresentada por Menge~ (1942)_ Nesta definição

ele afirmava que o ponto está entre os pontos p e r se

1 - F (x ~ Y~ > T(1 - F (x), 1 - F (y»
r~ - pq qr [ * J

rF17'ô tcck. x .: y r.r. i...:-et· '!~lc ,O,YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ o X ,! '~ onde T é uma T-Norma

·:.'r4..an~r\.Ald!:: r:üLl.l:-::r:).3, nosse cas o , t>H,p';r). Para esta defini

çao podemos dar a seguinte interpretação:

11 [A Probabilidade da distância entre p e r ser maior

do que x y] é maior do que ou igual a [uma função T da pr~

babilidade de que a distância entre p e q seja maior do que

x e da Probabilidade de que a distância entre q e r seja

maior do que yJ,,"
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os, de início, que esta definição é consis

tentezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAcor intermediaridade métrica:

3.3.1 - Teorema: ISeja (S, F, Mio) o Espaço Simples

pelo Espaço Métrico (S, d) e pela

gerado

função

H,; então, dados p, q e r em S, ternosYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
L

M(pqr) se e somente se pqr.

Demonstração: ~HpGr) ~ pqr:

Vamos supor que pqr não vale; isto é:

d(p, r) > d(p, q) + d(q, r) •

Seja x = d(p, q) e y = d(q, r); então:

l-F (x+y) •• l-H «x+y)/d(p,r)-l)
p r o

"'0<1=

= Mio{l-H (x/d(p,q)-l), l-H (y/d(q,r)-l)}
o o

= Min{l - F (x), 1 - F (y)} ,
pq q r

contrariando a hipótese; logo, pqr.

pqr ~ H(pqr):

pqr significa d(p, r) ••d Ip , q) + d(q, r); então, se

d(p, q) ~ x ou d(q, r) < y, segue-se:

l-F (x+y ) > O
pr -

= Min{l-H (x/d(p,q)-l), l-H (y/d(q,r)-l)}
. o o

:: Min{l - F (x) t 1 - F (y)
pq qr

se d(p, q) > x e d(q, r) > y então d Çp, r) > x + y,

donde: 1 - F (x + Y) ••• 1 - H «x + y)/d(p, r) - 1) :;: 1
pr o

> Mio{l - F (x). 1 - F (y)}
pq qr
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Ago=a, varros dar uma nova versãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAà definição de Men-

gerozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

*Inicialmente seja T aYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc .o - n o f l .m a . d e . T , ou seja, a fun

ção definida em [O, 1J x [o t 1J da seguinte maneira:

*T (a, b ) :::: 1 - T (l - a, 1 - b ) ,

Deste modo, a definição [ * ] dada ffi1teriormentepa~

- *sa a ter a seguinte formulaçao: F (x+y) < T (F (x),F (y».
pr - pq qr

Seja agora a operação binária TT* definida em ó+ por:

. TT*(F, G) (x) *a Inf{T (F(u), G(v» u + V = x ] •

* ~ - - - -Sendo T cont1nua entao TT* e uma funçao triangular

e assim, podemos, finalmente, apresentar a seguinte ve rs ao

para a Intermediaridade de Menger:

3.3.2 - Definição: Seja (S, F, TT) um Espaço de Menger.

Sejam p, q e r pontos de S. Então q

está entre p e r, no sentido de Menger

se :. « T,*(I' , f ); c continuare-
I' 1'·- r p -{ q r

a 1 L () t ar ti ( p q r) •-"O;:,

V.):;e.r.V.!iYC; ;?ti''!V:',.iramEmtec1ue ~-e H(pqr) então TT*(F
pq

'

F ) é um lim'::'tes upcri.oz de F • E m se crundo lugar, como
qr pr

TT .::.TT~: esta reformulação é consistente com a desigualdade

triangular ,(P4g)

T
1

,(F' ,F ) é UI!I
pq qr

F > T (F ,F ) onde se
pr - T pq qr

limite inferior para F •
pr

ve que

Podemos comparar a Intermediaridade de Wald com a de

Menger e constatamos que esta é em geral mais fraca do que a,

primeira:
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Demonstração:

I-J(pqr-)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(i) o Espaço de Menger a Intermedia-

ridade de Wald implica na Inter-

mediaridade de Menger.

(ii) No espaço de Mengcr com T = Min ,

as duas Intermediaridades se equ!

valem.

F "" T (F ,F
pr T p q IJrzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

< TT * ( F ,F ) =~ M (p q r )
pq qr

- *(ii): Se T = Min entao ternos T = Max e, usando os

conceitos de Sup e de 1nf, segue-se 1 = T'M*; logo,
T 1

F < T *(F t F ) = T (F ,F ) ,
pr - T pq qr T pq qr

que combinando com a desiqualdade triangular (P4g) nos perm!
- -

te concluir:

F = T (F ,F ), ou seja W(pqr)
pr T pq qr

3.3.3a - Corolário:

•
No Espaço simples a Intermediaridade

de Mcnger coincide com a Intermediari-

dade de Wald.

Ta~bém no Espaço de Wald, as duas interMediaridades

se equivalem:

3.3.4 - Proposição: No Espaço de Wald a intermediaridade

de Wald coincide com a intermediarida~

de de Menger.



te-se que nos basta provar que a interrnedi~

.•.Idade de l'1engerLmp Líca a de t'lald.(A impli-

caçio contrir1a jã vale pela proposiç~o 3.3.3, tendo em vis-

....a que todozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE:1paço de r'laldé também de Henqcr.)

A intermediaridade de MengerYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI em termos probabi l1stl

cos, pode escrever-se:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 - F (x) = Prob {d(p, r) > x}
pr

> Prob {d(p, q ) + d(q, r) > x ]

ou seja, F < F * F ;
pr - pq qr

combinando este resultado com a desigualdade triangular (P4\.,)

F > F * F , segue-se
pr - pq qr

F = F * F , ou seja
p r pq q r

W(pqr).

•
No Espaço pseudo-Metricamente Gerado, que é um Espa-

ço de Menger com T '" T , a Intermedi aridade de l>1engeré mais
m

fraca do que a Intermediaridade métrica, no sentido de que

esta implica na primeira, e n~o na direç~o inversa.

1 '\ " : t J ~ < : ; dI; provarmos i8 to, var-es ca LcuLa r T *.
m •

b: Ã (: -- '. "I
~ I

m
!. 1.•.. \ ..

~ 1 - Nax +i .- a .•. L - b - 1, O}

= 1 - Max {l - (a + b), O}

Hin {a + b, I}

3.3.5 - Proposição:

está entre p e q no sentido de Menger:

M(pqr) •

Seja (S t F ) um Espaço P'seudo+Net.r'Lca -

mente Gerado e sejam p, q e r em S ,

tais que q está entre p e r para qu~

se todas as métricas d emYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV i entio q
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Se i a x >YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAO i consideremos, então, u , v > O, ·tais que

u + v = x ,

Como, por hipótese, q está entre

das as métricas d E V, então ~(ti) = 1,

ü = {d I d(p, r) = d(p, q) + d(q, r) }

Se j am os conj untos: .A ::o {d E t ,
X

n <: {d ::-: .\

e r para quase to

onde

do (? , r) <YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx }

d ( 11 • ~', < u}, .

1/,.

c :C ! : " , '1 < : ; .
......., ri ( p , (] " + d(q, ,..'\ -- , <. I' 1.: ' II 'L.. ~ ,. .

4 i C , r \ .

PertA"". r :,~ r (' ': . . I, .1 .
1\.1

" r

-- J..! (A )
h

< ~ ( I ! UC)
. u v

< ~(B ) + ~(C )
u v

ou seja,

'" F (u) I- F (v)
pq qr

tT,dF ,F ) (x )
pq qr

~ Inf{Min(F (u) + F (v), 1); u + v = x} > F (x).
pq qr - pr

Como já acenamos, o .inverso r1esta

Vamos con s ido C ~ l~ como o ,...~P'IF').() o r .o .c : '~ r ; ( ) (1

mc.i s ur ..1\f(;1:; t l !f't-'~:).:..; t ,~ '- . i.'1~
r :

~_.ÍI ,
-,

•. CGrr .f' ~ U ..1[· ,.... " 10 l

t t!
-;;- ( x)

tt:

!') rc )!"";·3.L r "lO é f a Ls r

F ) .ç l..l·~"j....:'·""1-;

= .\ t r .' l.j f. ( , ) .'. ~: !
'- ... r . ~ • . .

sej am aq().~::l'-.;f un çê,p~; Q-- I . " - . ) .. . ~ I •.• ,-u , - . •.. , ':"

=[" se o < , < 1 í 'J

g (t) se l/R < t. < 1/2

se 1/2 < t < 1



-~s quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAgzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIt ) > f (t) + h(t), para O < t <YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 /8 i

logo, g não es~á entre f e h para t E [O, ~ ~ • No entan-

to, podemos verificar que M(fgh) pois:

Ffg(U) = À{t I !f(t) - g(t)/< u} :::

À{t I 1/8 - t < u} para O < t < 1/8

:::.•.À {t ! t - t < u} para 1/8 < t < 1/2

À{t I t < u} para 1/2 < t < 1 i

Fgh(V} • A{t I g(t) < v} =

A{t

••• ~ À {t

À{t

1/8 < v} para O < t < 1/8

t < v} para 1/8 < t < 1/2

O < v} para 1/2 < t < 1

Finalmente F f h (x ) "" À {t I t < x} li: À ( [O, x ) a: X •

Então:

T *(F
f

' F h)(x) = Inf{Min{F
f

(u) + F h(v), I} u + v = x}
T g g g g

> x

". F (x)·
fh '

ou seja M(fgh).

3.4 - Intermediaridade ProbabilIstica

As noções de Intermediaridade vistas nos parágrafos

anteriores são deterministas; isto é, dados três pontos dis-

tintos, um deles está ou não está entre 05 outros dois. ~

de se esperar, contudo, uma noção probabilística para a In-

termediaridade.YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS h e ~ w o o d (1970) apresentou tal noção para os



a probabilidace de umE-::::spaços podemos fa.la ponto

estare~tre outros dois. Vejamos um pouco como estas idéias

são desenvolvidas.

3.4. l-Definição: Seja (S. F) um E-Espaço com base no E~

paço de Probabilidade (n. U. P) e so-

bre o Espaço Mitrico (M, d); para tr~s

pontos P.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq e r de S, a probabilidade

do pontozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq estar entre p e r é o nÚIDe

ro B(pqr) dado por B(pqr) =p{t e n]

d í p f t ) , r It ) ) - d(p(t), q It ) +

+ d(q(t), r(t»}

Quanto às propriedades da rntermediaridade, que vi-

mos no Teorema 3.1.2, podemos apresentar uma formulação aná-

loga:

3.4.2 - Proposição: Sendo (S. F) um E-Espaço com base em

(n, U, P) e sobre o Espaço Métrico

(M, d) e p, q, r e s em S, então temos:

(rI) B(pqr) "" B(rqp);

(I2) B(pqr) + B(prq) + B(qpr) ~

~ 1 + B(pqp) + B(qrq) + B(rpr)

(r3) a) B(pqs) > T (B(pqr), B(prs»
- m

b) B(qrs) > T (B(pqr), B(prs»
m

(r 4) C (t) li: {q e S I B (pq r) > d
pr -

um subconjunto fechado de S na

..
e

e ,À-topologia, para todo t e [O,1J •
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Demonstraçao:

(11) Evidente.

(I2) Sejam os conjuntos:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A - {tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI d(p(t), q(t» + d(q(t), r(t» "" d(p(t), r(t»}

B •• {t I d(q(t), p It ) + d(p(t), r It ) = d(q(t), r(t»}

C •• {t I d(p(t), r(t» + d(r(t), q(t» = d(p(t), q(t»}

D •• {t I d(p(t), q It ) - a}

. E - {t I d(q(t), r(t» • a}

F c {t I d(r(t), p(t» =YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa } i

assim temos: B(pqr)'" P ( A ) i B(qpr) •• P(B); B(prq) ••• P(C) ;

B(pqp) •• P(D)j B(qrq) ••• P(E) e B(rpr) = P(F) •

Queremos provar que

(AI t p(rll ~ !'( ..l) + P(E) + P(F) •P(CI

ob se rverncs q ue f.nE c::: ü e, con seq uent.ernent.e , A()BnC c:: D e

P(A()BnC) < p(n) ou

[ 1 ] P(A) + P(B) + P(C) - P(ALJBLJC) < P(D) ;

igualmente, como- Á () C c:: E e B()C c:: F, concluimos:

[ 2 ]

[ 3 J

P(A) + P(B) + P(C) - P(AUBlJC) < P(E) e

P(A) + P(B) + P(C) - P(Al)BUC) < P(F) .,
Somando [ 1 J, [2 J e [ 3 J, obtemos:

3.(P(A) + P(B) + P(C) - 1) .:: P(D) + P(E) + P(F) ,

donde P ( A ) + P(B) + P(C) < 1 + P(D) + P(E) + P(F
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~ejam os conjuntos:

A ::: tt I d Ip f t ) , q(t» + d(q(t), s (t) )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= d(p(t), s(t»}

B "" í e I d(p(t). q f t ) + d(q(t), r(t» = d(p(t), r(t»}

C ••• {t I d(p(t), r(t» + d(r(t), s (t) ) C! d(p(t), s(t)}

Obse rvernos que BnC c: A e assim

B(pqs) = P(A) > P(B()C) > P (B) + P (C) - 1

~ B(pqr) + B(prs) - 1 ;

e como B(pqs) > O temos B(pqs) > Max{B(pqr) + B(prs) - 1, O}

= T (B(pqr), B(prs».
m

A demonstração da desigualdade (b) segue o mesmo es-

quema. ~ suficiente tomarmos o conjunto D abaixo, em vez do

conjunto A:

D "" {tI d Lq I t ) , r f t ) ) + d f r I t ) , s Ct ) ) •• d Çq f t ) , s(t»}.

(I 4) se, x li< O, en t ão :

C (O)· {q I B(pqr) > O} a S, que é fechado.
pr .

ConsideremosYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI pois, x e: ] O, 1J. Neste caso , se

q e: S - C (x), então B(pqr) < x, Queremos mostrar que
pr .

S - C Cx) é aberto, ou seja, existe uma vizinhança N(q) de
pr

q e: S - C (x) completamente contida neste conjunto.
pr

')e J él j ) (1 ( ;, I L:' • (: ( r ; > ~ .: ( q ( t ) , r ': t )', > ti ( p ( t ) , r (t ) )} e~

? ( o) I, x : II li I:). Fod'::-'Ii');J c s co Lre r À.') tal que

P ( D ) > 1 - x + /."

Para cada inteira n seja o conjunto

Dn '"' {ti d(p(t),q(t» + d(q(t),r(t» ~d(p(t),r(t» + l/n} ;
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-en t.a
.
e li s equen ca a de con j un tos tais que D = U Dn

n=ln

e deste modozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP (D) = lim P(D ), donde existe m E Z tal que,
nn -+<Xl

P(D ) > 1 - x + À/2.
m

Vamos supor s E N (q) "" N (l/2m, x /2) uma vizinhan
q

ça de q com e: ~ l/2m e À '" ),,/2 .
Se j am, agora, V '" {t I d (q ( t). s (t» < 1 / 2 m} e

K = {t ! d(p(t). s f t ) + d(s(t), r I t ) > d(p(t), r(t»}

então, P(K) > P(D ) + P(V) - 1
m

D nVc:K
m

e

> (1 - x + À/2) + (1 - ),,/2) - 1

"'l-·x.

M":. P~,,}.; T·(osr) .- ': 1 tlq· <" ~'lYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr i . . . l-~ di"ji : . \ rJ ',.

~ ~ t : " r",) 1f sE N(Q
i' r .

r ,

!"'.'

J
- 1 ••..••• ,. ,) .,1., 't :1· ::.:~iC(1

cori i1 r.n t e nr· :",ll a t ~ :l.l' li. do ~· 'f"· \YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ " ' ;

3.4.3 - proposição: seja ($, F, T ) um E-Espü(""o com basern ');

em O~, U, P) e sobre 01, d): se p, q e

r sao pontos de S tais que B (pq r) = 1,

então N(pqr).

Demonstracao: Se B(pqr) = 1, então para todo x,y > O temos:

l-P (x+y) = l-P{t!d(p(t),r(t» < x+y}
pr

> l-p{tld(p(t),q(t»+d(q(t),r(t» < x+y}

> l-P{t!d(p(t),q(t» < x ] - P{tld(q(t),r(t» < y}

- l-P (x)-P (y) = (l-F (x»+(l-F (y»-l i

pq qr pq qr
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czyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
r

) >zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0, entao:

F (x+y ) > T (1 - F (x ) , 1 - F (y) ), ou
pr - m pq qr

seja,

M(pqr).

I

o inverso desta proposição é falso. Aliás, a Inter-

mediaridade de Menger é tão fraca que podemos ter M(pqr) ,

mesmo que a probabi Lí.dade de q estar ent.re p e r seja O. t: o

que ve rernos no exemplo a seguir.

3.4.4 - Exemplo: Seja S um conjunto com ao menos t.rês ele-

mentos. Seja G a função assim definida:

G( x ) ee

(o
)

ll-e-x
se x < °

se x > O •

Sejam Q =: (O, +(0) e A a coleção dos subconjuntos de n

mensurâveis a Lebe sque i para A E: A de f í.ní.mosP(A) =YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI A dG(x).

Para todo t C n seja Ó : 8 x 8 --~. m assim defi
t

nida:

{

O

ót(Pt q ) == 1

se P t:: q

se P :f q

Então, F (x) = p{t E n
pq

8 (p , q ) < x}
t

p{t ! t < x}

• fXdG(t) = G(x), para p' q

o

e F =: H
pq o

se p = q.

Deste modo, (S, F) é metricamente gerado e portanto,

(8, F, Tm).é um Espaço de Menger, isornétrico a E-Espaço.
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Seja~ p, ~ ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr pnrtCq ~t~tj~tn~ ~~YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
r «

) E"nt:;()

B (pq r)

Sejam,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p{t t ~ ,'. I' 'I ".
"

I 2.
I

li

1 - c -y > O e 1
-x

> e ,agora, x, y > O, como

então 1 - e-Y
-x

> e

o que é equivalente a

e-x-Y -x-Y + x -Y
e > e + e - 1,ou

1 - F (x + y) > (1 - F (x» +
pr - pq

+ (1 - F (y» - 1; como 1 - F (x + y) > O, então
qr pr-

1 - F (x + y) > T (1
pr - fi

F (x), 1
pq

F (y», ou seja, M(pqr).
qr

A proposição 3.4.3 possui uma inversa parcial que

apresentaremos sem demonstração (tal demonstração se encon -

t.z a , aliás, bem de t.a Li ad a em S h e t r . ' I J O o d (1970).)

3.4.3 - ?roposiçâo: ::'>".,;ja '0, í , T ; um 8-2sPdÇO com
m

bas e

e 111 (YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS i t U t P) e sob re (M t d ) ; se para

p ~ r ew S existe a > O ds modo qu~

F = H então para todo q de S M(pqr)
pr a

se e somente se B(pqr) = 1 •



No capítulo 2 tratamos de Comprimento Aleatório de

Arcos que definimos corno sendo urna função de distribuição FzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
y

associada ao arco y. Vamos agora apresentar um conceito de

Intermediaridade usando o Comprimento Aleatório de Arcos.

Antes, observemos, que dados p e q em S, tem-se urna

função de distribuicão F , cuja interpretação probabilísti-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
, pq

F (x) = Prob{d(p, q ) < x ]
pq

Deste modo, a desigualdade F (x) > F (x) para
pq - rs

qualquer x, corresponde à desigualdade métrica d(p, q) <

2 der, s), desde que estas distâncias de fato, pudessem ser

3.5 - Inte •._~,--,-•..•......•.••..•...•-

ca já é conhecida:

conhe cidas.
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COmPrimento Aleatório de Arco

Neste contexto, vamos agora, definir a Intermediari-

dade do Comprimento Aleatório de Arcos.

3.5.1 - Definição: Seja (S, F) um E MYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP i sejam p, q e r

em Si então dizemos que o ponto q e~-

tã ent~e p e r pelo eomp~~mento de a~-

eo (e escrevemos C(pqr» se:

(i) existe um arco retificável y
q

unindo os pontos p e r e passando

por qYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi

. i_i j par a qUéllq'..lLr out ro arco reti ficá

ve 1 y ur Lndc pontos p e r tem-os,)

-se F < F
Y - y

q
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A condição (ii) significa ser o arco Y ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA"rnen or" arzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
q

co unindo os pontos p e r, o que nos pode dar margem para

um estudo posterior, envolvendo o conceito de geodésica nos

E N P.

Inicialmente, vamos constatar que esta definição
~
e

consistente com a generalização dos Espaços Métricos para os

E M P:

3.5.2 - proposição: Seja (S, d) um Espaço Métrico convexo

(S , F
d
) o E M P associado; isto

~
e e:

F = H
q)

para todo p e q em S.
pq d (p,

Então C(pqr) -se e somente se pqr.

Demonstração: Inicialmente observemos que pe Lo '1'eorema2.4.1

modo

ten-se Fy = HÀ(y) para toda curva Yi e deste

> F é equivalente à À(Y ) < À(y).
Y q -

F
Yq

Mostremos a primeira parte da proposição:

-=-+) C(pqr) significa existir um arco y, un í.n do
q

p a r e passando por q, tal que F > F para qualquer outro
Y - Y .

q
arco y unindo par.

Como o Espaço é convexo, podemos considerar um arco

, ,
y , unindo p a r, tal que À(y)

, .
d(p, r) = À(Y ) > À(y ) > d I p , q)

- q-

= d(p, r). Segue-se

+ d(q, r)YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi o que, junto
..
a

desigualdade triangular, nos leva a concluir:

d í p , r) == d Çp , '1) + d Cq , r).

(~) No outro sentido:

PCl! li~icn d(p, r) = d(p. q) + d(q, r).
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Ora o arc indo p a r, tal quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAÀ(V ) = d(p,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr) satis-
'q

faz as condições da Qefinição 3.5.1.

•
Quanto às pronriedades da Intermediarioane vistas no..... - ..

teorema 3.1.2, podemos constatar a valioade para a rntermedi

aridade do Comprimento Aleatório de Arcos:

(11) Se C (?q r) então existe y : La, bJ ~ 8
q

y (a) = p, y (b) = r e y (t ) :. q
'q q q o

t € (a, b); e para qualquer y unindo p a r temos
o

2.5.3 - Proposição:

fJCIDon s tr~(,,:~,:;:

Sejam p, q, r e s pontos de (8, F) um

E M P onde vale a condição de regular!

dade; então:

r r i) C(pqr) ==*C(rqp);

(r2) Se C(pqr) então nem C(prq), nem

C(rqp);

(r3) Se C(pqr) e C(prs) então C(pqs)

e C(qrs);

(r:.) s·, r.()qr) > yYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi : ( ,1""('0 oon s i dc+

r t'l do I J ! # . I:....: .J

. 1 r ". . 1.- l' I I.,!om
'j

(,~, 'E' t 1"':""1' '-C)~;r)

com

com

F < F
Y - Y

q

Seja agora y: [OJ lJ ~ S, assim definida:

y(t) = y (ta + (l-t)b); logo, y(O) = Y (b) =YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr , y(1)=y (a)=p
q q q

e, para. t.. = (b - t ) / (b - a), temos
i o

eo < tI < 1
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: [o, 1J -+ [a, bJy ( tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1) = Y "tYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ • • q. Como
q o

~(t) = at + (1-t)b é bicontínua, então y - y e pelo coro
q

tal que

lário 2.2.2a existe F = F ; deste modo, concluimos
y Yq

por

C(rqp).

(12)

3~~ C i' ,)(1 r )YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt en cao = x.l st.em y t! I." f como em (lI); pe-
q y

q

'. . ". \'" 1 ,Jr r I *' ~ . l *
J a. adl.tJ.v::.c;.iHh; (jt~ arcos. I Fy I -= lFy J + FI·

" q'4 p q Y q r-'

Vamos supor C(prq); loqo, existe y , um arco
- r

unindo

arco de p a q; e, ainda

- [FyJ * +

F > F , onde y é qualquer
y - y
r

pela aditividade de arcos, [F Y ] * =
r

p a q e passando por r, tal que

[Fy ] *
rq

Ora, pelo lema 2.1. 3 (Ld) ; [Fy ] * ~ [Fy]; portanto,

r

[Fy J * < [Fy ] * ~ [Fy ] * < [F J *, que nos leva ao absurdo
pr r pq yq

F
Y
pr

> F
yq

(I3)

C(pqr) significa que existe y como em t r i: tal que
q

F > F para qualquer y unindo p a r; e pela aditividade de
y - y

q

arcos temos

[FyJ*- fry)* + [FyJ* 2 [FrJ.

Igualmente para C(prs) temos onde y' é qualquerF > F I

Y - Y
r

arco unindo p a s e ainda

ryj* - [FyJ* + [FYrJ~ 2 [FyIJ*.
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Eviden temen te tCI:IOSzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIFy J* ~ fLFy 1* para qua Lq uer y2 unin-
L q r 2-

do [F Y ] * -2 [F l*
rs y 3

para qualquer y3 unindo r a s.q a r e

Como podemos "somar" os arcos
Yqr

e y obtemos
rs

[F Y J * + [F Y J * = [FY J * ~ [F J *
q rs q rs y 4

onde Y4 é qualquer caminho unindo q a S; o que nos leva fi-

-nalmente a concluir > F ou seja
Y,

C(qrs).Fy
qrs

A demonstração de C(pqs) é icêntica, usando os arcos

y de y e y
pq q qrs

(I4) Evidente

Observe~os que (~~ roa forr;;afraca do fechamento.
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