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APRESENTAÇÃOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o Trabalho que hora apresentamos constitui minha monografia de

mestrado, apresentada com requisito parcial para a obtenção do grau de mestre

em matemática.

Ele esta baseado no trabalho devido ahgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJacob B urbea e C . R adhakisbna

R ao [10J.

Um dos objetivos deste trabalho é relacionar a métrica diferencial de

informação com a clássica métrica de Bergman. Para este propósito, definimos

um fimcional cP -entropia sobre o espaço de distribuição de probabilidades e em

seguida calculamos a matriz Hessiana ao longo de uma direção do espaço

tangente. Usamos, também as ideias de medidas divergentes para calcularmos a

métrica diferencial de informação. Finalmente, defmimos núcleo reproduzido e

analisamos a métrica diferencial de informação usando núcleos de Bergman.



NOTAS HISTÓRICAS

Em 1945, Rao notou a importância do enfoque geométrico-diferencial na
estatística. Ele introduziu a métrica Riemanniana na variedade (diferencial) de
um modelo estatístico e calculou a distância geodésica entre duas distribuições
para alguns modelos estatísticos. Essas ideias causaram um enorme impacto na
comunidade científica (matemática e estatística), porém, devido a enorme
dificuldade matemática dessa teoria ela permaneceu inerte por muito tempo.

Atualmente, propriedades da variedade Riemanniana de um modelo
estatistístico estão sendo estudadas por um número muito grande de
pesquisadores. Mas. mesmo assim, as implicações estatísticas destes conceitos
não são muito conhecidas.
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CAPÍTULO I

RELAÇÕES ENTRE A CLÁSSICA MÉTRICA DE BERGMAN E A
MÉTRICA DE INFORMAÇÃO

INTRODUÇÃO

Nosso trabalho, esta baseado no trabalho de Jacob Burbea e C.
Radhakrishna Rao[tO] e tem por objetivo a construção da métrica diferencial
através de funcionais entropia, analisando suas relações com a matriz de
informação. Em particular, estudaremos as relações entre a métrica de Bergman e
a métrica de informação.

ConsiderecbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj.J uma medida er-finita sobre uma a-álgebra de subconjuntos

de um espaço amostral X .

Define-se respectivamente o produto interno e a norma do espaço de
Hilbert (separável) L2(X~!l)de funções de valores complexos que têm quadrado

integrável, pondo

(r,g) = J r(t)g(t)d!l(t) exwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIlrll = M
~ I ~ v\· ,· ,~

Também define-se

S~ = [r e L2 (x;~);lIfll~ = I} e

p~ ={jfl eL2b:;~);lfl\l2 eS~}

respectivamente a esfera unitária do L2b:~!l) e o conjunto de densidades de

probabilidades.
Seja D uma variedade suave mergulhada em C " e

{
1/2 l"(LI) p(z,w)= 1-JJp(tlz)p(tlw)] d~(t) z,weD

com p (./.) e F (x ID ), onde F(x)D) e um subconjunto de funções densidades de

probabilidades de um conjunto aberto U de um espaço de Frechet F* de funções
f(./.) definidas sobre Xx D que inclui o espaço tangente a U.

Lembramos que p( z, w) é conhecida como a pseudo-distância de ordem-I

ou pseudo-distância de Hellinger.
Seja \ jJ ( ./ .) uma função onda normalizada tal que



(1.2)cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p (tlz )= I\V ( t lz W , p (./.)E F (X ID ), (tlz)ExxDxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

II\V( t i z)ll: = 1

A pseudo-distância projetiva sobre D é definida como

(1.3) À(z, w) = {l-lI,:\V ( t i z ) \V ( t i w )d~(t)If/2

Em alguns casos, se a função onda g (.Iz ) eL2(X;~) , z eD não for

normalizada, como em (2), consideraremos certas constantes de normalização
como a seguir

( IA ) g (.Iz ) = ~ K (z ,z ) 'V ( .Iz ) , \V ( .Iz ) ESIi ' z ED

onde

K(z,z) = (g ( .Iz ) ,g ( .Iz ))mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
li

é uma função suave em z E D.
A abordagem acima descrita será usada no Teorema seguinte, o qual

representa o ponto fundamental do nosso trabalho.hgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

TEOREMA

Seja p(. I .) E F( X I D) a função densidade de probabilidade, dada por

(1.5) p(t/z)=lg(t/z)1
2

/( -), K(z,~»o , zED
/K(z,z

g (tI.) é uma função holomorfa em D f.L-quasetodo t EX. Então:

i)K(z, w) é o núcleo de Bergman de um espaço de Hilbert de funções

holomorfas em D;
ii) g(./.), defmida em XX D , é a função geradora de L 2(x ,f.L ) para H(D),

onde H(D) é o único espaço de Hilbert de funções holomorfas em D, tal que

kz(z) = K (z, w ), z, W ED ,

é o seu núcleo reproduzido;
iii) A pseudo-distância projetiva À é a pseudo-distância de

Skwarcynskij lv],
iv) Para todo z, w E D, O~ p(z, w) ~ À(z, w) S 1, onde p é a pseudo-

distância de Hellinger e Àé a pseudo-distância projetiva;



v) A métrica de informação ds' é a métrica de Bergman db', que pode

ser expressa como

(1.6) db' =mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAaa 10gK

vi)

Â,2(z,w)=dÂ,2(z,w)\w=z=0 e dÂ,2(z,w)\w=z=ds2(z)=db2(z)~0.

Uma importante regra em discussão de problemas de inferência são as
medidas de distância entre distribuições de probabilidades [16].Porém, uma
grande classe de medidas, não satisfazem os requisitos de uma função
distância. Estas medidas, denominadas Medidas de Divergentes, são muito
usadas com frequência em problemas de taxonomia, mais especificamente nos
trabalhos que tratam da classificação biológica.

Existe uma abordagem sobre a unificação aproximada para a construção

de distâncias e medidas de divergência.
A distância geodésica, introduzida pela mudança de métrica diferencial

quadrática em espaços de distribuição de probabilidade nos dá um método para
especificar a diferença entre duas distribuições de probabilidades[17].
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2. MÉTRIC IFERENCIAL DE INFORMAÇÃO.

Considere J! uma medida de probabilidade o-finita sobre uma a-álgebra de

um espaço amostral X.

DefinimosxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(f,g)1I = 1f(t)g(t)dJl(t)

e

Ilfllll= ~(f,f)1I

respectivamente, o produto interno e a norma do espaço de Hilbert separável

L2(X,Jl) de funções de valores complexos que têm quadrado integrável sobre X com

respeito à medida J!.

Desta forma, a esfera unitária de L2(X,Jl) e o conjunto de densidades de

probabilidades com parâmetros contínuos reais são, respectivamente, definidos por

SII= [r EL2(X,Jl);lIfllll = I} e

PII= {Ifl EL,(x,Jl);lfl
"2

ESJ.

Frequentemente em estatística tratamos uma família parametrizada de

distribuição de probabilidades como um modelo estatístico. Seja S =cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA{p ( t lz ) } tal

modelo estatístico, onde t e X é uma variável aleatória e p (tlz ) é a função densidade

de probabilidade de t, parametrizada por z, em relação à uma medida J! sobre X.

Aqui, z é um parâmetro real n-dimensional z = (Zl'mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAZ2' ... , zn) pertencente a um

subconjunto D c R". Por exemplo, o modelo normal é uma família de distribuições

de probabilidade tendo a seguinte função densidade de probabilidade

4



· --expmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
.lira

onde o espaço amostralcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX é a reta real R com a medida de Lebesgue duít) = dx e

o parâmetro z é bi-dimensional, ou seja

zxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= (Zl,Z2) = (u,o );

onde f .1 . e O' são os parâmetros usuais que especificam uma distribuição normal.

Desta maneira, o conjunto de parâmetros D é o semi-plano

D = {()l,a);-CX) <)l < CX),a> O}

Consequentemente, o conjunto S contém todas as distribuições normais, e cada

distribuição normal N () l, ( 2
) em S é bem defmida pelo parâmetro bi-dimensional

Z = (u,c).

De um modo geral, D c Rk .No entanto, ·quando k=2n, é mais conveniente

utilizar a terminologia complexa. Neste sentido, para os parâmetros

Z j = x j + Y j , j = 1,2, ... , n, a diferenciação complexa nos fornece:

o Z. = 2-) C o " o - ioy o )

J J J

o-o =2-1Coxo +ioyo),
ZJ J J

onde j = 1, ... , n, e portanto, para uma função f de classe C\ a derivada de f ao

longo de Z E D é dada por:

df = (8+ 8)f, df = df(z), z ED,

om

5



= ~mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr.xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATn7 e ar =cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL àz.fd~j
FI J

Observe que com esta notação, 0 Z j pode ser escrita como O Z j e se todos os Yj

são zeros, D é uma variedade mergulhada em R n e a notação se reduz a notação

real.

Suponhamos portanto que D seja uma variedade mergulhada em C" e que a

família F = F(X / D) de funções densidade de probabilidades p = p(./.) E PI!

satisfaça, para todo z E D as seguintes condições

i) Vt EX, p(tl.) é diferenciável em D u-quase por toda parte

ii) ozJ p(tlz)d~(t) = J ~p(tlz)d~(t) e, portanto, igual a zero.
J x x o

Zj

DEFINIÇÃO 2.1

A matriz de informação de Fisher de p = p(.I.), p(.I.) EF(xID) é a n x n matriz

hermitiana F = [gknJ cujos elementos são dados por

s.- (z) = J p-t (oz p)(~\np)d~(t)
.m X t

ou

gk;;;(Z)= fxP(OZk logp)(8zm log pjdut t)

Pela condição (ii), anteriormente citada, E{OZk logp('lz)} = 0, k = 1, ... n.

Portanto, a matriz de informação, para z ED, é uma matriz hermitiana de

covariância de {OZk logp(.lz)}, k = 1,... ,n.

DEFINIÇÃO 2.2

Usando a definição anterior, definimos a métrica diferencial de informação

relativamente a p(.I.) EF(XID)como a forma quadrática hermitiana

6



. g,,; =g"ztz). zeDxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
-

-dz ..dz=hgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

PROPOSIÇÃO 2.1

A forma quadrática ds' é definida positiva e além disso, em termos do

L2(X;J.l) podemos escreve-Ia como

ds2 (z) = IIpl/20l0gpll:, p = pf.]z), z E D.

PROVA

De fato,

ds'{z) = ± J p(8
Zt

logp)(8z", logp)dll(t)
t.m=l X

= ,~, {[tp'"cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa ~ logp)(P'" a• ..logp)dJ.l(t)}dz, dZ.

= J ± {(pl/28zk logp)(p1l28z", logp)dztdzm}dll(t)
x k.me-I

= l(p '" mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,ta,. (Iog pldz, )(p'~ ,ta,jlogp)dz. }J.l(t)

= J (pl/2 8l0g P)(pll2 810g p)dll( t)
x

= IIp1 1 2 8l0g pll:

que é positiva definida •

PROPOSIÇÃO 2.2

A métrica diferencial de informação ds'{z) é localmente invariante sob

transformações holomorfas bijetivas de z.

PROVA

Seja e.o: ~ D uma transformação bijetiva holomorfa. Então p'= p\I.) é

definida por

7



ED·. p'(J.) EF(x,D·,xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= D( ItÇ\LH.

e

~;;;(w) = J p·(8
Wk

logp·)(8wm 10gp·)dJl(t)

ou ainda

g:;;;(w) =mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIx p.-l (8
Wk

p.)( 8wmp·)dJl(t),

os quais são os elementos da matriz de informação de Fisher.

Agora

n

d 2( ~. - •• •s; w) = L...gk;;;dwkdwm, gkm= gkm(w), W ED ,
k,m=1

que é a métrica de informação correspondente.

Usando a regra da cadeia:
ncbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAõ z

8
Wk

P*= ~8z;p(.lz)~
1=1 wk

e

8 p* = .ç-.-8 p( ) 8zj
Zm L... Zj .z-

je l 8-
Wm

Como

g:;;;(W)= J p*-1(8wkP*)(8wkP*)dJl(t)
1

temos:

8



-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a .... JlamlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAêz JLêp(.lz) CZi LOijP(.lz)-j d~(t)
;=1 àwt '=1 a-,. Wm

=

I

Como Zi,~j, w., Wm não dependem da medidacbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI l( t) , temos

g:~( w) = t!:i aw
aZj J p(.lz)( a7;p(.lz))(~\p(.lz))dll(t)

,,]=1 t m 1

-
n azo 8Zj

~ 1_
= L.-J gij 8wk 8wm

i,j=l

Portanto os elementos da matriz de informação são transformados por uma

transformação bi-holomorfa em um tensor covariante de segunda ordem.

Além disso,

D

d~( w) = Lg:~( w)dwtdwm
t,m=1

~ (~ azo aZ j
) ~= L.... L....gij--' -=- dw.dw-,

t,m=1i,j=1 awt õ w «

D (D azo õz, -)
= L Lgij-' dwt-=-dWm

k.m=I i.je l awt õ w «

D

= Lgijdzid~j = ds2(z)
i.jel

•

DEFINIÇÃO 2.3

Uma pseudo-distância sobre D x D é uma função simétrica

o:DxD~R+

que satisfaz a desigualdade triangular, mas podendo ter ó(w.z] = O com w:t; z,

w,z ED.

9



DzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

distância geodesica induzida ds' com respeito a pCI.) EF(xID) define uma

pseudo-distância So sobre D x D. Esta pseudo-distância é denominada pseudo-

distância de informação com respeito a p = p(.I.) [2],[10]

Se p(.I.) possui a propriedade que garanta ds' ser estritamente definida

positiva, a pseudo-distância de informação So' satisfaz as condições

i) z e D,cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS D (Z , w) ~ O, So(z,z) = O~ z = O

ii) So(z,w)= So(w,z)mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA"tz,w eD

iii) So(z, w) :os; So(z,ô) +So(ô, w) "tz, w.ô e D

ou seja So satisfaz as condições de distância. Portanto, toma-se-à uma distância

sobre D x D no sentido canônico. Com estas propriedades, So é conhecida como a

distância de informação com respeito a p=p(.I.). Assim, D toma-se um espaço
métrico (D,So)'

O espaço métrico (D,So) será completo, se para cada W ED e r>O, a bola

fechada

{z ED;So(z, w] s r}

for um conjunto compacto.

DEFINIÇÃO 2.5

Uma métrica Riemanniana numa variedade diferenciável D é uma

correspondência, que associa a cada ponto Z E D um produto interno definido

positivo no espaço tangente.

Como So é induzida pela métrica Riemanniana ds', a complecidade

anteriormente definida é equivalente a complecidade usual, visto trabalharmos com

a bola fechada e limitada.

PROPOSIÇÃO 2.3

Suponhamos que além das propriedades anteriormente exigi das,

p(.I.) EF(xID) também satisfaça a seguinte propriedade

iii) Z ED, õ, õ, log pí.lz] existe u-quase por toda parte.
kRQPONMLKJIHGFEDCBAm

10



simples

matriz informação de FisherxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(gk,J é dada pela expressão mais

gkm = -E{OZk 8z", logp(.lz)}

e a métrica informação, ds", toma a forma

ds' =-E{o81ogp(.lz)}

-E{cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAO Z K 8z
M

log p(.lz)} = - J p(tIZ)OZk8zm log p( tlz)dJ.l( t) =
1

= -J p(t1z)Ozt[ (1 )8zmP(tIZ)dJ.l(t)]=
1 p tlz

= _ J p( tIZ)[ ,("1 )mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa, p( tlz)a,. p(tlz) + / ) a, a •.•p( t1z)}J.l( t] =
1 p tlz k p tlz k

= J p-I(.lz)OZkP(tlz)8zmP(tlz)dJ.l(t)- J OZk8zmP(tlz)dJ.l(t) =
1 1

= J p-l(tlz)OZkP(tlz)8z",p(tlz)dJ.l(t) = gkm
1

- J OZk8zmP(tlz)dJ.l(t) = O.
1

11hgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

PROVA RQPONMLKJIHGFEDCBA

pOIS

Portanto
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=xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,~Üp-,mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa '. p( t] z).3".p( t] z)d~( t)]dz,d Zm=

n

= ~ JhgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp(tlz)0zt {logp(tlz)}dz"8z,,, {logp(tlz)}dzmd~(t) =

k.m=I 'X

= -cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA!( t ,p'l2 ( t[z )a " , log] t[z)dz, ) ( t, p'l2 ( t[z )a " . log pl t[z)lZm }~( t) =

= -!p(t[zl(t,a", logp(t[z)dz, )(t.a ...IOgp(t[z)dzm }~( tl =

= _ J (p1l2(tlz)olog p( tlz] )(p1l2(tlz)81og p( tlz] )d~( t) =
'X

= -E { o81ogp(.lz)} •

12
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CAPÍTULom

3.ENTROPIA E MEDIDAS DE DIVERGÊNCIA

3.1 ENTROPIA

Seja F = F(cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX / D) uma família de funções densidade de probabilidades

contida em um conjunto aberto U, onde U é um subconjunto aberto de um

espaço de Frechet F de funções fxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= f(./.), definidas sobremlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX x D, que inclui o
espaço tangente de U.

Defmimos a tangente de f( t lz ) em Z E D na direção de (u , v) E C " x C " como

d(u,vl(./Z) = oJ(./z) + oJ(./z)

onde

(3.1)
n

oJ(./z) = L8zJ(./z)vk
k=1

n

0uf(./z) = LOz/(./Z)Uk

10=1

Para p(./.) E F( X / D) e <p uma função de classe c2 côncava, defmimos o

funcional <p-entropia

(3.2) {H<p(p)}(Z)= Ix <p[p(t/z)]d~(t).

-
A derivada de H, em p E U na direção de f EF é dada por

. d IdH<p(p;f)=-H<p(p+tf) = f <p'[p(t/z)]f(t)d<p(t)
dt 1=0 x

e a derivada segunda, por p E U na direção de g E F é

d2H<p(p;f,g) = Ix <p"[p(t/ z)]f(t)g(t)d~(t)

o Hessiano em p E U na direção de f EF é definido por

(3.3) ~fH<p(p) = 4d2H<p(p;f,f)

13



isto é

H_lp) = 4mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIx <p"[p(ti z)]lxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAfl
2
dJl(t),

pois <pé uma função côncava, -<p é convexa, logo

(3.4) -ArH",(p) ~ 0, f EF

Fazendo f = 0uP, u = (dz1,dz2,000,dzJ ECo, temos

(305) Aôup {H",(p)}(z)= 4J1 < p"[p(tl z)]loup(tl Z)12dJl(t)

O

onde °up(t/z)= LO ZkP(t/z)uk.
k=l

3.2 MÉTRICA ENTROPIA DE ORDEM a.

Abordaremos neste trabalho uma classe de funções, <Pa'a> 0, dada por

(3.6) <Pa(s)= {(a-lt (s- sa),

-slogs,

a ;t: 1

a = 1

cuja derivada segunda é dada por

(3.7)RQPONMLKJIHGFEDCBA
{

a-2-ces

'P"(s) = _~, '
a = 1

a ;t: 1

Estas funções são defmidas para todo s>O e serão estendidas para s ER+, usando
a convenção

OlogO=O

A função <Paé côncava, pois sua derivada segunda é sempre negativa.

Para esta classe de funções, o funcional <p-entropia será denotado por H, e

será denominado funcional entropia de ordem a.
Segue-se então,

(3.8)
{HJp)}(z) = {(a-cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1t[ 1- !xpadJl(t)J.

- Ix plog pdu] t], a = 1

a ;t: 1

14
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cuja ma . denotada por:

(3.9a)
{

-axwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1p(x-1laupI2d~( t],

•.•••••{H.(p)}(z) =
4

_cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf ,~là.pl' dll( t), a= 1

a:;t:l

ou

(3.9b)
Aôup{Ha(P)}(z) = _4{a1palau logpl2d~(t),mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Ix p-Ilau logpl2d~(t), a=l

a:;t: 1

Portanto,

= -41 -a f,(~a...log pdzs, }Il(t), a « I

f ,p(t, à~ log pdz, X~a•. log pdz...}Il( t}, a = I

AÔup{Ha(P)}(z) = -4a i UXpa(aZk10gp)(aZmlogp)d~(t)}~d~m
k.m=1 .

Logo, H, está associado a uma métrica diferencial Hermitiana, a saber;

ds;(z)= __ l Aôp{HJp)}(z).4a u

que é definida positiva pois <i>aé côncava e portanto uma métrica da geometria
Riemanniana.

Esta métrica que pode ainda ser escrita como

n

(3.10) ds;(z) = Lgtldzkdzõi
k.m=1

será denominada, métrica entropia de ordem a.
Os coeficientes gtl, são os elementos da matriz entropia de ordem a, são

dados por

(3.11) g~:l(z) = Ixpa(azklogp)(az", logp)d~(t).

15



ipaninIlar~ quando a = 1. temos H = H), que é a conhecida entropia de

e caso, di = d~ , [g",iõ]= [~),iõ] que foram respectivamente

orno métrica diferencial de informação e a matriz de informação.

Shannon.

definidos

3.3 - MEDIDAS DE DIVERGÊNCIA

Uma outra maneira de encontrarmos a métrica diferencial de informação é
usando a noção de divergência que definiremos a seguir.

DEFINIÇÃO 3.3.1- Seja F: R+xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx R+ ~ R uma função de classe C
2

tal que

F(s, t) ~ O e F(s,s) = O V's,t ER+

Definimos a divergência de p,q EP/l em relação a F como

DF(p,q) =mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIx F(p(t),q(t))d~(t), p,q EP/l

PROPOSIÇÃO 3.3.1
Fixando p E P/l e fazendo q variar, temos

DF(p,p) = dDF(p,q)lq=p = O e d2D,(p,q)lq=p ~ O

PROVA
Como F EC2 e além disso F(s,t)~O e Fls.s] = O, F tem um mínimo quando

s=t. Logo, pela condição de mínimo o resultado segue-se. •

PROPOSIÇÃO 3.3.2
Considere p= p(tlz) e q = p(tlw) com z,w ED e p.q EF(xID). Em analogia

com (3.5), o Hessiano (complexo) é

~aup{DF(p,p)}(z) = 4t a~F(p,q)lq=pIOpI2d~( t)

que é também uma forma quadrática definida positiva.

PROVA
Pela proposição anterior, temos que

Ix ~F(p,q)lq)aupI2 d~( t)

é maior ou igual a zero, pois

trivialmente.

d2DF(p,q)lq=p ~ O. Portanto o resultado segue-se

•

16



· 'ergência é uma forma quadrática definida positiva,
ontrar a métrica entropia de ordemcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa usando a notação de

C
também podemos
divergência.

Objetivando o conceito de métrica entropia de ordemmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa, daremos alguns
exemplos de medidas de divergência.

3.4 -hgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAEXEMPLOS DE MEDIDAS DE DIVERGÊNCIA

3.4.1 - J - D IVERGÊNCIA

A l-divergência em relação a H, induzida pelo funcional o-entropia H, é

definida por

(3.12) J~À)(p,q) = Hcp(ÀpxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+(1- À)q) - ÀHcp(p) - (1- À)Hcp(q).

Por (3.5) temos

(3.13) J~À)(p,q) = I) < p( Àp - (1- À)q) - À<p(p) - (1- À)< p( q) }ctJ.!(t)

Seja F: R+ x R+ -+ R definida por

F(p,q) = <p(ÀP+(1- À)q) - À<p(p) -(1- À)<p(q)
cuja derivada segunda em relação a q é

d2F( )--=-~~,q....:.:...= <p"(ÀP+(1- À)q)(I- À)(I- À)( o"q)(ouq) - (1- À)<p"(q)(ouq)(ouq)
dq

e quando q -+ p temos

d'~~;q) ~ _ À( H)q)"(p )Ia.pl'

que é não negativa, pois < p é uma função côncava.
Portanto,

(3 .1 4 ) Ix <p"(p)loupI2dJ.!(t)

que é uma forma quadrática definida positiva.
Em particular, quando < p é a função entropia de ordem a, temos que

~a"p {J~À)(p,p) }(z) = -4À( 1- À )a Ix -4À( 1- À)pa-2lo"pl2 dJ.!(t)

~a"p {J~À)(p,p) }(z) = -4À( 1- À )a Ix pa-2lOupl2dJ.!(t)

17



Daí.

ds!(z) = -1cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL \xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA{J(À)( )}()4a.ÂÚ _ À. \ õup 11 p, P z.

Portanto

ds!(z)= !xpl1-2180pI2dJl(t)

que é a métrica entropia de ordem 0..

3.4.2 - K - DIVERGÊNCIA

Seja '" uma função de classe C2 em R+ com a propriedademlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(3 .15) S \II(S - I)+ \II(S ) ~ O

e com a normalização, \1 1 (1 ) ~ O.

Definimos a K-divergência por

(3.16) K.(p,q) ~ o.~{ .,I
x
{PIj1(:)+ qlj1(~) }d~(t).

Considere

F(p,q) ~ PIj1(:) + qlj1(:)

que é uma função de classe C2 cuja derivada segunda, quando q ~ p, é

d
2
F(p,q) = !\II"(1)aoq80q + P: ",,,(P)auQ8uQ

Q2 q=p P P Q Q Iq=p

isto é;

d
2
F(P,Q)/ = ~ \1 1 "( l)ãpap = 2\11"(I)p(ao log p)( 80 log p) = 2 \1 1 "( 1)p180log pl2
d 2

Q q=p P

Portanto, o Hessiano da K-divergência é

(3.17) L\õup {KIj/(p,p)}(z) = Ix pl8u logpl2 dJl(t)

que é a métrica de informação.

18



C

resultan

- 'este

é a função entropia de ordemmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC L, a K-divergência

minada K-divergência de ordem C L (C L> O ).xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

_[ (-I) ( )]= {(C L-lcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt ( I-S
a

)(sl_a),
se; S + q> a S

(1- s)Iogs-1,

a qual é não negativa, para todo s ER+ e q>"(I) = C L > O.

Portanto,

C L:;to 1

C L = 1

(3.18)
8a.K

a
(p,q) = {(C L - lt [ t (pl-aqa + ql-a )d~( t) - 2J,

J ,;[ q log plq + plog qlp ]d~(t), C L = 1

C L:;to 1

onde 8a.K
a
(p,q) é conhecida como a divergência de Kullback-Leibler (14).

3.4.3 - DIVERGÊNCIA DE HELLINGER

A divergência de Hellinger é denotada por

(3.19) H",(p,q)= JJ",(p)-\jI(q)rd~(t)

onde \ jI é uma função de classe e2 sobre R+.

Esta medida de divergência, {H",[p, q)r'2 , define uma pseudo-distância

sobre p~x P~. Em particular se p=pítlz) e q=p(tlw) com z, W ED e pCI.) EF(xID),

temos a função

(3.20) p",(z, w] = {H",(p(.lz),p(.lw))r'2,

a qual é conhecida como a pseudo-distância de Hellinger sobre D x D, D cC" .

Podemos também escrever p",(z, w) sob a forma

(3.21) p",(z, w] = {JJ ",(p( tlZ)) - ",(p( tlw))r d~(t) Y'2.

Cuja derivada segunda, quando w ~ z é dada por

d2p",(z,wl=z = 2JJ \jI'(p)rlanPI2d~(t)

em analogia com (3.5), vemos que seu Hessiano é dado por

(3.22) ~aup {H",(p,p)}(z) = 8JJ ",'(p)naup(d~(t).

19



(3.23 ) = o.J2 Sa 2 (S ERpo.> O), tem-se

a divergência de Hellinger de ordem a. dada por

(3.24) Ha(p,q) = ~J [pa/2_qal2}.t(t)
20.xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI

e a pseudo-distância de Hellinger de ordem a. por

{ }

m

(3.25) Pa(Z,w)= o.~ fJp[tlzf'2_q[tlwf'2rd~(t) ,

cujo Hessiano é

L\aup {Ha(p,p)}(z) = fI palau log pl2d~( t)

visto quecbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[ \ jI '(S )Y = isa-2ldSl2 .

Logo,

(3.26) d2p!(z,w)=!J pa-2IdpI2d~(t).RQPONMLKJIHGFEDCBA
8 I

Portanto, o Hessiano é a métrica entropia de ordem 0., isto é

(3.27) L\aup {Ha(p,p)}(z) = ds!(z)

20



CAPÍTULO IVhgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

4. A P SE U D O -D IST Â N C IA P R O JE T IV A

No caso particularcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa = 1. (3.25) é denominada pseudo-distância projetiva, a
qual também é conhecida como pseudo-distância de Hellinger sobre D e

denotada por p.

P R O P O SIÇ Ã O 4.1
A pseudo-distância de Hellinger P.

p(z, w)xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA=mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJz {J,([P{t1 z)]'" -[p(tl -rr d~(t)r

pode ser escrita como

{

1/2 }t/2

(4.1) p(z.w)= 1- IJp(t/z)p(t/w)] dJ.L(t)

além disso

(4.2)
{

p2(Z.W)=dP2(Z.Wl=Z =0 e

d2p(z.w}iw=z = : J/-t\dp(tl z)\2dll(t)

Em particular

ds' = ~a.pp2 (z. w t=z

que é a métrica de informação

P R O V A
Como

p(z, w] = Jz (JJ[P(tl z)]'" -[p(tl w)]"'l' d~(t) r

tem-se

p(z, w] = Jz {fJP(tlz)-2[p(t1z)P(t1w)]+ p(tlw)ld~(t)} =

21



Logo,

p2{Z,w]xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1-JJp{ tlz)p{ tlw )f'2 d~{ t].

Em particular, quando w=z, tem-se

p2{Z,Z)= 1- fIP{tlz)d~{t) = O.

Por outro lado,

dp2{Z,w)1 = d1[p{t / z)p(t/ W)T'2d~(t) =

= fJp{ t / z)fl2 d[p( t / W)f'2 d~( t) =

J [( )]cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 /2 D a(p( t / w]r'2 ( )

= p t/zmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL dWkd~ t =
I k=1 àwk

= to!k {l[p(t/z)p(t/W)r~d~(t)}dWkL=k =RQPONMLKJIHGFEDCBA

=0

pois p{ti z) é holomorfa e fI p( ti z)dJ.1(t) = 1, logo,

-a a J p(t/ z)d~(t) = J ~p(t/ z)d~(t) = O
Zk I IOzk

Além disso,

dp' (z,w) = 2~' IA p(tI z)'" - p(t / W )U 2 l(- ~ }( tI wr''' dp[t / w)dl'{t)

e

d'p' (z,w] = - ~f ,( - ~ } - ,, ,(ti w lp -'" (ti w )dpdpdu (t)+

( - ~ )fJpl/2( t / z) - p1/2(t / w )]( - ~ )p-3/2( ti w )dpdpd~( t) +

22



__ . rxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf pcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt il ( t I z) - P 112 ( t I w )]p -t 2 ( t I w) d 2 P(t / w )du ( t, .

Pondo w=z, tem-se

d2p2(z, w}lw=z= ~ Ix p-lldPl2d J l( t) .

Observando (3.22) e (3.27) concluímos que

Aaup {p2(Z,Z)}= ds'[z], •

Apesar da grande importância da pseudo-distância de Hellinger p na teoria

da inferência estatística [17], é mais conveniente para nossa proposta de
trabalho, estudar uma pseudo-distância alternativa Â" defmida fazendo a
convenção a seguir, usada na mecânica quântica estatística

Considere p(./.)mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAEF(XID ) como o módulo quadrado da função onda

normalizada \ jI( .r ) .

Então,

(4.3) p(tI z) = 1 \jI( t l Z)12, (t,z) EX x D

onde \ jI( . /z ) é uma função de valores complexos em SI!' a esfera unitária de

L2(X;Jl).
Assim,

(4.4) 1I\jI(./z)ll: = 1, z ED.

Usando esta nova notação, a pseudo-distância de Hellinger é da por

{ }

1I2

(4.5) p(z,w)= l- Ix I\ jl( t /z ) \ jI( t /w ) ld J l( t) .

Seja Â,(z, w) a pseudo-distância alternativa, defmida por

(4'.6) Â,(z,w) = ~ minSI>SlE{o.21tllleis'\jI(.Iz) - eie1\jl(.lw)1L

onde 81,82 percorre o intervalo [O, 21t ] .

Desde que leis'l= 1 , fazendo 8 = 82 - 8) , temos

(4.7) Â,(z,w] = ~ mino,;s';21tIl\jl(.lz)- e ie \jl( . lw )1 I1 !

Conseqüentemente, Â,indica uma pseudo-distância sobre D.
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PRO.cUJ"~"
pseodo-distâncía À(mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz; w), pode ser escrita como

(4.8) )..[z, w] =xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA{l-lt ",(tI z)",(tI w )d/l(t)lf
2

a qual comparando com a expressão (4.3), conclui-se que

(4.9) p(z, w] ~ ",(z, w], z, w ED

ii) Sabendo que

(4.10) ~(z, w] = l-I(",(.lz), ",(.lw ) )~I

tem-se

",2(z,z)=d",2(z,w)lw=z =0,

e consequentemente

(4.11) d2",2(z,z)=lld",le-I(""d",)J, ",= ",(.lz).

PROVA

i) Tem-se

",(z, w] = ~ min9,.92E{O.2711Ilei9,",(.lz) - ei92
",(.lw )IL =

= ~ min9,,92E{O.271llleie,lUcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA" ,( . I z] - ei9", C Iw )II~

onde e = e2 -eJ•

Logo,

1 { }Jn
",(z, w] = .J2 min9E{O,27t)Ix (",(ti z)-eie",(tl w))( ",(ti z)-ei9

\j1(tI w))dJl(t)

Â.(z, w] = ~ min9e{O,2lt){JJI'V( ti Z)12- eie'V (ti w )'V ( ti z) - ei9 '1 '(ti w)",( ti z) + I'V(ti w )nd/l( t)}
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-xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-

{
}

m

= mineE{O.21t] 1- Re Ix \jI(t /cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz ) \ jI( t / w )dll( t) .

Por outro lado,

eieII \jI(t / z ) \ jI( t / w )dll( t) = pcosn + ipsenu

onde a é o argumento de eieII \jI(t / z) \jI(t / w)dll( t) e

p = I.~I ,Ij/(mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAti Z)Ij/( ti w)dIl{t)1 = I."III,Ij/( ti zh( ti w)1 = lI,Ij/( ti zh( ti w )dll( di

Daí,

",2 ( Z,w) = mineE{o.2l1]{1- Re t \jI(t / z)",( t / w)d~( t)} = 1- maxeE{o.2l1l Re[ t",(t / z)",( t / w XI~(t) ]

cujo máximo será atingido quando a = O.

Logo,

J !(Z , w] = {1-III \jI(t / z ) \ jI( t / w )dll( t)l}

isto é,

À(Z, w] = {l-lI, Ij/{t I zM ti w )dll( tll}'"

Comparando a expressão (4.8) com a (4.3) tem-se

p2(Z,w) - J !(z , w] = {1- IJ \ jI( ti z ) \ jI( t / w*~(t)} - {1-III \jI(t / z ) \ jI( t / w )d~( t)l} =

= - Ixl\jl(t / z ) \ jI( t / w)ldll(t) +III \ jI( t / z)\jI(t / w)dll(t)l·

Ora, II/d~(t)l~fxlfldll(t) ,daítem-se p2(Z,W)-J!(z,w)~O. Portanto,

p2(Z,w] ~ Â,2(Z,w) isto é p(z, w) ~ ",(z, w)
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.isto que axwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
II que dli~':(z,w)l, =1'd\Ulr-l!w.dhgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

dademlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ!(z,z) = dÃ.2(z,w}l,.=z = O é trivial.verifi

Com efeito,

{ }

m

Ã.2(z,w)=1- (",(./zh'('/w)) .(",(./z)",(./w)) =
11 11cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

{ }

ln

=1- Ir;",(tlz)",(t/w)d~(t)· Ir; ",(t/z)w(t/w)d~(t) .

Logo,

1{ }1/2
dÃ.2(z,w] = - 2 Ir;",( t / z)",( t / w )d~( t). Ix ",( t / z)",( t / w)d~( t) .

·{Ix ",(t/z):W ",{t/w)d~(t)· t ",(t/z)",(t/w)d~(t)+ Ir;",(t/z)",(tlw)d~(t)· t ",(tlz):W ",(t/w)d~1

Portanto,

1( 1){ }-3nd2Ã.2(Z,w l=z = - 2 -2" t ",( t / z)",( ti w)d~( t]. Ir;",( t / z)w( t / w)d~( t) .

. {J " ,( ti z)~",( ti w)d~( t) .J ",(ti z)",( t / w)d~( t) +J ",( ti z)~ ",(t / w )d~( t)}.
r; àw r; x àw

{ f \jI( t / Z)~ \jI{t / w )lJ.!(t).f \ jI( t I z)w( ti w )dJ.!(t) + f \jI( ti z)~ \jI( t / w )dJ.!(t). f \jI( t / Z)\jI( t / w ~J.!( t)}
x àw x 1 àw 1

1 { - }1I2 { a ( a )+- f ",(ti z ) \v ( ti w )i~(t).f ",(ti zw( ti w )c4.L(i) . f ",(ti z)- -",(ti w] du] t)·f ",( t / z~( t / w )d~( t) +
2 1 1 1 aw aw 1

+J, '1 '(1/ z)'V (tlw )dll(t) J, 'V (tI z) ! (! 'V (tI w) }1l(1)}.

Quando W=Z, temos

d2J.!(z, w)1 = - .. ! .{ f " ,( t / z) j j 2 ",(ti w )d~(t) + f " ,( t / z)~ ",( t / w)d~( t).
w=z 2 x àw x àw

.J ",( t / z)~",( t / w)d~( t) +J ",( t / z)~",( t / w )d~( t).I ",( t / z)~",( t / w)d~( t) +
x àw x àw àw
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c JLO

ODUÇÃO

Iniciamos este capítulo definindo núcleo reproduzido e mostrando algumas
de suas propriedades básicas.

Posteriormente, defmimos núcleo sesqui-holomorfo e o núcleo de
Bergman, para finalmente enunciar e demonstrar o teorema central do trabalho.

5.1 TEORIA DOS NÚCLEOS REPRODUZIDOS

5.1.1 - Defmição de núcleos reproduzidos.

Considere um espaço vetorialxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAF de funções f(x) defmidas em um conjunto
E. Suponhamos que F seja um espaço complexo, isto é, admite a multiplicação
por um número complexo.

Suponhamos também que para f E F, seja defmida uma norma, !lfl!,isto é,

um número real satisfazendo as seguintes propriedades:

i) /lr/l ~ O, /lr/l = O se somente se r = o;
ii) !lcfl!= Iclllfll;

iii) Ilf+ gll~ Ilfll+ Ilgll' Vf'.g E F;

Suponhamos ainda que a norma acima seja dada pela forma quadrática, Q(f);

IIfl12= Q(f).

o funcional Q(f) é denominado forma quadrática hermitiana se \fEl' E2
constantes, e funções fI .f, de F tem-se

Q(Elfl +E2fJ = IEJQ(fJ +EI E2Q(fl'fJ +EIE2Q(f2,fJ +IE212Q(fJ

onde Q( fI' r, ) = Q( fI' f2) é a forma bilinear hermitiana unicamente determinada,

correspondendo a forma quadrática Q(f). Esta forma quadrática será denotada
por (r; f2) == Q( fI ' f2) e chamada o produto interno, correspondente a norma

Ilf112,onde IIfl12= (r.r).

O espaço F com a norma I1 I" forma um espaço vetorial normado. Se este

espaço for completo, ele será um espaço de Hilbert.RQPONMLKJIHGFEDCBA
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espaço de funções com valores reais, formando um espaço

emos que, a norma, 1111,em F, é dada por

"f11
2

=xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAorn,
com a forma quadrática canônica, isto é,

'v'EI,E2 ER, Q(slfl +s2f2)=lsI12Q(fl)+2sIS2Q(fl>fJ+ls212Q(f2)'

onde Q( fI , f2) corresponde a forma quadrática bilinear simétrica, e se F for

completo, ele será um espaço de Hilbert real e o produto interno, será dado por

( fi ' f2) = Q (fi' r;).
Todo espaço de Hilbert real F determina um espaço de Hilbert complexo

da seguinte forma
Considere todas as funções fi + if2 , fi' f2 E F. Estas funções formam um

espaço vetrorial complexo Fc sobre o qual definimos a norma como

IIfl+ if211= 11fi 11
2

+ IIf211
2

.
Assim, F, é um espaço de Hilbert complexo.

Os espaços de Hilbert complexos F determinados pelos espaços de Hilbert
reais são caracterizados por duas propriedades

i) Se f E F, ent f E F (f é a função complexa conjugada de f);

ii) Ilfll= Ilfll, \if E F.hgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

D E F IN IÇ Ã O 5.1

Seja F um espaço de funções definidas em E, formando um espaço de

Hilbert (real ou complexo). A função Kíx.y), definida sobre ExE, é denominada
um núcleo reproduzido de F se

i) Para cada y, K(x,y) como função de x pertence a F;
ii)mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA propriedade de reprodução: para y E E e f E F,

f'(y) = (f(x),K(x,y))
x

onde o subscrito x no produto interno, indica que o produto é aplicado na função
x.

Se uma classe real F possui um núcleo reproduzido Kíx.y), então verifica-
se imediatamente que o espaço complexo F, possui o mesmo núcleo que tem

valores reais. Por isto, consideraremos apenas espaços de Hilbert complexos.
Introduziremos uma distinção entre o termo subclasse e subespaço. Quando

FI e F2 são duas classes de funções no mesmo conjunto E, FI é subclasse de F2

se para cada f E FI' f pertence também a F2, e Ilflll= IIfl12(11111e 11112são as

normas de FI e F2 respectivamente). A notação FI c F2 significa que FI é um

subclasse de F
2

•
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ES BÁSICAS DOS5.1mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr_ CLEOSREPRODCZJDOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Seja F um espaço de funções f(x) definidas em E, formando um espaço de
Hilbert com a norma IIfll e o produto interno (f"fJ. Denotaremos K(x,y) o

núcleo reproduzido. Então

i) Se existe um núcleo reproduzido K(x,y), ele é único.

De fato, se K*(x,y) é um outro núcleo reproduzido de F, então para o
mesmo y tem-se

. 0< IIK(x,y) - K *(x,y)11
2xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= (K- K*,K- K *) = (K- K*,K) -(K-K*,K *) = O,

pela propriedade de reprodução de K e K *.

ii) Existência. Para a existência de um núcleo reproduzido K(x,y), a
condição necessária e suficiente é que para y E E, f(y) seja um funcional

continuo de f para o espaço de Hilbert F.

Com efeito, se K existe, então

If(y)1 ~ Ilfll{K(x,y), K(X,y)f'2 = K(y,y f12

llfll .

Por outro lado, se f(y) é um funcional continuo, então pelo teorema geral dos
espaços de Hilbert, existe uma função g/x) E F, tal que

gy (x) = (f(y),gy (x)).

Então, se tomarmos Kíx.y) = gy (x) como o núcleo reproduzido, o resultado

segue-se.

iii) K(x,y) é uma matriz positiva, isto é, a forma quadrática em El,E2, ... ,En

D _

(1) L K(X,y)Ei.E j

i,j=1

é não negativa para todo YI ,y 2 , ••• , Yn em E. É claro que a expressão (1) é igual a

n 1
12

LK(x,y)Ei
i=1

pela propriedade de reprodução. Em particular segue-se que
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)I~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAs K(x,x)K(y,y)

iv) Para a matriz K(x,y) existe um único espaço de funções que determina
uma única forma quadrática, formando um espaço de Hilbert e admitindo K(x,y)
como o núcleo reproduzido.

Este espaço de funções é gerado por todas as funções da forma

:L<lkK(X'Yk)' A norma destas funções é defmida pela forma quadrática

1I:L<lkK(x,yJII2 = :L:LK(y;'Yj)SiEj.

Funções com esta norma não formam um espaço de Hilbert completo, porém
podem ser completado adicionando as funções que são limites de sequências de
Cauchy. Formando assim um espaço de Hilbert completo

v) Se o espaço F possui um núcleo reproduzido K(x,y), cada sequência de
funções {f

n
} que converge fortemente para uma função f no espaço de Hilbert

F, converge também ponto a ponto no sentido canônico, ou seja

limf; (x) = f'(x}.

Esta convergência é uniforme em um subconjunto de E, em que H(x,x) é
uniformemente limitada.

Isto segue do fato,

If(y) - fn (y)1 = I(f(x) - fn [x], K(x,y»)1 ~ Ilf- fn IIIIK(x,y)1I= /lf - fn II(K(y,y)r'2

Se f
n

converge fracamente para f, temos novamente f
n

(y) ~ f'[y] para

cada y, visto que por definição, a convergência fraca é dada por

(f
n

(x),K(x,y)) ~ (f(x),K(x,y)).

Há em geral uma sequência decrescente de conjuntos E) c E2 c...~ E, em
que cada f

n
converge uniformemente para f.

Se uma topologia ( uma noção de limite ) é defmida em E e se a
correspondência

y~ K(x,y)

1



ntinuamente em um subconjunto do espaço F, então a

convergência fraca da sequência {fxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n

} implica na convergência uniforme em cada

conjunto compacto EI c E.

De fato, EI é transformado em um subconjunto compacto de espaço F. Para

cada E > O, podemos escolher um conjunto finito

(Yl'Y2, ... ,yJ C EI

tal que, para cada Y e EI' existe pelo menos um Yk com

IIK(x,y) - K(X'Yk)11~ E/ 4M

onde M = sUPnllft.

Mas, se escolhermos no tal que n > no,

If(y n) - fn (y k)1< E/4.

Obtemos Y e EI'

If(y) - fn(y)1= If(y) - f(Yk) +f(Yk) + f(Yk) - fo (Yk)+ fn (Yk) - fn (y)1 ~

~ If(Yk) - fn (Yk)1+I(f(x) - fn(x), K(x,y) - K(X'Yk ))1 ~

s E/ 4+llf -fnIlIIK(x,y) - K(X'Yk )11s E/ 4 +2ME /4M

A continuidade da correspondência Y ~ K( x, y) é equivalente a

equicontinuidade de todas as funções de F· com IIfll~ M, 'v'M > o. Esta

propriedade é satisfeita para vários espaços que têm núcleos reproduzidos, que

são usualmente considerados, tais como o espaço das funções analíticas,

harmônicas, soluções de equações diferenciais parciais etc.

vi) Se F é um espaço com o núcleo reproduzido K, então F é um subespaço

de um espaço de Hilbert, D, neste caso a igualdade

f'(y) = K(h,K(x,y»)
x

verifica-se a partir da projeção de elementos heH sobre F.

Com efeito, considere h=f+g, onde g é ortogonal ao espaço F. A função

K(x,y), considerada como uma função de x, pertence a F. Então

(h,K(x,y») = (r + g,K(x,y») = (f,K(x,y») = f'(y),
x x x

pela propriedade de reprodução.
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·"a ...1...LOShgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASE SQ U I-H O L O l\-10R F O S

Consideremos uma função onda

g(./z) ELlx.;~), z ED

não necessariamente normalizada como em (4.4).

Em alguns casos, estas funções envolvem certas constantes de

normalização, detalhadas abaixo

(5.1) g(./z)xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= ~K(z,i)\jI(.Iz)

com \jI(./z) ES/l' z ED e a constante de normalização dada por

(5.2) K(z,i) = (g(./z),g(./z))
/l

pois K( z, i) é uma função de z e de z.
Isto se toma mais aparente quando requeremos que g(t/.) seja holomorfa em

D, V't EX, a menos de um conjunto de medida nula.

P R O P O SIÇ Ã O 5.1

A forma (4.5) com a notação (5.1) e (5.2) toma-se

(5.3) d2,,?(z,w l=z = K-2[Klldgll~-1(g,dg)/l12]

onde K = K(z,i) e g = g(./z).

P R O V A

ComomlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\jI(.Iz) = [K (z,i)f/2 g(./z), tem-se

d'),;'[z, w )1•.• ~ Ild([ K(z, ~lf" IAcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ z))[ - ([K(z,~)r'g(.l z}, d([ K(z,~Jr'''g(J z))f ~

1( J(- J= 11 1 d I _ g(./z) dg(./z) g(./z) dg(./z)

K(z,z) gl" \'K(Z,z) , ~K(z,i) /l ~K(z,i)' ~K(z,i) /l



= ~-~(zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz,~)[ Klldg;e-I(g, dg)I'r]
pois dK(z,~) = d(g(./z),g(./z)) = o •

I'

Um caso de grande importância ocorre quando a não normalizada função

onda g{./z) é holomorfa em D, u-quase todo t EX·

Neste caso, por (5.2) e pelo teorema de Hartogs, K(z,~) é holomorfa em

(z,~), Z E D. Portanto, por polarização

(5.4) K(z,w)=(g(./z),g(./w)) ,z,wED.
I'

Então,cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\ : fw ED fixo, K(., w) é holomorfa em D.

Como o núcleo é hermitiano, isto é;

K(z, w) = K( w,~), \ : fz , w ED

K(w,.) é anti-holomorfo em D.

E novamente pelo teorema de Hartogs, K(z, w) é holomorfo em

(z,w), [z,w] E D .

DEFINIÇÃO 5.1
Um núcleo satisfazendo as propriedades anteriores é chamado núcleo

sesqui-holomorfo sobre D x D

DEFINIÇÃO 5.2
Chama-se núcleo de Bergman sobre D x D, qualquer núcleo sesqui-

holomorfo K(z,~), que é definido positivo, isto é, qualquer sistema fixo de

pontos z\,~, ... ,ZN ED e quaisquer escalares 0'\,0'2,· .. ,o'N EC, tal que,

N

LK(Zk,~m)o'ka:m ~ O
k,m=\

PROPOSIÇÃO 5.2

K(z,~) é um núcleo de Bergman sobre D x D.

PROVA

De fato,

(5.5) ,t,K( z,., ~mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA)a , (1= = ,t,a,g(J z,.{ ;;,O
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exwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA •cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL W I é sesqui-holomorfo, o resultado segue-se.

Pela teoria clássica de núcleo reproduzidos[l]hgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe [12] existe um único

espaço de Hilbert, H(D), de funções que são holomorfas em D, tal que

kw(z) = K(z, w), z, w ED

seja seu núcleo reproduzido.

Seja (.1.) o produto interno de H(D). Então \;fw ED, temos que k; EH(D)

e

f'[w] = (r,kJ, r EH(D).

Em particular,

K(z,w)=kw(z)=(kw,kz)' z.w s D.

P R O P O SIÇ Ã O 5.3
Assumindo que nos seja dado um núcleo reproduzido do espaço H(D) de

funções holomorfas em D com o produto interno (.,.)~,seja k; = K( z, w), W E D

o núcleo reproduzido de H(D). Então, K(z, w) é um núcleo de Bergman.

P R O V A

De fato, considere qualquer isometria de H(D) em L2(X;~)

(5.6) g(./z)=Tkw, ZED

Então, para z, w ED, tem-se

K(z,w)=(kw,kJ =(Tkw,TkJ =(g(./w).g(./z)),
. ~ ~ ~

isto é

K(z,w)=(g(./z),g(./w)) =J g(t/z)g(t/w)d~(t)
~ I

que é realmente a equação (5.4).

Logo, existe uma correspondência biunívoca canônica entre funções ondas

holomorfas g(./z) EL2(X;~) e o núcleo de Bergman kz' z ED de espaços de

Hilbert H(D), de funções holomorfas em D. Esta correspondência de funções
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holomortzs

chamada função

r p.6) e por esta razãocbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAg (.I.) definida sobre X x DxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé

dora domlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL
2
(X;ll) para H(D), [5].hgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P R O P O SIÇ Ã O 5.4

Sob as condições anteriores,

dRQPONMLKJIHGFEDCBA2,.}[z,w l=z = K-2 [Klldgll:-I(g, dg)11r ]
é equivalente

d2')..2(Z,W l=z = K-2[ K a 8 K -IOKn

isto é

d2')..2(Z,wl=z =aalogK

P R O V A

Observe que

a 8 K = aa(g(./z),g(./z)) = a[(~(./z),g(./z)) +(g(./z),~(./z)) ] = a(g(./z),~(./z))
11 11 11

(ãg(./z),g(./z)) = f ãg(./z)g(./z)dll(t) = O,pois ãg(./z) = 0,
11 X

e

laKj2= a K .ã K = a(g(.lz),g(.lz)) .a(g(.lz),g(.lz)) = (g(.lz),ag(.lz)) .(g(.lz),;3g(.lz)) = I(g(.lz),dg(.lz)) 1

2

~ ~ ~ ~ ~

Consequentemente,

K-2[K a 8 K -IOKI
2
]= K-2[lldgll:-1(g,dg)llr],

e

aalogK = a {~ 8K} = - ~2 O K 8 K + ~ a 8 K = K-2[Ka8K-IOKn= d2Ã,2(Z,wt=z •

Como a métrica de Bergman é definida por

(5.7) db2(z)=aalogK= LTk.m~d~m
k.m=\

onde Tk,m= aZkaZm logK(z,~) , Z ED

temos que

6



= db.:tz)xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
=z

em caso especial desta métrica foi inicialmente estudada por Bergman ehgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

[4], [6] e (8).
Uma definição geométrica desta métrica é dada como se segue:

Sejam

S(D) = {f EH(D);llft < I}
e

SJD) = [r ES(D);f(w) = o}

para w ED fixo.
Dada uma direção v E C", defmimos

(5.8) blw, v) = ~K( w, w)max{18J( w)l;f ESJD)}

onde

n

8J(z) = LVk8zJ(Z), v=(vt,v2, .. · ,vJ EC
n

k=t

Como em espaços de Hilbert canônicos, o problema (5.8) tem uma

solução única, a menos de uma rotação, isto é

(5.9) 4b2(w:v)=48))vlogK=L\,logK.

Então, quando v = dz = (dz., dZz,·.., dzJ

b2(z;dz) = db'{z},

e obtemos dessa maneira a métrica de Bergman, que é métrica Kãhler, isto é, a

dois forma
nmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L ~,üi~ /\ d~m
k,üi=t

é fechada.
Assim, a Ú!, 'li) -pseudo-distância projetiva (4.4) assume uma expressão

mais simples, indicada como (4.4), (5.1), (5.2) e (5.4);

{

U2}U2
(5.10) ",(z,w)= l-[:K(Z,W/K!Z,~rK(W,WrJ z.w s D



Portanto, quando K(mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAz, w) é o clássico núcleo de Bergman, isto é, o núcleo

reproduzido de H(D)xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA== H2(D), onde H/D) representa o espaço das funções

holomorfas no domínio limitado D c C" que são quadrado integrável em relação
a medida de Lebesgue u, sobre D, a pseudo-distância À(z,w], (5.10), torna-se

uma distância (no sentido canônico de distância).
Esta distância foi inicialmente estudada por SkwarzynskihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[19]. Por isto,

(5.10) é também chamada a pseudo-distância de Skwarzynski de D [9). Uma

condição de suficiência para À ser uma distância é dada pelo seguinte teorema.

T E O R E M A 5.1

Suponha que l,ft,f2, ••• ,fn EH(D), onde

Z= (Zt,~, ... ,zJ ED. Então À é uma distância sobre D.

fj(z) = Zj, 1s j s n e

P R O V A

Asswna que À(z,w) = 0, para z, w ED. Portanto, por (5.10)

IK(Z,w)1
2

= K(z,~)K( w, w),

que significa que k; = akz, para algwn a E C. Daí segue-se que

f( w) = af(z), vf EH(D). Tomando f=1 e f = fj; j = 1,2, ... ,n, obtemos w=z e

portanto a prova esta completa. •
Na presente colocação, uma relação de grande importância é o fato que a

métrica de informação ds' nada mais é senão a métrica de Bergman db",
indicada anteriormente por (4.1), (4.2) e (5.1), logo

logp( t / z) = logg( t / z) + logg( t / z) -logK(z,~).

Em virtude das equações de Cauchy-Riemann, deduzimos

àzk az", log p(t / z) = 8
zt

aZm log K(z,~)

que é valida Vt EX u-quase por toda parte V'zeD.

Por (2.1) e (5.7), ~;(z) = ~;(z), Z ED, portanto di(z)db2(z).

Reswnindo estes resultados. temos o seguinte teorema;

T E O R E M A 5.2

Asswna que a função densidade de probabilidade p(.r) EF(x / D) é dada por



Assuma que a função densidade de probabilidademlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp(.I.) EF(XID ) é dada por

Ig(tl Z)12 (-)
p(tlz) = ( ),xwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk z,z >0, ZED

K Z,Z

onde g(t/.) é holomorfa em D u-quase todo t EX. Então

i) K(z, w) é o núcleo do Bergman de um espaço de Hilbert H(D), de funções

holomorfa em D
ii) g(./.), definida sobre X x D é a função geradora do L2(X~~) para H(D)

iii) A pseudo-distância projetiva Ã, em (4.4) é a pseudo-distância de
Skwarzynski em (5.10)
iv) 'tiz, W E D, Os p( z, W) s Ã,(z, W) s 1, onde p é a pseudo-distância de Hellinger
em (4.3)

v) A métrica de informação ds' é a métrica de Bergman db", que pode ser
expressa como (5.6)-(5.9)
vi) Ã,2(z,z)=dÃ,2(Z,W}!w=z =0 e d2Ã,2(Z,W}!w=z=dS2(Z)=db2(Z)~0.
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Ê~lnCE

A-I A GEOMETRIA DIFERENCIAL E A ESTATÍSTICA

A-1.I - Variedades de um modelo estatístico.

Usualmente define-se um modelo estatístico como uma família de
distribuições de ,Probabilidades.

Seja SxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= lP( t / z)} um modelo estatístico, onde t é uma variável aleatória

pertencente ao espaço amostral X ecbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp (tlz ) a função densidade de probabilidade de
t, parametrizada por z, em relação a alguma medida Jl e

z = (Zl,~, ... ,zn)

um parâmetro n-dimensional pertencente a um subconjunto D c R n ou D c C".

DEFINIÇÃO A.I

Uma variedade n-dimensional S, é um espaço de Hausdorff que é
localmente homeomorfa a um espaço euclidiano n-dimensional.

Seja U c S, um aberto, que é homeoniorfo ao R n (ou C") com o
homeomorfismo cp. Então, P E U é transformado num ponto z = (Zl' Z z , ... , zJ E R n

(ou C"), isto é,

cp(p) = z = (Z),Z2"'" zJ

DEFINIÇÃO A.2

A transformação cp, acima citada, é chamada uma função coordenada na
vizinhança coordenada de U.

No presente trabalho trataremos apenas de propriedades locais de
variedades de modelos estatísticos. Portanto, assumiremos que a variedade S
sempre tem um sistema de coordenadas globais cobrindo inteiramente S. Nossa
teoria é válida apenas sobre algumas vizinhanças U de S.

Podemos portanto definir uma transformação

cp:S ~ R" (ou C·)
dada por cp(p(t/ z)) = z.

Quando esta função tem o

o



papeioexwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0ID2 função coordenada. o vetor z é usado com o nome de coordenada

ou de distribuição p(cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt I z) e uma estrutura diferencial é introduzi da em S para esta

função coordenada. Logo, S é uma variedade diferenciável.

As propriedades seguintes são requeridas na teoria geométrica:

i) \ fp ( t/z ) tem um suporte comum, que é p (t/z » O , \ft EX , onde

X é o suporte;

ii) I( t l z) = log(p(tl z)), e para cada z fixo, as n funções em t

a l( t/z )RQPONMLKJIHGFEDCBA

az.; ,
i=1,2, ... ,n

são linearmente independentes;

iii) O da vari , I al " a l( tI z). dIII momento a vanave eatona a z o ' existe para to o
I

i=1,2, ... ,n;

iv) A derivada parcial a a , e a integral com respeito a medida J .l
Zi

sempre pode ser mudada, ou seja

a ~ .t r(t I z )d J .l( t) =mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIx ar~~z) d J .l( t},
I I

para toda r( t I z) e X o espaço amostral.

A.2. O ESPAÇO TANGENTE

Grosseiramente falando, o espaço tangente Tp, por p pertencente a uma

variedade S, é um espaço vetorial, obtido pela linearização local de S em tomo de

p. É composto do vetor tangente a curva passando por p.

Seja O:[a, b] ~ S uma transformação continua, ou seja O(t) E S é a imagem

de t E[a, b].

Se usarmos um sistema de coordenadas 0= O(p), a imagem O(t) de t é

definida por

O(t) = {0)(t),02(t), ... ,Oo(t)}.

E a equação 0= O(t) é a representação paramétrica da curva.

Matematicamente, definimos o espaço tangente da seguinte forma

Seja F o conjunto de todas as funções suaves sobre S. Usando um sistema

de coordenadas O, r EF é uma função suave r(0),02, ... ,OJ em O. Dada uma

curva suave O= O(t) e uma função r E F, definimos uma função

roO:[a,b] ~ R
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que e eserna comoxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAtleU)) em expressão~cOOTn~ -----------~-~~

- Cf a derivada desta função

ef= :t(foe)=tdei~.
i=1dt êei

Obviamente, a derivada de f ao longo da curva e ou na direção da tangente de e .

Então, o operador derivada direcional C é associado com cada curva, e

intuitivamente C depende somente do vetor tangente ~~i da curva e . Alem disso,

para cada ponto e(to), tem-se

i) C é uma transformação linear

ii) C(f.g)=(Cf).g + f(Cg) Vf,g EF.

Logo, C é o operador derivada direcional de uma curva.

O conjunto dessas Transformações C é um espaço vetorial n-dimensional

uma variedade eco.

Este espaço vetorial é chamado o espaço tangente Tp de S por p.

Sabemos que os n vetores ~. =cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa i são linearmente independentes, logo
I

eles formam uma base natural associada ao sistema de coordenadas e. Assim,

para qualquer vetor tangente A E Tp, tem-seRQPONMLKJIHGFEDCBA

D a
A= L A ia i , a i = êe

ii=1

onde Ai' i=I,2, ...,n, são as coordenadas de A com respeito a base natural {aJ.

Considere S = {p(t / e)}, uma variedade de um modelo estatístico, tomando

l(tle) = logp(tIe)

e suas n derivadas parciais aJ(tle), i = 1,2,...,n. Como são funções linearmente

independentes em t, para cada e, fixo, podemos construir o espaço n-dimensional

'!<l'1 = {A(t); A( t) = ~ a,l( tiO)}

que é a representação usual do espaço tangente. Isto é, A(t) E~I) pode ser escrito
D

como combinação linear de aJ(tle), com A(t) = L Aiail(tI e), onde Ai são as
i=1

componentes de A(t) em relação a base ail(t / e). Logo, t é uma variável aleatória

e ~I) é um espaço vetorial caracterizado peja base {a J (mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAti e)}.
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Comoexiste

caracterizado porxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

LmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAeL .

ai E'fe ~cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0 ;1 (ti 8),

11

um vetor tangente A( t) = L Aioi E Ta, corresponde a uma variável aleatória
i=\

11

A(t) = L Aioil(tI 8), tendo a mesma componente Ai' Desta forma, podemos
i=\

identificar Ta com ~\), lembrando que Te é o operador diferencial representando o

espaço tangente, enquanto ~\) é a variável aleatória representando o mesmo

espaço tangente.hgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

D E F IN IÇ Ã O A-3

O espaço ~\) é denominado a l-representação do espaço tangente.

Seja E(.) a esperança com relação a distribuição p( t /8) , definida por

E(f(t)) = Ix f(t)p(tl8)d~(t).

Diferenciando a identidade Ix p( ti 8)d~( t) = 1 com relação 8i, temos

0= ai Ix p( t 1 8 )d ~ ( t) = Ix p(t 1 8 )d~(t) =

= Ix p( ti 8)o;l(ti 8)d~( t) = E[oil(ti 8)].

Então, para qualquer variável aleatória A( t) E ~\), temos

E[A(t)] = O.
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