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APRESENTACAO

O Trabalho que hora apresentamos constitui minha monografia de
mestrado, apresentada com requisito parcial para a obtengdo do grau de mestre
em matematica.

Ele esta baseado no trabalho devido a Jacob Burbea e C. Radhakishna
Rao [10].

Um dos objetivos deste trabalho é relacionar a métrica diferencial de
informagdo com a classica métrica de Bergman. Para este propdsito, definimos
um funcional ¢-entropia sobre o espago de distribuigdo de probabilidades e em
seguida calculamos a matriz Hessiana ao longo de uma diregdo do espago
tangente. Usamos, também as ideias de medidas divergentes para calcularmos a
métrica diferencial de informagdo. Finalmente, definimos niicleo reproduzido e
analisamos a métrica diferencial de informagdo usando nucleos de Bergman.




NOTAS HISTORICAS

Em 1945, Rao notou a importancia do enfoque geométrico-diferencial na
estatistica. Ele introduziu a métrica Riemanniana na variedade (diferencial) de
um modelo estatistico e calculou a distdncia geodésica entre duas distribuigdes
para alguns modelos estatisticos. Essas ideias causaram um enorme impacto na
comunidade cientifica (matematica e estatistica), porém, devido a enorme
dificuldade matematica dessa teoria ela permaneceu inerte por muito tempo.

Atualmente, propriedades da variedade Riemanniana de um modelo
estatististico estdo sendo estudadas por um namero muito grande de
pesquisadores. Mas. mesmo assim, as implicagdes estatisticas destes conceitos

ndo sdo muito conhecidas.
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CAPITULO 1

RELACOES ENTRE A CLASSICA METRICA DE BERGMAN E A
METRICA DE INFORMACAO

INTRODUCAO

Nosso trabalho, esta baseado no trabalho de Jacob Burbea e C.
Radhakrishna Rao[10] e tem por objetivo a construgdo da métrica diferencial
através de funcionais entropia, analisando suas relagdes com a matriz de
informag#o. Em particular, estudaremos as relagdes entre a métrica de Bergman e
a métrica de informag@o.

Considere x uma medida o-finita sobre uma o-algebra de subconjuntos

de um espago amostral y.
Define-se respectivamente o produto interno e a norma do espago de
Hilbert (separavel) L,(x;u) de fungdes de valores complexos que tém quadrado

integravel, pondo
(f,2), = [ f(e(than(t) e [r],=[r.1),

Também define-se

s, ={f L, ol =1} e
P, ={lfl <L, i)t e, ]

respectivamente a esfera unitaria do L,(x;u) e o conjunto de densidades de

probabilidades.
Seja D uma variedade suave mergulhada em C" e

172

(1.1) p(z,w) ={1—‘[‘[p(t/z)p(t/w)]”2 du(t)} z,weD
com p(./.) eF(x /D), onde F(x/D) e um subconjunto de fungdes densidades de
probabilidades de um conjunto aberto U de um espago de Frechet F* de fungdes
f(./.) definidas sobre x x D que inclui o espago tangente a U.

Lembramos que p(z,w) ¢ conhecida como a pseudo-distincia de ordem-1
ou pseudo-distancia de Hellinger.

Seja y(./.) uma fungdo onda normalizada tal que




(1.2) p(t/z)=|w(t/z)]", p(./) eF(x/D) , (t/2) exxD
' putt/2)f} =1

A pseudo-distancia projetiva sobre D € definida como

172

13 Aaw) ={1-{f v/ e W]}

Em alguns casos, se a fungdo onda g(./z) eL,(x;n) , zeD ndo for
normalizada, como em (2), consideraremos certas constantes de normalizagdo
como a seguir

(1.4) g(./z)=,/Kiz,E;w(./z) , w(./z) €S, , zeD
onde
K2 a0,

¢ uma fungdo suave em z € D.
A abordagem acima descrita serda usada no Teorema seguinte, 0 qual

representa o ponto fundamental do nosso trabalho.
TEOREMA

Seja p(./.) e F(x/ D) a fungéo densidade de probabilidade, dada por

B R z%(z,;) fais sop

g(t/.) é uma fungdo holomorfa em D u-quase todo 7 € . Entéo:

i)K(z,W) é o niicleo de Bergman de um espago de Hilbert de fungdes

holomorfas em D;
ii) g(./.), definida em yx D, ¢ a fungéo geradora de L,(xu) para H(D),

onde H(D) é o tinico espago de Hilbert de fungdes holomorfas em D, tal que

k,(z)zK(z,;) ,z,weD

€ o seu nucleo reproduzido;
iii) A pseudo-distincia projetiva A ¢é a pseudo-distdncia de
Skwarcynski[ 19].
iv) Para todo z,w eD, 0<p(z,w)<A(z,w)<1, onde p ¢ a pseudo-
distancia de Hellinger e A€ a pseudo-distancia projetiva,




v) A métrica de informag@o ds’ é a métrica de Bergman db’, que pode
Ser expressa como

(1.6) db? = 88 logK

vi)
A (z,w)=dA’ (Z’w)L:z =0 e d¥ (z,w)|w=z =ds’(z) =db’(z) 2 0.

Uma importante regra em discussdo de problemas de inferéncia sdo as
medidas de distincia entre distribuigdes de probabilidades [16].Porém, uma
grande classe de medidas, ndo satisfazem os requisitos de uma fungdo
distincia. Estas medidas, denominadas Medidas de Divergentes, sdo muito
usadas com frequéncia em problemas de taxonomia, mais especificamente nos
trabalhos que tratam da classificagéo biologica.

Existe uma abordagem sobre a unificag¢do aproximada para a construgdo
de distancias e medidas de divergéncia.

A distancia geodésica, introduzida pela mudanga de métrica diferencial
quadratica em espagos de distribuigdo de probabilidade nos da um método para
especificar a diferenga entre duas distribui¢des de probabilidades[17].




CAPITULO 1T
2. METRICA DIFERENCIAL DE INFORMACAO.

Considere p uma medida de probabilidade o-finita sobre uma c-algebra de

um espago amostral .

Definimos i
(f.8), = [ £()gO)dn(t)

I£l, = V(£ 5,

respectivamente, o produto interno e a norma do espago de Hilbert separavel
L,(x,un) de fungdes de valores complexos que tém quadrado integravel sobre 3 com
respeito a medida p.

Desta forma, a esfera unitaria de L,(x,1) e o conjunto de densidades de

probabilidades com pardmetros continuos reais sdo, respectivamente, definidos por

|p:1}e

vz Sp}.

It

S, = {f eL,(x,n);

P, ={lfl eL,C.m)ilf

Frequentemente em estatistica tratamos uma familia parametrizada de
distribuigdo de probabilidades como um modelo estatistico. Seja S = {p(t/z)} tal
modelo estatistico, onde t €y € uma variavel aleatdria e p(t/z) é a fungdo densidade
de probabilidade de t, parametrizada por z, em relagdo a uma medida p sobre y.
Aqui, z é um parametro real n-dimensional z= (zl,zz,...,zn) pertencente a um

subconjunto D < R". Por exemplo, 0 modelo normal ¢ uma familia de distribuigdes

de probabilidade tendo a seguinte fungdo densidade de probabilidade




e (t-p)’
ﬂtlz)-‘/i;c—cxl{ 257 )

onde o espago amostral x é a reta real R com a medida de Lebesgue dp(t)=dx e

o parametro z é bi-dimensional, ou seja
z=(z,,2,) =(n,0);

onde u e o sdo os pardmetros usuais que especificam uma distribui¢do normal.

Desta maneira, o conjunto de pardmetros D € o semi-plano

D= {(u,c);—oo <P <0,0> O}
Consequentemente, o conjunto S contém todas as distribui¢gdes normais, e cada
distribuigdo normal N(u,cr2 ) em S é bem definida pelo pardmetro bi-dimensional
z=(p,0).
De um modo geral , D = R* .No entanto, quando k=2n, é mais conveniente

utilizar a terminologia complexa. Neste sentido, para os parametros

z,=Xx;+y;, j=12,...,n, a diferenciagdo complexa nos fornece:

=9Ya —;
9, =278, -id,,)
— -1 .
3, =279, +id,,),

onde j = 1, ..., n, e portanto, para uma fungdo f de classe C', a derivada de f ao

longo de z €D é dada por:

df = (8+0)f, df =df(z), z €D,




H=32 fdz e =30, fdz
F Fl

Observe que com esta notagdo , 0, pode ser escrita como d,, e se todos 0s y f

sdo zeros, D é uma variedade mergulhada em R" e a notagdo se reduz a notagéo
real.

Suponhamos portanto que D seja uma variedade mergulhada em C* e que a
familia F=F(y/D) de fungdes densidade de probabilidades p=p(./)eP,
satisfaga, para todo z € D as seguintes condigdes

i) Vt ey, p(t].) é diferenciavel em D p-quase por toda parte

i) 9, L p(t|z)du(t) = Lgaz—p(tlz)d”(t) e, portanto, igual a zero.

DEFINICAO 2.1
A matriz de informagéo de Fisher de p = p(.|.), p(.|.) eF(x|D) € a nx n matriz

hermitiana F =[g, _] cujos elementos sdo dados por

8,:(2)=[ P (2, P)(@ep)dus(t)

ou
8, (2) = [ p(8,, logp)(., logp)du(t)

Pela condigdo (ii), anteriormente citada, E{@zk logp(.|z)} =0, k=1, .. n

Portanto, a matriz de informagdo, para zeD, é uma matriz hermitiana de

covariancia de {az. log p(.lz)}, K=l B

DEFINICAO 2.2
Usando a defini¢do anterior, definimos a métrica diferencial de informagdo

relativamente a p(.|.) eF(x|D)como a forma quadratica hermitiana




&(2)= Y dz,dz. . g_=g.(2),zeD,
k=1

PROPOSICAO 2.1
A forma quadratica ds’ é definida positiva e além disso, em termos do

L,(x; 1) podemos escreve-la como

ds’(z) = "p"zalogp

:, p=p(|2z), zeD.
PROVA

De fato,
ds’(z)= J p(azk log p)(8-, log p)du(t)

k,m=1y4

= L] {I(pmaz, log p)(pmézm log P)du(t)}dzkd;m
o Z {(p0, 10gp)(p"*3.. logp)dz,d._}du(t)

(p"’ anazk (logp)dz, )(p"'2 iéz.. (logp)dz,, )du(t)

k,m=1 k,m=1

(p"10g p)(p"*Blog p)du(t)

R C— 22 Sy

que € positiva definida i

PROPOSICAOQ 2.2

A métrica diferencial de informagdo ds’(z) é localmente invariante sob

transformagdes holomorfas bijetivas de z.

PROVA
Seja @:D" — D uma transformagio bijetiva holomorfa. Entdo p"=p°(|.) é
definida por




pUw)=plle(2)), weD', p'(|)€F(x|D",

g-(w)=[p'(3,, logp)(@n. logp)du(t)

ou ainda

8a(W) = [ P (24, p)@na R(Y),

os quais sdo os elementos da matriz de informagdo de Fisher.

Agora

dsi(w) = Zg;adwkawm, g;;‘ & g;;(w), weD’,

k,m=1

que ¢ a métrica de informag@o correspondente.

Usando a regra da cadeia:
n az
dep*= Zazip(lz)é—'

i=1 ",

2 e 2.
Onp*=Y 0,0 2)—

= O

Como

ga(w)=[p*" (., p*)(05, p*)dut)




]du(t)

2o

Como z,,z;,w,,w= ndo dependem da medida p(t), temos

giz(w)= [ 2

(W)= 3222 (1o, p12)) (3l 2))an)

‘vFl awk an

By Z”: oz; 0z
N i oWk an
1,)=1
Portanto os elementos da matriz de informagdo sdo transformados por uma

transformagéo bi-holomorfa em um tensor covariante de segunda ordem.

Além disso,

= Zgza(w)dwkd;m

k,m=1

0z, 0z; —
= Z (Z 8i g, a;’ )dwdem

k,m=1\ i j=1

- 5 (S 2o Z2av

k,m=1\_ij=1

~Zgudzdz, ds’(z)

i,j=1

DEFINICAO 2.3

Uma pseudo-distancia sobre Dx D é uma fungdo simétrica

:DxD—->R"
que satisfaz a desigualdade triangular, mas podendo ter §(w,z)=0 com w#z,

w,z€D.




DEFINICAO 2.4
A distancia geodésica induzida ds* com respeito a p(|.) eF(x|D) define uma

pseudo-distancia S, sobre DxD. Esta pseudo-distincia ¢ denominada pseudo-
distincia de informagio com respeito a p = p(_|.)[2],[10]

Se p(.|.) possui a propriedade que garanta ds’ ser estritamente definida
positiva, a pseudo-distincia de informagéo S, satisfaz as condigdes

i) zeD, S,(z,w)>0,8,(z,z2)=02=0

ii) Sp(z,w) =S, (w,z) Vz,w €D

iii) Sp(z,w) <S,(z,8) +S,(8,w) Vz,w,8 €D

ou seja S, satisfaz as condigdes de distdncia. Portanto, torna-se-a uma distancia
sobre D xD no sentido candnico. Com estas propriedades, S, ¢ conhecida como a
distincia de informacdo com respeito a p=p(.|.). Assim, D torna-se um espago
métrico (D,S,).

O espago métrico (D,S,) serd completo, se para cada w eD e >0, a bola
fechada
{z eD;SD(z,w) < r}
for um conjunto compacto.
DEFINICAO 2.5
Uma métrica Riemanniana numa variedade diferenciavel D ¢ uma
correspondéncia, que associa a cada ponto zeD um produto interno definido

positivo no espago tangente.

Como S, ¢ induzida pela métrica Riemanniana ds’, a complecidade
anteriormente definida ¢ equivalente a complecidade usual, visto trabalharmos com
a bola fechada e limitada.

PROPOSICAO 2.3

Suponhamos que além das propriedades anteriormente exigidas,

p(.]) eF(x|D) também satisfaga a seguinte propriedade
iii) zeD, 8,6, logp(.|z) existe p-quase por toda parte.

10




Entdo, a matriz informagdo de Fisher (g,o) ¢ dada pela expressdo mais

simples
8- = -E{d, .. logp(|2)}
e a métrica informagdo, ds’, toma a forma

&' = —-E{aélog p(.|z)}

PROVA
~E{0,, 32 logp(.|12)} = - [ p(t12)2,, 3. log p(t|z)dn(t) =
=—{p(tIZ)azk[B—(IT—)'éz_p(ﬂZ)du(t)]=
=’LP("Z)L2(| 22 p(t12)3..p(t12) +——— (I 5 ,kaz..p(tlz)]du(t)=
= [p(12)2,, p(t12)3...p(tI2)dn(t) - [2,, 8- p(tiz)dnlt)
= [ p(t12)2,, p(t12)2-, pltlz)du(t) = g,
pois

—j 8, 8-, p(t|z)dn(t) =0.




* il [I P_laz,‘P(tIZ)éz.p(tlz)du(t):]dzkdE,, =

k.m=l %

- i [ (t12)0,, {logplti2)}dz, 3. {log lt1z)Jdzadu(t) =

{( ¥2(1|2)a,, log(t|z)dz )(Zp”’(tlz 6,,,logp(t|z)dzm)du(t)_

- j p(t|z)(§ 5, logp(ti2)dz, )(mzéz.,, log p(t|z)d2m)du(t) 2

- [(p¥*(s1z)o10g plti2)(p"*(11z)3log plti2))du(t) =

x

- —g{odlog pl12)}

12




CAPITULO 11

3.ENTROPIA E MEDIDAS DE DIVERGENCIA

3.1 ENTROPIA

Seja F=F(x/D) uma familia de fungdes densidade de probabilidades
contida em um conjunto aberto U, onde U é um subconjunto aberto de um

espago de Frechet F de fungdes f = f(./.), definidas sobre y x D, que inclui o
espago tangente de U.
Definimos a tangente de f(t/z) em z € D na diregédo de (u,v) eC" x C" como
df(./2)=0,£(./2) +8,£(./2)

onde

of(./z) = iazkf(./z)uk
(3.1) a2
0,f(./z) =Y 8, f(./2)v,

Para p(./.) €F(x /D) e ¢ uma fungdo de classe C* concava, definimos o
funcional ¢-entropia

32 {B,l)= [ o[p(t/2)jau(s).

A derivada de H, em p €U na diregdo de f eF ¢ dada por

: d

= J; o[p(t/ z)|f(t)de(t)

t=0
e a derivada segunda, por p €U na diregdo de g eF é

d*H,(p:f,g) = [ o"[p(t/2)]f(t)g(t)du(t)

O Hessiano em p €U na diregdo de f eF é definido por

(33)  AH,(p)=4dH,(p:f,F)

13




isto é
AH,(p)=4[ o[p(t/2)]f du(t),
pois ¢ é uma fungdo concava, —¢ € convexa, logo
(3.4) -Aqu,(p) 20, 1 eF
Fazendo f = 6,p, u=(dz,,dz,,...,dz,) eC", temos

a,p(t/2) du(t)

33) A, {H,p)H2)=4] o[p(t/2)]

onde 8,p(t/z)= ia,kp(t /z)u, .

k=1

3.2 METRICA ENTROPIA DE ORDEM .
Abordaremos neste trabalho uma classe de fungdes, ¢, o > 0, dada por

(3.6) o,(s) = {(“ -1)'(s-s7),  azl

—slogs, a=1
cuja derivada segunda é dada por

—as™ 2, azl
(3.7) o(s)={ 1

Estas fungdes sdo definidas para todo s>0 e serdo estendidas para seR,, usando
a convengao

0log0=0

A fungdo ¢, € concava, pois sua derivada segunda é sempre negativa.
Para esta classe de fungdes, o funcional ¢-entropia sera denotado por H, e

sera denominado funcional entropia de ordem o.
Segue-se entio,

(a— 1)_'[1 - L p“du(t)], azl

38  {H(p)l2)=
~J plogpdu(t), =l

14




cuja matriz Hessiana sera denotada por:
(3.92) A,.,{Ha(p)}(z)=4 3

ou

aj p°|8, log plzdu(t), a#l
x

G96) Ao, {Hu(p)}z) =4 L p|o,logp[dp(t),  a=1

Portanto,
a‘[x(z d., log pdzm)du( t), azxl
( d,, logpdz, )(Z 0., log pdgm)du(t), a=1
=1 m=1

8, {H(P))(2) =40 3. {] (2, 10gp)(@. log p)an(t)jdz iz

k,m=1

Logo, H, est4 associado a uma métrica diferencial Hermitiana, a saber;

48(2) =~ 80, {H.(p)}(2).

que ¢ definida positiva pois ¢, é concava e portanto uma métrica da geometria
Riemanniana.
Esta métrica que pode ainda ser escrita como

(3.10)  dsi( Z g ldz,dz,

k,m=1

sera denominada, métrica entropia de ordem o.
Os coeficientes gi‘” sd0 os elementos da matriz entropia de ordem a, sdo

dados por

G gel(2)= [ p*(o, logp)(@., logp)du(t).

15




Em particular, quando o =1, temos H=H,, que ¢ a conhecida entropia de
Shannon. E nmeste caso, ds’ =ds, [Sx;.] = [gﬁ"ﬂ-‘] que foram respectivamente
definidos como métrica diferencial de informagdo e a matriz de informagdo.

3.3 - MEDIDAS DE DIVERGENCIA

Uma outra maneira de encontrarmos a métrica diferencial de informag@o €
usando a nogdo de divergéncia que definiremos a seguir.

DEFINICAO 3.3.1- Seja F:R, xR, — R uma fungdo de classe C’ tal que
F(s,t) >0 e F(s,s) =0 Vs,teR,

Definimos a divergéncia de p,q €P, em relagdo a F como
Dy(p,a) = [ F(p(t).q(t))dn(t), p.a <P,

PROPOSICAO 3.3.1

Fixando p €P, e fazendo q variar, temos
D,(p:p) = dD;(p,q)|_ =0 ¢ &'D;(p,q)]_ >0

PROVA

Como F eC? e além disso F(s,t)>0 e F(s,s) =0, F tem um minimo quando
s=t. Logo, pela condi¢do de minimo o resultado segue-se. °
PROPOSICAO 3.3.2

Considere p = p(t|z) e q=p(t/w) com z,w eD e p.q eF(x|D). Em analogia
com (3.5), o Hessiano (complexo) é

A2, {D:(p.p)H(2) = 4] EF(p.a)]_ Iopf dn(t)

que é também uma forma quadratica definida positiva.

PROVA
Pela proposigdo anterior, temos que

LaZF(p,q)Iq:p “du(t)

o,p

¢ maior ou igual a zero, pois d’DF(p,q)L:p >0. Portanto o resultado segue-se

trivialmente. .




Como a2 medida de divergéncia ¢ uma forma quadratica definida positiva,
também podemos encontrar a métrica entropia de ordem a usando a notagdo de
divergéncia.

Objetivando o conceito de métrica entropia de ordem a, daremos alguns
exemplos de medidas de divergéncia.

3.4 - EXEMPLOS DE MEDIDAS DE DIVERGENCIA
3.4.1-J - DIVERGENCIA

A J-divergéncia em relagdo a H, induzida pelo funcional ¢-entropia H,é
definida por

(3.12)  1P(p,q)=H,(Ap+(1-1)q)-AH,(p) - (1-1)H,(q).
Por (3.5) temos

3.13)  19p.0)= [ {o(ap-(1-2)a)-2o(p o(a)dn(t)
Seja F:R, xR, — R definida por

F(p.q) = o(Ap+(1-1)q) - 2o(p) - (1-1)o(q)
cuja derivada segunda em relagdo a q é

¢Fp.a) _ o(ap+(1-1)a)(1-1)(1-1)2,0)2,0) - (1- Vo (al 2,0/ 2,0)

e quando q — p temos

0.9 _ (1 2)g-(p)
dq

que € ndo negativa, pois ¢ ¢ uma fungdo concava.
Portanto,

a.p

314 [o(p)o.pldu()

que € uma forma quadratica definida positiva.
Em particular, quando ¢ € a fungdo entropia de ordem o, temos que

80,13 (p,p)}(2) = 421~ )or [ ~43(1-1)p™?[o,p] an(t)

“dult)

80,1 (p, D) }(2) = —47(1-D)a [ p*?o,p
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4(e)= 1 Sea U2 0o}2).

Portanto
2)= [ p*?(0.p[ du(t)
que € a métrica entropia de ordem a.
3.4.2 - K - DIVERGENCIA
Seja v uma fungdo de classe C* em R, com a propriedade
(3.15) sw(s")+\|/(s) >0

e com a normalizagdo, y(1)>0.
Definimos a K-divergéncia por

(3.16) Kw(p,q)=W,l,(ﬁ L{pw(‘;)mw(q)}du( t).

Considere

F(p,q) = pw(%)ww(%)

que ¢ uma fungdo de classe C’ cuja derivada segunda, quando q — p, €

d’F(p, 1 = : =
ol 1 (Do (D] |
d° |, p \p QT  \q S
isto é;
d’F(p,q)

=P

Portanto, o Hessiano da K-divergéncia é

G171 A {K,(e.p)))= [ plo,

que € a métrica de informagio.

18
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Caso v=-9_, onde o, € a fungdo entropia de ordem «, a K-divergéncia
resultante K_ . é denominada K-divergéncia de ordem a (a>0).

Neste caso,
(@-1)"(1-¢)s=), a=l
s0.(s7)+0.(s)]=
(1-s)logs™, a=1
a qual é ndo negativa, paratodo seR, e ¢*(1)=a>0.
Portanto,

(@-1)" [I (pq*+q" “)du(t)—Z], ozl

(3.18)  8aK,(p,q)=
[ [atogp™a+plogq~'pJdn(t), a=1

onde 8aK,(p,q) éconhecida como a divergéncia de Kullback-Leibler [14].

3.4.3 - DIVERGENCIA DE HELLINGER

A divergéncia de Hellinger ¢ denotada por
(3.199  H,(p.,q)= L[w(p)— w(q)] dul(t)

onde v ¢é uma fungdo de classe C* sobre R, .

Esta medida de divergéncia, {H,(p.q)} , define uma pseudo-distancia
sobre P, xP,. Em particular se p=p(tlz) € q=p(t/w) com z,w €D e p(.|) eF(xD),
temos a fungédo

320)  p,(zw)={B,(p(I12).p(1W)}

a qual ¢ conhecida como a pseudo-distancia de Hellinger sobre DxD, Dc C".
Podemos também escrever p,,(z,w) sob a forma

Gan)  py(aw)={] [wlp(t2) - viptw)] an(o)]
Cuja derivada segunda , quando w — z ¢ dada por

pwzw 4 —ZJ‘ |6,p|d|,t (t)
em analogia com (3.5), vemos que seu Hessiano ¢ dado por

(t).

(322) A, {H,(p.p)}2)=8[ [w(p)




————

Escolbeado como classe de fungdes v,
1 3
(3.23) v(s)-ms'” (seR,,a>0), tem-se
a divergéncia de Hellinger de ordem o dada por
l o/ o
(3:24)  H,(p.9)= '2;;";[}’ ?—-q*? Ju(t)
e a pseudo-distancia de Hellinger de ordem o por
(325)  pu(zw)=—=A (pltal - [uwr”)’du(t)}”
. (AR (X.‘\/E X p q s
cujo Hessiano é
8, {Ho(p.p)}(2) = [ p°[6, log p["du(t)

visto que

1
[wiof =g
Logo,
(3.26)  d%pi(zw) I p*?|dp[* du(t)

Portanto, o Hessiano ¢ a métrica entropia de ordem a., isto é

(B27) A, {H.(p.p)}(2) = dsi(2)
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CAPITULO IV

4. A PSEUDO-DISTANCIA PROJETIVA

| No caso particular a = 1, (3.25) é denominada pseudo-distancia projetiva, a
qual também é conhecida como pseudo-distancia de Hellinger sobre D e
denotada por p.

PROPOSICAO 4.1
A pseudo-distancia de Hellinger p,

1/2

oz, ) =J5{ [ (oo 2] - [ple RETC)
pode ser escrita como

4.1) p(z,w) = {1 - L[p(t / z)p(t/ w)]”2 d;,t(t)}”2

além disso

p'(z,w)=dp*(z,w)| _ =0 e
4D o)=L [ foterf )
Em particular

ds’ = Aauppz(z,w)

wW=Z
que é a métrica de informagdo

PROVA
Como
1/2

p(z,w)=L{L([p(t/z)]m_[p(t/w)]m)’du(t)}

2

tem-se

o(z,w) = 71—5 {L[p(t|Z) ~2p(tiz)p(tlw)]+ p(t|W)]du(t)} =




: ii[ﬂuz)ﬂq-)rmt)}"={1- [ Ip(tz)plew)f an(o)].

Logo,

p*(zw) =1~ [p(t2)p(tlw)] " du(t).
Em particular, quando w=z, tem-se

p(z,2) =1~ [ pltlz)du(t) =0
Por outro lado,

dp*(z,w)|= dj;[p(t /2)p(t/w)]”du(t) =
= L[p(t 12)] " d[p(t/w)] " du(t) =

6(p )"2

dw,du(t) =

= [ ot/

{_[[p(t/z t/w] du(t) }de

2w

w=k
=4

pois p(t/z) é holomorfa e L p(t/z)du(t) =1, logo,

EZ—L p(t/z)du(t) = nga:p(t /z)du(t) =0

Além disso,

a0 (2 W)= 2= | ](——)p(t/w) " dp(t/ w)du(t)

€

9 (z.w) =3[ (=3 Jp ¢/ w0/ w)dpdpdu () +
(-2 )2 (0s2)-p2(erw)) 5 Jo>"(e7 whdpan(s) +




{-%)l[p"(tlz)—p'"(t/w)]p"”(t/w)d’p(t/w)dp(t).

Pondo w=z, tem-se

e
d'p*(zw)|, = [,p"ldpl du(®).
Observando (3.22) e (3.27) concluimos que
80, (2,2} = 052 ;
Apesar da grande importancia da pseudo-distancia de Hellinger p na teoria
da inferéncia estatistica [17], é mais conveniente para nossa proposta de
trabalho, estudar uma pseudo-distincia alternativa A, definida fazendo a

convengdo a seguir, usada na mecanica quantica estatistica
Considere p(./.)eF(x/D) como o médulo quadrado da fungdo onda

normalizada y(./.).
Entéo,

4.3) p(t/z)= I\u(t/z)'2 ,(t,z) exxD

onde vy(./z) é uma fungdo de valores complexos em S,, a esfera unitaria de
L,(x:1).

Assim,
@4)  |v(/2)f =1, zeD.

Usando esta nova notagio, a pseudo-distancia de Hellinger € da por
1/2
4.5) p(z,w) = { H\u (t72)w( t/wldu } .
Seja A(z,w) a pseudo-distancia alternativa, definida por
o
(4.6) A'(Z:W) - 'E min, 0,¢0,2n]

onde 6,6, percorre o intervalo [0,2x].
Desde que Ie“"l =1, fazendo 6=0, -9, , temos

e“ny(./z) - /w)"

4.7) Mz,w) = -‘—/1-2-— min,_,_, [w(./z) - e®y(. /w)IL

Conseqiientemente, A indica uma pseudo-distancia sobre D.

23




(z,w), pode ser escrita como

@8  Mzw)= { II w(t/z)w(t/ w)du(t)|}

a qual comparando com a expressdo (4.3), conclui-se que
(4.9) p(z,w)<Mz,w), z,w eD
ii) Sabendo que

(4.10)  W(zw)=1 |( (./2), (./w)),|

tem-se

N(z,z)=d¥(z,w) =0,

W=2Z

€ consequentemente

@11)  @%(z2)=lavf ~[(v.dv),[ . w=w(/2).

PROVA
i) Tem-se
Mz,w) = —\/%minehez do.21) e“"\y(./z) —ey(./ W)“u =
= Fomin ol /)"0l 1),
onde 6=6,-6,.
Logo,

M) = ming [ (w11 2)-€u(e/ W)Wt/ 2wl (0]

Mz, w)=

J_ ming o, 1 ”l"’ t/z) )| —e®w(t/ w)w(t/z) - wlt/ why(t/ z) +|w(t/ w)| ]du
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“&ﬂé%ﬁﬂm]{z-ZReLc'\v(tlz)v(tIw)dp(t)}m =

= min, e[‘m]{l —Re L w(t/z)w(t/ w)du(t)}"2 :

Por outro lado,

e‘ej; w(t/ z)y(t/ w)du(t) =pcosa +ipsena

onde o é o argumento de e“’L w(t/z)y(t/whdp(t) e

Jwle/ z)ml = ‘L w(t/ z)mm(t)l.

="

p=e” [ w(t/ 2wt/ whn(t)

Dai,

¥(z,w) = min,g, 2‘]{1 -Re L w(t/z)w(t/ w)dp.(t)} =1-MaXyo, Re[J;t w(t/z)w(t/ w)dp(t)]

cujo méaximo sera atingido quando o =0.
Logo,

() = 1|, w(es T whan(o]}
isto é,

}l/z

Comparando a expressdo (4.8) com a (4.3) tem-se

Mzw) ={1-|f, wle/ 2ol wan(0)

o (2.)~ ¥(aw) =1 [t/ DT} 1| wles vl i) =

[ e 2T wano)+ [ wle 2 Te T whinto).

Ora, [ fano)]< [ Jflon(t) . dai tem-se p'(z,w)-¥(z,w)<0. Portanto,

p*(z,w) < X(z,w) isto é olz,w) < AM(z,w)
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ii) & que d'l’(LWL=M—kv,dv),r, visto que a
verificagdo da igualdade ¥(z,z)=d¥(z,w)|__ =0 é trivial.

Com efeito,

12

2(z,w) = 1-{(w( /2w w), (W rwCrw), |
1= {] wles e W) | W7 2wl wan(o)

Logo,

12

() =~ 1{ | e/ 2wt whn(o). [ (72wt whan(0)}

{ [t/ 2) 2wl whan(o). [ Wt ho(e/w)du(®)+ [ wle/2)ule/ whin(o) [ W(t72) 2wt/ wdu

W (z,w)|,_, = ”l(‘%){fx w(t/ z)Wt/V)du(t).J;L w(t/ z)w(t/ w)du(t)}—m.

A vter2) ZTTwhau(0) [ WT2hute/ whane)+ V2o wian)).

{L w(t/ 2)5% w(t/ widu(t).L wlt/ z)\y(t/w)du(t)+'|; w(t/ z)% w(t/ w)du(t).L w(t/ z)\yit/widp(t)}

172

Ry Y s MO ) | R P o) O R A O

N RO o NON R ap A Eo ) Ol

Quando w=z, temos

PRz w), = _%{ Jwle/2) 2T w0+ wle /2)-Z e whau(o)

ow

L9722t w0+ wle2) ST wh(0). (e 2) oo/ o)+
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i ==

S [ ST oK)

]
A
)=

+L w(t/ z)% w(t/z)du(t)+ L% vt/ 2)5% w(t/z)du(t)=- %{6(Lﬁa\vdu(t) *

[ waﬁdu(t))—2j16$6wdu(t)+2|(\v,dw),,|2}
Mas

[ wowdn(t) = [ wowdn(t) =0
Portanto, |

() = ol ~[(v.dw),|

a qual é ndo negativa.
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CAPITULO V
INTRODUCAO

Iniciamos este capitulo definindo nucleo reproduzido e mostrando algumas
de suas propriedades basicas.

Posteriormente, definimos nucleo sesqui-holomorfo e o nucleo de
Bergman, para finalmente enunciar e demonstrar o teorema central do trabalho.

5.1 TEORIA DOS NUCLEOS REPRODUZIDOS
5.1.1 - Definicéio de niicleos reproduzidos.

Considere um espago vetorial F de fungdes f(x) definidas em um conjunto
E. Suponhamos que F seja um espago complexo, isto €, admite a multiplicagdo
por um numero complexo.

Suponhamos também que para f €F, seja definida uma norma, ||f], isto é,

um numero real satisfazendo as seguintes propriedades:

i) [f]=0, [f|=0 se somente se f=0;
i) lef| = [c|£]
iii) [|f +g| < |£] +|g| , Vf.g €F;

Suponhamos ainda que a norma acima seja dada pela forma quadratica, Q(f);

I = Q(6).

O funcional Q(f) é denominado forma quadratica hermitiana se Ve ¢,
constantes, e fungdes f,,f, de F tem-se

Q(e,f, +e,f,) =[e,[ Q(f,) +¢,£:Q(f,, f,) +:£,Q(£, . £,) +|e, | Q(£,)

onde Q(f,,f,) = Q(f,.f,) ¢ a forma bilinear hermitiana unicamente determinada,
correspondendo a forma quadratica Q(f). Esta forma quadratica sera denotada
por (f, ,fz) = Q(f,,fz) e chamada o produto interno, correspondente a norma
’ onde ||f||2 =(f,f).

O espago F com a norma || |, forma um espago vetorial normado. Se este
espago for completo, ele sera um espago de Hilbert.

I£]




Se F ﬁmodeﬁmpﬁesmvalmrws,formdoumespaqo
vetorial real, temos que, a norma, || |, em F, ¢é dada por

I£l* = ().

com a forma quadratica candnica, isto €,
Ve, €R, Q(ef, +¢,f,) = ¢, Q(f,) +2¢,£,Q(f,.£,) +]e,| Q(£, ),

onde Q(f,,f,) corresponde a forma quadratica bilinear simétrica, e se F for
completo, ele sera um espago de Hilbert real e o produto interno, serd dado por
(f.£)=Qlf,.£,).

Todo espago de Hilbert real F determina um espago de Hilbert complexo

da seguinte forma
Considere todas as fungdes f, +if, , f,,f, eF. Estas fungdes formam um

espago vetrorial complexo F, sobre o qual definimos a norma como
I +if, | =IE ] +]E.]"
Assim, F, ¢ um espago de Hilbert complexo.

Os espagos de Hilbert complexos F determinados pelos espagos de Hilbert
reais sdo caracterizados por duas propriedades

i)Se f €F, ent f eF (f é a fungdio complexa conjugada de f);
ii) || = [£]. vf F.

DEFINICAO 5.1
Seja F um espago de fungdes definidas em E, formando um espago de

Hilbert (real ou complexo). A fungdo K(x,y), definida sobre ExE, ¢ denominada
um nucleo reproduzido de F se

1) Para cada y, K(x,y) como fungdo de x pertence a F;
ii) A propriedade de reprodugdo: paray €E e f €F,

f(y) = (£(x),K(x,y)),

onde o subscrito x no produto interno, indica que o produto é aplicado na fungdo
X

Se uma classe real F possui um nucleo reproduzido K(x,y), entdo verifica-
se imediatamente que o espago complexo F, possui o0 mesmo nicleo que tem

valores reais. Por isto, consideraremos apenas espagos de Hilbert complexos.
Introduziremos uma distingdo entre o termo subclasse e subespago. Quando
F, e F, sdo duas classes de fungdes no mesmo conjunto E, F, € subclasse de F,

se para cada f cF,, f pertence também a F,, e 1], =f], ( |, ¢ | |, sio as
normas de F, e F, respectivamente). A notagdo F, — F, significa que F, é um
subclasse de F,.
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5.1.2-PROPRIEDADES BASICAS DOS NUCLEOS REPRODUZIDOS

Seja F um espago de fungdes f(x) definidas em E, formando um espago de
Hilbert com a norma |f| e o produto interno (f,,f,). Denotaremos K(x,y) o

nucleo reproduzido. Entdo
i) Se existe um niicleo reproduzido K(x,y), ele € unico.

De fato, se K*(x,y) é um outro nicleo reproduzido de F, entdo para o
mesmo y tem-se

0<[K(x,y)-K*(x,y)| =(K-K*K-K* =(K-K*K)-(K-K*K*) =0,

pela propriedade de reprodugdo de K e K*.

ii) Existéncia. Para a existéncia de um nucleo reproduzido K(x)y), a
condigdo necessaria e suficiente é que para y €E, f(y) seja um funcional
continuo de f para o espago de Hilbert F.

Com efeito, se K existe, entdo

I£(y)] < JFl(K(x,y). K(x,y))"” =K(y.y)"’[f] -

Por outro lado, se f(y) é um funcional continuo, entdo pelo teorema geral dos
espagos de Hilbert, existe uma fungdo g (x) €F, tal que

g, (x) =(f(y).g, (x)).

Entdo, se tomarmos K(x,y)=g, (x) como o micleo reproduzido, o resultado
segue-se.

ii1) K(x,y) é uma matriz positiva, isto é, a forma quadraticaem €,,¢,,....€,

(1) > K(xy)ei.s,

é ndo negativa para todo y,.y, .....y, em E. E claro que a expressdo (1) € igual a

2

iK(x,y)ei

pela propriedade de reprodugdo. Em particular segue-se que




e e

BRI K(x,y)-K(xy)

[K(x,y)] <K(x,x)K(y,y)

iv) Para a matriz K(x,y) existe um unico espago de fun¢des que determina
uma unica forma quadratica, formando um espago de Hilbert e admitindo K(x,y)

como o nucleo reproduzido.
Este espago de fungdes é gerado por todas as fungdes da forma

a,K(x,y, ). A norma destas fungdes é definida pela forma quadratica
k

"ZakK(x’Yk )"2 5 Z Z K(yi Y )giej .

Fungdes com esta norma ndo formam um espago de Hilbert completo, porém
podem ser completado adicionando as fungdes que sdo limites de sequéncias de
Cauchy. Formando assim um espago de Hilbert completo

v) Se o espago F possui um nucleo reproduzido K(x,y), cada sequéncia de
fungdes { f,} que converge fortemente para uma fungdo f no espago de Hilbert

F, converge também ponto a ponto no sentido candnico, ou seja
limf, (x) = f(x).

Esta convergéncia ¢ uniforme em um subconjunto de E, em que H(x,x) é
uniformemente limitada.

Isto segue do fato,

K(x,y)|=[f-£,[(K(y.y))"

[£(y) - £, ()| =|(F(x) - £, (x). K(x.y))| <[ -1,

Se f, converge fracamente para f, temos novamente f, (y)— f(y) para
cada y, visto que por definigdo, a convergéncia fraca é dada por

(£, (x),K(x,y)) > (f(x),K(x,y)).

Ha em geral uma sequéncia decrescente de conjuntos E, cE, c..—>E, em
que cada f, converge uniformemente para f.
Se uma topologia ( uma nogdo de limite ) é definida em E e se a
correspondéncia
y o K(xy)
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transforma E continuamente em um subconjunto do espago F, entdo a
convergéncia fraca da sequéncia {f, } implica na convergéncia uniforme em cada
conjunto compacto E, cE.

De fato, E, é transformado em um subconjunto compacto de espago F. Para
cada € > 0, podemos escolher um conjunto finito

(y,,y,,...,yn) cE,
tal que, para cada y € E,, existe pelo menos um y, com

”K(x,y) -K(x,y, )" <eg/4M

onde M = sup_ |f]. .
Mas, se escolhermos n, tal que n>n,,
|£(y.)-£.(y,)| <e/4.
Obtemos y €E,,

|f(Y) il (Y)l py lf(Y) e f(Yk ) + f(Yk ) + f(Yk ) =1 (Yk ) +1, (Yk ) g (Y)I S
<[f(y,) - £, (v, )] +[(£(x) - £, (x). K (x,) - K(x,,))| <
<e/4+|f-f,|[K(x,y)-K(x,y,)| <e/4+2Me/4M

A continuidade da correspondéncia y <> K(x,y) € equivalente a
equicontinuidade de todas as fungdes de F com |f|<M, VM >0. Esta
propriedade ¢ satisfeita para varios espagos que tém nucleos reproduzidos, que
sdo usualmente considerados, tais como o espago das fungdes analiticas,
harmoénicas, solugdes de equagdes diferenciais parciais etc.

vi) Se F € um espago com o niicleo reproduzido K, entdo F é um subespago
de um espago de Hilbert, H, neste caso a igualdade

f(y) = K(h,K(x,y))_

verifica-se a partir da projegdo de elementos heH sobre F.

Com efeito, considere h=f+g, onde g é ortogonal ao espago F. A fungéo
K(x,y), considerada como uma fungdo de x, pertence a F. Entdo

(h.K(x,y)), =(f+g.K(x,y) =(f.K(x,y)) =f(y),

pela propriedade de reprodugio.
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52- NUCLEOS SESQUI-HOLOMORFOS
Consideremos uma fungdo onda
g(./z) eLz(x;p), zeD
ndo necessariamente normalizada como em (4.4).

Em alguns casos, estas fungdes envolvem certas constantes de
normalizagéo, detalhadas abaixo

5.1 g(./2) = JK(Z,—Z—)W(./Z)

com y(./z) €S,,zeD e aconstante de normalizagdo dada por
52)  Klzz)=(a(/2).8(12)),

pois K(z,z) é uma fungdo de z e de z.

Isto se torna mais aparente quando requeremos que g(/.) seja holomorfa em
D,Vt €y, a menos de um conjunto de medida nula.

PROPOSICAO 5.1
A forma (4.5) com a notagdo (5.1) e (5.2) torna-se

]

63 awlew), =K [Kldgl - [e.de),

onde K = K(z,;) e g=g(./z).
PROVA

Como (. /z) = [K(z,E)r/2 g(./z), tem-se

([K z,z l/zg( /z),d([ z,2 ] lng (/2 ))p

'*(—5@-[ [g(/z) dg./z)][ 277 (/z>]
Klzz \[K(z,z ‘/Kzz \[ zz :

2

&N (z,w)|_ " ([K 22)] gl /z )
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- L;[KM ‘k&ds).-r]
pois dK(zz)=d(g(/2).8(/2)), =0 .

Um caso de grande importancia ocorre quando a ndo normalizada fungdo
onda g(./z) é holomorfa em D, u-quase todo t €.

Neste caso, por (5.2) e pelo teorema de Hartogs, K(z,E) ¢ holomorfa em
(z,2), zeD. Portanto, por polarizagdo

(5.4) K(z,—v;) = (g(./ z),g(./ w))'l , z,weD.

Entdo, Yw eD fixo, K(., ) é holomorfa em D.
Como o niicleo é hermitiano, isto €;

K(z,w)=K(w,2), Vz,w €D
K(w,.) é anti-holomorfo em D.
E novamente pelo teorema de Hartogs, K(z,W) ¢ holomorfo em

(z,;v-), (z,w) eD.

DEFINICAO 5.1
Um niicleo satisfazendo as propriedades anteriores € chamado nucleo
sesqui-holomorfo sobre D xD '

DEFINICAO 5.2
Chama-se nucleo de Bergman sobre DxD, qualquer nucleo sesqui-

holomorfo K(z,E), que ¢ definido positivo, isto ¢, qualquer sistema fixo de
pontos z,,z,,...,zy €D € quaisquer escalares a,,a,,...,a €C, tal que,

iK(zk’;m)“kam 20

k,m=1

PROPOSICAO 5.2

K(z,Z) é um nicleo de Bergman sobre D x D.

PROVA

De fato,

(5.5) él Kz, zm)oty 0t = Iga,g(./z,)[ >0
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€ como K(z,;) ¢ sesqui-holomorfo, o resultado segue-se. .

Pela teoria classica de nucleo reproduzidos[1] e [12] existe um unico
espago de Hilbert, H(D), de fung¢des que sdo holomorfas em D, tal que

kw(z) = K(z,-\;v_), z,weD

seja seu nicleo reproduzido.
Seja (./.) o produto interno de H(D). Entdo Vw €D, temos que k, eH(D)

e
f(w)=(f,k,), f eH(D).
Em particular,

K(zw)=k,(2) =(k,.k,), z,w eD.

PROPOSICAO 5.3
Assumindo que nos seja dado um nicleo reproduzido do espago H(D) de

fungdes holomorfas em D com o produto interno (.,.),, seja k, = K(zw), weD

o nucleo reproduzido de H(D). Ento, K(z,@) ¢ um nucleo de Bergman.

PROVA

De fato, considere qualquer isometria de H(D) em Lz(x; m)
(5.6) g(./z)=Tkw, z€D

Entdo, para z,w €D, tem-se

K(zw)=(k,.k,), =(Tk,,Tk,), = (e(7w).8(/2)) .

B

isto é

K(z,w)=(g(/2).8(/w)), = [ 8t/ 2)g(t/ whin(t)

que € realmente a equagdo (5.4).
Logo, existe uma correspondéncia biunivoca candnica entre fungdes ondas |
holomorfas g(./z) eL,(x;1) e o niicleo de Bergman k,, zeD de espagos de

Hilbert H(D), de fungdes holomorfas em D. Esta correspondéncia de fungdes




Sob as condlcbes anteriores,

(e, =X il 5.9,

¢ equivalente
X (z,w)),_, =K?[KoaK -|oK[ |

isto é s
dzkz(z,w)lw=z = 00logK
PROVA

Observe que

0K = e 12).8(.12)), = (G 12).8(.12)), +(g(.2) (. /2)), | = e /2). (. /2)
(Ge(-/2).6(.12), = ] ul./2)e2M(t) = O.pois  Gg(./2) =0

€

oK = oK 3K = o(g( 12)¢( 1)) (a0 72).872)) =(e(12)08(.12), (87,3 2)) =|(el12). (1),
Consequentemente,
K[KoaK -|oK['] = K"[Ildgll: - l(g,dg)plz],

€

BlogK = ol Lak b = - L akaK + L ook = K2[KoaK — K[ ] = a2x2
aalogx_a{fa(}_-x,axaul(aa(_xZ[Kaac K[’ | = ¢32(,

Como a métrica de Bergman € definida por

(5.7) db*(z) = 60logK = ir,_dz,dE.
km=1

onde T, ,, =0, B logK(z,;) ,ze€D
temos que
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14, 16]  18]. . _
Uma definigdo geométrica desta métrica ¢ dada como se segue:

Sejam

s(D) ={f eH(D)Jf], <1}

s, (D) ={f es(D);f(w) = 0}

para w €D fixo.
Dada uma dire¢do v eC*, definimos

(5.8) b(w,v)= 1’K(W,W)maxﬂavf (w)

onde

.f 8, (D)}

o.f(z) = ivkazkf(z), v= (v,,v,,...,vn) eC"

k=1

Como em espagos de Hilbert canénicos, 0 problema (5.8) tem uma
solugdo tinica, a menos de uma rotagdo, isto é '

(5.9) 4b*(w:v) = 40,0, logK = A, logK.
Entio, quando v = dz=(dz,dz,,...,dz,)
b*(z;dz) = db*(2),

e obtemos dessa maneira a métrica de Bergman, que € métrica Kihler, isto ¢, a
dois forma

> T, 505 A dzn

k,m=1

¢ fechada. ) ;
Assim, a (u,)-pseudo-distincia projetiva (4.4) assume uma expressao
mais simples, indicada como (4.4), (5.1), (5.2) e (5.4);

(5.10) Mz,w) = {1 - [lK(L;rK(z,;)—lK(w,-v_v)—]]m }"’ z,weD
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Portanto, quando K(z,w) ¢ o cléssico nicleo de Bergman, isto ¢, o micleo
reproduzido de H(D)=H,(D), onde H,(D) representa o espago das fungdes
holomorfas no dominio limitado D c C* que sdo quadrado integravel em relagdo
a medida de Lebesgue p, sobre D, a pseudo-distancia A(z,w), (5.10), torna-se
uma distancia (no sentido canénico de distancia).

Esta distdncia foi inicialmente estudada por Skwarzynski [19]. Por isto,
(5.10) é também chamada a pseudo-distancia de Skwarzynski de D [9]. Uma
condigdo de suficiéncia para A ser uma distancia é dada pelo seguinte teorema.

TEOREMA 5.1

Suponha que Lf,f,,. . .f,eH(D), onde fz)=z,1<j<n e
z=(z,z,,...,z,) €D. Entfio A é uma distancia sobre D.

PROVA

Assuma que A(z,w) =0, para z,w €D. Portanto, por (5.10)
‘K(z,;)r = K(z,Z)K(w,_V\—/),

que significa que k, =ok,, para algum o<cC. Dai segue-se que
f(w)=af(z), vf eH(D). Tomando f=1 e f=f,, j=12,..,n, obtemos w=z e

portanto a prova esta completa. .
Na presente colocagdo, uma relagdo de grande importancia € o fato que a

métrica de informagdo ds’ nada mais ¢ sendo a métrica de Bergman db’,
indicada anteriormente por (4.1), (4.2) e (5.1), logo

logp(t/z)=1logg(t/z)+logg(t/z) —logK(z,E).
Em virtude das equagdes de Cauchy-Riemann, deduzimos

2,0, logp(t/z) = 0, &, log K(Z,;)

que ¢ valida Vt ey p-quase por toda parte VzeD.
Por (2.1) e (5.7), g,.(z) =T,_(2), zeD, portanto ds*(z)db*(z).
Resumindo estes resultados, temos o seguinte teorema;

TEOREMA 5.2

Assuma que a fungdo densidade de probabilidade p(./.) eF(x /D) é dada por
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= E

BRI » fiucho deusidade de probebilidade pl./) <F(x /D) & dada por

7 =
p(t/z)=lit(—z=){~, k(z,z)>0, zeD
Klz,z

onde g(t/.) € holomorfa em D p-quase todo t €. Entdo

i) K(z,?) é o nicleo do Bergman de um espago de Hilbert H(D), de fungdes
holomorfa em D
ii) g(./.), definida sobre x x D ¢ a fungdo geradora do L,(x; ) para H(D)
iii) A pseudo-distdncia projetiva A em (4.4) é a pseudo-distdncia de
Skwarzynski em (5.10)
iv) Vz,w €D, 0<p(z,w)<A(z,w)<1, onde p é a pseudo-distancia de Hellinger
em (4.3)

v) A métrica de informagdo ds’ é a métrica de Bergman db’, que pode ser
expressa como (5.6)-(5.9)
vi) AX(z,z)=dN(z, w)L'=z =0 e d27tz(z,w)|“=z =ds*(z) = db*(z) > 0.
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APENDICE
A-1 A GEOMETRIA DIFERENCIAL E A ESTATISTICA

A-1.1 - Variedades de um modelo estatistico.

Usualmente define-se um modelo estatistico como uma familia de
distribuigdes de probabilidades.
Seja S= p(t/z)} um modelo estatistico, onde t é uma variavel aleatdria

pertencente ao espago amostral y e p(t/z) a fungdo densidade de probabilidade de
t, parametrizada por z, em relagdo a alguma medida p e

Z= (z,,zz,...,zn)
um pardmetro n-dimensional pertencente a um subconjunto D cR" ou D c C".

DEFINICAO A.1

Uma variedade n-dimensional S, é um espago de Hausdorff que ¢é
localmente homeomorfa a um espago euclidiano n-dimensional.

Seja UcS, um aberto, que é homeomorfo ao R" (ou C*) com o
homeomorfismo ¢. Entdo, p €U ¢ transformado num ponto z=(z,,z,,...,z,) eR"
(ou C*), isto é,

op)=2=(2,2,..,2,)

DEFINICAO A.2

A transformagdo ¢, acima citada, é chamada uma fung¢do coordenada na
vizinhanga coordenada de U.

No presente trabalho trataremos apenas de propriedades locais de
variedades de modelos estatisticos. Portanto, assumiremos que a variedade S
sempre tem um sistema de coordenadas globais cobrindo inteiramente S. Nossa
teoria € valida apenas sobre algumas vizinhangas U de S.

Podemos portanto definir uma transformagao

¢S—>R" (ouC")

dada por ¢(p(t/z))=z.
Quando esta fungdo tem o
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papel de uma fungdo coordenada, o vetor z é usado com o nome de coordenada
ou de distribuigdo p(t/z) e uma estrutura diferencial é introduzida em S para esta

fungdo coordenada. Logo, S é uma variedade diferenciavel.
As propriedades seguintes s3o requeridas na teoria geométrica:

i) Vp(t/z) tem um suporte comum, que é p(t/z)>0, Vtey , onde
% € o suporte;
ii) I(t/ z) = log(p(t/ 2)), e para cada z fixo, as n fungdes em t

a(t/z)

o, i=1,2,....n

9

sdo linearmente independentes;

ii1) O momento da variavel aleatoria 61((;2/ 2) , existe para todo
1=1,2,....n;
iv) A derivada parcial £ e a integral com respeito a medida p

oz,’
sempre pode ser mudada, ou seja

azii L £(t/z)du(t) = jng%zf—z)du(t),

para toda f(t/z) e x o espago amostral.

A.2. O ESPACO TANGENTE

Grosseiramente falando, o espago tangente T,, por p pertencente a uma
variedade S, € um espago vetorial, obtido pela linearizagdo local de S em torno de
p. E composto do vetor tangente a curva passando por p.

Seja 0:[a,b] > S uma transformagdo continua, ou seja 6(t) €S é a imagem
de t €[a,b].

Se usarmos um sistema de coordenadas 6 =6(p), a imagem 6(t) de t ¢
definida por

8(t) = {6,(),8,(1),....8,(1)}.

E a equagdo 0 = 6(t) ¢ a representagdo paramétrica da curva.

Matematicamente, definimos o espago tangente da seguinte forma

Seja F o conjunto de todas as fungdes suaves sobre S. Usando um sistema
de coordenadas 6, f cF é uma fungdo suave f(6,,0,,....0,) em 0. Dada uma

curva suave 0 =6(t) e uma fungdo f F, definimos uma fungdo

fo8:[a,b] >R
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que ¢ escrita como f(6(t)) em expressdo cooraenaaas.

Seja Cf a derivada desta fungdo,
de, of
of = g{F8) =23

Obviamente, a derivada de f ao longo da curva 6 ou na diregéo da tangente de 6.
Entdo, o operador derivada direcional C é associado com cada curva, e

intuitivamente C depende somente do vetor tangente 5:% da curva 6. Alem disso,

para cada ponto 6(t,), tem-se

1) C € uma transformagdo linear
ii) C(f.g)=(Cf).g + f(Cg) Vf,geF.

Logo, C é o operador derivada direcional de uma curva.
O conjunto dessas Transformagdes C é um espago vetorial n-dimensional

uma variedade C”.
Este espago vetorial ¢ chamado o espago tangente T, de S por p.

Sabemos que os n vetores 6% =0, sdo linearmente independentes, logo

eles formam uma base natural associada ao sistema de coordenadas 0. Assim,
para qualquer vetor tangente A €T, tem-se

0

A=Y A oyl
- )

onde A,, i=1,2,...,n, sdo as coordenadas de A com respeito a base natural {a.}.
Considere S = {p(t/0)}, uma variedade de um modelo estatistico, tomando

1(t/8) =logp(t/0)

e suas n derivadas parciais 91(t/0), i = 1,2,...,n. Como sdo fungdes linearmente
independentes em t, para cada 0, fixo, podemos construir o espago n-dimensional

T= {A(t); A(t)= z ai(t /9)}

que ¢é a representagdo usual do espago tangente. Isto é, A(t) € ) e T pode ser escrito

como combinagio linear de 81(t/8), com A(t ZA 21(t/8), onde A, sdo as

i=1
componentes de A(t) em relagdio a base 3](t/0). Logo, t é uma variavel aleatéria

e T.” é um espago vetorial caracterizado pela base {5)(t/6)}.
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Como existe um isomorfismo natural entre os espagos vetoriais T, e T,
caracterizado por

8, €T, & al(t/e),

um vetor tangente A(t)=> A, €T,, corresponde a uma varidvel aleatoria

A(t)=>"A0](t/6), tendo a mesma componente A;. Desta forma, podemos
i=1

identificar T, com T.", lembrando que T, é o operador diferencial representando o
espago tangente, enquanto T." é a variavel aleatoria representando o mesmo
€spago tangente.

DEFINICAO A-3
O espago T.” é denominado a 1-representagdo do espago tangente.

Seja E(.) a esperanga com relagéo a distribui¢do p(t/6), definida por
E(£(t)) = [ £(t)p(t/6)du(t).
Diferenciando a identidade L p(t/0)du(t) =1 com relagéo 6,, temos

0=24, L p(t/0)du(t) = J;p(t/ 0)dp(t) =
= [ p(t/0)1(t/6)dn(t) = E[ai(/0)].

Ent#o, para qualquer variavel aleatéria A(t) e T.", temos

E[A(t)]=0.
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