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Resumo

Seja x uma imersao isométrica e A sua segunda forma fundamental. Os polinémios de
Newton sdo definidos indutivamente por Py = I, P, = S I — A Pi_1, onde Sk é a k-
curvatura da imersdo. Este trabalho define k-umbilicidade pela condigao de que o produto
de A pelo polinémio de Newton de ordem k — 1 é um multiplo da identidade. Como con-
seqiiéncias gerais do conceito de k-umbilicidade demonstra que, se uma imersao isométrica
k-umbilica tem uma curvatura principal nula, entdo tem n — k + 1 curvaturas principais
nulas e demonstra também que em toda imersao k-umbilica o operador Ly € eliptico sempre
que Si seja nao nulo, considerando L(f) = trago(P, Hess(f)) um operador diferencial de
segunda ordem. Para o caso k = 2, demonstra que toda imersdo 2-umbilica em formas
espaciais tem S, constante. Classifica ainda parcialmente as hipersuperficies 2-umbilicas
fechadas na esfera unitaria, exibindo uma familia enumeravel de tais imersoes.

vi



Abstract

Let z be an isometric immersion and A its second fundamental form. Newton's polynomials
are inductively defined by Py = I, P, = Sk I — A Py, where S, is the k-curvature of the
immersion. In this work, we say that an immersion is k-umbilic when the product of A with
its Newton polynomial of k— 1 order is a multiple of the identity. As a general consequence
of k-umbilicity we show that: if any k-umbilic immersion has a principal curvature null then
there are others n — k + 1 null principal curvatures and also that the operator Ly is always
elliptic provided that Sy is non null, where Li(f) = trago(P: Hess(f)) is a differential
second order operator. For the case k = 2 we show that every 2-umbilic immersion in any
constant sectional curvature space has Sy constant. We give a partial classification of all
compact 2-umbilic immersions in the unitary sphere and we exhibit a family of examples.
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Introducao

Este trabalho se desenvolve partindo do conceito de polinémio simétrico S,(B) onde B é
um operador. Para definirmos a fungio S,.(B), consideramos o seguinte: seja V' um espago
com produto interno real n-dimensional e B € L(V) um operador linear auto-adjunto.
Denotemos por ey, - - - , €, a base ortonormal que diagonaliza B, isto é, Be; = \; e;. Assim,
por definicdo, temos que S,(B) = S,(A1,- -+, An). Nos artigos [Hsi] e [Tani], dentre outros,
estas fungoes foram utilizadas para abordar problemas geométricos.

O propésito do estudo dos S,(B) é fornecer as bases necessdrias para introduzir o
conceito de r—ésimo operador de Newton, P.(B). Estes operadores foram estudados,
numa série de artigos, por R. Reilly no caso H, constante (neste caso, B é a segunda forma
fundamental de uma hipersuperficie do R com H, constante); veja por exemplo [Reilly].

Por outro lado, Barbosa J.L. e Colares A.G. em [BC], utilizaram o conceito de S,.(B;) :=

Sy (Biapan{e,} L) para estudar a estabilidade de hipersuperficies com H, constante. No estudo

dos polinémios simétricos de um operador B, conhece-se muito pouco sobre as fungoes
S,.(B;). No Capitulo 2 deste trabalho estenderemos a nogao de S.(B;) a S.(B;, B;) e para
o caso geral S,(B;,,- - ,Bi.).

Nosso primeiro resultado serve para encontrar as normas de P.(B) e B P,_;(B) para
posteriormente aplicé-las & Geometria Diferencial.

Teorema 1 (Teorema 2.6, pag. 55). Seja V' um espago com produto interno real n
dimensional e seja B € £(V) um operador linear auto-adjunto. Entéo:

a)  ||P.(B)|]?* = (n - r)S:(B)? = (r + 1)Sy—1(B) Sr41(B)—

n ” il
Z(’F + j)Sr_j(B) Sr+j(B) + Z(_l)jgr_j(B) (—1)kSr+1+k(B)trago(B j—k—l);
A =2 k=0

b)  traco (B P(B)?) = (r+ 1)S,(B)Sr1(B) + > _(r+ 5)S—j+1(B)Sr+;(B)
7=2

r+1 _ i-2 .
- Z(_I)Jsr—j-i—l(B) {Z(_l)ks'r+l+k(B) trago(B7~*71) };
j=2

k=0



Q) B P(BE =~ 3 (r +1)Sw-542(B) Sru(B)+
S (- 1)3_,+2(B>{Z( "5 va1a(B) trago () |.

Jj=2

Observemos que a medida que r cresce o problema se torna mais complexo. Nosso
segundo resultado serve para encontrar de forma simples e fechada trago [P,._l(B) BP.(B )]
para quaisquer 7,k € Z.

Teorema 2 (Teorema 2.11, pag. 62). Considere V um espago com produto interno
real n dimensional e B € £(V) um operador linear auto-adjunto. Para quaisquer inteiros

r e k, temos:

k
trago [Pr_l(B) B Pk(B)] = S7(r + k—2j) Sr44-5(B) Si(B).

=0

Como corolario do teorema acima, obtemos as normas de P.(B) e B P,_;(B) de forma
simples como combinacio linear dos polinémios simétricos do operador B, isto é,

I2(B)]I* = (n— —QZ r —J) Si(B) Sar—;(B);

1B Py (B)||* =7 S-(B 22 r—J) 5i(B) S2r—;(B).

Como uma aplicacio damos uma estimativa da diferenga entre as curvaturas de Ricci de
uma hipersuperficie e de seu ambiente, M™*!(c), uma variedade Riemanniana de curvatura
constante ¢ que envolve somente até o quarto polinémio simétrico.

Teorema 3 (Teorema 2.17, pag. 67). Cosidere M "' uma variedade Riemanniana
‘n + 1)-dimensional conexa e orientével. Dada uma hipersuperficie arbitraria, x : M" —

ﬁ"“, valem as seguintes desigualdades:

a)

|Hi(A)| < | Al € V(n—1)S1(A)? — 25,(A) ,Vn 2> 2;
b)

| Rice (X,Y) — Rice (X, Y)+(R(X,N)Y, N) | <
V2 1/Sy(A)? — 81(A)S5(A) — 254(A) | X 11 Y |l ,Vn > 4




onde R é o tensor de curvatura do espaco ambiente, N é um campo vetorial unitdrio
definido ao longo de z(M), A é a segunda forma fundamental da imerséo e para
qualquer X,Y € TM.

Além do mais, esta cota nao pode ser melhorada.

; =t == n+l ; p : .
¢) Em particular se M = M " (¢) é uma variedade Riemannina com curvatura
seccional constante ¢, entao

| Rice (X) —nc | € V2 /S2(A)2 — 51(A)S3(A) — 255(A)  ,Vn=>4

para qualquer X € TM unitério, onde A é a segunda forma fundamental da imersao.

Em [Reilly] é definido o operador linear L,_;(®) = div(Fr_1(B) grad®), onde B ¢é a
segunda forma fundamental e é provado que H, = 0 em M se e somente se L,_1(®) =0,
para qualquer fungdo altura ®. O operador L, é diferencial linear de segunda ordem; em
geral, L, ndo é eliptico, por isto algumas condigoes devem ser estabelecidas para assegurar
sua elipticidade. Por exemplo, R. Walter, [Walt] (na Proposicdo 4A) mostrou que se
H,.1 > 0 esendo aimersio convexa (isto é, B é semi-definido), L, é eliptico. De forma mais
geral, quando a imersao na esfera unitaria nao é necessariamente convexa, [BC] mostraram
que se H.4; > 0 e a imagem da imersdo estd contida num hemisfério aberto, entao L, é
eliptico. Também [HouLei| chegam ao seguinte resultado:

”Seja M uma hipersuperficie em R"*! com S, =0, 2 < r < n. Entao L, é eliptico em
p € M se e somente se trago(Pr_1(A) A Pi(A))p) #07.

Nés obtemos outras condicdes para garantir a elipticidade de L,; isto é, condigao equi-
valente a P,(A) ser definido positivo .

Teorema 4 (Teorema 2.18, pag. 69). Dada uma hipersuperficie z : M" — M (c),
considere A sua segunda forma fundamental. Dado qualquerr € {1,--- ,n— 1}, as seguintes
afirmativas sdo verdadeiras:
a) Se trago(P,._l(A) B PT(A)) =0e S.(A) > 0 entdo os auto-valores de P.(A) séo
> —(vr —1)5,:(4);
b) Se tra(;o(PT_l(A) A PT(A)) = 0 e S,(A) < 0 entdao os auto-valores de P.(A) sdo
> (1 +1)S:(A);

Teorema 5 (Teorema 2.21, pag. 72). Dada uma hipersuperficie z : M" — M

considere A sua segunda forma fundamental.

(),

a) Se existe um ponto p € M tal que S,(A4) > 0 e S;41(A) = 0, entdo o operador L, €
nao negativo em p (isto é, L, > 0 em p);




b) Se existe um ponto p € M tal que S,(A) < 0 e S,41(A) = 0, entdo o operador L, €
nao positivo em p (isto é, L, <0 em p) .

Por outro lado, define-se um Hj(r)—toro como sendo um toro de Cliford com H
constante.

Teorema 6 (Classificagdo de H;(r)—toros ; Teorema 3.2, pag. 77).

a) A tnica familia minima de H,(r)—toros é dada por

grm ( 2 nm) x S™ (\E) — SmH(1),

E mais
A1="‘=A11--m_ = ;
n—m
n—m
}‘n m =M=~ )
+1 por
14| = n;
Rioula] = n(n—m — 1)’
n—m
Ricc(e;) = Lk 1),
m
k
2

(”;m) oFy (=k,—m;n —m — k+1;-1).

sin= (525

b) A familia de H,(r)—toros com H; # 0 é dada por

o 2n —m) +nH? F Hi/n?HE + 4m(n — m)
h 2n(1+ H?) ’
n(n — 2m)

3

n
JAI? =+ B} F

2H2 4 4 _ L
e = Hi\/n2H? + 4m(n — m);

m(n —m)

Rice(e;) = ,;T_m—_)l (2n n—m)+ n@:& nH, \/n2@+ 4m(n — m)),
Ricc(e;) = 4 4mn + 2n @:F \/ @+ 4m(n — )
ondei=1,---,n—me j=n—m+1,-




Teorema 7 (Teorema 3.3, pag. 79). Todos os Hy(r)—toros sdo descritos como segue.

a)
S$™1(r) x SY(V1—12) — S"*(1),
com r = n(zg_—fl) Ademais,
1A = n n(n—1)H3 +4(n—1)Hy +n'\
N n—2 2+ TZHQ '
Ricc(e;) =n(l+ Hs) ondei=1,---,n—1
Rice(e,) = 0.
b)

S (r) x S™(V1 —12) — S™FY(1),
onde m € {2,---,n — 2} satisfaz
2(n —m) ,  4m(n—m) 4m(n —m)
= + Hy £ 1/H2+ = 1) Hy + 2(n = 1)
2(Hy + 1)

Além disso,

n(n—1)(n—2) N m(n —m)(n — 2)
2n—-m—-1)(m—-1)"°" (n—m—1)(m—1)

(n—2m)yn—1 ; 5 |
2(n—m —1)(m — 1) \/; (n — 1)H2 + 4mn(n — m)Ha + 4m(n — m); |

IA]* =

Ricc(e;) = (n — 1) + %Hg < ﬁ%\/nz(n — 1)H2 + 4mn(n — m)Ha + 4m(n — m);

Ricc(ej) = (n —1) + ﬂ;‘m;llﬂg = 3%\/712(1@ — 1)H} + 4mn(n — m)Hy + 4m(n — m),

ondei=1,---,n—m, j=n—-m+1-- n

Como outra aplicacio do estudo dos S.(B;, B;) a Geometria Diferencial, trataremos as
hipersuperficies em espagos de formas com Hy = 0.




Teorema 8 (Teorema 3.9, pag. 94). Dada uma hipersuperficie z : M" — Wﬂ(c),

seja A a segunda forma fundamental da imersdo z. Se S3(A) = 0 em M, entdo vale uma
das seguintes alternativas:

1. a imersao é totalmente geodésica;
2. a imersdo tem um valor préprio nulo de multiplicidade n — 1;
3. a imersdo é de rotagdo, isto é, as curvaturas principais sao

e — (%2) A de multiplicidade algébrica 1

e )\ de multiplicidade algébrica n — 1;

4. Vpe M,Yu e T,M : |u| =1

4[nH — M } 2

Rice(u,u) > ¢(n — 1) + nH (Au,u) — {1 "~ [(n+2)nH — n)]

Dando proseguimento a esta tese intruduzimos o conceito de uma imersao isométrica
k—umbilica que generaliza o conceito ji existente de imersdes umbilicas (na nossa lingua-
gem, imersoes 1—umbilicas).

Definicdo. Uma imersio isométrica z : M" — M " diz-se que é k—umbilica no ponto
geM", k=1,--- ,n—1,se

(1) ApPi1 (Ay) = M, VneT,M*

onde A é a segunda forma fundamental associada a imersdo, A = A(k,n) é uma fungao
dependendo de k e 1) e I é a aplicagao identidade em T, M.

Definicdo. Uma imersao isométrica z : M" — M " diz-se que é k-umbilica quando
é k-umbilica em qualquer ponto de M.

.~ . o — =5 ntep Bk
Definicao. Uma imersdo isométrica z : M" — M é k—totalmente geodésica se

A, Pe_1(A,) =0, Vn e TM* .

Teorema 9 (Teorema 4.6, pag. 98). Sejaz: M" — M "*! uma imersdo isométrica
k-umbilica no ponto ¢ € M" . Entao

s APy (A) é Codazzi <= Si(A) é constante.

_,/Em\seguida, introduzimos o conceito de operador ¢, que mede quanto uma @

deixa de ser k—umbilica. Este operador é uma generalizacdo do operador ¢ = ¢; definido,
em [AdC]. '

\




Definigao. Dada uma hipersuperficie z : M" — WH, sendo A sua segunda forma
fundamental, define-se
& : ToM — T,M

da seguinte forma:

P

br(X) = % Se(A) X — APe1(A) X, ) VX € T,M.

Obtivemos também formas equivalentes para reconhecer quando uma imerséo € k-
umbilica. Veja a Proposicio 4.11 na pdgina 102, a Proposigio 4.12 na pagina 104 e a
Proposicao 4.14 na pagina 107.

Neste ponto, temos o seguinte teorema que nos fala das conseqiiéncias de uma imersao
ser k—umbilica.

Teorema 10 (Teorema 4.19, pag. 110).

a) A classe das imersdes 1—umbilicas estd contida na classe das imersoes k—umbilicas.
(Logo, toda imersao 1—totalmente geodésica é k—umbilica).

b) Dada a imersdo isométrica z : M" — M n+p, seja A, sua segunda forma fundamental,
com 1 € TM*. Se  é k-umbilica num ponto, entdo (neste ponto) sao satisfeitas as
seguintes identidades

b.1)

Sess(4n) = T Si(An)Sk(40),

1)

isto é,

!
Hews = Hi B |

Reciprocamente, se existe um ponto ¢ € M" tal que A;i(g) # 0, Vi e neste ponto
Hy1 = H,Hy, entdo a imersdo isométrica é k—umbilica em g.

b.2)
n—=k

S1(Ay) Sera(Ar) = (+2) SesalAy) = (F=) Su(4y) 14|

Em seguida, relacionamos a k—umbilicidade com o operador Ly (veja a Proposigao 4.25
na pagina 117).

A seguir apresentaremos uma classificacdo das curvaturas principais de hipersuperficies
2—umbilicas.




Teorema 11 (Classificagdo das curvaturas principais para hipersuperficies 2-
umbilicas; Teorema 4.27, pag. 120). As curvaturas principais de uma hipersuperficie

2-umbilica z : M" — M (n > 3) sdo da seguinte forma:
a)
- B n—(r+1)
Ail’_ '_‘A'lr_( TL—QT' )Sl
e
r—1
A':7'-4-1:h..'=A'£ﬂ=_({”_21")’5'17
onde r € {0,1,2,--,[2] !} se n é impar e r € {0,1,2,--- ,5 — 1} sen é par.
b)
2
Aﬂ:"'=)\i%: HV_S:!
e

2 r—
A£%+1 —_ e e == Ain —1 —J; —82,

Tomando por base alguns resultados conseguimos exibir exemplos de imersées 2-umbilicas
como por exemplo, a superficie de Veronese em S*.

A seguir, temos um teorema que relaciona 2—umbilicidade com variedades de Einstein.

Teorema 12 (Caracterizagao de hipersuperficies 2—umbilicas via curvatura de
Ricci; Teorema 4.29, pag. 122) Dada uma imersio isométrica x : M" — 'M‘“*l(c),
n > 2, para qualquer X, Y € TM temos: a hipersuperficie z é 2—umbilica se e somente
se
A—— 25;(A
Rice(X, Y) — Rice (X, Y) = —jf—) (X,Y).
Segue-se que toda hipersuperficie 2—umbilica imersa em qualquer espago de forma sempre

¢ Einstein.

Finalmente, exibimos exemplos de hipersuperficies 2—umbilicas na esfera.

![z] é o menor inteiro ndo menor que .




Teorema 13 (Teorema 4.38, pag. 125). Existe uma familia enumerdvel de hipersu-
perficies 2-umbilicas na esfera Euclidiana S"*!(1): fixadosn >3 e m€ {2,--- ,n—2} a
n—m-—1

n—2

w=(:255) Bev () () 0)

n+m(n—4)(n— m)
(n—m-1)(m-1)"
Rice (¢;) = n—2, J=1,2,~~n

hipersuperficie de Clifford é 2—umbilica se e somente se, r =

Ademais

1A|I* =

Concluimos com uma classificacao parcial das hipersuperficies 2—umbilicas na esfera.

Teorema 14 (Clasmﬁcagao das hipersuperficies compactas 2—umbilicas; Teo-
rema 4.40, pag. 127) As imerses isométricas 2—umbilicas z : M" — S™1(1) tem a
seguinte classificacao:

a) z(M) é 2—totalmente geodésica;

b) se M é compacta e z é um mergulho, entao 2(M) é congruente a

()2 () -

c) se M é compacta e z é uma imersao, entdo (M) é congruente a
S™M(r) x S™(V1 —r2) — S™(1),

n—m—1

onde r = =




Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, introduziremos os pré-requisitos bésicos que servirdo de sustentacao aos
principais resultados .

1.1 Funcoes Simétricas

Uma fungdo simétrica é uma funcdo que nao se altera em nenhuma permutagao de suas
varidveis independentes, isto é, f(z1,...,2,) = f(7(z1,...,2,)), onde 7 é uma permutagao
arbitraria de (2, ...,%,). S0 exemplos de funcbes simétricas: qualquer fungao constante,
qualquer funcgio de uma varidvel, também as fungoes

L1+ Ta+ -+ 2y,
By Bes s Bhs

max(zy, Ly, . . ., Tn),

Qualquer funcéo simétrica ndo constante depende essencialmente de todas as suas varidveis.

Para identificar uma funcdo simétrica, precisamos conhecer de forma explicita todas
as suas varidveis. Temos um critério simples para saber se uma funcdo f(z1,Z2,...,%s) é
simétrica: basta que verifiquemos

f($1)x2:x37' .. 3$n) = f($2aw1:$3)' "1wn)

f(xlax21$31 . -11.11) = f(.’Cn,ﬂfl,.’L'g, s smn—l)

ou equivalentemente, que as (n — 1) equagdes sejam satisfeitas simultaneamente

f(zh--')xiaxi-i-l?“':a:n) =f($1,---,-'L':;+1,.Ti,.--,$n)

’
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além de

flei, @0, « o Bneiy B) = &y @2y 00 y Bri1, E1)-

1.2 Polinémios Simétricos

Um polindémio f com coeficientes em um corpo ou em um anel associativo e comutativo K,
com uma unidade, é chamado de um polinémio simétrico se f é uma fungao simétrica nas
suas varidveis, isto é, nao varia mesmo diante de todas as permutacdes m das suas variaveis,
ou seja,

flzy,...,zn) = f(m(z1),...,7(zs)).
Os polinémios simétricos formam a &lgebra S(z1,...,z,) sobre K. Os exemplos mais
importantes de polindmios simétricos sdo os polindmios simétricos elementares:

Si:R*—R (1<k<n)

1 k=0,
Sk(ml,:vg,...,a:n) = Z TiyTig -+ - Liy, Vk € {1325'“1'”}:
1<i)<ig<-+<ig<n
0 Vk € Z\{0,--- ,n}.
Em geral, Sk(z1,...,%,) é uma soma de (:) mondémios. Um polinémio onde o coeficiente

de maior grau é 1 é chamado de polinémio ménico. O préximo resultado nos mostra que
existem certas relacoes entre as raizes de um polinémio e seus coeficientes:

Teorema 1.1 (de Viete). Seja f(z) = =™ + 12"V + Qa2 2+ T+ ag =
(z—0a)...(x — a,) um polindmio ménico de grau n com coeficientes em algum corpo K,
onde o; sdo as raizes de f(zx). Entdo, as sequintes formulas de Viéte se verificam:

ap = (—l)nsn(ala ceny a’n):
oy = (—1)"1S,_1(01,...,0n),

a9 = (—l)n—2Sn_2(Oé1, 6 5§ an),
an_o = So(ay,...,an),
an-1 = =S1(@1,...,00).
Demonstragdo: Veja [Turn]. [ |

Definicao 1.2. As somas de poténcias w, : R™ — R, sdo definidas por

n

wo(X) = we(z1, ..., Tn) == Z(mi)’",

i=1

e observe que wo(X) = n.
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A préxima proposicao relacionaréd as funcdes w,(X) com as funcdes simétricas Si(X).
Proposigao 1.3 (Identidades de Newton). Dado X € R", entdo:
wy(X) = 51(X),
w2(X) = S1(X)wi(X) — 25:(X),
w3(X) = 51 (X)wa(X) — S2(X)wy (X) + 353(X),

em geral,
r—1
Yo (DRSS (X)w,—(X) + (1) 7S, (X) =0 ,sel<r<n,
k=0
S (—1)FSk(X)w,—k(X) =0 , serT > n.
k=0

Demonstracdo. Seja g : R — R definida por

) =[] (1 +tz)) =1+ Si1(X)t + So(X)t2 + - - - + Sa(X)t",
=1

n

j
e X = (i, . -+ Tn)-
)

g'(t d T;
—1 = E —1 13- E :
g(t) Og g - Og( mJ) = 1 t.’IT )

. o0
‘7"32 = Y (=1)F (x;)¥*! t*, temos:

1+1 j =0
9t e k+1 4k

temos,
F0= 5K + 25 (Xt : 4 nF (X)L,

do os coeficientes das poténcias de t* obtemos as identidades de Newton.
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Observagao 1.4. Como aplicag¢do imediata da Proposi¢do 1.3 temos por exemplo:
e wy =5,

L 'LU2=812—232,

wy = S? + 353 — 3518,,

Wy = Sii — 48, + 485,55 — 451232 + 283,
We= S? + 585 — 55154 + 55133 — 58,853 + 53%83 — 58?82,
® Wg = 516—653+65185—128182834-981233—25§+3S§—681254-1—65?33—63%824"63234.

Proposigao 1.5. Seja Sy, : R* — R o0 k-ésimo polinomio simétrico elementar, entdo:

i) %Sk(xl,...,xn) = Sk-1(z1,...,Tj,...,T,), onde T; indica que o elemento z; foi
omitido;

i)

Sl @y, « < o By oo Tig) = BBy 605 By 3 W) =
(e — 00 S (Wi v = Bty 5 w565 ¢ wos B i
Y- 0 ’
i) > xj%Sk(:n, ve ey Tn) = kSk(z1,...,2,) (Identidade de Euler[vdW]).
Jj=1 J
Demonstragdo. (i) e (ii) decorrem diretamente da definicao de Sy.
iii)Usando (i), temos que ‘%S,.(:vl, ..., Zy) podem ser definidos indutivamente mediante
a seguinte equacao diferencial parcial:
0
aTng(.’I:h s ,.’L'n) = 0,
0
—S . =
oz, 1(Z15. ., Zn)
iSr(a:l v ORI S g 0n » ) — x-iSr_l(wl onovrg i)
3-’13;' 2 2 ) ) Jaxj ) )
e a partir destas relagoes, por indugdo, temos:
(1.1) isr+1($1, s § Py = : (=158 i Ctns vooies Ba) (.’L‘j)k.
6.’6]‘

k=0




Assim,

6 r—1
g Se(@s o) = D) Sroaoal@ry 7))

k=0

= i(—l)r-l_ksk(wh - (a:j)'"‘l“k _

k=0

Logo,
r=1

D S(ary.. mm) = Y1 Suany . m) (@)

T
3:1: j 0

Portanto,
n a r—1 n i
r—1-k =
j;mj—axjsr(wl,...,xn)=Z(—1) e YOI T (Y

k=0 j=1
r—1

= Z(-l)’"‘l“kSk(:rl, or s y B FOp (B 5 5 %)

k=0

r—1
— -—(—I)r Z(—l)ksk(ﬂ?l, < e ,wn)'wr—k(mls v ,:Cn):
k=0

pela Proposicao 1.3
= (=1)"(=1)"rSp(z1, . . ., Zn)

Finalmente

E xjiS,.(:nl, s gD | =EGLBY, o v g Tii)-
" 3:1:,-
g=1

" : e d ,
J4 definimos indutivamente E:E—S,.(:cl, -++,T,), mediante:
]

5'2—3_8[](561,...,17“) -_—0,
a%jsl(mh...,mn) =]

%Sr(xla cee ,.7373) = r—l(xl; e 7$n) — Iy %Sr—l(mla DR '1:En)-
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£ claro,

#;xjsﬂ(xls-"axn) = 0.,
Bz?ng Sl ('T"l: v )mu) = O,
g?-;-m?Sr-t-z(fEl,.. -,xn) = 31:1:. .,,.+1(.’L'1,. ..,:Eﬂ) —513 %Sr_._l(xl" = ’mn)_
Zj pagm S (1, -+ Tn)-
De onde,
32
Sa(Z1,...,2n) =1 — 8y,
8:1:,-6:1:,- 2( . ) J
22 ( ) = (1= 6i;) Su( ) )
S3(x1,. .., Tn) = (1 = &ij) S1(@1, ..., Zn) + 225 0ij — Ti — Z;.
Bx,'amj J g Vig j
Portanto,
32
11.2) m&—(m,...,mn) =0 VreZ, Vie{l,---,n},
(13)
o? 0 52
Br:dr. cradn) = FOr yereydpn) — 4y r g o x y n:v- .
33:,;Ba:jsr+2($1’ » Tn) oz; +1(z1 Tn) = Z; 3:8,;6ij +1(z1 Tn), Vi#j

Teorema 1.6 (Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos.).

Todo polinémio simétrico é um polinémio nos polinémios simétricos elementares e esta
representacdo € tnica. Significa que os polindmios simétricos elementares sao um conjunto
de geradores livres para a dlgebra S(zy,. .., Ty).

1.3 Propriedades e Relagoes para S;

Notagao 1.7.

Para todo X = (z1,%3,...,7,) € R", denota-se por X| = (zp, 22, .., Tn)) 0 reordena-
mento decrescente de X, isto €, xy) > T > +++ = T[n), que Tepresenta as componentes de
X em ordem descrescente. Por outro lado, denota-se por Xt = (z(1), Z(2), - - -, T(n)) 0 T€OT-

denamento crescente de X, isto €, x(1) < Z(a) < -+ < T(n) quUe representa as componentes
de X em ordem crescente.

Definicao 1.8. Defini¢io de ordem de majoragio para X, Y € R"

X__<Y= Ef:lx[%]SE:C:ly[l] k=1!21.”}n_1
D1 T = X Yl
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quando X < Y, diz-se que X estd majorado por Y (ou Y majoriza X) esta notagao e
terminologia foi introduzida por [HLP]

Observagao 1.9. No caso X,Y € R", a ordem vetorial elementar x; < i, § = Lo 0 8
denotada por X < Y.

Definigdo 1.10. Seja A C R™ um conjunto, X <Y em A significa X, YeAeX<Y.

Seja X € R™ um vetor que tem somente duas componentes nao nulas e iguais a %, nao é
importante conhecer as posi¢des das componentes nao nulas. Sejam os e; € R" os vetores
canonicos da base de R™. Entao X < e; , pois (%, %,O, ...,0) < (1,0,0,...,0).

Observagdo 1.11. A definicdo de X <Y pode ser enunciada da seguinte forma:
k k
Yren 2y k=12...,n-1

i=1

X<Y={id x
leﬂ»‘m = 2%)-

Defini¢ao 1.12. Sejam A C R™ um subconjunto e ® : A — R uma fungdo. Entdo:

o & se diz que é Schur-conveza® em A se X <Y em A = ®(X) < &(Y);

o ® se diz que € estritamente Schur-convera em A, se X <Y em A = ®(X) < (Y)
mas X ndo € uma permutacao de Y ;

o & se diz que é Schur-concava em A se X <Y em A = ®(X) > &(Y);

o @ se diz que ¢ estritamente Schur-concava em A, se X <Y em A = ¢(X) > o(Y)
mas X nao € uma permutacdo de Y.

Observagdo 1.13. Se A = R", simplesmente dizemos que ® € Schur-conveza, estrita-
mente Schur-conveza , etc.

Proposigao 1.14 ([Sc]).

Denotando por Si(X) o k-ésimo polinomio elementar simétrico de X = (B, « vusTa)s
entdo as fungées Sy sdo crescentes e Schur-concavas® em {(z1,...,z,) ER"; 2 20, Vi}.
Se k # 1, S € estritamente Schur-céncava em {(z1,...,2n) € R";z; > 0,Vi}.

Proposigao 1.15. Se X, Y € {(x1,...,%n) € R%z; > 0,Vi}, entio X <Y = Su(X) 2
S.(Y), com desigualdade estrita, salvo quando X for uma permutagdo de .

10 termo Schur-Convexo (ou algumas vezes S-convexo) parece inapropriado, pois sua defini¢ao
expressa a preservagiao da ordem em lugar de convexidade (no sentido de Jensen). Considero que seria
mais apropriado chamar a estas fungdes ” Schur crescentes”, porém aceitaremos o termo Schur convexo
pois historicamente foi aceito desta forma.

2Veja as definicoes 1.8 e 1.12.
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Proposigao 1.16 ([ML]).

L [SUX +Y)]E > [Su(X)]F + [Se(Y)]%;

Sk(X+Y) Si(X) Se(Y)
2. > g ;
Se1(X+Y) T Skm1(X) T Se-a(Y)
3. L 3 ¢ concava em {(z1,...,T,) € R"z; > 0,Vi} (de fato, é estritamente concava
k-1
salvo quando k = 1). Portanto, S—'S'k— é Schur-concava em {(z1,...,2n) € R"z; >
k-1

0,Yi}, pora k=1,2,...,n.

Proposicao 1.17. A fungio ®(X) = [Sk(X)]% é céncava e crescente em {(z1,...,%,) €
R™ ;> 0,Vi} (de fato é estritamente concava se k # 1). Portanto, ® é Schur-concava

e crescente em {(z1,...,%n) € R"z; > 0,Vi},k =1,...,n (e estritamente Schur-céoncava
sek#1).
Proposicao 1.18 ([BM]). Se 1 < p < k < n, entdo:
1
Sp(X) |*
Fr (X)) = | 0—==
k’p( ) [Sk—p(x) ,

¢ uma fungdo concava de X € {(z1,...,2.) € R%z; > 0,Vi}, portanto, Fyp € Schur-
eoncava em {(x1,...,2,) ER%2; >0,Vi},1<p<k<n.

Proposigao 1.19 ([Sc]).

Se Si(X) € o k-ésimo polinémio elementar simétrico de X = (z1,...,2a), entao:
n—v n—v v 2
B(X) = ST (X)S(X) — (n = 2" (C=5)Su(X),

¢ Schur-céncava em X € {(z1,...,7,) € R%z; > 0,Vi},v=2,3,...,n— 1.

1.4 A Funcao Hipergeométrica Complexa 5Fi(a, b;c; Z)

Sendo @ um parémetro real ou complexo definese o simbolo de Pochhammer como

(a)k=a(a+l)-»-(a+k—1)=r_(?%‘)@ (k > 1);
1 B . i .
Sl = T v Al




Considerando n qualquer nimero inteiro positivo ou negativo, o simbolo (a), tem as se-
guintes propriedades:

(a)m+n — (a‘)m (a+ m)n;

(20)2n = 2" (a)n (a+%)n;

(ka)gn = k™ (a)n (a+—%)n---(a4-5i}l)ﬂ.

Para parametros aj,. . ., ap € by,. . ., by reais ou complexos define-se a funcéo hipergeométrica
generalizada

2. (a1)k (a e ZF
. p
,,Fq(al,...,ap, bl,.. b m,
q k ,
onde z é uma varidvel complexa. F, é convergente numa mzmha,nga de 0 sempre que

p<q+l

Em particular estaremos interessados na funcio hipergeométrica

(a)x (b)x 2* b (a+1)b(b+ 1) 22
2Fi(a, by ¢ 2) Za(c)kk; 1+%%+aac(c+1) -‘”’2—!+...+
ala+1)---(a+ji—1bbd+1)---(b+j—1) 2 +_”
cle+1)---(c+j—1) 5!
2Fi(a,b;c; 2) = ['(c) i C(a+k)'(b+ k) 2

T(@l(b) &~  T(c+k) &

Est4 série converge no disco unitario |z| < 1. O comportamento desta série em 2| =16
a) divergente, em Re(a +b—c) > 1;

b) absolutamente convergente, em Re(a + b — ¢) < 0;

¢) condicionalmente convergente, em 0 < Re(a+b—¢) <1, o ponto z = 1 fica excluido.

do a ou b é um nimero inteiro negativo —n, (n=0,1,2,3,---), a série 2F1(a, b; c; 2)
-se a um polinémio de grau n em z.

‘Esta série nao estd definida para ¢ € {---,-3,—2,—1,0}. Alguns exemplos de fungoes
Sipergeométricas:

(1+2)* = 2Fi(—a,bb; —2);

113
arcsin z = 2z oF} (5, -2-;5;22) ;

il
(14272 +(1— 2)7% = 2,F (a,a—i— 3 %;22) .
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A funcéo hipergeométrica oF} (a, b, ¢; z) é uma solugéo (de fato a solugdo que € regular na
origem) da equagéo diferencial hypergeométrica (veja [MOS], pagina 42),
2

&2F dF
(1.4) z(l—z)—dz—z-k[c—(a+b+1)z]Ez——abF—O.

A funcéo hipergeométrica pode também ser escrita como uma integral:

NS i | . Ta+k)(c—a) T(b+k) z*
oF1(a,b;c; 2) = e —a) kg e+ k) NORCE
usando que a fungdo Beta satisfaz, 3(z,y) = %,

T(b+k) 2F
= ()P(c Zﬁ(“’“ ) ~Tm) '

por definicao, B(z,y) = fol t*~1(1 —t)¥"1dt, Re(z),Re(y) >0.

o Y e ['(c) S g atk—1 B I'(b+ k) 2*
2F1(a1b:caz)_mm2(£ t (1—t) dt) F(b) 7‘:—

k=0
= F(C) p a—1 c—a—1 - P(b_l_k) (tz)k .
“T@re—a o & 77 (2 ORI )””’
(1.5) oFi(a,b,c; 2) = F(%;T) /0. -0l - tz) "

No caso em que Re(a + b — ¢) < 0 e fazendo z = 1 temos

2F1(a b C; ].) mr((c—)'a /(;1 ta_l (1 _t)c—a—bl dt,
L(e)
T TO(e-

)ﬁ(a c—a—1b)

I'(e) T(c—a—0b)

2Fi(a,bic; 1) =

['(c—a)T(c—b)




sposicao 1.20. Sejam ny,ny € Z*. Dados ny valores de Ay € na valores de A2, repre-
sentemos por Sk a k—ésima funcdo simétrica de todos 0s A1 e Ag. Entao,

1 ; 3¢ k=0;

Sy = Ty N ik = ny N2\ \k—iyi UPARY :
(k))\l-l-Z(k_z. PN () se k£

1=

seguindo a convengao que ‘ﬁ“) =0 se a < 3. Em outras palavras,

S = Ak i oFy —k,—ng;m—k—l—l;ﬁ i
k M

Demonstragdo. Imediata, a partir da defini¢do de fungao hipergeométrica 2F;. |

1.5 O Teorema Espectral

Notacio 1.21. Sejam V e W espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Denotaremos por
2 V. W) o conjunto de todas as aplicagdes lineares de V- em W, isto €,

LWV,W):={T:V — W; T é aplicagio linear}
LV =LV, V).

0 espaco vetorial L(V) é uma dlgebra, onde a multiplicagdo é a composicao de fungdes. A
wplicacio identidade T € L(V) € a identidade multiplicativa e a aplicagdo zero O € L(V)
@ identidade aditiva.

De agora em diante, consideraremos K = R ou C. Um niimero complexo A ¢ chamado
% um auto-valor (ou valor préprio) de T € L(V), se T — AT nao é injetivo. Um vetor v € V
% chamado de auto-vetor de T € L(V) se Tv = v para algum auto-valor A. O conjunto de
i0s 0s auto-vetores associados a um valor préprio A, incluindo o vetor zero, formam um
sespaco de V, chamado autoespago associado a A. Denotaremos o autoespago associado
wm auto-valor A por €. Sejam Ay, ..., A\, os auto-valores distintos de T' € L(V') com
s multiplicidades 3, ..., O, respectivamente. O polinémio

(Z = M) ... (2 = An)Pm,
= chamado o polinémio caracteristico do operador T
det(T — ZT) := (Z — M)™ .. . (Z = Am)P™.

Um operador T € L£(V) é chamado diagonalizavel se pode ser representado por uma matriz

Sagonal.

Um operador T € £(V) é diagonalizével se e somente se existe uma base de V' formada
os auto-vetores de T'. Isto é,

T € L(V) é diagonalizavel < dim(&y, & - - - @ Ey,) = dim(V),
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onde \j, ..., A\ sao auto-valores distintos de T.

Um par de operadores 71, T € £(V) sdo simultaneamente diagonalizéveis se existe uma
base ordenada B para V tal que [T1]; e [T2]z sdo ambas diagonais.

Sejam Ty, T» € L(V) dois operadores diagonalizaveis. Entao:

Ty, T, sdo simultaneamente diagonalizdveis se e somente se 7175 = ToT5.
Sejam V e W espacos de dimenséo finita munidos com produtos internos (sobre K). Dado
T € L(V,W), entdo existe uma unica aplicagao linear T* : W — V definida pela condigao
(T(v),w) = (v, T*(w)) V(v,w) € V x W.

Assim, temos que T* € L(W, V). T* é chamado o adjunto de T. Seja T € L(V) , dizemos
que T é ortogonalmente diagonalizdvel se existe uma base ortonormal para V' onde a matriz
de representagio de T' (nesta base) é uma matriz diagonal. Dado T' € L(V'), dizemos :

e T é normal se TT* = T*T,
e T é auto-adjunto se T* =T.

E evidente que se T é auto-adjunto entdo T é normal. Assim também,

e se T é auto-adjunto entao todos seus auto-valores sao reais;
e se \ # u sdo auto-valores de um operador auto-adjunto, entdao &y L &;

e T é ortogonalmente diagonalizdvel se e somente se é auto-adjunto.

Teorema 1.22 (Teorema Espectral para Operadores Auto-adjuntos).
Seja V' um espago vetorial com produto interno finito dimensional e seja B € L(V') um
operador linear auto-adjunto, entdo:

1. Todos os auto-valores de B sdo reais;

2. V tem uma base ortonormal de auto-vetores de B.

Definigdo 1.23. Seja E™ um espaco de Hilbert complezo de dimensao n e (e;);—, uma base
srtonormal de E™. Quando A é um endomorfismo linear de E™ (isto é, A € End(E™)),
definimos o traco do operador A, denotado trago(A), como

n

trago(A) := Z (Ae;, €3,

=1

que € independente da escolha da base em E™.
Observe que se A e B sdao ambos operadores auto-adjuntos, entdo:

11.6) trago (AB) = traco (BA).

*0 caso de operadores auto-adjuntos é importante, pois tais operadores sio diagonalizdveis ainda no
z=s0 real.
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1.6 r-ésimo Operador de Newton.

Definicao 1.24. Seja V um espago vetorial com produto interno real n dimensional e

seja B € L(V) um operador linear auto-adjunto. Sejam My, ..., A, 0s auto-valores de B.
Definamos S, : L(V) — R por
1 re=0,
S"(B) = ST(Ah'" "\'n) VTE{1,2,...,'R},
0 Vr € Z\{0,--- ,n}.

como o r-ésimo polinémio simétrico elementar do operador B. S,(B) € uma soma de (:)
termos.

Jé que det(B — A\Z) = (A — A)(A — A2) ... (A — Ay), entao pelo Teorema de Viete
det(B — AZ) = A" — S1(B)A" 1 + So(B)A" 2 + - + (=1)" ' Suma (B)A + (—1)"Sa(B).
Definigao 1.25. Seja V um espago vetorial com produto interno real n dimensional e

seja B € L(V) um operador linear auto-adjunto. Sejam Ay, ...,\, o0s auto-valores de B.
Definamos w.(B) : R — R por

wr(B)(M1, -5 hn) 1= (),

i=1
como a r—ésima soma de poténcias dos auto-valores do operador B.

Definigao 1.26. Seja V um espago vetorial com produto interno real n-dimensional e seja

B € L(V) um operador linear auto-adjunto. Sejam ey,--- ,e, 0s auto-vetores, do operador
B, associados a seus respectivos auto-valores Ay, ..., \,, isto €, Be; = \je;. Adotaremos a
notagao de que
span{e;} == ¢, VieZ\{1,--,n} (de onde span {e;} =V)
e
Az =0, VieZ\{1,---,n}.

Definamos S,(B;) := S, (Bism{gi} l), por

0 reZ\{0,---,n}, i € Z,

| =0,1€Z

S.(By) i= e
S.(B) re{l,---,n}, i€ Z\{1,---,n},

Sr(/\la---aAi—l;Xi:Ai+1:"'7An) re {11 :n}a 1€ {19 :n}a

onde X, indica que o termo A; foi omitido, isto €,
S,.(/\l, vy /\i—la Xi, )\‘i+1: ey An) = S,-(/\l, ‘s ,)\5_1,0, A,;+1, sy /\n)

E claro que S,(B;) € uma soma de (";1) termos, quando i =1,2,--- | n.
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Proposigdo 1.27. Seja V um espago vetorial com produto interno real n-dimensional e

seja B € L(V) um operador linear auto-adjunto e sejam Ay, ..., An, seus auto-valores,
entdo:
a) Sa(B:) =0 Vi€ {lye.yn};

d
b) S.(B;) = aSrH(B);

C) Sr+l(Bi) o= Sr+l(B) - }‘iST(Bi)J.

d d
d) 6_)\1-3’(&) = E\;ST(B,-).

Demonstragao.
a) Por defini¢iio S,(B) é um produto de n fatores. Analogamente, S,(B;) é um produto

de n fatores onde um deles é nulo. Logo, para qualquer i, temos que S,(B;) =0

b) A prova é feita no item(j) da Proposicao 1.33.

c) Pela Proposigao 1.5(i) temos que:
d 5%
5;8,-.,_1()\1, sy An) = S,-()\], ceny )\3‘, —— /\n):

pela equagao (1.1)
9 )
S Srea0n 0 ) = ety dn) = A

Sr+1(A11 sF LA 7’\11-)7

assim, temos:
WS I .

ST‘-}-I(AIM-")XES"WAR):
)

d) Pelo item (b),

0 a (0
3—/\3_5}(3:') % (a_AiST-Fl(B))
g (0
3&7 (a—/\J r+1(B)>:
novamente pelo item (b), segue-se
%, 0
a—Aj'S.,-(B,') - a_/\,LST(BJ)
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Definigao 1.28. Seja V um espago vetorial com produto interno real n-dimensional. De-
finamos:

P.:{T € L(V); T é auto-adjunto} — {T € L(V); T ¢ auto-adjunto}

' ramll,
Bi(B) = jz;;(—l)jsr_j(B)Bj vre{1,2,...,n—1},
o TEZ\{O,,‘R}

Chamamos a P.(B) o r-ésimo operador de Newton associado a B.

E evidente que P.(B) € L(V) pois £L(V) é uma élgebra, que F; (B) é auto-adjunto é
consequéncia das seguintes propriedades mais gerais dos operadores auto-adjuntos:

e T; € L(V) é auto-adjunto e r € R, entdo rT} é auto-adjunto;

o Ti,T, € L(V) sdo auto-adjuntos, entdao Ty + T, é auto-adjunto;

e T\, T, € L(V) sao auto-adjuntos. 717 é auto-adjunto se e somente se T1Tp = T5T5.
Proposigao 1.29. P.1(B) = Sy+1(B)I — BP.(B) Vre{0,1,...,n— 1}
Demonstra¢do. Vamos provar a relagdo acima por indugao em 7.

e Para r = 0, a identidade acima ¢é verificada pela propria definicao de P;(B),

e suponhamos que para cada k € {0,...,q}, com g <n—2, verificamos Py+1(B) =
Sp+1(B)I — BPy(B).

e Temos que mostrar que nossa hipdtese indutiva é valida para k 4 1.

Pela prépria defini¢io do operador Pr.(B),

k+2
Pir2(B) =Y _(=1)S(ks+2)-;(B) B

=0
Fazendo mudanca de indices, j = ¢ + 1, temos:

k+1
Piya(B) = Y (=1)""'S(err)-i(B)B™
i=—1
k+1

= Siya(B)T — Z ):S(k+1)-i(B)BB’
k+1 .

= Sir2(B)I — B> (—1)'See+1)-i(B)B".
i=0
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Pela prépria definigao do operador P.(B),
Pi12(B) = Sk4+2(B)T — BPiy1(B).

Observacao 1.30. Como P.(B) ¢ um polinémio em B, € certo que P.(B)B = BP,(B) e
assim a proposi¢do acima vale da sequinte forma:

Pr1(B) = 8,41(B)I — P.(B)B.

Defini¢ao 1.31. Dado um operador linear L, define-se a norma ” Hilbert-Schmidt”de L,
denotada por || L ||, como sendo

NL ] = \/tmg:o(L‘ ° L),

onde L” € o adjunto de L

Proposicio 1.32. Seja V um espago vetorial com produto interno real n dimensional e
seja B € L(V) um operador linear auto-adjunto, entao:

a) | B-(B) ||= \/tmgzo(Pr(B)Q) r

0) Il BRAB) | trugo (B2PB)?) ;
¢) Se P.(B) ¢ um operador positivo,*
| VE(B) | = \/ trago(P(B)) ;
| VBB B | = trago( BA(B) B)

Demonstragdo. Imediata a partir da Definicao 1.31. |

Proposicao 1.33. Seja V um espago vetorial com produto interno real n dimensional e
seja B € L(V) um operador linear auto-adjunto, entdao:

a) P(B) = O;
b) trago [BP.(B)] = nS,s1(B) — trago (Prsr(B));

4Diz-se que o operador A € L(V) auto-adjunto é positivo se (Av,v) > 0, Vv € V. Nao hé divida
de que todo operador A € L£(V) auto-adjunto e positivo tem um dnico operador auto-adjunto e positivo
C = /A tal que C2 = A. Se A é invertivel, também o ¢ o operador raiz quadrada C ([Hel]).
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¢) trago [B2P.(B)] = trago [Sr+1(B)B] — trago [BP.41(B)];
d)
trago( P.(B)) = (n — 1)S,(B)

= _(~1)'8,-4(B) trago(B’);

e) traco [BP,(B)] = (r + 1)S,+1(B) (Férmula de Newton);
f) trago [B*P(B)] = 51(B)Sr41(B) — (r + 2)S,42(B);

g) P.(B) tem os mesmos auto-vetores que B;

d :
h) os auto-valores de P,(B) sdo BTSTH(B)’ onde \; € auto-valor de B 1< j <n.
J

)
P,-(B)’Ui = S,,(B,-)v,- Vi € {]., T ,TL},

onde v; € autovetor do operador B.

j) trago (P.(B)) = g: S, (B:);

k) traco (B P,(B)) = Zn: i B (B

l) trago (Bz Pr(B)) = X:;A;Z Sr(Bi);

m) Se existe um a > 0 tal que || Bz|| > a||z||, entdo:

trago (B™') = ———S;;Eé?),
oy Onu1(B) —25,(B)Sn-a(B
trago (B™°) = ( )(Sn(B())g) ( );

9 5,80 - > S (B (1) oo (0),

onde {B(t)},c € uma familia de operadores auto-adjuntos;




> M0 25 (Bit) = rgpSrn (BOO),

onde {B(t)};cp € uma familia de operadores diferenciais auto-adjuntos®;

p)
traco [B(t)-gt— (B (B(t)))j| = T%Srﬂ (B(t)),

onde {B(t)},cp € uma familia de operadores diferenciais auto-adjuntos;

9)
%ST“(B(t)) = trago (gt— (B(t)) P (B(t))) vre {0,1,...,n},

onde {B(t)},cp € uma familia de operadores diferenciais auto-adjuntos.
Demonstragao.

a) Pelo Teorema de Viete,
det(B—M\T) = A" = S;(B)A" 1 + So(B)A" 24 (=1)" 1S, (B)A + (—1)"Sn(B).
Pelo Teorema de Hamilton-Caley e pela defini¢ao 1.28 concluimos que P,(B) = O.

b) Da proposigio 1.29, temos BP,(B) = S,41(B)I — P11(B). A afirmagéo segue-se
quando tomamos o trago desta igualdade.

¢) Com efeito, da Proposicéo 1.29, BP,(B) = Sy41(B)Z — Pr41(B). Multiplicando ambos
os membros desta igualdade, & esquerda, por B, obtemos B?P,(B) = S,41(B)B —
BP,.,(B). Finalmente, toma-se o traco da ultima igualdade.

d) Considere {vj}}_, uma base ortonormal de V' que diagonaliza B, isto é, Bur = Axvx,
onde )\, é seu auto-valor associado a vy (B é auto-adjunto), assim, pela Definigao
1.23, temos:

n

trago (Pr(B)) = _(P.(B)uvk, v);

k=1

5Observe a grande semelhanca desta igualdade com a Identidade de Euler (Proposicao 1.5(iii))
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pela Definigdo 1.28 podemos escrever

n r

trago (Px(B)) = ;g(—l)fsr_j(m%m
= Z 17 8,_;( (;(ijk’vk))
- Z (2 (Ak)f) E g(—l)j Sy—(B)w;(B)
= nS,( +Z —1) S,_;(B)w;(B)
=nS:(B)+ ;i_;(—l)r—ksk(B)wr—k(B)
=nS,(B) + (=1)" :Z—:;(—l)kSk(B)w,_k(B).

r—1
Da Proposicio 1.3, se vé que 3 (—1)*Sk(B)w,—k(B) = —(=1)"rS,(B). Logo
k=0

trago (Pn(B)) = nSy(B) + (=1)"(=1)(=1)"rSx(B) = (n —7)5,(B).

Para conseguir a segunda igualdade usa-se somente a Definicao 1.28 e depois se toma
o trago nessa igualdade.

e) Basta fazer uso do item (b) e (d) desta proposigao.
f) Basta fazer uso do item (c) e (e) desta proposigao e o fato de que trago (B) = S1(B).

g) Seja A; um auto-valor de B € L(V) e v; auto-vetor associado a A;, isto €, Bv; = AiV;.

Pela Definigao 1.28
( ,»_j(B) BJ) [
=0

T

1Y 5,4(B) B vy

<.
Il
(=1
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como Biv; = (\;)v; Vj € N, segue-se

- (Z(—l)j Sr-4(B) (Ai)f)

7=0
= Hi Vj.
onde p; = 3. (—1)7 S,_j(B) (\;)!. Portanto, P,(B) tem os mesmos auto-vetores que

j=0
B e também os auto-valores de P,.(B) séo p;.

h) Seja \; um auto-valor de B € L(V) e v; auto-vetor associado a \;, isto é, Bv; = A\jv;.
Pela Definigao 1.24,

d 0

-axsr+1(B) =5-A—isr+1(/\1, Yty Aﬂ);

pela equagao 1.1,
=3 (1S - -5 An) (W)

Por outro lado,

(}9% ,.+1(B)) = (k (=1)%Sr—k(A1y 5 An) (,\,.)k) v

pela Defini¢ao 1.24,

r

(%Sﬁl(B)) Vi =2(—1)ksr—k(3) ()\i)k Vi;

k=0
como Bfy; = (\)*v;  Vk € N, temos

r

(s Seea(B)) s = (1451 (B) B

k=0

= (z(-1)ksr_k(B)Bk) vij

k=0
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pela Defini¢ao 1.28,

(5‘%5”1(3)) v =P.(B)u;,

isto mostra que %SHI(B) é auto-valor de P,(B). Usando o item (g) podemos dizer
T

ainda que %S,.H(B) = p; = Y (=1} 8—;(B) (\:).

=0

i) Mostrar que P.(B)v; = S,(B;)v; equivale a provar que y; = S,(B;), Com efeito, no
item (h), demostramos que p; = %S,+1(B). O resultado segue-se imediatamente da
Proposigdo 1.27(b).

j) Por definigéo,
trago (P,(B)) = soma dos auto-valores de P,(B).

Sejam A; os auto-valores de B, 1 < j < n. Pelo item (h) os auto-valores de F.(B)

sdo %SHl(B). Entéo,

n 3 .
trago (Pr(B)) = 51-Sr(B);
i=1 t

pela Definicao 1.24,

- 8
trago (F(B)) = Z asrﬂ()\l, v« p )

i=1
pela Proposicao 1.5(i):

n
—~

trago (Pr(B)) =D _ Sr(A1,-- s Aiyr ey M)

g=1

Finalmente, pela Definicao 1.26,
trago (P:(B)) =} _ S.(By).
=1

k) Sejam A; os auto-valores de B, 1 < j < n. Pela Proposi¢ao 1.5(i),

3 —~
xSt An) = S0y s )
n 8 o )
; g S ha) = ; AiSr( AL,y Ay ooy An)
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pela Definicao 1.26,

n a n
;)\ia_/\isr+l(Ala eony By ), == ;f\isr(B)

Agora, pela identidade de Euler dada na pagina 13, temos:

(r + 1)8r41 (A1, - Z XiS.(B

i=1

pela Definicao 1.24,

(r +1)S,41(B Z,\S

=]

pela férmula de Newton dada na pédgina 26, temos que:
trago (BP.(B)) = Z AiSe(B;).

1) Sejam A; os auto-valores de B, 1 < j S n. Pela Proposicao 1.5(i),

(A T VIR 2%3’““(’\" A
pela Definigao 1.26,
5:(B) =g-Seia (- )
XIS,(B,) = ,\gai)\is,.ﬂ(,\l, ).

Por outro lado, pela identidade de Euler, Proposicdo 1.5(iii),

d o}
)\ia_A?Sr+l()‘la Ty An) = Sf‘+1()\1: e )An) - a_/\iS""'FQ(Al’ 0t ’Aﬂ)‘
Logo,
2 g (A Xin) = Xshs i (X An) = i 9 (Azyees s An);
L ON; rELNALY « # oyt VEREI AL pudis § D ’8)\; P o




pela Definicao 1.24 e pela Proposigao 1.27(b), temos

0
A2S,(Bi) = XiSr41(Ary .-y An) — )\ia—/\fsr+2()\1, ooy An)i

novamente pela Definigao 1.24,

AZS (B) — A'S,-.H( ) = /\587-+1(B,');

Z A25:(B (Z Ai ) r1(B) — (Zn: /\,-S,.H(B,-))

=1
n

= S,41(B)S:1(B) — Z (AiSr+1(Bi)) ;

=1
pelo item (k) temos que,

3 N28,(B) = Sria(B)Si(B) — traco (BPra(B));

i=1

pelo item (e), temos:
5" 5,(B) = Sra(B)Su(B) - (r + 2)5ra(B).
i=1

Logo, pelo item (f),
ZA?S,(B,—) = trago (B*P.(B)).
i=1

m) Por nosso item (a) e pela Definigdo 1.28,
0= (-1YS,_;(B)B’ = S,T + Z( 1)/S,_;(B)B’;
=0 j=1
de onde,

B)L = Z 1y +18, 4(B) B

=1

= Z_j(—l)fsn-j_1<B)Bj+1;

J=0
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nossa hipétese equivale a dizer que B ¢ invertivel, de onde multiplicando ambos os
membros desta igualdade, & direita, por B~!, obtemos

n—1
B)B™! = Z( 1) 8n_j-1(B)B? = Y _(=1YS(u-1)-;(B)B’;
=0 j=0

pela Defini¢ao 1.28,
Sa(B)B™' = Pu_1(B);
finalmente, tomando o trago a ambos lados na igualdade acima e usando (d) temos,
S.(B) trago(B™!') = Sn_1(B).
Primeiramente mostraremos que existe B~2, com efeito, um operador linear ¢ in-
vertivel se e somente se o composto com ele mesmo é invertivel. A demonstracao da

outra identidade é quase igual a do caso anterior, ndo é dificil mostrar, usando nosso
item (a) e a Definigao 1.28 que,

So(B)B™% = S,_1(B)B™! — P,_s(B);
de onde,
P._3(B) = S,_1(B)B™! — S.(B)B™%
tomando o traco a ambos lados na igualdade acima e usando (d) temos,
trago (Pn_2(B)) = trago (Sp—1(B)B™") — trago (Su(B)B7?);

logo,

2
Sn(B) traco (B™%) = -(S“T_:(%B))L —28,-2(B).

n) Da Proposigao 1.5(i), temos:

>S5 (BN G0 = 2 554 B(Y) g (0)

a igualdade segue-se, por definicao, %Sr(B (£)) = i 56— (B(t)) L /\ 3 (£)-
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o) Pelos itens (e) e (k): Zn: Ai(t)S, (Bi(t)) = (r+1)S,41 (B(t)). Diferenciando em relacao
i=1

a t temos,
Zj 2 SO, (Bit)] = (r+ 1) 501 (B(O);
de modo que,
st (Bi(0) () + ZA - (B(0) = (r+ 1) g Svun (B(D):
pela Proposicao 1.27(b):
le oSt (B) SA0) + iz;jz\i(t)%sr (Bit) = (r+ )25, (BO):

por definigao,

Sv41 (B(D) +ZA (6) =+ ) Srin (BLH);
finalmente,
S MO8 (Bi0) = r 25, (B).
=1
Prova 1:

Para cada t fixado, B(t) é um operador auto-adjunto. Pelo Teorema 1.22, existe uma
base (para V(t)) ortonormal B = {e;(t),...,e,(t)} de auto-vetores de B(t) associados
a seus auto-valores A;(t), ..., A\,(t), respectivamente.

Pelo item (i): [P (B(t))]g = diag (S, (Bi(t))):-,, diferenciando em relagio a ¢ temos

n

2n (B“”L ~diag (5,5, B)

i=1

sendo Ay(t), ..., Au(t) os auto-valores de B(t), temos [B(t)]z = diag (\i(t))r,.
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Como o traco de um operador independe da base (de V'(¢)), temos:

trago B0 (B(0)| = traso (1B(0)s | 3. (8] )

- [d’iag (A,-(t)-é%sr (Bi-(t)))n 1]

1=

> J
=2 MOgSr (Bilt);
L finalmente, pelo item (o)
trago | BO)ZF. (B()| =7 5;5ve (B0,

Prova 2:
Pela férmula de Newton (item (e)),

(r+1)Sr41 (B(t)) = trago [B()P: (B(t))];

diferenciando, lado a lado em relacdo a t,

(r+ 1) Sr1 (B(0) = o traco [B(0)P (B®)]
= {rago [% {B(t)P, (B(t))}}

= g [g (B(H) P, (B(t))] + e [B(t)%Pr (B(t))] ; |

pelo item (q)

= Q.S'Hl (B(t)) + trago [B(t)%Pr (B(t))] ;

ot
portanto,
trago | B1) 33 (BO)| =25, (B(O).

i
q) Para cada t fixo, B(t) é auto-adjunto. Pelo Teorema 1.22, existe uma base (para
V(t)) ortonormal B = {ey(t),...,e,(t)} de auto-vetores de B(t) associados a seus
auto-valores A;(t),..., An(t), respectivamente. Pelo item (i):

[P-(B(t))] = diag (S;(Bi(t)))is ;
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sendo A;(t), ..., A, (t) os auto-valores de B(t), temos:

[B(t)]s = diag (\i(t))i=y »

diferenciando lado a lado, em relagao a t,

58] =diag (5 D)

Como o traco de um operador independe da base (de V'), temos:

trago (2800 PUBW) ) =wraso (| 5:5(0)] PABO))
= trago [diag (F0(0S.(B(1)) |

i=1
n

=3 MO SB0) =2 SB0) A0

i=1

pela Proposigao 1.27(b)

traco (6 B(t)o P.(B ) 26/\’ r+1 B(t)) Ai(t);

finalmente, por definicao:

trago (gm oPT(B(t))) = 25,80

Proposigao 1.34. (Identidade de Jacobi) Seja V' um espago vetorial com produto
mterno real n dimensional e seja B € L(V) um operador linear auto-adjunto. Afirmamos

que:

r

a) (n—r)S,(B) = Z(-:t)fs,,_j(B) w;(B);




Demonstragdo. a) Combinando a equagdo 1.1 e a Definigao 1.24 temos,

r

(1.7) S,(B;) = Z(—l)fs,.aj(B) N,
de onde,
Z Sr(Bi) = Z Z(—l)er_j(B) X;

pela Proposigdo 1.33(j),

trago(P-(B)) = Y _(—=1)S,_( Z &

ge=l) i=1

pela Proposicao 1.33(d),

r

(n=7)S:(B) =Y (=1)’S,—( Z M,

=0

finalmente,

r

(n—=1r)5,(B) = Y _(~1)'S,—;(B) w;(B).

=0

b) Combinando os itens (k) e (e) da Proposigao 1.33,
rSp(B) =Y X S.1(B

pela equacgao 1.7,

rS.(B) = Zn:,\,; (Ti:(—l)ks,._l_k(B))\f)

=1 k=0
= i(—l)’“S,_l_k(B) (Z )\?“)

—Z( 1)* S;-1-k(B) wk41(B)

—Zj 1)~ S,_;(B) w;(B).
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rvacao 1.35. Usando o item (a) ou (b) desta iltima afirmagdo, obtemos os mesmos
tados da observagao 1.4.

posicdo 1.36. Seja V um espago vetorial com produto interno real n dimensional e
a B € L(V) um operador linear auto-adjunto. Para qualquerr € {1,---,n} temos que:

grad (5,(8)) = Y- L 5,,(8) grad (),

i=1
onstracdo. Provaremos nossa identidade por indugao sobre r.

o Trivialmente satisfeita para r = 1, pois w; = S1(B).

e Dador € {1,--- ,n — 1}, suponhamos que

(-1
J

k
grad (Sk(B)) = _ Sk-;(B) grad (w;)
j=1
for valida para qualquer k € {1,---,r}.
e Temos que provar que a hipétese indutiva continua sendo vélida para k + 1. Com
efeito, calculando o gradiente de Si,1(B) na Proposigdo 1.34(b) temos

E+1 k+1
1 " i
grad (Se1) = 77 > (—1)'grad (Sk41-5)w; + Tl > (—1)7 k41 grad (w;).
j=1 j=1
Denotemos cada termo da soma anterior por:
]k k
S e (—1)’ ' grad (Sk+1-;) w Z ~!grad (Sk+1-7) Wk
j=1 £o
e
1 k! _
Bi= =1 Z(—l)J_lSkH—j grad (w;).
j=1

entemente k + 1 — j € {1, -+ ,k} quando j € {1,---,k}, de onde nossa hipétese
iva vale para grad (Sk4+1—;). Assim,

k+1—j (_1 =1

1 e e
T oY b

i=1

S(k+1-j)-i(B) grad (w,;)] wj;

enando os termos desta igualdade obtemos

k+1 ;
—_ (—1)-1 .
A=y [ 3 (k+1—;)sk+1_j] grad w;.

prova segue-se de somar esta expressao, para A, com a ultima igualdade para B. |
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1.7 Operadores Lineares Elipticos de Segunda Orden

Seja (2 um conjunto aberto e ndo vazio de R™. Diz-se que um operador linear em derivadas
parciais é de ordem dois, se é da forma:

{1.8) L ulz) = Z aij(z) 8;(aij(z) 8; u(z)) + E bi(x) 0; u(z) + c(z) u(x)

1,5=1

11.9) Ltiz) = i ai;(z) 0;0; u(z) + ib,(w) 0; u(z) + c(z) u(z),
i=1

i,j=1

ende q;;:Q— R™, b :Q— R", c¢:Q— R sio fungdes mensurdveis,
%€ C*Q) ex € Q. O operador que é da forma (1.8) chama-se de operador na forma
“divergente” e o operador que ¢ da forma (1.9) chama-se de operador na forma ”nao diver-
gente”. Observamos ainda que se as fungdes a;; sdo fungdes C'*(£2), entéio um operador dado
2a forma divergente pode ser expressado na estrutura de nio divergente, e reciprocamente.
Sem perda de generalidade, podemos supor que aij(z) = aji(z), de forma que a matriz
Alm) = (a,:j)
ij=1,n
& simétrica. L diz-se eliptico em  se 223:1 aij(z) & & > 0 para todo x € Q e para todo
0 = £ € R™. Para qualquer z € Q existe

A(z) == min{a;;(z) & &; ; €] = 1},

A x) deve ser positivo (na verdade é o menor auto-valor de A(z)). De modo que podemos
=xpressar a elipticidade, na seguinte forma: o operador L é eliptico em z € ) se existe um
mimero A(z) > 0 tal que

n
> ai(@) && > A(@) 67, V€ eRY
ij=1
“iremos que L é eliptico em Q, se é eliptico em cada z € €. Dizemos que o operador L é
sniformemente eliptico em €, se existe uma constante Ay > 0 tal que A(z) > X\ para cada
=€ (.

1.8 Operadores Diferenciais em Variedades Rieman-
nianas

8.1 Gradiente

jam (M, g) uma variedade Riemanniana e f : M — R uma funcéo diferenciavel. Defini-
0 gradiente de f, denotado grad f ou Vf € x(M), como sendo o tinico campo vetorial
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sobre M, tal que:
g(grad f,X) :=Xf =df(X) ,vX € x(M).

Demonstra-se facilmente que:
e grad(fi+ f2) = grad fi + grad fa.
o grad(fifs) = fo. grad fi + f1. grad fa.

e se {E;}._, é um referencial geodésico numa vizinhanga de p € M , entéo:
(grad ), Zj Ei(f)E:i =) _g(grad f, E)E:
i=1

1.8.2 Hessiano

Seja (M, g, D) uma variedade Riemanniana. O Hessiano, denotado por Hess é tal que Hess
€ Hom (C*(M,R), End(TM)), mais precisamente, define-se por:

Hess: C*°(M,R) — End (T'M)
fp— Hess f, € End(T,M)
(Hess fp)§ :== D¢ grad f,, &€ T,M.

Verifica-se que g ((Hess fp)&,m) = g (&, (Hess f,)n), conclui-se que o Hess f, é auto-
adjunto e determina uma forma bilinear simétrica em T,M,p € M.

Hess f,(€,m) := g (D¢ grad fp,m).

Visto desta forma, podemos ver o Hessiano de f como um tensor simétrico de tipo (2,0)
definido como esta tltima relagao.

1.8.3 Divergente de um campo vetorial

Seja (M, g, D) uma variedade Riemanniana. Para X € x(M), definimos o divergente de
X, denotado por div X, por:

x(M) — C*(M,R)
X (div X)),y = trago(Y +— DyX) ,ondeY € T,M
o div(X+Y)=diwX)+div(Y) VX, Y e x(M);

div(X +Y) ) = trago (Z — Dz(X +7Y)
= trago (Z — (DzX + DzY))
= trago (Z — DzX) + traco (Z — DzY)
= di’U(X)(p) + diU(Y)(p).
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o div(fX) = fdivX+Xf, VfeC®M), VX € x(M),
div(fX)(p) = trago (Y — Dy(fX))
= trago (Y — (f DyX + (Y f)X))
= trago (Y +— f DyX) + trago (Y — (Y f)X)
= ftrago (Y — DyX) + Xf
= fdivX+g(grad f,X).

e Se {E;}'_, é um referencial geodésico numa vizinhanga de p € M, entdo:

(divX),y = Y _ Ei(a),

i=1

onde o campo vetorial X = 3 a;E;.

i=1

1.8.4 O Operador de Laplace-Beltrami
O operador de Laplace-Beltrami, define-se por

A: C®(M;R) — C*°(M;R)
f — Af :=div (grad f)

Demonstra-se facilmente que:
o A(f+h)=Af+ Ah.
o A(fh)=fAh+hAf+2g(grad f, grad h).
o A f =trago ( Hess f ).

Observagao 1.37. E possivel demonstrar que A é auto-adjunto relativo a L*(M, g) e que
¢ eliptico. Dado o problema de auto—valor

AF+)F =0 FeC*M),
onde M é uma variedade compacta; temos a sequinte proposi¢do:

Proposi¢ao 1.38. O espectro de —A € discreto iniciando-se com o valor 0 e tem +oo
como seu Unico ponto de acumulagdo, sendo que cada auto—valor neste espectro tem mul-
Splicidade finita e as auto—funcdes associadas a eles sao funcées C™,

Hotulemos os auto—valores com o indice j de modo que fiquem listados em ordem crescente,
ma sequinte forma: 0 = Ay < Ay < Ay < ..., com repetigdes apropriadas para 0s casos
degenerados.  Considerando &; o auto-espago correspondente ao auto-valor )\, dizemos
e dim&; < o0 e & € subspago de C*°(M).

Do exposto, concluimos que podemos escolher os auto-espagos £; de modo que formem uma
Sase ortonormal para L?(M, g) e a soma direta dos mesmos seja todo L*(M, g).
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1.8.5 O Operador L,

Definicao 1.39. Considere M"™ uma variedade orientdvel conexa e diferencidvel e x :

M" — M"™ uma imersdo isométrica. Define-se o operador diferencial de sequnda ordem
L,:C*(M,R) — C*(M,R)

em cada ponto p € M", como sendo:

Lo < [rso( (B Hessn) ) re o in =13
0 ’TEZ\{O:“',TL—I};

wnde A é a sequnda forma fundamental associada a um campo vetorial normal unitdrio N
Imente definido.
Dutra expressao equivalente para L.(f) é uma conseqiéncia imediata da Proposigao 1.29,

-10) L.(f) = Sr(A) A, f — trago(A P,_1(A) Hess f).

macao 1.40. Sejam M"™ uma variedade orientdvel conexa e diferencidvel e x : M"™ —
+1 . s G " o,

(c) uma imersdo isométrica. Para qualquer nimero inteiro r € [0,n — 1] e qualquer
ao diferencidvel f : M™ — R tem-se

L)) = div ((PAA) amady (1)) @) Vpe M.

A € a sequnda forma fundamental associada a um campo vetorial normal unitario N
mente definido.

nstra¢do. Veja [Ros|. [ |

1.41. Considere a imersdo isométrica x : M™ — WH(C) ed: T,M—- T,M
sequnda forma fundamental. Para qualqguer f : M™ — R pelo menos duas vezes
ncidvel, temos:

o)
Lo(f) = S:(A) Ay f + (grady,S, , grady, f) — trago(A P,_; Hess f)

- Z(ei’ (ngdNIf A)Pr_lez);
i=1

n

(9rady, S, , grad,, f) =D (i, (D1 A)Prrei).

i=1
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Demonstragdo.
a) Pela Observacgao 1.30,
P.(A) = 5.(A) I — P._1(A) 4;

multiplicando ambos os membros desta igualdade, & direita, por grad,, f, temos
P.(A) grad, f = S(A) grad,, f — Pr-1(A) A grad, f;
tomando divyy de ambos os membros desta igualdade,
div( P,(A) grad,, f ) = div( S,(A) grad,, f ) — div( P—1(A) A grad,, f ).
Pela afirmacdo 1.40, o lado esquerdo desta igualdade é L, (f); assim,
L.(f) = div( S,(A) grad, f ) — div( P._1(A) A grad,, f );
usando as propriedades do divergente,
(1.11) L.(f) = S.(A) A, f + (grad ,S.(A), grad,, f) — div( P._1(A) A grad,, f ).
Por outro lado, sabemos que
div( P_1(A) A grad,, f ) = traco (Y — Dy P._;(A grad,, f)).
Usando a relagdo (4.2) de [Ros], nesta expressao obtemos:
trac;o(Y — Dy P,_1(A grade)) == trago(Y — D, , Agrad, f )
Por definicao de derivada covariante de um operador,
(Ds,_v A) grad, f =D, _,, Agrad,, f - A(D,,_,y grad, f),
de onde, obtemos
D, ,Agrad, f= ( D, v A) grad  f + A(Dpr_ly grade).

Por Codazzi,

D,y Agrad, f = (Do 1 A)PraY + A(D,,_,y grad,, f)
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Portanto,

tra.go(Y'—> D swAwsd J ) = tra@o(Y —4 ( Dmde A) P,,_IY)+
+ traco (Y — A(Dp,_lv grade)).

Numa base {ej,- - ,e,} ortonormal que diagonaliza A,

trago(Y =+ D ol grade) = i <e,-, ( gk A) 1et>+

n

>~ (e A(Dr_,., &rad,,f) ):

i=1

por ser A auto-adjunta e pela Proposigao 1.33(i),
tra,go(Y s Dy v Aigead, f ) Z <e,, ( i T )Sr—l(Ai)ei>+

Zl (4es, Dy, i, &2, S ).
=

Substituindo esta igualdade na equagao 1.11 temos:

L1(F) = S1(A) By £+ (rad, S, (A), g1, £)= 3 (e ( Dyusyys 4)Sics(Aes)

z—l
—Z)\S_ <eJ,D grad f>

pela definigdo de Hessiano,

L.(f) = S.(A) Ay f+(grad,,S.(A4), grad, f) _z": <e,-, ( Dya, 7 A) Sr—l(Ai)ez'>

gl
- Z )\er_l(Aj)<e,-, (Hess f) ej>,
j=1

de onde obtemos

Lo(f) = 5:(A) Ay £+ (grad, S:(A), grad, )= (eis ( Dyus, 1 A)Se1(Ai)es)
i=1

-y <€j: AjSr-1(A;) (Hess f) ej)'

=1

44



n n

Z <e,-, AjSp-1(A;) (Hess f) ej> = Z </\j5'r—1(14j)6ja (Hess f) ej>

j=1 j=1

- <AP,._1(A)ej, ( Hess f) ej>.
=1
Logo, na igualdade acima usamos o fato de que AP,._;(A) é auto-adjunto;

Zn: <ej, AjSr_1(A;) ( Hess f) €j> =i <€j, (AP._1(A)Hess f) e,-).

7=1 J=1

Portanto,

Lo() = 5:(A) By f+(grad, 5:(4), Erad )= 3 (e ( Dy A)Sra(Aie)

i=1
n

—z<e,-, AP,_1(A) (Hess f ) ej>;
j=1
finalmente, pela Defini¢ao 1.23

Lo(f) = 5:(4) Ay [+ (grad,,5,(4), grady )= 3" (eir ( Dyusy, 1 A) Se-r(Aidex)

i=1

— trago (AP,._l(A) ( Hess f)).

b) Multiplicando a direita, ambos os membros da igualdade dada na Proposicao 1.29 por
Hessf, vemos claramente que,

AP,_y(A) Hess f = S,(A) Hess f — P,(A) Hess f.
Tomando o trago, obtemos
trago(APr-l(A) Hess f) = S,(A) trago (Hess f) — traco (P,.(A) Hess f);
por propriedade do Laplaciano e pela Afirmagao 1.40, isto nos dé
traco (APT_I(A) Hess f) = S,(A) Ay f — L.(f).

A identidade (b) segue-se ao substituir esta tltima igualdade no item (a) anterior.




Capitulo 2

Estimativas e Aplicacoes

2.1 S.(B;,B))

Definicao 2.1. Seja V um espago vetorial com produto interno real n-dimensional e seja
B € L(V) um operador linear auto-adjunto. Sejam ey, ..., e, 0s auto-vetores do operador

B associados a seus respectivos auto-valores Ay, ..., A\, isto €, Be; = \ie;. Adotaremos a
notagao:
ej =@, VjeZ\{1,--- ,n} (de onde span {e;}* =V)
Aj =0, Vie Z\ {1, -+ ,n}.
Definamos
Sr(Bi1 BJ) = Sr ((Bl_,pan{ei}l_)Iapﬂ"{ej}l) = Sr- ((Blwtm{ej}l)ﬁspaﬂ{ei}l) = Sr (Bispau{e,:,ej}i)
por
(0 , se € Z\{0,--- ,n}, V(,5) € Z x Z,
1 ,8¢e r=0, ¥(i,j) € Zx Z,
(B, B;) =< 5:(B) ,se re{l,---,n}, Vi,j € Z\ {1,--- ,n},
Sr(B;) ,se r€{l,---,n}, Vi=j€{l,---,n},
\ST(AI:"' sAir"' :’i}y"'An) ; 8€ T E {1: ’n}: VT’%J = {11 1n}:

onde \; indica que o termo \; foi omitido, isto €,

Sr(Ah" ’ 5)‘i—laxi:)‘i+1:"' sAj—lj"\;:Aj+1:" A'.1'1.) =
Sr(Als' o ))\i-—lsonAi+ls"' 3Aj—130:/\j+1:" A'n)

Evidentemente, quando i # j temos que S.(B;, B;) é uma soma de ("_?) termos.
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Proposigao 2.2. Seja V um espago vetorial com produto interno real n-dimensional, seja
B € L(V) um operador linear auto-adjunto e sejam A1, ..., \n, seus auto-valores, entao:

ﬂ) Sr(Bz', BJ) = S,-(Bj, B,;),‘

9 -
) S.(B;, B;) = DN o, Sri2(B) Vi,j €{1,...,n};
C) Sn_1(Bi, BJ) = U= Sn(B,;, BJ) Vi, j € {1, = ,TL},'
d)

Sr+1(BiaBj) = Sf‘+1( ) ’\ S, (Bts B; )

Sr+1(Bi, Bj) = Sr41(Bj) — MiSr(Bi, B;);
e) [Sr1(Bi) — r+1( )] = ( i — Ai)Sy(B;, Bj);'

f) Z AiSy(Bi, Bi) = (r +1)Sr41(Bx) (Identidade de Euler);
z;ék
L)

+1(Bi, Bj, Bx) = Sr41(Bi, Bj) — MSr(Bi, Bj, B),
+1(Bz',Bj; ) Sr-l-l(Bth) - ’\er(B‘i;Bj:Bk))
+1(Bi, Bj, Bx) = Sr41(Bj, Bx) — X\iS+(Bi, Bj, Br);

%) S,.1(Bi, Bk) — Sr41(Bk, Bj) = (A\; — Xi)S:(Bs, Bj, B);
% Para qualquer j € {1,--- ,n}, r € {0,--- ,n} temos que

hn A

[(n—1)—1r] S ZS B;, B;);
%#J

Seja {B(t)},ep uma familia de operadores auto-adjuntos, entdo:
9] - 0
= t)) = Sr1(Bi(t), B;(t)) 59 (®)
J=1
J#

(usando S,(Bo(t)) = S.(B(t)), esta relagio generaliza a Proposi¢do 1.33(n), pois

5550 = 5500, B0 (g5) = S 515,00 (g0




Demonstragao.

a) Imediata a partir da Definicao 2.1.

b) Temos
9? a (0
MST+2(B) =N (B_)USTH(B))
(pela Afirmacao 1.27(c))
d
=an; (Sre1(By))

(pela Definicao 1.26)

| (pela Definigdo 1.26)

(pela Definicao 2.1)

52
msr+2(3) _Sr(Bi: B_;r)
¢) Por nosso item (b),
\ 6‘2
‘l Sn(Bi, Bj) = aTiaTijz(B)
(pela Definigao 1.26)
: 82
= 0=
i BAIB/\,
‘; Analogamente,
\ 82
| Sn-1(Bi, Bj) ‘—'msnﬂ (B)
(pela Definigao 1.26)
52
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d) E uma aplicacao imediata do operador B, respectivamente, na Pro-

span{e; 1+ ° Blspan{ej}l

posigao 1.27(c).
) Fazendo a diferenga das duas igualdades no item (d), obtemos
0= Sr41(B) = A 8:(Bi, By) — [Sraa(By) = Xi Si(Bi, By)).
Finalmente agrupe adequadamente os termos.
f) E uma aplicagdo imediata do operador B|spm{e,,} | na Identidade de Euler.

£) Sao aplicacoes imediatas dos operadores B respec-

spa.n{e‘-,ej}-l-, Blspan{e,—_.ek}l - BIBDBH{B_:;:GJ;}J‘
tivamente, na Proposi¢ao 1.27(c).

&) No mesmo diapasdo que a demonstragao do item (e).

i) E uma aplicacdo imediata do operador B (o)L DB Proposigao 1.33(e) e (k).
span ej

1) A prova serd feita por indugao sobre r:

e Ocasor=1.

2 $1(B) = 2 (1) 4 2a0) +++ -+ Dca(8) + Mesa8) + -+ M0
- 6 0
= ; () = ;So(Bi(t),Bj(t))a,\j(t).
J#i J#i
e Suponhamos que %S,.(B,-(t)) = Zn: S,_l(Bi(t),Bj(t))%Aj(t).
5

e Pela Proposicao 1.27(c): Sr41(Bi(t)) = Sr41(B(t)) — Ai(t)Sr(Bi(t));

diferenciando em relagao a t, temos

d d
2 Sraa(Bilt)) = meSea(B(H) — SN0 Sy (Bilt)) = M(D) 5 S (Bi(0)

usando a hipétese indutiva, obtemos

2 Sea(BU0) = 25.11(B1) — 2x(0) 5:( ZS (B B )0
J#l
- %Sm(B(t)) = %/‘i Z Au(t ) B;(®) 5 )

J#%

49




da Proposicao 2.2(d) temos

0 0 d
=5, 1(Bi(t) = 55+ (B(®) = 5o Mi(0) S(Bi(0)

Z{S, B;(t)) — Sk(Bi(t), B;(1))} 5 )\(),
=

de onde obtemos

%SH_I(B,-(t))=%Sr+1(3(t))_5r( W Z ()
J#
d
+ Y S.(Bi, Bj)=A(t);
,Z; )5%(%)
J#i

mas esta igualdade é equivalente a
0 Sr(Bit) = 25,(B®) - 3 5. (B0 20+
Bt i o 1 8t T4 — T ] 3t i

9
ZS (B, By) 52 (1);

=1

2.3.

=1

ik

J#i
logo, pela Proposigio 1.33(n) concluimos que
5
8t r+1 ZS B (t ) A (t)
J#l
2 = -] =
n n n 1 n
- . 2 2| _ 1 2 1 \2
> NSi(BiBy)| = ;SI(B;, By) Zl X | = 551(By) ,-Z_I(A’ A)
[ ik 1 Lize | i3k
= [Do5:1(Bu B |DoN| - SuB)? D (— )
i=1 g=1 1<i<j<n
| iF#k Jd Li#k | i,j#k
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Demostragdo.
primeiro lugar lembremos a identidade de Lagrange:

(Z;: a?) (Z;: bf) - (i a"b")z = > (ab—a;b)’

i=1 1<i<j<n

1 n
=5 > (aib; — a;bi)”.
=1

i#]

mo aplicagdo direta da identidade de Lagrange temos:

2
Z AiS1(Bi, Br)| = Z X z: Si(B;, Bi)?
iZk iZk izk
1 ¢ 3
~3 X:l [%:»5‘1(33'731:) — \;S1(Bi, Br) | ;
ik
Proposicao 2.2(d), Si(Bi, Bx) = S1(Bx) — Ai, entao
2.1) ;91(Bi, Br) = \iS1(Be) — Ak
ogamente, pela Proposicdo 2.2(d), S1(B;, Bx) = S1(Bk) — A;, entao
22) %51 (B, Be) = ASu(By) — My
Fazendo a diferenca das equagdes (2.2)—(2.1) temos
AS1(Bj, Br) = ,51(Bi, By) = 1(Bi) (X = %y).
Assim,
2
mn n n 1 i
A,‘S B,;,B = S B,;,B * )\2 ——S B 2 /\,;—A'z;
; 1(Bi, Bx) ; 1(Bi, Br) ; 0| = 35u(BK) 2;1( i)
i#k i#k 1#£k i:j#k‘
ou, equivalentemente,
2
Z)\iSI(Bz‘:Bk) = ZSI(BiaBk)z Z)\? — S1(Bx)? Z (i — A%
i=1 i=1 i=1 1<i<j<n
i#k i#k 1# 1,j#k
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Lema 2.4.

i Sy(Bi, Bx)*
:;é — (n — 2)Sl(Bk)2 - 252(Bk)
451(Bk)? + Z S\(Bi, Bi)? (n+2)51(Bk)* — 252(Bs)

i=1
ik

Se S3(B) =0 e S1(Bx) # 0, entdo

Z Si(Bi, Bi)?

i=1

= ___ 45(By)
= n+ 2)S:(Bg) + 2A
481(Be)2 + > Si(B;, Bi)? ( )S1(Bk) k
g=1
ik

4[51(B) — A
[(n+42)S1(B) — nA)

Demonstragdo. Pela Proposicao 2.2(d), Si(B;, Bx) = S1(Bx) — A, entdo

S1(Bi, Bx)? = (S1(Bi) — \i)*
= Sl(Bk)2 = QSl(Bk)/\i + /\?.‘,

de onde,

z S1(B,-, Bk)2 E= (n — 1)81 (Bk)2 - 231(Bk) i Ai + Zn: /\?;
i=1

§= i=1 i=1
i#k i#k ik

mas Z Ai = Z Ai = Ak = S1(B) — A, e pela Proposigéo 2.2(d) concluimos que, z Ay =
g =
(By). Assim, temos

i=]

i#k

| Y Si(Bi, By)® = (n—1)Si(Bi)® = 281(Bi)* + Y A?
iZk ik
= (n—3)S1(Bx)? + ) _ AL
ik
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2
Sabemos que (Z )\,-) = Z M2 + 2855(By), logo Z M2 = Si(By)* — 2S2(Bg). De onde
iZk iZk iZk
obtemos que

> " S1(Bi, By)? = (n — 2)S1(Bx)® — 255(By).

i=1

i#k

i S1(B;, By)?
L7 _ (n—2)S1(By)? — 252(By)
N (n + 2)31(3]5)2 — 282(Bk) '

45, (Bx)? + Z S1(B;, By)?
iZh
Pela Proposigio 2.2(d), Sz(Bx) = Sa(B) — AeS1(Bk), e por hipétese S(B) = 0, entao
Sg(Bk) — —)\kSl(Bk). ASSiIIl,

(n — 2)81(By)? — 25(Bk) = (n — 2)S81(B)? + 2AS1(Bx)

(n+ 2)S;(By)? — 255(Bk) = (n + 2)S1(Bk)? + 2251 (Bx).
De onde,

(n — 2)81(Bk)2 — 232(.8;;) - Sl(Bk) [(n - Q)Sl(Bk) + Zx\k] )
(n+ 2)S1(Bi)? — 252(Bx)  Si(Byx) [(n + 2)S1(Bk) + 2)]’

e como S1(Bg) #0

(n — Z)Sl(Bk)z — ZSg(Bk) o [(n = Q)Sl(Bk) + 2)\;;]
(n+ 2)S1(By)? — 2S2(Bx)  [(n+ 2)S1(Bk) + 2]
45,(By)
(n 4 2)S1(Bk) + 2Mk
4[51(B) — M

T [(n+2)S1(B) — ni




2.2 Estimativas

Lema 2.5. Seja V um espaco vetorial com produto interno real n dimensional e seja
B € L(V) um operador linear auto-adjunto. Fizado um valor de r e para qualquer j > 2

j—2
BjPr(B) = (—1)5"1Pr+j_1(B)B + Z(_l)ksr+1+k(B)Bj_k_1.
k=0

~1
(Considerando que Z(—l)kSr+1+k(B)B_k = 0, nossa igualdade serd verdadeira para todo

k=0
i>1).
Demonstra¢do. A prova sera feita por indugao em j; para isto provaremos o

Caso j = 1: significa mostrar que nossa hipétese indutiva é valida para j = 1. Com

efeito,
BP,(B) =0+ (-1)°P.(B)B.

De fato, a igualdade acima é satisfeita (veja a Observagéo 1.30).

Caso j = 2: significa mostrar que nossa hipétese indutiva é valida para j = 2. Com
efeito,

0
B*P(B) =Y (—1)*S,414x(B)B*™ + (-1)' P.41(B)B
k=0
= S,41(B)B — P,,,1(B)B.

Restd apenas mostrar a veracidade da igualdade acima; com efeito,
usando a Proposicao 1.29 temos

Fry1(B) = Sral — BP.(B);
equivalentemente,
BPr(B) = Sr+11 - P?‘+1(B);

multiplicando ambos os membros desta igualdade, a esquerda, por B,
obtemos

B2PT(B) == S,-..}..]B = BPT.H_(B),
como BP,..1(B) = P-11(B)B (veja a Observagao 1.30),

Bz.Pr(B) — Sr+lB = P,-.*_l(B)B.
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Caso j = k: Suponhamos que nossa hipétese de indugdo seja verdadeira para j = k,
isto é,
k—2
BkPr(B) = (_l)k_IPr+k_1(B)B - Z(_I)ISrHH(B)Bk_l"l.
1=0

Caso j = k + 1: pela comutatividade de qualquer Pj(B) com B (veja a Observagao
1.30), nossa hipétese de inducéo é equivalente a

k-2
ka"(B) = (—l)k_l B PT"']C-—].(-B) + Z(_l)zsr-f-l-f-[(B)Bk_lwl;
=0

multiplicando ambos os membros desta igualdade, a esquerda, por

B, obtemos
k—2

B*'Fo(B) = (=1)*"" (B*Prsk-1(B)) + Y_(~1)"Srs144(B)B*7;
=0

como nossa hipétese indutiva é valida para j = 2, entdo

B2P,1-1(B) = S;+x(B)B — P,4(B)B. Substituindo esta relacio
na igualdade acima,

B*'P.(B) = (~1)*"* (S++(B)B — P.1x(B)B)
* f(—l)tsrﬂﬂ(B)Bk_l;
1=0
simplificando,
B**'P.(B) = (~1)*Psx(B)B + (-1)*'S,,4(B)B

3
+ 3 (-1)'Srauu(B)BH
=0

Finalmente,
k-1
B**'P.(B) = (~1)*P.yx(B)B + > _(=1)'S,11.1(B)B*,
=0

feorema 2.6. Seja V' um espago vetorial com produto interno real n dimensional e seja
€ L(V) um operador linear auto-adjunto. Entdo:
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Y BB = (n—r)S.(B) — (r + 1)Sr1(B) S,41(B)—

n

n j—2
D (1 +5)S—5(B) Se3(B) + 3 (=1YS,-5(B) 3 (~1)*S,4114(B) trago( B+
j=2 =2 k=0
41
b)  trago (B P.(B)?) = (r + 1)S,(B)S,41(B) + Z(r + §)Sr—j41(B)S,1;(B)
r+1 ij
- z(_l)jsr~j+l(B){Z(‘—l)ksr+1+k(3) tm?o(Bj_k—l)}§
j=2 k=0
r+2
c) B E(B)I? == (r+31)S—js+2(B) Sr4+;(B)+
j=2
r+2 . j—2 '
Z(—l)fsr_,-w(B){Z(—l)"s,.+l+k(3) trago (BJ-"*)}.
j=2 k=0
Demonstragao.

a) Pela Definicdo 1.28,

n

P.(B) =) (-1)'S,_;(B) B’;

=0

multiplicando ambos os membros desta igualdade, direita, por P,.(B), obtemos

P.(B)* = (~1)'S,_;(B) B’ P.(B).
j=0
Tomando o trago nesta tltima igualdade, temos:

n

trago (P,(B)?) = Z(—l)er_j(B) trago (B’ P,(B)),

=0

logo,

trago (P.(B)?) = S,(B)trago (P.(B)) — S,_1(B)traco (BP.(B)) +

n

> (=1)S,_;(B) trago (B P,(B)).

Jj=2




Pelos items (d) e (e) da Proposigao 1.33,
(2.3) trago (P.(B)?) = (n — 1)Sw(B)? = (r + 1)S,_1(B) Ss1(B)+

n

Z(—l)jS,_j(B) trago (B’ P,(B)).

=2

Tomando o traco na expressio do Lema 2.5 e substituindo na tltima igualdade,
obtemos

trago (P.(B)?) = (n —r)S,(B)* — (r + 1)S,-1(B) Sr41(B)+

n j—2
Z(—l)jsr—j(B){(—l)j"l(T +7) Sr+3(B) + Y _(=1)*Srs14x(B) trago (Bj"k_l)};
j=2 k=0
finalmente,

n

IP-(B)[I* = (n = 7)S,(B)* = (r + 1)S;-1(B) Sr1(B) = ) _(r + 1)Sr—;(B)Sr+;(B)

=2
j-2
£ (198, (B 14 Sasn(B) traso(5 ) .
j=2 k=0
%) Pela Definicao 1.28
Z( 1)’ S,_;(B) B%;

multiplicando ambos os membros desta igualdade, & direita, por P.(B), obtemos

T

P.(B)’ = Z(_l)j Sr—i(B) B’ P,(B);

=0

multiplicando ambos os membros desta igualdade, a esquerda, por B, obtemos

B P.(B)* = Zr:(—ni S._;j(B) B"*! B,(B)

=0

= S.(B) B P.(B) + i(-l)i S._;(B) B**! P.(B);

j=1

tomando o trago nesta ultima igualdade, temos

traco(B P.(B)?) = S,(B)trago(B P,.(B Z S,_i(B) trago(B’*! P.(B)),
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pelo item (e) da Proposi¢ao 1.33

trago(B P(B)?) = (r+1)S,(B)Sy+1(B) + Z B) trago(B'*! P.(B));
logo,
(24) r+1
traco(B Po(B)?) = (r + 1)Su(B)Sr41(B) — S _(=1) 5,_j41(B) trago(B P.(B)).
=2

Tomando o traco na expressio do Lema 2.5 e substituindo na tultima igualdade,
obtemos

trago (B Pr(B)®) = (r +1)S,(B)Sr+1(B) —

r+1 i-

Z("l)jsr—jH(B)(_l)j_l(T + 7) Sr44(B) + Z Sr+1+x(B) trago (Bj_k“l) ;
=2 k=0
finalmente,

r+1
trago (B P(B)?) = (r +1)S,(B)S,+1(B +Zr+g )Sr—j+1(B)Sr+;(B)

Jj=

r41 j—2 .
=5 Z 1) S jia( {Z(—l)k5r+1+k(3) trago(B"k”l)}_

J"‘2 k=0

¢} Pela Definigdo 1.28,

r

P.(B) =) (-1¥ 5,-;(B) B’;

§=0

multiplicando ambos os membros desta igualdade, & direita, por P,.(B), obtemos

r

P(B)? = (-1)’ 8,_4(B) B! P,(B);

=0

multiplicando ambos os membros desta igualdade, a esquerda, por B2, obtemos

B? P(BY = Y_(~1) 5._,(B) B'** R(B);

j=




tomando o trago nesta ultima igualdade, temos

T

trago(32 ( )2) = Z(_ )j S”—J'(B) tra(;o(Bj+2 PT(B)),

j=0

de onde,
rd . .

(2.5) IB P.(B)||* =Y (—1)’ S,_j1a(B) trago(B’ P.(B)).
j=2

Tomando o traco no Lema 2.5 e substituindo na tltima igualdade, tem-se

r+2
1B P(B)|* = Z(—l)er—j+2(3){(—l)j‘l(r +J) Sr45(B)+
i=2
§—2
Z(_l)k5r+1+k(3) trago (Bj_k_l) }
k=0
Logo,
r+2
IB P(B)|I> = =Y _(r + 5)S—j+2(B) Sr+s(B)+
3=2
r+2 Jj—2 _
Z( —J+2(B){ Sr+14k(B) trago (B'*71) }
j=2 k=0

ervagao 2.7. Como aplicagio do teorema anterior € fdcil obter:

IPi(B)||?> = (n — 1)8:1(B)* — 252(B).

|P2(B)||* = (n — 2)S2(B)* — 251(B)Ss(B) — 4S4(B).

|Ps(B)||* = (n — 3)S3(B)* — 255(B)Sa(B) — 451(B)S5(B) — 6Ss(B).

|Py(B)|? = (n — 4)Ss(B)? — 255(B)Ss(B) — 452(B)Ss(B) — 65(B)S+(B) — 8Ss(B).
| P5(B)||* = (n — 5)S5(B)? — 254(B)Ss(B) — 453(B)S7(B) — 6S2(B)Ss(B)

851(B)Se(B) — 10S10(B).

Lema 2.8. Seja V um espago vetorial com produto interno real n dimensional e seja
8 € L(V) um operador linear auto-adjunto. Para quaisquer inteirosr et, temos a sequinte

trago([P.(B) P.(B)) = (n— 1) 5,(B) Su(B)  trago(P.1(B) B P(B))
= (n—1) S,(B) Si(B) — tm;:o(Pt_l(B) B P,.(B)).
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onstragdo. Pela Observagao 1.30,
P.(B) = $,(B)I — P,_1(B) B;
tiplicando ambos os membros desta igualdade, & direita, por P;(B), obtemos
P.(B)F.(B) = S:(B)FPi(B) — F,-1(B) B Fi(B);
ando o traco em ambos lados desta igualdade temos:

trago(Pr(B)H(B)) = ST(B)trago(R,(B)) ~ trago(P.r—1(B) B P:(B));

resultado segue-se como conseqiiéncia da Proposigdo 1.33(d), isto é,

trago(P,.(B)Pt(B)) = (n —t) Su(B) Sy(B) — traco (P,_I(B) B Pt(B)).

Se na igualdade acima trocamos os parametros r e t e notamos que trago (P,.(B)Pt(B)) =
fraco (Pt(B)PT(B)) , conseguimos
traQO(Pr(B) Pt(B)) = (n—r) 5:(B) S(B) — t'ra'QO(-Pt—l(B) B Pr(B))'

Corolario 2.9. Seja V' um espago vetorial com produto interno real n dimensional e seja
8 € L(V) um operador linear auto-adjunto. Para quaisquer inteiros v e t, temos:

tmgo(Pr_l(B) B Pt(B)) = trago(Pt-l(B) B P,(B)) = (r—t) S.(B) Si(B).
Demonstragao. Pela Observagao 1.30,

R(B) = Si(B)I — P.-1(B) B;

multiplicando ambos os membros desta igualdade, a direita, por P.(B), obtemos
Fy(B)P.(B) = S(B)P.(B) — Fi-1(B) B P.(B);

fomando o trago em ambos lados na igualdade acima temos:

traco (P,,(B)P,,(B)) = (n—r) Sy(B) 8,(B) — trago (H_l(B) B P.,,(B)).
Agora, na demonstra¢ao do Lema 2.8 mostramos que

trago((P,(B) Pu(B)) = (n— 1) S,(B) S.(B) — traco( P,_(B) B P(B)).
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la comutatividade de operadores auto-adjuntos podemos comparar estas duas ultimas
dades, para obter:

(r = 1) $(B) Su(B) = traco(P._1(B) B B(B)) — trago(P-1(B) B P:(B)).
W

rolario 2.10. Seja V um espago vetorial com produto interno real n dimensional e seja
£ L(V) um operador linear auto-adjunto. Entao:

) trago(P,,_l(B) B P,._ko(B)) = tra§o(P,,_k0_1(B) B P,.(B)) = ko Sv_io(B) So(B),
para quaisquer r, ko € Z;
b trago(P,-1(B) B Pi(B)) = (r+ 1)S,1(B) + (r ~ VSi(B) S,(B),
para todo r € Z;

trago( P._»(B) B P,(B)) = tm;o(BP,._l(B)2) _ S,_.(B) S,(B),
para todo r € Z;
tmgo(P,._l(B) B Pg(B)) — (r 4 2)Sp12(B) +751(B)Sr41(B) + (r — 2)Sa(B) S+(B),
para todo r € Z;

$.(B)S,(B) = 0 <= tmgo(P,,_l(B)BR(B)) - tmgo(Pt_l(B)BPr(B)),

para qualquer t # r.

stracao.

Basta fazermos t = r — kg, no Corolario 2.9.
Fazendo ko = 7 — 1 no item (a), temos
traco(P,-1(B) B Py (B)) = trago(Po(B) B P,,(B)) + (r — 1)S1(B)S,(B);
o resultado segue-se pela Proposigao 1.33(e).
Fazemos t = r — 1 no Corolario 2.9.

Fazendo kg = r — 2 no item (a), temos
trago(P.-1(B) B PQ(B)) = trago (Pl(B) B P,,(B)) + (r — 2)S2(B)S,(B);
como o resultado do item (b) é vdlido para qualquer r, segue-se que
trago(P:(B) B Pi(B)) = (r +2)Sy42(B) +rS1(B) Sr41(B).

Agora substitua esta expressao na igualdade acima.
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e) E conseqiiéncia imediata do Corolério 2.9.
|
Teorema 2.11. Considere V um espago vetorial com produto interno real n dimensional
e B € L(V) um operador linear auto-adjunto. Para quaisquer inteiros v e k, temos:

trago[P,_l(B) B Pk(B)] =Y (r+k = 2j) Sr14-4(B) S;(B).

Jj=0
Demonstra¢do. Provaremos esta identidade por indugéo em k.

e No Corolério 2.10(b) foi verificada a validez de nossa hipétese indutiva para o caso
k = 1 e qualquer valor de r € Z.

e Suponhamos que para qualquer r € Z e algum k € Z,

k
trago [Pr_l(B) B Pk(B)] = Z(r + k — 25) Sy4k—i(B) S;(B).

J=0

e Temos que mostrar que nossa hipétese indutiva é valida para k + 1.
Fazendo ¢t = k + 1 no Corolério 2.9 temos que

trago [P,._l(B) B Pk+1(B)] = (r — k = 1)8,(B)Sks1(B) + trago [Pk(B) B P,.(B)] ;
como nossa hipétese indutiva é valida para qualquer r € Z, temos
trago| P,-1(B) B Pis1(B)] = (r — k — 1)S,(B)Sks(B)+

k

D (r+ 14k —2§) Syp11k-4(B) S;(B).

=0
Logo,
k+1
trago [P,,_I(B) B PHI(B)] =Y (r + 1+ k= 2§) Srs14x3(B) S;(B).
=0

0 2.12. Considere V. um espago vetorial com produto interno real n dimensional
L(V) um operador linear auto-adjunto. Para quaisquer inteiros v e t, temos:

t

#c0(P.(B) PAB)) = (n— 1) 5,(B) Si(B) = 3 (r+1t = 2) 5,404(B) 5(B)

=0
"

= (n—7) 5:(B) S(B) = D _ (r+1t —2j) S,14-5(B) S;(B).

i=0
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monstragao. E conseqiiéncia imediata do Teorema 2.11 e do Lema 2.8. L3

olario 2.13. Considere V um espaco vetorial com produto interno real n dimensional
2 € L(V) um operador linear auto-adjunto. Para qualquer inteiro r, temos:

trago[P._1(B) B P.(B ]—2Z(r— Szr-4(B) 5;(B).

smonstracdo. E somente considerar k = r no Teorema 2.11. L]

olario 2.14. Seja V um espago vetorial com produto interno real n dimensional e seja

' £ L(V) um operador linear auto-adjunto. Para qualquer r € {1,---,n}, temos que
=i
I1P-(B)II? = (n - -2 Z e B) Sy—j(B) .
j=0

smonstra¢do. Pela Observagao 1.30,
P.(B) = 8,(B)I — P.—1(B)B;
Itiplicando & direita ambos os membros da igualdade acima por P,(B), temos
P.(B)? = S,(B)P.(B) — P,_1(B)BP,(B);
sando o trago em ambos lados desta igualdade, temos
trago (P.,,(B)z) = S,(B)trago (PT(B)) — trago (P,._I(B)BP,.(B));
Proposigao 1.33(d),
26) traco(P.(B)?) = (n = 1)S,(B)? — traco( P,-1(B)BP:(B) );

resultado segue-se como conseqiiéncia do Teorema 2.11. |

“oroléario 2.15. Seja V' um espaco vetorial com produto interno real n dimensional e seja

' = L(V) um operador linear auto-adjunto. Para qualquer r € {1,--- ,n}, temos que
|B Pa(B)I|* =7 5,(B) — 22 (r = 5) 8i(B) S2—4(B)
7=0

smonstracdo. Usando a Proposicao 1.29, temos

P.(B) =S, I — BP,_4(B);
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multiplicando ambos os membros desta igualdade por P,.(B), temos

P.(B)?= (S, I — BP,_1(B))o (S, I — BP,_1(B))
=S,I0(S, I — BP,_i(B)) — BP,_1(B) o (S, I — BP,_1(B)).

P.(B)? = BP._1(B)BP,_,(B) — 25,(B) BP,_1(B) + S.(B)*I.
smando o trago em ambos lados da 1ltima igualdade acima, temos
traco (P,(B)?) = trago (BP,_1(B)BP,_1(B)) — 2S,(B)traco (BP,_i(B)) + nS,(B)?
da Proposigéo 1.33(e), segue-se que

traco (P,(B)?) = trago (BP,—1(B)BP,_1(B)) + (n — 2r)S,(B)>.

\zora pela Observagao 1.30,

traco (P,(B)?) = trago (BF,_1(B)*B) + (n — 2r)S,(B)?

or propriedade do trago, é claro que

traco (P,(B)?) = trago (B*P,_1(B)?) + (n — 2r)S,(B)*.

w outro lado, pela Definigao 1.31

IP(B)|I* = |1 B Pr—1(B)||* + (n = 2r)S,(B)*.

=sultado agora segue-se aplicando-se o Corolario 2.14 a esta ultima equagao. |

wolario 2.16. Seja V um espaco vetorial com produto interno real n dimensional e seja
L(V) um operador linear auto-adjunto. Entao

tmgo(P.,,_l(B) B P,.(B)) < (n —1)S,(B)?

tm;o(P,_l(B) B P,(B)) <rS,(B).

tmgo(P,._l(B) B P,(B)) < min{r, n—r} S,(B)%

particular, se S,(B) =0, entdo tmgo(P,._l(B) B P,,(B)) <),
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Demonstrag¢ao. Pela Observagao 1.30,
P.(B) = 5:(B)I — P..1(B)B;
multiplicando & direita ambos os membros da igualdade acima por P.(B), temos
P.(B)* = S,.(B)P,(B) — P._,(B)BP,(B);
assim,
P,_1(B)BP,(B) = S,(B)P.(B) — P,(B)*.
Tomando o trago em ambos lados na igualdade acima, temos
trago(Pr_l(B)BPr(B)) = S,(B) tra,go(Pr(B)) - tra(;o(Pr(B)z);
wsando a Proposigao 1.33(d), temos
trago(P,,_l(B)BP,,(B)) — (n —1)S,(B)? — traco (P,,(B)2).

Lssim conseguimos a primeira desigualdade. A segunda desigualdade segue-se utilizando-se
& expressao (2.7) na igualdade acima; temos

traco (P,,_l(B)BP,(B)) = (n—1)S,(B)?= || BP,_1(B) ||? —(n — 2r)S,(B)?,

trago(Pr_1(B)BP.(B)) = rS.(B*~ || BR.1(B) |I*.

3 Polinémios Simétricos da Composicao de Opera-
dores

wnsidere V' um espacgo vetorial com produto interno real n dimensional e sejam A, B €
: operadores lineares auto-adjuntos e simultaneamente diagonalizéveis; seja {ej, - - -,
. uma base ortonormal para V' formada pelos auto-vectores de A e B simultaneamente.

aremos a notagdo Si(AB) como sendo o k—ésimo polindmio simétrico elementar do
ador Ao B. Considere || - || como sendo a norma, definida em V', conforme a Defini¢ao
. Entao:
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.‘) Sl AB) Z i Tl

b) S2 AB Z Ko Tl g 1145

1<i<j<n

2) |AB||? = S1(AB)? — 2S5(AB);

. 2
4 > (mm-nn) =(n—1)|AB|* - 25(4B).
1<i<j<n
Jemonstragdo. Segundo nossas hipéteses consideremos a seguinte notacao
Ae; = p; €;
B ei =, e;;
AB e; = pu; m; e;.

&) Pela Definigao 1.24
Si(AB) = pims

| Pela Definigao 1.24
2(AB) = Z Hi i fj 75

1<i<j<n

- Pela Definicao 1.23

n

S](AB) = Z AB&,, 81 Z Hi i3

=1 i=1

de onde,

2 L ?
(SI(AB)) =( i 771:)
=1
=N wdni42 > s

i=1 1<i<j<n

Da Definicao 1.31, é facil ver que

(5:4B)) = 14BIP +2 3" pim sy

1<i<j<n
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d) Vé-se imediatamente que

2
(u,- T — 1 nj) = ud ] + p3 ) — 2 magss My

assim,

> (mm—#jﬂj)2= 2, (Mfﬂf*’fﬂf?ﬁ)—? Do Hms s

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

segundo nosso item (b),

> (mm—w 77.—;)2 = > (uinP+u2n?) - 25x(4B);

1<i<j<n 1<i<j<n

é claro que

> (Mi i — K 77.:')2 =(n—1) Y puin?—2S(AB).

1<i<j<n i=1

.4 Aplicagoes

4.1 Desigualdades

. il ; ; : : :
rema 2.17. Cosidere M uma variedade Riemanniana (n+ 1)-dimensional coneza

5 % 5 21 . —=n+1 .
orientdvel. Dada uma hipersuperficie arbitrdria, x : M™ — M, valem as sequintes
igualdades:

s)

IH(A <Al < V(n-1)5(A)2 - 25(4) ,¥n>2;
5)

| Ricc (X,Y) — Rice (X,Y)+(R(X,N)Y, N )| <
V2 \/55(A)2 - $1(A)S5(A) — 25,(A) | X || Y | ,Vn >4

onde R € o tensor de curvatura do espago ambiente, N é um campo vetorial unitdrio

definido ao longo de x(M), A € a segunda forma fundamental da imersdo e para
qualquer X, Y € TM.

Além do mais, esta cota nio pode ser melhorada.
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- —n+l —n+1 2 . ' .
¢) Em particular se M = M (c¢) é uma variedade Riemannina com curvatura

seccional constante ¢, entao

| Rice (X) —nec | < V2 1/S5(A)? — S1(A)S3(A) —254(4)  ,Vn>4

para qualqguer X € TM unitdrio, onde A é a sequnda forma fundamental da imersao.

Demonstragao.

a) De fato, denotemos por Aj,-- -, A, os valores principais da imersao num ponto; entao

|S1| =

>
i=1

Por outro lado, da equagao (2.7) temos

S Z |Ai] < nf|A]l.
t=]1

IA]I% = |12 (A = (n — 2)SF < | P(A)]I;
pela Observagao 2.7

[ A|? < (n—1)S1(A)? — 255(A).

5) A partir da equagdo de Gauss e da definigao do tensor de Ricci,

Rice(X,Y) = Rice(X,Y) — (R (X,N) Y, N )+ nH(AX,Y) — (AX, AY);
onde R é o tensor de curvatura do espaco ambiente, N é um campo vetorial unitario
definido ao longo de z(M), A é a segunda forma fundamental da imersao e para
qualquer X,Y € TM.

Por ser A auto-adjunta,

Rice(X,Y) = Rice(X,Y) — (
= Rice(X,Y) — (

R (X,N)Y, N)+ Si(A)(AX,Y) — (A2X,Y)
R(X,N)Y, N)+ (S1(A)AX — A2X,Y);
mas, AP,(A) = Ao (S1(A)I — A) = 5;(A)A — A? de onde obtemos

Rice(X,Y) = Rice(X,Y) — (R (X,N) Y, N ) + (A P,(A)X,Y).
Logo,

| Rice(X,Y) — Rice(X,Y) + (R (X,N)Y, N) | = | (A A(A)X,Y) |;
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de onde,
| Rice(X, Y) ~ Riee(X,Y) + (B (X,N) Y, N} | < | AR(A) [ X | Y [;
pelo Corolario 2.15,

| Rice(X,Y) — Rice(X,Y)+ (R (X,N)Y, N )| <
V/253(A)? — 251(A)S3(A) — 4S4(A) 1 XY |-

Que esta cota nao pode ser melhorada é consequencia da defini¢do de norma.

c) Quando M = ﬁnﬂ(c) é uma variedade Riemannina com curvatura seccional
constante c, entdo R(X,Y)Z é tangente a M para qualquer X,Y,Z € TM de modo
que ( R (X,N) Y, N ) = 0. Também sabemos que Ricc (X,Y) =cn (X,Y). O
resultado é uma conseqiiéncia imediata de nosso item (b).

2.4.2 Condigoes para que L, seja Eliptico

Consideremos M™ uma variedade conexa e diferenciavel e z : M" — ﬁn+1(c) uma imersao
sométrica, onde MHH(C) é de curvatura seccional constante c. Na Defini¢do 1.39 intro-
duzimos o operador diferencial de segunda ordem L.

Dizemos que L, é eliptico em M quando P. for definido positivo em M, isto é, se todos
os auto-valores de P, sdo positivos, entao L, é eliptico.

Em [Reilly] Reilly indaga em que condi¢des P.(A) é definido positivo. E sabido que se
todos os valores préprios de A sao positivos, entdo, P.(A) é definido positivo. Mas, mesmo
na presenga de valores préprios negativos podemos ter P.(A) positivo definido. Assim, o
operador L,(f), em geral nédo é eliptico; algumas condi¢bes devem ser estabelecidas para
assegurar sua elipticidade, como mostra o seguinte resultado de [HouLei:

“Seja M uma hipersuperficie em R™! com H,.1 =0, 1 <r <n—1. Entdo L, é eliptico
em p € M se e somente se H,2(p) #07.

Noés obtemos outras condigoes para garantir a elipticidade de L,; isto €, condigao equi-
ente a P,(A) ser positivo definido.

rema 2.18. Dada uma hipersuperficie x : M" — Mnﬂ(c), considere A sua segunda

a fundamental. Dado qualquerr € {1,--- ,n—1}, as seguintes afirmativas so verda-
eiras:

a) Se tmgo(Pr_l(A) A Pr(A)) =0 e S5.(A) >0 em M, entdo os auto-valores de P.(A)
sio > —(y/r — 1)S,(4);
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) Se tmgo(P,._l(A) A P,,(A)) =0 e S,(A) <0 em M, entdo os auto-valores de P,(A)
s8do > (y/r +1)S,.(A);

Demonstragcdo. Considere {e1, -+ ,e,} a base ortonormal que diagonaliza A e Ay, -+, A\,
us autovalores associados. Sem divida, P,(A) é simultaneamente diagonalizével com A.
*gue-se da Proposicéo 1.33(i) que os autovalores de P,(A) sio {Sr(Ai) }ima

%) De nossa hipétese e da identidade (2.8), segue-se que

TS,.(A)2=||AP,. 3k )”2>/\2 S._1(A t)2 Vie{l,---,'n};
r S,(A)? > X} Sr-1(A)?  Vie{l,-- ynk;

de forma equivalente,

(VF 5:(4) = AiS,a(41)) (ﬁ 5:(A) + XiSr-1(41)) 2 0 Vie{l--,n}

Suponhamos que 3 jo € {1,---,n} tal que \/r S,(4) — Aj, Sr-1(4;,) < 0; usando
este fato na desigualdade acima, obtemos que /7 S, (A)+ A, Sr- I(A ) < 0. Destas
duas inequagtes temos,

VT S:(A) < Nj, Sr-1(4,) < =V S(4),
de onde 2/r S,(A) < 0, uma contradigio. Logo,
VT S (A) = X S_1(Ai)) >0 Vie{l,---,n},
de onde obtemos
Ai Sro1(Ai) < VT Se(A);
Ai Sr_1(A;) < S,(A) + (ﬁ S,(A) - S,.(A));
—(vr = 1)8,(A) < 8.(A) — X; Sp_1(A)).

Portanto,

—(Vr=1)8,(A) < S,(A;)  ,Vie{l,---,n}.
5) De nossa hipétese e da identidade (2.8), segue-se que

r S (AP = || AP,_1(A) || > M2 S,_1(4;)? Vie {1,--+ ,n};
r S (AP >N S_i(A)? Yie{l,---,n).

Portanto,
(VF S0(4) = AiSe1(49) (VF 5.(4) + XiS,-1(41)) 2 0 Vi€ {1, ,n}.
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Suponhamos que 3 jo € {1, ,n} tal que /7 S.(A) + A r 1(A ) > 0; usando
este fato na desigualdade acima, obtemos que /7 S,(A) — = (A ) = 0. Destas
duas inequacgoes temos:

_\/F Sr(A) S Ajﬂ Sr—l(AjD) S \/F ST‘(A)'I
de onde 2+/r S,(A) > 0, uma contradigao. Logo,
\/F S,-(A) + X\ S,-_l(A,;) <0 Vie {]., s ,n},

de onde
Ai Sr1(Ai) < =V Si(A);
assim,
Xi 5:1(A3) < S(A) + (=7 Si(4) - Si(4))
e obtemos
(VT +1)S.(A) < S, (A) — Ai Sr—1(As).
Portanto,

(vr+1)S.(A4) < S.(A) ,Vie{l,---,n}.
|

rvacgio 2.19. Em [AdCS] foi provado o seguinte: "Seja z : M" — S™*'(1) uma
superficie fechada e orientdvel com curvatura escalar R =1 (isto equivale a dizer que
=0). Assuma que S; nao muda de sinal e escolha uma orientagdio em M para o qual

$120 e |VP(A) A|? < trago Pi(A).

0

) IlV/Pi(A) A|* = trago Pi(A).

) ou M" ¢é uma subvariedade totalmente geodésica , ou M" = S™(ry) x S™(ry) C
S"+1(1), ondeny +na=mn, r2+12=1 e B = (fracrar)’ satisfaz

ni(ny — 1)8% — 2niny + na(ng — 1) = 0.

outro lado, fazendo r = 1 no Teorema 2.18(a) temos: se trago(Po(A) A Pi(A)) =0e
A) > 0 em M, entdo os auto-valores de Pi(A) sdo todos positivos. Mas Py(A)AP,(A) =
Pi(A) e da Proposi¢io 1.33(e) seque-se que se S = 0 e S1(A) > 0 em M. Assim,
auto-valores de Pj(A) sdo todos positivos e portanto existe \/Pi(A). Isto mostra a
ancia do Teorema 2.18.
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Observagao 2.20. Outra forma de enunciar o Teorema [HouLei] € a sequinte:

Seja M uma hipersuperficie em R™™! com S, =0, 2 < r < n. Entdo L,_, € eliptico em
€ M se e somente se tragco(Pr_1(A) A Pi(A))g) # 0.

De fato, a condigdo S, = 0 aplicada no Coroldrio 2.10(b), mostra que

trago(Pr—1(A) A Pi(A))@) = (r+1)Sr41.

Em outras palavras, o enunciado deste teorema € equivalente a dizer:
Seja M uma hipersuperficie em R"*! com S, =0, 2 < r < n. Entdo L._, € eliptico em
p € M se e somente se Sy11(p) # 0.

corema 2.21. Dada uma hipersuperficie x : M" — M

orma fundamental.

(¢), considere A sua sequnda

a) Se existe um ponto p € M tal que S,(A) >0 e S,41(A) =0, entdo o operador P.(A)
é nao negativo em p (isto é, P,(A) > 0 em p) ou equivalentemente o operador L, é
nao negativo em p (isto é, L, >0 em p);

b) Se existe um ponto p € M tal que S.(A) <0 e S,41(A) = 0, entdo o operador P.(A)
é ndo positivo em p (isto é, P.,(A) <0 em p) ou equivalentemente o operador L, é
nao positivo em p (isto é, L, <0 em p).

Demonstragao.

a) Vamos mostrar que para cada j temos S,(A4;) > 0 em p. Para isto, suponha que existe
algum j, tal que S.(A4,,) <0.

Por outro lado, para cada i, pela Proposigao 2.2(d),
Sr(Aiy Ajo) = Sr(Ajo) — MiSr-1(As; Ajo);

somando em 7, temos
> Sh(Ai, Ajy) = nSe(Aje) = D MiSr-1(Ai, Ajo),
i=1 i=1
de onde obtemos
Z ST(Ai! Ajo) + S""(Ajoa Ajo) = nSr(Aju) e Z AiSf‘—l(Ai’ AJ'U) i ’\jusr‘—l(Ajov A.io)-
s Zx
Pela Definigao 2.1,
Z Sr(At':' Ajo) e Sr(Ajo) = nSf‘(Ajo) = Z )‘iSr—l(Ai}Ajo) — ’\joSr—l(Ajo);

i=1 i=1
i#jo i#jo
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pelos itens (f) e (i) da Proposigao 2.2,
(n—1—71)5(Aj,) + Sr(Ajo) = nSr(Ajo) — 78-(Ajo) — AjoSr-1(Ajo);
daqui obtemos,
AjoSr-1(Ajz,) = 0.

Agora, pela Proposicao 1.27(c) obtemos: S,(A) = S,(A;,) e por hipétese 0 < S.(A) =
S:(Aj,). Mas isto contradiz nosso suposto de S,(A;,) < 0. Mas isto equivale a dizer
que L, é nao negativo em p.

b) Neste caso, vamos mostrar que para cada j temos S,(4;) < 0 em p. A prova é
totalmente analoga ao item (a).

Observacgao 2.22. Utilizamos o Teorema 2.21 como um dos elementos na demonstracao
resultado que se segue.
ax : M" — S™(1) uma hipersuperficie fechada e orientdvel com Sy 1 =0 e S >0

[V Pi(A) All? < trago Pi(A),

(i) |/ Pi(A) A|? = trago Pi(A);
(1) ou M" € uma hipersuperficie totalmente geodésica , ou M™ é um Hyy1(r)—toro.

demonstragao nao serd incluida aqui.
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Capitulo 3

Hipersuperficies com Sy =0

.1 Hi(r)—toros

Dados 7 € (0,1) em € {1,--- ,n — 1}, consideremos as imerses candnicas de esferas
5B (p) & R e 5™(v1—17?) c R™1,

wom raiosr e V1—r?e dimensdes n —m e m, respectivamente.

nsidere a imersdo produto S™™(r) x S™(v/1 — r2) — R*™t1 x R™+1,

A hipersuperficie S"~™(r) x S™(v/1 —1r2) — 8"*1(1) tem as seguintes curvaturas
principais:

V1—r?

r

/\1="'/\n—m=

—
’\n—m+1 S = m ’

licando a Proposicao 1.20 nestas curvaturas principais, temos que suas k—ésimas funcoes
étricas sao dadas por

k

= (L) v (V)0 ()

i=0
k k i
1—r%\? ; (n—m\ (m r2 \'
(%) 2 (2O0) =)
2
Fazendo 62 := ﬁ, a igualdade acima toma a forma

3.1) Sy = .;_k Zi; (=1 (?;c - T) (T) .
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também podemos expressar esta igualdade em termos da fungo hipergeométrica o Fy (veja
2 se¢io 1.4) como segue:

1

13.2) Sk = o

(n _k.m> 2F1(—"k, =01 Tl = k + 1; —92).

Por outro lado, expressando a equagao (3.1) em termos de sua curvatura normalizada, Hy,
temos a seguinte equagao polinomial de grau 2k em 6:

k

(n—m\ m\ o (7

. —1)’ 0% — (| |He 6" =0.

o e (W0)(5) - (R)mer=s

Define-se um Hy(r) toro como sendo um toro de Clifford com k—ésima fungao curvatura
2

‘média H, constante em todo ponto, onde seu raio r é dado por r? = > € 0 é raiz da

1+6
«uacdo polinomial com coeficientes constantes (3.3). Usando a definicdo de ¢ podemos

expressar as curvaturas principais de um Hj(r)—toro como sendo:

Xy =to'e s Ky 5, =72
! 9

Anemt1 =<+ An = —0.

Por outro lado, a partir da Férmula de Gauss, deduzimos que em toda imersdo isométrica
il L. s
forma z: M"® — M (c) sua curvatura de Ricci satisfaz

Ricc(e;) = c(n — 1) + nH(Ae;, e;) — (Ae;, Ae;),

de A representa a segunda forma fundamental da imersao e Ae; = Aie;.
Em particular, num Hj/(r)—toro temos

B JAIP = (n—m) 5 +m 6%
) Ricci(er) =+ Rici{epm) = (1= m— 1) 1o
3.6) Ricci(ep—m41) = - - - Ricci(e,) = (m — 1) (1 + 62).

partir destas duas ultimas equagdes, temos

m—1
87 icci(e.) = PR M 5
) Ricci(e;) = 0 o Ricci(e;),

Bi=1: n—m j=n—m+1,---,n
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macao 3.1. Para qualquer k € N* temos que

2) cada Hy(r) toro da forma S™'(r) x SY(v1—r2?) — S"*'(1), com Hy = 0, tem por

raio T = |/ 2=%;
n

8) cada Hy(r) toro da forma S"~2(r) x S% (V1 —r?) — S**(1), com Hy = 0, tem por
raio v = \/an :l:l Hp=kl

n n e

m geral, cada Hy(r) toro da forma S*~™(r) x S™(v/1—1r2) — S§"*1(1), com Hy =0, tem
valores possiveis para o Taio T.

onstragao.

Para um Hy(r) toro da forma S™~1(r) x S*(v/1 —r2) — S™*1(1), temos que m =1 e
a equagao (3.3) toma a forma

Sy RGHEGEES

usando, nesta igualdade, a identidade (";') = 2 (}7}), a igualdade acima toma a

forma,
n—k o|(n-1\_ (n ko
oE = g~ () BP0

Por hipétese, Hy =0, donde r> =1— % < 1.

) Para um Hy(r) toro da forma S"2(r) x S?(v/1 —r2?) — S™*1(1), temos que m =2 e
a equacao (3.3) toma a forma

n—2\ ,(n—2\, n—2\, (n k
() (o () s

Usando, nesta igualdade, as identidades:

(2= G0« (9 - (5e)

a igualdade acima toma a forma:
(n—k)n—k—-1) _n—-k_, 4| (n—2 n '
— = H = 0.
{ k(k—1) B0 T \pag) ) B =0
Por hipétese, Hy, = 0, de modo que temos que resolver a seguinte equacao:

g n—=k 5 (n—k)(n—k—l)__
poa(n2h) gy Bl koD g
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obtemos % = p ! (n—kﬂ:\/(n_l)(n_k)).

-1 k
Portanto,
n—k:l:\/(n-l)(n_k)
A k
n_li\/(n—l)(n——k)
k
Logo,

H,(r)—toros

leorema 3.2. (Classificagdo de H,(r)—toros)

A tnica familia minima de H,(r)—toros é dada por

grm ( = ;m ) x S™ (\/%) — (1),

E mais:
m
)\1 = == An—m = o m;
n—m
/\n—m+1=" _)\nz_ o ;
|A]l? = n;
Ricc(e;) = n(nn—_mm— 1),
Ricc(e;) = n(mm— 1),
k
m 2 fn—m
Sk(A)= (n_—m) ( k ) gFl(—k,—m,n—m-—k+1,—1).
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) A familia de H,(r)—toros com @ dada por

. 2(n —m) + nHE F Hi\/n?HE + 4m(n —m)
- 2n(1 + HY) ’

n? n(n —2m
| Al =n+ e o m)H12 B _ﬂng(n = m)) Hyy/n2H? + 4m(n — m);
Ricc(e;) = ;;—TT;)% (2n(n —m) +n?Hi £ nH\/n?H} + 4m(n — m));

-1
Ricc(ej) = -TZW (4mn +2nH2 F \/n?Hf + 4m(n — m)),

ondei=1,---,n—m e j=n—m+1,--- ,n.

nstragdo. Todo Hi(r)—toro é da forma S"™(r) x S™(v/1—1r%) — S"*!(1), com
(0,1)eme{1,---,n—1}.
Para achar o(s) valor(es) de @ é simplesmente fazer k = 1 na equagao (3.3), para obter

mé® + nH0 — (n —m) =0,

onde,

o —nHy £ y/n?H +4m(n —m)

B 2m ’
52 — dm(n —m) + 2n*H? F 2nHy\/n?HE + 4m(n —m)
4m? ’
1 4m(n—m)+2n°H} £ 2nHy\/n2H} + 4m(n —m)
62 4(n —m)? ’

to,

1+6%  2n(n—m)+n’H} £ nHi\/n?H} + 4m(n —m)
62 2(n — m)? '

equagdes (3.4), (3.5) e (3.6) temos que

A[* =n+§h 2 Hﬂl\/nsz+4m(n—m);
i) = g—(;—TT;—)i (2n(n —m)+nH2 £ nHl\/n2H12 +4m(n — m)),
i=1,+ ,n—m;
(e;) = TZT_ZI (4mn+2n2H12:F \/n2H12+4m(n—m)), j=n—-m+1,---,n.
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1
PE B 4m(n —m) + 2n2H F 2nH1\/n2H12 + 4m(n — m);

2
2 _

=170 obtemos

mo 7

_|2(n—m) +nH} F Hi\/n2HE + 4m(n — m)
. 2n(1 + H})

onde concluimos:

a) se H; =0, entdo

n—m
r= o
1A]* = n;
() = n(n —m — 1);
n—m
. n(m—1)
Ricc(e;) = -

b) Se @ entdo

- 2(n —m) +nH} F Hi\/n?HE + 4m(n —m)_
B 2n(1+ H?)

3

n? n(n —2m
-—m-1
Rice(e;) = ?;(Tmm)? (Qn(n —m) +n’H} £ nH, \/n2H12 + 4m(n — m));

=]
Rice(e;) = TZW (4mn +2n’H? F \/nQle +4m(n — m)),

ondeti=1,---,n—mej=n—-m+1,---,n

3 Hs(r)—toros

rema 3.3. Todos o Hg(}')—toros saw_descritos como seque.
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a)
5%1(r) x SY(V1 —1r?) — S (1),
com r = n(?fg—_—fl) Ademais,
14l = " n(n—1)H; +4(n—1)Hy +n\
n-=2 2 +nH, ’
Ricc(e;) =n(1+ Hp) ondei=1,--- ,n—1;
Ricc(e,) = 0.
b)

5™ (r) x S™(VI —12) — S™(1),

onde m € {2,--- ,n — 2} satisfaz

n(n—1) n?(n—1)
2(Hy + 1)

2(n;m) CH, + ‘/H§+ 4m(n —m) B, 5 4m(n —m)
(3.8) =

Além disso,

n(n —1)(n - 2) m(n —m)(n — 2)
m-m-Dm-1 2T em=Dm=1)
(n—2m)y/n—1
2(n—m—1)(m—-1)

- =

All? =
4l = 5

\/nz(n — 1)H3 + 4mn(n — m)Hy + 4m(n — m);

Ricc(e;) = (n—1) + ;—((,:‘_;:3)—}12 F f(;_:"ni) n%(n — 1)HZ + 4mn(n — m)Hy + 4m(n — m);

Ricc(e;) = (n—1) + %Hg %+ %\/?ﬁ(n — 1)HZ + 4mn(n — m)Hy + 4m(n — m),
ondei=1,---,n—-m, j=n—-m+1,--- n.
monstragao. De fato, qualquer Hy(r)—toro é da forma S""™(r) x S™(v/1—r2) —
*1(1),comr € (0,1) em € {1,--- ,n —1}.

Para achar o(s) valor(es) de 6 simplesmente basta fazer k = 2 na equagio (3.3), para
ter

m(m — 1)9* — (n(n —1)Hy 4+ 2m(n — m))92 +(n—m)(n—m—1)=0. (%)
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a) Neste caso vamos fazer m = 1 na equacéo (*) e obtemos

- 2+nH,

Pelas equagdes (3.4), (3.5) e (3.6) teremos que

IA]]2 = n n(n—1)H} +4(n—1)Hy +n\
T i 2+ nH, d
Ricc(e;) =n(1+ H,;) ondei=1,--- ,n—1;
Rice(e,) =0.
b) Neste caso m € {2,--- ,n — 2}, de modo que temos que resolver a equacdo biqua-

drada (*) e obtemos

o_n—m n(n-—1)

H.
m—1 " 2m(m—1) o=

vVn—1
2m(m — 1)

\/n2(n — 1)H} + 4mn(n — m)Hy + 4m(n — m).

E implicito que R := n2(n — 1)H2 + 4mn(‘n —m)Hy + 4m(n —m) > 0.

Para achar o raio use a identidade r? = l_i_Leg'; portanto

2(n — 4 - 4 _
—(nn m) + Hy + \/H§+———;n((:_ S) H2+————$Ez_$)

"= 2(Hy + 1)

Para achar o quadrado da segunda forma fundamental, use a equagéo (3.4) e para
achar as curvaturas de Ricci, use as equagdes (3.5) e (3.6).

Por outro lado,

92\/n—m+ n(n—1) Hﬁ:——\m—l\/'}_z.

m—1" 2m(m—1)" " 2m(m— 1)

Segue-se que

%:( m_ n(n—1) H, = vn—1 \/7_2)><

n—-m-—1 2n-m)(n—m-1) 2(n—m)(n—m—1)

\/n—m+ n(n — 1) H, + vn—1 VR

m—1 " 2m(m—1) 2m(m — 1)
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—ifn

. 1 ..
Sabemos que S; = — m@; substituindo os valores de # e — nesta expressao

podemos obter, depois de alguns cdlculos, a seguinte identidade:

n—m n(n-1) vn-—1 m+ 2, 4 YL /R
\/m—1+2m(m—1)H2i2 (m )\/_ mn[21+(n—1)i*{2]

A partir desta igualdade temos:

I o o L), )\/n—m =1 g0 L5,

(=51).

(m+ 25D, + YELVR 17 2m(m—~1) 7° 7 2m(m—1)
8 m—l—ﬂ"z—‘lng:I:l@\/'l_Z H
= — L

m(1+ (n - 1)H,)

Observagao 3.4. Fazendo m = n — 1 na equagdo (*) segue-se que 6 =0 ou 6% =

nH; + 2 2
3 . Descartaremos o caso 8 =0 por ser irrelevante, de modo que r = M

Neste caso temos,

2 (At
n—2 2+ nH, ’
Ricc(ey) = 0;
Ricc(e;) =n(Hy+1), ondej=2,---,n

3.4 Hjy(r)—toros com Curvatura Escalar Unitaria

Sabemos que numa hipersuperficie na esfera unitdria a hipdtese de curvatura escalar 1
‘equivale a hipétese de Hy = 0. Toda esta segdo é constituida de corolarios do Teorema 3.3
do paragrafo anterior.

Coroldrio 3.5. O Hy(r)—toro da forma S 1(r)x S (v/1 — r2) — S"*1(1), com curvatura
escalar unitdria, satisfaz:

n—2
P = :
n
2
2_ 0 .
AP = 7
Rice(e;) =n, ondei=1,--- ,n—1;
Ricc(e,) = 0.
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Ademais, suas func¢des simétricas sao dadas por

.

1 , e k=10,

() () e

n—2
2
—( = 2) . 56 k=mn,
\

S1>0,85=0 e Sk<0,VkE{3,---,TL}.

St =4

Demonstracdo. E suficiente fazer Hy = 0 na Proposicao 3.3(a). Para avaliar suas fungdes
simétricas basta fazer uso da Proposigao 1.20 e considerar que suas curvaturas principais
sao dadas por

A= oo = Ny = =—

Observagao 3.6. O Hy(r)—toro da forma S*(r) x S"}(v/1 —r2) — S"*(1), com cur-
wvatura escalar unitdria, satisfaz:

n—2
F= :
n
2
A= ——;
141? = 5
Ricc(er) = 0;
Ricc(e;) =n, ondej=2,---,n.
Suas fungoes simétricas sao:
(1 ; sek =1l
k
ok n2-Fk)(n-1 % " _
Sk—<( V' 2n=m\ & n—2 s fELE R
n—2
(=1 ( = c 2) ; dek =mn.
| =
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E mais:
5, <0,8=0 ,Vk22132k_1>0,52k<0.

Observe como o sinal destas fungées simétricas mudam profundamente em relagdo as dadas
no coroldrio anterior.

Para mostrar as igualdades referentes a norma de sua segunda forma fundamental e
as curvaturas de Ricci € suficiente fazer Hy = 0 na Observagdo 3.4. Para avaliar suas

¢oes simétricas € somente fazer uso da Proposigdo 1.20 e considerar que suas curvaturas
Principais sao:

n—2

Coroldrio 3.7. Para todo n > 4, os Hy(r)—toro da forma S"™™(r) x S™(v/1 — r?) —
5"*1(1), onde m € {2,--+ ,n — 2}, com curvatura escalar unitdria, satisfazem:

a)
\/n -m 1 [m(n—m)
r= + =/ —.
n n n—1
Além do mais, seque-se que S; <0, S, =0 e S5 > 0;
b)

E mais: Sl>0, So=0 e S3 < 0.

Demonstragdo. J& que toda hipersuperficie na esfera unitdria S"+'(1) com curvatura es-
calar unitaria é equivalente & condicdo de Hy = 0, consideremos:

a) o caso Hy = 0 e escolhamos o sinal positivo para a equagio (3.8) dada no Teorema 3.3.

Desta forma, obtemos a expressao para o raio.
2

Substituindo este raio na igualdade % =

5, temos:
=y

gt _ V=)= 1) - m(n - m)
m(m — 1) '
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Uma vez obtido o valor de 62, estamos em condigdes de calcular qualquer funcéo
simétrica Sk, veja a equagdo (3.2). Em particular quando k = 1, verificamos que:

—n

Vmn—m)n-1) - (n—m)

2Fi(—1,—m,n — m; —6?) =

assim,
—n(n —m) .
vmn—m)(n—1) - (n—m)

Desde que m > 1, temos que o sinal do denominador da tltima igualdade é positivo.
Analogamente, como m < n, temos que o sinal do numerador é negativo. A equacao
(3.2) nos mostra que S; < 0.

(n _1 m) oFi(—1,—m,n — m; —6%) =

Considerando k£ = 3 na equagdo (3.2), verificamos que:

2F1(—-3, —H, T — 2; —92) =

2(n — 1) ((m + 1)/m{n = D)(n —m) +m(2n —m — 1)_

?

m(m —1)2(n —m — 1)(n —m — 2)

assim,

(” ; m) 2Fi(=3,—m,n —m —2; —0%) =

(n=1)(n—m)((m +1)y/m{n = 1)(n —m) +m(2n —m — 1)

3m(m — 1)2

Desde que 2 < m < n—2, temos que 2n—m —1 > 0, onde o numerador desta tltima
igualdade € maior do que zero. A equagéo (3.2) nos mostra que Sy > 0.

b) O caso Hy = 0 e escolhamos o sinal negativo para a equagio (3.8) dada no Teorema
3.3. Desta forma obteremos a expressio para o raio.

Substituindo este raio na igualdade #* = l—r—z, temos:

n(n —m)(n —m — 1)
(m\/n —1++/m(n— m)) ((n —m)yn—1+ \/m(n——m)) '

Considerando k = 1 na equagéo (3.2), verifica-se que:

9% =

vmn—m)(n—1)+ (n—m);

QFI('—]-: —m,n —m, _02) =
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assim,

n—m ] o g e g n(n —m) -
( 1 )2F1( it =8) Vmn—m)(n —1) + (n —m)

A equagao (3.2) nos mostra que S; > 0.
Considerando k = 3 na equagéo (3.2), temos que:

2F1(=8,-m,n—m—2;-6%) =
—2n(n —1)

(n—m-—2)((m+ 1)y/m(n—m)(n—1)+m(2n —m — 1));

assim,

(n ; m) oF1 (=3, —m,n—m —2; —6%) =
—n(n—1)(n—m)(n—m-—1) _
3((m+ 1)y/m(n—m)(n—1)+m(2n —m — 1)) ,

Desde que 2 < m < n — 2, temos que 2n — m — 1 > 0, onde o denominador desta
ultima igualdade é maior do que zero. A equagdo (3.2), nos mostra que Ss < 0.

3.5 Principais Resultados

Lema 3.8. Sejam V um espago vetorial com produto interno real n dimensional e B €
L(V) um operador linear auto-adjunto. Pelo Teorema espectral, V tem uma base ortonor-
mal {vy,--- ,v,} de auto-vetores de B e todos os auto-valores de B sao reais, isto é,

B’U,' - /\i’U,', Vi.
Definamos,
X2 .= max {)?}.

i<i<n

a) Se X2 =0, entdo \; =0 Vi,
isto é, os valores proprios de B sao 0 de multiplicidade algébrica n;

b) Se My #0, S2(B) =0 e Si(Bx) =0, entdo os valores prdprios de B sdo:

o 0 de multiplicidade algébrican — 1,
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o +)\; de multiplicidade algébrica 1;
c) Se A\ #0, S3(B) =0 e Si(Bx) # 0, entdo para cada u € V

\

r n
Y 51(Bi, Bi)’
i=1
(B?u,u) < ||u||*{ - = > trago (B?);
451(Bx)? + Z&(Bi, By)?

i=1
\ i#k Y,

d) Se A\ #0, S3(B) =0 e Si(Bi) #0, e se existe um w € V \ {0} tal que

4 n 3
> 5i(Bi, Br)*
i=1
(B*w,w) = ||w||? = - > trago (B?),
48, (Bk)? + ) Si(B;, Bi)?
\ izt )
entdo A\; = A; Vi,j € {1,--- ,n}\ {k}. Em outras palavras: os valores préprios de

B sao dados por

e A (= \) #0 de multiplicidade algébrican — 1,
o +); de multiplicidade algébrica 1

Além disso,
Bw = )\k w.

a) Por defini¢ao, A? < A} Vi; entdo
0< A2 <A i,
por hipétese,

0< M <0 Vi,
A,‘,=O V?;

Logo o tinico valor préprio de B é 0 de multiplicidade algébrica n.
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(b) Sabemos que
> A =51(B)® - 25(B).
i=1

Por outro lado, pela Proposicao 1.27(c), S1(Bx) = S1(B)—Ax. Por hipétese, Si(Bx) =
0, entdo S;(B) = Ax. De onde a igualdade acima toma a forma:

> A=A} —25(B).

i=1

Por hipédtese, S2(B) = 0, de onde obtemos

Zn: X=X
i=1

de modo que

Yy X =o.
i=1
i£k
De onde, \; =0, Vi€ {1,---,n}\ {k}. Portanto, os valores préprios de B sao:

e 0 de multiplicidade algébrica n — 1,
e +); de multiplicidade algébrica 1.

(c) Pela Proposigao 2.2(f),

25,(By) = Z AiS1(Bi, Br);

i=1

ik

4Sy(B)? = | > AiSi(Bi, By)
i=1

ik

Pela Proposigio 1.27(c), Sz(Bg) = So(B) — MS1(Bx); por hipétese, Sp(B) = 0, entdo
So(By) = —MS1(By). Por hipétese, A\ # 0 e S1(Bx) # 0, de onde S3(By) # 0. De
onde temos que A2S;(By)? = Sa(By)?, isto é, 4A2S;(By)? = 45(Bx)?. Logo

2

A28 (By)? = Z \iS1(Bi, Br)

i=1
i#k
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Pelo Lema 2.3,

ANS1(Be)? < | Si(B;, By)?

=1

ik

i X

=1
£k

na desigualdade acima, somando a ambos lados \} z S1(B;, B;,c)2 temos

i=1

ik

i 451(Be)* + ) Si(Bi, Bi)?

=1
i#k

< isl(s,-,s,,)ﬁ i:)\f.

=1
i#k

Consideremos vy, - - ,v, base ortonormal de V diagonalizando o operador B,

Yoaav,ellu||2=3X1 a? > 0, Yu € V\{0}. E facil ver que (Bu, Bu) = Y i,
por ser B auto-adjunta, (Bu, Bu) = (B?u,u). Assim,

(B%u,u) = Za?/\? <M

=1

n
> a? < JjulPAL.
i=1

Como trago(B?) = Z(Bzw, v;) = Z A} (vi, v;
i=1 i=1
temos, Yu € V'\ {0} :

=3,
i=1

Y Si(Bi, By)?
s
481(Br)>+ ) _ Si(By, By)?

i=1
itk

(B?u,up < [|ul[2A2 < [|u][?< p trago(B?).

\ /

Observamos que esta tltima desigualdade continua sendo vélida para u = 0.
Logo, YVu € V

> Si(By, By)?

i=1
ik
451(Bk)?> + > S1(Bi, By)?

i=1
ik

(39) (B, u) < [JulPA% < [lulf?< » trago(B?).

\ y.
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(d) Seja w € V'\ {0} um vetor tal que

( n i
> 5i(B:, Bk)’
=l
(B?w, w) = ||wl[? ¢ = , traco(B2);
45, (Bk)? + Z S1(Bi, Bx)®
: 7k i
usando a relagao (3.9) obtemos
r n 3
Z Si(Bi, By)?
iZk
(B*w,w) = [|w|*X} = [[w]]® c > trago(B?),
45,(By)* + Z S1(B;, Bk)2
\ z;’]é /
logo
¢ n 3\
Z S1(B;, Br)?
i
w2 = llw]*§ ——  trago(BY);
451(Br)? + Y S1(Bi, By)’
: 7k ;
como w € V'\ {0}, temos que
( n )
> 5i(Bi, By)?
i=1
ik
A2 = ¢ B rtra(;o(B2).
481 (Be)? + ) _ S1(Bi, By)?
\ iZk )

Assim,

481(Be)* + ) 51(Bi, Be)® p Mg = | D Su(Bi, B)? | trago(B?);

i=]1 i=1

ik ik
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isto é,
INSI (B + 2 S1(Bi, Bi)? = | Y Su(Bi, By)? (Z A?) ;
iz i =
logo,

ANS1(BR) = | Y Si(Bi, By)?
\izk

_ (iSI(Bi,Bk)"’ [Z"j,\g_,\,z :
\& P

n / n
(ZA?)— > SuBiL B’ | X

\ iZk

— "

Em outras palavras,

n n
AINSU(B = | Yo Si(B B2 | [ Do A2
ik iZk
Na identidade 1.27(c) fazemos r = 1 e substituimos a hipétese Sy(B) = 0 para obter
Sg(Bk) = —)\kSl(Bk). Isto é,
)\iSl (Bk)2 = SQ(Bk)Q.

Fazendo r = 1 na identidade de Euler (Proposigdo 2.2(f)), e elevando ao quadrado
2

essa expressao obtemos 4S5(By)? = Z AiS1(B;, By)
iZk
A partir destas duas ultimas igualdades podemos ver que
2
ANSU(BL)? = | D NSi(Bi, Br)
i=1

i#k

Portanto,
2

Z/\iSI(Bi:Bk) = ZSI(Bi?Bk)z ZA?

i=1 i=1 i=1
Sk iZk ik
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A partir desta igualdade e pelo Lema 2.3 obtemos:

S1(B)* Y (A= Ay)?=0;
=

por hipétese S;(By) # 0, logo Z (A=) =0;
=
isto é,
Ai=Aj VZ,JE{I,','R}\{k}

De modo que os dois auto-valores de B sao A, e A(= \;).

e Agora mostraremos que este w é um vetor préprio de B.
J4 mostramos que

( > Si(B:, By)?
(B*w,w) = [[w|*X§ = [lw]]*< 2 5 » trago(B?).
48(By)2 + ) Si(Bi, Bi)?
k = ;
Sendo v, - - ,v, base do espago vetorial V', podemos escrever w = Yoy Qi
daqui temos que [|w|* = 3_7" a?. A partir da igualdade (B?*w,w) = |lw||2A2,

temos

n n
[wl?>f = (B*w,w) =) " a2\2 =Y " a2A2 +a2A}
j=1 j=1

ik

n n
=X) ad+aiX =)D al+ 2% - Nal + ol
J=1 i=1
J#k J#k
n
=2 al +apA} — Na}

=1
= 2|lw||® = A2a2 + a2 )2

De onde temos,
(lwll® = a) Xf = X (Jlw||* - af) .

n
i) Se af = ||wl||?, entdo a partir de |Jw||? = dii0f = Zaf- + a}, segue-se

=]
ik
que aj = 0, Vj # k. Resumindo: Se af = |jw|?, entdo a; = 0, Vj # k.
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Portanto

n n
w = E a;v; = E a;v; + apvg
=1

=l
J#k
n
— E Ov; + agvg
3=l
i#k
= A Vk.

Usando que a2 = ||w||? = a), = £||w||, temos que
w = || w||vg.
Neste caso,
Bw = B (%||w|lvk) = £||w||Bvx = x||w|| Axv
= M (E[|wllve) -

Usando que w = +||w||vk, obtemos

Bw =\, w.

ii) Se af # ||w||? segue-se que A2 = A2. Pela hipéStese sobre w, cada
desigualdade na relagao 3.9 torna-se uma igualdade e temos

4 n 3
Y Si(Bi, By)?
ik
lewlPA% = flw? { —=— b trago(B?);
48,(By)* + ) S1(Bi, Br)?
\ :;flc 7
sendo w # 0, temos, entao
Z S1(B;, Bk)?
=1
A2 = . B  trago(B?)
451(Be)? + Y _ Si(Bi, Br)?
( iZh j
| > Si(Bi, By)?
i=] n
= < A DPPEEPY.
45:(Bk)* + Y _ S1(Bi, Be)? | \izh
: iZh )
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Como o operador B tem somente dois autovalores, obtemos

\

( > Si(Bi, By)*
i=1
A= e - b (n— 1A%+ A7) ;
45,(Bk)? + Z S1(Bi, Bi)?
i=1
\ ik )

como estamos supondo que A? = A\?, temos, entdo

( n 3
Z S1(Bi, Br)?
i=1
A2 = g b (nA2) .
4S1(Bk)2 + Y S1(Bi, Bi)?
\ iZk J
n
> Si(Bi, Bi)?
i=1
De nossas hipéteses segue-se que Lo = # 0. Portanto
15182+ Y Si(Bi, By)’
=
A = 0 e isto implica que todos os valores préprios de B sao zero. Por
outro lado, sendo vy, ,v, base do espaco vetorial V podemos escrever

w =) a;v;; assim temos que

Bw = iaiB(v,-) = i i@ w;;
i=1 i=1
como todos os A; = 0 temos que
Bw = 0.
Finalmente, como A\, = 0, entdo Ay w = 0. Logo,
Bw =M w
|

rema 3.9. Dada uma imersdo isométrica v : M" — W+1(c), seja A a sua seqgunda
a fundamental. Se S3(A) =0 em M, entdo vale uma das seguintes alternativas:
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1. a imersao € totalmente geodésica;
2. a itmersao tem um valor proprio nulo de multiplicidade n — 1;
3. a imersao € de rotagao, isto €, as curvaturas principais sio

o — (252) X de multiplicidade algébrica 1
e \ de multiplicidade algébrican — 1;

4. Vp e M, Yu € T,M com |ju|| =1,

Ricc(u,u) > ¢(n — 1) + nH(Au,u) — {1 o AR }nQHz.

[(n+ 2)nH — nAg]

Demonstragdo. Seja A a segunda forma fundamental da imersdo e considere e;, -« - , e,
uma base ortonormal que diagonaliza A e A;,---,\, seus correspondentes auto-valores.
Para cada p € M, considere V' = T,M no Lema 3.8. Definamos

2. 2
Ap = 11151% {Ai}'

Temos:
1. Caso Ay = 0. O item (a) do Lema 3.8 nos garante que \; = --- = A\, = 0. Numa
linguagem geométrica isto é equivalente a dizer que a imersao é totalmente geodésica;
2. Caso Ay #0 e Si(Bi) =0. O resultado segue-se do Lema 3.8(b).

3. Caso A\ #0 e Si(Bx) # 0. Segue-se que sua curvatura média nao é identicamente
nula. Ademais, neste caso vamos supor que Sy(B;, By) =0, Vi # k. Pelo Lema 2.3
obtemos que

n
0=251(Bx)* > (\— \)2
ij=1
ij#k
Estd igualdade mostra que temos n — 1 curvaturas principais iguais; denotemos este
valor por A; em outras palavras:
Ai = A, paracada i # k;

Ak #0.

Como por hipétese Sy = 0, pela Proposigao 1.20 temos que

g= T3 3 e T,

2

Sendo n > 1 e A # 0, concluimos que
—2)Mk
A ;
n—2

O resultado segue-se do Teorema 4.2 de [DdC](pag. 701).
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4. E uma aplicagiio do item (c) do Lema 3.8.
[

Observacao 3.10. A familia de hipersupeficies dadas no item (3) inclue as "hipersu-
perficies mergulhadas M™ C R™! livre de "pontos flat”, as quais sdo regulares no infinito
e tém dois fins”, as quais foram estudadas em [HouLei.
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Capitulo 4

k-umbilicidade

4.1 Definicoes

efinigdo 4.1. Uma imersio isométrica z : M" — M "7 diz-se que € k-umbilica, no
ntoge M", k=1,--- ,n—1, se

4.1) AnPii (A) =M, VneT,M*,

de A, € a sequnda forma fundamental associada d imersdo, A = A(k,n) é uma fun¢do
endendo de k en e I € a aplicagdo identidade em T,M.

Ainda que nao se conhega, em principio, nenhum elemento componente da Definigio
1, é possivel mostrar que A(k,n) = ﬁ- Sk(Ay,), tomando para isto o trago na igualdade
.1) e a Proposigao 1.33(e). Portanto, outra forma de definir k—umbilicidade seria:

k
2) AyPeot (4)) = ~Si(4,) I, Ve T,M*

e nesta igualdade usarmos a Proposicao 1.29, obteremos outra forma equivalente de definir
umbilicidade:

3) Pe(A,) = (1 = ;‘;—) Se(A,) I,  VnpeT,M:.

finigao 4.2. Uma imersdo isométricaz : M" —s M """ diz-se que € k-umbilica quando
k-umbilica em qualquer ponto de M.
finigao 4.3. Uma imersdo isométrica z : M —s M "7 ¢ k—totalmente geodésica se
Ay Peo1(A)) =0, VneTM?L.
macao 4.4. Considere z : M" — M "*P uma imersdo isométrica arbitraria.

z € k—totalmente geodésica <= x € k—umbilica com Si(4,) = 0.
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Demonstragao.

(+<=) Suponhamos que z seja k—umbilica com Si(A,) = 0, entdo a identidade (4.2) nos
garante que x é k—totalmente geodésica.

(=) Suponhamos que z seja k—totalmente geodésica, daqui vemos que = é um multiplo
da identidade, logo x é k—umbilica. A identidade (4.2) nos garante que Sk(4,) = 0.

|
Afirmacao 4.5. Ndo eziste imersdo isométrica k—totalmente geodésica com Si(A) # 0.

Teorema 4.6. Seja z : M" — M "t uma imersdo isométrica k-umbdlica no ponto
g € M" . Entao
APy, (A) € Codazzi <= Si(A) € constante.

Demonstragdo. Para quaisquer X,Y tangentes a M"
(vx AP 1 (4) )(Y) =V, (APk..l (A)(Y)) = APy (4) (v.Y);
por ser a imersao k—umbilica

(4Pa () (V) = £ 504y ¥

AP (4) (V) = g Sk(A) V. Y.

Assim,

(vx AP,_; (A))(Y) =, (g Si(A) Y) . g Si(4) V.Y

_ X(g Se(A))Y + % Se(A) VY- % Su(A) VY
= X(% Sk(4))Y.
De modo que
@4) (Vy APy () () = (Vy AP () () = X (£ s(a) Y - ¥ (£ 5u(4) X.

(=) Se AP,_,(A) é Codazzi, entdo o lado esquerdo da igualdade (4.4) é zero.
Assim,

k k
X(H Sk(A))Y - Y(; .S’k(A))X = 0.
Se escolhermos X e Y linearmente independentes, seguird que

x(g Si(4)) =0= Y(% S(4))

e portanto £ S;(A) = 0 em cada ponto da variedade M"; finalmente, sendo
M™ conexa segue-se que % Sk(A) é constante em M".
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(«<=) Se £ S,(A) é constante em M™, o lado direito da igualdade (4.4) é zero, isto é,
(Vs AP (4) )(Y) — (Vy APt (4) ) (X) =00

Logo, AP_1 (A) é Codazzi.
-

. o~ = = B Hyeo =~ n+p s -
Defini¢ao 4.7. Dada uma imersdo isométrica x : M" — M define-se o r-ésimo
vetor curvatura média de x em q € M como sendo

B0 = (,.)Z trao (P:(4y,)) 7,

para qualquer base ortonormal my, - -+ ,mp € T,M*.

A Proposigao 1.33(d) mostra que também podemos definir o r-ésimo vetor curvatura
média de uma imersao como sendo

H.(q) = %Z S+(Ay,) -

4.2 O operador ¢

Definicao 4.8. Dada uma hipersuperficie z : M"™ — WH, sendo A sua sequnda forma
fundamental, define-se
o : T, M — T,M

da sequinte forma:

br(X) = 2 Sk(A) X — AP_1(A) X, VX € T,M.

Observagao 4.9. Substituindo, nesta defini¢io, Py_1(A) pelo termo adequado, conforme
a Proposicao 1.29 temos

(X) = © Su(A) X = Sua(4) A X + 42 Pca(A) X;

substituindo, nesta defini¢do, AP,_1(A) pelo termo adequado, conforme a Proposigio 1.29
temos

o) = P X - (1- £) sua) x

onde F; € o i—ésimo operador de Newton, e Sj(A) € a j—ésima fungdo simétrica das
curvaturas principais de A.
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Observe que para k = 1 obtemos o operador ¢;(X) = ¢(X) = HX — AX usado em [AdC].

Proposigdo 4.10. Considere z : M" — M"" wma hipersuperficie e A sua sequnda
forma fundamental. Sendo ¢y conforme a Defini¢io 4.8, temos que:

a) ¢r € auto-adjunta;

b) ¢r € simultaneamente diagonalizdvel com A. Além do mais, considerando {er, -+ ,en}
a base ortonormal que diagonaliza A, entdio or(e;) = pe;, sendo que

= Bl — (1 - f) Se:

n

c) trago(¢dr) = 0;

d) a derivada covariante de ¢y é auto-adjunta, isto €,

(g} ma=( (ym)r),

onde V € a derivada covariante em M.

Demonstragao.
a) VX, Y € T,M , temos
(6K(X),Y) =(A(A)X = (1= )S(A)X, )

=(B(A)X,Y) - (1 - D)Si(4) (X, V)
(X, Pu(A)Y) = (X, (1~ 2)5i(4) ¥)
=(X, (Y))

b) Como Ae; = )\ e, i =1,2,--+ ,n,

qﬁk(e,-) =Pk(A) € — (1 = E)Sk(A) €

(pela Proposigao 1.33(i))

=Sk(Ai)€,7 - (1 = -f;)Sk(A) €;

= [5:049 - 1- Hysua)] e

|

—

i
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c) Sabemos que Ae; = \; e, i=1,2,---,n, onde {e;} é base ortonormal. Pela Definicéo
1.23,

trago(6) =3 (u(edr ) Z,u, > (star--Brs)

i=1 i=1
(zsk ) (1 - S)nsi(4);

pela Proposigéo 1.33(j),
trago(¢) = trago(Pi(4)) — (n — k)Sk(A);
finalmente, pela Proposigéo 1.33(d),

trago(¢x) =
d) O fato de que (V 078 ) X=V ¢ X - oy (V X), mostra que
z Z z

((ge)x7 )= (g or-a(g2).7)

(porque V é compativel com a métrica)

por ser ¢ auto-adjunto,

( (5 0)x7 ) =20087) - (xe (v 7))~ (v x )
Por ser V compativel com a métrica, temos ento
(o) )= (rgon)- (o (5)
Z z -
- (X9 a7 - (77))
z
=<X, (V ¢k)Y>.
L
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Proposigao 4.11. Considere z : M® —s M uma hipersuperficie e A sua sequnda
forma fundamental. Seja {e,,- - ,en} a base ortonormal que diagonaliza A (isto €, Ae; =
Aiei). Sejam ¢y e || - || conforme as Definicies 4.8 e 1.31, respectivamente. Entdo

Lo6ell? = 3 w2 \
i=1

n — 2
2 oul? = o su(ar - P2 Esp

n kz
3. [Ioxll? = " A2Sk1(A:)? - ;{513;

=1
) s (m=k)? /
— 4. ||o||* = trago| P2 — = ST e
k2 2
5 |loxl|? = tmgo(AgP,f_l -z s I) ; -

6. oul? = 228 (42— trago(Pi-s(4) A Pu(a));

k—1
7 = S 542 2 3 (k= 5) 8,054,

2 _/‘
8. ll¢k||2=% > (A,- Sk-1(4:) = A Sk_l(Aj)) .

1<i<j<n
Demonstragao. Por hipétese {e;, - - - ,€n} € base ortonormal que diagonaliza A.

L. Pela Defini¢ao 1.31 e pela Proposigio 4.10(a) temos:

n n

[ 6x]|* = trago (¢} o ¢) = D (Bhoduer,e) = > (bres, dres;

i=1 i=1

pela Proposicao 4.10(b),

quk”2 :Z (i€, €)= Z,u,f
i=1

i=1
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2. Por nosso item anterior e novamente pela Proposic¢ao 4.10(b),
p 2
lIgell® = Zju, Z (Sk (=L~ Sk)
i=1

(1——)2n52—2 SkZSk A1)+ZS:=(A1)2

=1

o resultado segue-se da afirmagdo 1.33(j) e (d).

3. Pelo item (1) e pela Proposi¢ao 4.10(b),
2
el = Zu, > (sar-a-5s)
=1
pela Proposicdo 1.27(c),

el = i (% Sk — /\iSk_I(A,;)) 2

i=1

Z_Sk - E Ai Sk_ ;') + Z /\?Sk—l(Ai)z;

i=1
o resultado segue-se da afirmacao 1.33(k) e (e).
4. Vé-se imediatamente que Z Sk(A;)? = traco(P?); o resultado segue-se ao substituir

i=1

esta igualdade no item (2).

5. Vé-se imediatamente que ZA?Sk(Ai)z = trago(A’P?_)); o resultado segue-se ao
i=1
substituir esta igualdade no item (3).

6. Pelo item (4),
Joul? = traco(P(4) ~ =5 5, 4y

pela identidade (2.6) temos

6611 = ((n = K)Su(A)? — trago(Pa1(A4) A Pe(A)) —

O resultado segue-se imediatamente apds simplificar a igualdade acima.
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7. E somente usar o Corolario 2.13 no item anterior.

8. De fato A e P._;(A) sdo simultaneamente diagonalizaveis. Neste caso, y; = A; e pela
Proposigdo 1.33(i) afirmamos que 7; = Sk_1(A;). Assim,

o item (a) da Segdo 2.3 tomaria a forma
S1(AP;_1(A)) = trago(A Pe—1(A));
por nossa Proposi¢do 1.33(e),
S1(APg-1(A)) = kSi(A).
Do exposto e do item (c) da Segéo 2.3, obtemos que
253(APi—1(A4)) = k*S(A)* = [| A Peea (A)|1%.

Finalmente, substituindo esta igualdade no item (d) da Segéo 2.3, temos

S (A Sia(4) = N Sia(4))) = (n—1) A Bea(A)]? - 25x(AB)

1<i<j<n

> (M Sa(A) = Sea(4)) = (= 1) 14 B (A2

1<i<j<n

- {k2Sk(A)2 — 1A Pk—l(A)Hz};
em outras palavras,

@) (M Sia(d) =X Sia(4)) = nllA Ba( AP - K8 (4)%

1<i<j<n
Finalmente, pela Proposi¢do 4.11(3), concluimos que
2 2
> (M) = A Sea(4)) = n gl
1<i<j<n
L 4

Convém observar que o operador ¢, mede quanto uma hipersuperficie deixa de ser
k—umbilica, mais precissamente temos o seguinte:

. v ilan . e g 5 P s
Lema 4.12. Sejaxz : M™ — M uma imersao isométrica. Entao x € k—umbilica se e
somente se ¢ = 0.

104




Demonstragdo. Considere um ponto qualquer p € T,M. A sequir cada eqiivaléncia é
valida somente no ponto p.
Temos:
k
k]| =0 <= (;Sk(A)'U - APH(A)v) =0 YveTlM,
k
= ESk(A)'u = AP._1(A)v Vv € T,M;

— gsk(A)f = APy (A);

conferindo a equagdo (4.2), concluimos que, em p, temos:

l¢x|| = 0 <= a hipersuperficie é k—umbilica.

4.3 Desigualdades e k—umbilicidade

Afirmacgao 4.13. Dada uma imersao isométrica x : M" — W+P, para qualquer 1 €
TM* temos que:

a)
n—k
= |e40)] < [|Pecay)| , VkEZ.
A igualdade ocorre se e somente se x € k—umbilica.
b)
k
- ‘Sk(A,,) <4, Pk_l(A,,)“ , Yk € Z.
A igualdade ocorre se e somente se x é k—umbilica.
c)

trapo(Pk_l(A) AP(4)) < @ Sk(A)2.

A igualdade ocorre se e somente se x é k—umbilica. Em outras palavras,

x

= k(n — k)

(k=) Sae-j(An) Si(Ay) £ ——~ Si(Ap)*.

S,
1l
=1

A igualdade ocorre se e somente se x é k—umbilica.
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d)
40 Pstan)]| < || Pecan)]| ke (-0, 2 ]2

A igualdade ocorre se e somente se Sp(A,) =0 ek # g, ou

n
a igualdade ocorre se e somente se k = — e qualquer valor de Si(A,).

2
e)
% Se(An)| < [[ 40 Pea(an)] < |Betan)|| vk € (-0 5 | 22
)
| Pi(A,) | < |A,, Peoi(A,) | cvke ( z +00) NZ.
9)
VIE=n |S(4,)| < |4 Pea(ay) ke (2, +00)NZ.
Demonstracao.
a) Pela Proposigao 4.11(2),
ZS (An:)z ) (An)2 = ||¢,¢||2 2 0;
logo,
IR = 3 Su(an)? 2 BB 4,2
i=1
Agora suponhamos que a igualdade seja vilida, isto é,
o] - [
ou equivalentemente:
=2 (50, - [t
é facil ver que “F’;G (Ay) “ e 1 Sk(Ay,)?, de modo que conferindo com a Proposigéo

4.11(2), a igualdade mostra que ||¢x||> = 0. Finalmente o Lema 4.12 nos assegura
que a imersao dada seria k—umbilica. Para mostrar que a desigualdade é valida para
qualquer niimero k inteiro, é somente conferir as Defini¢oes 1.24 e 1.28.
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b) Pela Proposigio 4.11(3),

n k2
> AISk-1(Ay)? - ;Sk(AnP = [|¢pe||* > 0;
=1
logo,
2 - 2 2 K 2
|4y Pe(Ag)lI* = Z A Se-1(Ay)" 2 ;Sk(An) .

i=1

Para mostrar que se a desigualdade for igualdade entdo a imersao serd k—umbilica
deve seguir as idéias dada no nosso item (a). De forma andloga para verifivar a
validez para qualquer k inteiro.

c) Segue-se, imediatamente, a partir dos itens (6) e (7) da Proposicdo 4.11.

d) Suponhamos que k € ( — oo, %ﬂ N Z; é imediato, neste caso, que n — 2k > 0, por
conseqiiéncia (n — 2k) Sk(A,)® > 0. Portanto o resultado segue-se pela equagio
(2.7). Os outros resultados seguem-se, novamente, a partir da equagéo (2.7).

e) Decorre de nossos itens (a) e (c), dados acima.

f) Suponhamos que k € (%,+o0] N Z; é imediato, neste caso, que n — 2k < 0, por
conseqiiéncia (n — 2k) Sk(A,)? < 0. Portanto o resultado segue-se pela equagio
(2.7):

g) Suponhamos que k € (§,+oo] N Z; é imediato, neste caso, que n — 2k < 0, por
conseqiiéncia —(n — 2k) Sk(A,)? > 0. Portanto o resultado segue-se pela equacio
(2.7).

4.4 Equivaléncia de Imersoes k—umbilicas

Proposigao 4.14. Considere uma imersdo isométrica z : M —s M " ¢ seja A, sua
segunda forma fundamental associada a n € TM*. Denotemos por {ey,- - - ,en} a base
ortonormal que diagonaliza A,, isto é, Aye; = Nie;. A imersao dada é k—umbilica no

ponto ¢ € M se e somente se na Férmula de Newton, Z/\jSk_l(Anj) = kSk(Ay,) (veja
j=1
os itens (e) e (k) da Proposicio 1.33) cada somando € igual a £ S (A,,).

Demonstragdo. Por (4.2), para cada X € T,M temos que

z:M" — M" 76 k-umbilica <= A,Ps_1(A,)X = %Sk(A,,) X
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de onde, para cada j
_ k
z: M" — M7 k-umbilica <= AP 1(Ag)e; = ES;C(A,,) 3
pela Proposicao 1.33(i),
AT TP 4 . k
z: M" — M" "¢ k-umbilica <= \;Sx_1(Ap,)e; = ES’“(A") €5
assim, para cada j
Ev iy ; k
z:M" — M "¢ k-umbilica <= (/\J‘Sk_]_(Anj) - ;Sk(A,,)) e; =0;
sendo {ey, -+, ey} linearmente independentes, logo para cada j temos

. k
z: M" — M"""6 k-umbilica <= \;Sx_1(4,,) = ~Si(Ay);

[ |
Observagao 4.15. A partir desta proposi¢io, se a imersdo isométrica z : M* — M ©
€ k—umbilica e Si_1(Ay,) # 0, entdo

k Si(A
P Vi,

ion b y " - 4 g ==n+p 7
Corolario 4.16. Considere uma imersdo isométrica x : M™ — M’ ', seja A, sua
segunda forma fundamental associada a n € TM*. Denotemos por {ey,--- ,e,} a base
ortonormal que diagonaliza A,, isto €, Aye; = \ie;. A imersio dada é k—umbilica no
ponto g € M se e somente se

k—1
(4.6) (1) $5(40) X7 4 (<1 £ 5(4,) =0 emge M.

i—0

S,

Demonstragdo. Na demonstragdo do item (g) da Proposicio 1.33 vimos que o i—ésimo

k
auto-valor de Pi(A,) é igual a Z(—l)j Sk—j(Ay) (A:)?. Mas, usando o item (i) daquela
7j=0
proposicao, temos que

(4.7) Si(An) = (=1 Sics(Ar) Y.
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Agora, pela proposicao anterior, para cada i

k
z: M" — M7 k-umbilica <= \iSk_1(4,,) = ~Si(Ay).

k
AiSr—1(Ayp) = ;Sk(An)§

pela equagdo (4.7), temos

Ai (z—:(—l)j Sk-1-5(An) (/\i)j) = gsk(An);

=0
isto é,

k-1

(-1 SiasslAg) P+ = S5i(y);

7=0
fazendo mudanca de indices,

(11 S(4,) (47 = Esya,

J

logo
k-1 ' . &
=™ (.Z(-l)f S5(4) (/\i)""”) = Sk
e finalmente
(-1) (i(—l)-‘f i(4y) (A,-)k-f) = (~D*E5i(4y).

De onde obtemos o resultado desejado. |

Observagao 4.17. Como conseqiiéncia imediata deste coroldrio temos que uma hipersu-
perficie é

e l—umbilica se e somente se \; = %Sl;

o 2—umbilica se e somente se A\? — S1\; + %Sz it
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o 3—umbilica se e somente se X} — S1\? + So); — %S;; =0

Coroldrio 4.18. Considere M* uma variedade Riemanniana coneza, entio toda imersio
isométrica de MF € uma imersio k—umbilica.

Demonstragio. Seja x: M* — M qualquer imersdo isométrica (de fato m > k). Fixado
1 € TM* considere A4, como sendo sua segunda forma fundamental, e sejam ), - - - , Ay as
curvaturas principais que diagonalizam A,. Segue-se do Teorema 1.1 que estas curvaturas
principais satisfazem a seguinte equagéo:

z* — Si(Ay)z* 1 + So(Ag)zF2 — .. 4 (=1)*Sk(4,) = 0;
K

> (~18;(Ap)z =o0.

j=0
Assim, para qualquer curvatura principal \;, temos
k » .
D _(=17S;(A)N 7 =0;

J=0

ou equivalentemente,

k-1

D (1Y S (AAET + (=1)FSi(A4,) = 0;

=0

mudando indices

k-1

> (1Y S (AN + (~1)*Si(4y) =0,
j=0
k-1
j k- Kk
S (1P SN + (~1)* 2 Si(Ay) =0,
j=0
Mas esta igualdade coincide com a identidade (4.6), quando n = k. |

4.5 Conseqiiéncias da k—umbilicidade

Teorema 4.19.

a) A classe das imersées 1—umbilicas estd contida na classe das imersées k—umbdlicas.
(Logo, toda imersio 1—totalmente geodésica é k—umbidlica).
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b) Dada a imersdo isométrica x : M" — M . seja A, sua sequnda forma funda-
mental, com n € TM*. Se z é k-umbilica num ponto, entdo (naquele ponto) sio
satisfeitas as seguintes identidades

b.1)
n—=k
Sk+1(A4y) = Gt n S1(Ap)Sk(A4y),
isto €,
Hyy1 = Hy Hy.

Reciprocamente, se existe um ponto ¢ € M"™ tal que \i(q) # 0, Vi e neste ponto
Hy.1 = H{Hy, entdo a imersdo isométrica é k—umbilica em q.

b.2)

S1(Ar) Sera(Ay) = (k +2) Susa(g) = (2o) SulAy) 4yl

Demonstragao.

a) Considere a imersdo isométrica z : M" — M "™ a qual é 1—umbilica. Mostraremos
que esta imersdo satisfaz alguma das definigdes equivalentes de k—umbilicidade. Em
particular vamos mostrar a validez da identidade (4.2). Com efeito, a Definigao 1.28
nos garante que

k—1
Pec1(Ag) =) (=1 Se-1-5(Ay) A5

=0

multiplicando ambos os membros desta igualdade, & esquerda, por A,, obtemos

k-1
Ap Pec1(Ag) =Y (—1) Seo1i(Ay) AT

=0

; Jj+1
por hipétese A, = %—) I ; nao é dificil verificar que A%“ = (i:"l) I; entao

k—1 i1
Ay Pet(Ag) = S (-1 Sicaoy(ay) (2)™ 1

= {:z;;(—l)f Sk-1-j(Ay) (%An))jﬂ} b4
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como por hlpotese a imersao é 1—umbilica, entao todas suas curvaturas principais
Si(A
sdo iguais a ——~ (A") . De onde, ¢ facil ver que S,(4,) = ( ) ( i ’7))

n
Logo
Ay Pe_y(Ag) = {Z (k B _j) (Sl(:n))k—l—j (égfﬂ_))m} ,
S1(An)\* j i
( 1 ) {;—;(—1) (k—-l—j)}I

- () HGIY) )
~{i=s) (559 5

T
ainda porque a imersdo é 1—umbilica, temos que (&:’ﬁ) = S..((:)i,, ) . Logo a
‘el

igualdade acima toma a forma

Ay Poy(A,) = C("‘) Bl e = Si(Ag) I

b) Sejam \; suas curvaturas principais em g.

b.1) Como a imersdo isométrica é k-umbilica a Proposigao 4.14 afirma que para
qualquer j

k
A Se-i(An) = = Si(dy);

multiplicando ambos os membros por A;, obtemos |

k
A Sica(An) = . SilAy) Ay f‘
tomando o somatdrio em ambos os lados, temos

ZA2 Si-1(Ay,) = = E S(dr) (Zn:,\j);

g=1 j=1

os itens (1) e (f) da Proposi¢do 1.33 nos assegura que

S1(4r) Se(Ay) = (k + D)Ska(dr) = = $1(4,) Su(4y);
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de modo que

(k+ DSen(ar) = (25 51(40) Su(4)

(s01) B 2t (B 2D ()

k

n n—=k(n
(k-!- 1)H’°+1 B k_H(k)Hl Hi;

como 3% (}) = (1), segue-se que

Hyy1 = Hy H.

Reciprocamente, suponhamos que exista um ponto ¢ € M onde Hpyy = H; Hg;
entao

(+ DSen(dy) = (55 51(4n) Su(4n)
= (1-£) sit40) sulay)

reordenando temos

S1(4n) SilAs) — (k +1)Skna(Ar) = & 51(47) Si(4y);

e pela Proposigao 1.33(f),

k
trago (42 Pe-1(4y)) = = Si(A,) Su(4,)
pela Proposigao 1.33(1),

n

328 Sia(dy) = 58 5,(a,)

j=1
BSu(Ay) &
= T Aj;

em outras palavras,

mn

3 (¥ Ska(y) = A Skldy)) =0.

=1
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Seja. {v1,-++ ,vn} uma base de T,M; formemos a seguinte combinacéo linear:

i ('\? Si-1(A4y;) = ’\jg Sk(A'rl))'Uj =0.

j=1

Entdo para cada j teremos que A2 Si_1(Ay,) — A% Sp(A4,) = 0. Mas isto significa
que A ()\j Sk-1(4,,) — & Sk(A,,)) =0 Vj. Por hipdtese, no ponto ¢ € M, temos

A;j # 0. Isto implica que, para cada j temos, A; Sp_1(A4,,;) — % Sk(A,) =0, logo a
Proposicgao 4.14 nos garante que a imersao isométrica dada serda k—umbilica.

b.2) Denotemos por {ey,- - ,e,} a base ortonormal que diagonaliza A,. Sendo a
imersdo isométrica k-umbilica, pela identidade (4.3) temos que para cada j,

A = (1-1) Sulan) e

pela Proposi¢ao 1.33(i),

k
Sildy) e = (1-2) sy
isto é, |

Si(Ay,) = (1 - g) Si(A);

multiplicando ambos os membros desta igualdade por )\?, obtemos Vj:

A}Sk(Ay,) = (1 - %) Sk(A) 22

somando, temos

n k n
>oNsdAy) = (1-2) st o2
j=1 i=1
Por outro lado, pela Proposigao 1.33(1) e (f),
k n
Si(d) St () = (k+ 2)Suaa(d) = (1 2) () 32
i=1

O resultado decorre do fato que Y, A? = || 4,
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Proposigao 4.20. Toda imersdao isométrica k—umbilica tendo uma curvatura principal
nula tem n —k+ 1 curvaturas principais nulas.

Demonstragao.
e Vamos mostrar, a partir de nossa hipotese, que

S;j(A) =0, Vj>k; eparaqualquer i, temos S;(4;) =0, Vj>k.

De fato, denotemos por A\, = 0 aquela curvatura principal nula. A identidade (4.6)
continuard sendo valida, em particular, para A\; = A, = 0. Dai segue-se que

Sx(A) = 0.
Por outro lado, fazendo Si(A) = 0 no Teorema 4.19(b.1) obtemos:
Sk+1(A) = 0.
Analogamente, fazendo Sk(A) =0 = Sk+1(A) = 0 no Teorema 4.19(b.2) obtemos:
Sk+2(A) = 0.
k

Como vimos na Proposicao 4.14, \; Sy_1(A;) = — Si(A), para qualquer j; assim, Si(A) —
j 3=

Aj Sk—1(A;) = Sk(A) — g Sk(A). Da Proposi¢ao 1.27(c) deduzimos que

Sk(A) =0, Vi.

Agora da Proposicao 1.27(c), Sk+1(Ai) = Sks1(A) — AiSk(A;). Deduzimos, entdo a partir
dos resultados obtidos anteriormente, que

Sk+1(4i) = 0, Vi.

Da Proposigao 1.27(c) facilmente obtemos, Sky2(A;) = Sk+2(A) — AiSk+1(A4;). Deduzimos
entao a partir dos resultados obtidos anteriormente, que

Sk+2(Ai) =0, Vi.

Vamos utilizar um processo recursivo.




Inicio do processo recursivo: Da Proposigao 1.27(c), vemos que,

Sk+3(Ai) = Skya(A) = MiSkya(Ai),

deduzimos, a partir dos resultados obtidos anteriormente, que
Sk+a(Ai) = Sk+3(4), Vi
Somando em ¢,
Z Si+3(Ai) = nSk43(A);
=1
usando a Proposicao 1.33 (e), facilmente obtemos:
Sk43(A) =0, Vi
Lembrando que, Sk43(A;) = Sk+3(A), Vi, obtemos

Sky3(Ai) =0, Vi
Fim do processo recursivo.
Usando as mesmas idéias do "bloco recursivo”, nossa afirmagao fica demonstrada.
e Agora vamos provar que existen n — k + 1 curvaturas principais nulas.

i) Como S,(A) = 0, entdo existe pelo menos uma curvatura principal nula, isto é, A;, =
Ag == [.

ii) Como para qualquer j, temos S,—1(4;) = 0, em particular, S,_1(4;,) = H A =0,

i=1
i#j
entdo existe pelo menos outra curvatura principal nula, isto é, A;, = 0.

iii) Vamos mostrar que para quaisquer r < n—2 e 6, S.(A4;,49) = 0. De fato,
pela Proposigao 2.2 (d), temos que, S,(Aj,, Ag) = S-(A4g) — A, Sr—1(4;,, Ap). Entéao,
Sr(Aj,, Ag) = 0. Em particular, S,_2(4;,,A4;,) = H Ai = 0 e, portanto, existe

'#:le.l )
outra curvatura principal nula, isto é, A;, = 0.

iv) Vamos mostrar que para quaisquer r <n—3 e 0, S.(A;,,A;,, Ag) = 0. De fato, pela
Proposicao 2.2 (g), temos que, S,(Aj,, Ajy, Ag) = Sr(Ajy, Ag) — Aji Sr—1(4jy, Ay, Ag).

Entdo, S,(Aj,, Aj,, Ag) = 0. Em particular, Sp_3(4;,, Ajp, Apy) = [[ X =0
iaéjli::jiz.js
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e, pbrtanto, existe outra curvatura principal nula, isto é, A;, = 0.

Proseguindo desta forma, mostra-se que pelo menos existem n— k41 curvaturas principais
identicamente nulas. |

Afirmagao 4.21. Toda imersao isométrica k—totalmente geodésica sempre tem um auto-
valor identicamente nulo.

Demonstracdo. Da Proposicio 4.4 e da identidade (4.6) segue-se que

k-1
Y (-1 S(A) X7 =0 emgeM;

§=0
k=1 . bt | |
Ai (Z(_l)j Sj(An) Af_lﬂj) = Ai (Z(—l)k_J_l Sk-1-5(Ay) )\f) =0.
=0 s
Isto nos garante que a imersao isométrica tem um valor préprio nulo. ]

Afirmacdo 4.22. Toda imersdo isométrica k—totalmente geodésica tem no minimo n —
k + 1 curvaturas principais identicamente nulas.

Afirmacio 4.23. Se uma imersdo é 1—totalmente geodésica entdo sempre € k—totalmente
geodésica, a reciproca nao é verdadeira.

Corolério 4.24. Considere uma hipersuperficie 2—umbilica x : M" — WH, n= 3. Se
num ponto temos uma curvatura principal nula entdo nesse ponto temos no mdrimo uma
curvatura principal ndo nula, i.e., se H, =0, entdo H, =0, Vk > 2.

Proposicao 4.25. Dada uma hipersuperficie z : M" — W“, denotemos por A sua
sequnda forma fundamental. Entdo valem as afirmativas:

a) Se z é 1—umbilica, entdo para qualquer r € Z,
Si(A |
LN = 5:(4) A s - 22 1 p)

= (:) B By f — 8y Leilf);

b) Se x é 1—umbilica, entdo para qualquer r € Z,

L(f) = (B=1) 5:4) Ay, £

T ET

¢) Se x é k—umbilica, entdo

n—=k

n

L(f) = (F==) Su(A) Ay f.

(Segue-se daqui, que em toda imersio k—umbilica, o operador Ly € eliptico sempre

que Si(A) > 0).
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Demonstragao.

a) Pela equagdo (1.10),
Lo(f) = 5:(4) A f — trago(A P._y(4) Hess f);

sendo a hipersuperficie 1—umbilica, entdo A = ﬂlﬂ’—‘l I e temos:

SI(A)

51(A)

L(f)=5(A) A f—
= 5:(4) &5, f -

trago(P,_l(A) Hess f)

L, l(f)

Pela defini¢do da r—ésima curvatura média normalizada, temos
n
L) = (7) B Buaf = Hi Lea(9),
b) Pela Defini¢do 1.28,

P(A) =3 (=1 Si5(4) A%

sendo a hipersuperficie 1—umbilica, entdo A = ﬂ‘nﬂ I e vé-se imediatamente que

A = (ilﬁil)’ L.
Logo

P(4) = er( 1)’ S-5(4) (SI(A))

Jj=0

= { S s (342} 1
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Como a hipersuperficie é 1—umbilica, todas suas curvaturas principais sao iguais a
rd i
ﬂlnﬁl. E facil ver que Si(A) = (}) (ﬂlnﬁ) . A igualdade acima toma a forma

ra= {300 7)) ()

7=0

Por ser z 1—umbilica, (S‘nA )1 = ﬁé‘%) . A igualdade acima toma a forma
P(A)=""" s,(4) I

Portanto, pela Defini¢ao 1.39

n<=r

L, (f) = trago([P.(4) Hess f) = S:(A) Ay f.

¢) Sendo a imersdo k—umbilica, usando-se a identidade (4.3) temos

n—k

Pu(A) = ( ) Sk(A) I;

multiplicando ambos os membros desta igualdade, & direita, por Hess(f), obtemos

n—=k

Py(A) Hess(f) = (“=—) Su(A) Hess(f).

Finalmente, pela Defini¢ao 1.39, concluimos que

n—=k

n

) Si(A) A, f.

Lk(f)z(




4.6 Imersoes Isométricas 2—umbilicas

Afirmagao 4.26. Dada a imersdo isométrica x : M" — M "+p, seja A, sua segunda

forma fundamental, com n € TM*. Entdo a imersdo isométrica nio pode ser 2—umbilica,
num ponto, quando tivermos que Si(A,)? < £ S3(A,), ou de forma equivalente, ||A,|* <
2 (%3%) Sa(Ay)

n 2\ )

Demonstragdo. Seja {e;, - ,e,} a base ortonormal que diagonaliza A, (isto é, Aye; =
Aie;). Fazendo k = 2 no Coroldrio 4.6, temos que A? — Sy (A4,)\; + 255(A,) = 0, de onde

tiramos
Si+4/52 - % S
Ai = 9 3
portanto, nao existe hipersuperficie 2—umbilica quando S? < % Sy, ou equivalentemente,
1412 <2 (52) 5. =

Teorema 4.27. (Classificagao das curvaturas principais para hipersuperficies
2—umbilicas)

As curvaturas principais de uma hipersuperficie 2—umbilica = : M" — Y (mn>3)
sao da seguinte forma:

a)
o= = (2D
n—2r
e
r—1
Air+1:--.:Ain=_(n_2‘r)Sli
onder € {0,1,2,---, [3] '} sen é impar e r € {0,1,2,--- ,% — 1} sen € par.
b)

2
Aﬂ:"'=Ai%=\/;V_S2

2
Ai%ﬂ = e g “\/; V =52,

1[z] é o menor inteiro nio menor que z.
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Demonstrﬁgdo. Seja {e1," - ,en} a base ortonormal que diagonaliza A (isto é, Ae; = Ai€;).
Fazendo k = 2 no Corolério 4.6, temos que A7 —S;(A4)X;+2S5,(A) = 0, de onde concluimos

que
LR = \/Sf — % S
Ay= 5 Z

Como esta hipersuperficie tem no méximo duas curvaturas principais, podemos supor que

S+ \V 8t~ '?; S2
r curvaturas principais sao iguais a

€ que n — r curvaturas principais

2
8=/ Sb—E 5
sao iguais a 21 ; isto é,
Sl-i-‘\/SZ—QSg
Ailz'..=Air= 21 n
e
8y =St~ g,
A“|—-I—1=“-=A‘.w:= 2 &

somando temos:

r rSi+ry/St—2 5
Z Ay = 2

Jj=1 i
e
n (n=r)Si—(n—r)\/S;-25,
Z Ay = D) i
j=r+1
entao

n nSi+ (2r—n)y /S22 S,
Sl——z A,‘J.= 2) ' .

e Suponhamos que r # . Entao \/ S? — ﬁ- S = (11—_2)ﬁ Portanto,

n—2r

i)Sen>2,8>0er< 5, entdo suas curvaturas principais so dadas por |

Ail:...zAir

2 n—2r

_Sl+1';;_22,)i_[n—(r+1)}s
= == 1
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s X n—2r

A i
" 2

i'r'+1 .

Sl _ (n=2)5 ( — )
o A e s,.

n—2r

ii)n>2, 8 <0 e r> 3, entao suas curvaturas principais sdo dadas por

A-=..:)\_:Sl+£n—_2%~ﬂ—;i!)= n—(r+1) (=81)
i1 ir 5 e A
e
T = (n=2)(=51) 1
/\i 1:“'=/\in= 1 2r—n _ T (—Sl)
- 2 2r—n

e Finalmente, se r = %, entdo (n — 2)S; = 0. De modo que para n > 4 temos:

2
/\h:"':'\‘i%: \/;V_Sba

b s
Ai.‘é‘.+1=..':Ai“: — E ""SQ.

Corolario 4.28. Se n € N é um nimero impar, entdo toda hipersuperficie x : M" —
—n+1

M 2—umbilica e minima é 1—totalmente geodésica,

Teorema 4.29. (Caracterizagdo de hipersuperficies 2—umbilicas via curvatura
de Ricci)

Dada uma imersdao isométrica z : M" — M“*‘(c), n > 2. Para qualquer X, Y € TM
temos: a hipersuperficie x é 2—umbilica se e somente se

255(A)

Rice(X, Y)— Ricc (X, Y) = ¥

(X,Y).

Demonstragdo. Como conseqiiéncia da equagéo de Gauss, vimos na prova do Teorema 2.17

que
Ricc(X,Y) = Rice(X,Y) + (A P(A)X,Y);

o resultado segue-se de substituir a identidade (4.2) na igualdade acima. €
Coroldrio 4.30. Seja M" uma variedade Riemanniana coneza e x : M" — Mn+1(c),
n > 3, é uma hipersuperficie 2—umbilica, entdo So(A) = constante em M".

Segue-se que toda hipersuperficie 2—umbilica imersa em qualquer espago de forma sempre
é uma variedade Einstein, com a métrica induzida.
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Demonstra¢do. Como Rice(X,Y) =cn (X,Y), do teorema anterior segue-se que

Ricc(X,Y) =cn(X,Y) + (A P(A)X,Y);
por hipétese, z é 2—umbilica entao

25,(A)

n

Rice(X,Y) =cn(X,Y) +

(X,Y);

de onde,

Rioo(X,) = (en+ 228 (x,)

isto significa que M" é uma variedade Einstein e nestas condigoes temos que (c n+ i’:fA—))

é constante. Logo S2(A) = constante. |

Observagao 4.31. Considere M™ uma variedade coneza de Einstein, comn > 3. Se M"
pode ser imersa isometricamente em um espago de curvatura seccional constante, entao
Ss(A) € constante em M".

2 —n+l 2 . - . —
Demonstracdao. Suponha que z: M" — M ¢), n > 3 é uma imersao isométrica. Da
q )
equagao de Gauss temos que

Rice(X, Y) — Rice (X, Y) = (AP (A)X,Y);

como Ricc (X, Y) = cn(X, Y), temos

(AP, (A)X,Y) = Rice(X, Y) —en (X, Y);
por ser M" de Einstein, entdo Ricc(X, Y) = MX, Y),

(AP(A)X,Y)=(A—cn) (X, Y).
Assim, AP;(A) = (A—cn) I, isto significa que z é 2—umbilica, e o resultado ¢ conseqiiéncia
do anterior coroldrio. |
4.7 Exemplos de Hipersuperficies 2—umbilicas

Afirmacdo 4.32. A hipersuperficie z : S'(r) x R*™! — R""! é 2—totalmente geodésica,
logo € 2—umbilica.

Proposicao 4.33. Toda hipersuperficie x : M" — Wﬂ(c) 2—umbilica com S = 0
classifica-se da segquinte forma:
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a) € 1—totalmente geodésica, ou
b) tem n — 1 curvaturas principais identicamente nulas e a outra curvatura principal é
sua curvatura média (nao nula).

Demonstragio. Fazendo k = 2 na identidade (4.6) e usando o fato de que S, = 0 temos:
Ai(Ai = S51) =0, Vi
Suponhamos que A; # 0, Vi; entao
et

somando em i, temos

n

Z )\z‘ = TLSI :
=]

Assim, S; = 0, de onde obtemos que \; = 0, Vi. Mas isto contradiz o fato de A; # 0, Vi.
Logo, da Proposi¢io 4.20, afirmamos que, pelo menos, existem n — 1 curvaturas principais
identicamente nulas. De onde a partir de que a soma dos valores préprios € S;, obtemos
que a outra curvatura principal deve ter o valor de Sj.

Se S; = 0 mostramos o caso (a), enquanto se S; # 0 mostramos o caso (b). »

Afirmacao 4.34. Toda hipersuperficie 2—umbilica com curvatura média constante e nao
nula, z : M" — WH(C), n > 3, (M) estd contida num ”cilindro”(= tubo de raio

constante em redor de uma sub-variedade totalmente geodésica) de M, onde
R*™! | se ¢c=0
+1
M (c)=<S" ,se c>0
H*t! | se ¢c<0
Demonstragdo. Da identidade (4.6) observamos que toda imersao 2—umbilica somente
pode ter dois valores possiveis para suas curvaturas principais. Além disto, do Teorema
4.27, vemos que se S; é constante entdo estas duas curvaturas principais sao constantes.

Logo as hipéteses no Teorema de Cartan ([Cartan)) séo satisfeitas e deduzimos daf a vélidez
de nossa afirmacéao; também pode consultar [Reck] (Teorema D, na pagina 87). -

Afirmacgao 4.35. A superficie de Veronese em S*(1) é 2—umbilica.
Considere a imersao isométrica

W : §2(V3) — S%(1)
definida por

1 22 —g? 2249%-22°
U(z,y,z =—(:c,xz, Z, ! )
(2,y,2) B\ y 5 Wi

Isto define um mergulho do plano projetivo real em S*(1). Este plano projetivo mergulhado
em S*(1) chama-se a superficie de Veronese.

Demonstragdo. Imediata pelo Corolario 4.18. [ |
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4.8 Classificacao das Hipersuperficies Compactas
2-umbilicas

Definicao 4.36. (Hipersuperficies de Clifford)
Dados ny,ns € N e ri,r9 > 0. Considere

§"(r1) ={u e R™* ¢ lul| =1}
§"(ry) ={u € R™*" : |lul| = r2};
S™(ry) x 8™ (ry) ={(u,v) € R™*™+2 : 4y € S™(ry),v € S™(r)}.
Para que S™ (r1) x S™(ry) seja uma hipersuperficie de S™ "2+ (1) C R™M+n2+2 pecesaria-

mente r2 + 13 = 1. Neste caso estas hipersuperficies sio chamadas de hipersuperficies de
Clifford.

Afirmacio 4.37. Para quaisquern € N, 0<r <1 e m € {1,---,n— 1} fizados, a
hipersuperficie de Clifford S"~™(r) x S™(/1 —r?) — S"*!(1) tem curvaturas principais

V1—12

A= = Ao = )
r
—r
/\n—m+1:"'=An:\/l—_'F2--
Assim, fixados n € N e m € {1,---,n — 1} existe um niimero ndo-enumeravel de

hipersuperficies de Clifford.

Teorema 4.38. Eziste uma familia enumerdvel de hipersuperficies 2-umbilicas na esfera
Buclidiana S™1(1), isto ¢, variando n > 4 e para qualquer m € {2,---,n—2} a
hipersuperficie de Clifford

n—m-—1

Sm(r) x S™(V1—1r2) — S*(1) € 2—umbilica se e somente se T = -

Ademais

m—m—-—1)m—-1)
Ricc(e;)=n—2, j=1,2,%n.

Demostrag¢do. Fazendo uso da Afirmagéo 4.11(7), temos:

gl = (

n—2

) Sa(4n)” = S1(4y) Sa(Ay) — 254(An);
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depois de muitos calculos, obtemos

l|¢2]* = %1—%2—:%% ((n —ri—(n—m— 1))

O radio é obtido usando o Lema 4.12. As outras expressoes sio obtidas observando que

g H=T—1
o m—1 "
1—|—92=n_2;
m—1
1+62 n-2
2 n—-m-1

e finalmente usando as identidades (3.4), (3.5) e (3.6). Vale a pena observar que,

2m—n m—1
S = \/ -
! m—1 n—m-—1

S =5
g _—(n—=2)2m-n) [ m-1
8T 3l(m —1) n—m-—1
_ —(n—2)(3n-8) 1 , 3n(n—2)*
S = fm—Tn—m—1) {Z(Qm_”) ~ 4(3n—8) }

Observagao 4.39. Se no Teorema 4.38 fazemosn =21 e m =1+ ) teremos a sequinte
familia de imersoes 2—umbilicas

S"_j(?") % S’H"j(\/l_—ﬁ) - S2’7+1(1),

onder = 92:”-"__—21, n>2 e j€{0,1,2,---,n—2}.

2] n+5—1
Nest , S1(4) = : A/ —
este caso, S1(A) =l W n—d-1

1
Observe neste caso que S1(A) = 0= j =01 = \/; Portanto, Variando
n € [2,00) NN temos que

1 1
) x §7(—
VoA
¢ uma familia enumerdvel de hipersuperficies 2—umbilicas. Ademais, para cada j =
1’ 2’ O (]

S"( ) — (1)

Saj-1(A) = 0;
ssa) =y (7).

J
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Teorema 4.40. (Classificagao Parcial das hipersuperficies compactas 2-umbilicas)
As imersées isométricas 2—umbilicas x : M™ — S™t1(1) tem a seguinte classificagdo:

a) x(M) € 2—totalmente geodésica;

b) se M é compacta e x é um mergulho, entdo x(M) € congruente a i

1 1
5k (—) x Sk (—) iy ALY
7 7 (1)
c) se M é compacta e x € uma imersdo, entdo z(M) € congruente a
S ™(r) x S™(V1 —r2) — ST (1),

n—m—1
n—2 °

onde r =

Demonstragido. O Teorema 4.27 de classificagdo das curvaturas principais para hipersu-
perficies 2-umbilicas afirma que para conhecer qualquer hipersuperficie 2-umbilica precisa-
mos conhecer S;(A) ou Sy(A). De fato, as tinicas possibilidades sao

S1(A) S(A) =0 ou S1(A) Sa(A) #0,
onde A é a segunda forma fundamental de z. Analisemos, entao, cada possibilidade:

a) se Sy(A) = 0, a Afirmagdo 4.4 nos garante que a imersao é 2—totalmente geodésica.
Observe que se também tivermos S;(A) = 0 entdo nossa imersao seria 1—totalmente
geodésica e o Teorema 4.19(a) nos garantiria que a imersao seria 2—totalmente
geodésica.

b) se So # 0 e 57 = 0, neste caso afirmamos que o item (a) do Teorema 4.27 nao pode
acontecer. Supondo que isto seja verdade, entdo a segunda fungdo simétrica Sz(A)
¢ um multiplo da primeira fungio simétrica S;(A) e como estamos supondo que
S1(A) = 0, terfamos que S2(A) = 0. Observe que o Teorema 4.27 nos garante que
S5(A) < 0. Como estamos no caso de um mergulho minimo com duas curvaturas
principais de multiplicidades > 2, o resultado decorre do coroldrio dado na pagina
153 de [Ots| e do Teorema 4.38;

c) se Sy # 0 e S; # 0, neste caso, certamente, o item (b) do Teorema 4.27 ¢ impossivel de
acontecer. Supondo que isto seja verdade, teriamos S;(A) = 0. Por outro lado, a par-
tir do Teorema 4.27 (a) podemos deduzir que a segunda fungao simétrica Sp(A) é um
miiltiplo de S;(A), mas o Coroldrio 4.30 afirma que S3(A) é constante e consequen-
temente S;(A) tambem é constante. Novamente pelo Teorema 4.27 (a), concluimos
que todas as curvaturas principais (da hipersuperficie 2-umbilica em S™*'(1)) séo
constantes. Portanto, neste caso, toda hipersuperficie 2-umbilica é isoparamétrica.
Finalmente, Cartan [Cartan| mostrou que toda hipersuperficie isoparamétrica em
S™+1(1) com duas curvaturas principais distintas sdo produtos de duas esferas.
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