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RESUHO

Lógicas não-monotônicas são lógicas nas qua~sZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa ~ n

trodução de novas premissas podem invalidar antigas conclu-

sões. As semânticas restritivas são semânticas nas qua~s a

classe dos modelos de uma sentença é restringida a uma sub-

classe particular. Apresentamos as semânticas Minimais, No-

meáveis e Iniciais (obtidas por tomar-se apenas os modelos

minimais, nomeáveis e iniciais, respectivamente) e analisa-

mos suas propriedades. Estas semânticas são não-monotônicas

(a Nomeável apenas em um certo sentido). Várias foram as for

malizações para o raciocínio nào-monotônico sugeridas em 1n-RQPONMLKJIHGFEDCBA

\ .

teligência Artificial, apresentamos e analisamos as proprie-

dades da circunscrição e do "default" propostas por HcCARTHY

e REITER, respectivamente.

"



ABSTRACT

Non-monotonicRQPONMLKJIHGFEDCBAi o g i c s are logics in which the

introduction of new premises can invalidate old conclusions.

Restrictive semantics are semantics in which the model

class of a sentence is restricted to a particular subclass.

We present the Minimal. Namable and Initial semantics (the

model class is restricred to minimal, namable and ioitial

models, respectively) and analyse their properties. These

semantics are non-monotonic (the namable one just 1n a

special sense). Maoy formalizations were propounded to the

non-monotonic reasoning in Artificial Intelligence, we
"..

present and analys2 the properties of circunscription and

default, proposed by McCARTHY and REITER, respectively.

~
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- INTRODUÇÃO

Em nosso trabalho são apresentadas algumas semânti-

cas e inferôncias não-monotônicas, e verificadas suas pro-

priedades.

Por não-monotonicidade entendemos a propriedade de

que uma conclusão tirada a p3rtir de um conjunto de fatos,

pode ser rejeitada com a adição de novas informações. Assim,

semântica não-monotônicaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé aquela na qual uma conseqüência

lógica de um conjunto de premissas, pode não ser conseqüên-

cia lógiFa de um conjunto de premissas contebdo o primeiro.

Inferência não-monotônica é aquela na qual um teorema de um

conjunto de axiomas pode deixar de sê-lo com a adição de no-

vos axiomas. A Lógica Clássica é monotônica: "Se c r é uma con

clusão tirada a partir de um conjunto de premissas A, entãoRQPONMLKJIHGFEDCBA
t

a é uma conclusão de A u B, para qualquer conjunto de pre-

missas B.

As Lógicas Não-Monotônicas tiveram origem em duas

áreas distintas da Ciência da Computação: em Especificação

de Tipos de Dados Abstratos e em Inteligência Artificial (IA).

[CARVALHO et aI, 1 9 8 0 ) defronta-se com o problema da caractr

rização axiomática para U Q Tipo de Dado. Dada uma estrutura abstrata de-

seja-se encontrar alguns 3xiomas tais que os modelos destes axiomas ~jam
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as estruturas que realizem a estrutura abstrata. A seffiântica

da Lógica Clássica não atende a este propósito e aSSIm recor

re-se aos modelos nomeáveis,RQPONMLKJIHGFEDCBA
. . .

mlnlmalS E::

. . . .
InICIaIS. A semânti-

ca restrita a cada um destes modelos é não-monotônica (a se-

mântica nomeável apenas em um certo sentido, conforme ver~-

mos no capítulo 3). Por outro lado surgIram em Inteligên-

cla Artificial os "sistemas com modos de inferência esten-

d i d o s> " implementados para atender necessidades específicas

em diferentes áreas. Posteriormente verificou-se que as infe

rências executadas nestes sistemas eram não-monotônicas, ao

mesmo tempo que rentativas de se formalizar o raciocínio do

senso comum em um sistema lógico mos~raram-se não-monotôni-

cas, [McCARTHY, 1 9 6 0 ] .

t. r e 1 a ç ã o e n t r e a 1 Ó g i c a fo rm a I e a o 'p e r a ç ã o d a me n -

te humana não tem sido clara. Por um lado a lógica foi orl-

ginalmente o estudo das "leis do pensamento", e tem permane-

cido pelo menos em princípio como uma teoria prescritiva da

operação da mente "ideal". Por outro lado muitos lógicos têm
?

estado interessados em fenômenos mentais ordinários "não-

ideais". Algumas das d i f e r e n ç a s mais notáveis entre as pro-

priedades da lógica formal e os fenômenos mentais, ocorrem

em situações que lidam com percepções, ambigüidades, senso

comum, causalidade e predição. Uma característica comum des-

tes problemas é que parecem lidar com conhecimento incomple-

to. Percepção despreza uma miríade de nuanças, senso comum

ignora uma grande quantidade de exceções, atribuições de cau

* E m in g l ê s , " E x t e n d e d in f e r e n c e s m o d e s s y s t e m s " .
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sa podem esta~ enganadas, planos paraZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo futuro consideraI'l

contingências que talvez nunca se realizem. São os erros apa

rentemente inpvitáveis nestes casos que levam aos problemas

mais profundos da análise formal da mente humana.

Alguns estudos destes problemas ocorrem na literatu-

ra filosófica. É relevante o trabalho de [RESCHER, 1 9 6 4 ] . Em

Inteligência Artificial. estudos de percepção, ambig~idade e

senso comum têm levado a representações do conhecimento que

simulam facetas da operação da mente humana. São E'imuladas

"defaults", tentativas de inferêncin por apenas uma certa

quantidade de tempo, etc. Por e x e rn p L o , "robots" para tomarem

uma decisão não esperam até poderem provar uma alternativa

(que talvez não seja possível) tomam-na baseados em apenas

suposições plausíveis; sistemas dedutivos dê pergunta e res-

posta, respondem "não", quando falham em provar o contrário

(o Prolog, por exemplo) Ver [MINSKY, 1 9 7 4 ] , [REITER, 1 9 7 8 ] ,

[ D O Y L E , L 9 7 9 l , [ ! . ; A Y E S , 1 9 7 O , 7 1 e 7 3 ] A programação reque-

rida nestes casos é denominada de "programação heurística"
t

e sua eficiência obriga ° uso de métodos os quais ocasional-

mente erram ou falham. A possibilidade de falha implica que

as formalizações do raciocínio nestas áreas devem céipturar

o processo de revisão de conclusões. Isto é , conclusões ti-

r a d a s devem posteriormente serem v e r I f i cad a s e rejeitadas,

se for o caso.

O r a c Lo c In i o qu se faz C O I 'l conhecimento incompleto

é não - rn o n o t Ô n i c o . Deve-se tirar conclusões que, em base de

posteriores informações, podem ser rejeitadas. AprpseT1tamos



! . . .ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAseguida a~~ ro emas cUJa solução envolve raciocinio

não-monotônico.

o primeiro problema é o conhecido problema dos ml.s-

sionários e canibais. Este exemplo foi retirado de [McCARTHY,

1 9 8 0 1 .

"Três missionários e três canibais estão à margem de um rio

e querem atravessá-lo. Apenas um barco com dois lugares está

disponível e o nGmero de canibais não pode ser maior do que

o de missionários em nenhuma das margens senão os

rios são comidos. Como atravessar o rio?"

missioná-

Obviamente o problema é proposto para que se encon-

tre uma estratégia de atravessar o rio através de idas e Vl.n

das do barco sem que nenhum missionário seja comido. Imagine

propor o problema a alguém que após pensar um pouco sugeris-

se que seguissem em frente um quilômetro e atravessassem a

•
ponte.

"Que p o n t e ? " . " , você diz, "nenhuma ponte foi m e n c i o+

n ad a. "

"Bem. Você também não disse que não existia uma

ponte."

Então você modifica o problema para excluir pontes

e propõe-no novamente, e a coisa se repete para helicópte-

ros, n av i o s , etc. Com o propósito de fazê-lo entender o "es-

piriro do problema" você mostra-lhe a solução e ele retruca

sua solução afirmando que o barco tem um furo ou faltam re-
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mos. epOIs queZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAê reti:iça a omissào ele diz que um mons-

era marinho emerge e destr6i o barco. Você busca uma maneira

de acabar com isso de uma vez. Então você afirma no problema

que não há outra maneira de se atravessar o rio que não seja

usando o barco e que nada errado acontece com o barco. Uma

pessoa com bom senso nâo precisaria de tantas restrições pa-

ra tentar uma solução adequada para o problema.

A circunscrição é uma regra de inEerência que forma-

liza este tipo de raciocinio. Ela permite conjecturar que

não existem objetos relevantes em certas categorias, exceto

aqueles cujas existências seguem da proposição do problema e

do conhecimento do senso comum. A circunscrição permitiria

concluir qu~ não existem pontes ou helicópteros mas não que

não existem remos. t parte do senso comum que um barco pode

ser usado para atravessar um rio, exceto exista alguma C01-

sa errada com ele ou alguma coisa impedindo seu uso. Se

os fatos não requerem que alguma coisa impeça o uso do

barco, a circunscrição gerará a conjectura que nada existe

impedindo seu » s o . O preço que pagamos é o de ter que intro

duzir como entidades em nossa linguagem as "algumas coisas"

que possam impedir o uso do ~arco.

Se o enunciado do probleua fosse estendido de modo

a menCIonar uma ponte não mais a circunscrição do problema

poderia permitir a conclusão de que não existem pontes, isto

é, uma conclus~o tiL~d~ rie ~ma coleção de fatos, pode não

ser tirada de urna coleção maior. Assim a circunscrição como

regra de inferência é não-monotônica.
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ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAsegunco exewplo diz respeito ao "problema de qua-

dro"*, [RAPHAEL, 1971], que surge na representação de situa-

ções dinâmicas. O problema origina-se na necessidade de re-

presentar-se os aspectos do mundo que permanecem invariantes

sob certas mudanças de estado. Por exemplo, mover um

em particular, ou acender a luz, não muda a cor de

objeto

nenhum

objeto na situação. Ao representar-se essas situações emZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 6

gica clássica é necessário explicitdmente representar to-

dos os invariantes sob todas mudanças de estado. Estes são

referidos como os "axiomas de quadro" para a situação sendo

~odelada. Assim, para representar o fato que pintar um obje-

to não altera as locações de objetos, é requerido no cálculo

situacional de [!v1cCARTHY & HAYES, 1 9 6 9 ] , um "axioma de qua-

dro" como o abaixo:

'IlxyzscLOCAÇÃO (x,y,s) -+ LOCAÇÃO Cx,y, pintar Cz,c,s))

onde s é um variável de estado, x e z são objetos, c
t

é uma cor, e y é alguma locação.

O problema é que em geral um vasto número de tais

aXlomas é requerido. Por exemplo, locações de objetos perma-

necem invariantes quando luzes são ligadas, quando chove,

quando alguém fala, etc. Existe uma grande dificuldade em

se achar um conju::1to de "axiomas de quadro" adequado

uma situação.

para

* E m in g l ê s , " f r a m e p r o b l e m " .



ma sol a:::-a o "problema de quadro"ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé uma repre-: :

sentação da situação acoplada com regras de inferências apr~

priadas, tais que os "axiomas de quadro" não são nem e x p Li cRQPONMLKJIHGFEDCBAi

tamente representados nem explicitamente usados em um racio-

cinio sobre a situação. Uma solução para o problema é assu-

mlr-se o esquema "default": "Toda ação (de mudança de esta-

do) é assumida deixar toda relação inalterada exceto

for possivel deduzir o contrário". Isto simplificaria consl

deravelmente a representação da situação. Com efeito, somen-

te as informações positivas sobre a situação, no nosso exem-

plo as ações que alterariam as posições dos objetos, prcclsa-

rlam ser representadas explicitamente. Informações negati-

vas, no nosso exemplo as ações que não mudam as posições dos

objetos, não precisam ser representadas, são inferidas por

"default". conhecimentoDesde que em geral a quantidade de

negativo é bem maior que a de conhecimento positivo, existe

uma vantagem representacional e computacional considerável

em se trabalhar com O "default". Por exemplo, no nosso caso

não precisariamos representar que acender as luzes não alte-

ra a posição dos objetos, nem trovejar, nem falar, etc. Des-

de que informações subseq~entes podem invalidar suposições

anteriormente feitas, a inferência por "default" é não-mono-

tônica.

Existem sistemas computacionais com propriedades não-

monotônicas desde os primórdios da Inteligência

Em geral eles foram simplesmente implementados e

Artificial.

utilizados

sem se atentar para as implicações na lógica que estes siste

7

se

•



as pudesse ~cen~emente, na décaca de 80, houveter ..

grande interesseZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe desenvolver-se sistemas formais para

raciocínio não-moGotônico, originando as Lógicas Não-Monotô-

nIcas. No volume 1 3 do Jornal de Inteligência Artifjcial,

de abril de 1980, especialmente dedicado às Lógicas Não-l1o-

notônicas, encontram-se diferentes abordagens de raciocínio

não-monotônico desenvolvidas em IA. WINOGRAD apresenta e ana

lisa as propriedades de diversos sistemas não-monotônicos;

McCARTHY apresenta a circunscrição; McDERMOTT & DOYLE desen-

volvem uma lógica não-monotônica estendendo a lógica de prI-

meIra ordem com um operador modal para a consistência; REITER

desenvolve uma formalização para o raciocínio de "default",

e WEYHRAUCH propõe um sistema no qual uma teoria de primeira

ordem é associada com uma "mete-teoria" a qual por sua vez é

uma teoria de primeira ordem no seu domínio. o nosso traba-

lho é uma apresentação e estudo das propriedades das semânti

cas restritivas (não-monotônicas), e das inferências nào-mo-

n oRQPONMLKJIHGFEDCBAt ô n i c a s de circunscrição (McCARTHY) e "default" (REITER).

o CB?itulo 2 é ur.a breve apresentação da lógica

prImelra ordem necessária à compreensão do restante da tese.

Vemos, ainda, a Aritmética que exerce um papel importante em

todo decorrer do trabalhe.

o capítulo 3 apresentamos as Semânticas Restriti-

vas: Minimal, Nomeável e Inicial. É f e i t o um estudo das pr~

8

um

o

~

de
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priedades de cada uca destas semânticas. Vemos também urna

.6gica nomeável em particular: a W-Lógica.

No capitulo 4 apresentam-se as inferências não-mono-

tônicas: circunscrição e "default". As propriedades destas

inferências são analisadas e relaciona-se a Semântica Mini

mal com a circunscrição. Mostra-se circunscrição éque a

correta em relação à Semântica Minimal mas não é completa.

Finalmente, no capitulo 5 apresentamos nossas con-

clusões.

1 -
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este capitulo fazemos uma breve exposição da lógica

e primeira ordem (ou lógica clássica, ou cálculo de predi-

-ados de primeira ordem). O intuito deste capitulo é capncI-

:a~ o leitor não familiarizado com a lógica matemática, à co~

~ensão do restante do trabalho. Para um maior aprofundamen-

:0 do assunto recomendamos ao leitor que consulte uma biülio

ora fia especializad&. Recomendamos especialmente os livros

e [ENDERTON, 1972J e [CHAKG-KEISLER, 1973J.

Inicialmente apresentamos a linguagem da lógica de

primeira ordem, em seguida damos o conceito de estrutura e

Interpretação de modelos em uma linguagem. Vemos então alguns

conceitos relacionados com a semântica da lógica de primeira

ordem e então apresentamos o sistema dedutivo desta lógica.

São enunciados os principais teoremas da lógica clássica:

ompletude, compacidade, enumerabilidade e L~wenhein-Skolem.

}

Definimos então as ~eorias de primeira ordem e finalmente

apresentamos alguns tópicos especiais que utilizaremos no de

corre~ do trabalho: as funções de Skolem, cláusulas e uma

teoria muito especinl: a aritmética.

2.1 - A LinguagemponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o alfabeto das linguagens de primeira ordem consiste

de uma infinidade de símbolos a saber:

10



- SiülbolO

1. Pa~ênteses ( , ).

2. Simbolos Conectivos Sentenciais ~,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl.

3. Variáveis (uma para cada número natural): V
l
,ponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

V
2

,

4. Quantificador Universal: ~.

5. Simbolo de Igualdade (opcional): :::::;

2.1.2 - Parâmetros

1. Simbolos Predicados: Para cada natural n algum

conjunto (possivelmente vazio) de simbolos chama-

dos simbolos predicados n-ários.

2. Simbolos Funcionais: Para cada natural n, algum

conjunto (possivelmente vazio) de simbolos chama-

dos simbolos funcionais n-ários. ,.

3. Simbolos Constantes: Algum conjunto (possivel-

mente vazio) de simbolos.

Uma linguagem de primeira ordem em particular é dada

listando-se os parâmetros da linguagem. Assim, uma linguagem

denotada por L, é um~ tripla de simbolos predicados, simbo-

los funcionais e simbolos constantes. Nós denotamos uma lin-

guagem L por:

L = < R, F, C >.



onde,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR é um co •..•ponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj u de símbolos preaicados;

F é um con;unto de símbolos funcionais;

C é um conjunto de símbolos constantes.

Cada símbolo predicado P ( R é uma relação n-ária para

algL.r:1:nteiro

nal

n > ] , dependendo de P. Cada símbolo c: .
~unClO-

f E F é uma função m-ária para algum inteiro m > 1, de

?endente de f. Os s{mbolos constnntes c E C podem ser vis-

:os como funções O-árias.

Os termos da linguagem são defin~dos recursivamente

como abaixo:

i i )

i) Uma variável é um termo.

( i i i )

(i v)

Um símbolo constante é um termo.

Se f é um símbolo funcional m-ário e tI' ... :. t são
m

termos, então f (t I ' . . . , t ) é um termo .
m

Uma seq~ência de símbolos é um termo sss pode ser

mostrado ser um termo através de um nGmero finita

de aplicações de (i) (iii).

As fórmulas atômicas de L são as expressões da for

Da abaixo:

i )

( i i )

t 1
~

t 2 é uma f ó r ra u La atômica onde t 1 e t
2

são ter

mos de L.

Se P é um símbolo predicado n-ário e tI' ... ) t
n

são termos, então P ( t 1

1

... , t
n

é uma fórmula atô

mlca.

12
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Finalmei1~e. a -órmulas de L são definidas

.-~nnte como abaixo:

-) Uma fórmula atômicazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé uma fórmulõ.ponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- i ) Se ~I) e l!J são fórmulas, então (cp v l!J) e Cl ~I)

fórmulas.

_i i ) Se VI é uma variável e ~ é uma férmula, então

é uma fórmula.

. v) Uma seqüência de símbolos é uma fórmula sss

ser mostrado ser uma fórmula através de um n6mero

oito de aplicações de (i) Uii).

servações 2.1:

I 3

recursl-

são

tiVI·q)

pode

1:'
.l. 1

Admitiremos como vêriável de uma linguagem as letras ml-

núsculas: z , t, u, v, tu,X, s .

o sou tro s co n e c t i vos se n te n c ia i s: r. (e), v (o u ), +-+ (e qui.

valente) podem ser introduzidos como abreviações

[CHANG-KEISLER, 1973, p. 6).

o quant~ficador existencial é introduzido como uma

viação definida por:

:3 v. <;? 1 (ti v . 1 tp)para

ão definiremos as noções de variáveis livres e

(Ver
~

abre-

ligadas,

e substituição de variáveis por termos e/ou variáveis. O

leitor encontrará as definições em [ENDERTON, 1972).



I.

5)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASentençaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA820 ~~iniGasponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC O Q O as fórmulas de uma linguagem

se~ variáveis livres (Ver [ENDERTO 1972, p. 75).

6: Se os símbolos de uma linguagem s~o os padrões como + pa-

ra a adiç~o, < para a relaç~o de ordem, etc., simplesmen-

te escrevemos

L < < > L < + , . , <, o, 1 > , etc .

A cardinalidade de uma linguagem L, denotada por

I/LII, é definida como

IIL 11 = w u I L I

onde, w é a cardinalidade enumerável e ILI é a cardinalidade

do conjunto de símbolos parâmetros de L.

Se L e L' são linguagens tais que L c L', isto é, L'

tem todos os símbolos parâmetros de L e mais alguns, ent~o

L' é uma expansão d e L, e L é uma r e d u ç ã o de L'.
t

2.2 - Modelos de uma Linguagem

Um modelo (ou uma estrutura) para uma linguagem

L , W, consiste de um conjunto universo ou domínio /WI n~o

vaZio, no qual, cada símbolo predicado n-ário P de L , cor-

responde a uma relaç~o n-ária pW c / íoJ I n; c adas ím bolo fun-



azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn-árioponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 5

f de fW : Iw lm -+corresponde a função m-arla'-" )

e cada símbolo constante de

_~e~ento
I,.J d

c e

c de L, corresponde a um

Iw l· A correspondência é dada por uma fun-

c. de "interpretação" T que transforma os parêmetros de L

e o relações, funções e constantes em IH I apropriadas. Um mo-

elo W para L é um pa r < I I.J I, T > e escrevemos,

\-1 = < i \.J I, T >

ando L

~5crevemos W

ara os modelos

< p

~ o'
P ,

n
f
~ o '

[

m
... , c

k
>.

c o'... , ... )

IH I,
W \·1

cW
111 H

< p , ... , P , l.

o'
... , f

m'
c
o'

... ,
o n

H
>c

k

W de L.

o cardinal do medelo w é o cardinal de 1 \-1 1 .

W e W' para L são isomorfosDois modelos sss eX1S-

:e uma função injetiva h I W 1 -+ 1 w ' 1

. )

satisfazendo:

1-

w
p de W e a correspondentePara cada relação n-ária

W'
prelação

w
P (x I '

=ara todos

.1 i )

W' ,de

... , x )
n

I'; ,

? h Ix »
n

(h ( x 1 )s s s

"1'
x

n
em IW I·... )

W
f de W e a

função

Para toda função m-ária

W'
f de M'

correspondente



. i i )

i )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(i i)

í i i )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Usamos

h(fW(x
1

,
c •• , x ))

m

para todos xl'

Para toda constante

constante
W'

c de vI'

h(c
W
)

_ W'
- c

Se um modelo

W'
f (h(x

l
)

x em Iw l.
m

h I x )),
m

W
c de W, e a correspondente

W é í somo r f o a um modelo W' denotamos

por W ~ ~]'.

Um modelo B é um submodelo de um modelo W se

I B I c I W I e:

Cada relação n-ária

I B I

pB de B é a restrição

W
P de W, isto é,da correspondente rele.ção

pB = p
W

n <IS I)n.

Cada função m-ária fB de B é a restrição para

fW de W, isto é,da correspondente função

W
fE = f 18!m .

W, isto é,
B W

c = c

Cada constante de B é a correspondente constante

B c W para denotar que B é um submodelo de W. Dize

para

I B I

de

l6

•



17zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

os queponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH
é um submodelo de W.é uma e~_2~J~0 Q2 B se B

O!>servação 2.2. Se p é um predicado n-ário em uma lingua-

em L e H é um modelo de L, dizemos que a extensão do predi

ado p w é o c o n j u n t o das n-uplas de Iw l queum perten-

em à interpretaçâo de P em VI, isto é,

:~tensão de P em W { ( K 1 ' x
n

) E p
W
}... ,

_.3. Semântica da !6gica de primeira ordem

E n t e n d e mos p o r sem â n t ic a d e uma 1 6 g i c a a s n o ç õ e 5 r e -

_acionadas com o valor de verdade de urna fórmula. Em lógica

e primeira ordem,decidir-se o valor de verdade de uma fór-

ula em um modelo não é um problema simples. Por exemplo,

ia existe maneira de decidir-se se uma dada sentença de
t

_.
< + . , S, O > é verdadeira ou falsa no modelo padrão

a aritmética VJ = < N, + , S , O > Conde S é a função Sll. , --

cessar). Para um estudo detalhado sobre o problema do valor

e verdade em lógica de primeira ordem indicamos [CHANG-

.,E IS L E R, 19 73, p. 2 6 1. A qui nós não de f i n i remos a noção de

alar de verdade.

Usamos a notaçeo vI 1= a para denotar que a sentença

:; é verdadeira no modelo W de L, ou que, a é válida em W;

satisfaz a, o é satisfeita em W, W é um modelo de a. Qua~

l



o nãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé o caso q"ponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA:> G é válida em \.J , dizemos que (J é (J falsa~ -

em VI, ou que (J falha em W, ou que W é um mode~o de 1 o. Da-

co um conjunto r de sentenças, dizemos que W é um modelo de

sss w
poré um modelo para cada (J € 2::. Denotamos

/= r . Uma se n te n ç a (J que é v á 1 id a em to dom o d e I o d e L é

chamada válida. De n o ta m o 3 p o r /== (J. Uma se n te n ç a, o u um c o n -

Ju~to de sentenças é satisfatível sss tem no mínimo um mo-

elo.

Uma sentença ~ é conseqüência lógica de uma outra

se n te n ç a O, em sim b o 1o s (J /= ~, todo modelo de (J é umsss

~odel0 de çp. Uma sentença ~ é conseqüência lógica de um

:onjunto de sentenças
.•.
L. , 1= ~o, sss todo mo-rem símbolos,

elo de r é um modelo de ~. Duas sentenças (J e ~ são logica-

~ e n te e q LI ivai e n t e s , em sim b o 1 o s (J 1= =-=/ <9, s s s (J /= cP

/= (J

Dois modelos W e B são elementarmente equivalentes

- s s toda sentença que é verdadei~a em é verdadeira emW

::, e vice-versa.

W é um submodelo elementar de B é um submosss W

:elo de B e 1.J é elementarmente equivêlente a B. Denotaremos

i::or W < B. B é um~ extensão elementar de W.N esse caso

8

e

t



.~.!. -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASinta:~e da ~gica de Prineira Orde~

A sintaxe de uma lógica compreende a

ógica (a definição de fórmula, por exemplo, ~ uma

intática) e as noções relacionndas com o sistema

"gramática"ponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAda

noção

d e d u t Lv o

I

da l6gica. O sistema dedutivo consiste de um conjunto de fór

ulas chamadas de axiomas lógicos, e um conjunto de

de inferências. o sistema dedutivo não é único.
I

·as maneiras de se escolher os Rxiomas lógicos e as

de inferência ([CHANG~KEISLER, 1973, p. 24] e

regras

H á infini-

regras

[ENDERTON,

972, p. 101] apresentam sistemas dedutivos distintos para a

lógica de primeira ordem).

Seja L um conjunto d e sentenças e cp uma, sentença,uma

prova ou dedução de cp a partir de L é uma seqüência

(1 , ••• , a > de f6rmulas
o n

i < n ou

tal que a ::: q> e
n<

(U a. está em r, ou
1

ai é um axioma lÓgicf' ou,

a. é í n f er i da de um subconj'unto de {a ,
1. I o

a partir de alguma r~gra de inferência.

(ii)

(i i i)

para cade

... , a. l} a
1..-

19

cp é um teorema de .E , denotado por L 1- cp , se existe

uma prova a partir de 1: de cp. Se q> é um teorema de 91~ d i z e+

IUv5 'fÍ é t~o!ema da
1 .1 e denotamos por 1- <p. L

'lut uta L lflguagem

é inconsistente sss toda fórmula da linguagem é um teorema



20ponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACaso contrário, Uma sentença a é conL é consistente

is:ente sss {a} é. L é maximal consistente em uma lingua-

::: L r sentençasé consistente e nenhum conjunto deSSB

e L) propria~ente contendo r é consistente .

. 5. Corretude_e c o m p Le t u d e da !:_.ógica de Primeira Ordem

Um sistema dedutivo para a lógica de primeira ordem

ode ser arbitrariamente escolhido mas é importante que se

colha um correto e completo.

O s teorema5 abaixo mostram que iGto é possível. As

emonstrações são encontradas e'TI (C!lANG-KIESLER, 1973] e [ENDERTON,

972 J .

eorema da corretude.
----

Existe um sistema dedutivo para a ló

5ica de primeira ordem tal que:

a)

~)

Se r 1- ep , 1= (? ou equivalentemente,

é consistente.

entZio í

Se í é satisfatlvel então L

Onde í é um conjunto de sentenças e ~ é uma sentença.

Teorer:1a da cOl\1p}et~~~ (GODEL,1930). Existe um sistema

dutivo para a lógica de primeira ordem tal que:

de-

,



Se l:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1= <P ) então l: 1- cp, ou equivalentemente,

Se l: é consistente, então l: é satisfatível.

Onde E é um conjunto de sentenças e ~ é umaponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAs e n t e n+

- Teoremas da Compacídade, Enumerabilidade e Lowenhein-

Skolem

rema da compacídade

1= cp ,

r 1= cp •
o

Se L então para algum conjunto finito Lo c L,

ou equivalentemente,

_~) Se um conjunto de sentenças é finitamente satisfatível

(todo subconjunto finito é satisfatível), então o con-

junto é satisfatlvel.

Onde E é um conjunto de sentenças (possivelmente

_~finito) e cp é uma sentença.

eorema de Enumerabilidade

Em uma linguagem razoável, o conjunto de sentenças

álidas é recursivamente enumerável.

21
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~~~ una linguagem razoável entendemos uma na qual ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e parâmetros é recursivamente enumerável e tal que

_ações

{(P,n)

{(f,m)

P é um simbolo predicado n-ário}ponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f é um simbolo funcional m-ário}

são decídíveis. Uma linguagem com um número

parâmetros é r8?-oável.

rolário. Seja [ um conjunto decidivel de fórmulas

__ ng~agem razoável.

conjunto

as duas

finito

em uma

i) o conjunto dos teoremas de [ é recursivamente enume-

r ã v e 1.

'i) O conjunto das conseqüências lógicas de [ é recurs~-

vamente enumerável.

.... partes (i) e (ií) referem-se ao mesmo conjunto (pela com-

etude). Este corolário inclui o próprio teorema da

rabílidade, nc qual [ ~ j.

~eorema de L~wenhein-Skolem

i) Seja [ um conjunto satisfativel de fórmulas em

enume-

uma

linguagem enumerável. Então [ pod e ser satisfeito em

algum modelo enumerável.

22
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-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) Seja E um co~junto satisfatível de fórmulas em uma

linguagem de cardinalidade X. Então E é satisfeito

em algum modelo de cardinal idadeponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< X.

) é um caso particular de (ií) em que X w) .

~rema de L~wenhein-Skolem-Tarski

Seja r um conjunto de fórmulas em uma linguagem de

-Ainalidade X e suponha-se que r pode ser satisfeito em

um modelo infinito. Então, para cada cardinal ~ > X, eXlS

~odelo de cerdinalidade ~ no qual r é satisfeito.

Estes teoremas por serem teoremas fundamentais da

lca de primeira ordem sao demonstrados em qualquer livro

~ógica matemática, particularmente em [ENDERTON, 1972]

-ANG-KEISLER, 1973] apresenta três demonstrações para com-

_idade e para L~wenhein-Skolem.

- - Teoria de Primeira Ordem

Uma teoria é um conjunto de sentenças fechado em re-

~ão a implicação lógica. Isto é, T é uma teoria s s s T

conjunto de sentenças tal que para qualquer sentença o da

:"Iguagem,

se T 1= O, então a E: T.

23
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esde que teorias são conjuntos de sentenças, podemos

_ar os conceitos de

modelo de uma teoria,

apli-

teoria consistente,

teoria satisfativel.

conjunto de axiomas de uma teoria T ~ um conjunto de sen-

.~e nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAç a s cuponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj as co n s e q ü ê n c i as 16 g ic as são T.

Para uma classe . de modelos de uma linguagem, a teo

r i a de C, Th C, é definida por

Th C ~ [o; O é verdadeira em todo membro de C}

ara um conjunto E de sentenças, seja Mod E a classe de to-

os modelos de E. Th Mod E é o conjunto de todas sentenças

.ogícamente implícadas porE. Chame este conjunto de conjunto

as conseqüências de E•. Cn(E). Assim,

C n ( E) = {o; E 1= o } = T h Mo d L:.

•

Usualmente abreviamos Th Mod E para Th(E) assim,

Cn(l)) = Th(EL )

Seja th(E) o conjunto dos teoremas de r, isto é,

thO:) ;: {O; E 1- o}



pelaponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC O lLp!.t~U C ,ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Th ( r) :: t h ( E ) .

Uma teoria T é ~ompleta sss é maximal consistente,

to é, O € T ou 1 O € T.

Se T e T' são teorias e T c T', então dizemos que

é uma s u b t e o r i a de T' e que T' é uma ex~_e_n_~ão ou sup~-

ia de T.

_.8 - T6picos espe~íais

_ 8.1 - Funções de Skolem

A forma normal prenexa de uma fórmula é uma na qual

matriz não contém quantificadores e o prefixo é uma seqüê~

-ia de quantificadores. Isto é, para algum n > O

Qlxl'
... , Q a,

nxn

onde Q.
1

são quantifícadores e a é uma fórmula sem quanti

ficadores.

Pode-se provar ([EN D ER TO N , 1972, p. ISO]) que para toda f6r

5

/
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a podemos achar a fórmula logicamente equivalente na

----a normal prenexa.

A forma normal conjuntiva de urna fórmulazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé urna se-

ncia de conjunções em que os "conjuntos" (as partes da

--njunção) são seqüência de disjunções, isto é,

(aIponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv ... v a ) 1\

n
1\ (SI v ... v S )

m

n d e a., 13. são ou f6rmulas atômicas ou negações de
~ 1

f6rmu-

f

_as atômicas.

Pode-se provar ([CHANG-LEE, 1973) que para toda f6r

ula existe uma f6rmula logicamente equivalente em forma nor

a I conjuntiva.

Seja uma f6rmula F já em forma normal prenexa

lXl
Q x M, onde M é uma forma normal conjuntiva.
n n

Supo-

:lha Qr um quantificador existencial no prefixo Qlx
l

Q x ,
. n n

1. < r < n. Se não aparece quantificadores universais antes

.ue Qr, escolhemos uma nova constante C diferente das outras
t

_onstantes ocorrendo na linguagem de F, substituímos todos

xr que aparecem em M por c, e retiramos QrXr do prefixo. Se

s l J

••• J Q são todos os quantificadores universais que apa
sm -

r e c e m a n t e s d e Qr J 1 < sI'::' s 2 .::. escolhermos us < r,
m

novo símbolo funcional f diferente dos da linguagem, substi-

:uimos todas xr por f(x
s1

' x
s2

' x ), e
sm

retiramos Q x
r r

... ,

do prefixo. Depois que o processo acima é aplicado a todos

os quantificadores existentes no prefixo, a última f6rmula obtida é a

formapadroode Skolem.As constantese funçõesintroduzidassão chamadasde funçêes de
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pio: Se a:: 3K 'rJy'rJz3m 'rJv3wponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp ( x , y , z , m , Y. , w )

forma padrão de Skolem de a é

'rJy'rJzt/v P(a, y, z , f(y,z), v, g(y,z,v»

de a, f e g não aparecem na linguagem de a.

Urna cláusu~ é urna disjunção de literais (fórmulas

.amicas ou negação de fórmula atômicas). Um conjunto S de

áusulas é visto como a conjunção de todas cláusulas em 5,

-de toda variável em S é considerada ligada a um quantifi-

~ador universal. Assiw, urna forma padr~o de Skolem pode ser

-epresentada por um conjunto de cláusulas.

A linguagem L expandida pelas funções de Skolem é

:hamada uma expansão de Skolem de L.

Pode-se provar ([CHANG-LEE, 1973, p. 48])

t

que se S

um conjunto de cláusulas que representa a forma padrão de

~kolem àe uma fórmula F, então F é inconsistente sss s é

l.nconsistente.

Um tipo especial de conjunto de cláusulas são as que

rêm no máximo um literal positivo (sentença atômica) por

cláusula, são as chamadas "c Lãu su las de Rarn". Existem três

ripas de cláusula de H~rn distintos:



(1) ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
a cláusula vazia, não contendo literais e denotan

do o valor "falso".zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 ) B
n

positivo e

Bl "

teral

cláusula consistindo deuma
nenhum li-

n > 1 literais negativos Cnega-

3)

ção de uma

A v Bl v

sentença atômica).

v B uma cláusula consistindo de exata-
n

literal positivo emente um n > O literais negati-

vos.

_.8.2 - A Aritmética

Seja L = < +, S, O > e seja W = < N, +, . , S, O >. ,

modelo para L, onde , O têm as interpretações ordi-+ ,

árias S é a função sucessor. A aritmética é ae teoria

modelo W (Th W), ou seja, o conjunto das f6rmulas váli-

_as neste modelo. W é dito o modelo padrão da aritmética.

G~DEL em 1931 demonstrou que a aritmética é incompl~

:a e indecidível.

_ncompletude da aritmética. Não existe um algoritmo por

eio do qual podemos derivar o conjunto de todas sentenças

="ítméticas verdadeiras.

~decidibilidade da aritmética. Não existe um algoritrno por

-eio do qual podemos decidir (em um número finito de passos)

28
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ara toda sentença aritmética, se a sentença é verdadeira ou

"alsa.

Uma demonstração destes resultados pode ser encontra

a emponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[EN D ER TO N , 1972].

Muitas foram as tentativas de se axiomatizar aritmézyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

z Lc a, a mais notável é a de Peano que apresentamos abaixo.

Os axiomas de Peano para a aritmética são os seguin-

:es:

1 ) \;ix
Sx * O

(2 ) \;ixy (Sx :::::5y-l>x :::::y)

3 ) \;ix x + O :::::x

4) \;ixy ~ + 5y:::::S(x .:. y)..

S ) t/x x O :::::O

6 ) t/xy x 5y :::::(x y) + x

e finalmente, para cada fórmula ~(x) onde x ocorre em ~ o

axioma:

7<p~ ~(O) A (\;iX(9(X) ~ ~(5x» ~ \;ix~(x)

Axioma (1) afirma que "O não tem predecessor" (2)

a:irma que 5 é injetiva, (3) e (4) são a definição recursi-

a da soma (+) em termos de zero (O) e sucessor (5).
( 5) e

6) são a definição recursiva do produto em termos de zero

O), sucessor (5) e soma (+). Todos os axiomas (7~'», um para

cada cp, é chamado c "a~~ioma esquema da índução". Este axioma

29
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ermite para toda propriedade a qual é definida por uma f6r-

ula aritmética a aplicação do processo de indução.

A aritmética de Feano é a teoria dos axiomas de Peano,

_sto é, o conjunto de todas conseqüências 16gicas destes axi~

as. A aritmética de Peano é claramente enumerável. O teore-

a da incompletude da aritmética mostra que não é completa.

_sto é, a aritmética é uma extensão pr6pria da aritmética de

c-eano.

CHURCH mostrou que a aritmética de Peano é indecidí-

"el (não é o mesmo que a indecidibilidade da aritmética uma

"ez que a aritmética de Peano não coincide com a aritmética).

OSSER mostrou ainda mais: a indecidibilidade essencial da

~ritmética (nome este dado por TARSKI à propriedade pela

ual não somente a aritmética de Peano, mas toda sua extensão

:onsistente é indecidível).ponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f



3 - SEMÂNTICAS RESTRITIVASzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o objetivo deste capítulo é apresentar algumas semân

cas restritivas. Focalizaremos três maneiras de se restrin

r a semântica: a Semântica Mínimal,LKJIHGFEDCBAa Semântica Nomeável

a Semântica Inicial. Como a r.estrição à semântica perten-

a ao escopo da 16gica, as semânticas restritivas têm des-

-ertado interesse em várias áreas do conhecimento, notada-

ente na Matemática, em Álgebra e Fundamentos. No nosso caso

"fatizaremos os efeitos destas semânticas em Ciência da Com

_utação e em particular em Inteligência Artificial.

A lógica é dividida em duas partes: semântica e a

intaxe. A semântica compreende a noção de valor de verdade

_ tudo a isto relacionado: as interpretações, os modelos,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
f

s validades, as conseq~ências lógicas ete. A sintaxe abran-

e a "gramática" da lógica, se uma determinada expressão é

fórmula ou não, o sistema dedutivo, os teoremas, consistên

Ia, a teoria de prova e deduções. etc.

Aqui vale um parênteses: a Lógica Clássica ou de

rimeira ordem (ou o cálculo de predicados), é o nosso pa-

rio tudo o que fazemos é em relação a esta Lógica, inclusi-

'e todo nosso estudo de propriedades e teoremas é em relação

a ela.

31
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Como o próprio nome diz as semânticas restritivas

=~em de modo a restringirem a semântica da Lógica Clássica,

~o sentido que os modelos de um conjunto de sentenças é uma

su b c la s se da classe dos modelos deste conjunto em Lógica

.•.ássica. Na Semântica Minimal são os modelos minimais, na

omeável os modelos nomeáveis e na Inicial, os modelos

nlClalS. O principal ponto é a noção de conseqüência lógica:

ec Lógica Clássica uma sentença O é conseqüência lógica de

m conjunto de sentençaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr, rf='J, sss todoe escreve-se

io d e lo de r é também modelo de o. Esta noção nas semânticas

~estritivas será parafraseada da seguinte maneira: Uma

entença O é conseqüência lógica minimal (ou nomeável) (ou

inicial) de um conjunto de sentenças, e escreve-se respecti-

r a me n t e rj~o rl=no) (ou r 1=.QPONMLKJIHGFEDCBAo ) , s s s to d o
1

(ou modelo mlnl-

aI (ou nomeável) (ou inicial) é também modelo de 0.

O raciocínio restritivo aparece muitas vezes em ma-

temática. Por exemplo, quando um matemático anuncia os se-

suintes axiomas:
f

(i) 'lix Sx -;f O

(ií) 'lix 'liy (Sx ~ Sy ~ x ~ y)

(iií) 'liy (y * O ~ 3x y ~ Sx)

(iv.l) 'lix Sx 'I x

(iv.2) 'lix SSx 'I x

(iv.n) snx 'I x'lix
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o a

Sua inte~cão (interpretando-se

função sucessor) é caracterizar naturais.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o como "zero" e S

os números

6gica Clássica ele não pois os númerosconsegue naturais

_d ente são modelo destes axiomas, mas não são os únicos.

~.quer estrutura que seja uma c6pia dos números naturais

~~uido de um número arbitrário de cópias dos inteiros é mo-

_o destes axiomas (Ver [ENDERTON, 1972, p. 178]). éNão

!vel argumentar que a inclusão de novos axiomas poderia

~luir os modelos não desejados, uma vez que se pode provar

e o conjunto de axiomas dado é completo. O único modelo

tríto destes axiomas é realmente os naturais.

Um outro exemplo é a aritmética. Um desafio enfren-

_-o pelos matemáticos deste século foi o de axiomatizar a

r i t mé t í c a usando a L6gica Clássica. Muitas foram as tentativas

feitas todas com insucesso até que G~DEL em 1931 pôs ponto

~al à questão quando provou o Teorema da IncompletudeLKJIHGFEDCBA

a Aritmética, provavelmente o resultado mais notável da ma-

eoática neste século. A mais notável axiomatização consegui
- fQPONMLKJIHGFEDCBA

~ a foi a de PEANO e, como não poderia deixar de ser, a

.ritmética de Peano" é um subconjunto pr6prio da aritméti-

padrão. Veremos mais adiante que a aritmética

iomatizável em semânticas restritas.

Inúmeras definições em Matemática trazem a

padrão é

condição

e fechamento: "Nada mais faz parte de nossa definição", ou

eja, os únicos elementos que pertencem à classe definida

- ã o aqueles que satisfazem explicitamente às propriedades

.•u n c iadas. E s te é jus tam en te o e f e i to das sem â n t ic a s re str i
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n o t a d a rne n t ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa sem~ntica minim~l. A condição de fecha

nao é expressável em lógica de primeira ordem.

Em computação as u t i Li z a ç o e s das semânticas restriti

ao i n ú me r a s ElIl v s p e c jC<1,ilO dv pos de dados faz-se

r (Ver [PEQUENO, 1981J). Primeiro, modelos para tipo de

s sio enumerá\eis (de rato [initos se levarmos em conSl-

a c ã o limitação de máquinas). Segundo, são nomeáveis. A

a ~aneira possrvel de S~ obter novos valores é através

operações dadas aos valores iniciais (isto conforme ve-

s a d i a n t e r orrospond e a d ar um nome a cada elemento do mode

'o entanto a restriçjo que leva a considerar apenas

10s nomeáv~is não é suficiente. Basicamente estruturas

dados são conjuntos (finitos) de células de memória orga-

os de ma n .-i r a ,1 s e rv m a c e s s I v e j s desde um menor subcon-

Q. os pontos li ,·ntrad.1. Por exemplo considere

c~
F

--+ d'2 F3
1

a
n

a in[ormaçao ( armazenadaA em cada ponto a. desta estru-
1

-a e c é o p o 11 to d e e n-L ra da. P a ra s e a c e s s a r a informa-

em um ponto particular atravessa-se a strutura começan-

- ," t ' (' ::1 c F - I i g a m , \l tos" SI' c f o r denf)-
i~ !-l(';!llt.."-:-';l' o :

.0 por um símbolo constante então os pontos acessíveis são

eS Oe núme r.QPONMLKJIHGFEDCBAF (C .

T a j s ,'s t I" I l '1 r a s ct(. amanho al'bitrário, possivelmen

to c orn o "limito'" tinltn



C~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
F

-+
F

-+
F

a -+
n

d'J
Fa
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rmam a classe das listas lineares singularmente ligadas.

Desejamos definir a relação de acessibilidade por li

ações F, a c , para esta estrutura como sendo o fecho re-

xivo transitivo do grafo de F.

A sentença

) "x\1y(aC<x,y) +-+ (x = C A Y = C) v (F(x) = y) v

3z (ac(x,z) A F(Z) = y»

efine ac com a pretendida interpretação.

Agora considere o caso de termos duas funções g e h

e o ponto de entrada C.
A sentença natural análoga à (1) é

2 ) "x"y(ac(x,y) +-+
(x = C A Y = C) v (g(x) y v h(x) y) v

3z (ac(x,z) A (g(z) = Y h(z) = y» ,v

Mas as duas estruturas abaixo satisfazem (2)

8'QPONMLKJIHGFEDCBA « : " " ,
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A primeira interpretação é a que deseja, ondese

ac c
o

ac é a estrutura mínima satisfazendo a
o

sentençaacl·

2 ) .

o problema básico de caracterização de tipos de da-

dos abstratos é como associar (univocamente) uma estrutura

~special a um conjunto de axiomas, que pretende definir

~rto tipo de dados abstratos, de tal forma que qualquer es-

trutura que reconhecemos como uma realização do tipo de da-

dos abstratos é isomorfa à estrutura especial e vice-versa.

Em outras palavras, gostaria-se de usar os axiomas para con~

rrUlr uma estrutura tal que a classe dos modelos pretendidos

pelos axiomas seja a classe de isomorfismo daquela ~strutura.

Nota: Exemplo retirado de [CARVALI/O, R.L. & VELOSO, P.A.S., "Towards a
-- log ic o f lim i t ed perception", Proceedings o f the Th ird Br az i lian
Conf ervnce on Matehematical Log ic . (Recife, 17-22 de dezembro, 1979) ed i
t ado por AR R.lI DA , A.l., COSTA, N.C.A., SETTE, A.M., Campinas, 1980, pg~

147 a 159 I .

36
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onforme as considerações e exemplo acima, a estrutura deve

er um modelo nomeável e mínimo. Mas, isto ainda não basta.

~EQUENO, 1981] mostra que a estrutura pretendida deve ser

modelo inicial.

A Semântica Minimal tem origem na idéia de associar-

e a um conjunto de estruturas apenas os modelos "essenciais".

eja o exemplo dos números naturais, os axiomas apresentados

Lógica Clássica, têm como modelo não apenas os naturais

s também os naturais seguidos de cópias dos inteiros. Es-

_es últimos modelos são acidentais e devem sua existência ao

~aco poder de caracterização da Lógica Clássica. Mas como

_aracterizar oS modelos essenciais? Observe que, dado um con

nto de sentenças para que uma estrutura seja um modelo do

njunto, basta que possua os elementos exigidos pelas sen-

enças em suas relações, podendo ter outras. Assim,
uma ma-

eira de se capturar os modelos essenciais é exigir que o

odelo possua apenas os elementos exigidos pelas
sentenças

suas relações. Assim, se tivermos uma cadeia crescente

e modelos (cada modelo contido no seguinte) para o conjunto

~ sentenças, o modelo essencialzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé aquele que tem as menores

-elações na cadeia. Isto é, nenhuma subestrutura desse mOGe-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f

.0 é modelo das sentenças. Esta é a definição de

-imal.

Modelo Mi-

A Semântica Minimal tem um maior poder de caracteri-

zação do que a Lógica Clássica e é não-monotônica: seLKJIHGFEDCBAa é

~onseqüência lógica minimal de um conjunto de sentenças A,

e A c B, em geral, a não é conseqüência lógica minimal de B.
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não-monotonicidade da Semântica Minimal deve-se ao fato de

e se A e B são conjunto de sentenças e A ~ B, se M é um

odeIo minimal de B não necessariamente M é um modelo mini-

1 de A pois M pode ter alguns elementos em suas relações

xigidos pelas sentenças de B que não estão em A.

Modelos nomeáveis são estruturas nas quais todo ele-

e nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt o pertencente à estrutura tem "nome". Por "nome" de um

.emento entendemos um termo da linguagem livre de variáveis

e denota este elemento. Estes modelos ~êm a interessante

racter!stica de podermos referir-nos explicitamente a to-

__ 8 os seus elementos através de uma sentença. Em um modelo

alquer há alguns elementos que sabemos de suas existên-

ias, mas não podemos exibi-Ios. São referidos apenas atra-

és de sentenças quantifícadas. Por exemplo, se a sentença

-x . Px é verdadeira em um modelo arbitrário, sabemos que

_niste um elemento do domínio no predicado P, mas, em geral,

~ão se sabe qual. Se o modelo for nomeável exitirá um termo

ivre de variáveis a pertencente a P. A Semântica Nomeável

:ambém tem um maior poder de caracterização em relação a L6-

ica Clássica, e é, ao contrário das Semânticas Minimal e

_nieial, monotônica, embora apresente uma outra espécie de

_ão-monotonicidade que chamamos de "não-conservação em exten

ões da linguagem".

f

Modelos iniciais são os mais restritivos e foram de

envolvidos em especificaçao de tipos de dados abstratos. [PE

UENO, 19811, com o intuito de resolver a questão da caracte

rização de um tipo de dados. É um caso particular dos ante-
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~lores no sentido que um modelo inicial é minimal e nomeável.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

:é mais que isso, é mínimo e nomeável. Mas não apenas isso.

- uma interpretação de Herbrand mínima (no Universo de Herbrand)

que se excluem os elementos "iguais". Dois elementos são

"guais" se exibem as mesmas propriedades até o ponto em que

linguagem consegue expressar. A Semântica Inicial goza das

ropriedades das semânticas anteriores e de outras mais, 1n

.~sive a inicialidade.

Na seçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI apresentamos a Semântica Minimal: Forma-

_zação, definições, exemplos e propriedades. E ainda os con

itos de modelo mínimo e modelo minimal local.

Na seção 2 damos o mesmo tratamento à Semântica No-

_ável. Apresentamos as Interpretações de Herbrand e fazemos

estudo de uma lógica nomeável particular: a W-Lógica.

linguagem

regra de infe-

-wógica é a lógica de primeira ordem da

:: < +, s. O > em que adicionamos uma. ,

_n C ia in f in ita, a Regra W, e aceitamos dedu ç õ e s in fin itas .

Na seção 3 apresentamos a Semântica Inicial. Damos

conceitos de estrutura natural e igualdade natural e en-

o definimos os modeles iniciais. Apresentamos algumas pro-

-iedades, inclusive a inicialidade.

,
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.1 - Semântica.

~. 1. 1 - Modelos Minimais

A definição abaixo afirma que um elemento

-up1a) pertence a uma relação de um modelo minimal

njunto de sentenças, se, e somente se, for exigido

~ntenças.

(ou uma

de um

pelas

finição 3.1 - SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr um conjunto de sentenças de uma lin-

agem L e M uma estrutura para a linguagem, M é um modelo

lnima1 de r, se, e somente se:

) MI~ para cada sentençaA a € f;

_) Para toda sube st rutura própria N de M, N ~LKJIHGFEDCBAa , para algum a f: r.

E:xemp1o 3.1. Seja r = 0. Desde qUE' toda estrutura é modelo

e 0 os modelos minimais de r são todas estruturas cujo domí

o consiste de apenas um elemento.

~xemplo 3.2. Seja L = < P, a, b >, onde P é um símbolo pre-

_lcado unário e, a e b são símbolos constantes. A sentença

= Pa v Pb /\ a 'I b tem dois modelos minimais

IM11 {a,b}, pMl {a }, Ml
b
Hl = b >= < = = a = a,

·'1

IM21QPONMLKJIHGFEDCBA{ a , b Í ,
pM2 {b } ,

M2
b
M2

= b >= < = = a = a,
2

f



-_emplo 3.3. Seja LzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= < S, OzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA>, onde S é um símbolo

41

funcío-

~ unárío e O é um símbolo constante. Seja r o conjunto das

en t en ç as abaixo:

(í) 'tix . s (x) ~ O

(íí) 'tixy (S(x) ~ S(y) ~ x ~ y)

(íií) 'tiy (y * O ~ 3x . y ~ S (x) )

Cív.I) 'tix . S (x) * x

ív.2) 'dx .S(S(x» ~ x

(iv.n) 'tix. Sn(x:) ~ x

w = < N, S, O > onde

N é o conjunto dos números naturais;

S é a função sucessor usual; e

O é o número "zero"

é o único modelo mínimal de r.

Em uma linguagem L = < P, F, C> os modelos

conjunto de sentenças

,

modelo "está contido" em um outro modelo B (A é

de L, formam um retículado em que

para

_~estrutura de A) 6SS

se IAI ~ IBI

uma
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._.-:r ã o ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

pA
é a restrição de pB

a IAI, para todo símbolo predicado

p dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL ;

F
A

é a restrição de F
B

a IAI, para todo símbolo funcional

F de L;

A B
C = C para todo símbolo constante C de L.

Se IAI = IBI

Ei"'tão,

C
A = C

B
para todo símbolo constante C de 1-, ,

A
F
B

todo símbolo funcionalF = para F de L', ,

pA c pB para todo símbolo predicado P de L'
-

,

(pA c pB
sss o conjunto das n-uplas que pertencem

A
a P

(a extensão de P em A), está contido no conjunto

uplas que pertencem a pB (a extensão de P em B).

das

A figura seguinte ilustra o reticulado dos modelos

_ um conjunto de sentenças r.
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Na figura 2 cada retângulo representa um modelo do

njunto dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr ; di-Modelos em cadeias horizontaissentenças

f e re n t e s podem ter um mesmo domínio ou não; o símbolo ~... 1n-

__ ca a possibilidade de um modelo "estar contido" em outro

~ não. Os modelos minimais de r são os modelos
. . . .
1n1CIaIS de

Eda uma das cadeias.

~xemplo 3.4 Seja L = < P, C > onde PzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé um símbolo predica-

unário e C é o conjunto dos símbolos constantesQPONMLKJIHGFEDCBA

a l' a 2' an 1·. ,

ja r == (Pa
l

v Pa
2

v v Pa) 1 \ ( a . ' " a., para todo
n I J

1 ,J == 1 , n , í

'"
j). . . ~

onde a segunda parte da conjunção é uma abreviatu-

de aI
'"

a
2

1 \ al

'"
a
2

1 \ ... 1 \

aI
'"

a 1 \

n

a
2LKJIHGFEDCBA

r a
3

1 \ a
2

t a
3

1 \ ... 1 \ a
2

t a
n

an-l
t a

n

- orne D == [a 1 ' a 1
n

a
2

, ... )

=
as estruturas M i, i= 1 , ... , n.

D, pMí {a J , Mí
= j= 1 ,I ::: < ::: a. a ., n >

1 J J
... ,

:~tão M., i=l, ... , n são os modelos minimaís
1

modelos Mi possuem o mesmo domínio.

de r. Observe

-ue os

Nem sempre acontece como no exemplo aCIma.

umas sentenças podem existir cadeias de modelos que

_imites inferiores. Quando todas cadeias são aSIm,

á modelo minimal.

Para al-

não têm

não
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biná-S um símbolo predicado,~mplo 3.5. Seja LzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA== < S >,

e r o conjunto das sentenças abaixo:

'rJx 3y. S(x,y)

3y 'rJx.l S(x,y)

'rJxyz. (S(x,y)QPONMLKJIHGFEDCBA1 \ S(x,z) -+ Y ~ z )

'rJxyz. (S(y,x) 1 \ S(z,x) -+ Y ~ z )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(i)

(i i )

( i i i )

( i v)

3, ... } e S

isto é, S(x,y)

inter-k == l, 2,o me Dk == {x E N· x> k ] ;, - '

função sucessor usual, sl.gn2:.
r-etado corno aLKJIHGFEDCBA

_ : a que "y é o sucessor de x".

< Dk' S > são modelos de r e- estruturas Mk

::> M2 ::> ... Hk ::> Mk + 1 ::>

rtanto r não tem modelo minimal.

io

:,servação 3.1. Um melhor diagrama para representar o reticu

seguin-ado dos modelos de um conjunto de sentenças r é o

_.:: :

Exemplo retirado de [DAVIS, 19801.ota:
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(Se~pre que houver una cadeia com limite inferior, este é um

mode 10 minimal para r,)
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__ .2. Conseqüência Lógica Minimal

~::iniçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3.2. Uma sentença O é conseqüência lógica minimal

_ um c on ju n to d e se n te n ç a sQPONMLKJIHGFEDCBAL , em s I m b o 1o s L 1= o, s s s
m

todo

"elo minimal de L é também modelo de o.

Po r tan to L 1= O im p 1ic a que L 1= ma'

Introduzimos os conceitos de satisfatibilidade m~nl-

- , teoria minimal, axiomatização minimal, etc. naturalmen-

_ a partir dos respectivos conceitos da lógica clássica.

~ e~emplo, um conjunto de sentenças é minimalmente satis-

-:ível se possui modelo minimal. Teoria minimal de conjunto

ce axiomas, Thm, é o conjunto das cODseqüências
.. .

mln~malS

e , conjunto, isto é:

Thm (1:)LKJIHGFEDCBA{ O ; L F. o}
m

assim por diante.

emplo 3.6. Seja a = ~x ~y x ~ y. Então 0 Fm o. Pois con-

~me v~mos no exemplo 3. 1 da seção anterior, os modelos m~-

ais de 0 são todp.s estruturas cujo domínio tem apenas um

_emento, e a sentença O é verdadeira em tais estruturas.

::xemplo 3 . 7 . Seja r = Pa v Pb 1 \ a }i b

~ão r u {Pa} F. l Pb
m

r u {Pb}
Fm 1 Pa

e5a e x em p lo 3 . 2 )
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~xemplo 3.8. Seja Ao o conjunto dos axiomas de Peano sem a

indução (Ver capitulo 2). O modelo padrão da aritméti-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

_8 é o 6nico modelo minimal de Ao. Portanto, seLKJIHGFEDCBAa é uma sen

:ença aritmética verdadeira, Ao ~ a . Isto é, Ao é um conjun
1m -

de axiomas para a aritmética. Portanto a aritmética é m~-

almente axiomatizável.

:::xemplo 3.9. Seja r o conjunto das sentenças de (i) a (i v)

c o exemplo 3.5.QPONMLKJIHGFEDCBA L : F. a para qualquer sentença a
m

daEntão

_~nguagem (observe queA L: é minimalmente insatisfativel mas

-ão insatisfativel).

~ste exenplo ilust~a que se L: b a não imolica1m • que

a como era de se esperar .

.1.3. Propriedades

1

~.1.3.1. Não-Monotonicidade

Em lógica de primeira ordem a função F que assoc~a a

conjunto de sentenças suas conseqüências lógicas é uma

=~nção monotônica no sentido que se então F(A)A c B

= CN(A) c CN(B) = F(B). (CN(X) é o conjunto das conseqüên-

__ as lógicas do conjunto de sentenças X). Co~ efeito, uma

-entença q é conseqüência lógica de um conjunto de sentenças
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.~ em sim b o Io s A 1= q , se q é ver d a d e izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr a em to dos mo d e Io s d e A.

e M é um modelo de B e A c B, então M é um modelo de A (is

:0 é, K (B) c K(A), onde K(X) é a classe dos modelos do con-

'unto de sentenças X). Assim, se A ~ B e A F q então B F q.

o mesmo não acontece com a semântica minimal. Se

~ c B não temos que Km(B) c Km(A) (Km(X) é a classe dos mo-

_elos minimais de X). As classes dos modelos minimais de A e

-< não guardam esta relação de ordem, podem ser classes .di st in t as .

~sslm, na semântica minimal ao adicionarmos novos aXlomas

~odemos perder algumas conclusões tiradas anteriormente.

?roposição 3.1. A semântica minimal é não-monotônica, isto

- , se A e B são conjuntos de sentenças e A ~ B, o conjunto

é:8S conseqüências lógicas m i n i m a í s de A, pode não estar contido no

conjunto das conseqüências lógicas minimais de B, em símbo-

_os, CNm(A)LKJIHGFEDCBAí CNm(B) (CNm(X) é o conjunto das conseqüências

_ógicas de X).
.. .

mlnlmalS

r

Exemplo 3.10. Seja r 0. r 1= ( tixQPONMLKJIHGFEDCBAI ( tiy) x ~ y (ver
m

exemplo

3.6) .

Seja L : = {3x. 3y.?< 'P v l Os modelos
.. .

mlnlmalS

ceA L: são as estruturas cujo domínio têm dois elementos. Por-

:antG L : li tix. tiy . x ::;:,y.
m

:::xemplo 3.11. Seja L = < P, a, b > P um símbolo funcional

a e b símbolos constantes; e r Pa v Pb /\ a ~ b Temos que

r u {p a} 1= l P b
m
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Ia s

r u {p a} U {p b }QPONMLKJIHGFEDCBAI J m l P bzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(ver exemplo 3.7)

A monotonicidade da lógica de primeira ordem exerce

importante papel na teoria de prova desta lógica. É esta

ropriedade que permite uma teoria de prova local. Local no

3e n t id o que, se A é um co n ju n to d e se n te n ça s e se determina-

-os uma prova de uma sentençaLKJIHGFEDCBAa usando apenas um subconjunto

_. de A então sabemos que a é um teorema (ver capítulo 2 )

~e A. Não precisamos necessariamente levar em conta todas as

3entenças de A para determinarmos uma prova d e , a . Esta loca-

_idade implicará que os teoremas de um conjunto de sentenças

lógica de primeira ordem, se não são decidíveis, são pelo

enos semidecidíveis. É possível uma enumeração recursiva

_eles. O mesmo não acontece com as lógicas não-monotônicas. r

~alquer teoria de prova para estas lógicas tem inerentemen-

te algum processo não semi-decidível.

_-.1.3.2. lnexistência de modelos minimais

A satisfatibilidade minimal é uma propriedade mais

:-rte que a satisfatibilidade da lógica de primeira ordem.

~xistem conjuntos de sentenças satisfatíveis em lógica de



51zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~rimeira ordem mas não minimalmente satisfativeis. Uma ca-

racteristica importante da lógica de primeira ordemzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé a re-

ação entre consistência e satisfatibilidade (ver capitulo

_). Se um conjunto de sentenças é consistente (a partir

ele não se pode provar uma contradição), então é satisfa-

:ivel (existe um modelo para o conjunto). Mesmo ao trabalhar

os com sistemas dedutivos mais adequados à semântica mini-

aI, como ao adicionarmos a regra de circunscrição (ver ca-

itulo 4) ao sistema dedutivo de primeira ordem, teremos

onjunto de sentenças consistentes (c ircuns cr ip t ivame nte ) mas

ão minimalmente satisfativeis, embora valha reciproca:a

~odo conjunto de sentenças minimalmente satisfativel é

onsistente (circunscriptivamente), (Ver capitulo 4).

?roposição 3.2. Um conjunto de sentenças satisfativel pode

não ser minimalmente satisfativel.

:xemplo 3.12. Seja LLKJIHGFEDCBAs 6 e r o conjunto infinito do s J'

aXiomas abaixo:

2· 3x
l
, x2 xII x2

xl' x2' x3 xlQPONMLKJIHGFEDCBAI x2 À xl I x3 ~ x2 I x33·

n
afirma que o modelo tem no minimo (n elementos). Os mo

delos n elementos são os modelos
.. .

minimaiS decom exatamente

o P'2' À3' Uma estrutura de L é modelo de r = {À2'~' ...}. .. À}, .
n

sss for um conjunto infinito. Todo conjunto infinito possui

subconjunto próprio infinito. Assim, r não tem modelo minimal.
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=:xemplo 3.13. Ver exemplo 3.5.

3.1.3.3. Não-Compac idade

existe

Em 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAÓ g ica c 1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAá s s ic a se 1.: 1=LKJIHGFEDCBAa e

um subconjunto finito de 1.:, 1.:
o

Ou

1.: é infinito, então

1.: 1=QPONMLKJIHGFEDCBAa .tal que

.or outra, um conjunto de sentenças é satisfativel sss é fi

~itamente satisfativel (todo subconjunto finito é satisfati

·el). A compacidade não é gozada pela semântica minimal con

=orme proposição abaixo.

_rposição 3.3. Um conjunto r de sentenças finitamente m~-

imalmente satisfativel pode não ser minimalmente satisfati

elo

:xemplo 3.14. Ver exemplo 3.12.

"or a : Exemplo 3.12 sugerido por P.A.S. Veloso em

ções pessoa~s.

conversa-
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3. I . 3.4.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAEnumerabilidade dos modeloszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA" .
m~n~ma~s

Em lógica de primeira ordem, se a linguagem tem car

inalidade X e se um conjunto de sentenças r tem um modelo,

então r tem um modelo de cardinal idade menor ou igual a

(Teorema de Lowenhein-Skolem). Daí, se a linguagem é enu-

e r áv e I r tem um mo d e Io e num e r áv e I. P o r ou tr o Ia do, se r tem

modelo infinito, então r tem um modelo de todas cardina-

:idades maiores (ou igual) cardinalidade daà linguagem

~eorema de Lowenhein-Skolem-Tarski). Ver capítulo 2. A pr~

osição abaixo afirma que se M é um modelo minimal para um

_onjunto de linguagem desentenças cardinalidadeem umaQPONMLKJIHGFEDCBA\ I

1 \ ,

:ntão M tem cardinalidade menor ou igual a V

/\
Se a linguagemf"

f enumerável todo modelo minimal de r (se existir) é enume-

rável. A demonstração é uma versão adaptada da demonstra-

~ão do Teorema ~e Lowenhein-Skolem, que apela às funções de

-kolem. O leitor encontrará uma breve explanação sobre es-

sas funções no capítulo 2.
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2:-oposição 3.4. Em uma linguagemzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL de cardinal idade X todo

delo minimal tem cardinal idade menor ou igual a x.

_~onstração: Dado um modelo para a linguagem W, mostraremos

_e ele possui um submodelo de cardinalidade menor ou igual

elementarmente equivalente (ver c~pitulo 2).

Se j a 8 um subconjunto do d om Ln i o de W,8 =- 1 wl, conten-

todas as constantes de A e de cardinal idade \ < X. Para

~~a fórmula ~ de L tome as funções de 8kolem de ~ em w. 8e

.., S o f e ch am en to d e S sob to das fu n ç õ e s de Sk o 1em CS c 1QPONMLKJIHGFEDCBAV J 1 ) .

=..;aB o submodelo de W com dominio S, IBI S. Hostraremos

B é elementarmente equivalente a W. Basta mostrar que

~=a toda fórmula ~ de L nas variáveis V
l
, ... , V

n
e para

::0 elemento 8
1

, ... , que8
n

8, temosE

) B 1= ~ [8 1 ' ... , 8 1 s s s \.J 1= ~ [8 1 ' ... , 8 1
n n

í
-o 8 é fechado sob todas funções de 8kolem, para todas fór

__ as :3VLKJIHGFEDCBAc p (VV
l
, ... , V ) em V 1 ' ... , V e para todo

8 I'n n

-
. , 8 E 8,

n

se \.J 1= :3x c p [8 1 '

B 1= c p [8, SI'

8 1
n

então existe 8 E 8 tal que

... , s 1
n

Mostraremos (*) por indução nas fórmulas ~.

A base da indução, as fórmulas atômicas, e as f6rmu-

5 com conectivos sentenciais são mostrados facilmente. O

-~Jlema são as fórmulas 1uantificadas.
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, 1= :3vILKJIHGFEDCBAc p [8
2
,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, 8 l . por (~d<) , e x i s t e um 8

1
E: 8 tal

n

21 que W 1= (11 r s 1 ' . , 8 1
nA

_-:ão, por i n d v. jão , B 1= cp [81 ' . , 8 1 e
n

V l 1= :3 v 1 c p [a 2' .. , a 1 cqd.
n

Portanto B é elemen~armente equivalente a W e obser-

e que 1 B 1 ~ 1 8 1 U !! L 11 = À + X·

rolário 3.1 (Enumerabilidade). Em uma linguagem enumerá-

el, todo modelo minimal é enumerável.

Vemos assim que o Teorema de Lowenhein-8kolem-Tarski

ão é válido para semânticas
.. .

m101ma1S

:.3.5. Incompletude

Uma propriedade fundamental da Lógica Clássica é sua

pletude. Podemos construir um sistema dedutivo, finitário

- e fe t iv o t e 1 que L 1= O L 1- o, o n d e L 1- O significas s s

~e O é um teorema deQPONMLKJIHGFEDCBAL , ou seja, existe uma prova a partir

c e L de O (Ver capítulo 2).

Uma prova é um algoritmo como é normalmente definidQ,

_ ~ a seqüência de passos finita e cada passo pode ser realiza

sem brilhantes "flashes" de raciocínio. Algo que uma má-

_lna possa executar. Assim, se L infinitoé um conjunto

sentenças, na prova de O você não pode usar todas senten-

s de L . O Teorema da Compacidade (ver capítulo 2) que pode



er provado usando-se o sistema dedutivo de primeira ordem,

arante a existência de um conjunto finitoA LOzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc L tal quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=LKJIHGFEDCBAa . Por outro lado, é trivialmente decidivel se uma se-

ência de sentenças é uma prova. Assim, o conjunto das sen-

t~nças válidas (deduzidas a partir do 0 (ver capitulo 2)) é

=~ursivamente enumerável (enumeramos todas seqüências fini-

de sentenças e decidimos se é uma prova (a partir do

~ não. Se não, nós a descartamos. Se for, colocamos sua úl-

-:~a sentença na lista de validades). O Teorema da

idade (ver capítulo 2) afirma que o conjunto das

enumera-

senten-

as válidas é recursivamente enumerável. Segue-se que o co~

~nto das conseqüências lógicas deQPONMLKJIHGFEDCBAL , CN(L), é semi-decidi-

- Assim os Teoremas da Compacidade e Enumerabiliàade são

.dições necessárias para que o sistema dedutivo seja com-

-. 2 to. É fácil ver que também são suficientes. Ver [ENDERTON,

~'2, p. 101). Já vimos que em semântica m i n im a l não vale o

_corema da Compacidade (e o próximo ~xemplo mostra que não

~ ! e a Enumerabilidade). Portanto não podemos ter um sistema

dutivo, finito e efetivo, completo. A relação de conse-

~ência lógica minimal vista como uma regra de inferência é

.finitária.

roposição 3.5 (Incompletude da Lógica Minimal). Não existe

algoritmo por meio do qual podemos o b te r precisamente o

_~njunto de todas conseqüências minimais de um dado conjunto

.2 sentenças.

56

0)

~.
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em p Io 3. 15 . Seja L == < + conj~nto dosS, O >zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe A o
o

~omas de Peano sem a indução (ver capitulo 2). Já vimos que o modelo

-~':::-ãoda aritmética S, O > c om as interpre-W == < N, + . ,

__ ões usuais, é o único modelo minimal de Ao. Assim,LKJIHGFEDCBA

1 = a W 1= a Portanto, seé verdadeiro em W).A(osss

_~éssemos um tal algoritmo poderiamos, por meio dele, deri-

~r todas sentenças aritméticas verdadeiras, o que é uma co~

:radição com a incompletude da aritmética (ver capitulo 2).

Segue-se que o conjunto das conseqüências
.. .

mlnlmalS

:e um conjunto de sentenças não é efetivamente enumerável,

rtanto nem ao menos semi-decidivel.

~.4. Modelos Mínimos e Minimalidade Local

Apresentamos abaixo dois conceitos similares ao con-

eito de minimalidade. O primeiro é mais restrito e o segun-

~O é mais abrangente. Estes conceitcs serão mencionados nos

_apitulos subseqüentes.

:Jefinição 3.3. Em uma linguagem L = < R, F, C >. Seja

L) {Wi, i € I} uma família não-vazia de modelo Lpara

c om o mesmo domínio, !wl, e mesmas funções. Diz-se

P \Vi c P \-1j

que

{a ex-'i ~ Wj para todo predicado P € R,sss

:ensão de P em Wi está contida na extensão de P em Wj}.Defi-

~mos a interseção n

i€I

esmo domínio e funções

W i c orno o modelo W para L com o

todo P E: R ,que Wi e tal que para
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" .
n p"'"QPONMLKJIHGFEDCBA

j . E: IzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

W é o modelo mínimo para L no domínio ~.

Em uma linguagem L seja M <r) a classe dos

Iwl
modelos

no domínio [v}, todos comLKJIHGFEDCBAc -J.unçoes. Se a 1n-as mesmas

=~seção dos modelos desta classe for modelo de r, então é

amada de modelo mínimo de r no domínio Iwl. É fácil ver

€ há sentenças que não possuem modelo mínimo e que, todo

__ elo mínimo é um modelo minimal, mas não V1ce-versa.

plo 3.16. Seja L = < predicadob > ; P um símboloP, a ,

b s ím bolos co n s ta n te s. A se n tens a r = P a V P b 1 \ a 'I b t'ern

...s modelos minimais, ver exemplo 3.2,

< IMII pN1 M1
a a, b

M1
{ a , b} , {a }, b >

< IM21
p
M2 a, bM2aM2{ a , b } , {:,}, b >

não tem modelo mínimo. Observe que pM1 n M2 = 0

:'lnição 3.4. conjunto de sen-Seja H e N modelos de um

<c a s r. Dizemos que M é submodelo de N em P, e escrevemos

P N. Se M e N têm o mesmo domínio, todo símbolo predi-

o em r exceto P têm as mesmas extensões em M e N, ma s a

_ensão de P em M está contida na sua extensão em N.



~~efinição 3.5. Um modelo M dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr é chamado modelo mínimal

--' p ssszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA? a r a to dom o d e lo M' de r,

M' M'< P M M.somente se

É fácil ver que

;-oposição 3.6. M é um modelo minimal de r sss M é mInl-

para todo símbolo predicado p. de r.em p

Semânticas Nomeáveis

_.1. Estruturas Nomeáveis

:inição 3.6. Considere uma linguagem de 1~ ordem onde

e K são respectivamente conjuntos dos símbolosos cons

--es funcionais e relacionais. Seja T o conjunto de todos

:ermos sem variáveis de L. Assumiremos C não vazio, de

=0 que T também não será.

w
C ,

W
F ,LKJIHGFEDCBA

v IQPONMLKJIHGFEDCBA>
R para L.Considere a estrutura w = < A,

tAt E T denota um elemento domínio de M; definimos_a no

:unção (denotação) d: T ~ A que a cada termo de assocIa

. TA .
Seja a Imagem desta?:emento de A denotado por ele. fun
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Diremos que W é nomeável (por T) TA = A, istosss

a função de denotação é sobrejetiva. Portanto, uma estru-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

_~a n om e á v e L, ou T-estrutura como às vezes é chamada,

~~ que tod~ elemento é denotado por um termo livre de variá

=~s o qual é um nome para ele.

Por outro lado, se definirmos a parte acessível (func ionalrrenteide

~omo o meno~ subconjunto F(A) de A tal que C c F(A)

.~) é fechado sob as operações em F. Ou seja, F(A) é o menor

o azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj u n t o tal que:

(i) C c F(A);

( i i ) E F(A) e f E F é de aridadeSe aa I' ... , n

W
F ( a I ' . , a )

n
E F(A).então

F(A) é o domínio da subestrutura de W que consiste

=~ueles elementos de W que são designados por termos li-

-2S de variáveis de L, e ainda mais,esta subestrutura está

--luída em qualquer outra subestrutura de W, ou seja, é a

__ estrutura mínima de W. Portant9, uma estrutura W é no-

=:ável A ~ F(A) A é o domínio de W.ondesss

emplo 3.17. No exemplo 3.3 da seção anterior já vlmos

_2 o único modelo minimal dos axiomas (i) a (iv .. são os

_turais Observe que na linguagem com < O, S,LKJIHGFEDCBA
. s ;
, , >

rurais também são o único modelo nomeável destes aXlomas.

60
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':..xemplo).l~. ~ aritmética padrão é o único modelo minimal

observe que também é o único modelo nomeável,

~X1omas de Peano.

para os

Mais uma vez vemos a minimalidade e a nomeabilidade

nomeabilidadeumprindo o mesmo papel. Mas minimalidade e

ão são o mesmo conceito. O exemplo abaixo ilustra este fato.

:::xemplo 3.19.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr de senNo exemplo 3.5 vimos que o conjunto

:enças não possui modelo minimal

nde Mk são modelos de r). Mas

.os nomeáveis de r.

(M
k

:::> Mk ~ l' i = 1, ... + 00 ,

todos os modelos Mk s ã o.m o d e+

:::xemplo 3.20. 5eja < a > onde a é um símbolo constan-L

::e. A sentençaLKJIHGFEDCBAa = 3x x '* a nomeávelnão possui modelo

e L. Observe que a é satisfatÍvel.

servação 3.2. Nomeabilidade é um conceito que depende di-

=etamente da linguagem. Ao afirmarmos que um modelo é nomeá f

.el nossa afirmação só estará completa se dissermos também

~ linguagem que estamos usando. Por exemplo, a sentença a

-o exemplo anterior tem um modelo nomeável na linguagem

a,b > ; a,b símbolos constantes.

_••.emplo 3.21. 5eja . , 5, O, a >; uma expansão daL = < + ,

~nguagem da aritmética, r o conjunto dos axiomas de

e~ a indução e ~ o conjunto das sentenças

Peano

{a ?' O, aQPONMLKJIHGFEDCBAI 80, a I 550, ... }
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_~[ãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr u E não tem modelo nomeável em L. Observe que a aritmé-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r i c a padrão não é modelo de r u E, mas todo modelo não padrão da

ritmética pode ser (desde que estendido apropriadamente) .

.~.2. Conseq~ência Lógica Nomeável

~:inição 3.7. Em uma linguagem L, uma sentença da lingua-LKJIHGFEDCBA

a é conseq~ência lógica nomeável de um conjunto de sen-

as da linguagem, E, em símbolos, E 1= a , s s s
n

todo mode-

~, nomeável (em L) de E é também modelo deQPONMLKJIHGFEDCBAa .

Portanto, E 1 = a im p 1ic é! que mas E I=n a1= n a ,

E 1= n

E

im p 1 i c a E 1= a E 1= a
m

implica a ? vice-E ou

==sa? O leitor é convidado a mostrar que nenhuma das ~m-

_cações é válida.

Analogamente como fizemos em relação à minimalidade

:roduzimos os conceit.os de satisfatibilidade nomeável, teo

nomeável, ax i om a r i za ç ã o nomeável etc. em contrapartida

~ respectivos conceitos da lógica clássica.

Claramente entendemos por teoria nomeável de um con-

:0 E de sentenças, Thn(E), o conjunto das conseq~ências

-eáveis de E, em símbolos

Thn(E) = { a , >.: 1= n a } .

Em [VELOSO, 83], de onde extraímos o conceito abaixo,

_itor encontra uma variedade de resultados concernentes
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às teorias nomeáveis.

Adotaremos a seguinte notação: L(V) é o conjunto de

:odas fórmulas da linguagem L tendo no máximo V como variá-

el livre; ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr v: é uma fórmula da linguagem L, sendo V sua

:!nica variável livre; cp(t) é a substituição da variável V

elo termo t E: T . Lembre-se que T é o conjunto de todos os

~ermos sem variáveis de L.

- Um conjunto ~ de sentenças de uma linguagem L éQPONMLKJIHGFEDCBA

_ _ a teoria T-completa o conjuntosss sempre que

( t ); t E: T} c ~, então tiV .LKJIHGFEDCBAc p (V) E: ~, para toda cp(V) E: L(V).

Gostaria agora de demonstrar uma proposição, mesmo

-~e para 1SS0 tinha que fazer algumas definições e enumerar

~_guns teoremas, a titulo de ilustrar os resultados que po-

: ser obtidos com a nomeabilidade,e principalmente pela

portância do resultado em assuntos correlatos, como a

-Lógica (seção 3.2.3).

o leitor poderá passar para a próxima seção sem pre-

~izo de compreensão. Assinalaremos as partes dispensáveis

traços verticais.

o ponto inicial de nossa discussão é a noção de um

njunto r(x) de fórmulas de L nas variáveis (livres) xl'

. , x
n

r é um conjunto de fórmulas de L nas variáveis (li

:-es) ~ = z (xl' ... , X ),
n

em simbolos,
Xl' ""n >

. ,

s são variáveis individuais distintas e todaXl' ... , x
n

rmula y em r contém no máximo as variáveis xl' ... , x li
n

:-es.
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SezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr (x I ' - .. , x )
n

r então a notação

jJ 1= r ... , a 1
n[ a I '

~ignifica que para todo r E T, a seqüência a
l
, .. , a

n
sa

':!.sfaz y em u ; neste caso dizemos que ... , a satisfaz
na I'

~ realiza, r em jJ.

Seja r Xl'

r sss

um conjunto de f6rmulas nas variáveis

. . , X e seja jJ modelo para L .
n

Dizemos que jJ realiza

_guma n-upla de elementos de IjJl, satisfaz r em u . Dizemos

e jJ omite r não realiza rsss u

Por um tipo r (x I ' X ) nas variáveis
n

... ,Xl'. ,

entendemcs um conjunto de fórmulas de L nestas variáveis,

aximal consistente.

Dizemos que r (x I ' X )
n

urnaé consistente com... )

:eoria r r tem um modelo que satisfaz r.sss

Seja r r(X
I
, ... , X ) um conjunto de fórmulas de L.

nLKJIHGFEDCBA

_ ~ a teoria r em L localmente realiza r sss existe urna f6r-

la cp(x
l
, X ) em L

n
tal que:... ,

(i) c p é consistente com r.

(i i ) r 1= c P ~ yPara fodo y E r

:sto é, toda n-upla em um modelo de r que satisfaz c p reali-

z a r.

r localmente omite r r não localmente realizasss

Assim,QPONMLKJIHGFEDCBAL : localmente omite r sss para toda f6rmula
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xl'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx )
n

talque é consistente comA L existe Y E r

r u e cP /\ l y é consistente comQPONMLKJIHGFEDCBAL .

Se L é uma teoria completa temos que L localmente

itir r é condição necessária para L omitir r, conforme

-roposição abaixo.

f::-oposição 3.7. Seja L uma teoria ocmpleta em L sEJae

- = r(x
l
, x ) um conjunto de

n
fórmulas d~ L . Se L tem um. . . )

delo que omite r, então L localmente omite r.

o "teorema dos tipos omitidos" é a inversa da propo-

ção acima e vale para teorias consistentes arbitrárias em

~_a linguagem enumerável.

~=orema 3.HTIPOS OMITIDOS). Seja L: uma teoria consistente em

_~a linguagem enumerável 1 e seja r = [(xl' ... , X ) um con
n

_nto de fórmulas de L. Se L localmente omite r, então L

:ern um modelo enumerável que omite r.

A prova deste teorema assim como a da proposição an-

aer i o r é encontrada em [CHANG-:(EISLZP.., 1973, p. 79].

Agora podemos enunciar nossa proposição que afirma

e T-completude T-satisfatibi-é condição necessária para

__ dade e demonstrá-Ia.,

roposição 3.8. Se L é uma teoria T-completa em uma lingua-

:2ID enumerável L, então L tem um modelo nomeável (em L). Em

tros, termos

L é T-completo ~ L é T-satisfativel.
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emonstração: Primeiramente tomamos uma enumeração

os termos sem variáveiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl' t 2 '

da lin-... , para o conjunto T,

guagem (é possível, pois L é e n ume r á v e L) . Para demonstrarmos

nossa proposição utilizamos o lema.

Lema 3. I : I' ( ::) o c o n ju n to d e fórmulas hj't
l
, xj't2' ...}

de T. Se L é um conjunto

Seja

onde tI' t
2
,

satisfatível de

é uma enumeração

omite f(x)sentenças tal queA L então L tem

m modelo nomeável.

Demonstração: trivial.

?ortanto, pelo lema 3.1, que Lpreclsamos apenas mostrar

ite f(x). Suponha ~(x) consistente com L.

E n tão L: 1= 'íJ x l ep ( x ) f a 1 h a . P e 1 a T - c om p 1e tu d e existe um

:ermo t ( T tal que não L 1= l cp( t ) .

?ortanto cp(t) é consistente com L, então cp(x) Á l

_onsistente com L. Assim L localmente omite f(x),

x j' t é

pelo "teo-

-ema dos tipcs omitidos", L omite f(x) e a demonstração está

:ompleta.

Estreitamente relacionado com os conceitos apresen-

lados está o que chamamos de W-Lógica,uma lógica de primei-

-a ordem na qual adicionamos uma regra de inferência infini-

:a, a regra-W, e permitimos provas infinitas.
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3.2.3 - W-Lógica

A W-Lógica exerce um papel importante na teoria dos

números ou aritmética. A incompletude da aritmética demons-

trada por CedelA em 1931 sempre foi um incômodo aos matemáti-

coso Ao adicionarmos a regra-W ao sistema dedutivo da lógica

de primeira ordem, teremos a importante propriedade, trivial

mente demonstrada da completude da aritmética. Intuitivamen

te a regra-W é uma regra de inferência infinita que afirma

que os únicos elementos no domínio de um modelo são os núme-

ros naturais

A linguagem da W-LógicazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé a linguagem da aritmética

L = < S, +, o >; os modelos nomeáveis emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL são chamados

de H-modelos. Se abreviamos 1 = SO, 2 = SSO, 3 = SSSO,

os W-modelos são as estruturas W com domínio IWI = {O, 1, 2,

3, ... }. Em vista do exposto na demonstração da proposição

1 8 podemo~ definir os W-modelos como sendo os modelos d~

L que omitem o conjunto {x *' 0, x*, 1, x *' 2, ... }

A regra-W é uma regra infinita de inferência que

de <pCO),QPONMLKJIHGFEDCBA< p U ) , < p ( 2 ) , permite inferir-se ' t ; J V . < p ( V ) , pa-

r a toda fórmula cp (V) E: L(V). Em símbolos:

Regra-W
{ p ( O ) , pCi), p ( 2 ) , . . . }

' t ; J V . (~(V)

Observe que a regra-W atua de modo a restringir o

domínio do modelo à sua parte nomeáve1. A comp1etude da
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-lógica, proposição 3.9, decorre deste fato.

efinir o que chamaQos de W-Lógica.

Podemos agora

Definição 3.8. W-Lógica é a lógica de primeira ordem da

linguageQzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo > na qual introduzimos a regra-WL = < S, +

e inferência e as provas podem ser infinitamente longas.

Uma teoria A é W-consistente sss não existe uma

:órmula (~(V) E L(V) tal que

{~(O), ~(l), ~(2), ... } c A

e

:3 x . lLKJIHGFEDCBAe p ( x ) E A

Uma. teoria A é W-completa sss para toda fórmula

.r v : c L(V). se {~ (O ), ~ ( 1 ), ~ ( 2 ) , . .} c A e n tão 'tJV . ~ (V) E A.

bserve-se que W-completude é uma p~rticularização

?letude para a linguagem da aritmética.

Segue-se da proposição 3.8 que

\

da T-com-

Corolário 3.2. Seja A uma teoria consistente em L, se A é

-completa então tem um í·:-mode10.A

Demonstração. A linguagem é enumerável e se éAL uma

teoria W-completa, então A é T-completa. Portanto, pela pr~

?osição 3.8 A tem um modelo nomeável em L, um W-modelo.
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É fácil ver que a W-Lógica é correta. Se uma teoria T é

..-satisfatível (tem um W-modelo), então T é H-consistente.

A proposição abaixo afirma que a W-lógica é completa.

Proposição 3.9 (Teorema da W-completude). Uma teoria T em L

é consistente em W-Lógica T é W-satisfatível.s s s

Jemonstração:

Seja T' o conjunto de todas sentenças de L derivá-

els de T em W-Lógica. T é consistente em W-Lógica T'sss

é consistente em L

~) T' é W-completa, portanto se T' é consistente emzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL pelo

colorário 3.2, T' tem um W-modelo e este modelo é um W-

modelodeT.

~) Se TA tem um W-modelo então
I

(corretudeT é W-consistente

da W-Lógica) e portanto T' é consistente em L.

Assim as conseqüências semânticas e os teoremas da

W-Lógica de um conjunto ~ de sentenças coincidem. Como con-

eqüência a aritmética é completa em W-Lógica. Os teoremas

-os aXlomas de Peano em W-Lógica são a aritmética padrão.

A W-~ógica pode ser naturalmente generalizada a ou-

:ras linguagens enumeráveis, onde os W-modelos são substituí

~os pelos modelos nomeáveis e a regra-W é generalizada pela

regra-T.
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Regra-'!':zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
{~ (t ) ;

cpzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(V)

t E: T}
Para todo cp(V) E: L(V).tiv

W-consistência e W-completude são generalizadas

-2spectivamente por T-consistência e E aT-completude.

-Lógica Generalizada é claramente correta e a proposição

alXo afirma a completude. A demonstração e análoga à de-

_..s t ra ç ã o da propos i ç ã o 3.9.

7oposição 3.10. Uma teoria T em uma linguagem enumerável

é consistente em W-Lógica Generalizada é nomeá-sss T

_~mente satisfatível .

. 4. I n te r P re ta ç õ e s d e !~e r b r and

Antes de apresentarmos as propriedades da semântica

weável será útil estudarmos uma classe especial de estru-

_ras nomeáveis, as estruturas de Herbrand.

Seja uma linguagem enumerável L = < F, R, C>

conjunto dos símbolos funcionais;

conjunto dos símbolos predicados;

conjunto dos símbolos constantes;

0. de L, H(L) é o conjunto deo universo de Herbrand

:odos os termos livres de variáveis de ~, ou seja, H(L) = T.

Base de Herbrand de L, B(H), é o conjunto de todas

:órmulas atômicas P ( ti' t )
n

onde P E: R e tl, ...,tnE:H(U.... ,
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Uma Interpretação de Herbrand de L, ou H-interp~eta-

ção,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé uma interpretação I de L em H(L) tal que:

(1) I associa a toda constante de C a Sl mesma.

(2) SezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf c F e
t 1 ' ... , t c H(L), I aSSOC1a a f uma fu~-

n

ção que transforma (t 1 ' .. , t ) (um elemento em H(L)o)
n

em f (t 1 ' r- ) (um elemento em H(L).... , - n

Seja B(H) = {A
l
, ... } a base de HerbraodA

2 '
... , A ,

n

de L. Uma H-interpretação I pode ser convenientemente repr~

sentada por um conjunto.

1= {ml' m
2
, ... , m

n
, ... }

Se mj é Aj, a Aj é atribuído "verdadeiro", se não

a Aj é atribuido "falso".

-::xemplo 3.22. Seja L < F, R, C > com

F = {f}

R = {P, Q}

C = {a}

Neste caso

H (L) { a, f (a), f ' (f ( a )) . }

BH(L) {P(a), Q(a), P(f(a), Q(f(a), ... }
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_ as interpretações abaixo são H-interpretações:

-3

{P(a), Q(a), P(f(a», Q(f(a», ... }

nP(a), lQ(a), lP(f(a», lQ(f(a», }

{P(a), lQ(a), p(f(a», lQ(f(a», }

Interpretações de Herbrand exercem um papel centralzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

=~ prova automática de teoremas baseado em dois resultados:

_20rema A: P a r a to d a fó rm u 1a C? e x i s teu mas e n te n ç a em fo rm aA

_ausaI, a forma padrão de ~, tal que ro ~ satisfativel sss

é satisfativel.

er capitulo 2, Funções de Skolem).

=3rema B: Um conjunto de sentenças em forma clausal tem um

__ elo sss tem um modelo de Herbrand.

Este teorema é uma versão do teorema de L~wenhein-Skole~\

a d em o n s t :-a ç ã o é e n c o n tr a d a em [C 1-;A N G - LQPONMLKJIHGFEDCBAE E, 19 7 3, p. 5 5 1 )

Interpretação de Her~rand são estruturas

_ de uma certa forma, incluem todas as outras

nomeáveis

estruturas

-eáveis d~ linguagem, conforme a proposição 3.11 a seguir.

~a 3.2. Seja W uma estrutura nomeável para uma

= <7, R, C> e S uma estrutura ?ara a mesma

linguagem

linguagem

r: x i s te no m á:: imo u rn h om om o r f i smo de W em S, que s e r á s0-

-e s s s S é nomeável.
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Demonstração. Se 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé um homomorfismo de H em S, então

?ara todo czyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE: C o (c
W
)

S
c

?ara todo f E: F de ar idade n e para toda n-upla

<
a 1 ' ... , a > de elementos de /W/ ,

n

(fW
(a 1 ' ... , a ) .- f SQPONMLKJIHGFEDCBA( s z 5 ( a 1) ... s z 5 ( a »

n n

?ara todo P E: R de ar idade n, se

< a 1 ' > E: p
W

então < 0(a 1) , . . . , o (a )
n

S
> E: P... , a

n

3uponhamos que exista um outro homomorfismo 0' de W para S.

Quero mostrar que para todo a E: /wl, 0(a)

_Ié:s como W é nomeável, se a E: /W/ então

0' (a).LKJIHGFEDCBA

v I
ou a = c

ou a .-
f (a 1 ' .. , a ) onde

n

a 1 '
... , a E: IW/

n

\J
, 0 ( a )

S
0' (a)e a = c

_. c =

e a = rW
(a

1
, a )

n '
supondo-se. ,

(a . ) o ' ( a . ) ,
1

i 1 , ... , n,
-'o

temos que

, ( a )
W

0'([ (a
1

,
~

... , a »
n
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f
S
(0'(a

l
),zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. . . , 0'(a»: 0' é homomorf .n .

S
0(a i i .= f (0("'1)' Hip. de lndução... ,

n -

0
W

a ). 0 homomorf .= (f (a
l
, . . . , é

n '

o (a)

ortanto, se existir um homomorfismo de io1 para S, é único.

_e 0 é sobre pode ser deduzido doS é nomeávelsss

_agrama comutativo

TQPONMLKJIHGFEDCBA

\ , ~1 \ svaI val

I H I -----.- S

y6

-de T é o conjunto de termos livres de variáveis e

21
H S

val são funções de valoração dos termos de W e S res

:,ctivamente

':orolário 3.3. Se W é uma estrutura nomeável e ~ é uma re-

2ção de congruência em W, então W/~ também é nomeável.

:-oposição 3.1l. Seja W uma estrutura nomeável para

_ = < F, R, C >. E x i s teu m a in te r pr e ta ç ã o de Herbrend única

,,) tal que W = H(W)/K(e), onde K(0) é o kernel de homomor

·smo único 0 de H(W) em W.



Demonstração: Seja 0 uma ~unção tal que:

(i) Para todo c € C

0(c)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
HzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c ;

i i ) Para todo f E: F

o (f(h
l
,···, hn))

W
f (0(h

l
), ... , 0(h

n
)),

para
h 1 '

h € H(L).
n

... ,
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Uma vez que a interpretação de Herbrand e W são no-

~eáveis, o é único e sobre (ver demonstração Lema 3.2). Usa

os 0 para definir as relações de H(W).LKJIHGFEDCBA

a r a todo h E: H(L).
n

P E: R e para todo
h 1 '

... )

• h 1 '
> E:QPONMLKJIHGFEDCBAp H ( V I ) ... ) 0(h )

n
< 0(h

l
),h

n
sss... , > E: P W

Observe que isto faz de o um homomorfismo forte.

Basta agora provar que o aiagrama a seguir comuta e

ue ~ é um isomorfismo.

H(W) nat(K(0)) H(W)/K(0)
------+

p l~



(i)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAO diagrama comuta:QPONMLKJIHGFEDCBA

< p zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé definido por

< pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA([h]) = 0(h)

G~serve que ~ está bem definido,

se [h1] = [h
2
] então 0 (h

1
)

pOIS K(0) é o kernel de 0.

ii) ~ é homomorfismo:

Par2 :odo c E C,

< p (c :HLKJIHGFEDCBAv I ) / : : ( 0 )
) < p ( [ !{(W)

c ] )

o ( H(W)
c )

W
c·

Para todo f E F,

< p ( f H ( W ) / IC ( 0 ) : [ h 1 J ,
[h J)

n
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0(h
2

)

H(W)
(I) ( [ f ( h 1 ' .. . ,h ) 1 ). n

H(W)
o ( f (h 1 ' ... , h

n
»

w
f (0(h 1 ), ..., 0(h »

n

W
f (~ ( [h 1 ] ), ..., ~I) ( [ h n ] ) )



Para todo PzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA€ R

<zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[h
1

], ... , [h
n
] > € pH(W)/K(d)

sss < h 1 '
... , h > € pH(W)

n

0(h
l
), 0(h )

W
sss < ... , > € P

nLKJIHGFEDCBA

Ç p ( [ h
1

] ) , ç p ( [ h ] )
W

sss < ... , > € P
n

(iii) ç p é um para um:

Se j am h 1 '. h
2

tais que

Çp([h
l
]) cp([h

2
])

então

0(h
l
) = 0(h

2
)

e [h
1

] = [h
2

]

Finalmente como W e H(W)/K(0)

77

são nomeáveis (Lema

3.2 ), ç p é sobre.

A estrutura H(W) é chamada a interpretação

-erbrand induzida por W.

:>servação 3.3. Lema 3.2 e proposição 3.11 aSS1m como suas

~2monstrações foram extraídas de [PEQUENO, 1981].

de

I
I

.1
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3.2.5. Propriedades

3.2.5.1. Monotonicidade

A semântica nomeável é monotônica segundo a defini-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ã o de monotonicidade apresentada nu item 3.1.1~ isto é:

.roposição 3.12. Se são dois conjuntos de sentençasA e B

=~ UQa linguagem L

CN (A)
n

nde CN (X)
n

•...emonstração

:eremos

e

e A c B então

c CN (B)
nQPONMLKJIHGFEDCBA

{ O ; X 1= O}
n

Sejam i/L) a classe das estruturas nomeáveis

de L;

M(X) a classe dos modelos de um conjunto X

de sentenças de L e

~(X) a classe dos modelos nomeáveis de X.

il( A) 1-1(A) n ;')(L )

il( B ) !vI( B) n n( L )

,,,
- , pela monotonicidade da lógica clássica
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M(B)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc M(A)

"" portanto

n(B) c n(A).

A semântica nomeável apresenta uma outra espécie

=e não-monotonicidade, que melhor seria chamá-Ia de "não-

~onservação das 'conseqüências nomeáveis em extensões da lin-

:uagem". Em lógica clássica se se estende a linguagem, as

~onseqüências lógicas de um conjunto de sentenças permanecem

as mesmas, inclusive a técnica de se expandir a

para se obter medelos com propriedades desejadas)

linguagem

baseia-

s e nesta caracteristica, sendo empregada na prova de teoremas

:undamentais como a completude, Louenhein-skolem, etc. Isto

-ão é possivel em semântica nomeável conforme

abaixo.

proposiçãoa

3.2.5.2. Não-conservação em exte~sões da linguagem

?rúposição 3.13. Sejam uma linguagem,QPONMLKJIHGFEDCBAL um conjunto deL

entenças de L e L' uma e~pansão de L. O conjunto das conse-

qüências nomeáveis deA L em L não coincide com o conjunto de

conseqüências nomeáveis de L em L', isto é:
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CN'(L:) 'I CNQPONMLKJIHGFEDCBA( L : ) ,
n n

onde

CN I (X)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n

{ O , X 1=-= O (e m L I ) }

:::xeoplo 3.23. L' consSeja < a,b > a, bL < a > e

::.~res

L,

0 1= \ j x x ~ a
n

em L'

0 1= 'ri x x ~ a
n

o leitor é convidado a mostrar que na realidade

CN'(L:) c CN ( L : )

n - n

__ .5.3. Exisl~ncia de modelos nomeaveis

Ja vimos que existem sentenças satísfatíveis que não

ssuem modelo mínimal, analogamente existem sentenças satis

~:iveis que não têm modelo nomeavel.

:;:xemplo 3.24. Seja L = < a >; a uma co n s ta n te, e a sentença

O
-::J ••
.:3" x f a.

É facil ver que a é satisfatível mas, em L,

não e x i s tem o d e Io nom e av e I d e O.
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Em semânticas nomeáveis o caso não é tão drástico.

Se uma sentença é satisfative1 podp ser que não exista mode-

10 nomeáve1 na 'linguagem, mas sempre há uma expansão da 1in-

guagem L' que admite um modelo nomeável para a sentença.

Proposição 3.14. umazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 inguagem. Um conjuntoS -. i a L de sen-

tenças satisfatlveis (de ( é nomeavelmente satisfativel em aI

guma expansão L' da linguagem.

Demonstração 1. Reportemo-nos à demonstração da proposição

3.4 1ingua-bastando observar que o modeloLKJIHGFEDCBAB é nomeável na

gem L' = L U {Fcp 3x ~, uma fórmula de L}; { F ~o} são ascp

funções de Skoiem de L (Ver capitulo 2).

Demonstração 2: (Via modelos de Herbrand). Na seção ante-

rlor c teo~ema A nos afirma que uma sentença é satisfati-

vel sua forma clausal padrão é satisfative1; e o teoresss

ma B
\

afirma que uma sentença em forma clausa1 tem um mode-

10 tem um modelo de Her~rand, mas todo modelo desss

Herbrand é nomeável (na linguagem estendida).

:sta proposiçãc é mais uma versão do teorema de

Lowenhein-Skolem e é a base da atual teoria de prova auto-

máticâ de teoremas.
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3.2.j.4. IQcomple~ude

A semântica nomeável compartilha da infinitariedade

da semântica minimal, isto é, também não será possível con-s

ru i r uma teoria de prova (finita e efetiva) completa.

ProposiçãoLKJIHGFEDCBA3 .1 2 . (Incompletude da Lógica Nomeável).

existe um al~o:itmo por meio do qual podemos obter

Não

precisa-

ente o conjunto de todas conseq~ências nomeáveis de um dado

conjunto de sentenças.

E~emplo 3.23. Ver exemplo 3.15 lembrando que o modelo p~

rão da aritméticazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé o 6nico modelo nomeável dos axiomas de

Peano se~ a indução na linguagem L . , s, O >.< +,

Observação 3.4. Vimos no item 3.2.3 que podemos obter um

sistema dedutivo completo para a semântica nomeável (em lin~

guagens enumeráveis naturalmente) ao adicionarmos a regra-T

A regra-T é umaao cálculo dedutivo de primeira ordem.

gra de inferência infinita.

Concluímos que o conjunto das conseq~ências

re-

nomeá-

vels de um conjunto de sentenças não é semi-decidível.
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3.2.5.5. Enumerabilidade dos modelos nomeáveis

É perfeitamente claro que a cardinalidade dos mode-

los nomeáveis de uma dada linguagem é menor ou igual à car-

:inalidade desta linguagem, ?ortanto se a linguagem é enume-

-ével também serão seus modelos nomeáveis.

j.3. Semântica Inicial

3.1. Estrutura natural

=efini~ão 3.9. uma lin-SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf um conjunto de sentenças em

",,",agem L = < R,F,C >. A estrutura natural de I", ar r i , é a

terpretação de Herbrand para L na qual as relaçôes são de-

:inidas como a seguir.

Para todo para todo ... ) h E HCL),
n

P E R, h 1 '

:em-se

< h 1 '
> E pHCf) ... , h )

nI=n p C h 1 'rh
n

sss... ,

Intuitivamente, esta definição diz que as relações

em H ( f) são o mínimo permitido pelas sentenças de f. Mostra

~emos que de fato, quando 1-1 ( r ) 1= r , en tão é o modeloH(f)

=inimo no universo de Herbrand para f.



,-:-oposiçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3.16. LzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= < R,F,C > e I' um conjuntoSeja

~ntenças de L e H(L)

8/+

de

o unlverso de Herbrand para L. A es

_:-utura natural de [ é o modelo mínimo no universo

erbrand para [, em símbolos,

H c r : n ModH(L)(f)

êüJonstração n Mod:1.(L)([) c H([)

Seja h > ( H(L)n
n

h < h 1 'p c R e ... ,

-~eremos mostrar que

ri !1od
r r )

p H(L) c

n Mod
r r )

e h E P
H(L)

pH([)
, isto é,

h (
pH cr )

então

ponha
H

h (p para todo H c ModH(f)

sejaLKJIHGFEDCBAv i um modelo n om e á v e I de I", pela proposição3.11,

_~a interpretação de Herbrand isomorfa a W, 11(H) .

slm,

HQPONMLKJIHGFEDCBA( v 1 ) 1= r

o::

h (
p H(H)

(pois H(W) ( ModH(L)(f)),
_ogo

H(W) 1= p (h)

de

existe
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w 1== P (h) ( p o i s WLKJIHGFEDCBAz : H (QPONMLKJIHGFEDCBA\ . J ) )

- ~ r t a n t o r 1= P ( h )
n

=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBApor conseguinte h E: H(f).

A demonstração de que H(f) ~ n ModH(f) é deixada ao

eitor (pode ser encontrada em [CARVALHO et aI, 1980]).

~xemplo 3.24. Sejam L < <, S, O > e r o conjunto das

~:ntenças abaixo:

't:iy (y ::::: O -+ 3x y ::::: sx)A

't:i~,'t:iy ( x < sy +-+ x < y)
-

'rJx x I O

\ j ~ : 't:iy ( x < y v x ::::: y v y < x )

't:ix't:iy ( " < y -+ y I x)"

't:ix't:iy't:iz (" < y -+ ') < z -+ x < z )"

ar r : = ( N, <, s , O) com as interpretações usuaIS e

om as abreviações:

SO

= SSO

SSSO
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3.3.2. Inicialidade

!JefiniçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3.10.
Dizemos que uma estrutura w é inicial eA

~@a classe de estruturas
se ela pertence à classe e se para

~oda estruturazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH
da classe existe um homomorfismo

únic

-e w para B

Há uma razão muito especial para utilizamos
a noção

e inicialidade.
Ela possui o interessante propriedade

e poder caracterizar estruturas a menos de isomorfismo.

r-:-oposição 3.17.
Se duas estruturas (nomeáveis) W e B são

iciais da mesma classe, então são isomorfas.

emonE;',rc ç ã o ,
Seja 01 o homomorfismo único de W para B

e

~ o homomorfismo único de B para W (lema 3.2).

s que 01 é de fato um isomorfismo de W para B.

Consideremos os seguintes diagramas comutativos:

Mostrare-

911LKJIHGFEDCBA
9 1 2W ) B

B ~~~J~:1" \ ~2

\,;

B



onde lW e lB são os homomorfismos identidade em W

~l

e B, res

-ectivamente. Pela inicialidade de W, tem-se quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA02 . 0
1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= lW

.ação de Hef) está contida na relação correspondente

análoga

?roposição 3.l8. ;;(f) é i. n ic ia 1 n a c 1a 5 s e de to dos os mo de-

"eW). Logo i . 0 é um homomorfismo (fraco) de H(f) em W e ,

?elo lema 3.2, ele é único e sobre.

'ma vez que lw W ~ W d ove ser único). De forma

emonstração. Seja \.,1 um modelo ncmeável de f e X(W) a 1n-

3.3.3. Igualdade natural

Em H(f) a única igualdade é a puramente

1 . O
2

= lB' Então, 0
1

(.. O
2

) é um i sorno r f í smo .

s nomeáveis d e ;~( r ) .

-erpretação de Herbrand induzida por W. Sabemos que há um

"nico homomorfismo (forte) de H(W) em W. Agora seja i a fun-

isto é, dois elementos de H(L) são iguais em H(f)

eles são o mesmo termo. De fato, gostariamos de

i

constantes

e funções. Para ver que i é um homomorfismo (fraco) com res-

eito às relações, lembre que H(f) c H(W) e portanto cada re

;ão identidade de H(L) e~ H(L). Não há dúvidas de que

m homomorfismo de H(f) de H(W) com respeito às

de

sintática,

apenas se

considerar

01S elementos como iguais se eles exibem as mesmas proprie-

é
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dades até o ponto que a linguagem consiga expressar.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Em Ou-

tras palavras, deveríamos considerá-Ias iguais se
eles não

podem ser distinguidos pelos predicados que temos na lingua-

gemo

Dois objetos possuindo as mesmas propriedades expre~

sáveis em uma linguagem significa que eles ocorrem nos mes-

mos lugares e nos mesmos predicados da linguagem. Mais pre-

cisamente essa igualdade pode ser definida como segue-se.

Para uma dada linguagem L, seja

n
8 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa x i o m a s da igualdade para L + ( ( A 1\ \1xl, \1x...

PER j=l
n

P(xl' x ) [x ./ x ] ~
P (x I ' x ) [x ./ y]

... ,
n J

... ,
n J

~ x ::::; y)

onde n é a ar idade de P.

Para um modelo nomeável W de r, definimos os axio-,

mas de particularização para W como

6(W) {h 1 ::::; h / W
2 h1 h 1 '

h
2

E I-I(L)}
W~ h .

~ 2'

Finalmente a igualdade em H, _ [W], é definida como

Para todo a, a' E /W/,

a _ [W]
h' ,r u 8 u 6(W)a' 1- h ::::;s s s



-2ra algum h, h'
h
WEzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH(L) taiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e h'W ~que ~ a

Sendo::: [W]
uma relação de congruência

rre diretamente da congruência da ~), temos uma

rural forte na estrutura quociente \VQPONMLKJIHGFEDCBAI : : :[W].

osição que está demonstrada em
[PEQUENO, 1981,

tra que tais identificações são consistentes.

:-oposição 3.19. Sejam W
l

e W
2 modelos nomeáveis de r, o

homomorfismo de W
I

em W
2

. Então existe um Gnico

~~mo i tal que o seguinte diagrama comuta

',.1 nat ( : : : [ V J , ] )

)Wl/:::[W
I
]ILKJIHGFEDCBAl .

I

\

76
I

176
I

j
)W
2
1=[W

2
]

W
2

nat (;:;[W'l])
L

será um homomorfismo forte sss 0 o ~or).

a'

Cisto de-

projeção

A próxima

p. 24],

homomor-

Chamaremos a relação::: [W] a igualdade natural em W.

89
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3.3.4. Modelos Iniciais

Jefinição ~. Seja r um conjunto de sentenças satisfei-

tas na estrutura natural, isto é, H (r )zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1= r. Diz emos que LI m a

estrutura W é o modelo inicial de r ou que W satisfaz ini-

ialmente r se e somente se w é isomorfo azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAnr r : / == [H( r: 1.

;esse caso a denotaremos por I(r).

3.3.5. Conseqüência Lógica Inicial

Definição 3.12. Uma sentença O é conseqüência lógica inicial

e um c o n ju n to d e se n te n ç a s L:, em sim b o 1o s L: 1= Ias s s

~odelo inicial de L: é também modelo de o.

todo

Mais uma vez analogamente ao que fazemos para as se-

oânticas minimais e nomeáveis, introduzimos os conceitos de

satisfatibilidade inicial, teoria inicial, axiomatização ~n~

cial etc. a partir dos respectivos conceitos de lógica clás-

slca.
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_.3 6 Propriedades

-.3.6.1. M1nima1idade e Nomeabilidade

Em uma linguagem L, seja f um conjunto de sentenças

atisfeitas na estrutura natural H(f). H(f) é nomeável (pois

uma particular interpretação de Herbrand) e é também um

odeIo mínimo no universo de Herbrand para f (conforme pro-

osição 4.1). Portanto, o modelo inicial de f, l(f) é nomeá-

el e mínimo (na classe dos quocientes dos modelos nomeáveis

~e f pela sua correspondente igualdade natural). LogozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr cr :

nomeável e minimal. Como conseqüência a semântica inicial

erda as propriedades das duas semânticas apresentadas an-

:eriormente. Assim, a semântica inicial é não-monotônica, não-

_onstante em extensões da linguagem, não vale a

f infinitária etc.

compacidade,

3.3.6.2. lnicialidade

?roposição 3.20. H(f)/ == [H(f») dosé inicial na classe

~uocientes dos modelos nomeáveis de f pela sua corresponden-

-e igualdade natural, com homomorEismos fracos.
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Demonst:-açã~.
Seja WA um modelo nomeável dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr. Pela aplica-

ção da proposiçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4.3
obtemos o seguinte diagrama:

() nat (=-=[H(W)}) ( )/_[ ( )}
H W )H W = H WQPONMLKJIHGFEDCBA

p LKJIHGFEDCBA1 j ~
W )w/=-=[w}

nat (=-=[W})

onde 0 é um homomorfismo forte pois 0 o é.

~?licando-se novamente a proposição 4.3 obtemos o

diagrama

H r f)
:1 .: t: (::: [ H ( r ) ]

)H(f)/=-=[H(f)}

i I I w
H ( \.])--

>H(W)/=-=[H(W)]
n a t (=-= [ ( 'v ) 1)

i é homomorfismo fraco e, portanto, ~ também o é. Pela com-

binação dos dois diagramas conclui~os que 0 ~ é um
homo-

morfismo (fraco) de Her)/ =-= [H(f)] sobre W/ =-= [W}.
Desde

que ur r : ::: [H(r)]
únicoé nomeável esse homomorfismo é

(conforme tema 3 . 2 ) . E isto completa a demonstração.



3.3.6.3. lnexisténcia de modelos iniciais

Segue-se da p~oposiçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3. 16

qualzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn ModH(L)(f) é um modelo de f

que a propriedade pela

é um requisito

para a existência de modelos iniciais de r. [PEQUENO,

chama, esta propriedade de propriedade da interseção

básico

1981]

por

interpretações de Herbrand, e conjuntos de sentenças com es-

ta propriedade de inicialmente consistentes. Evidentemente

existem sentenças que não gozam desta propriedade.

Zxemplo 3.25 Seja L = < P, Q, a >

dos e a símbolo constante.

Seja r ~ Pa v Qa.

Então,

W
l

! { a} ! , pWl {a} ,= <

eQPONMLKJIHGFEDCBA

v J LKJIHGFEDCBA2

\.J
< !{a}!, p 2 0, QW2

são modelos de f.

p, Q símbolos

QWl aWl0, a >

{a}, a
W

2 a >

predica-

93
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W pWzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
a >

Q\V W
aI { a}W 1 n W 2 0,= < 0,

não é modelo de f.

Há, entretanto, uma condição suficiente para que

uma sentença goze desta propriedade.QPONMLKJIHGFEDCBA

? = - : : ' ; ' : ~ _ ; E ' : l 3 :CLKJIHGFEDCBA
_ e _=2 ~e~[e~;2 é eqcivalente a u~ conJu~

to de cláusulas de Horn, então ela goza da propriedade de

interseção por interpretações de Herbrand.

Demonstração. Seja f uma sentença equivalente a um con-

junto de cláusulas de Horn, A. Suponha quenModI-I(L)(f) não é

modelo de A. Então existe uma "ground" instânciaA
Ca

uma cláusula
C E A, falsificada por n ModH(L)Cf) (Ver capi.

tulo ::). Se c é uma cláusula de Horn do tipo (3) então

Ca í3vl (lv
v l Cn, n > 0, B : I n MOdHeL)Cf)

e

Cl, ... Cn E n ModHeL)ef).

Porlanto para algum H (: t·1o d H e L ) e r ), B : I H

de

e

94
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C 1 'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBACn € H. Assim czyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA... ,
é falso em H em

acontradição

s u po s i ç ã o que
H € ModHeL)ef) e que f é equivalente a A.

Se C é uma cláusula de Horn do tipo (2)
entãoA

Ca 1 C 1 v v 1 Cn, n > o,

Cn € n ModHeL)Cf).

rtanto para todo
H E: MOdH(L)ef), C l' Cn E: H. Assim... ,

é falso em H, contradição.

Em [CARVALHO et <11, 1980J encontramos uma demons-

--ação que a reciproca desta proposição não é
verdadeira. O

-ob1ema da caracterização sintática de sentenças que
pos-

-uem a propriedade ge interseção por interpretação
de

:'~"-~-'::"ê.'\\~ ,?~'tTh'dl\~tl:: a'oerto.

Nota: A demonstração da proposição 3.20 foi extraída

[ENDEM & KOWALSK~ 1976J.
de



4 - INFERÊNCIAS NÃO-MONOTÔNICASsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o principal objetivo deste capitulozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé apresentar al-

as formas de inferências não-monotônicas. Várias
formas

inferência não-monotônica têm sido propostas
ultimamente

Inteligência Artificial, deteremo-nos em duas delas: a

-~cunscrição proposta por McCARTHY em 1980 e o
"default"

-oposto por REITER no mesmo ano. A primeira está intimamen-

~ relacionada com a semântica minimal e a segunda
ilustra

ito bem os conceitos e mecanismos envolvidos em tais
for-

~s de inferências, além de ser amplamente divulgada.

Inferências não-monotônicas são inferências
nas

~ais a introdução de novas premissas pode invalidar conclu-

es tiradas anteriormente. A monotonicidade é uma
proprie-

-~de básica da lógica clássica. Se uma sentença q
é um teo-

ma de um conjunto de premissas A e
A c B, então q é t e o

-ema de B.
Com efeito uma prova a partir das

premissas A é

-a seqüência de sentenças cada uma das quais é,
Ou uma pr~

_ssa ou um aXioma lógico ou segue de um subconjunto das sen

_enças que Ocorreram anteriormente na prova por uma regra de

f ~ ._erenCia.
Portanto, uma prova a partir de A é também

uma

--ova a partir de B.

Sistema de raciocínio em Inteligência Artificial ap~

am constantemente a inferências não-monotônicas
tanto os

96
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sistemas que tentam simular o senso comum como aqueles que

devem planejar e raciocinar no mundo real, pois estes siste-

mas normalmente trabalham com informações incompletas e são

obrigados a tirar conclusões, mesmo que não tenham

mas que pareçam "plausíveis". EstezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé o caso de um

provas,

"robot"

que locomove-se ao local onde se espera que seu carro este-

ja, em vez de ficar imobilizado pensando sobre as infinitas

circunstâncias nas quais o carro poderia não mais estar lá.

De um ponto de vista form31 não existe maneira de se provar

que o carro ainda está lá, mas, em todo caso, ele deve

ag1r e aSS1m o faz baseado unicamente em suas suposições pla~

síveis. Assim, é de se esperar que de vez em quando algumas

dessas suposições estejam erradas originando conclusões 1n-

devidas. Conclusões sancionadas por inferências não-mono-

rônicas são melhor vistas como crenças que podem ser modifi-

adas ou rejeitadas por subseqüentes observações.srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo sistema

eve ser, portanto, preparado para rever suas crenças.

o "problema da qualificação" imediatamente surge na

~epresentação do conhecimento do senso comum. Aparentemente,

fim de se representar completamente as condições necessá-

~las para o desempenho de uma ação, um número impraticável

implausível de qualificações teria que ser incluído nas

-entenças que as expressam. Por exemplo, o uso de um barco

+a ra atravessar um rio requer, se o barco é um bote de remos,

---e os remos e as torleteiras estejam presentes e que se en-

aixem. Muitas outras qualificações podem ser tomadas, razen

~ as regras para o uso de um bote de remos impraticáveis e

------------ ......••••••
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priedades são as únicas que as têm". Por exemplo,

ainda assl. alguém poderia pensar em um requerimento adicio-

nal ainda não incluido.

A circunscrição [McCARTHY, 1980),zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé uma regra de

inferência não-monotônica que permite a uma pessoa ou a um

programa postular certas conclusões a partir da suposição

que "os objetos que se pode determinar que tenham certas pr~

podiamos

postular que um bote pode ser usado para atravessar um rIo

a menos que "alguma coisa" o ImpE;ça A circunscrição podia

ser usada para conjecturar que as únicas entidades que podem

impedir o uso de um bote são aquelas cUJa existência segue-

se dos fatos que temos em mãos. Se não faltam remos, ou outra

circunstância impedindo o uso não é deduzivel, então con-

clui-se que o bote pode ser usado. A correção desta conclu-

são dependerá de termos levado em conta todos os fatores re-

levantes quando fizemos a circunscrição.

o resultado de se aplicar a circunscrição a uma co-

leção de fatos A é uma sentença-esquema que afirma que as

únicas uplas satisfazendo um predicado P(x
l
,srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx )

n
são... ,

aquelas cuja satisfação a P segue-se das sentenças de A. Des

de que somando-se mais sentenças a A poderia fazer P aplic.!

vel a mais uplas, a circunscrição é não-monotônica, conclu-

sões derivadas de circunscrições são baseadas na conjectura

que A inclui todos os fatos relevantes e que os objetos, cu-

ja existência segue-se de A são todos os objetos .Felevantes.

Sistemas Inteligentes usualmente ~icam conclusões ba

seadas em padrões de inferência da forma "na falta de qual-
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quer informação em contrário assumasrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
" Padrões de racioci-

nlo como este representam uma forma de plausiveis

Clas e são tipicamente requeridos quando conclusões

inferên-

devem

ser tiradas a despeito da falta de total conhecimento da Sl-

tuação. Tais padrões de :nferência correspondem ao

mamos de raciocinio por "default" e foi formalizado

que cha-

por

REITER em 1980. A principal questãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé o que significa "falta

de informação em contrário", [REITER, 1980] formaliza da

seguinte maneira: "se é consistente a r surm r+ se uma sentença

a, então assuma a" Mas ainda permanece um problema de inter

pretação. Exatamente o que significa o requerimento de

sistência associado com um "default"? Consistente com

con-

que?

Este é o principal ponto em definir-se uma lógica para o ra-

ciocinio por "default".

mente a formalização de

Na seção 4.2 analisamos cuidadosa-

[REITER, 1980]. Uma boa interpreta-

ção intuitiva é que requer-se consistência com respeito a

todos os fatos de primeira ordem a respeito da

Slm como com respeito a todas outras crenças

por todos os outros "de:aults".

Como exemplo do uso da inferência por

situação, as

sancionadas

"default" con

sidere um sistema dedutivo de "pergunta e resposta" no qual

consta um banco de dados representando o catálogo de uma com

panhia aérea. Seja a pergunta "O vôo 263 da VASP conecta

Fortaleza ao Rio?" O sistema tipicamente tentaria provar

CONECTA (V263, FORT, R!.O) a partir do banco de dados e algum

conhecimento geral sobre linhas aéreas. Se a prova suceder-

se o sistema responderia "sim". Caso contrário, ele respon-
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deria "não". A falha em achar a prova sancionouzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa inferência.

Mas da falha em provar-se CONECTA (V263, FORT, RIO) não se

pode concluir ordinariamente que:srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

l CONECTA (V263, FORT, RIO).

O sistema raciocinou com o seguinte "default":

te afirmar que VÔO 263 não conecta Fortaleza ao

"É consisten

Rio, então I
!

I

)

VÔO 263 não conecta ForLaleza ao Rio".

De uma vez que uma conclusão sancionada

pode mais tarde ser rejeitada, a inferência por

por "de f au lt "

"default"

é não-monotônica. Por exemplo, se subseqüentemente fosse

descoberto que o VÔO 263 conecta Fortaleza ao Rio, não mais

seria consistente afirmar que "o VÔO 263 não conecta .. " e

a conclusão teria que ser rejeitada.

[MeDERMOTT & DOYLE, 1980] propõem uma lógica esten-

dida pela inclusão de um símbolo modal M representando con-

sistência. Assim a fórmula Ma é lida como uma afirmativa

de qu~ a é consistente. Esta abordagem segue uma tradição da

lógica modal e tem paralelo com o uso do operador m o d a l "tem-

?o" para axiomatização de fatos envplvendo seqüências tempo-

-als.

Do ponto de vista da construção de sistemas de racio

cinio efetivos existe um problema significante compartilhado

?or tod2s estas abordagens. Contrariamente à lógica de prl-

meira ordem cada uma destas extensões requer a prova de um

?onto-fixo não construtivo. McDERMOTT e DOYLE usam a noção
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de ponto-fixo explicitamente, definindo
"provabilidade" em

termos de um ponto-fixo
(Ver [McDERMOTT & DOYLE,

1980]).

REITER similarmente define a noção de uma "extensão"
de uma

teoria "default", com uma teoria de prova apelando para um

teste de satisfatibilidade envolvendo todo o corpo
de axio-

mas
(Ver [REITER, 1980]). McCARTHY não discute

emprovas

detalhe, mas em sua formalização em termos de ~omplementação

minimal e inferência circunscriptiva
existe a noção de m~-

nimalidade a qual cumpre o mesmo papel que o ponto-fixo em

McDERMOTT & DOYLE. Ver seçõeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4.1 e 4.2.

Existe uma clara razão para este problema.
Cada um

destes formalismos provê
alguma coisa equivalente a uma ~n-

~erência não-monotônica da forma: "Se A é consistente com o

que é conhecido, então infira B". Em lógica de primeira or-

dem clássica, não é decidível se ums fórmula
arbitrária é

um teorema mas é' claramente decidível
deseqüênciase uma

sentenças é uma prova.

Uma vez que uma regra de inferência do tipo acima é

introduzida, não mais é possível demonstrar em geral que al-

guma coisa é uma prova, desde que um passo da prova envolve

decidir a satisfatibilidade de uma fórmula arbitrária. In-

tuitivamente estamos tentando prover um passo do
raciocínio

da forma: "Se você não conhece X, então y"srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, onde conhecer X

é definido em termos de provabilidade, e portanto, não

te uma maneira de decidir se conhecemos X ou não.

exis

[BOBROW & WINOGRAD, 1977] propõem um sistema que i m+

plementa um tipo de raciocínio que depende da
quantidade (e
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qualidade) de computação despendida em uma dedução.

tão de se saber sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa é consistente é convertida em

A ques-

pergun-

alguma
ta r-se se a oul a

podem ser concluida na base de

computação limitada. Isto prove uma maneira efetiva de

se fazer inferências não-monotônicas, desde que
decidir a

consistência é substituido por avaliar alguma coisa

mente computável

direta-

Uma classe de sistemas chamados de
"Sistemas Mante-

nedores da Verdade""'o "TMS" , tem sido desenvolvida por DOYLE

entre outros (Ver [DOYLE, 1979]). Um "TMS" é um
sistema

formal de "restrições" entre os objetos representando os te~

remas de uma teoria de primeira ordem. As regras de inferên-

Cla da lógica podem ser usadas para gerar novas "restrições"

tendo a forma: "Se você acredita em A, e nsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt ã o você deve acre-

ditar em B". Em um momento, o TMS terá um conjunto finito de

teoremas e restrições. Pode então ser efetivamente implemen-

tada a regra de in:erência não-monotônica:
"Se A é consis-

tente, então B" desde que consistência é julgada com respel-

to ao conjunto corrente de teoremas, e não com respeito a

tudo provável a partir dele. A adição de uma
nova restriçãoJIHGFEDCBA

p o d e fazer um j o Lg am e n ro
prévio de consistência inválido,

e isto ocasionará o reajustamento de todo o corpo de
cren-

ças. O objetivo em se construir um TMS é fazer este ?rocesso

consistente e complltacionalmente praticável. Os

para o teste de consistência são complexos pois o

algoritmos

conjunto

inclui tanto as inferências não-monotônicas quanto os teore-

mas de primeira ordem.

'::m í n ç í ê s , "Truth t-1ain:~nance Sy s t ems v •
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Na seção 1 apresentamos a circunscrição de McCARTHY

em suas duas formalizações: circunscrição de domínios e Clr

cunscrição de predicados. Fazemos a formalização, damos exem

pIos, estudamos suas propriedades e analisamos a relação en-

tre semântica minimal e circunscrição.

Na seção 2 apresentamos a inrerência por "default"

de REITER,srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf o r mal i ;~[! (; ã o , exemplos e propriedades.

4.1 - Circunsc~ição

4.1.1 - Circunscrição do domínio

Circunscrição é uma regra de inferência formalizada

que pode ser utilizada juntamente com as regras de

Cla da lógica de primeira ordem. Circunscrição do

inferên-

dominio

conjectura que as entidades conhecidas são todas que existem.

o resultado de aplicar-se a circunscrição do domínio a uma

coleção de fatos A é a sentença-esquema que afirma que os

únicos elementos que existem são aqueles cuja existência se-

gue-se das sentenças de A. Adicionando-se novas sentenças a

A pode-se obrigar a existência de mais elementos, assIm a

circunscrição do domínio é uma inferência não-monotônica.

A circunscrição do domínio é um caso particular da

crição de predicados.

clrcuns-
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Definição 4.1.
Seja A uma sentença da linguagem L e 4> uma

expressão predicativa (um simbolo predicado ou uma
À-expre~

são). A relativização de A com respeito a 4>,
representada

4> . .
por ~,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé a sentença fo~mada substituindo-se

os quantifica-

dores universaissrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~x de A por ~x. 4>(x) ~, e os quantifica-

dores existenciais 3x de A por 3x 4> Cx )JIHGFEDCBA1 \

Exemplo 4.1. Seja L '" < P, f , a, b >, P simbolo predicado,

f simbolo funcional e a, b simbolos constantes. Seja
A a

conjunção das sentenças 1 a 3 abaixo.

1.
~x (p(x) ~ P(f(x»)

2. f(a) ;:::::b

3. f(b) ;:::::a

A relativização de A com res~eito a 4>(x) = (P(x) ~

x ;:::::a v x ;:::::b) é a conjunção das sentenças

14>.
~x ( (x ;:::::a v x ;:::::b) ~ (p(x) ~ P(f(x»»

24>.
f Ia ) ;:::::b

~J34>. f(b) ;:::::a
I

Lema 4.1. Se A é uma sentença prenexa puramente universal,

então A r- ,,4>

Demonstração: Trivial.
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Definição 4.2. Se <ll é uma expressão predicativa em uma lin-

guagem L, o fechamento de <llem L representado por Axiom(~),

é a conjunção das sentenças <ll(c) para cada constante c de L,

e das sentençasJIHGFEDCBA\ 1 ~ ( < p ( x ) -+ <ll(fCi» para cada símbolo fun-

cional de ar idade n e ~ = (xl'srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. . . , x ) .
n

Exemplo 4.2. <llcomo no exemplo anterior. Então:Sejam L e

Axiom (<ll) (a ~ a v a ~ b) A (b ~ a v b ~ b) A

A \1x (x ~ a v x ~ b -+ f(x) ~ a v f Cx ) ~ b )

Definição 4.3 Sejam A uma sentença e uma expressão pre-

dicativa em uma linguagem L, a circunscrição do domínio de A

com respeito a <llé a sentença

Axiorn(<ll) A A<ll-+ \1x
11

<ll(x)

Exemplo 4.3. a circunscrição doNo exemplo 4.1 domínio de

A com respeito a <llé a sentença:

A x io m (<ll){ (a:::;a v a ~ b ) A (b r= a v b ::::::b ) A

!
I

A<ll ( A

~ A
i

l A f Ca ) :::::: ti A f Cb ) ~ a -+ \1x . (x ~ a v x ~ b )

\1:{ . (x ~ a v x ::::::b -+ f Cx ) ~ a v [(x) ~ b) A

\1x . « x ~ a v x ~ b -+ (p(x) -+ P(f(x»» A
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Observe quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
dl

A !- A x iom (<p)JIHGFEDCBA1 \ A - , Ae portanto de

união a circunscrição do dominio de A segue-sesrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~x . (x ~ a v x ~ b).

4.1.1.1 Inferência minimal

Definição 4.4. Seja A uma sentença de uma linguagem L. De-

fina ~ (A) como o conjunto das circunscrições do dominío

de A com respeito a toda expressão predicativa <P, em simbolos:

~ (A)
dl

{Axiom(<P) 1 \ A- ~ ~x <p(x) ;

onde <P percorre todas expressões predicativas de L.

II
A complementação minimal de A, escrito CM(A), é a teoria cu-

JOs axiomas são os elementos do conjunto ~ (A) u {A}.Em sim-

bolos,

CM(A) { a E L; ~ (A) u { A } 1- a }

I

I

Uma sentença B E L A,é minimalmente inferida de

representado por I-
m

B,A quando B pertence à complementa-

ç ão m in imal d e A, em sim bolos I-eM ( A ) B.

Exemplo 4.4. Dos exemplos da seção anterior depreende-se que



tix(p(x)srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-+ P(f (x) ))JIHGFEDCBA1 \ f (a) ~ b 1 \ f (b) ~ azyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1- tix(x ~ a v x ~ b)
m

Exemplo 4.5. Seja L = < P, a, b , c > e A
a sentença

P(a) 1 \ P(b) 1 \ p(c). Mostraremos que

A I-
m ~x(P(x) -+ x ~ a v x ~ b v x ~ c)

Tome ~(x) =(P(x) -+ x ~ a v x ~ b v x ~ c)

Então,

Axiom(~) = (P(a) ~ a ~ a v a ~ b v a ~ c) 1 \

1 \ (P(b) -+ b ~ a v b ~ b v L ~ c) 1 \

1 \ (P(c) -+ C ~ a v c ~ b v c ~ c).

A(~) = A.

E,

A circunscrição do dominio de A com respeito a ~ é

Axiom( o
) 1 \ A' -+ tix (P (x ) -+ x ~ a v x ~ b v x ~ c)

Observe que Axiom(~)
é uma tautologia ( s t 1- A x i o m ( ~ ) ) .

Portanto

A 1- A : : i o m ( ~) 1 \ A ~
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1- eM ( A ) 'rix (p ( x ) -+ x "'" a v x "'" b v x "'" c)

logo

3x . P(x).

P ( a) !\ P ( b)JIHGFEDCBA1 \ P ( c) I-m 'tJ x (p ( x ) -+ x "'"a v x "'" b v x "'" c)

Exemplo 4.6.
SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL = < P > e A

Axiom(</I) = ;;z5

A;;z5 = 3 x . ;;z5 (x) 1 \ P ( X )

S"2 ( A ) = {3x . 9 f ( x ) ' \ P(x) -+ 'rix . 9 f ( x ) }

TomE' 9 f Cx ) P ( x )

E n tão , [2 (A ) 1- :3 x . p ( x ) -+ 'rix . o ( X )

e p o r t a n t o 1- C 1'1 ( A ) 'rix . P ( x )

logo, :3x.P(x) tm'rix.P(x).

Exemplo 4.7.
A aritmética

Sejam L < +

., S, O > e os axiomas (1) a (6) Como

no capitulo 2.



(1)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA'tjx
(oJIHGFEDCBAI Sx)

(2 ) 'tjxy
(Sx ~ Sy ~ x ~ y)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( 3 ) t1x (x + O ~ x)

(4) t1xy (x + Sy ~ S(x + y»

( 5 ) t1x (x O ~ O)

C6 ) t1xy Cv Sy ~ (xy) + x)"

este caso

AxiomCy6) y6CO) 1 \ t1xCy6Cx) -+ y6CSx» 1 \

1 \ t1xy Cy6Cx) 1 \ y6Cy) -+ y6Cx + y» 1 \

1 \ t1xy Cy6{x) 1 \ y6Cy) -+ y6Cx y)
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E circunscrevendo-se o dominio da sentença identicamente ver

dadeira, A == V teriamos

~xiomCy6) -+ t1x . y6Cx)

que é uma versão mais iraca do axioma esquema da

~as, podiamos reescrever novos aXlomas
na

< A, P, S, O > onde substituiriamos os simbolos

...
pelos simbolos predicados

A e P, respectivamente, e

interpretando-se

..;( x , 2 ) "x + y ~ 2"comoJ ,

e

PCx, y, 2) " xcomo y ~ 2"

II

indução.

I
I

I

linguagem

funcionais
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Dessa maneira os axiomas 3, 4, 5 e 6 se escrever~am:

( 3 ' )

(4 ' )srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( 5 ' )

( 6 ' )

'rJx A(x, O, x )

'rJxy z u (A(x, Sy, z )JIHGFEDCBA1 \ A(x, y, u) -+ z ~ Su)

'rJxpex, O, O)

'rJxy z u (p(;c, Sy, z ) 1 \ pex, y, u) -+ A(v, x, u))

Agora,

Axiom()6) ) 6 ( 0 ) 1 \ ()6(x) -+ )6(Sx))

E a circunscrição de A :: V é a seguinte

) 6 ( 0 ) 1 \ 'rJxe9f(x) -+ )6eSx)) -+ 'rJx 9 f ( x )

que é o axioma esquema da indução.

Portanto, se r é a conjunção dos axiomas 1, 2, 3 a 6, então,

r U CMeA) é a aritmética de Peano. De fato, a idéia por

trás da noção de "completamentação minimal é "completar"

qualquer conjunto de axiomas da maneira que o a:~~oma-esquema

da indução completa os axiomas de Peano.
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4.1.2. Circunscrição de predicados

A circunscrição dos predicadoszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé uma regra de con-

jectura que assume que as entidades que satisfazem um dado

predicado são as únicas exigidas por uma determinada coleção

de sentenças.srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o resultado da aplicação da circunscrição a uma cole

ção de sentenças A é uma sentença-esquema que afirma que as

únicas n-uplas satis:azendo um sim~01o predicado p (x l' ... ,

x )
n

são aquelas exigidas pelas sentenças de A. De uma vez

que somando-se mais sentenças a A pode-se fazer P aplicável

a mais uplas, a circunscrição de predicados não é uma regra

monotônica. As conclusões derivadas de uma circunscrição são

conjecturas baseadas em que inclui todos os fatos rele-A

vantes e que os objetos cuja existência segue de A são to-

dos os objetos relevantes. Circunscrição de predicados gene-

raliza a circunscrição dos domínios.

Definição 4.5. Seja A uma sentença contendo um símbolo

predicado P eXl' ... , x ), ou malS sucintamente p e-;Z). Es-
n

crevemos Ae)15) para o resultado de substituir-se todas ocor

rências de P em A pela expressão predicativa )15, A Clr-

cunscrição de P em Aep) é a sentença-esquema:

eM)15)JIHGFEDCBA1 \ \;';;:()15( ; Z ) -+ P ex) » -+ 'ti x(Px) -+ 0 ' ( x ))
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Observe que esta sentença-esquema contém
um parâme-

tro predicativo ~ o qual podemos substituir por uma
expres-

são predicativa arbitrária.
E, como ela é uma implicação,

temos que se tivermos o antecedente, a conjunção,
poderemos

concluir o consequente. A primeira parte da
conjunção,JIHGFEDCBAA ( ~ ) ,

expressa a suposição quesrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA0
satisfaz as condições satisfei-

tas por P. A segunda parte,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\jx(~(x) -+ P(x», por sua vez,

expressa a suposição que ~ c P, isto é, as n-uplas que satis

fazem ~ são um subconjunto das n-uplas que
satisfazem P. O

conseq~ente expressa o Inverso, isto é, P c~. Portanto, po-

demos concluir que, neste caso, ~ e P
coincidem. Em suma,

a sentença-esquema da circunscrição de P em A(P)
expressa

o ~2tO que as ~nicas n-uplas que satisfazem P são
as que

são obrigadas pela sentença A.

4.1.2.1. Inferência circu~scriptiva

Definição 4.6.
U~a sentença B é inferida

circunscriptiva-

mente de uma sentença A,
representado por 1-P B,A se B

pode ser obtida (por
dedução) a partir de A e da circuns-

crição de algum simbolo predicado P em A.

Exemplo 4.8. Seja uma sentença A 2(a) A P(b) A P(c)

Circunscrevendo-se P Aem temos o esquema:
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e~ea) Â ~Cb) Â ~(c) Â ~xe~(x) ~ pex») ~ ~xCp(x) ~ ~(x»

:'ome ~(x) (x ~ a v x ~ b v x ~ c) e

substi tua no e squ esrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBArna , obtemos:

(Ca ~ a v a ~ b ,,'a ~ c) Â (b ~ a v 0 ~ b v b ~ c) Â

Â (c ~ a v c ~ b v c ~ c) A ~x(x ~ a v x ~ b v x ~ c ~

~ p (x») ~ ~x (p C x ) ~ x ~ a v x ~ b v x ~ c)

que simplifica-se para

~xCx ~ a v x ~ b v x ~ c ~ PCx» ~ ~xCP(x) ~ x ~ a v

v x ~ b v x ~ c)

De A segue-se o antecedente desta implicação, e isto
nos

permite concluir

I
I

~x(pCx) ~ x ~ a v x ~ b v x ~ c) Cl)

ou melhor

PCa) v P(b) v P(c) 1- ~ x ( P ( x ) -+ x ~ a v x ~ b v x ~ c)
p

Cl) afirma que os únicos elementos em P são a, b e c, justa-

mente os elementos que A requer estarem em P.
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Exemplo 4.9. Seja uma sentença

A = P(a) v P(b)

Circunscrevendo-se P em A temos o esquema:zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( '!J ( a) v 4>( b )JIHGFEDCBA1 \ 'tjX ( 4>( x ) -+ P (x ) » -+ 'tjx (P (x ): -+ <!> ( x ) )

Tome 4>(x) x ~ a

Então, teremos:

«a ~ a v b ~ a) 1 \ 'tjx(x ~ a -+ P(x») -+ 'tjx(P(x) -+ x ~ a)

que simplifica-se para

P(a) -+ 'tjx(P(x) -+ x ~ a)
(2)

Agora tome 4> Cx ) x ~ b.

~eremos

( (a ~ b v b ~ b ) r. 'tjx(x ~ b -+ P (x») -+ 'tjxeP ex ) -+ x ~ b )

e sim p l ;.: ; r: 8 ,I ,! () ,
obtemos

peb) -+ 'tjxepex) -+ x ~ b)
(3)
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AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu {( 1)} u {( 2 )} 1- tix ( P (x )srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-+ x ~ a) v tix ( P (x ) -+ x ~ b )

e portanto,

P ( a) v P ( b ) 1-P tix ( P ( x ) -+ :' ~ a) v tix ( P ( x ) -+ x ~ b )

Exemplo 4.10.
Seja S uma relação, por exem?lo,

binária e

S uma outra relação (bin~ria) tal que:

\:Ixy S(x,y) -+ S(x,y);
( 4 )

"tJxyzS(x,y) ÁS(y,z) -+ S(x,z); (5)

(5) nos diz que S é transitiva.

Podemos usar a circunscrição de predicados para

S como o fecho transitivo de S.

Com efeito, circunscrevendo_se S em (4) e (5)

definirmos

obte-
mos o esquema:

(tixy . S(x,y) -+ ~(x,y) Á

Á tixyz (~(x,y) Á ~(y,z) _ ~(x,z» Á

Á tixy (~(x,y) -+ ~(x,y») -+

-+ tixy (~(;:,y) -+ ~(x,y»

Tome 9(:~,y)
S ( :: , :.) v :3 t Cs ( x , t ) Á S ( t , y) )

e substitua no esquema aCima, teremos

--~--------------
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(~xy (S(x,y) ~ S(x,y)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv 3t(~(x,t) A S(t,y») AsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A 'tixyz (S(X,y) v 3t(S(x, ,t) A S(t,y») A S(y,Z) v 3t(S(y,t) A S(t,Z» ~

~ S ( x , Z) v 3t (S( X, t ) A SJIHGFEDCBAt t , z ) » A

r. 'tix y ( S ( x , y) v 3 t (5 ( x , t ) r. S ( t , y)) ~ 5 ( x , y ) » ~

~ ti x ~' ( S( x , y) ~ s ( x , :') v 3 t (5 ( x , t ) A S ( t , Y ) ) ) )

De (4) e (5)

segue-se o antecedente desta implicação, o que

nos deixa concluir que

'dxy (S(X,y) ~ S(X,y) v 3t(S(x,t) A S(t,y») (6)

E esta é justamente a definição de S Como o fecho transitivo

de S.

Em suma,

1xy. S(x,y) - S(x,y) A

r.
xy~ (S(x,y) A S(v,z)

/-5S(x,z»

1- 5- 'tj x y (5 ( x , y ) ~ S ( x , y) v :3 t (5 ( x , t ) 1'. S ( t , Y ) ) ) .

Exemplo 4.11.
/, arítméti~a.

Adicione ã linguagem da aritm!

tica, o predicado T e junte aos axiomas de Peano (sentenças

1 a 6 do exemplo 4.7)
o a):iorna

c;: . T ( x )
( ,,< )
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De (*) segue-se a sentença

T (O) A ~x (T(x) ~ T(S(x»)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(7)

Circunscrevendo-se o predicado T em (7) temos:

Q(O) A ~x(~(x) ~ ~(S(X») A

A (~x(~(x) ~ T(x» ~srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~x (T(x) ~ ~(x») ( 8 )

Usando-se (,,< ) ;
(8) simplifica-se para

~ ( O) A ~x (~ ( x ) ~ ~ ( S C x )) ~JIHGFEDCBA' \ J x. ~ ( x ) (9)

(9) é justamente o axioma-esquema da indução.

Dessa maneira temos adicionados aos axiomas de Peano,
o

axioma de indução e com isto construido a Aritmética de Pea-

no.

A circunscrição de predicados generaliza a circuns-

crição dos dominios. Seja uma sentença A relativando-se A

com respeito a um novo predicado

A
T

A AxiomCT) obtemos

TT e circunscrevendo-se

em

Ax iom Có ) A A~ A ~x(~(x) ~ T(x» ~ ~x(T(x) ~ ~(x» (10)

Adicione o axioma 'ri x . T (x ) (1U
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Simplificando-se ela) obtém-se

Axiome~) A A~ ~srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~x . ~ex)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Cl2 )

e 12)
e a circunscrição do dominio de A com respeito a ~.

Exemplo 4.12.
Seja A a sentença 3x ?Cx).

Relativando-se A com r0speito ao predicado T obtemos

3xCTex) A pex»
Cl3 )

Circunscrevendo-se '::'em ( 13) obtemos

3xC~ex) A PCx» A 'ctxe~Cx) ~ Tex») -+ 'ct:dTCx) -+ ~Cx»
Cl4 )

Adicionando-se o axioma
t/x . T(x) e simplificando-se (1.4) te

l'lOS

3x C~ex) A pex» -+ 'ctx . ~(x)
Cl5 )

Cl5 )
é a circunscrição do dominio da sentença

A 3x p C x ) com respeito a ~.
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4.1.3. Propriedades

A circunscrição (tanto de dominios quanto de predi-

cados) é uma regra de conjectura que pode ser usada ao lado

das regras de inferência da lógica de primeira ordem. O SIS-

tema dedutivo da lógica fica assim com maior poder de prova.

O maior poder de prova da lógica estendida por circunscrição

acarretará na não-monoto~~cidade e na não-construtividade des

ta lógica. Além disso, ocasionalmente a circunscrição pode-

rá ser inconsistente.

4.1.3.1. Não-Monotonic idade

A circunscrição dos dominios de uma sentença A con-

jectura que as entidades "conhecidas" são todas as existen-

teso Desde que somando-se mais sentenças a A pode-se aumen-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

t a r o número de entidades "conhecidas", a circunscrição dos

dominios de não é monotônica.A

Proposição 4.1. A inferência minimal é uma inferência não-

monotônica.

Exemplo 4.13. dos exemplos 4.1Some-se à sentençasrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA a

4 . 4, a s e n t e n ç a
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B = 3x (xJIHGFEDCBAI a A x I b)

E óbvio que

{ A } U {B } 'rio ~x(x ~ a v x ~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAb)

Exemplo 4.14. Expandindo-se a linguagem L do exemplo 4.5

a L' L U {d}; d um símbolo constante e somando-se à

::entença A, P(d) temos queB

{A} U {B} f-Im \:1x(P(x) ~ x ~ a v x ~ b v x ~ c)

A sentença-esquema que resulta da aplicação da c~r-

cunscrição de predicados de uma sentença A, afirma que as

ú n ic a s u p 1 a s a sa tis faz rem um p re d ic a d o P, são a s /I e x ig idas /I

pela sentença Desde que somando-se mais sentenças a AA.

pode-se fazer que P aplique-se a mais uplas, a circunscrição

de predicados de A é não-monotôníca.

Proposição 4.2. A inferência circunscritiva é uma inferên-
----

cla não-monotônica.

Exemplo 4.15. Somando-se à sentença A do exemplo 4.8 a sen

tença B = P(d) temos que

{ A } U { B } 11PIjx ( P ( x ) ~ x ~ a v x ~ b v x ~ c)
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Exemplo 4.16. Do exemplo 4.9 conclui-se que

(P(a) v P(b» A pC a)srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI-p
lzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP (b )

Mas, claramente

(P(a) v P(b) Â P(a) Â P(b) ~
P

l P (b )

4.1.3.2. Possive1 inconsistência da circunscrição

Lembre-se que uma sentença é inconsistente, se a pa~

tir dela é possível deduzir-se uma contradição. Como o poder

de dedução foi aumentado, torna-se mais fácil deduzir-se uma

contradição e por conseguinte algumas sentenças anteriormen-

t e (n a 1Ó g ica d e p r im e ir a o rd em p a d r ã o) co n s is te n.te s , tor-

nam-se inconsistentes com o novo sistema dedutivo.

Proposição 4.3. Um conjunto consistente de sentenças pode

ter uma comp1ementação minimal inconsistente.

Exemplo 4.17.
(

S um símbolo predicado, seja AEm L = < S >.,

a conjunção das sentenças 1 a 4 abaixo:

1 . "tix. 3y. S(x,y)

2. 3y "tix l S(x,y)

3. "tixyz ( S (x ,y ) Â S(x,z) -+ y :::::z)

4. "tixyz (S(y,:d Â S(z,x) -+ y ::::: Z )



Circl.!:J.sc:::-e sente a A co~ relação asrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~ ( t ) 3u. seu, t)

teremos

Axiom~~) Â A~ ~ ~t 3u Seu, t);

Axiom(~) )t (vazio)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e

1~

2~JIHGFEDCBA

' d x (3u S(u,x) ~ 3y(3u, S(u,y) Â S(x,y)))

S (u, y) Â ~x (3u S(u,x) ~ 1 S(x,y)))3y (3u

Não é difici1 ver que A ~ 1~ 1 \ 2~.

Observe ainda que como 3 e 4 são sentenças prenexas puramen-

te universais 3 1- 3 ~ e 4 1- 4 ~ (Lema 4.1)

Assim A 1- A ~

E , 1- CM (A)
~x 3u S(u,t)

Esta sentença contradiz à sentença 2, portanto, CM(A) é ~n-

consistente.

Corolário 4.1. A circunscrição de predicados de um conjunto de sentenças

pode ser inconsistente. Observeque A não tem rrodelo mínima1, conforrreexempio3.5.

Demonstração. A circunscrição de predicados generaliza a circunscrição

dos domínios.

II

~OLa: ~~emp\o TeLlTaoo àe \~h~L~, \~~~).
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4.1.3.3. Não-Construtividsde

Seja uma que se quer provar a partirsentença a

de um conjuntoJIHGFEDCBAí de premissas em um sistema dedutivo estendi

do com a regra de circunscrição. Fazem-se as deduções ordiná

rias até que chega um ponto em que decide-se que deve-se usar

a circunscrição. Primeiro, tem-se que escolher-se uma senten

ça e o predicado que será circunscrito nela. Mas c~rcunscre-

ver em relação a que sentença predicativa? (Qual ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA<I> conve-

niente?) Não há maneira direta automática de se responder

a esta questão. Isto requer uma heuristica especial por par-

te de quem está efetuando a prova.

A circunscrição é uma sentença-esquema e sentenças-

esquemas não são automaticamente manipuladas. Mesmo o esque-

ma da indução matemática, que é um esquema-fixo quando é uti

lizado em prova automática de teoremas, requer intervenção h~

mana ou heuristica especial. Com mais razão a circunscrição,

que requer que novos esque~as sejam produzidos de acordo com

â necessidade, não terá u~ilização automática.

malS direta de se utilizar a circunscriç~o é e~

inteligentes que representam a maioria dos seus

tos por sentenças da lógica de primeira ordem.

algumas vezes circunscreveria alguns predicados.

A manelra

programas

conhecimen-

o programa

Claramente

o programa teria que incluir uma heuristica "dependent~ do

dominio" para decidir que circunscrições fazer e quando re-

torná-las.srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L
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4.1.4. Relação entre circunscrição e semântica minimal

A idéia intuitiva da circunscrição é que os elemen-

tos "conhecidos", ou os que satisfazem um certo predicado P,

em uma sentença A, são todos os elementos existentes. Isto

equivale em termos semânticos a restringir a classe dos mode

Ias de A àqueles modelos que contêm apenas elementos "exigi-

dos" por A. Esta é a mesma idéia por trás dos modelos mini-

mais. Os teoremas a seguir mostram que a circunscriçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé

correta em relação à semântica minimal. Assim, de uma certa

forma, mas não exatamente,O efeito de se restringir a semântica

aos modelos minimais equivaleria em termos sintáticos a se

adicionar uma regra de inferência como a circunscrição ao

sistema dedutivo (na realidade teria que ser alg ma~s forte,

uma vez que o sistema dedutivo estendido porsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
. .

c~rcunscr~-

ção não é completo em relação à semântica minimal).

Proposição 4.4. é inferida minimalmenteSe uma sentença a

de uma sentença A então a é consequência lógica minimal de

A. Em simbolos,

se A 1-JIHGFEDCBAa
m

então A 1= a.
m

Demonstração. Se j a M um mo d e 1o m in i ;0 a 1 d e A. Mostramos que

M é modelo de n (A).

Com efeito, seja 1>Cx ) É sufi-uma expressão predicativa.

ciente verificar que



M 1= AsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx i o m ( cp) r. A cP -> 'tj x . cP (x) .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Assim, suponha que

Seja IMI

Seja IMol

M 1= A x i o m ( CP)JIHGFEDCBA1 \ A cP

o domínio do modelo M.

{m E I M I M 1= cP (m)}

Seja N a estrutura induzida por M de domínio IMol

(como se pode mostrar por indução no tamanho de A),

Desde que

A, M = N.

Portanto,

Se A 1- a
m

N é subestrutura de M e M é modelo minimal

Então, IMI logo1Mo I,

M 1= CM (A) .

então C M U d 1- a

e M 1= a

M 1= 'tj x . cP ( x ) •

(pela completude da lógica clássica)

Isto completa a prova.

E a recíproca é verdadeira?

Se A 1= a en t ã o
m

A 1- m a ?

mostra q u e não.

o exemplo abaixo
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Então

N 1= A.

de

nos



os na seção 3.1.2 que o único modelo mInl-

mal dos axiomas de Peano (sem a indução) é o modelo padrão

da Aritmética. No exemplozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4.7 vimos que o resultado de se

cIrcunscrever o domínio destes axiomas é o axioma-esquema da

indução. Isto nos dá a Aritmética de Peano que é incompleta,

isto é, existe sentença verdadeira na aritmética padrão que

não é dedutível a partir dos axiomas de Peano (com a indu-

ção). Portanto, existe uma sentença O tal que

A 1=srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAO
m

mas A If-mo

onde é o conjunto dos axiomas de Peano, sem a indução.A

Podemos ~~unciar uma ~ecrproca mais fraca para o teo

rema.

Proposição 4.5. Suponha que

1) Todo modelo de uma sentEnça A tem submodelo minimal.

2) Toda vez que uma sentença B é verdadeira em tal submodelo

minimal, também é válida no modelo original.

Então, .t, 1= B im p 1 i c a que
m

, B;
A t m

(de fato, A 1- B).

Demonstração. Seja Seja M um submode-um rn od e 10 de A.K

10 minimal de K. 1= B, e pela su-Por hipótese, temos que M

posição (2), K 1= B. A 1= B

A 1- B.

completudee pelaPortanto,

da lógica de primeira ordem,

Nota: Proposições 4.4 e 4.5, assim como suas demonstrações, foram ex-

traídas de [DAVIS, 1980].



ObservaçãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA4.2. (2) é automaticamente satis-A suposição

feita se
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B é uma sentença prenexa existencial pura.

noção de minimalidade local. P é um simbolo

A Circunscrição de Predicados está relacionada com a

Se

de uma sentença A, então ao c~rcunscrever-se

que uma upla satisfaz ao predicado P se isto

predicado

P em A temos

segue-se da

sentença A. M é um modelo minimal em P, então as uplasSe

pertencentes a P em M, são tão poucas quanto possivel, ~s-

to é, P em M se isto segue-se de A.uma upla pertence a

ça A através da circunscrição de um predicado

Se uma sentença a é inferida de uma senten-Proposição 4.6.

tão a é conseqüência lógica minimal em P de A.

Demonstração. Segue-se diretamente do lema 4.2.

P em A, en-

Lema 4.2. Qualquer instância da circunscrição de um predica-

do P em uma sentença A é verdadeira em todos modelos

minimal emma~s em P de A, isto é, é conseqüência lógica

P de A.

Demonstração.

quema.

A circunscrição de P em A é a sentença-es-

A ( <I»JIHGFEDCBA1 \ 'ti~ ( <I> (;{) -+ ? (;{» -+ 'tix ( P (x) -+ <I> C : Z ) )

Seja um modelo minimal em P de A. Tometi

m~n~-

<I> P I, onde

L...Â
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PsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI é uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
~edicado que satisfaz o lado esquerdo do esquema da

circunscrição.
P é uma extensão de P' e se o lado

direito

da circunscrição não fosse satisfeito,
p serIa uma exten-

são própria de P'.
Mas, neste caso, seja M' um submodelo

de M tal que M' concorda com M em todos predicados exceto em

P, e em P concorda Com P'.
M' é modelo de A e M' é submode-

10 próprio de M.
Isto contradiria a assumida

minimalidade

em P de M.

4.2. "Default~'

4.2.1. Teoria "default" e suas extensões

Seja a linguagem L <R, F, C>. Um "default" é

qualquer expressão da forma

aJIHGFEDCBA( - ; z ) : MB1(X),
... , MB (X)

m

w (-;{)

onde Q\x), Bl (x), B (x)
m são fórmulas de L

... ,
cUJas va-

riáveis livres estão entre as
x

xl' x . a(X) é chama
n

do o pré-requisito do default,
B 1 (;) , B (x) são as

m
... ,

Su-

posições do default e w C x ) é o seu conseqüente. Um "default"

é fechado se todas as fórmulas a,
B '

1

... ,
B

m são sentenças.

Uma teoria "default" é um par (D,H) onde D é um con-

junto de "defaults" e W é um conjunto de sentenças.
Tanto D

como W podem ser conjuntos infinitos. Uma teoria "default" é

fechada sss
todo "default" de D é fechado.

Nota: A proposição 4.6 e sua demonstração foram extraidas de[McCARTHY,
1980].
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Inicialmente definiremos o conceito de extensão para

teo~ias "defaults" fechadas depois generalizaremos esta no-

ção para teorias "default" arbitrárias. A idéia intuitivasrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA111

que se quer capturar é que o conjunto de "defaults" induz

uma extensão do conjunto de sentenças de primeira ordem W,

que é incompleto. A extensão não é única. Qualquer extensão

é interpretada como um conjunto aceitável de crenças refere~

te ao contexto incompletamente especificado por W. É razoá-

vel se esperar que se E é uma tal extensão então:

1) E contém W, W ~ E.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 ) E é dedutivamente fechado, isto é, th(E) E ; onde

th(E)JIHGFEDCBA{ a E L, E 1- a }

3 ) Suponha que (a : MB 1 ' ... , MB / 'w) é um "default" de
m

D, se a E E e 1 B 1 ' ... , 1 B
m' 1 w r t E (i s to é , B 1 '

... , B
m'

w é consistente com E ) , então \., E E. Assim,

se a é acreditado, e se cada uma das suposições Bl' ... ,

B , assim como o conseqüente w, pode ser consistentemen-
m

te acreditado, então 11w é acreditado.

Isto motiva a definição abaixo:

Definição 4.7. 6 = (D,W) uma teoria "default" fechada, tal

que todo "default" de D tem a forma (a : MBl' ... , MBm / w) onde·a, Bl'

... , B , w
m

são sentenças da linguagem L. Para qualquer con-

junto de sentenças de L, S, seja [(S) o menor conjunto satis

fazendo as seguintes propriedades:



DI)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\] ~ r ( s ) ;

D2) th(f(s))srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= f(s)

D3) se (a: MB 1 ' ... , MB /w) E D e aEf(s),
m

e l B 1 ' ... , 1 B , 1 w ti S então wEr(s).
m

Um conjunto de sentenças de L, E
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ra !::, f(E) = E, E é um ponto fixo do

é uma extensão pa-

isto é,sss

dor f.

o próximo teorema nos dá uma caracterização

intuitiva das extensões. A demonstração é encontrada

[REITER, 1980).

Teorema 4.1. Seja E um conjunto de sentenças de LJIHGFEDCBA

I s = (D,W) uma teoria "default" fechada. Defina

Eo = W

e para cada i > O

E. 1 = th(E.) {w. a :
MB

1
,···,MB

m E: DU
1+ 1 1 W

onde a E E. e 1 B 1 ' ... , 1 B
m' 1 w f E }

1

Então !::, sssE é uma extensão para

E
co

. u
o1=

E ..
1

opera-

ma1s

em

e seja

Observação 4.3. Note a ocorrência de E na definição de E. 1.
1+

I



Exemplo 4.19. SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAD
{: MA

A 'srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

:MC
-C } e

:MB
B '

W = {B -+ elAJIHGFEDCBA1 \ lC)} .

Seja D

Exemplo 4.21 Seja D

6 = (D,W) tem duas extensões:

El = th(nC})

E
2

= th(nD}).

Exemplo 4.22 Seja

DI\A:ME

E

El = th (W U {A,C})

E
2

= th (W U {B}).

{
: MC : MD : ME}

p' l~' V

6 = (D,W) tem uma extensão

E = th (qD, lF})

{ : MC : MD}

ID' lC
W y{

e

Exemplo 4.20.

6 = (D,W) tem duas extensões

e

D
{: MA

A '
B:MC

C

C I \ E: MJ A, M (Dv A) }

F
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~l '"zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA{B, CsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-+ (DvA), U.AC) -+ 1s}zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

6 ~ (D,W) tem três extensões:

El = th (W U {A,C})

E2 = th (W U {A,E})

e

E3 = th (W U {C,E,F}.

Exemplo 4.23 Seja

D {A:M 3x.p(x)

3x.p(x)
,:MA A!:}

A ' 1A

W = si

6 = (D,W) tem duas extensões:

El = th(nA})

e

E2 = th({A, 3x.p(x)}).

Nota: Estes exemplos foram retirados de [REIT=R, 1980].
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Dizemos que um~ extensão de uma teoria "default" fe-

chada é inconsistente se ela é o conjunto de todas sentenças

da linguagem. Assim,do teorema 4.1 podemos concluir que:

Corolário 4.2. Uma teoria "default" fechada tem uma extensão

inconsistente sss WzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé inconsistente.

Corolário 4.3. Se uma teoria "default" fechada tem uma e xsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt e n

são inconsistente, então esta é sua única extensão.

Observação 4.4. Na versão original da definição 4.7 em[REITER,

1 9 8 O l, em D 3, não e s tá in c 1 u i d o o c a so de l w tam b ém não pe r -

tencer a S. Neste caso, poderíamos ter uma extensão lncon-

sistente para uma teoria "default" fechada, caso tivéssemos

"defaults" contraditórios.

Exemplo 4.24. Seja D = { ~MA

w '
W 95

:MB
~ }.

I \'1 '

Se é uma extensão de 6 = (D,W) então w, lw E E e E éE

uma extensão inconsistente.

Uma teoria "default" fechada é inconsistente se ela

tem uma extensão inconsistente; é consistente se possui uma

extensão consister.te. Pelo corolário 2 podemos concluir que

se uma teoria "default" fechada (D,W) é consistente, então W

é consistente.



Proposição 4.7. (Minimalidade das Extensões). Se E e F

extensões para uma teoria "default" fechada (D,W)

EzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAc F, então E = F.

Demonstração
cosrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

. u E.
i. =0 ~'

co

F = . u F ..
~=o ~

P e 1o teorema4. 1 E

indutivamente provamos que F. c E.
~ - ~

para todo ~ > 0,

F c E e portanto F = E.

Trivialmente Fi .::.Ei . Assuma F· c E., e considere
L - L

Se w E th(F· )
i,

então desde que F. c E._,
L - L

w E th(E.) c E. 1.
~ - ~+.

Senão, existe um "default" (Ct : MB1' ... , I1B /w) E D
m

E F· l 1B , 1 w % F. Desde F. c E.a e
I B 1 ' ... , que ei. m ~ - ~

temos que c E E e 1B 1 ' ... ) 1B , lw tl.E.
i m

Portanto, w E E. 1.~+

Definição 4.8. Seja Ó = (D,W) uma teoria "default" fechada
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são

e se

Nós

assim

\v E Fi+l.

onde

E c F

e E uma extensão para Ó. o conjunto de "defaults" gerado-

res de com respeito a Ó é definido como sendo:E

GD(E,Ó)
Ct :MB 1 ' ... , MB

{ m eCt E ED;
w

1B 1 '
... , lB, lwtl. E}.

m

Se é um conjunto de "defaults" (não necessaria-D

mente fechados) então
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CONSEQUENTES (D)
{wsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(x) . C~JIHGFEDCBA( - ; z )

,
MBl ( - ; z ) , MB (x)

m
E D},

w ( - ; z )

isto é, CONSEQUENTES (D)
dosé o conjunto dcs conseqüentes

"defaults" de D.

A próxima proposição justifica a terminologia de

"defaults" geradores. Uma demonGtração é encontrada em

[REITER, 19801.

Proposição 4.8.
Seja E uma extensão para urna teoria "d e f au lt s"

6 == (D,W).

Então,

E == th (W u CONSEQUENTES (GD(E,6»).

4.2.2. Teorias "default" arbitrárias

A tarefa agora é generalizar o conceito de uma exten

são de uma teoria default fechada a teorias default arbitrá-

rIas. Intuitivamente queremos interpretar o default
aberto

a (;-) : MBl (x), MB (x) /w (x)
m como afirmando: "Para todos

indivíduos
xl' se a (x)x ,., m é acreditado e cada um

dos Bl C;-), ... , B (x)
m pode ser consistentemente acreditado

então pode-se acreditar em w C-;)". o problema inicial então

é especificar exatamente quem são os indivíduos de uma
teo-



r~a default. Os elementos nomeáveis da linguagem
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certamente

devem ser considerados indivíduos. Mas, existem ainda os não

nomeáveis que são definidos via quantificadores.

que uma teoria defaultzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé um par (D,W); D um conjunto

defaults e W um conjunto de sentenças de primeira

Substituímos, então, todas f6rmulas de W e todos os

qüentes dos defaulrs de D por suas formas

Lembre-se

de

ordem.

conse-

Skolemizadas (ver

capítulo 2). Seja S, e o conjunto das funções de

introduzidas. Assim, consideramos como indivíduos da

default os elementos nomeáveis da linguagem expandida

funçõe s de S. E as variáveis livres de um default

percorrem o conjunto desses indivíduos.

Uma teoria default (D,W) está na forma

Skolem

teoria

pelas

aberto

skolemizada

sss os conseqüentes de todos os defaults de D e todas f6rmu

ias de W estão na forma skolemizada. Por exemplo, seja

6
(3y ~z P(x,y,z) :srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM 3y . Q(x,y)

3y ~z ~W R(x,y,z,w)
3x Px)

A forma skolemizada de 6 é a teoria abaixo:

(3y ~z P(x,y,z)
P ed

M 3yQ(x,y)

R(;{, f(x), z, g(x,z))

onde f, g e a são funções de skolem (a é uma função de

Skolem O-ária, uma constante). Observe que a "parte superior"

do default fica inalterada.

Seja T o conjunto dos termos livres de variáveis da

linguagem de uma teoria default na forma skolemizsda, 6=(D,W),

expandida pelas funções de Skolem. De~ina
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DEFAULTS-FECHADOS (6)srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
{6( tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ ' ••• ,t ); o (;) E D e tl' ...,t E T}

. m m

As extensões para uma teoria default arbitrária

ser definidas:

podem agora

Definição 4.9. E é uma extensão para uma teoria
default

6 = (D,W) sss E é uma extensão para a teoria default fe-

chada, FECHAMENTO (6) = (DEFAULTS-FECHADOS (6), W).

Vários pontos devem ser observados nesta definição:

1) O conjunto DEFAULTS-FECHADOS (6)
é eM geral infinito enu

merável. Assim, a teoria default fechada
FECHAMENTO (6)

tem um número infinito enumerável de defaults.
Em nossa

definição de extensão para uma teoria default fechada não

há nenhuma suposição quanto ao número de defaults de uma

teoria. Portanto, não há nenhum problema com a
extensão

da teoria FECHAMENTO (6).

2) Inicialmente temos uma teoria default e~ uma
linguagem

L =< R,F, C >. Ao skolemizarmos a teoria, introduzimos

novos simbolos funcionais, as funções de Skolem S,
e

FECHAMENTO (6) é uma teoria default fechada na
linguagem

expandida
L' = < R,FUS, C >. Assim as extensões para

6

consistem de sentenças da linguagem expandida L' e não da

linguagem original L.
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4.2.3. Propriedades

4.2.3.1. Não-KonotonicidadesrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

o raciocínio por "default" corresponde ao processo

de derivar-se conclusões baseado sobre padrões de inferência

da forma "Na falta de alguma informação em contrário assu-

ma ... " o raciocínio por "default" nãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé mono-Portanto,

tônico. Caso se adicione nova informação que contrarie uma

conclusão tirada anteriormente, esta conclusão não mais vale.

Por exemplo, considere a teoria consistindo de apenas um

"default" MA/B. Assim, B pode ser assumido. Adicionando-se

a sentença lA a esta teoria, não mais se pode assumir B. As-

SIm, qualquer Lógica que formalize o raciocínio por "default"

é não-monotônica. Em geral as teorias "defaults" são não-

teoriamonotônicas no sentido que se ~ = (D,W) é uma

"default" com uma extensão E, D' é um conjunto de

"defaults" e W' é um conjunto de sentenças, então a teoria

"default" ~' (D U D', W U W') pode não ter uma extensão E',

tal que E c E'.

Exemplo 4.25. Seja

D {
:MC :MD :ME}

V'V'lF
w s6



6zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( D , \.,1)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAtem apenas uma extensão

E = th r].o , lF)

Seja W' = I] e}

Então, 6' (D, W' )

E' = th ele, lF)

E tf. E'.

tem também apenas uma extensão

4.2.3.2. lnexistência de extensões

Proposição 4.9. Existem teorias "defaults" que não

extensnes.

Exemplo 4.26. Seja D
{: MA

TA} W = ~

Esta teoria não tem extensão.

139

possuem
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4.2.3.3.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBANão semi-decidibilidade das extensões

Em lógica de primeira ordem dada uma sentença arbi-

trária não é decidivel se ela é um teorema de um dado conJu~

to de axiomas ou não. Mas dada uma seqüência de sentenças

é (trivialmente) decidivel se esta seqüência é uma prova.

Assim, podemos recursivamente enumerar os teoremas de um da-

do conjunto de axiomas (semi-decidibilidade). Podemos ver os

elementos das extensões de uma teoria "default" como os

"teoremas" desta teoria. Naturalmente levanta-se a questão:

"Dada uma teoria "default" e uma sentença arbitrária da lin-

guagem B, B é um teorema desta teoria? (ou por outra, eX1S-

te uma extensão para esta teoria que contenha B?)~

Não podemos esperar decidir esta questão, uma vez

que em lógica de primeira ordem não é decidivel, mas é pelo

menos como na lógica de primeira ordem, semi-decidivel? As

teorias "defaults" são não-monotônicas e portanto não

uma teoria de prova local, a localidade da teoria de

exerce um papel importante para que esta questão seja

temos

prova

sem1-

decidivel em lógica de primeira ordem (ver capitulo 2 e capi

tulo 3 seção 3.1.3). Temos um bom motivo para acreditarmos

que esta questão não é nem ao menos semi-decidivel.

que nos confirma a proposição abaixo:

É isto
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Proposição 4.10. A união das extensões de uma teoria

"default" arbitrária nãozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé recursivamente enumerável.

Demonstração. Em uma linguagem L, dada uma teoria "de-

fault"JIHGFEDCBAI : ,srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= (D,W) u EB(I:,) onde a união éseja tomada

sobre todas extensões E de 1 : , . Seja w
l
' w

2
' uma enume-

ração recursiva das sentenças de L. Para i seja1, 2,

I : ,i a teoria "default" ({ :Mwih"i}' s z 5 ) ( I : , i tem apenas um úni-

co "default" e nenhuma sentença de primeira ordem). I : , i tem

claramente uma única extensão B ( I : , . )
1

E.
1

E ..
1

e portanto

é vazia se insatisfativel, e é th(wi)

i~l Ei = i~l B(l:,i) das

W·
1

é se W i é satis-

fativel. é o conjuntoPortanto

sentenças satisfativeis de L.

Argumentamos que não existe uma enumeração recurS1va

de B(I:,) para teoria "defaults" arbitrárias. Pois, se exis-

tisse, então existiria uma função recursiva f(I:,.,i) definida

sobre as teorias "defaults" e os inteiros não negativos 1,

tal que a imagem de f(l:"i) seria B(I:,). Em particular, imagem

de f(1:,.,i) seria B(I:,.)
J J

19671 que existiria uma

(ver [ROGERS,Sabe-se então que,

função recursiva g(i) definida sobre

os inteiros não negativos tal que a imagem de g seria

00

J~l B(l:,j), isto é,
00

}~l B(l:,j), o conjunto das fórmulas satis

fativeis de L, seria recursivamente enumerável, uma contradi

ção (ver capitulo 2).

[REITER, 19801 comenta este resultado" qualquer

teoria de prova para teorias "default" devem de algum modo

apelar a algum processo inerentemente não semi-decidivel.
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Este resultado extremamente pessimista força a conclusão que

qualquer tratamento computacional de "defaults" deve necessa

riamente ter um componente heuristico e, algumas

rará conclusões errôneas."

vezes, ti-



tipo acimazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé adicionada não é possivel demonstrar em geral

Um fato relevante é a nâo-construtividade essencial

5 - CONCLUSÃO

No presente trabalho apresentamos algumas semânticas

e inferências não-monotônicas. Nosso objetivo principal foi

analisar as propriedades destes sistemas lógicos

rios.

não ordiná

dos sistemas não-monotônicos. As semânticas restritivas são

incompletas. Não há meios de se construir um sistema efetivo

e finito que derive as conseqüências lógicas restritas de um

conjunto de sentenças arbitrário. As inferências não-monotô

n~cas provêem alguma co~sa equivalente a urna regra de inte-srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r ê n c i a da forma: "se P é consistente com o que é conhecido,

então inferimos Q". Urna vez que urna regra de inferência do

que alguma coisa é urna prova, desde que um passo da prova

envolve decidir-se a satisfatibilidade de urna fórmula arbi-

trária. Assim qualquer implementação computacional dos siste

mas lógicos não-monotônicos requererá um componente

tico e, algumas vezes, cometer-se-á'enganos.

Uma comparação entre as diversas abordagens

heuris-

não-mo-

notônicas seria útil para a compreensão e conhecimento

tes sistemas.

des-

A lógica não-monotônica de [McDERMOTT & DOYLE, 1980]

parece ser urna generalização da lógica de "default". Mas em

geral a relação entre as duas é bastante complexa. [REITER,

143



1980b] apresenta um pequeno estudo comparativo entre aszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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duas. McCARTHY em um Addendum à edição do Jornal de Inteli-

gência Artificial, V. 13, nQ 1 e 2, 1980 (citado anteriormen

te) faz uma ligeira comparação entre a circunscrição, a lógi

ca de McDERMOTT e DOYLE e a lógica de "default". Conclui

que as duas generalizam a circunscrição, mas nos casos de

crição também poderia ser usada. Uma comparação efetiva en-

aplicação prática em que se usam as duas lógicas, a C1rcuns-

tre as diversas abordagens ainda está por se fazer.

Os formalismos não monotônicos desempenham um papel

importante em Inteligência Artificial na construção de sis-

temas com modos de inferência estendidos. O futuro progresso

neste campo dependerá do desenvolvimento de conhecimentos

práticos e teóricos. O conhecimento prático capacitará os

pesquisadores, com a experiência adquirida, à construção de

sistemas de raciocínio mais e mais complexos. Nisto podemos

contar com o desenvolvimento da tecnologia de computadores

digitais, que permitirá a implementação de sistemas com com-

ristico necessário à implementação desses formalismos e o

plexidade crescente.

Muitos pontos no formalismo e implementação de SlS-srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

.
temas não-monotônicos continuam em aberto. O componente heu-

processo de revisão de conclusões, precisam ser melhor enten

didos e desenvolvidos. Gostaríamos de ver as inferências

não-monotônicas atuando de modo a restringir a classe dos mo

delos de uma teoria de primeira ordem, a um conjunto de mo-

delos . que satisfazem t o d as fórmul~$. derivada~ no sis-

tema de inferência estendido, e somente essas. li'~ ,
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inversamente, o conjunto das fórmulas inferidas são as fórmu

las satisfeitas pelos modelos do conjunto. Existe este con-

junto? Como caracterizá-lo? Para a circunscrição este con-

junto seria a classe dos modelos minimais, mas não exatamen-

tas pelos modelos minimais da teoria, não são todas

te. Conforme vimos, existem teorias cujas fórmulas satisfei-

das pelo sistema de inferência estendido com a

ção. O problema para os outros formalismos permanece

mente em aberto.

[McDERMOTTsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA& DOYLE, 1980] levanta algumas

de natureza matemática. "Existem interpretações das

não-monotônicas dentro da lógica clássica? Existem

entre as lógicas não-mono tônicas e as lógicas com

ções infinitas? Existe uma interpretação topológica

gicas não-monotônfcas em analogia com a

deriva-

. .
Cl.rcunscrl.-

total-

questões

lógicas

conexões

declara-

das ló

lógica do cálculo intuicionista?" E ainda algumas

interpretação topo-

mais especulativas: "A revisão de conclusões

pelos programas de Inteligência Artificial pode ser

questões

executadas

vista

como uma versão microscópica do processo de mudanças das

teorias cientificas. Podem as idéias capturadas nas lógicas

.
não-monotônicas serem usadas para descrever o processo geral

das descobertas cientificas, ou do comportamento

co em geral? Como são as semânticas holisticas das

pragmáti-

lógicas

não-monotônicas relacionadas com mudanças de significado?

nica ser usada efetivamente para descrever e

Quanto custa a suspensão do juizo? Pode a lógica não-monotô-

raciocinar so-

bre ações, comandos, e causalidade?"
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