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INTRODUÇÃO

A Análise de Dados MUltidimensionais tem recebido notável desen

volvimento nas últimas decadas, em especial atenção a partir dos anos

70. As razões para isso encontram-se, particularmente: 19) na disponibi

lidade de computadores dotados de elevada capacidade de armazenamento de

dados e de alta velocidade de cálculo, o que permitiu oPONMLKJIHGFEDCBA"mise-au-point"

(em termos operacionais) de metodos cujo interesse era apenas de ordem

teórica, ate então, alem do estímulo para a formulação e o teste de no

vos metodos, cada vez mais aperfeiçoados; 29) na necessidade de se dis

por de procedimentos eficientes para a análise simultânea das relações

mutuas eventualmente existentes entre as diversas variáveis envolvidas

na formulação de problemas tecnico-científicos ou decorrentes da aplic~

çao sistemática de inqueritos sócio-econômicos, etc.

Por Análise de Dados Yultidimensionais entende-se, emedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
. . • .

pr~nc~

p~o, a aplicação de tais metodos, a par de sua contrapartida em termos

computacionais (correspondente ao desenvolvimento e implementação dePONMLKJIHGFEDCBA

" e o j ' t i a a r e " respectivo), para a análise de grandes tabelas de dados.

A Análise de Dados agrupa, na realidade, numer'osos metodos dos

qua~s podemos distinguir dois ramos principais: a Classificação Automáti

ca, que consiste em classificar as unidades estatísticas e as variáveis

estatísticas com a ajuda de algorítmos previamente estabelecidos, e a

Análise Fatorial, que utiliza propriedades de espaços vetoriais euclidia

nos da qual faz parte a Análise de Correspondências, assunto desta mono

grafia.



A Análise Fatorial de Correspondências é uma técnica recente,

desenvolvida, em particular, pela equipe de pesquisas do Professor J.P.

BENZ~CRI na Universidade de PARIS VI. Limitada, inicialmente, ao estudo

das tabelas de contingência, seu emprego foi generalizado e é, frequent~

mente, utilizada para analisar tabelas de dados positivos.mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAo método -e
construído com o propósito de descrever as linhas e as colunas de uma

tabela de contingência, ou seja, de estudar a dependência entre ca-

racteres qualitativos; tal estudo é realizado através de representaçoes

gráficas planas e de parâmetros que permitem interpretá-Ias.

Existem várias maneiras de introduzir a Análise de Correspondê~

c~as. Aquela abordada qui é baseada sobre a Análise em Componentes Prin

cipais, que por sua vez consiste em descrever um conjunto de indivíduos

e um conjunto de caracteres quantitativos. A Análise de Correspondências

sera apresentada como uma dupla Análise em Componentes Principais.

Basicamente, estudaremos aqui: a Análise em Componentes Princi

pais, a Análise de Correspondências e a Análise de Correspondências MÚI-

tiplas.



CAPITULO 1

GENERALIDADES SOBRE A ANALISE DE DADOS MULTIDIMENSIONAIS

1.1 - Os Elementos Descritivos de uma Tabela de DadosmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
--- --

As grandes tabelas de dados geralmente dependem ou sao o resul-

tado de elevado número de observações ou medidas realizadas sobre um

conjunto finitoPONMLKJIHGFEDCBAI = {l, 2,...,n} de indivíduos ou objetos. Os dados de

correntes de tais observações ou medidas podem ser de natureza qualitati

va ou quantitativa.

A realização de uma observação ou de uma medida sobre o conjun-

toZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI pode pensar-se como uma variável ou um caracter; isto e, como uma

aplicaçãoPONMLKJIHGFEDCBA

h : I ) Q

onde Q e o conjunto de todas as modalidades associadas ao'caracter ou va

riável h.

Em geral, tem-se Q edcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAC lR , sendo este o caso de uma variável quan

titativa, ou de uma variável qualitativa tornada quantitativa por meio de

uma codificação. De fato, se Q for um conjunto de modalidades qualitati

vas associadas ao caracter ou variável h, a codificação corresponde a

considerar uma aplicação injetiva

y :Q > lR

de sorte que x = y o h torna-se uma variável quantitativa.

Por este motivo, uma variável será doravante sempre pensada como
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uma aplicaçãoPONMLKJIHGFEDCBA

x:IedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA]R

Se em um estudo específico estiverem envolvidos, ao to

do, m variâveis. então teremos um conjunto de aplicaçõesPONMLKJIHGFEDCBA

~ : I - - ]R

ondeZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAjE J = { l , 2 , • • o ,m } .

Denotaremos por xJ. o valor assumido pela variável x
j

no indiví
~

duo i E I; ou seja, ~(i) = x~ ,para todo j = 1,2, •••,m
~

1,2,.•••,n , Todos estes valores podem ser dispostos em uma tabela X, na

e todo

forma de uma matriz com m linhas e n colunas

1 1 .....1

xl · · · x. · · · x
t : n

X = I xJ · · · ~ · · · x
j

1 t : n

m m m

xl · · · x. · · · a :
~ n

No que segue. dada uma matriz A com m linhas e n colunas, A
T

r~

presentará sua transporta, com n linhas e m colunas. Uma matriz diagonal

será representada pela notação diag ( . . . , a.
~

,••• ), onde a.
~

-e o ele

mento colocado na i-esima posição da diagonal. Um vetor u será sempre pe~

I d T - .sado como vetor co una, e modo que u sera o vetor l~nha correspondenre.

A cada indivíduo i E I
. m

associ.ar emos o vetor do , ]R , denotado

por x .
t :

cujas coordenadas na base canânica
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e.mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
J

( ó
1

ó~
1,

. TPONMLKJIHGFEDCBA
fi)PONMLKJIHGFEDCBA
m

( *)j = 1~..• ~ m ,

são os elementos da i-esima coluna da matriz X isto e,

x.
1,edcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
( x .

1,

m)T
x.

1,

: i 1 .
1,

A cada i E I , ou a sua representaçao
m _

x. no lR , supomos tambem
1,

estar as soc'iado um escalar p. , que e a massa (ou peso) de x . ,de tal
1, 1,

modo que seja satisfeita a condição n

L

i=l
p.

1,
1.

A massa de i (ou de x .) poderá representar sua importância no
1,

contexto da análise. Muitas vezes considera-se a equidistribuição

de massas, ou seja, cada p. é igual a l/n. Entretanto, veremos que na
1,

análise de correspondências a preocupação com a atribuição de massas

aos indivíduos é desnecessária; uma das peculiaridades deste tipo de aná

lise é que a atribuição de massas e realizada de modo natural e automáti

co.

o conjunto {(x, ~ p.);
1, 1,

-e chamado nuvem dos in-1~... ~ n }1,

divíduos, .sendo denotado por N(I).

o centro de gravidade de N(I) t- denotado porg, e definido me

diante
n

L
i=1

p. x .
1, 1,s

sua j-êsima coordenada sendo então dada por

gj
n

L
i=1

j
P : x .1, 1,

De modo semelhante, estando olR
n

munido da base canônica

(*) 07.
1,

representa o delta de Kronecker
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f.=(ó~-z.. -z..

, jPONMLKJIHGFEDCBA

i

n T
ÔZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi ) , i 1 ,2 , • . . , n ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a cada variável j E J associamos o vetor

• J

. j l = ( x l

'T

x
J

)
n

jPONMLKJIHGFEDCBA

x.-z..

que
. . .
e representaçao da j-esima variável no ]Rn. As represen-a

.-. n .. - ._ .
taçoes das m var~ave~s em ]R const~tu~rao a nuvem das var1ave1s, que se

rá denotada por N ( J ) ; isto ê,

N ( J ) = {x
J , j 1 , . . . ,m }

Para cada variável
.)

deno-
- J
x , Var(x

j
) e c r (x

j
)-, entao ,

tam, respectivamente, a media, a variância e o desvio padrão, definidos

por

-d
x

n
\ ' j .

• L P , , ' t x . , Var ( x c 1 )

-z..=1 " -z..
(var(.))l/2.

n j _.2 .
I p. ( x . - x · J ) e o ( . j l )

i= ) z, t :

A m ê d i a d e K ~ , . i s to ê, - J
x ,

. , . - .
e exatamente a J-es~ma coor

denada g j do centro de gravidade g de N ( J ) .

Para cada par de variáveis
. k

xJ e x
. k

. Cov (xJ
, x )então

e
. k

Corr ( . j l , x ) orespectivamente, a covariânciadenotam, e

coeficiente de correlação entre j k "d~ e x , def~n~ os por

. k n j _ j k - k
Cov(yfJ , x ) = I P ' ( x . - x ) ( x . - x )

i=l -z.. -z.. J

. k
. k

C o r r ( . j l , x " ) = Cbv(xJ,x) . ( *)
i k

6 ( x
J

) 6 (x )

A partir da matriz X dos dados, podemos obter a matriz i. = (x~),
• • • -z..

- J .1 -.1
onde x. = ~ . - ~o-z.. -z..

(*) Evidentemente, supoe-se ~ e
. k

Corr (xJ, x ) •

k
x nao constantes, no caso de
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r :edcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I PONMLKJIHGFEDCBA

i=l
p 1 ,~ PONMLKJIHGFEDCBA=

i=lmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

.;

P i ( x { ) = 0, dizellX>sque os dados d a

matriz x estao centrados (ou que as variáveis estao centradas). Quan

do x = i t o centro de gravidade g de N ( I ) coincide com a origem do lRm.

Observemos ainda que a matriz X pode ser escrita X = X - G, onde G e

a matriz cUJas n colunas são todas ~gua~s a g.

A matriz denotada por V e definida por

. J

V = (V~), onde V
k

. k
Cov ( y f J , 'x ) ,

j . •k = l . • . . • . • m

sera denominada matriz das variâncias-covariâncias associada a X.

Se denotarmos por D
n

a matriz diagonal dos pesos,

Dn diag (Pl.••••.•p ..•• ••.•P ).•podemos escrever a matriz V na seguinte
1 , n

forma
v

T
Cx - G) D (X - G ) •

n

Frequentemente,a análise realizada sobre uma tabela é iniciada

apos a centragem dos dados. Quando a tabela X tem os dados centrados,

a matriz V assume a forma mais simples, V X D r
n

Uma outra matriz relacionada com a tabela X sera denotada por R

e definida como

R = ( Y '~ ) , onde
J _

Y'k -
J k

Corr(x , x ) j . •k = l . • . • • . • m •

Se denotarmos por D
1

/
á

a matriz diagonal cujos elementos . são

os inversos dos desvios padrões das variáveis x
j

(supostas não constan-

tes), podemos escrever a matriz R na seguinte forma

R = D j /o V D 1 /0
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1.2 - As Aplicações Lineares AssociadasmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAã Matriz X

Se E= lR
m

munido da base canânica { e.}; representa o espaçoPONMLKJIHGFEDCBA
J • m

. ··d d E* d 1 .- . {ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ }dos 1nd1v1 uos, enotemos por o seu ua algebr1co e por e 1 a

a base dual.

Se F ~ lR1.'2 munido da basecanânica { fi}~ representa

ço das variáveis, denotemos por F* o seu dual algébrico, e por

o espa-PONMLKJIHGFEDCBA

. n

{ f1- }
1

a base dual ~

l.2.a - Dualidade

Para cada x i ' i ; ; : : 1 ,2 , • • • ,n , e m E, e cada xedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
J

, j= 1 ,2 , . • . ,m , em F.

temos:

e
j

(x .)
1-

fi(,!)
j

X.
1-

Com efeito,

m k

x 6E~x.= I x .e
i 1- k = l 1- n

. . n J

;; 6 F ~;; = I X

k
f
k

k = l

i 1 ,2 , . . . , n e

y = 1 ,2 , . . . ,m .

Então,

j

e (x .)
1-

m k j ) _

I X i e (e@~ -
k = l

J
x . ,

1-

f1- (;;)

n . .
' i ' J 1-
L x

k
f (fk)

k = l

J
-x
- i

Ilustraremos tais fatos com o diagrama seguinte:
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EmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= lR -:;edcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI fiCX-:') \PONMLKJIHGFEDCBA

I
1

x.
'Z -

I • .
x .•

'Z - I . . • .

xi =(
,

e
j fiCx?)

J I
xi.

=
'Z -

\

\

t
\fiCxm )/ \ x~

e. I / j
J I / X .

/ 'Z -

J /

~/

x
j

1

F = ]R n I
- y jJ r-

I "

\ fi
x
J =( e

j
(x,')

I = ( x~
I 'Z - 'Z -

I
,

I

I
I

\ e
j

CXn)/ \ x~I
\ l i '

I
• •f . / J

'Z -

1
/ X .

/ 'Z -

1 /

, /

Observemos que as componentes de x._ E E estao nos eixos de E ge
'Z - _

rados pelos e. ; sendo as coordenadas respectivas iguais aos valores assu
J

midos pela forma linearPONMLKJIHGFEDCBAfi nas m variáveis ~. Deste modo,. a cada i E I

. ~ *
linear f'Z- E F~, que e a representação do indiv{duo i no F .

assoc~amos, nao só sua representação xi em E, como tambem a i-esima forma

De maneira semelhante, as componentes de;il estão nos eixos de

F gerados pelos e. ; sendo as coordenadas respectivas iguais aos valores
J

assumidos pela j-esima forma linear e
j

E E~ nos n indivíduos xi . Assim,

a cada j E J associamos, não só a sua representação ~ no F, como tam

bem a j-esima forma linear e
J

E E* , que e sua representação no E *, e o

eixo gerado por e.
J



1.2.b - A aplicação linear X

Consideremos a aplicação linear X definida por

X:F*mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA----)~ EZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

f i XCfi)edcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~ X.
7 -

A matriz associada à aplicação X, com relação às bases { f7-} e

{ e. } ê exatamente a matriz X dos dados. Com efeito,
J

X C f i )

m

I
j= lPONMLKJIHGFEDCBA

j

x . e ..
7 -PONMLKJIHGFEDCBAJ

. - T
1.2.c - Ap11caçao X

A transposta xr da aplicação linear X e, por definição, a aplic~

çao linear

XT:E* -----')"-F**'

e* ----...?-) xTCe*) = e*o X

para todo e* E E*.

T .

Em particular, X CeJ) e
j

o X
. *

desde que eJo X atua em F , te

mos o seguinte diagrama:

F* X
) E

"-

e
J

o X
< , 1 e

J

]R

s1.;

A dimensão de F ,sendo finita, F** e F são identificados entre

. ** -
deste modo, e J .o X E F se escreve como combinaçao linear dos elemen

1-8
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~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

tos da base { f. }»
~

r (e"ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJPONMLKJIHGFEDCBAa1f
1

+ • • • + akfk + .• 0 + anfn

k
Por outro lado, para todo f e: F* e paraPONMLKJIHGFEDCBAk = 1,•••, n , temos:

r ( e
j
)

k o k o •

(f ) = (eJ o X ) (f ) = eJ (Xk) = x~ ,

de modo que ak = x~ e entao

r(ej) :=

n. o

r : x i ! f = x J ,
k=l k k

mostrando que, com relação às bases {e
j
} e {fk} a matriz da aplicação

x r e a matriz transposta da matriz X dos dados. Resumindo :

x * X(f~) = :x . i= l , . o . , n ;E , F
t :

i !
IF x r (ej) = xi j= l , . . o ,mE

1.3 - ~tricás Euclidianas em E e F. O Esquema de Dualidade

1.3.1 - Observação Sobre a Notação

Em A =~P, munido da base canônica, introduzimos uma estru-

tura euclidiana atraves de uma forma bilinear simetrica definida positi

va f ; tomaremos a liberdade de usar um único símbolo para representar a

forma quadrãtica positiva definida Q, a matriz H e o isomorfismo

*~:A ---+A , associados a f ; geralmente,o símbolo M da matriz em causa.

Alem disso, em lugar de falar na "metrica euclidiana associada ã forma

bilinear simetrica definida positiva f" , referimo-nos simplesmente a

"metrica dada pela matriz J r l.
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Assim, para todo x,yedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE A, temos

Produto Interno:.PONMLKJIHGFEDCBAT T
M (x ,y )mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= x M Y = Y M x

Norma: I rx l i ! = M (x ,x ) = ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx T M :z :

Distância:
2

d (x ,y )

• C ) T

1 / x - -y I l~ = (x - -y ) M (x -y )

1.3.2 - A Metrica Euclidiana em F

A matriz diagonalPONMLKJIHGFEDCBAn x n cujos elementos são as massas associa-

das aos n elementos x.
1

todo x E F. x T D x > O
n

D z : diag ( P 1 , • • • , p. ,"', p ), ê tal que, para
n ~ . n

T

e. x D n x z : O ~ x z : 0 E

Em particular, para os elementos da base canônica {f
1

".• . " f
n

} de

F

T
(f.) D (f.) z : p.

~ n ~ ~
i z : 1" ••. " n

T
e (f.) D (~;)= O

~ n IV

se k i= i

A metrica de F será dada pela matriz D
n

Consideremos agora o seguinte diagrama, associado ã tabela X

dos dados ;

E ( .x F*

I
v r D n

-- - - - - - , ) FE* ~

° isomorfismo D permite definir uma aplicação linear V:E*~ E,
n

atraves da composição V=XoD o x r .
n
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Como V pertence ao espaço das aplicações lineares de E* em E ,

isomorfo ao espaço das formas bilineares em E*, denotaremos também por

V a forma bilinear associada, que e simétrica e semi-definida positiva,

posto que, para todos a,b E E*, temos :ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T T edcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBArv mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(a,b) = a V b = a X D b =
n

cr a ) T D C,XTb) = D (~a rb) = PONMLKJIHGFEDCBA
n n '

= D n (r b ,r a) = V (b , a)

bem como,

V(a,a) D (Y!
n a

Y!) ~ O •, a

Por outro lado, se ~ é injetiva, então V ~ simétrica definida

positiva.

Com relação ã matriz associada a V, temos

. k

V (e
J, e ) D ( Y ! e d

n
re~)

= D (x J, x k )

n

( x i ) T D (x
k)

n

. k

Cov(~ ~ x )

ou seja a matriz V ê a matriz das variâncias-covariâncias.

1.3.2.a - Algumas Considerações Geométricas

Seja U E F o vetor que tem todas as coordenadas iguais aI,

e denotemos por (u] o subespaço gerado por u. F se decompõe em uma soma

direta de dois subespaços :

1
F = [u)G )[uJ

1 .

onde o subespaço [u) ê o Dn-ortogonal de {u} . Uma variavel xJE F se
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escreve então sob a fomlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Cl uedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ BvZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

l

onde v pertence ao subespaço [uJ • Por definição a u

D -ortogonal de ~ sobrePONMLKJIHGFEDCBA
n

-e a projeçao

u e temos :

D (x
j
, u) = D (a u " ' u ) + D ( B v , u )

n n n

= a D (u , u ) + O = a
n

Como D (x
J ,u) = i ! , concluimos que a media da variável x

j

n

da projeção Dn-ortogonal de x
j

sobre u • Alem disso, o vetor

e

a abcissa

xj-ij u e a projeção n.. .-ortogonal de -xJ sobre
n

E: U u e

I I ~ - i ! u I I
D

2
=

n

P i ( x ~ - i
j
)2

. . T

(xJ-iJu) D (xJ-iJu)
n

n

L

i= l

= V a r(x 1 )

Interpretemos agora o coeficiente de correlação:

se a ê o D -ângulo entre dois caracteres centrados j ePONMLKJIHGFEDCBAk, temos:
n

. . k k
D ( x 1 - x J u , i - i u )

Cos a n _

. _ . T k : - k
( x 1 - x J u ) D (x - x u )

n

I I ~-;? u ! l
Dn

• . k

a ( x P ) a (x )11 x - iku "D
n

Cov(xJ xk)
Corr(xJ , xk)

=

. k

a ( ~ ) a(x )

1.3.3 - A ~trica Euc1idiana no Espaço E

Seja M uma forma quadratica definida positiva em E e considere

mos o diagrama a seguir, associaào ã tabela X
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.xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA*
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F

E* r
lw

-7 F

o isomorfismo linos permite definir a aplicação linear W:F* -7 F

atraves da composição W = X I' o lio X. Denotemos t ambem por li a forma

bilinear associada ã aplicação linear W.

De modo semelhante ao que ocorreu com a forma bilinear V, ver1

ficamos que a forma bilinear W e simetrica, semi-definida positiva, e

será definida positiva se a aplicação X for injetiva.

1.3.4 - O Esquema de Dualidade

A expressao "esquema de dualidade" sera empregada sempre que

tivermos necessidade de fazer referência ao diagrama abaixo (ou parte

dele), relacionado com a tabela X dos dados

M~: wrr~
~ )F

X

=

o PONMLKJIHGFEDCBA

P1

o ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA· P n

~

Observaçio: a matriz M ger.a l.m en t e ê tal que

H = diag(rj ~•••, r
m
),

onde rr
1

.• • • • ~ PONMLKJIHGFEDCBAm sao numeros rea1S positivos, que serao post~

teriormente especificados.



CAPITULO 2

A ANÁLISE EM COMPONENTES PRINCIPAIS

A tecnica da análise em componentes principais constitui uma das

ferramentas básicas para a análise de correspondências, sendo este o mo-

tivo pelo qual o presente capítuloponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAê dedicado a uma breve exposição do

mesmo.

2.1 - A Formulação do Problema

Os dados a analisar estão dispostos em uma tabela X tal como no

capítulo 1; ou seja, dispomos de uma matrizZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAmcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx n representando n pontos

"indivíduos" no JRm

Temos o já conhecido esquema de dualidadeUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

lR m = E <: X F*=( J R n ) *

r
1

M v w D
n

(lRm)*=E* :;:' >ONMLKJIHGFEDCBAF = i
n

Consideremos A ' um subespaço afim de E e

Pn

N(I) a nuvem ponder~

da dos pontos indivíduos em E.

2.1.1 - Definição

Chamamos momento de inércia da nuvem N(I) com relação ao

subespaço afim A ' e denotamos por IJ!\{ A '} , o numero



-'5ponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

.:cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
r , ,

':-., .(x. - a.)
~t. t. t.

M ç,;. - a.)
t. t.

~1

onde a. e a projeçao M-ortogona1 de x. sobreZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA'. Em parti-
t. t.

cu1ar, se a e um ponto qualquer de E.UTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n

In {a}= ONMLKJIHGFEDCBAL
i=l

T
p.(x. - a) M(x. - a)

t. t : t.

Coloca-se o seguinte problema:

Dado um inteiro positivo q < m, encontrar,entre todos os sub-

espaços afins de dimensão ~de E, aquele para o qual o momento de . -~ner-

c~a da nuvem ê mínimo.

b1ema.

Os resultados obtidos a seguir permitirão simplificar o pr~

2.1.2 - Proposição

O centro de gravidade, g, e o ponto relativo ao qual o momen

to de inercia ê mínimo, qualquer que seja a métrica Euclidi-

ana M de E.

Alem disso, se os dados estão centrados, isto é, se

g = DE' então

In{g} = Traço (VM).

Denxmstração

Se a é um ponto qualquer em E, temos, para i=1,2, •..,n,

x. - a = x. - g + g - at. t.



entao:

ou seja,

mas

lI-l6ponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

IcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn ta J = .I- 4UTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP i

'Z -=

Xi - a l1
2

=ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 2 n 2 n

= ONMLKJIHGFEDCBAL v , II x . - g II + L p · 1 1g - a li + 2 M ( L p . (x.- g ), g -a )
i= 1 -z.. -z.. i= 1 -z.. i= 1 z, -z..

2= In {g }+ II g - a li ,

In {~}~ .In {g}

Se os dados estao centrados, temos:

n

In {g }= L
i= 1

T

p. x . 1 1 x .
t : t : 'Z -

T T
x . M x. = Traço (x.Mx.)

'Z - 'Z - t : -z..

T

= Traço (x.x.M )
-z.. 'Z -

e, 'deste modo,

n

In {g} = L
i= 1

T
p. Traço (x.x. M)

t : 'Z - -z..

= Traço [( I p.x .x~ ) ~ -: Traço (VM)
i= l 'Z - z, 'Z - J

N o que segue, os dados são supostos centrados.

2.1.3 - Proposição

Seja A I um subespaço afim de E com-subespaço vetoria1 sub-

o 1-
Então In {O}= .In {A }+ In {A } , ejacente A contendo g = O •

f
onde A denota o complementar M-ortogo-In { A ' } > In { A }- ,

na1 de A em E.



Prova: Te:::oscbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

E = A e A e x .E E ~ x .ponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-z.. -z.. a. + b.-z.. -z..

1-
com a. EZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA e b. E A

-z..UTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt :

Alem disso

n

In ONMLKJIHGFEDCBA{A }= I
i=1

n

I
i=1

P illb il1 2 I [ ~
A,

P illa il1 2e

entao:

In {A } = I p. M (a . + b . , a . + b .) =
-z.. -z.. -z.. -z.. -z..

n n

= I p. M (a . , a .) + L p. M (b . , b .) =
i=l -z.. t : t : i=1 -z.. -z.. t :

J
= In { A 1 + In { A } •

C01W

~
A'()A = {a}, A' = A + a

temos

x . E E ~ x . = a . + b . = a . + a + b . - a
-z.. t : t : -z.. -z.. -z..

I

a . + a E A ' e b . - a E A -
t : -z..

o momento de inercia com relação a A' é dado por:

In { A ' }

n

L
i=1

p. M (b . - a , Ir- .- a ) -
-z.. -z.. -z..

n

L
i=1

p. M (b . , b .) +
-z.. -z.. -z..

n

L
i=l

n

p. M (a , a ) - 2 L p. M (b . , a ) •
t : . 1 t . t :-z..=

Mas

n

L
i=1

n

L
i=l

p.
-z..

X i z : g = O

n

L
i=1

p. b.=-z.. -z..+p. a
-z.. •

-z..

11-17

e entao as duas parcelas ã esquerda são iguais ao vetor nulo, pois uma

- ~
esta em A e a outra em A

Concluimos assim que
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n { A '} cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= in {~ }+ 'la I1 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ou seja

In { A ' } > J n { A }

•
Como consequência destes resultados, a procura de um subespaço

afim de E com momento de inercia mínimo se reduz àquela de umZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~ub08paço

vetorial com tal característica.

Se denotarmos por [u
1

, u
2

, ••• , uq1ONMLKJIHGFEDCBAA o subespaço de E gera-

do por um sistema M-ortonorma1 u
1
, u

2
,..., u , o problema colocado

q
no

início da seção pode ser formulado nos seguintes termos

Problema 1 -

são M-ortogonais e M-unitarios.

Minimizar In {A } , para A = [u
1
,•.•, u

q
1 onde os ~

2.2 - A Solução

2.2.1 - Proposição

q T

In { A } = Traço(VM) - L ukMVMu
k

k = l .

Prova: Para cada x. E E, i= 1 ,2 , • • • ,n, temos:
~

x. = a. + b . , com a. 8 A e
~ ~ ~ ~

I

b. 8 A
z.

entao

n 2 n 2

In {A }= 2 p . Ilx . - a · 1 I = I p . Ilb · 1 1
i= 1 ~ ~ t : i= 1 ~ ~

n 2 n 2

L p . Ilx · 1 1 - I p · lla .1 1 ,
i= 1 ~ t . . 1 t : t :

~



e pelo resultado 2.~._,UTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n 2cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

InONMLKJIHGFEDCBA{A }ponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= Traço (VM) - L p. II a · 1 1
i= l 1- 1-

H-19

Como a. e a projeção M-ortogonal de x. sobreZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAA, podemos escre-
1- 1-

•
Como Traço(VM) = I [ O] ê constante, minimizar In { A } ê equiva-

para " i : . . . ~" a
M-ortonormais, e o problema 1 e entao equivalente ao

ver:

q

a. = I M(x.,u
k
) u

k
1 - k = l 1 -

donde,
2 q 2 q T T

II a .1 1 = I \t(x.,uk)] = I (uk H x . ) ( x i M uk )
1 - k = l 1- k = l 1 -

deste módo,
n 2

L p. I la · 1 1 =
. 1 1- 1-

1 -=

q T n T

= L U

k
M ( I p. X .x .) . H uk

k = l i= l 1- 1- 1-

Concluimos então que:

q T HVM u
k

'L u
k

k = l

In {A }

q T

= Traço (VM) - .L U kMVM U k
k = l

lente a maximizar

n T

L U
k

MVM Uk
k = l

Problema 2 - I q T
Maximizar L U

k
MVM U

k
~ para A = [ul~'" ~u 1 ,

k = l q :

{ul~"'~u } M-ortornormal
q .



A matriz

denotemos por

Ora,

FazendoponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

II-20cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

= ~i a g {!"_ ." , ,.,r ) sendo simétrica, definida positiva,
J. m

~/2 a única matriz B tal que
2 , ,

B = M, espec1f1camente:

;/2 = diag(~.,. ••.,1iÇ)ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T 1/2 T 1/2 1/2 1/2
ukMVHu

k
= or u

k
) (M V M ) (M u

k
) •

- 1/2ONMLKJIHGFEDCBAk - 1 2 - f-'l .f izk - ~.. ~.) -., .,••.UTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. ,q , e aC1 ver r i car que es

tes vetoressao ortonormais. Com efeito,

T T .7/2 1/2
u

k
M "e = u k ~ M u .t

1 /2 T

= (M uk) {:
se kj.t

se k=.t
/. T _

1 2 )= Z I zo-I (K UQ, k m .(..m

O problema 1 e entao equivalente ao

Problema 3 -
Maximizar

q T 1/2 1/2
I Zk M V M Zk' {zl.,···.,z}
k=l q

{Zl'" •• .,Zq} sistema ortonormal .

A matriz real
1/2 1/2 _ . _. .. . . .

S = M V M e si.met rrca, s e m i+ d e f iní.d.apOS1t1'"1.

va, m x m •

Sabemos que a equação

det(S À1 ) = O
m

admite m raízes reais não negativas,

À> À > ---> À
1 - 2 - m

raíz À.,
'2,

existe um vetor s, tal que
'2,

Correspondendo a cada

ss . = À .s , ;
'2, '2,'2,



II-2l

os vetores e~ ser tomados ortonormais,independentemen-UTSRQPONMLKJIHGFEDCBA" i :cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAs ~ ••• .•

te do fato dos À. sere~ distintos,ou não; alem disso, a decomposição es
~

pectral nos dá:

T T
SponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= À s s + ••• + À s sZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

111 m m m

T T
Im = 81 sl + ••• + S 8

m m

2.2.2 - Proposição

. 1/2 1/2
Sejam À1 ~À2~ ••• ~ ~ m os auto-valores de S z : M V M

e
" : ' 52" •••.• 5 os correspondentes auto-vetores.

m

Seja' {zl' Z2,...,Zq} um conjunto qualquer de veto-

res vrtonormais em E. Então

q T q T

I Zk S Z k 2 .ONMLKJIHGFEDCBAL 5
k

S S k z : À + ••• + À
k = l 7 < = 1 1 q

q z : 1 . •2 . • • • • . • m

e o máximo e efetivamente atingido em z k '= s k

Prova: Para k = .1 . •2 . • • • • . • q, cada zk se escreve como combinação

linear da base {sl" s 2 . • · • • . • s m } :

Zk z : zk1 51 + ••• + Z 5 + ••• + Z S
k q q km m

com a condição adicional

T
zk zk = 1

Como

T T T
S = À S 5 + ••• À s 8 + ••• + À s s

111 q q q m m m

obtemos
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Àm zkmz , S z, =
t{

· · ·+À z + ••• +UTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
q k q_z'''_

e, deste ::x:>do

a
\ , T _ 2
t . zk S ~ -À1(z11

k = 1

2ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Zq1)

2
À (z +
q 1q

2
+ z ) +

q q
+ ••• + + ••• +

+ ••• +
2

À (z + ••• +
m 1m

2
z .. )
qm

Observemos,agora,que os coeficientes de À
1
, À2, •.• e Àm são to

dos menores ou iguais a 1 e que a soma de todos eles é igual a q. Além

disso, temos a condição À > À > ••• > À > ••• > À
1- 2- - q - -m

Deste modo, a escolha ótima dos coeficientes para maximizarONMLKJIHGFEDCBA

q

k I 1 Z~ S zk

-e
Àq+1,···,Àm'

1 para os coeficientes de À
1
, À

2
,.•.,À

q

o para os coeficientes de

o que e possivel, fazendo

Zk k = 1 ,2 , . • • , q
S k '

A solução do problema 3 é então constituída por q auto-veto -

res da matriz S, associados aos q maiores auto-valores À> À> •••> À
1- 2- - q

" t e = s k '
k 1, 2, .. ", q

A solução do problema 2 é deduzida de

Zk k = 1, 2,."., qS k '
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através do isomorfismo M-1/2, porZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

UUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
kponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

-1/2 _cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
= M zk -

-1/2
M sk~ONMLKJIHGFEDCBAk 1~ 2~ •.• ~ q

2.2.3 -

Os vetores

-1/2

u k = M " t e ~ k 1~ 2~... ~ q

são auto-vetores da matriz VM, correspondentes aos auto-va-

lores À1 > À2 > ••• > À , os mesmos da matriz S.
- - q

De fato, pala todo k = 1~ 2~.•• ~ q temos:

~/2 ~/2
V sk = À k sk

1/2 -1/2
~ V M sk = À k M s k

-1/2 -1/2
~ V M M sk = À k M s k

~ VM u k = À k u
k

•
Como consequência dos resultados obtidos em 2.2.2 e 2.2.3, po-

demos enunciar a solução do problema 1 nos seguintes termos:

O subespaço A de E, de dimensão q, para o qual o momento de

inércia com relação à nuvem dos indivíduos é mínimo, é aquele gerado por

- q - auto-vetares M-ortonormais de VM.,associados aos q maiores aut.o+vaIo+

res À > À > ••• > À •
1- 2- - q

Observação. A matriz VM, em geral, não é simétrica; por este
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. - . b lh . S 1/2 1/2 . - .ocbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt i.vo , na pratrca tra a azaos com a ma t ri z = ~ V ~ , sametri ca,

que possu~ os mesmos auto-valores de VM. Isto torna o trabalho computa-

cional mais simples e eficiente. Os auto-vetores de VM, como vimos, são

. _ - -1/2
obtidos a part~r dos auto-vetores de S atraves da transformaçao M •

2.3 - Eixos e Planos Principais

Consideremos a base M-ortonormal de E,construída com a ajuda

dos auto-vetores M-ortonormais de VM.

O subespaçoZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.A, dado por um sistema M-ortonormal constituído deONMLKJIHGFEDCBA

q auto-vetores de VM correspondentes aos q maiores auto-valores,

1 ,.1 ~ 1 ,.2 > ... ~ À.
q

e C:hamadoeubeepaço principal de dimensão q.

Cada vetor M-normado U
k

e ~hamado vetar principal e gera um·sub-

espaço [ukJ de dimensão 1, dito eixo principal de inércia.

Por sua vez, os planos principais são os subespaços de dimensão

2 gerados por pares de vetores principais.

Para o primeiro eixo principal [u
1
],tal que VM ü1

À .UTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1

u
1

, temos:

In~ } = Traço VM - À. •
1 '

u1

a nuvem dos indivíduos está contida em [u1] se e somente se In{C~}~O;

ou seja, se, e somente se Traço VM = 1 , .1 '

Para o subespaço principal A de dimensão q , temos:

q

In {A }= 'I'r aço VM - L À .
k

.

k=l

Se a nuvem nao está contida em A, e evidente que

( j

L À.
k

k=l
< 1 .

Traço VM
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ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAíndiceONMLKJIHGFEDCBA

q ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

l: ÀUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k = l k

Traço VM

ê chamado parte da inércia explicada pelo subespaço principal A.

2.4 - Fatores e Componentes Principais

Consideremos o esquema de dualidade:

U
kcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAE E <

X
F*

. A

M V D
n

't

v k = M U
k

E E*
Y !

>F

Aos eixos principais [u1] 3 ~2J ,.•., [uqJ, em E, fazemos cor

responder, de acordo com o referido esquema de dualidad~:

- em E*: as formas lineares denotadas por vk e definidas por:

vk = M U
k

3 k z : L , 2 . , • 3 q 3

as quais são chamadas fatores principais .

•
- emj*: as componentes principais denotadas por c

k
e definidas por:

C
k

r(V
k
) " « o X

. - . k k -A ~-es~ma coordenada c. 3 de C e dada por:
t :
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k kONMLKJIHGFEDCBAi T
c. = C (f ) = vk(x.) = u

k
Mx. = M(x. , ~) ;

i :ponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt. t. t : K

ou seja e a abcissa da projeção M-ortonormal deZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAxi sobre o eixo [ukJ.

Os fatores v. = Mu., j = 1,2, •••,m são auto-vetores de MV cor-
J J

respondentes aos auto-valores À., po~s
J

M V v. = M V McbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAu . = M(À. u.) = À. v.
J J J J J J

-. . b -1 I d E* dalem d~sso, 'const~tuem uma ase M -ortonorma e ; e fato:

- 1 T -1
M (v ,v.) = v. M v

P J J P

T -1
=u.MM Mu

J P

z : U~ M u p z : L se j=R..

se j ~ R..

Se [u), [u;!,••. ,[uqJ são os eixos principais correspondentes

aos auto-valores nao nulos de VM, À > À > •••• > À
1 - 2 - - q

E!ntao:

a )
k T T

W D C = X M X D X - M uk
n n =

T= X MVM u
k

- À Ck

k

b) 1 'lc
k

1 1
2

D
n

k T k T T= (C ). D n C = u k M X D n X -M uk

T
= ukMVM u

k
= Àk

c) D (C
k

n

C R .. ) k T R .. T T

- (C ) D n C = u k M X D n X -M uR..=

{

1

T T
= uk MVM uR..= ÀR..ukM uR,= O

se k=R..

se k~R..

d) As componentes principais constituem um sistema de geradores



Il-27zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

do espaço vetorial 1rCE*), coao imagens de uma base de E*. SeUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-e o nu

mero de auto-valores não nulos de VM, entao

q = posto cxr) = dim ~CE*);

neste caso, { C
k
, k = 1,2,...,ONMLKJIHGFEDCBAq } é uma base D -ortogonal de ~CE*)

n
e

{

C k

I fk ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k = 1,2, ••• ,q } é base D -ortonormal de xrCE*).
n

Resumindo:

A
. . . k -

s componentes pr~nc~pa~s C sao auto-vetores de WD com auto-
n

valores correspondentes Àk; são não correlacionadas entre s~ e, se

q = posto VM, então { C
k

,k = 1,2,••.,q } e base D -ortonormal de
- I ' i : : - n

k

r(E*).

2.5 - Apresentação dos Resultados e·Regras de Interpretação

2.5.1 - Descrição da Nuvem dos Indivíduos

Se a parte da inercia explicada por um plano principal [uk'ulJ

é próxima de 1, uma boa descrição da nuvem é dada pelas projeções dos n

pontos x. no plano (ou em um eixo).
~

A parte da inércia explicada por um plano principal mede a qua-

• lidade global da representação da nuvem no plano considerado.

Podemos medir a qualidade isolada da representação de um ponto

x . por sua projeção x., comparando as normas I li_ IIM 2 e I lx -1 1 M
2 ,ou seja,

~ ~ ~ ~

por 2
I liillM

2
I lx illM

2
cos a -
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o exame da nuvem das projeções dos n pontos x. em um plano (oucbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
~

eixo) principal, levando em conta a qualidade das representações, permi-

te agrupar,em classes, indivíduos "próximos" e bem representados.

Podemos também fazer figurar em um plano principal as proje-

ções M-ortogonais dos eixos [e.],ONMLKJIHGFEDCBAj = 1,2, .•.UTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,m , associados aos caracte-
J

res iniciais. Esta representação simultânea permite analisar as proX1m~

dades no interior de um mesmo conjunto, exibindo os elementos do outro

responsáveis por estas proximidades.

2.5.2 - Duas ~tricas Particulares

Na análise em componentes principais, em geral mun1IDOs o espa-

ço E, dos indivíduos, da métrica definida por:

M(e
j
, e

k
) j i ko se

M(e., e.)
J J

. 2
l/Var (~ .J ) = 1/0.

J

Consideremos o seguinte esquema de dualidade:

E (

D1/0
E -< E

Im l IR D 1/A Iv
E* ) E*

D1/0

x F*

wl IDn

T > F
X

•
Fazendo z . = D x. e z k = D1/0 xk' temos:

t :
1/0.

z,

I Iz i - zk11r = I Ix i - x k l lD .v 2
m O

A nuvem dos pontos z i = D ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1
/

à
x

i
é associada ã tabela Z = D1/0X .
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atriz da forma quadrática de inercia da nuvem dos pontos z.
1-

e entao dada por

ZZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBADnzT = D1/0(XDnx!) D1/0 D1/0V D1/0cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAR

Então, efetuar uma análise em componentes principais no espaço

E, com a metrica M D , e equivalente a efetuá-Ia com os dados cen

1/02

trados e reduzidos e com a metrica clássica I . Alem disso, os resulta
m

dos independem das unidades de medida, pois a matriz a diagonalizar RUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 m '

tem esta propriedade.

2.5.3 - Descrição dos Caracteres

o Conjunto

{
k

C
; k i . . . . , q }

lÀ.
k

constituindo uma base D ~rtonormal do subespaço vetorial gerado pelos
n

caracteres iniciais, temos que as coordenadas de um caracter x
j

são da

das por

DnONMLKJIHGFEDCBA( r 7 , ck
)

. k
Cov(~, c ) 1~••• ~ qk

= : = :

No caso em que E está munido da metrica K = D ~ ou

1/02
se]a ,

quando a análise e feita sobre os dados centrados e reduzidos com a

•
metrica dada pela matriz identidade

reduzidos

I
m

xj/o(~)na base D -ortonormal
n

acima são exatamente os coefi-

as coordenadas dos caracteres

cientes de correlação dos caracteres com as componentes principais, v~s

to que

_ _ l_ D ( ~

lT k n O(~)

. k
Cov(r7 ~ C )

O (x ? ) lT k

. k
Corr(xJ, C ), c k J =
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do F e raio unitário, pois:

bem como os caracteres estao situados sobre a esfera de centro na or~gem

D ( xcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
jONMLKJIHGFEDCBA

n a (~ )

x j ,

a (~ ) 7 =

1

Observação: geralmente fazemos figurar no mesmo plano principal [u UTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
k

" ud'

onde estão representados os indivíduos, as projeç~es dos caracteres xi

{
k ~

no plano correspondente C "c] . Entretanto, esta representaçao s~

multânea não tem outra conotação senão aquela de umZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAartificio gráfico.



CAPfTULO 3

A ANÁLISE DE CORRESPONDtrnCIASutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A análise de correspondências é um metodo de análise de dados

CUJo domínio ótimo de aplicação é constituído pelascbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAtabelas de contingê~

cia de dupla entrada.

Duas variáveis qualitativasihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAx e y sao observadas sobre uma pop~

lação. Suponhamos que as variáveis x e y apresentem, respectivamente, m

e n modalidades exclusivas, e denotemos porZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ = {1~2~...~m} o conjunto

das modalidades de x, e por I = {1~2~.•.ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~ n } o das de y •

A tabela de contingência é obtida sob a forma de uma ma-

triz KcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= ( k ~ ) , onde k ~
1 -- 1 - -

representa o número de indivíduos na popula

ção'que se enquadram simultâneamente na modalidade j da variável x e na

modalidade i da variável y.

A técnica utilizada é, essencialmente, a da análise em compo

nentes principais: os conjuntos J e I serao representados por nuvens

de pontos em espaços euclidianos e cada nuvem, por sua vez, será projet~

da em planos principais nos respectivos espaços.

Entretanto, veremos que na análise de correspondências a ge~

~etria das nuvens é muito peculiar e os espaços são munidos de métricas

específicas, responsáveis por uma grande estabilidade dos resulta00s.

àlém disso, será possível obter uma representação simultânea das duas

auvens em um mesmo plano principal com relações estruturais bem defini

as entre os pontos projetados.
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3.1 - As Transformações Iniciais

3.1.1 - A Matriz de Correspondências. Perfis

Consideremos dois conjuntos. finitosZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ = ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA{ 1 . ,2 . , . • • . ,m } e

I = { J . ,2 . , • • • . , n } suponhamos que a cada par ( j . , i ) e J x I es

tãcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-um numero real não negativo. Denotemos por

k
j

i

K .associado

a matriz com m linhas e n colunas cujo elemento genérico é

suponhamos ainda quecbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk. e ~ definidos por
~

k -
i -

m

L
j=l

~

n

L
i=l

k
j

i
k ~

~

sejam números reais estritamente positivos, e seja k a soma de todos os

elementos de K..

A matriz K com estas características é a tabela d o s dados a ana-

lisar (em particular, podendo ser uma tabela de contingência).

3.1.l.a - Definição

A matriz denotada por P e definida por

. j
P = ( p. ), onde

t .

J _
p.

1 .-

/
iv :

será chamada matriz de correspondências associada ã tabe-

la K..

Observação. Quando K é uma tabela de contingência, P pode ser

considerada como amostra de uma lei de probabilidade nas células da ma-

triz J x I. Quando K é outro tipo de tabela,temos sõmente uma analogia.

A partir da matriz de correspondências P definimos duas outras
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matrizes que lhe são associadas. Para isto, utilizaremos as seguintes no

taçoes:cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 )ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp . :
-z ..cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

DZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
m

a soma dos elementos da i-esima coluna de P

p. -
-z ..

m

.I
J=1

j
p.

t .

2 ) pj a soma dos elementos da j-esima linha de P

j
p

n

I
i=1

j
p.

-z ..

3 ) D
n

a matriz diag (Pj ,.••,Pn ) assim,

4)

( D ) - 1 -

n
diag ( 1 / " • . , l i )

P 1 P n

. d " ( 1 m )a matr~z 1ag P ,...p ass~m,

( D m ) - 1 - diag ( 1/ 1 j • • " 1 / m)

P P

3.1.1.b - Definição

i) A matriz denotada por X e definida por

- 1
X = p ( D )

n

sera chamada matriz dos perfis das colunas de K. A i-ê-

s~ma coluna de X será representada pelo vetar X,, que-z ..

por sua vez e denominado perfil da i-ésima coluna de K.

ii) A matriz denotada por Y e definida por

T -1
Y = P ( D

m
)

sera chamada matriz dos perfis das linhas de K. A j-êsi

ma coluna de Y será representada pelo vetar Yj' que

vez e denominado perfil da j-ésima linha de K.



De acordo com esta definição, temos:

i)' As coordenadas de x. são dadas porihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
1 ,ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

jcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
x.cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 ,

Jp.
1 ,

Pi
1,2,•••ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA,m

I I I -3

isto nos permite concluir que os n pontos x. pertencem a um hiperplano
1 ,

(m-1)-dimensional de E =~m, que denotaremos por r .

ii) De modo semelhante, as componentes de y . , dadas por
J

o que nos indica que os m pontos y . pertencem a um hiperplano ( n - 1 ) - di-
J

mensional do F = " B
n

, que denotaremos por Q •

Agora, a cada perfil de coluna de K, X., associaremos uma massa
1 ,

ou peso igual a p. , refletindo a importância relativa da i-esima coluna
1 ,

de K no contexto da tabela. A nuvem dos perfis de colunas que sera deno

entao

j

e satisfazem ã relação

m

.1
J = l

j
x.

1 ,
1

i n : ] . -
y. = ~ , satisfazem ã relaçao

J p J

n

I
i= l

i
y .

. J
1

3.l.l.c - A Nuvem dos Perfis de Colunas. Centro de Gravidade

tada por N(C) e definida por

N(C) = {(x.,p.); i=1,2, •••,n}
1 , 1 ,

o centro de gravidade desta nuvem, denotado por gc' é

definido por
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gcZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ncbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
i=1ihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p . X .
1 - 1

e tem como j-ésima componente a soma dos elementos da j-ésima linha de

P; com efeito,

~

n . n

2ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp . x ~ z : 2
1 . '= 1 1 . . 1 - i= l

j j

p . z : P
1 -

Além disso,g também pertence ao hiperplano x que contém a nu-
c

vem, p01S

m

I
j= l

j
p 1

3.1.l.d - A Nuvem dos Perfis de Linhas

De modo análogo, a cada perfil de linha de K, ou y. ,associamos
J

a massa p j igual ã soma dos elementós da j-esima linha de P. Denotamos por

N ( L) a n u v e m d o s p e r f i s d e l in h a dada por

N ( L ) { ( y . . •/ ) ; j= 1 . •2 . • • • • . • m } •
J

o centro de gravidade desta nuvem, denotado por g l e definido

por

m
_ \ ' J

g l - L P Y .
j= l J

tem por i-esima componente

1 -

g.e -
m

.2
J = l

m

= I
j= l

•

j
p

J
p . z : p .

1 - 1 -

i
y - .

J

Analogamente, gz pertence ao hiperplano_n , desde que



I lI -3 6ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ncbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

i=l
p . = 1

1 -

RESUMO

[J - r

- 1 utsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
X = P(D )

n

N(C) = { (x .,p .)}
1 - 1 -

p JP

'" T m - J
~ y = P (D )ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

j ) }N ( L ) = { (y j , p

y.
J

p.
1 .

3.2 - As Metricas

3,2.1 - Os Esquemas de Dua1idade para N(C) e N(L)

Com as notaçoes introduzidas no parágrafo anterior, os esque-

mas de dua1idade serão os seguintes:

i) N(C) ii) N(L)

E (
X F* Y

E*F (

r IDn r r ~
,

m - 1 - 1
(D) = M V (D

n
) = M VI

E* ) F F* ) E: ; y r

i) Para o estudo da nuvem N(C) introduzimos em E a metrica defi

nida por



M ( e
j

, e
k

)cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
ók

= ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj ihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- - .- -
p J

lI I -3 7

j~ k = 1 ~ 2 ~ • • • ~m ~

. - . d I ' ( m ) - 1 d ' (1 / 1 / )utsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAou seja, a met ri .c a da a pe a matr í z DcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= aag / 1~•••~ / m

p p

Com esta métrica, a distância entre dois perfis de colunas x. e
7 .-

x . , e dada por
7 .-

'2

I lx . - x · ,1 17 .- 7 .-

T m - 1
(x , - x .,) ( D ) (x , - x .,)

7 .- 7 .- 7 .- 7 .-

m

)
J = 1

p ~ p ~ , 2
7 .- 7 .-

( - - - )
p . p . ,

7 .- 7 .-

1
~

p J

tinida por

ii) Para o estudo da nuvem N(L) introduzimos em F a métrica de-

i~ k = 1 ~ 2 ~ •• • ~ n

- 1 . 1 1
(D ) = d í.a g ( " I ~ .• . , I ) .

n P 1 P n

Y j , e dada por

Com esta métrica, a distância entre dois perfis de colunas Y j e

T -1
Y . , ) ( D ) (y . - y .,)

J n J J

1

p.
.- 7 .-

. . ,
p ~ p ~ 2

7 .- 7 .- )
( - - - , . . . - - ~

p J p J

M ( f
i

' f
k

)

ó
k
i

A - . (D
m

) - 1 ( ) - 1 . d u zi d E 's metr1cas e D 1ntro UZ1 os em e F, respect1va _
n

mente, são chamados " m é tr ic ~ s d o C h i - q u a d r a d o r X 2 ) " , devido ao fato de

que, na análise de correspondências, as inércias das nuvens N(C) e N(L)

em re12ção aos respectivos centros de gravidade gc e gi' têm uma inter-

pretação estatística peculiar; especificamente relacionada com a estatí~

. d I ' 2 .t1ca e e1 X ,como veremos a segu1r.

Pi

ou seja, a métrica dada pela matriz

2
"y . - y .," = (y .

J J J

n

= L
i=l
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n m ~ ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk .0 ihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA8 1

In { g } = In { g l} = .I .I ( i - ~ k ~ ) k ~

ccbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA~ = 1 cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ=l i

7

~ a ra a n u v en / I (e ) , t.ezaos:

n T-1. \' m
In { g } = L p . ( x . - g ) ( D ) ( x , - g ) =

c '1 ~ ~ c · ~ c~ =

j
n n 1 p . j 2

= I p . I - - - .- (~ - p ) =
i=l t : j=l p J Pi

. . 2

n m ( p ~ _ p . p J )

= I r ~ ~

i=J j=l p .~
t :

Por outro lado, para a nuvem N(L), temos:

m . r . 1
In { g } = L p J (y . - g ( D f (y . - g ) =

. ' l j= l J L n J Z ;

m . n p j
= \ ' J v 1 i · 2

L P L - ( - - p ) -

j=l i=1 P i p j i -

n m

= I L
i=l j=l

. . 2

( p ~ _ P . p J )
~ ~

•
p .p J

~

Então:

n m .
= L \ ' 1 j k .J i l 2

• L -k (k. - ~ )
~ = 1 j=l ~-,z-

=

1

k . , j -
t :

k

1 n m . j j

= -k I I (k~- e.)/e.
i=1 j=l ~ ~ ~

k .J i l 2 n m . . .

~ ; ou seja, fazendo X = r L (k~ - e~)/e~ (estatística
K i=l j=1 ~ ~ ~

j
e -i -

do chi-quadrado), tem-se:
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In {gc} = In{g~}
X2ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

k

. d ,,-. d' 2" .d fEntretanto, a ma10r vantagem a metr1ca o X reS1 e no ato

de que ela verifica uma propriedade essencial para a estabilidade dos

resultados da análise, como veremos a seguir.

3.2.2 - O Princípio da Equivalência Distribucional

Substituindo os dados brutos da tabela K por porcentagens, tor-

namos idênticas duas linhas proporcionais. Ou seja, duas linhas propor-

cionais em K terão o mesmo perfil no hiperplanocbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn , como ilustra a figura:

Suponhamos, pois, que duas linhas.de K ,cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj' e j" tenham o mesmo

perfil. Como vimos y ., e y ." coincidem em n . Agreguemos j'eZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAj " em uma
J J

.0 • , t n

única jO e de tal modo que p J = p J + p J • ~ claro que o peso associ~

do a um perfil de coluna não muda. Porem, e .necessário verificar se a

junção de linhas acarreta mundança na distância entre dois perfis de co-

lunas i e i ' ,

Note-se que na expressão da ,distância entre xi e xi' ,os índi

ces j ' e j " aparecem somente em duas parcelas:
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1 1 x .-x 1 1
2 utsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

'Z,ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi '

1 p ~ ' i 'cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
~(~ Pi' 2 ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p J Pi -~)
'Z ,

+ • • •

j " t r t

1 Pi p~, 2
- ;m ( - 'Z , )

p J Pi - ~
'Z ,

••• + + ••• +

após a junção das linhas, tais parcelas são substituídas por

.0 .0 .0 .0
J J 2 p~ J

21 P i p . , .0 p. ,
'Z, ) _ J ( 'Z, 'Z,

•0)
- ( - - -- - p -.0 p.

P i ' .0J 'Z,
p .p J JP p. "p'Z, 'Z,:

[lJ •

A soma das duas parcelas originais pode ser escrita da seguin-

te forma:

j ' j ' t n t n
. , p . p . , 2 . " p ~ p J . 2

p J (
'Z, 'Z,

+ p J (
'Z, 'Z,

[2J •. , - . ,) . , , - tn )
J J

p .p J p .p Jp .p p . ,p
'Z, '1 . , 'Z, 'Z,

.0 • , t n

Por outro lado, p J = p J + p J , e, como y ., = y ." , temos:
J J

• , • " • , t n .0

p~ p~ p~ + p~ p J
'Z, 'Z, 'Z, 'Z,

- - .- = - - .-" = · , '" = - - . e
p J r p J p J + p J jO

P

• , • " • , t t t .0
J J J J J

p . , p . , p . , + p . , p . ,''Z, 'Z, _ 'Z, 'Z, _ 'Z,
- - . - , - - - . - " - » , . " - - - , •

p J p J p J + p J jO

P

deste modo, [lJ e [2J são iguais, donde se conclui que a distância entre

os perfis de colunas x . e x , não e alterada.'Z, 'Z,

Esta propriedade e conhecida como o p r in c ip io d a e q u iv a lê n c ia

d is t r ib u e io n a l , a saber:

"Se duas linhas de K , j ' e J " , têm o mesmo perfil y ., = y ."

J J

considerar um único perfil y,
o

t t t .0 • ,

p~ , com massa igual a p J = p J
'Z ,

podemos
. ,

p ~ +
'Z ,

i-esima componentedo qual a

. "
+ p J , sem

-e

alterar as distâncias

entre os perfis das colunas".

Evidentemente, ternostambém o princípio d u a l , que permite agre-
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gar colunas com mesmo perfi~ sem alterar as distâncias entre perfis de

linhas.

3.3 - Nota Sobre Centragem de Dados

deve

Sabemos do capítulo 2 que a análise em componentes principais

em uma nuvem deve ser realizada com os dados centrados.

Assim, a análise em componentes p·rincipais da nuvemZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN ( C )

ser efetuada sobre a nuvemZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N ( C ) ihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= { (x . -cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAg ) ,cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp.); i=1,2, •••,n},
1 . - c 1 . -

o esquema de dualidade sendo dado por

E < X F *

ID n( D
m

) - l z : M 1 IV

*E = r r : : F

a matriz a diagonalizar para a obtenção das direções dos eixos

p a i s é entao

- -
S z : V M

- - T m -1= X D X- (D) =
n

(X-G)D (X_G)T(Dm)-l
n

onde G é a matriz cujas n colunas são iguais a g •
e

3.3.1 - Proposição

S g c e S ge 19
eage

onde
T

S=XDX
n

pr1nc1-
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Denxmstração

Denotemos por 1 e J ,respectivamente, os vetores colunascbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
m n

m x 1 e n x 1 , com todos seus elementos iguais ~ 1 . ~ fácil verificarZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- 1 _ _ ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT
que ( D ) g = 1 "x - l = 1

c m m n
c ! 1 = 1 ; bem como, XD 1 = g •

m n n n c
Donde:e

- T m -1
S g = (X-G) D (X-G) (D ) g

c n c
(X-G) D (X-G)T 1

n m =

(X-G) D i ! l - D < 1 1
n m n m

(X-G) (D 1 - D 1 )
n n n n

= O = O g
E c

S gc
_ T m -1

= XD r (D) g = XD 1
n c n n 1 gc

3.3.2 Sabemos do capítulo 2 que podemos construir em E uma base

( m ) - 1 I · " I ' -D -ortonorma const1tu1da pe os auto-vetares de S.

m -1
um destes, temos, para M = ( D )

o vetar g sendo
c

T -
g Mu=lu=O

e m '

para todo auto-vetar Ü · de S , distinto de g •
c

Seja então u um auto-vetor de S distinto de g associado a
c

um auto-valor À não nulo. Mostraremos que u também é auto-vetor de S,

associado ao mesmo auto-valor À •

Com efeito:

S u = (X-G) D (X-G)TM ü = À ü
n

[ T - T -J -~ (X-G)D rMu-GMu =Àu
n .
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~ ( X - G ) D r M ü = À Ü ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n

~ X D r M ü -
n

1 [ n . 0p .I P ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi M ( x . , ü )
, 1 - = 1 1 -

À u

[ i I 1 cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
Pi M ( x

,

; ;)1
- . l

m
P

1 utsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
P M(g

c
I

~ x n r M ü -
n

\
m

P M(g
c

~ X D r M t i = À u
n

Deste modo, S e S têm os mesmos auto-vetares com auto-valores

correspondentes tambem iguais; exceto quanto a g , que e associado a O
c

no caso de S e a 1, no caso de S. A baseM-ortonormal{u
1
,u
2
,o.o,u

m
} de E,

fornecendo os eixos principais (de origem g ) da análise em componentes
c

principais da nuvem N(C),pode então ser construída com a ajuda dos auto-

vetares de S.

o vetar g pertence ao auto-espaço de S associado ao auto-valor
c

À = O . Se a dimensão deste auto-espaço e".por exemplo, m = q ~ 1 , a nu-

N (C ) está situada no subespaço A de dimensãovem q < m - 1 gerado pe-

Ias q primeiros eixos principais. Notemos que A está contido no sub-es-

paço M-ortogonal ã direçãó 'deg e é gerado pelos auto-vetares de S,sen-
c

do porem excluídos o vetar g associado ao auto-vetor 1 e os auto-vetares
c

associados a um auto-valor nulo.

Evidentemente, resultado análogo e válido para o estudo da

nuvem N ( C ) .
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3.4 - Esquemas para a Análise em Componentes Principais das NuvensZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN ( C )

ecbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN(L).

Os esquemas de dua1idade são os seguintes:

Para a nuvem N ( C )

E < XcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

. ( D
m

) - 1 1 IV

) F
E * x r

x = P(D )-1
n

Matriz a diagona1izar:

s = ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV ( D
m r 1 = X D r ( D

m
) - 1 -

n

= P(D )-~D (D )-lpT(Dm)-l =
n n n

= P(D )-lpT(Dm)-l
n

Para a nuvem N(L)

F
y

F*

1(Dn)

E *

ID

m

~

(Dn)-ll Iv '
F* - - .:- - - - - - - ')~ F

y T

y = p
T

( D m ) - l

Matriz a diagona1izar:

S' = V'(D )-1 = Y(Dm)~(D )-1 -
n n

=pT(Dm)-lDm(Dm)-lpCO )-1
n

= pT(Dm)-lp(D )-1
n



a )cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP ( D _ > - - 4 ( D ) - -ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
n

b ) S 'p '"ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA( D I I / ) -1 = p T ( D m ) -1 S .utsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Seja u E E

e À 4 O , então :

p T ( D m ) - lS ucbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

m~
sendo u um vetor (D) -normadotal que Su = Àu,

ÀpT(Dm)-lu ,

ora, a relação b) acima nos permite obter

S' (pT(DM)-lu) = À(pT(DM)-lu

Esta última igualdade nos mostra que
T m - 1 _
P ( D ) u e auto-vetor de

S' associado ao mesmo auto-valor À. Alem disso, verificamos facilmente

que

1 TP (Dm)-l
I 'À u

-e - 1
(D) -normado.

n

De n o do semelhante, seja u I e F tal que S "u ' = X u ' , com

À ' j ' O
- 1

u' (D) -normado.
n

e Como

- 1
P(D) S'u' =

n
À

'
P(D )- lu '

n

a relação a) dada acima nos permite obter

S (P (D ) -1 u ' )
n

À I ( P ( D ) - 1 u ' )
n

Esta última igualdade mostra que
- 1

P(D) u' e auto-vetor de
n

S

com o mesmo auto-valor À '. ' Alem disso,

1 P ( - 1
l iT D n ) u '

-e - 1 .
(D) -normado•

m

S e S' possuem então os mesmos valores proprios e,uma vez determi-

nados os eixos principais de uma das nuvens N(C) ou N{L), podemos fa-

cilmente deduzir os da outra nuvem.



3.4.1 - A A3á1iseihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(C )para a Huven

Suponhamos que o resultado de umaanãlise em componentes prin-

cipais em E para a nuvemZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN ( C ) tenham sido fornecido:cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

u :
a

- J T lcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-1vetor proprio (u) -normado de
m - 1

S = V(D) associado a

À 1 = o .
a

v
a

= o fator associado em E*

v
a

m - 1
- ( D ) .u

a

tp a . . 1 . dI : a componente pr1nc1pa aSSOC1a a em F ,

w = z : r v z :ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi ! (D
m

) - lu
Ia a

Obtemos,imediatamente,os seguintes elemen~os para a análise da

nuvem N(L) em F :

1 ) ~ '= 1 ~ (~ )~ u
a ~ a

a

- 1
e auto-vetor (D) -normado de S', associado ao auto-valor À

n a

2 ) v1 = (D )-lu'"= 1 (D )-lpT(Dm)-lu
a n a ~ n a

a

1 (D ) - lp T v
n a

I 'À
a

e o fator principal corresppndente,em F*, e,

3 ) ~ z : - lv l

a

1 (Dm)-lp(D )-1 pTv
n a

z :

/À
a

_ 1

~
a

1
(D

m
) - lp r V a z : I 'À

a

( D
m ) - 1 p r a

a componente principal correspondente,em E •
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3.4.2 ~ A Análise em F paracbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN(L)

Como S e s ' têm os mesmos auto-valores, denotando por u' o au
acbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- 1
to-vetor (D) -normado de S' associado a À ,temos:ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

n a

- 1
v ' = ( D ) u '

n a

e ~a = yT v' = yT(D )-1 u'
a n a

sao, respectivamente o fator principal e a componente principal aSSOC1a

dos a À
a

Obtemos imediatamente os seguintes resultados para a análise

da nuvemZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAN ( C ) em E:

u
a

1

~
a

- 1
P ( D ) u '

n a

1 ')
- m - 1
e auto-vetor (D) -normado de S

m -1
V(D) associado ao

au to- valor À
a

m - 1
v = ( D ) u
a a

(D m ) - 1 P ( D ) - 1 u ' =
n a

1

~
a

1

I 'A
a .

( n m ) - 1 p v'
a

2') ê o fator principal correspondente, em E*

r
U

'; :v =
a

1

IÀ
a

(D )-1pT (Dm)-1p v'
n a

1

IÀ
a

( D ) - 1 pT y r v ' =

n a

1

I \ ;
( D ) - 1 p T ~

n a

3 ' ) ê a componente principal correspondente, em F.
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Assim,as relações entre
af eZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl I ja obtidassão dadas pelas fórmulas

em 3 ) e 3 ') aC1ma:

l I ja cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1 ( D m ) - l p tp a

I 'À I
o :

e ~ a = 1 ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
. lÀ . ( D

n
) - 1 p T ~

a

A j-êsima componente de ~a, ou seja, a abcissa da projeção

( ) - 1 . [ ' ] _ -D -ortogonal de y. sobre o e1XO u ,e entao dada por:
n J a

j
n p .

L ~
i= 1 p J

acbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~i

1
l I ja =
j l> Ç ;

[4 Jj= 1 3 2 3 • • ·3 m

cissa da

a
De modo semelhante, a i-êsima componente de f ' ou seja, a ab-

. - ( m ) - l . [ ] - d dproJeçao' D -ortogonal.de x. sobre o e1XO u ,e a a pot
1 a

j
p. a

_ 'L - _ I I j .

Pi J

m

L
j= l

a 1

f i= I 'À
a

[4 ,]i= 1 3 2 3 . · ·3 n

Portanto,a menos do coeficiente I / I > Ç ; , as abcissas das proje-

ções dos pontos de uma nuvem sobre o eixo principal associado ao auto-

valor À I O são "bancentros" das projeções dos pontos da outra nuvem
a

sobre o eixo principal associado ao mesmo auto-valor.

As fórmulas [4 ] e [4 'J são denominadas "relações b a r - ic é n t i r - i - :

cas".
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Adotando uma representaçao cartesiana dos sistemas de eixos pri~

cipais, de tal modo que os centros de gravidade das duas nuvens coinci -

dam, assim como os eixos [ l lk ] eZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[ l l~ J correspondentes aZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAÀ k I 0, ob

temos uma imagem simultânea das duas nuvens .•cbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r necessário não esquecer que as duas nuvens projetadas em um

mesmo plano pertencem, em geral, a espaços de dimensões diferentes e que

somente ~ fórmulas baricentricas permitem interpretar as proximidades

entre as projeçoes dos pontos das diferentes nuvens.
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A ANÁLISE DE CORRESPONDlmCIAS MOLTIPLAStsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

A análise de correspondências introduzida no capítulo 3, dita

binária, pode generalizar-se para o caso em que mais de dois conjuntos

sao colocados em correspondência. A análise de correspondências múlti-

pIas aqui apresentada é, pois, uma extensão do domínio de aplicação da

análise binária.

4.1 - Notações

SejaNMLKJIHGFEDCBAI um conjunto com N indivíduos sobre os quais são observa-

dosRQPONMLKJIHGFEDCBAq caracteres qualitativos, C
1
, C

2
.•• c .

q

Supõe-se que cada caracter C possui m modalidades mutuamente
r r

exclusivas e que, para cada caracter, um indivíduo j escolhe uma e -so-

mente uma das modalidades possiveis; ou seja, que os caracteres tem a

forma disjuntiva completa. As modalidades não escolhidas por nenhum dos

N indivíduos devem ser eliminadas.

Os resultados-podem ser dispostos em uma tabela com N linhas

e m1 + m
2

+ • • • + XWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm = m colunas, através de um código bi.nar i o',da se-
q

guinte maneira:

i) Consideremos um dos caracteres, C~ com modalidades 1 3 2 3 • • •

• • • 3 ~ 3 • • • 3 m ; denotemos por Z a matriz com N linhas e m colunas tal
r r r

que o elemento na interseção da j-ésima linha com a i-ésima coluna vale

1, se o indivíduo j escolhe a modalidade i de C , e zero. caso contrário;
r

ii) A justaposição das q matrizes assim construídas será den0ta

da por Z :

[
, ,

z-z 'Z ' •••- 1: 2: • •• : Z ]
~ q

Z
r
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A Análise em Z = [z1 : Z2ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
I

I Z ]
IXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAq

A tabela K = Z temNMLKJIHGFEDCBAN linhas e m + • • • • . + m = m colunas,
1 q

Conforme as notações gerais da análise fatorial de correspondên-

cias, temos:

1 )

2)

3)

4)

5)

6)

7)

K = Z, com
. j

k ~ E { O . • 1 l, k =RQPONMLKJIHGFEDCBAq ,
1.-

e k = qN
i

k . = l1
1.-

1 1
P = - - · K = - - Z

qN qN

. ( 1 N ) _
DN = d~ag P .•",.•P 1 1 ) _ 1 I

diag( ~ .•", .• I N - N N

D = diag(p
1
.•, " .•P ) = diag(f11/qN ""0" l1m/qN)= ~N l1

m m q

-1 1 -1-1
X = P D = - - Z ·qN f 1 = Z l1

m qN

y = p
T D-1 = _1_ Z T • N I = _1_Z T

N qN N q

o centro de gravidade da nuvem N ( C ) = { ( x . , p . ) , i= 1 . • 2 . • o • • • • m }
1.- 1.-

no

N
~ , tem por coordenadas

, 1

d l = N ' j = 1.•2", , .•N

o centro de gravidade da nuvem N ( L ) = { ( y , p
j
) , j= 1 . •2 , • • o ,m } no

m
~ , tem por coordenadas i 1 Ai • -1 2

H = ~ L J . , 1.- - •• .." ••• m

Os esquemas de dualidade são:



m ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAY - 1 mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
]R ( -RQPONMLKJIHGFEDCBAq Z

( J R N )**)

N . 1
N I I v wl ~ 7 h

r !
( J R N )* ) lR

m

q N / ) , - 1 1
l f 1 N

w'v'

( IR m ) * y r N)JRtsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Matriz a diagonalizar Matriz a diagonalizar

-1 1 -1NMLKJIHGFEDCBAT
S = Z ° / ) , 0- /), /), Z N ·T

q N N

= _ 1 _ Z / ) , - 1 ZT
q

, 1 T 1 1 -1
S = - Z 0 _ ° 1 o - Z q N / ) '

q N N q

= _1_ ZT Z /),-1= _1_ B/),-1
q q

4.3 - A Análise em B = zrz

A matriz B é simétrica m x m .

Com as notações gerais da análise fatorial de correspondências,

temos:

1 ) ~ é o número de indivíduos (entre os N ) tendo
~

es-B = K, onde

colhido as modalidades j e i; temos

~ . .
k
i

= q / ) , , J i l = q /),J 2
e k = q N

2) p = ~ K = ~ ZTz

q N q N

3) D = diag(P1 .••.•.•P ) = àiag(p
1
.•.••.•p m ) -

m m

1 m _ _ l_/),
- diag(/),~ N " · . : • . • / ) , I

q N
) - q N

4) x = y = 1
2

q N

ZTZ q N /),-1 = _1 __ B /),-1
q

5) O centro de gravidade da nuvem

N ( C ) = N ( L ) = {(x. , p . )
~ ~

i = 1 .•2.•••..• m }
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tem coordenadasXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
c ! ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= _ 1 _ mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt/RQPONMLKJIHGFEDCBA

q N '
j= 1 ~ 2 ~ • • • ~ m •

o esquema de dualidade é o seguinte:

]R m X = _ 1 _ B A -

1

( q U

( ]R m ) *

q N / ) . - l w 1
( j i l / ) .v

( lR m ) * r
)

]R m

Matriz a diagonalizar

1 T - 1
S = X -- /). X- q N / ) .

q N

X /).r/).-l = -4r B /).-lB /).-1

q

4.4 - Comparação entre as duas ~lises

Consideremos os esquemas de dualidade para a análise da tabela Z,

apresentados na seção 4.1.

Sabemos do Capítulo 3 que as componentes principais reduzidas da

análise na tabela X são vetores próprios da matriz

A = W_1_ /).= 1 1 - 1 Z T N I Z /).-1 _1_ 11
q N q N

= -2-NMLKJIHGFEDCBA/).-lZTZ = _ _1__ /).-lB
q q

- 1 A

e sao qN u-normados.

Por sua vez, os fatores principais da análise na tabela Y são os

vetores próprios da matriz

--
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qN~-lV' = qN ~-1 __1__ Z __l_ I _1__ ZT
q N N q

= __1__ ~-lZTZ = __1__ =A.
q q

Se, por exemplo, ukmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
e um vetor principal da análise na tabela Y,

(vetor próprio de A), então o fator principal associado e dado por:ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

- 1 XWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
" « = qN ~ u k

alem disso, a condiçãoRQPONMLKJIHGFEDCBA

T - 1
u

k
qN ~ u

k
= 1 ,

nos permite afirmar que

T 1
" « - - - - q i l ~ " t . = 1 .

Resumindo: os fatores principais v
k

da análise dos perfis de li-

nhas da tabela Z são vetores próprios da matriz

A
1

q

~-lB ,

e são :N ~-normados. Coincidem então com as componentes principais

:N ~-normadas, da análise dos perfis de colunas da tabela Z •

Considerando agora o esquema de dualidade obtido para a análise

da tabela B na seção 4.3, obtemos os fatores principais como vetores pr~

pr10s :N ~-normados da matriz

r

qN ll.-lV N l l . - 1 _1__Bll.-1_1_ ll. _1__ « '«
q q qN q

= _1_ ll.-lB ll.-lB = A2

2
q
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Ora, Av Àv
2 2ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

~ A mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAv À v.

Podemos então concluir que os fatores principais da análise na

tabela B coincidem com os fatores principais da análise nos perfis das

linhas da tabela Z. Como vimos, este fatores são tambem componentes prin

cipais da análise nos perfis das linhas de Z. Os valores principais da

análise na tabela B, entretanto, são os quadrados dos valores principais

correspondentes obtidos na análise da tabela Z.

Mostramos assim que, do ponto de vista da descrição das rela-

ções entre as diferentes modalidades dos diversos caracteres, podemos

efetuar Z ou na tabela B, indiferentemente.

4.5 - Propriedades da Análise de Correspondências MU1tip1as

4.5.1 - Inercia de um Caracter e de uma MOdalidade

Consideremos a tabela

Z=~l: Z2 Z
1 "

. . . . RQPONMLKJIHGFEDCBA
Z q J .

A cada modalidade i associamos o vetor coluna x. 8 E , . N

1.. '
i-é-

s1ma coluna da matriz X = Z 6-
1
, obtida em 4.2 •
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o centro de gravidade da nuvem

{

b,RQPONMLKJIHGFEDCBAi XWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

N ( C ) =NMLKJIHGFEDCBA(xi' ~); i = 1,2~ ..• ~ m }

dos perfis de coluna de KZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= Z, tem por j-esima coordenada

m ' J ' 1' J _

d l= I X'Pi=P - N ·
'1 ' l ,'l..=

Aqui, E = J R N está munido da metrica dada pela matriz

- 1
D N = N I N '

de modo que

I I x . - G I1 2 = (x, - G l N I N ( X , - G )
'l, 'l, 'l,

N '
= N I (xJ

_ 1 2
j = l i N )

, k :

j k J . r :
_ ' l , _ ' l ,

xi - - - - - r < : : - 7 ' onde
J N , i :

K, E {O~l} e I~, = k, = b,
' l , , 1 t : ' l ,

J =

Mas

entao

2 N ~ , 1 2

1 1 x . - G i l = N I ( ~ - - )
t . j = l b,'l, N

N 0 . 2 J ! 1
_ \ ' l , ' l ,

- N L ( - - - - + - )

'1 , 2 N i 2
J = ( b , ' l , ) b, N

= N f - l - - ~ + +J = N I ~ - ~J
LA'l, N .~ J Lb,'l, N
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A inércin da modalidadeXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi , ou seja, a contribuição da modalidadeRQPONMLKJIHGFEDCBA

i para a inércia total da nuvem N ( C ) , se escreve

P i " x i - ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAG I I 2

b , iNMLKJIHGFEDCBA

qN [
~ _ _ l mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ

b,1- N

= +[ 1 - ~ J

A inercia de um caracter r, ou seja, a contribuição do caracter

r para a inércia total da nuvem, se escreve

m

i l ~P i1 1 x i - G I1 2

m •

I r
_

1 [1 _L]
i = l q N

1

q
[ m - 1 J

r

lembrando que
m .Ir b,1-

i = l

e a soma dos elementos da matriz diagonal b, , que vale N •
r

A inércia total da nuvem é então igual a:

q 1

I - e m ]
r = l q r - 1

m
- 1

q

Observação 1

A inércia de uma modalidade i será tanto maior quanto menor for

b , 1 - ; ou seja, se o efetivo dos indivíduos que escolhem a modalidade i -e

pequeno, a inérciH da modalidade i é grande.

A inércia de um caracter C será tanto maior quanto maior for o
r

numero de suas modalidades, m.
r
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Observação 2

A inércia da nuvemRQPONMLKJIHGFEDCBAN ( C ) é igualmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAã soma dos auto-valores de S

diminuída de 1, pois na procura dos eixos principais suprimimos o veto r

+. 1OG assoc~ado ao auto-valor .ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1

q

B.1--Os auto-valores de S' são os de

e sua soma vale

1

q

- 1
Traço (B.1 ) •

Como os elementos da diagonal de B são ôs da diagonal de.1, re-

sulta que a inércia total da nuvem é igual a

1XWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
q m - 1

No caso particular em que todos os caracteres tem duas modalida-

des, a inércia total da nuvem vale 1.

4.5.2 - Suporte da Nuvem das m Modalidades em J R N

Na análise fatorial de correspondências efetuada a partir de Z,

a cada modalidade está associada uma coluna de

x = Z /1-1

estas colunas geram um subespaço do qual a dimensão é o posto de

Z /1-1

ou seja, o posto de Z = [Z1 : '" I I ]
Z I ' • • I · Z •
r I I q

Todos os subespaços
V gerados pelas colunas de Z ,1"=1,2, ••• , q ,
r r

têm em comum o vetpr lN' em virtude do caracter disjuntivo completo das

modal idades.
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A dimensão do subespaçoXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV gerado pelas colunas de ZmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAé inferior

ou igual ã soma das dimensões dos subespaçosZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAV
r
gerados pelas colunas das

matrizes Z. Deste modo,
r

posto(X) = posto(Z) = dimRQPONMLKJIHGFEDCBAV < m + ( m
2

- 1 ) + 000 + ( m - 1 ) =
- 1 q

= m - q + 1

o posto da matriz a diagonalizar~

X D m r ( D
N

) 1 ~

é majorado por ( m - q + 1), que é o número de auto-valores não nulos des

ta matriz. Sabemos que no estudo da nuvem em torno do centro de gravid~

de G, a direção
+ - . .
OG e o auto-valor correspondente 1 sao el~m~nados;r~

sulta que a nuvem das modalidades está incluída em um subespaço vetorial

de dimensão máxima igual a m - q , que é (DN)-1-ortonormal (ou ainda

ortonormal) ao vetor OG, que tem no p~esente caso a mesma direção

I -
N

de

lNMLKJIHGFEDCBAN•

4.5.3 - Nota Sobre a Representação Simultânea

Os 'esquemasde dualidade da análise efetuada sobre a tabela lógica

Z sendo dados por

lR
N - 1 m *X-Zl1 ( IR ')

( lRm ~

1
y = - Z

q
( J R N ) *

N IN
1

2 N

2 N l1 -
1 1

T 1 N

t r n N ) * x! m
~ - - - - - - - + ) ]R

tm m ) * y r N
~ - - - - - - ~ ) ]R

s = _1_ Zl1-1 Z T

q

s ' = _ 1 _ B l 1 -
1

q



sejamZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAÀ um auto-valor de S (e de S'), u (resp. u ')

(resp.mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS') correspondente a À, e f (resp. 1f) a co

sociada; as "relações baricêntricas" são dadas por:

S

as-RQPONMLKJIHGFEDCBA

N
j

1 p.

fi = I
_ ' l , _ v .

IÀ
p.XWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ

j = l t :

m
j

p.
0 / . =

1
I ' l , ' f .

J
IÀ i = l 7 i

No caso particular aqui abordado, temos

j

k ~
j

k ~p. p.
' l , t : ' l , ' l ,

-.---- e --- -.-
p J q p. t , ' l ,

t :

as relações baricêntricas se escrevem entao na forma

N

I
j = l

j

k . 'I'.
' l , J

1r.= IÀ' l ,

1

! l i

m

I
i = l

1

q
k

J

• r' l , •

t :

1
1f.

J IÀ

Como k ~ E { O - , l }
t :

e ! l i representa o numero de indivíduos assoei

ados a modalidade i , concluímos que, a menos do coeficiente i / ; X - ' a

abcissa da modalidade i sobre o eixo [u ] é a média aritmética das ab -

cissas sobre o eixo [u' J dos indivíduos associados ã modalidade i

Por outro lado a forma disjuntiva completa das modalidades mos-

tra que, para todo indivíduo j fixado, existe uma e sõmente uma modalida

de i por caracter para a qualNMLKJIHGFEDCBAKi. = 1 ; assim, em
' l ,
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m .RQPONMLKJIHGFEDCBA

L i ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAl i '
i = 1 mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1- IXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi

existem exatamente q termos não nulos; deste modo, V., abcissa do indi-
J

ví duo j sobre [u' J, e, a menos do coeficiente 1//À , a media ar i.t mât I

ca das abcissas das modalidades associadas ao indivíduo i no eixo [u ] .

Observação: as componentes principais ~ 8 J I f l e 'l' 8 J R N , es-

crevem-se matricialmente como

r
6,-1 ZT 'l'

/ À

e V=-
1

q I'À
z f .
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AP~NDICE

APLICAÇÃO DA A.C.P. (Análise em Componentes

Principais) e DA A.F.C. (Análise Fatorial de

Correspondências) NO ESTUDO TAXONÔMICO DE ABE

LHAS SILVESTRES BRASILEIRAS.

Neste apêndice, consideramos a aplicação dos metodos de A.C.P.

e de A.F.C.,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAã análise de dados morfometricos de abelhas silvestres bra

sileiras (gênerosONMLKJIHGFEDCBAMeZipona~ Trigona e MeZiponuZa) com base no artigo de

PISANO, J.F., KERR, W.E., e CUNHA, R.A., intitulado: "Estrutura Multidi

mensional dos Meliponídeos" e publicado na Acta Amazônica, n9 2, (revis

ta do Conselho Nacional de Desenvolvimento Científico e Tecnolôgico).

No referido artigo, os autores consideram 12 variáveis para um

conjunto de 21 especies de meliponídeos (sendo 12 pertencentes ao genero

NeZipona, 8 pertencentes ao gênero Trigona e uma especie do gênero MeZiYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p o n u l .a ) •

Na tabela 1, dispomos dos valores numericos observados, com 1n

dicação das variáveis consideradas na pesquisa e das especies envolvi

das. Os autores empregaram a distância generalizada de Mahalanobis como

índice de dissimilaridade morfologica, bem como a partir da matriz das

distâncias generalizadas entre todos os pares de especies, procuraram

representar no plano a "nuvem dos indivíduos", de tal forma que se dis

puzesse de configurações que tanto quanto possível aproximassem as rela

ções de distâncias existentes.

Embora tal maneira de proceder tenha sido utilizada extensiva

mente na literatura científica, não há dúvida que as construções de tais

configurações ainda encerram certo subjetivismo. Assim, resolvemos apli

car as tecnicas de A.C.P. e de A.F.C. ã reanálise daqueles dados e a



t ençzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAao de informações sobre os agrupélIlli!ntos(lcZ.usters") p o rv en tura

existentes.

Note-se que os autores, igualmente, submeteram seus dados a uma

análise de classificação hierárquica (metodo de SOKAL e SNEATH). Embora

tivessemos novamente submetido os dados ã classificação hierárquica, uti

lizando procedimentos computacionais implantados no sistema de ~utação

DEC-10 (Digital) da Universidade Federal do Ceará, os resultados

direção nao serao considerados aqui.

A.l - Os resultados obtidos pelos autores

A configuração de pontos para as 12 especies deONMLKJIHGFEDCBAMeZ.ipo~

nessa

e o dendogr am a representativo das distâncias generalizadas entre as es

pedes são exibidas na figura 1; na.figura 2 encontra-se a configuração

.de pontos para os 9 trigoninios (a especie MeZipona bocandei sendo exami

nada conjuntamente no gênero Trigona), com o respectivo dendograma; bem

como na figura 3 temos a configuração obtida pelos autores para as 21

especies envolvidas na pesquisa, e o dendograma associado.

De acordo com PISANO, J.F., KERR, W.E., e CUNHA, R.A., as

figuras permitem concluir o seguinte:

liAFigura 1 que resume as relações de similaridade entre

as especies de MeZipona aqui analisadas (distância generalizada, de ~~ha

lanobis), indica um aglomerado das especies rufiventris~ seminigra e

scuteZZaris que, na classificação de Scwarz (1932), eram postas (erro

neamente -- pois são sexualmente isoladas) em uma única especie (M. fa~

data). Próxima deste grupo localiza-se M. quinquefasciata. Com trabalho

anterior de Kerr et aI. (1957) coloca-se M. quinquefasciata próxima de

M. favosa. No entanto este estudo coloca-a próxima do antigo grupo fa~

ciata. O estudo do grupo das Trigonini (veja figura 2) apresentou as es

pecies Partamona~ Trigona e Scaptotrigo~~ agrupadas, as abelhas do grupo

africano Hypotriaona próximas a PZebcia; FrieseomeZitta e MeZiponuZa es
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tão bem isoladas, tudo concordando be~·~m a citologia e outros aspectos

biológicos.

A figura 3 faz tambem revelaç~es importantes: revela que asONMLKJIHGFEDCBA

trigonini mais próximas das MeZtponas são as MeZiponuZa e o grupo Parta

mona, e as MeZtponas mais próximas dos Trigonini seriam as M.marginata~

M. echioarei:~ M. favosa e M. mandaçai a ".

A.2 - Nossos resultados atraves da A.C.P.

No que segue, utilizamos aimplesmente as siglas que apar~

cem na tabela 1 para representar cada especie, tanto na A.C.P. como na

A.F.C.

A.2.l - 12 especies de MeZiponuZa.

Os dois primeiros eixos principais acumulando 95% da iner

cia total, nos limitamos ã apresentação, na figura 4, da projeção da nu-

vem no plano gerado por estes dois eixos. O aglomerado daskjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
- .espec~es

MRU, MSC e MSE detectado pelos autores na figura 1 permanece, bem como

~I fica próxima de ~A.

A.2.2 - O grupo das -Trigonini , (9 especies).

Apresentamos na figura 5 a projeção da nuvem no plano ge-

rado pelos dois primeiros eixos principais, que acumulam 97% da inercia

total. O agrupamento das especies TCU,TSP, TXA e TPO aparece bem nítido,

principalmente quando da projeçao da nuvem sobre o primeiro eixo, o hori

zontal, com 92% da inércia total; por outro lado, o segundo eixo princi-

paI separa TCU e TSP Qe TXA e TPO. As especies MEB e TFR permanecem ~so

ladas, bem como TDR e TBR aparecem próximas.

A.2.3 - Todas as especies consideradas.

Na figura 6 apresentamos a projeção da nuvem no plano ge-

rado pelos dois primeiros eixos principais, que acumulam 97% da . - .
~nerc~a

total. Observamos que }EB ê o trigoninio mais próximo das Meliponas, ap~

recendo em segundo lugar TSP. em lugar da especi e TCU detectada pelos
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autores; por sua vez, as Melíponas mais próximas das Trigonini sa~M}lli,

MCW, MFF e MMA Como constatado pelos autores.

A.3 - Nossos resultados atraves da A.F.C.

Evidentem~teJ os dados disponíveis nao constituem uma ta-

bela de contingência, o domínio ótimo de aplicação da análise fatorial

de c~rrespondências. Há aqui o interêsse didático de mostrar que este

tipo de análise vai alem das ideais tabelas de contingência com resulta

dos satisfatórios. Entretanto, a motivação principal para aplicar a aná-

lise fatorial de correspondênciaszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAã tabela de dados em questão surgiu do

fato de que, ã págin~ 244 da revista, os autores fazem a seguinte obser

vação: "O metodo empregado tem alguns defeitos ou dificuldades: a) tama-

nho e muito mais importante que forma, b) foram usadas poucas especies ,

e c) a introdução de novas especies afeta a distância entre as -espe-kjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

. "Cles •

Estas dificuldades, principalmente a primeira, sendo teori

camente amenizadas pela análise de correspondências, onde se trabalha

com um "perfil", justifica-se a aplicação desta tecnica ã tabela em cau

sa.

A.3.1 12 especies deONMLKJIHGFEDCBAMeliponula.

A projeção da nuvem no plano gerado pelos dois prlmelros

elxos principais, que acumulam 90% da inercia total, e apresentada na fi

gura 7. Como nas análises anteriores, o aglomerado das especies MRU, MSC

e MSE permanece; entretanto, MQI e agora colocada próxima a MFF, e nao

de MQA.

A.3.2 - O grupo das Trigonini, (9 especies).

Os dois primeiros eixos acumulam 90% da inercia total, e a

proJeçao das nuvens no plano por eles gerado e apresentada na figura 8.

fica agora próxima a TCU; por sua vez o antigo aglomerado TCU, TSP, TCA

A especie TFR continua bem isolada, o mesmo não ocorrendo com MEB, que
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e T]O aparece separado pelo primeiro eixo; as especies TBR e TDR continu

am próximas.

A.3.3 - Todas as especies consideradas.

Pura este caso os dois primeiros eixos acumulam 83% da i-

nercia total, e n projeção da nuvem no primeiro plano principal e apre -

sentada na figura 9. As especies TeU e MEB , como anteriormente, revelam

se as trigonini reais próximas das Melíponas; por sua vez, as ~~liponas

mais próximas das Trigonini continuam sendo ~ MCW, MMA e MQA, antes

de MFF. A especie MEB, próxima ao centro de gravidade, revela-se como es

-kjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.peC1e "media".
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: :1••c c o o
c o 0- o Õ .~~ :! 0- o c o'" o 2 o ~.~

VARIA'VEIS o U' •• U
;: Õ ;. .~ . •• o .~ o ~~

.. ~ "c Q, - Q;. ••• c:.~ ~ - ~ .: .•. - . • U
= > -;"E .~; ;!~ .= .;;

::I ~ ~
., U •• c ."

:::I ;

..... - ••c .. .;: .. ":::I ., ::I o
::J ~ ~i g ~ "; :::I " :::I: ::l ~ :2 ~ QII :::I _

E e, e- ~ -
I. l:argura

..
m O llln a .. _ .. - . . . . . . . . . . " . . ... 2,703 2,890 3.542 3.524 3,462 4.081 3.832 4.027 4.097 4.279 4.662 5,342

2. Ccmprimenlo da ccbe~a ................... 2.253 2.479 2.553 2,551 2.752 2.800 2.841 3.090TSRQPONMLKJIHGFEDCBA3 .2 5 3 3,290 3.496 3, 616

I
3., Largura do cobe9a ................... 2.890 3,234 3,475 3,578 3,676 3.776 3.884 4,071 4.2(::'4.262 4.C39 4.933

4. Compnmento do olho ......... , .. . .. 1.942 2.176 2,071 2.r"12 2,464 2.254 2.407 2.526 2.6!3 2,6:31 2,920 2.900

I
5. Distância interorbital interior .......... 1.518 1,661 1.947 1.939 1.830 2.258 2.113 2.375 2. '186 2,414 2. 759 3,144

6. Comprimento do olho ....•.. ' ........ 1.061 1,056 1.036 1.27311, 134 1.267 1.382 1.33 I
I .

0,864 0.939 1.363".522

7. Largura do c:1,'peo ....... ......... 1,321 1.518 1.511 1.558 1,638 1.737 1.706 1,970 2,044 2.05012,186 2.261
I

8. Largura do tó'ax ... ... . ....... 2.251 2.360 2.643 2.B6 2,582 2.9<:5 2,790 3.065 3,04! 2.9(;0 : ~ .4CI 3 ,5 'Z 5

5.30415,084

I
9. Comprimento da asa posterior .... ... 4,250 4.179 5,000 5,794 5.792 6,129 6.237 6.3";217, ~1)4 7,154

i
10. Largura da asa posterior .............. I, 07711. 048 I. 331 1,355 1.230 1,504 1,496 1.554

.' .~ IZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA, t ' . _
1.7891I, 62!:' .• 5!)~ I"YXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA_ J J

11. Cmlprimento âl fêmur da pato posterior ..... li, 767 2,02012,142 2.217 2,419 2.379 2.301 2.613 2 .1 9 3 2 .i9 5 /2 .: :> 2 1 3.161

12.A'rea datl'Dia do pato po.terio~ ........... 11, 775 2,297/2,546 2,156 2.911 2.823 3,111 4,108 6,1734.42'14.!;:':5·
j
5,425

- Valores médios amostrais para as espécies da l\Iclipona nos caracteres Incluídos no estudo.

TABELA I
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VARIAVEIS

I. Largura máximo ....

2. Comprimento do eebeç e .

3. largura do cabec;:a.

4. Comprimento 40 olho.

5. Distância interorbital interior.

6. Comprimento do clipeo.

7. Largura do clipeo.

8. Lar~ura do tórax

..
•• c

c ~
•• _ c

o ~ i;. f ~

1,064

I. 133

O. 311

..
c c ~.... -~ ~ ..
': ~~ .,
0.947
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0.718

..
u

O,~79

e
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1,380

2.163

1,311

1,012

0,526

0,92911.169

1.181 11.804 I 1.16411.86811.671 12.413

2.465
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o E õ..... ~
- - u~ ~
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2.461
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2.54512.534

0-
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2.486

I. 591

I. 398

0.690

3.396

1,52911.616

2.615

1.818 1 1.923 I 1.913 11.823 12.339

1.410

..
c •• ••TSRQPONMLKJIHGFEDCBA
o ' ; S

,= ; ~
~ Q. ••

1.566

1.644

I. 110

0.808

r. 492

1.542 I

I
0.616

9. Comprimento do asa postertor

10.Largura do asa po s te r io r

11. Comprimento do fêml!r 00 pata posterior.

I 2. Área da tíbio ':0 pato pc sterier

0.8901" 22311.224 11.514

I

1.147 I
0.800 1

0.636 [

0.233

2.104 12.748 ! 3. 341

1.63811.552 11. 882

0.11010.58510.193

I. 941

0.319

0.1031" ,.251 0.95512.002 11.433 I 1.64311.50911.924 12.071

0.809 0.571 12.322

I
0.51210.68310.131

0.86911.002 1.121

1.89812.59112.54414.14914.23514.40214.40914.92515.169

0.54610.55810.105 10.85311.0991'.23811.'561',211 i 1.318

1.1141'.19211.44111.58'

2.305 1.59612.242 2. 851

- Valores médios arnostraís para asYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe s p é c ie s de Trigona e Meliponula nos caracteres Incluí-
dos no estudo.

CONTINUAÇÃO DA TABELA I
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Representação gráfica aproximada das relações de distância generalizadas 1)2 entre pares de
espécies de trigonínios.
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