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INTRODUCAO

'

A Analise de Dados Multidimensionais‘tem recebido notavel desen
volvimento nas ultimas decadas, em especial atengzo a partir dos  anos
70. As razoes para isso encontram-se, particularmente: 19) na disponibi
lidade de computadores dotados de elevada capacidade de armazenamento de
dados e de alta velocidade de calculo, o que permitiu o "mise-au-point"
(em termos operacionais) de metodos cujo interesse era apenas de ordem
teorica, ate entZo, alem do estimulo para a formulagao e o teste de no
vos méetodos, cada vez mais aperfeigcoados; 29) na necessidade de se dis
por de procedimentos eficientes para a analise simultanea das relagoes
mutuas eventualmente existentes entre as diversas variaveis envolvidas
na formulagao de problemas técnico-cientificos ou decorrentes da aplica
cao sistematica de inqueritos socio-economicos, etc.

Por Analise de Dados Multidimensionais entende-se, em princi
pio, a aplicagzo de tais metodos, a par de sua contrapartida em termos
computacionais (correspondente ao desenvolvimento e implémentagzo de
"software" respectivo), para a analise de grandes tabelas de dados.

A Analise de Dados agrupa, na realidade, numerosos metodos dos
quais podemos distinguir dois ramos principais: a Classificacao Automati
ca, que consiste em classificar as unidades estatisticas e as variaveis
estatisticas com a ajuda de algoritmos previamente estabelecidos, e a
Analise Fatorial, que utiliza propriedades de espagos vetoriais euclidia

nos da qual faz parte a Analise de Correspondencias, assunto desta mono

grafia.




A Analise Fatorial de Correspondencias e uma tecnica recente,
desenvolvida, em particular, pela equipe de pesquisas do Professor J.P.
BENZECRI na Universidade de PARIS VI, Limitada, inicialmente, ao estudo
das tabelas de contingencia, seu emprego foi generalizado e e, frequente
mente, utilizada para analisar tabelas de dados positivos. O metodo e
construido com o propSsito de descrever as linhas e as colunas de uma
tabela de contingencia, ou seja, de estudar a dependencia entre ca-
racteres qualitativos; tal estudo e realizado atraves de representagoes
graficas planas e de parametros que permitem interpreta-las.

Existem varias maneiras de introduzir a Analise de CorrespondEB
cias. Aquela abordada qui e baseada sobre a Analise em Componentes Prin
cipais, que por sua vez consiste em descrever um conjunto de individuos
e um conjunto de caracteres quantitativos. A Analise de Correspondencias
sera apresentada como uma dupla Analise em Componentes Principais.

Basicamente, estudaremos aqui: a Analise em Componentes Princi
pais, a Analise de Correspondencias e a Analise de Correspondencias Mil-

tiplas.




CAPITULO 1

GENERALIDADES SOBRE A ANALISE DE DADOS MULTIDIMENSIONAIS

1.1 - Os Elementos Descritivos de uma Tabela de Dados

As grandes tabelas de dados geralmente dependem ou sao o resul-
tado de elevado numero de observagoes ou medidas realizadas sobre um
conjunto finito I = {1, 2,...,n} de individuos ou objetos. Os dados de
correntes de tais observacoes ou medidas podem ser de natureza qualitati
va ou quantitativa.

A realizacao de uma observagao ou de uma medida sobre o conjun-
to f pode pensar-se como uma variavel ou um caracter; isto €, como uma

aplicagao
h:l —— @

onde Q € o conjunto de todas as modalidades associadas ao’ caracter ou va
riavel h.

Em geral, tem-se Q & R, sendo este o caso de uma variavel quan
titativa, ou de uma variavel qualitativa tornada quantitativa por meio de
uma codificagao. De fato, se @ for um conjunto de modalidades qualitati
vas associadas ao caracter ou variavel h, a codificagao corresponde a

considerar uma aplicagao injetiva
¥y ——> R

de sorte que X = y o h torna-se uma variavel quantitativa.

Por este motivo, uma variavel sera doravante sempre pensada como

---------IlIlllllllllllllllllIlIIlIIllllllllllllllllllllllIllllillllllllllllllllllil




uma aplicagao

Xb. Lo R

- . . .
Se em um estudo especifico estiverem envolvidos, ao to

. . o . 5. -~
do, m variaveis, entao teremos um conjunto de aplicacgoes

xj:I iR

onde Jjed=1{1, 2,...,m} .

Denotaremos por x% o valor assumido pela variavel x’ no indiyi
duo 7 € I; ou seja, (i) = xﬁ » Para todo J = 1,2,...,m e todo
1,2,...,n. Todos estes valores podem ser dispostos em uma tabela X, na

forma de uma matriz com m linhas e n colunas:

1 J N/

x . L ] L] x i ° . . x
. z n

x - xJ . L . d . . ) xJ -

9 A n
m m m

x . L] kR x 4 . L] L] x
1 7 n

3 - i
No que segue, dada uma matriz A com m linhas e n colunas, A" re
presentara sua transporta, com n linhas e m colunas. Uma matriz diagonal
- -~ - -
sera representada pela notagao diag ( ..., a; see. ), onde a, e o ele
- - . - b ) . -
mento colocado na i-esima posicao da diagonal. Um vetor u sera sempre pen
i - .
sado como vetor coluna, de modo que u sera o vetor linha correspondente.

e 3 . : m
A cada individuo 7 € I associaremos o vetor do R , denotado

por x. , cujas coordenadas na base canonica




e.=(6‘7...6$...6;3;) Z 32Xl nm, (%

2 T
. = (x% vos B xm) =
7 7 z

> ~ m =
A cada 7 E I, ou a sua representacao xi no R, supomos tambem
‘. -
estar associado um escalar p; » que e a massa (ou peso) de X de tal
. . . . ™ n
modo que seja satisfeita a condicgao I p.=1
S .
' s 7
1=1
A massa de 7 (ou de xi) podera representar sua importancia no
contexto da analise. Muitas vezes considera-se a equidistribuicao
de massas, ou seja, cada p; € igual a 1/n. Entretanto, veremos que na
analise de correspondencias a preocupacao com a atribuicao de massas

aos individuos & desnecessaria; uma das peculiaridades deste tipo de ana

lise & que a atribuigao de massas e realizada de modo natural e automati

Co.

0 conjunto {(x% » pi); 2 =1,...,m} e chamado nuvem dos in-

dividuos, . sendo denotado por " N(I).

0 centro de gravidade de N(I) , denotado Por g, e definido me

diante

‘ n - s
De modo semelhante, estando o R munido da base canonica

(*) Si representa o delta de Kronecker
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= 1 i n T -
fo“(ai 0006]3: 10-61:), 1:1,2,000,71,

a cada variavel j E J associamos o vetor

B2 o e S
7 e Ty ee T
que e a representacao da j-esima variavel no IR'. As represen-

~ .- . n . .~ .- .
tacoes das m variavels em IR constituilrao a nuvem das variavels, que se

ra denotada por N(J); isto e,
N =&, §=1,...,m

Para cada variavel =’ ,entao , ;‘7, Var(x‘7) e O(xJ) ‘deno-

tam , respectivamente, a meédia, a variancia e o desvio padrao, definidos

por

: n i K n . _.2 . § 1/2
= Y p.a’, Var(xd) = ZP-(IJ- -xh) eo@) = (vard)) .
i21 % =1 "

- p 7 . . - _. - P - .
A media de x’?, 1.8tone, xJ, € exatamente a j-esima coor

denada g’ do centro de gravidade g de N(J).

. - . 7 e i k
Para cada par de variaveis < e xk " entao -+ Cov (x‘] 3 X )
- Corr (x7 " xk) denotam , respectivamente, a covariancia e o
coeficiente de correlagao entre ¥ e xk, definidos por
& n . i
Cov(x"7 , xk) = z p.(xJ. - 5‘7)(:1:7? - _xk) 5
e ERTA J
=1
. : . g
Corr(x’J . xk) = Cov (x*,x ) ’ (%)

8 ()8 (=)
A partir da matriz X dos dados, podemos obter a matriz i=(x‘77:),

onde 5:"7:':1:‘7 -5:'70
2 1

° x‘7 s de
(*) Evidentemente, supoe-se e X nao constantes, no caso

Corr (x'j, xk) .



L

n v n ’ .
Como ) pif.‘z: = 3 pi(a:g: -x)) = 0, dizemos que os dados da
1 =1

-~

matriz X estao centrados (ou que as variaveis estao centradas). Quan
do X=% , o centro de gravidade g de N(I) coincide com a origem do K.
Observemos ainda que a matriz X pode ser escrita Y= = G, onde G e
a matriz cujas n colunas sao todas iguais a g.

A matriz denotada por V e definida por

vV = (vi), onde vi = Cov(ij ,'xk), J M=l civm -,

sera denominada matriz das variancias-covariancias associada a X.
Se denotarmos por Dn a matriz diagonal dos pesos,

b = diag (pl_,..., p; s ...,pn), podemos escrever a matriz V na seguinte

forma : V- X-2¢) Dn(x - G)T.

Frequentemente, a analise realizada sobre uma tabela & iniciada
apos a centragem dos dados. Quando a tabela X tem os dados centrados,

a matriz V assume a forma mais simples, V = XDn XT

Uma outra matriz relacionada com a tabela X sera denotada por R

e definida como .
; J ik .
R = (r}z) , onde r = Corr(xJ, X ) s SRl e,

Se denotarmos por Dl/é’ a matriz diagonal cujos elementos . sao

- - gl o - J -~
0s 1nversos dos desvios padroes das variaveis X (supostas n3o constan-

tes), podemos escrever a matriz R na seguinte forma

R = Dl/ov DJ/U
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1.2 - As Aplicacoes Lineares Associadas a Matriz X

Se E= Ifinmnido da base canonica { ej }? representa o espago
dos individuos, denotemos por E* o seu dual algébrico e por { ej }Z a
a base dual.

Se F= R” munido da base canbnica { fi }? representa o espa-

o das variaveis, denotemos por F* o seu dual algébrico, e por { 3
¢ P 1

a base dual .

1.2.a — Dualidade

Para cada x; , 2151,2,.003n,em E, e cada xg, §51,2500:sm, en E,

temos:

iy = £2(d) = z

Com efeito,

m
x. BE—=x, = ) x. e, £ 2 1,80, ennatt B
=1

iR

. . n .
e J
Y EF=¥ = kZ] x7, fk Y

Entao,

II
8

) = 2 x e(@)

fi(xﬁ) Z x f (fk) -z
k=1

Ilustraremos tais fatos com o diagrama seguinte:




E = K £°2) =
X. .\ : :
: .
! ] $ing
e < ) [~ | A
i : ;
| i s .
l .
! '4' £2 M 2
iy 7
eJ ) 1/ xJ'
o
pl
e’ (x) x
2 n - b :
F K xJ,\ : .
5 0%, J J =
\ & — = o
: : fz x e (xi) 7,
| \ g .
| \ : :
[ : i j
v ¢ ) z,
N =
- L Ay
* VSt i
\ v d
/

Observemos que as componentes de xi_e E estao nos eixos de E ge
rados pelos ej ; sendo as coordenadas respectivas iguais aos valores assu
: . 7 3 . xj z
midos pela forma linear f nas m varidveis . Deste modo, a cada Z & T
a - - -~ - - - -
assoclamos, nao SO sua representagzo x. em E, como tambem a i-esima forma
. i * - ot - - o« . *
linear £ € F , que e a representacao do individuo Z no F .
De maneira semelhante, as componentes de‘;J estao nos eixos de
F gerados pelos ej 5 sendo as coordenadas respectivas iguais aos valores
. B . i * A I .
assumidos pela j—esima forma linear e? € E. nos n individuos xi . Assim,
. . -~ - -~ 7
a cada J € J associamos, nao so a sua representacao x/ no F, como tam

- o - g . * - R *
bém a j-esima forma linear e’ ¢ E » que e sua representacao no E*, e o

eixo gerado por ej 5




1.2.b - A aplicagao linear X

Consideremos a aplicacao linear X definida por

P R

{ £ et Y = x,

z
. . ~ : ~ ~ = 7
A matriz associada a aplicagao X, com relacao as bases{f } e

{ e. } € exatamente a matriz X dos dados. Com efeito,

x(£%) =

I~

J
XL €5 o
g=1 *:¥

1.2.c - Aplicagao x*

A transposta X da aplicacao linear X &, por definicao, a aplica

cao linear
EIEY e P
e* ———————é-xzke*) =e®o X

para todo e E X%, =

.

. i j *
Em particular, szea) /o X ; desde que e/o X atua em F » te

mos o seguinte diagrama:

Y
=1

F*

A dimens3o de F .sendo finita, F¥* e F s3o identificados entre

1 *% = -
si; deste modo, e/o X ¢ F se escreve como combinacao linear dos elemen




o

tosdabase{fi}. XT( )=af1+...+akfk e taf .

Por outro lado, para todo fk € F* e para k=1,,.., n, temos:

X ) ) = o » () =Fxy =],
de modo que = a:‘;( e entao
" . wioi .
e =1 dg =2,
k=1
mostrando que, com relacao as bases {e’} e {fk} a matriz da aplicacao

XT € a matriz transposta da matriz X dos dados. Resumindo :

* E 2
ok F X(fY) = x. L=l,000sm 3

X

F XT(,ej)=xj L7 L

1.3 - Metricas Euclidianas em E e F. O Esquema de Dualidade

1.3.1 - Observageo Sobre a Notagao :

Em A =Rp, munido da base canonica, introduzimos uma estru-
tura euclidiana atraves de uma forma bilinear simetrica definida positi
va f; tomaremos a liberdade de usar um unico simbolo para representar a
forma quadratica positiva definida Q, a matriz M e o isomorfismo

* . - -
¢:A —A , associados a f; geralmente, o simbolo M da matriz em causa.
Além disso, em lugar de falar na "metrica euclidiana associada a forma
bilinear simetrica definida positiva f" , referimo-nos simplesmente a

"metrica dada pela matriz M".



.
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Assim, para todo x,y € A, temos :

Produto Interno:. MEx,y) = xT‘H y = yTH =
2
Norma: | ”M = M(x,x) = xM x 3
. 2 ] 2 /4
Distancia: d“x,y) = | xvy "t‘{ = (xy)” M (x-y)

1.3.2 - A Metrica Euclidiana em F

A matriz diagonal 7 x n cujos elementos s3ao as massas associa-
das aos n elementos X Dn = dlag(p1 seees Dy oseees pn),é tal que, para

todko x €F , xTan_>_0 e, xTan=0<==>x=0E

Em particular, para os elementos da base canonica {fl"“’fn} de

F,
(£ D.(£.) = p. i=1,...,n
T n>z 7 ST ’
e E)'D(E)=0 se k#E i.
7. nk
A métrica de F sera dada pela matriz D . .
Consideremos agora o seguinte diagrama, associado a tabela X
dos dados 3
\'4 D
n
E* F

0 isomorfismo Dn permite definir uma aplicacao linear PR E,

atraves da composicao V =X o D o i



C

I~Fl

Como V pertence ac espago das aplica.gses lineares de E* emE ,

isomorfo ao espago das formas bilineares em E*, denotaremos tambem por
V a forma bilinea.r associada, que e simetrica e semi-definida positiva,

posto que, para todos a,b € E*, temos :

V(a,b) = 2V D= aTXDnXTb =
- &a'p &p) -p (a, Xb) =

- b, (Xb,Xa) =Vb,a) ;
bem como,

o) =1>n(_x:”l gy g,

a

Por outro lado, se X g injetiva, entao V ¢ simétrica definida

positiva.

Com relagao a matriz associada a V, temos :
V(eJ, ek) = Dn(XTeJ , XTek) =
= D (xj xk) = (xj)TD (xk) =
- ety n
= Cov(xj, xk)

ou seja a matriz V e a matriz das variancias-covariancias.

1.3.2.a - Algumas Consideracoes Geomatricas

Seja u € F o vetor que tem todas as coordenadas iguais a 1 ,
e denotemos por [u] o subespago gerado por u. F se decomp?)'e em uma soma

direta de dois subespagos :

1
F = [u]@[u]
1

onde o subespaco [u] e o Dn—ortogonal de [u] . Uma variavel e ¥ se
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- escreve entao sob a forma

x =au+ Bv
b g

onde v pertence ao subespago [u] . Por definicao o u e a projegao

Dn—ortogonal de x/ sobre u e temos :

Dn(xj, w) = Dn(au ,u) + Dn(BV , )

=(1Dn(u,u) + 0 =q

-

Como ])n(x‘7 ,u) = x/ , concluimos que a média da variavel x’ &
a abcissa da projecao Dn—ortogonal de x/ sobre u . Além disso, o vetor

-4 e u ea proj_eg;‘o Dh —ortogonal de =7 sobre u , e
I=- |} = atz?w’ b &) =
n

g pi(afz; -fj)2 =Var(xj) g

=1

Interpretemos agora o coeficiente de correlacao:

- -~ . 3
se aeo Dn—angulo entre dois caracteres centrados j e Kk , temos:

D (x‘j— xju L §k - ;k u) (xj—x_:ju)T D (xk—;:k u)
E Cos a = L = L
Il IIx -2, o) o)
n n
: X .
o Cov(x’j » X3 = Corl.'(xJ 5 xk) -

o) o5

1.3.3 - A Metrica Euclidiana no Espaco E

Seja M uma forma quadratica definida positiva em E e considere

mos o diagrama a seguir, associado a tabela X




=3

o
A

=
) il
=

o

o
o~

O isomorfismo M nos permite definir a aplicagao linear W:F* —>F
atraves da composigcao W = oo o X. Denotemos tambem por W a forma
bilinear associada a aplicagao linear W.

De modo semelhante ao que ocorreu com a forma bilinear V, veri
ficamos que a forma bilinear W e simetrica, semi-definida positiva, 3

sera definida positiva se a aplicacao X for injetiva.

1.3.4 - 0 Esquema de Dualidade

A expressao '"esquema de dualidade" sera empregada sempre que
tivermos necessidade de fazer referencia ao diagrama abaixo (ou parte

dele), relacionado com a tabela X dos dados :

E* = n
El - -
Observacao: a matriz M geralmente e tal que
M= diag(rl sisiaey rm),
onde P oseees T sao numeros reais positivos, que serao poste

teriormente especificados.




CAPITULO 2
A ANALISE EM COMPONENTES PRINCIPAIS

A técnica da analise em componentes principais constitui uma das
ferramentas basicas para a analise de correspondencias, sendo este o mo-
tivo pelo qual o presente capitulo & dedicado a uma breve exposigao do

mesmo.
2.1 - A Formulagao do Problema

Os dados a analisar estao dispostos em uma tabela X tal como no
capitulo 1; ou seja, dispomos de uma matriz m X n representando n pontos
i i m

individuos 0O 1R

Temos o ja conhecido esquema de dualidade

Rm= - X F*= ( Rn)*
r P
D o &2
=M v W Dn = .
Sk i
(®™*=g* > F=R"

Consideremos A ' um subespago afim de E e N(I) a nuvem pondera

da dos pontos individuos em E.
2.1.1 - Definigao

Chamamos momento de inérceia da nuvem N(I) com relagao ao

subespaco afim A' e denotamos por In {41 , O numero



of

i
'i T
In {A'}: p'(x' -") u&- -.0) ’
= = ¥ L 7 7
onde a; € a projegcao M-ortogonal de x, sobre A'. Em parti-

cular, se a € um ponto qualquer de E,

v T
1=1

Coloca-se o seguinte problema:

Dado um inteiro positivo g < m, encontrar,entre todos os sub-
espacos afins de dimensao ¢,de E, aquele para o qual o momento de iner-
cia da nuvem e minimo.

Os resultados obtidos a seguir permitirao simplificar o pro

blema.

2.1.2 - Proposicao

0 centro de gravidade, g, € o ponto relativo ao qual o momen
to de inércia & minimo, qualquer que seja a metrica Euclidi-
ana M de E.

Alem disso, se os dados estao centrados, isto E, se

g = O , entao

In{g} = Trago (VM).

Demonstragao

Se a e um ponto qualquer em E, temos, para 2=1,2,...,n ,

Xs= 8 =X, =~ + = TRy
g ; ~ 8+ 8 5



.
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entao:
T 2
In {.}j: 1:21 p; ||xi - al|® =
n 2 n 2 n
=B e tln - all®e § pilla-all’ e s} pycx;-w0
0 2
=In{g}+ ||g - al|",
ou seja,
In{g}> .In {g} .
Se os dados estao centrados, temos:
n T
In{gl= Z p; X; Mx, ;
=1
mas

T _ r - T
X, M X, = Trago (xz.Mx’L.) = Trago (xixi M) ,

e, deste modo,

n

Indgl= } p. Trago. (x . M)
=7 % (%
n T ’
= Trago [( X P X X, ) l{l = Trago (VM)
=1 .

No que segue, os dados sao supostos centrados.

2.1.3 - Proposigao

Seja A' um subespago afim de E com.subespago vetorial sub-

- ' A8
jacente A contendo g = O . Entao Info}=In{a}+ In{4'}, e

il
In {4’} > In {4} onde A denota o complementar M-ortogo-

nal de 4 em E.



>
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Prova: Temos
5 &
E-A®4L ex.EE—>x.=-a.+b.,
7 T 7 T

com a-E 8 el
7 I

Alem disso

n 2 n 2
nial= ¥ plloll° e 1[5 = 3 p,lla ll? ;
7=1 A =5

\

entao:
In{a}= ) p; M(ai +b,, a, + bi) =
n n
= ) pyMa;,a)+ | p Mb;, b)) =
72=1 2=
:In{A’L} + In{4} .
Como
1
AL =Hal) 4" =4+ S
temos

I
LY

+
o
|
]

5
)
)
o

1
o

X B B —>x,
% %
a, +a€E4d e b.-a€4d ,

o momento de inercia com relagao a A' & dado por:

i :
Imid" b=} p, M(b, - a,b -a) =

=1 X
) ) )
= p. Mbh, , b,) + p: Mla., a) - 2 p. M(b. , a) .
=1 * * ¥ gt &= " *

Mas

n n ' n

lpya+ ) pyby= ] pyx=g=0

=1 1z =1 =7
e entao as duas parcelas a esquerda sao iguais ao vetor nulo, pois uma
esta em 4 e a outra em 4 .

Concluimos assim que
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2
In{4'} =In{a} + ||a]]
ou seja

In {47 } >In{4}

Como consequencia destes resultados, a procura de um subespago
afim de E com momento de inércia minimo se reduz aquela de um subespago
vetorial com tal caracteristica.

Se denotarmos por [“1’ Ugsenes uq] = A o subespago de E gera-
do por um sistema M-ortonormal Uss Ugsenes uq, o problema colocado no

inicio da segao pode ser formulado nos seguintes termos

Problema 1 — | Minimizar In{4}, para 4 = [ul,..., uq] onde os v

sao M-ortogonais e M-unitarios.

2.2 - A Solugao

2.2.1 - Proposigao

. S 4
In {4}= Trago(VM) - ) u, MVMu,

Prova: Para cada x, EE, 2=1,2,...,n , temos:

xi:ai+bi,gom aiEAe biE :

entao

n 2 n 2
In {4}= z P; llxi e aill = Z P; ||bill -
=1 1=1

n 2 n 2
:i'—z']pillxi” —izlpillaill >
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e pelo resultado 2.1.2,

n 2
In {4} = Tragco (W) - } p; ||a‘L|| g
72=1

Como a, € a projeg.Eo M-ortogonal de x; sobre A, podemos escre-

ver:

donde,
2 4 $ R » T
I Iail I = kzl E(xi’uk)] g k-z.l (uk M x,L- ) (xi M uk )

deste modo,

n 2
iZ'I pi I Iail I =
q n
T T 9
¥ kzl U Mg.Zl e SR Bk N

L
Concluimos entao que ¢

q
In {4} = Trago (VM) - 2 ukMVM u,
=1
&

Como Trago(VM) = I[ 0] & constante, minimizar In{4} € equiva-

lente a maximizar

’i T
u, MVM u
%=1 k k

para ul,...,uq M-ortonormais, e o problema 1 & entao equivalente ao

Problema 2 - 9 - o
Maximizar z uy MVM u, , para A= [ul, St ,uq] -
=1

{ul, ace s uq} M-ortornormal
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A matriz M = diag(r,,.. .,rm) sendo siméetrica, definida positiva,

denotemos por I!I/ % a tnica matriz B tal que 32 = M, especificamente:

W% = diag(r, ..., /)
i
Ora, uiMVHuk= (Ml/ Zuk) (M1/2V M1/2) (Ml/zuk).

2 Sy e e
Fazendo z, = Ml/ w o k =1,2,...,q, e facil verificar que es

tes vetores. sao ortonormais. Com efeito,

T S T o
ukMuz—ukMI M uz—

1/2 T HZ/Z i 5 X Tk
= w T Pupez 1oz,

0 se k#1L .

0 problema 1 & entao equivalente ao

Problema 3 - a p 1/2 172
Maximizar y z, M VM oz, RS 1
k=1 : 1 q

{z,,...,2 } sistema ortonormal .
1 q

1/3 - 1/28

A matriz real S =M VM € simétrica, semi-definida positi=:
va, mxm.

Sabemos que a equagao

det(S - AL) =0
m
admite m raizes reais nao negativas,

}‘ Z)\ > ese D> )\
1 § 5

Correspondendo a cada raiz )\i, existe um vetor s; tal que
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os vetores S;s Sgseee ,s. podem ser tomados ortonormais, independentemen-
te do fato dos Ai serem distintos,ou nao; além disso, a decomposigao es

pectral nos da:

i i il

S )\1 84 sl+ °°'+)\msm sm
.5 T 4
Im—sl 81+... +smsm

2.2.2 - Proposicao

Sejam >‘1 _>_)\2_>_ wiws, % im os auto-valores de S = M1/2V M1/2
e 855 Sgye.., S 08 correspondentes auto-vetores.
Seja '{zz, 22,...,zq} um conjunto qualquer de veto-

res ortonormais em E. Entao

q q

T T 3
lek Sz, < y skSsk—A + +)\q

q-= 1,2_,..._,”1

e o maximo e efetivamente atingido em z, =8, .

Prova: Para k = 1,2,...,4, cada z;, se escreve como combinagao

linear da base {81’ s2,...,sm} :

Zk=zk181 +"'+qu8q+"'+zkn8m s

com a condigao adicional

131+-nkqsqsq+"'+Xmsmsm,

obtemos



=2

T 2 =
z, S zk.llzkl + + Xq qu + + )‘m zkm

e, deste modo

q
i I 2 2 2 2
g =8 =) (z L5 ) . IO ) U A SRR ) +
kzz SR Rl q1 q'°1q Zaq
l(z 4+ oo 2
T T A m +zq'm)

Observemos, agora,que os coeficientes de Al’ Xz,... - )\m sao to
dos menores ou iguais a I e que a soma de todos eles & igual a q. Além
disso, temos a condigao A, > A_ > cee > A > eee > ) |

== 2 — g T —m

Deste modo, a escolha otima dos coeficientes para maximizar

q

Jid
kZJ zk S zk

1 para os coeficientes de )\1, )\2,...,)\

o\

0 para os coeficientes de }‘q+1"“’)\m v

o que € possivel, fazendo
zy = S35 =12 2500

A solugao do problema 3 & entao constituida por g auto-veto -

res da matriz S, associados aos ‘g maiores auto-valores A>A> eee> )\q g
dE
z, = 8 5 =1, Bosnes @

A solucao do problema 2 & deduzida de
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através do isomorfismo H-I/z, por

-1/2 =
= z—Ml/zs

uk_ o % k=1_, 2, oo g

2.2.3 -

Os vetores

-1/2

uk:M skJ kzl: 2,---,51

sao auto-vetores da matriz VM, correspondentes aos auto-va-

lores )\1 > )\2 Ll ] Aq’ 0s mesmos da matriz S .

De fato, pam todo k =1, 2,...,q temos:

M1/2VMZ/2sk=)\ s

k "k
= v Ml/zsk = )‘k M_Z/Z Sy
= VM M_l/gsk = Ay Y B s,
= Wy = )\k uy

Como consequencia dos resultados obtidos em 2.2.2 e 2.2.3, po-
demos enunciar a solugao do problema 1 nos seguintes termos:

0 subespaco A de E, de dimensao q, para o qual o momento de
inércia com relagao a nuvem dos individuos € minimo, & aquele gerado por

q- auto—-vetores M-ortonormais de VM ,associados aos q maiores auto-valo-

res )\1 - )\2 > e Z)\q.

Observagao. A matriz VM, em geral, nao & simétrica; por este
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motivo, na pratica trabalhamos com a matriz S = Hl/zv HJ/Z, simeétrica,
que possui os mesmos auto-valores de VM. Isto torna o trabalho computa-
cional mais simpies e eficiente. Os auto-vetores de VM, como vimos, sao

- ~ =1/2
obtidos a partir dos auto-vetores de S atraves da transformagao M / .

2.3 - Eixos e Planos Principais

Consideremos a base M-ortonormal de E,construida com a ajuda
dos auto-vetores M-ortonormais de VM.
0 subespago 4, dado por um sistema M-ortonormal constituido de

g auto-vetores de VM correspondentes aos g maiores auto-valores,

A 2 A Z L ZA

2 q

€ chamado subespago principal de dimensao q.

Cada vetor M-normado u, € chamado vetor principal e gera um sub-
espago [ﬁk] de dimensao 1, dito eixo principal de inércia.

Por sua vez, os planos principais sao os subespagos de dimensao
2 gerados por pares de vetores principais.

Para o primeiro eixo principal [ﬁlj,tal que VM ﬁl = Xlul;temos:

In{ u; } = Traco VM - Al 3

a nuvem dos individuos esta contida em [hl] se e somente se In{[qa}=0;
ou seja, se, e somente se Traco VM = Al‘

Para o subespaco principal A de dimensao g, temos:

) q
In{4}= Traco WM - Ekk .
k=1

Se a nuvem nao esta contida em A, e evidente que

!
A
:1k

—_— < 1.
Traco WM




E I =75
| 4

0 indice
e
k=1 K
Traco VM

¢ chamado parte da inércia explicada pelo subespago principal A.

i 2.4 - Fatores e Componentes Principais

Consideremos o esquema de dualidade:

u, e E & X F*
A
M A D
n
v, =Mu, ¢ E# >F

Aos eixos principais [ul] 3 [;12J 5 lnR [uqJ, em E, fazemos cor

responder, de acordo com o referido esquema de dualidade:

- em E*: as formas lineares denotadas por v, e definidas por:

as quais sao chamadas fatores principais.

'P\"
- em F*: as componentes principails denotadas por ck e definidas por:

ck=xT(vk) Ae BE

Vi

A i-esima coordenada clz , de Ck e dada por:
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3 /i
c’:: = Ck(ft) = vk(xi) = u Mxi = M(xi . uk) x

ou seja € a abcissa da projegao M-ortonormal de x. sobre o eixo [uk].

Os fatores v. =Mu., j = 1,2,...,m sao auto-vetores de MV cor-

respondentes aos auto-valores Aj’ pois

M s =MV Mo, Mk e s e ¥, 8
Vi U S MDA BAL N L

- . . _1
alem disso, constituem uma base M ~-ortonormal de E*; de fato:

M—l(v ,v.):v1: M—lv
p J J p
:u.MM—JMu
1 2 J=1
“u.Mu =
J p
0 se j#1L

Se [ul], [u2] N aiars ,[uq] sao os eixos principais correspondentes

aos auto-valores nao nulos de VM, )\1 > }\2 2 *ses > ) . e@entao:
- q

a) WDCkszMXDXTMuk -
n n

= - k
= XTMVM u, = )\kC

ok (8 s ROpLToRSS i
b) ||C||Dn—(c )'D ¢ = wpmD XM, =
- 3
—ukMVMuk-)\k
g} D (ck cz) :(Ck)TD C'e;‘uTMXD Mu, =
n ’ _ n kK n L
T gl ke =l
_ap e TM =
—ukMVHuz- ‘euk ux_
0 se k#ZL

d) As componentes principais constituem um sistema de geradores



do espago vetorial XI(E*), como imagens de uma base de E*. Se ¢ & o nu

mero de auto-valores nao nulos de VM, entao

posto (XT) = dim XI(E*);

Q
I

neste caso, {Ck, k=1,2,..., q} € uma base Dn-ortogonal de XT(E*) e

ck
{ s k= 1,2,...,q} € base Dn—ortonormal de XI(E*).

R

Resumindo:
o g
As componentes principais C sao auto-vetores de WDn com auto-

valores correspondentes Ak; sao nao correlacionadas entre si e, se
k
€

i3

q = posto VM, entao-{ , k.= 1,2,...,q} e base D -ortonormal de

X (E%).

2.5 - Apresentacao dos Resultados e Regras de Interpretagao

2.5.1 - Descricao da Nuvem dos Individuos

Se a parte da inércia explicada por um plano principal Euk,utj
& proxima de I, uma boa descrigao da nuvem & dada pelas projegoes dos n
pontos x. no plano (ou em um eixo).

A parte da inércia explicada por um plano principal mede a qua-
lidade global da representagao da nuvem no plano considerado.

Podemos medir a qualidade isolada da representagao de um ponto

. ~ 112 2 .

X, por sua projegao X, comparando as normas llinIM e lei“u’ ou seja,
por D)

- =
cos‘a =

&
=112
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0 exame da nuvem das projegoes dos n pontos x, em um plano (ou
eixo) principal, levando em conta a qualidade das representagoes, permi-
te agrupar,em classes, individuos "proximos" e bem representados.

Podemos também fazer figurar em um plano principal as proje-
coes M-ortogonais dos eixos [ej], g=1,2,...,m, associados aos caracte-
res iniciais. Esta representagao simultanea permite analisar as proximi
dades no interior de um mesmo conjunto, exibindo os elementos do outro

responsaveis por estas proximidades.
2.5.2 - Duas Metricas Particulares

Na analise em componentes principais, em geral munimos o espa-

co E, dos individuos, da métrica definida por:

]
S

H(ej, ) - fidk

j 2 2
M(ej, ej) 1/Var (x¥) J/bj .

Consideremos o seguinte esquema de dualidade:

Fazendo z; =D x% e 2z, = Dl/o x5 temos:

1/0.

Hx; - xllp

|5, - =, |1
7 k Im Vo

A nuvem dos pontos z; = Dl/éxi e associada a tabela Z = Dl/ox .
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A matriz da forma quadratica de inercia da nuvem dos pontos z;

€ entao dada por

i

2Dz =D, , (X anT) D VD

1/0 4 l)1/0 e

1/c

Entao, efetuar uma analise em componentes principais no espago

E, com a méetrica M =D , e equivalente a efetua-la com os dados cen
1/02 .

trados e reduzidos e com a metrica classica L . Alem disso, os resulta
dos independem das unidades de medida, pois a matriz a diagonalizar R]%,

tem esta propriedade.

2.5.3 - Descricao dos Caracteres

0 Conjunto

k
C

/Ak

constituindo uma base Dn-ortonormal do subespago vetorial gerado pelos

caracteres iniciais, temos que as coordenadas de um caracter x/ sao da

das por
Dn(xJ, ck) - Cov(xg, ck) » K= 106504
vV A vV A
k k
No caso em que E esta munido da metrica M =D , ou seja ,
1/c
quando a analise e feita sobre os dados centrados e reduzidos com a

metrica dada pela matriz identidade Im , as coordenadas dos caracteres
reduzidos xJ/U(xJ) na base Dn—ortonormal acima sao exatamente os coefi-

cientes de correlagao dos caracteres com as componentes principais, vis

to que
. . k -
" <——§7—— , Ck)= Cov(-xJ’ €) - corr@a, c
v, "\ oad) o) Vi,
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bem como os caracteres estao situados sobre a esfera de centro na origem

. . - . .
do F e raio unitario, pols:

D (l xg xg )__
n —_—y —= 1 .
o) o)

Observagzo: geralmente fazemos figurar no mesmo plano principal [uk, ui],

.

-~ . P4 . ) J
onde estao representados oS lnle].duos, as projecgoes dos caracteres X

: k ~ ¢
no plano correspondente [C 3 Cz] . Entretanto, esta representacao s1i

mult3anea nao tem outra conotagao senao aquela de um aqrtificio grafico.




CcAPTTULO 3

A ANALISE DE CORRESPONDENCIAS

A analise de correspondencias & um método de analise de dados
cujo dominio otimo de aplicagao & constituido pelas tabelas de contingén
eta de dupla entrada.

Duas variaveis qualitativas x e y sao observadas sobre uma popu
lagzo. Suponhamos que as variaveis x e y apresentem, respectivamente, m
e n modalidades exclusivas, e denotemos por J = {1,2,...,m} o conjunto
das modalidades de x, e por I = {1,2,...,n} o das de y .

A tabela de contingencia eé obtida sob a forma de uma ma-
triz K = ( ki ) , onde ki representa o numero de individuos na popula
ggo'que se enquadram simultaneamente na modalidade j da variavel x e na
modalidade 7 da variavel y.

A tecnica utilizada e, essencialmente, a da analise em compo
nentes principais: os conjuntos J e I serao representados por nuvens
de pontos em espagos euclidianos e cada nuvem, por sua vez, sera projeta
da em planos principais nos respectivos espacgos. i

Entretanto, veremos que na analise de correspondencias a geo
metria das nuvens e muito peculiar e és espacos sao munidos de metricas
especificas, responsaveis por uma grande estabilidade dos resultados.
Além disso, sera possivel obter uma representacao simultanea das duas

nuvens em um mesmo plano principal com relagoes estruturais bem defini

das entre os pontos projetados,
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3.1 - As Transformagoes Iniciais
3.1.1 - A Matriz de Correspondencias. Perfis

Consideremos dois conjuntos finitos J = {1,2,...,m} e

I=1{1,2...,n} suponhamos que a cada par ( j,Z) € J x I es

ta associado um numero real nao negativo. Denotemos por K

A : v S = 44
a matriz com m linhas e n colunas cujo elemento genérico & ki H

suponhamos ainda que ki e ¥/ definidos por

Q.

rf
k. = k
L -

o n J
¥ o= z K. -
X i=1 1

sejam numeros reais estritamente positivos, e seja kK a soma de todos os
elementos de K.
A matriz K com estas caracteristicas e a tabela dos dados a ana-

lisar (em particular, podendo ser uma tabela de contingencia).

3.1.1.a - Definicao

A matriz denotada por P e definida por

.,

: . ; k
i ‘ J
P=(pi),onde pi'—" 7 .

sera chamada matriz de correspondencias associada a  tabe-

la . K s

Observagao. Quando K & uma tabela de contingéncia, P pode ser
considerada como amostra de uma lei de probabilidade nas células da ma-
triz J x I. Quando K & outre tipo de tabela,temos somente uma analogia.

A partir da matriz de correspondencias P definimos duas outras



matrizes

tagoes:

1)

2)

3)

4)

E5E=30

que lhe sao associadas. Para isto, utilizaremos as seguintes no

pi s a soma dos elementos da i-esima coluna de P ;
m -
dJ
p.= ) P,
2 j-:] 7
pJ ; a soma dos elementos da j-esima linha de P ;
n
J J
=) P
=1
D a matriz diag (pl ,...,pn) ; assim,
-1 g 1 1
(Dn) = AR gesey L. )
P, P,
m . = 1 m +
p" : a matriz diag (® ,...p ) ; assim,
G = dagh :
= 1ag(/1,-..., /m)
p p

3.1.1.b - Definigao

i) A matriz denotada por X e definida por
-1
X. = Pt Dn ) F

sera chamada matriz dos perfis das colunas de K. A i-e-

sima coluna de X sera representada pelo vetor x. , que

por sua vez e denominado perfil da i-ésima coluna de K.
ii) A matriz denotada por Y e definida por
-1
Y =2 (D)

sera chamada matriz dos perfis das linhas de K. A j-ési

ma coluna de Y sera representada pelo vetor yj > que

vez e denominado perfil da j—ésima linha de K.
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De acordo com esta definicao, temos:

i) As coordenadas de x, sao dadas por

J
J._. Pi o
x,z: g "'p_. s Pl 1:2.9‘0':7" ’
e satisfazem a relagao
% xj = &3
a - 2

isto nos permite concluir que os n pontos x. pertencem a um hiperplano

(m-1)-dimensional de E ==1fn, que denotaremos por T .

ii) De modo semelhante, as componentes de Xj , dadas por
i d - S
y. = £L | satisfazem 3 relagao
] pJ
4 i
Py Tk
i=1 J

o que nos indica que os m pontos yj pertencem a um hiperplano (n-1) - di-
mensional do F '—'Rn, que denotaremos por £ .

3.1.1.c - A Nuvem dos Perfis de Colunas. Centro de Gravidade

Agora, a cada perfil de coluna de K, X associaremos uma massa
. . . -~ . . . .
ou peso igual a p; s refletindo a importancia relativa da z—esima coluna

de K no contexto da tabela. A nuvem dos perfis de colunas que sera deno

tada por N(C) e definida pér
N(C) = {(xi’pi); 7::1,2,.'-_,71} .

0 centro de gravidade desta nuvem, denotado por g, e entao

definido por
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e tem como j-esima componente a soma dos elementos da j-ésima linha de

P; com efeito,

d=} v d =} n=r
= p. x. = p. =p
c =1 7 7 =1 7

Alem disso, 8. tambem pertence ao hiperplano X que contém a nu-

vem, pois
m -
I g R 2
s

3.1.1.d - A Nuvem dos Perfis de Linhas

De modo analogo, a cada perfil de linha de K, ou yj , associamos
a massa p'7 igual a soma dos elementos da j-esima linha de P. Denotamos por
N(L ) a nuvem dos perfis de linha dada por

N(L) = {(Yj:PJ); 3=1,2,...,m} .

0 centro de gravidade desta nuvem, denotado por gp © definido
L
gp ~ E 12 A ’
g1
tem por 7-eésima componente -

7 m j . m 7
9p = 2 p y; = z pi = p,,: .
J=1 J=1

Analogamente, g; pertence ao hiperplano Q , desde que
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)
p. =1
=3y
RESUMO
r -1
X = P(Dn)
/ N() = {(xt ,Pi)}
K —_— P pj
pi \
Y = PT(Dm)—l

1w =16, 9y}

3.2 - As Metricas

3,2.1 - Os Esquemas de Dualidade para N(C) e WN(L)

Com as notagoes introduzidas no paragrafo anterior, os esque-

mas de dualidade serao os seguintes:

i) N(c) : ii) M)
E < 2 F* F < 5 g*
A A
m.~1 o !
o™ =M v D @) =M v "
— R F* — —> E

i) Para o estudo da nuvem N(C) introduzimos em E a métrica defi

nida por




2 i Bl

O
QY X2

H(ej ’ ek) :—'p"— ’ jak = 1:2:"':”1 s

- 3 . _1 .
ou seja, a métrica dada rela matriz (Dm) =dlag(z/1,...,%/m) .
p p

Com esta metrica, a distancia entre dois perfis de colunas x. e ‘

X., e dada por

7,'
| 2 ut T m-1
| X, - xi,ll = (xi - xi,) (D) (xi - xi,) =
| J 2
3 ’f 1 Fa Pir s
J=1 pJ pP; Pga
ii) Para o estudo da nuvem N(L) introduzimos em F a métrica de-
finida por
:
M(f’l: s k) e pi s i,k = 1_,2,..._,71

- . T - . 1
ou seja, a metrica dada pela matriz (Dn) 2 = d1ag(%; ,...,,; j
1 n

Com esta métrica, a distancia entre dois perfis de colunas ;e

Yo @ dada por

-

”Y-‘Y-:”zz(Y-‘Y-y)T(D)—J(Y-‘Y-r):
& 9 =74 n - S
J S
S Py bz
_z ——(—-—_ﬁr)
=1 7By pJ pﬂ

As metricas (Dm)—l e (Dn)—l introduzidos em E e F, respectiva -
mente, sao chamados "métricas do Chi-quadrado (XZ)", devido ao fato de
que, na analise de correspondencias, as inércias das nuvens N(C) e N(L)
em relacao aos respectivos centros de gravidade 8. © 8p» tem uma inter-
pretacao estatiIstica peculiar; especificamente relacionada com a estatis

. P -
tica de lei ¥~ , como veremos a sepnir,
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Para a nuvem N(C), temos:

PR e n T =7
In{g } =i£1, p;(x; - g) (@) B =

J
n o .
:z P, Z _l,.(_‘l'.—p) =
o AR

k=)

n m @ -pp)

=1 §=1  pp

Por outro lado, para a nuvem N(L), temos:

mo )’I’ 1
In{gz'}— Zp(yj-gZ (@) (yj-gz)-

3=1
J
m n D - 2
1
=17 ] = (=%-p) =
J=1 <=1 Py J
s 2
n om @ -pp)
= 1 .2 7
=1 =1 p,p
Entao: :
In{g_ - }=In{g, } = (4 - ) - =
" z g=1 J=1 3 o k,L.k'7
kz
=
S kK D e
e male il
=1 j=1 ki
k
0..m
== 1 ) -
k =1 g=1
. . k.kj n m 5 ; 5
onde ei = —1'7<— ; ou seja, fazendo x2 = Z Z (k'z: eg:)/e‘;]: (estatistica

do chi-quadrado), tem-se:
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2

In{gc} =In{gz} =%—

: . - . ) 2 -
Entretanto, a maior vantagem da "metrica do X " reside no fato
de que ela verifica uma propriedade essencial para a estabilidade dos

resultados da analise, como veremos a seguir.
3.2.2 - O Principio da Equivalencia Distribucional
Substituindo os dados brutos da tabela K por porcentagens, tor-

namos identicas duas linhas proporcionais. Ou seja, duas linhas propor-

cionais em K terao o mesmo perfil no hiperplano R, como ilustra a figura:

Y

Suponhamos, pois, que duas linhas de K, j' e 7" tenham o mesmo

perfil. Como vimos yj, e yj" coincidem em 2, Agreguemos j' e 7" em uma

s 5 jo g’ " -
unica j§ e de tal modo que p* =p° + p’ . E claro que o peso associa

do a um perfil de coluna nao muda. Porém, & mnecessario verificar se a
jungao de linhas acarreta mundanga na distancia entre dois perfis de co-

lunas 7 e <'.

Note-se que na expressao da distancia entre X, e x.

;1 s OS indi

ces j' e j" aparecem somente em duas parcelas:




o
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j' 2 ~n s
2 158y P8 2505 Hge?
lei-xi',, = eee + _J,_r( — ) 4o 004 .__,.".(— - 4+ oo 3
p p; Py pJ P Pgr

apos a jungao das linhas, tais parcelas sdo substituldas por

J-O jo jO J-O
1 Fe Fgi 2 EW L by 2
( - ) =p/ ( - ) [7] .
& "B, Dsy .0 .0
oJ 7z 7 J J
p Pip p’l: P

A soma das duas parcelas originais pode ser escrita da seguin-

te forma:

s n

=17 P‘Z:

( 77
pip‘j

s
p‘7 » €, como yj, = yj,,, temos:

.y + 17
p"I?:' * pi'r
jr L

p’ + p?

deste modo, [I] e [2] s3o iguais, donde se conclui que a distancia entre

os perfis de colunas X, e X4 nao e alterada.

Esta propriedade & conhecida como o principio da equivaléncia
distribuctonal , a saber:

"Se duas linhas de K, j' e §", tém o mesmo perfil Yir = Yim
podemos considerar um unico perfil Y, do qual a 7-esima componente &
"

.y ) 4 j L P
p‘i + p‘z: , com massa igual a p‘7 = PJ * PJ

» sem alterar as distancias
entre os perfis das colunas".

Evidentemente, temos tambem o principio dual, que permite agre-
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gar colunas com mesmo perfil, sem alterar as distancias entre perfis  de

linhas.
3.3 - Nota Sobre Centragem de Dados

Sabemos do capitulo 2 que a analise em componentes principais
em uma nuvem deve ser realizada com os dados centrados.
Assim, a analise em componentes principais da nuvem N(C) deve

ser efetuada sobre a nuvem
N(C) = {(Xi - gc)’ Pi) H 7::1_,2,..._,71} H]

0 esquema de dualidade sendo dado por

E < % F*

a matriz a diagonalizar para a obtengao das diregoes dos eixos princi-

-

i

l pais e entao
| ~ - iT m.—1 P
$=VM=XD, () = (X—G)Dn(X—G) (D) s

onde G & a matriz cujas n colunas sao iguais a g, -

3.3.1 - Proposigao

4
onde S=X an




.
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Demonstracgao

Denotemos por ]m e 1, respectivamente, os vetores colunas

n

mx1enx1, com todos seus elementos iguais a 1. E facil verificar

que (])m)".I g~ 'ImA N XT'Im='In e GT1m='ln; bem como, X,Dn]nggc' Donde:

§g = x0 > e’ Mg - x0 b e’ 1 -
= (X-G) anTlm- Dnchm = (X-G) (Dn'ln -nnln)
= oE = Ogc <
Ssg, -xnnxT(D) 8. xnnln ]gc .
332 - Sabemos do capitulo 2 que podemos construir em E uma base

m -1 . - . -
(D) “-ortonormal constituida pelos auto-vetores de S. O vetor g, sendo

um destes, temos, para M = (Dm)-l 3

para todo auto-vetor u de §, distinto de g, -

Seja entao u um auto-vetor de S distinto de 8, associado a
um auto-valor A nao nulo. Mostraremos que u tambem & auto-vetor de S ,
associado ao mesmo auto-valor A .

Com efeito:

S u = (X-G) Dn(X-G)TM i=-2a

— (X-6) Dn[xTu i-cMal=2a
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— (X - 06) anTuG =%

= xnnxTM{i— * =

e XanTM i

Deste modo, SeS tém os mesmos auto-vetores com auto-valores
correspondentes tambem iguais; exceto quanto a g, que e associado a 0
no caso de S e a 1, no caso de S. A base M-ortonormal {ul ,u2,...,um} de E,
fornecendo os eixos principais (de origem gc) da analise em componentes
principais da nuvem N(C),pode entao ser construida com a ajuda dos auto-
vetores de S.

0 vetor g, pertence ao auto-espago de S associado ao auto-valor ‘
A = 0. Se a dimensao deste éuto—espago e, por exemplo, m-q > 1, a nu-
vem IV(C) esta situada no subespago A de dimensao gq Sm =1 gerado pe-
los g primeiros eixos principais. Notemos que A esta contido no sub-es-
pagco M-ortogonal a direcad ‘de g e e gerado pelos auto-vetores de S, sen-
do porem excluidos o vetor B, associado ao auto-vetor 1 e os auto-vetores
associados a um auto-valor nulo.

Evidentemente, resultado analogo e valido para o estudo da

nuvem N(C).
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3.4 - Esquemas para a Analise em Componentes Principais das Nuvens N(C)
e N(L).

R N Sy S —

Os esquemas de dualidade sao os seguintes:

Para a nuvem N(C) .

(< 4

@™ v ®,)

E* i ¥

3

3 i1
=P()

Matriz a diagonalizar:

s= vay?! = xnnxT o™ =
- N ~1 1.7, m-1 _
; = P(Dn) 'Dn(Dn) P (D) =
9 = p) P @™
i Para a nuvem N(L) .
:
l F - Y E*
F A
=il . m
; (Dn) v D
F* o F
YT

:
:
I
:

{ Matriz a diagonalizar:

y y -1 _ m =i
e A VR (Ui g

: o APT (Dm) -1Dm (Dm) -JP (Dn) -1

™ (Dn)—l




Temos as seguintes relagoes entre S e S':
a) r(nﬁ)"s' = sron)'l
b sl =M s .

=]
Seja u EE tal que Su = \u, sendo u um vetor (™) " —normado

e A # 0, entao :

PO su = 0,
ora, a relagzo b) acima nos permite obter
s' @ @ w = r@T o)y

s . il - —
Esta ultima igualdade nos mostra que P (Dm) 1u e auto-vetor de
S' associado ao mesmo auto-valor A. Além disso, verificamos facilmente
que

-1 _ =
PT(Dm) u e (Dn) J—normado.

De modo semelhante, seja u' e F tal que S'u' =Xu', com

A' #0 e u (Dn)_l—normado. Como |
P s’ = e ) L’ .
n n o
a relagao a) dada acima nos permite obter
s@e®) Tu" = A @@) Tu")
n n K

Esta ultima igualdade mostra que P(Dn)_lu' € auto-vetor de S

com o mesmo auto-valor A'. Além disso,

1

P(D. ) "'u' e (D) ~-normado.
1 n m
S e S'possuem entao os mesmos valores proprios e,uma vez determi-

nados os eixos principais de uma das nuvens N(C) ou ~N(L), podemos fa-

cilmente deduzir os da outra nuvem.




3.4.1 - A Analise em E para a Nuvem N(C)

Suponhamos que o resultado de uma analise em componentes prin-

cipais em E para a nuvem V(C) tenham sido formecido:

u: vetor proprio (Dm) -normado de S = V(D ) associado a

A #£F 0.

o

vyt o fator associado em E* |

~

m, 1
= (D .
Vo (@5 Yo
'fa: a componente principal associada em F ,

‘f’u = XT L XT(Dm)-lua

Obtemos, imediatamente,os seguintes elementos para a analise da

nuvem N(L) em F :

R L

- A

o -1 ; .
e auto-vetor (Dn) -normado de S', associado ao auto-valor la 3

1 =1 , 1 1.7, m. -~
2) va-(Dn) w2 (D) P(D)

VA
o.

1 g
e — (Dn) i~

o

e o fator principal correspondente, em F*, e,

) Yoy o Tep )Ty =
o /X; n o
=1 _ ayiesw - o T p ‘fu
L .

a componente principal correspondente,em E .

LS
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3.4.2 - A Analise em F para V(L)

Como S e S' tem os mesmos auto-valores, denotando por u& o au

-1 .
to-vetor (Dn) -normado de S' associado a )‘a , temos :

= ~J ]

v D) ul
@ P ar @ =TWI" a
, a n a

sao, respectivamente o fator principal e a componente principal associa

dos a A .
o

Obtemos imediatamente os seguintes resultados para a analise
da nuvem N(C) em E:

u =

5 PO, e 75
o /)\a"‘"

a

1') € auto-vetor (Dm)-l—normado de § = V(Dm)—l associado ao

auto- valor )\a s

d (Dm) =1

Pv&;

o .

2') e o fator principal correspondente, em E¥* ;

o ) = -
XIv P ® ) JPT (Dm) lP N
AT 4

Qo

—5
I

N S (D )_JPTYTV' R )'1 pl v
o 8. ”

o a

(e}

%) € a componente principal correspondente, em F.
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Assim, as relagoes entre ? e ¥ s3o dadas pelas formulas obtidas

em 3) e 3'") acima:

‘{fa = __I_(Dm)—l P Ya
VA
o
a 1 -1.T
e = o) p ¥
‘f) ‘/_Aa' n

Ot o : . .~
A j-esima componente de ¥, ou seja, a abcissa da projegao

(Dn)_l—ortogonal de Y5 sobre o eixo [u&], € entao dada por:

J
n p. o
o de [t G=1,2,00 . 4m 4

o
De modo semelhante, a i-esima componente de \f , ou seja, a ab-

cissa da projegao (Dm)_l—ortogonal.de X, sobre o eixo [_-ua] , e dadapot

J
a _ m  pS
Y R TR, i S It T S [47]
t Ao g=t g4 :

Portanto, a menos do coeficiente ll/w , as abcissas das proje-
goes dos pontos de uma nuvem sobre o eixo principal associado ao  auto-
valor Aa # 0 sao "baricentros" das projecoes dos pontos da outra nuvem
sobre o eixo principal associado ao mesmo auto-valor.

As formulas [ 4 ] e [_—4'] sao denominadas "relagoes baricentri-

cas".
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Adotando uma representacgao cartesiana dos sistemas de eixos prin
cipais, de tal modo que os centros de gravidade das duas nuvens coinci -
b , . ' |
dam, assim como OS €1XOS [uk] e [ukj correspondentes a Ak # 0, ob
temos uma imagem simultanea das duas nuvens.

E necessario nao esquecer que as duas nuvens projetadas em um

mesmo plano pertencem, em geral, a espagos de dimensoes diferentes e que

- @, | v . . -
somente as formulas baricentricas permitem interpretar as proximidades

entre as projegoes dos pontos das diferentes nuvens.




CAPTTULO &
A ANALISE DE cbmsrom)mvcms MOLTIPLAS

A analise de correspondencias introduzida no capitulo 3, dita
binaria, pode generalizar-se para o caso em que mais de dois conjuntos
sao colocados em correspondencia. A analise de correspondéncias multi-
plas aqui apresentada &, pois, uma extensao do dominio de aplicacao da

analise binaria.
4.1 - Notagoes

Seja I um conjunto com N individuos sobre os quais sao observa-
dos g caracteres qualitativos, CJ, c2 o Cq.

Sup5e¥se que cada caracter cp possuil m, modalidades mutuamente
exclusivas e que, para cada caracter, um individuo j escolhe uma e so-
mente uma das modalidades possiveis; ou seja, que os caracteres tem a
forma disjuntiva completa. As modalidades nao escolhidas por nenhum dos
N individuos devem ser eliminadas. :

Os resultados podem ser dispostos em uma tabela com N 1linhas
e mytm, + cee+t ", = m colunas, atraves de um c6digo binario, da se-
' guinte maneira:

i) Consideremos um dos caracteres, Cr’ com modalidades 1,2,...
o vt g Bgmany m3 denotemos por Zr a matriz com N linhas e m, colunas tal
que o elemento na intersegdo da j-esima linha com a {-ésima coluna vale

1, se ¢ individuo j escolhe a modalidade % de C,, e zero, caso contrario;

ii) A justaposigao das g matrizes assim construidas sera denota

:z]
. ® ‘ q

da por Z :

- - -
N
- - - -

N
I}
N
~
- - -
N
[\V)




A |

= .

‘..' — : 'oco:
4.2 - A Analise em z_[zl:zz: .AZq]

A tabela K = Z tem VN linhas e m1 + eeee.+ ;m =m colunas.
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Conforme as notagoes gerais da analise fatorial de corresponden-

cias, temos:

1)

2)

3)

4)

)

6)

7)

K =2, com k‘Z:E{O,]}, kJ:q, kizAz e k=gl

1 1
2 o % B 2 st
qll ql
d 1 N : i 3 i
DN:dlag(p sees5p ) = diag( /N_,..., /N) :TIN
D = diag(p r.) =diag(A1/qN A" Jqm) el
m g 1-""_’ m FESW Y q q”
X —rn—zz—l—z-lvA'l—ZA'l
E m v "4 s
S eF g, F - T s B L
Y SED s Wy =2

0 centro de gravidade da nuvem N(C) = {(xi,pi), 253, 2, i o« g}

7

]RA, tem por coordenadas & = —;— o FELE ik »

O centro de gravidade da nuvem V(L) = {(y,pJ) R 08 PR )

]Rm, tem por coordenadas H* = ql—N A‘L, -0 Y TP SRR

Os esquemas de dualidade sao:

no

no



-7 !:_.:I_ZT
q

=2 *
gl ] ®") R" < )
1 -1 ' 1
w e v .
b1, v P A qhA jl 7 Ly
(RN)* >R CIRm)* YT !R
Matriz a diagonalizar Matriz a diagonalizar
— . _1. 1 ' = 1 To 1 . . /
=21 za1 St =t gt e o7
q q q

4.3 - A Analise em B = ZTZ

A matriz B € simétrica m xm .

Com as notagoes gerais da analise fatorial de correspondéncias,

temos:
1) B = K, onde k‘l € o numero de individuos (entre os N) tendo es-
colhido as modalidades J e 7; temos
k.=qba', K =qn e k=g -
;=ab7, K =gq e k=gq
2) Pe—g—Ks—7— 28
qhn q
3) D = diag(p p) = diag(p’ ™y =
m l,onn,m ,onn,p
L 1 A |
= diag(A /qN,...,A /qlV) g 2 A
4) SR & é ZTZqNA—l--—l-—BA-J
qw "
5) O centro de gravidade da nuvem

N(C) =N(L) = {(xi » P 2 = 1,2,00.,m}




- __.' -'
-
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tem coordenadas G‘7 =—q‘%,—AJ B o N R

0 esquema de dualidade € o seguinte:

x =2 g a?
R < q (mm)*
A
-1 v wl o [_L_
qhA o A
v
(]Rm)* XT . ®"

Matriz a diagonalizar
- 1 -1

=x AxAl :—12-3 e
q

4.4 - Comparagao entre as duas analises

Consideremos os esquemas de dualidade para a analise da tabela Z,

apresentados na secgao 4.1.

Sabemos do Capitulo 3 que as componentes princ'ipais reduzidas da

analise na tabela X sao vetores proprios da matriz

- 1 e -1 1

=2 a1 a7y
q q

& 3
e sao — A-normados.
Por sua vez, os fatores principais da analise na tabela Y sao os

vetores proprios da matriz
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= TE . 1 1 T
B Vgl L el X e X @
= sk g Tele ey

q q

Se, por exemplo, uy, € um vetor principal da analise na tabela Y,

(vetor proprio de A), entao o fator principal associado & dado por:
= qlN A_lu :
M2 k
além disso, a condigao
7 -1 _
uy qh A u, = 2.
nos permite afirmar que
T 1 2

Resumindo: os fatores principais v, da analise dos perfis de li-
P P X P

nhas da tabela Z s3ao vetores proprios da matriz

A=-1 alp s
q

A-normados. Coincidem entao com as componerites principais |,

e sio o
qll
-75%- A-normadas, da analise dos perfis de colunas da tébela’Z .

Considerando agora o esquema de dualidade obtido para a analise

da tabela B na secao 4.3, obtemos os fatores principais como vetores pr§

prios ;% A-normados da matriz

ql A_JV

§]
Q

=

>
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Ora, Av=)A\v ==§A2v 12 v .

Poden;os entao concluir que os fatores principais da analise na
tabela B coincidem com os fatores principais da analise nos perfis das
linhas da tabela Z. Como vimos, este fatores sao tambem componentes prig_
cipais da analise nos perfis das linhas de Z. Os valores principais da
analise na tabela B, entretanto, sao os quadrados dos valores principais
correspoﬁdentes obtidos na analise da tabela Z.

Mostramos assim que, do ponto de vista da descrigao das rela-
goes entre as diferentes modalidades dos diversos caracteres, podemos

efetuar Z ou na tabela B, indiferentemente.

4.5 - Propriedades da Analise de Correspondencias Multiplas
4.5.1 — Inercia de um Caracter e de uma Modalidade
Consideremos a tabela

1 L 1 A 1
Z:’[zl : ZZ : ecsee ; zr; ) : Zq].
N

A cada modalidade % associamos o vetor coluna x. ER , i-e-
-1

, obtida em 4.2 .

sima coluna da matriz X =2Z A
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0 centro de gravidade da nuvem

Ai
N(C) = {(xi s gl 1 i=1,2,...,m}

dos perfis de coluna de K = Z, tem por j-€ésima coordenada
J

Pl SES oy
PP =7 -

Aqui, E - R’ ests mmido da métrica dada pela matriz

de modo que

2 T
lei - ¢|| (x, - 6) NI(x; - G)

N . 9
=v J @ -
j=1 *
Ma j-ki'—k’; d kje{01} I{kj-k-Ai ;
X, T po- S EaRE R eeas - b S B Sule 3
2 A Jg=1
entao
2 L
llx, -6l =0 § (—— -
1 3=1 A‘L N
v K Ry
=N.2( 7:2 T W : A : )
J=1 Y A W

]
=
=T,
>f‘d ~
|
=| 0o
%
el
Cesilinnd
1
=
o}
t>‘_‘_|.\I
|
z|~
|
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A inércia da modalidade 7, ou seja, a contribuigcao da modalidade

1 para a inercia total da nuvem N( C ), se escreve

2. . gt 1 1
pllx; - ol = [ G- L]

1
:_1_.[1_A_J
q N

A inércia de um caracter r, ou seja, a contribuigao do caracter

r para a inércia total da nuvem, se escreve

1 o, 7
Dl | X =G
= R i=1 4

h
~a3
IN
e
I
i
—

lembrando que

€ a soma dos elementos da matriz diagonal Ar’ que vale NV ,

A inércia total da nuvem € entao igual a:

Q

|| o~

1 m
—_— -7 = e = ]

r=149 *

Observagao 1

A inércia de uma modalidade 7 sera tanto maior quanto menor for
Ai; ou seja, se o efetivo dos individuos que escolhem a modalidade < &
pequeno, a inércis da modalidade 7 & grande.

A inércia de um caracter Cr sera tanto maior quanto maior for o

numero de suas modalidades, m .
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Observacao 2

A inércia da nuvem ¥( C ) & igual 3 soma dos auto-valores de S'
diminuida de 1, pois na procura dos eixos principais suprimimos o vetor
- 1 -1

0-6 associado ao auto-valor I. Os auto-valores de S' sao os de T BA 7,

e sua soma vale
—(17- Trago (B A-l) .

Como os elementos da diagonal de B sao os da diagonal de A, re-

sulta que a inércia total da nuvem & igual a

irn—1

No caso particular em que todos os caracteres tem duas modalida-
des, a inércia total da nuvem vale 1.

4.5.2 - Suporte da Nuvem das m Modalidades em RN

Na analise fatorial de correspondencias efetuada a partir de 2,

a cada modalidade esta associada uma coluna de

=1

-
bl

X=2ZA

estas colunas geram um subespaco do qual a dimensao é o posto de

. ' ' LI
ou seja, o posto de Z = [21 g %es : Z ' :Z ]

Todos os subespagos I; gerados pelas colunas de Zr;r=1,2,..,,q,

tém em comum o vetor 1”, em virtude do caracter disjuntivo completo das

modalidades.
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A dimensao do subespago ¥ gerado pelas colunas de Z &€ inferior

ou igual a soma das dimensoes dos subespacos Vr gerados pelas colunas das

matrizes Zr' Deste modo,

posto(X) = posto(Z) = dim V< m

m= g+ 1

1

+ (m2—1) + e + (mq-l) =

O posto da matriz a diagonalizar,

=1
XD x (0,3

€ majorado por (m = g + 1), que & o numero de auto-valores nao nulos des

ta matriz. Sabemos que no estudo da nuvem em torno do centro de gravida

- - + o . .
de G , a direcao OG e o auto-valor correspondente I sao eliminados; re

sulta que a nuvem das modalidades esta incluida em um subespago vetorial

de dimensao maxima igual a m-gq, que & (DN)_J—ortonorml (ou ainda .IIV;

- . . s
ortonormal) ao vetor OG, que tem no presente caso a mesma diregao de

'IN.

4.5.3 - Nota Sobre a Representacao Simultanea

Os esquemas de dualidade da analise efetuada sobre a tabela logica

Z sendo dados por

B < X=Z A (IRm)*

1
NI _—
N 2N

i
Y=—-12
- q (lRN)*
1
W




rsejam A um auto-valor de S (e de S'), u (resp. u') um auto-valor de S
" (resp. S') correspondente a A, e T’ (resp. ¥) a componente principal as-

sociada; as "relagoes baricentricas" sao dadas por:

r .
i § 2,
T A g=1. Pg W
<
SRS
vj— 2 —r—Y. .
L A i=1 p‘7

S i
% _ K R e
yik o Py g

j A - . 3 -~ .
Como K. E {0,1} e A" representa o nimero de individuos associ

ados 3 modalidade Z , concluimos que, a menos do coeficiente 1//A °*> 2

abcissa da modalidade 7 sobre o eixo [ u ] & a média aritmetica das ab -

cissas sobre o eixo [ u'] dos individuos associados 3 modalidade 7 .
Por outro lado a forma disjuntiva completa das modalidades mos-

tra que, para todo individuo j fixado, existe one s simsute wed modalida

de 7 por caracter para a qual 7(1 = 1 ; -assim, em




T|'M5
Ky

1‘ri

existem exatamente ¢ termos nao nulos; deste modo, Y., abcissa do indi-
J
viduo j sobre [ u' ], €, a menos do coeficiente I1/¥A , a média aritmeti

ca das abcissas das modalidades associadas ao individuo 7 no eixo [ u].

Observagao: as componentes principais ‘f ER" e V¥ EIRN, es-

crevem-se matricialmente como
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APENDICE
APLICAGZO DA A.C.P. (Analise em Componentes
Principais) e DA A.F.C. (Analise Fatorial de
Correspondencias) NO ESTUDO TAXONOMICO DE ABE

LHAS SILVESTRES BRASILEIRAS.

Neste apendice, consideramos a aplicagao dos metodos de A.C.P.
e de A.F.C., a analise de dados morfométricos de abelhas silvestres bra
sileiras (generos Melipona, Trigona e Meliponula) com base no artigo de
PISANO, J.F., KERR, W.E., e CUNHA, R.A., intitulado: "Estrutura Multidi
mensional dos Meliponideos" e publicado na Acta Amazonica, n® 2, (revis
ta do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico).

No referido artigo, os autores consideram 12 variaveis para um
conjunto de 21 especies de meliponideos (sendo 12 pertencentes ao genero
Nelipona, 8 pertencentes ao genero Trigona e uma especie do geénero MelZ
ponula).

Na tabela 1, dispomos dos valores numericos observados, com in
dicagao das variaveis consideradas na pesquisa e das especies envolvi
das. Os autores empregaram a distancia generalizada de Mahalanobis como
indice de dissimilaridade morfologica, bem como a partir da matriz das
distancias generalizadas entre todos os pares de especies, procuraram
representar no plano a "nuvem dos individuos", de tal forma que se dis
puzesse de configuragSes que tanto quanto possivel aproximassem as rela
coes de distancias existentes.

Embora tal maneira de proceder tenha sido utilizada extensiva
mente na literatura cientifica, nao ha duvida que as construgoes de tais
configuragges ainda encerram certo subjetivismo. Assim, resolvemos apli

car as tecnicas de A.C.P. e de A.F.C. a2 reanalise daqueles dados e a
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obtencao de informagoes sobre os agrupamentos ("clusters") porventura
existentes.

Note-se que os autores, igualmente, submeteram seus dados a uma
analise de classificagao hierirﬁuica (método de SOKAL e SNEATH). Embora
tivéssemos novamente submetido os dados a classificagao hierarquica, uti
lizando procedimentos computacionais implantados no sistema de computagao
DEC-1¢ (Digital) da Universidade Federal do Ceara, os resultados nessa
diregao nao serao considerados aqui.

A.1 - Os resultados obtidos pelos autores

A configuragao de pontos para as 12 especies de Meliponag,
e o dendograma representativo das distancias generalizadas entre as es
pecies sao exibidas na figura 1; na figura 2 encontra-se a configuragao

-de pontos para os 9 trigoninios (a especie Melipona bocandei sendo exami
nada conjuntamente no genero Trigona), com o respectivo dendograma; bem
como na figura 3 temos a configuragZO obtida pelos autores para as 21
especies envolvidas na pesquisa, e o dendograma associadé.

De acordo com PISANO, J.F., KERR, W.E., e CUNHA, R.A., as
figuras permitem concluir o seguinte:

"A Figura 1 que resume as relagoes de similaridade entre
as especies de Melipona aqui analisadas (distancia generalizada, de Maha
lanobis), indica um aglomerado das especies rufiventris, seminigra e
scutellaris que, na classifigagZo de Scwarz (1932), eram postas (erro
neamente — pois sao sexualmente isoladas) em uma Unica especie (M. fas
citata). Proxima deste grupo localiza-se }. quinquefasciata. Com trabalho
anterior de Kerr et al. (1957) coloca-se M. quinquefasciata proxima de
M. favosa. No entanto este estudo coloca-a proxima do antigo grupo fas
ctata. O estudo do grupo das Trigonini (veja figura 2) apresentou as es
pecies Partamona, Trigona e Scaptotrigon: agrupadas, as abelhas do grupo

africano Hypotrigona proximas a Plebeia; Frieseomelitta e Meliponula es

_
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" ‘]
T

ﬁ:o bem isoladas, tudo concordando bénbjipn a citologia e outros aspectos
biologicos.

A figura 3 faz tambem revelagges importantes: revela que as
trigonini mais proximas das Meliponas sao as Meliponula e o grupo Parta
mona, e as Meliponas mais proximas dos Trigonini seriam as M.marginata,

"

M. schwarzi, M. favosa e M. mandagaia ".

A.2 - Nossos resultados atraves da A.C.P.

No que segue, utilizamos aimplesmente as siglas que apare
cem na tabela 1 para representar cada especie, tanto na A.C.P. como na
A.RB.C.

A.2,1 - 12 especies de Meliponula.

Os dois primeiros eixos principais acumulando 957 da inég
cia total, nos limitamos a apresentagso, na figura 4, da projegzo da nu-
vem no plano gerado por estes dois eixos. O aglomerado das especies
MU, MSC e MSE detectado pelos autores na figura 1 permanece, bem como
M)I fica proxima de MA.

A.2.2 - 0 grupo das Trigonini , (9 especies).

Apresentamos na figura 5 a projecao da nuvem no plano ge--
rado pelos dois primeiros eixos principais, que acumulam 977 da inercia
total. O agrupamento das especies TCU,TSP, TXA e TPO aparece bem nitido,
principalmente quando da projegzo da nuvem sobre o primeiro eixo, o hori
zontal, com 92% da inercia total; por outro lado, o segundo eixo princi-
pal separa TCU e TSP de TXA e TPO. As especies MEB e TFR permanecem iso
ladas, bem como TDR e TBR aparecem proximas.

A.2.3 - Todas as especies consideradas.

Na figura 6 apresentamos a projegzo da nuvem no plano ge-

rado pelos dois primeiros eixos principais, que acumulam 977 da inercia

total. Observamos que MEB & o trigoninio mais proximo das MelIponas, apa

1

Tecendo em segundo lugar TSP, em lugar da especie TCU detectada pelos
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autores; por sua vez, as MelIponas mais proximas das Trigonini sad” MMM,

MCW, MFF e MMA como constatado pelos autores.

A.3 - Nossos resultados atraves da A.F.C.

Evidentemente, os dados disponiveis nao constituem uma ta-
bela de contingéncia, o dominio otimo de aplicagao da analise fatorial
de cerrespondencias, Ha aqui o interésse didatico de mostrar que este
tipo de analise vai alem das ideais tabelas de contingencia com resulta
dos satisfatorios. Entretanto, a motivagzo principal para aplicar a ana-
lise fatorial de correspondencias a tabela de dados em questao surgiu do
fato de que, a pagine 244 da revista, os autores fazem a seguinte obser
vagEo: "0 metodo empregado tem alguns defeitos ou dificuldades: a) tama-
nho € muito mais importante que forma, b) foram usadas poucas especies ,
e c) a introdugao de novas espécies afeta a distancia entre as espe-
cies".

Estas dificuldades, principalmente a primeira, sendo teori

camente amenizadas pela analise de correspondencias, onde se trabalha
com um "perfil", justifica-se a aplicagao desta técnica a tabela em cau
sa.

A.3.1 - 12 especies de Meliponula.

A projegao da nuvem no plano gerado pelos dois primeiros
eixos principais, que acumulam 907 da inercia total, e apresentada na £i
gura 7. Como nas analises anteriores, o aglomerado das especies MRU, MSC
e MSE permanece; entretanto, MJIL e agora colocad; proxima a MFF, e nao
de MJA.

'A.3.2 - 0 grupo das Trigonini, (9 especies).
0s dois primeiros eixos acumulam 907 da inércia total, e a
 projecao das nuvens no plano por eles gerado e apresentada na figura 8.

A especie TFR continua bem isolada, o mesmo nao ocorrendo com MEB, que

N

fica agora proxima a TCU; por sua vez o antigo aglomerado TCU, TSP, TCA
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e TXD aparece separado pelo primeiro eixo; as especies TBR e TDR continu
am proximas.
A.3.3 - Todas as especies consideradas.

Para este caso os dois primeiros eixos acumulam 837 da i-
nercia total, e a projegao da nuvem no primeiro plano principal & apre -
sentada na figura 9. As especies TCU e MEB , como anteriormente, revelam
se as trigonini reais proximas das Meliponas; por sua vez, as Meliponas
mais proximas das Trigonini continuam sendo MMM, MCW, MMA e MJA, antes
de MFF. A especie MEB, proxima ao centro de gravidade, revela-se como es

pecie '"media".
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MMM
MCW
MMA
MFF
MPU
MQA
MI
MRU
MSE
MSC
MIN
WL

2 A s .

VARIAVEIS st s|es s £2 1883 28] 23 EEH T =

*eg =z 3¢ 5-3: 35 zgs 5-§ as|3gel & 2|52

I. Lorgura maxima ....-.............. ...|2703|2,890|3,542 [3,524 |3,462 4,081 s.sﬁz 4,027 |4,097 (4,279 [4,662(5 342

2. Camprimento da cabeca................... 2,253|2,473]2,553|2,551 |2,752 |2,800 (2,841 [3,050|3,253|3,280 |3,4596 |3, 616
3., Lorguro do cobeca...................|2890 3.234[ 3.475(3,578 |3,676 | 3,776 |3,884 (4,07 4.2:: 4,262 [4.633(4,933

4. Comprimentodooho. . .............|l1,942|2176|2,071(2,172 |2,464 |2,254|2,407 {2,526 [2,623|2,651 |2.928/2,900

5. Distancic interorbital inferior. . . . . .. ... [1,518]1,661!1,947|1,939(1,830(2,258({2,113 [2,375|2,486|2,474 2,759 5,144

6. Comprimento doolho. . . . . . . G U 0,864 0,939!1,06! (1,056 1.osé 1,273 1, 134 [1,267 |, 3821, 331 |1, 3631, 522

7. Largura doclipeo. . .. ... . ........[1,321]|1,58][1,51 [1,558[1,638 1,737, 706(1,970 |2, 044(2,050 [2.186 |2,26!

8. Largura dotorax. . . . . . . . . .. . ...|2.251|2,360|2,643|2,736 |2,582|2,945(2, 790 |3,065|3,042{2,9¢0 i2,4Cl |3,555

9. Comprimem‘o da asa posterior. . . . . . |4.250/4,179|5,304{5,084 5,000 |5,794(5,752[6,129 [6.2376,3%2 [7.5047.15¢

! 10. Largura da os'a posterior. . . ... ........ |1 O77|I 048{1, 331 1,355 1,230 |1, 504/l 496 |1, 55% |I. €22 1,552 1:C53 1,783

-~ | 1l. Comprimento do fémur da pata posterior..... | 767 |2,020|2,142(2,217 2,419 [2,379(2.301 [2,613 [2,793/2,795 (2,921 [3,167
"~ | 12. Arsa da tibia do pata posterior. .. .. ..... 1, 7751 2,297| 2, s4sl'z.7ss 2.911 |2.823/3,117 14.108/4,422/4,535° 5,425 | 6173

— Valores médios amostrais para as espécies de Melipona nos caracteres incluidos no estudo.

TABELA 1
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e =

A= 8 B8 L & B
= R & = R
— o= ° N - K]
- ° 2 OE - T og-; "E ° 2 ‘e Ei ° 5 e -
. e e cE_:.:i:E- ‘?: e < ":§ & 's 3 2 s
VARIAVE IS e s §leal)es >4 £ o &S | Safeaie SRl o el e §
Sl N g T (e Y ERea bl Rl TRl wS.E 82
o s elrT e8lc oo AT SSl e o%
- § - E - a =g =] = 8 = 8 sl BN e e 3
|. Largura méxima ... .. . .........|1,064 0947 1,566 1,380 2,465 | 2,461 | 2,545 |2,534 |3,396
2. Comprimento da cabega. .. .. .......|0, 8901, 223 |1.,224| 1,514 'l..GTO 1,923 | 1,973 |1,823 |2, 339
3. Lorgura do cobeca. . . . . . ... ... 1,147 1,712 [ 1,644 | 2,163 | 2,615 2,486 | 2,704 | 2,748 | 3 34
4. Comprimento do otho. . . . . o e it e OB ORI U0 1,110 | 1,377 | 1,492 | 1, 591 1,529 |1, 616 I, 947
S. Distoncio interorbital inferior. . . . . . ..| 0,636 | 0,778 | 0,808 | 1,072 |1,542 |1, 398| 1, 638(1,552 |1, 882
6. Comprimento do clipeo. . . 0..233 0, 37t {0,379 | 0,526 | 0,676 9.690 0,710 (0,585 |0, 793
7. Largurao do clipeo. . . . . Ueap PRl ..| 0572 | 0,683 0,731 0,929 1,169 1,174 11,192 ], 441 |1, 581
8. Largura GO HOORT 7 h e e e 0,869 | 1,002 1,121 1,187 | 1,804 ~1.764 1,868 (1,677 |2,473
9. Comprimento do asa posterior . 1,898 | 2,597 | 2,544 | 4,149 | 4,235 | 4,402 | 4,409 | 4,925 | 5,169
! 10.Lergura da aso posterior . . . . . . . . .| 0,546 )| 0,558 | 0,705 | 0,853 |1,099 |, 238 1,156 (1,211 I, 378
11. Comprimento do fémur oc pata posterior. . .| 0,703 | 1,125| 0,955 2,002 |1, 433 ]| 1,643 1, S09 (I, 924 |2,077
1 2. Area do tibio co pata pcstevior . . . . ... O.Sis 0,809/ 0,571 J 2,322]1.418 | 2,305 |1, 596 |2, 242 | 2, 85}

- — Valores médios amostrais para as espécies de Trigona e Meliponula nos caracteres inclE
dos no estudo.

A

CONTINUAGAO DA TABELA I
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b comadce

M. ruliventris

.

|

| X S
l l M quodrifasciolc o N =T
| - onthidioides i ’f 44 s "

: ~ — Mmorginoto morginata st

15105 T

, M. Iavosa fovoso . =
| M. flovipennis M.mmterrupto grondis

— Representacao grafica aproximada das relagbes de distancia ggneralizadas D? entre pares de
espécies de Melipona. ;=

] } -}
| ST S e MR S

- oo¢
oz
- s
- o1

M morginate morginato

» M faovosa fovosa . E $+°

~ M schwarzi

@ M.quadnfascicte onthidioides

- w M dacom,

« M puncticoliis

oM figvipennis

. M seminigra merrilice

L& M scutelioris

| o M.rufiventris :

~ M quinquefasciata

= M nterrupta grandi i

J\, -

— Dendrograma representativo das distancias generalizadas, D?, entre espécies de Meclipona.

figura 1
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T.(Frieseomelitta)freremoiai

S f
e
) T. (Piebeia)droryana -
T(Hypo "'9”0)““"" T.(Scup'o"igona)pos'ico .
— Representacdo grafica aproximada das relacbes de distancia generalizadas D2 entre pares de
espécies de trigoninios. ) :
n Mo, —
o
- 2 e .tl,_‘ ? ‘{‘ Y I ! IR IS

i) Hypofrigona) braunsi

w T(Plebeia) droryano

T( Terragonisco) jaty

> I(Friesco.-.:s.’io‘fa) freiremaici

o T Scaproriigona) postica

- ' o i~ T(Scaptotrigona) xanthotricha

T. ( Parramona) cupira

T.(Trigona) spmipes

© Meliponula bocandei

— Dendrograma representativo das distincias generalizadas, D?, entre espécies de Trigona.

figura 2
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T.(F reseomelitta) freiremoiai M._seminigra merrillae

@7 VI!!J ot

/7 - == X
e : - . > e \'
&, - - 2 . M ruhvenlns = °4, \'\‘
p L 2wt % wlponulo bocander @ —j388 -7 ~
& SR B > i o oot M. scutelioris ,,
7 - r( -\ 7 AR M cumaue!asac'a - \.:.
L = Al Scoptomgona)xanlhomcna =z M punchcall;s .- i '
cF g - 820 N - -263 /
4 « . U O 7.468
- L) 10 . M m o e e,
. o A J’( Scaprorngona)posnca\ & anda;:o:o v
T remagncal i 2~ N : . "°"°="M
(Tetragonisca) jaty . san 0570 : o“ °
T e / - s %373 2
STt st T Parramona)cuprra M mqrg:nula schwarzl
Pt sl R s.177 .— _marginota

T.( Hyootrigbna)oraunsi”

@ ~0,e0¢ @_.f{

T(Pievein) drorycra

— Representacdo grdfica aproximada das relagGes de similaridade entre todas as abelhas estuda-
das neste trabalho.
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_[:- T (Hypotrigona ) brouns:
> A " 3 - —wT (Prebeia ) droryano

g —» T (Tetragomsca) joty

= T (Frieseomelitto) treiremaion

~ T _(Scaptotnigono) postica
~ T.(Scaptotrigona) xanthotricha

— o T.(Partomona) cupira

© Meliponulo bocande:

|
L ——a=_a T (Trigona) spinipes

{5 M. marginota marginato |
|
~=M schworn

) s M. puncticollis -

’ L & M. mandagoia

= M. fovoso favoso
& M. quinquefosciata i

& M. quadnifasciatc anthidioides

= M seminigra merrilloe

@ M. scutellans |

I M rufiventns

r—_—gM interrupta grandis
| IR fiavipennis

— Dendrograma representativo das distancias generalizadas, D?, entre todas as espécies de abelhas
incluidas no estudo.
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