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De manha escureco
De dia tardo
De tarde anoiteco

De noite ardo.

A oeste a morte
Contra quem vivo
Do sul cativo

O este é meu norte.

Outros que contem
Passo por passo:

Eu morro ontem

Nas¢o amanha
Ando onde ha espaco:

- Meu tempo é quando.”

“Com as lagrimas do tempo
E a cal do meu dia
Eu fiz o cimento

Da minha poesia.

E na perspectiva
Da vida futura
Ergui em carne viva

Sua arquitetura.

Nao sei bem se é casa
Se é torre ou se é templo:

(Um templo com Deus.)

Mas é grande e clara
Pertence ao seu tempo

- Entrai, irmaos meus!”

Poética I e Poética II, de Vinicius de Moraes.



RESUMO

Em 2006, Ben Green e Terence Tao provaram que existem progressoes aritméticas de
tamanho arbitrario formadas somente por primos. As idéias aplicadas na prova nao fo-
ram da Teoria dos Numeros e sim adaptacoes de idéias da Teoria Ergddica e Anélise
Harmonica. Consequentemente, a Teoria Ergddica voltou a chamar a atencao da comuni-
dade cientifica, devido a sua grande interacao com outras areas. Esse trabalho desenvolve
essa perspectiva, partindo de ferramentas basicas da Teoria Ergddica a aplicacoes a Teoria
dos Numeros. O Capitulo [1] trata da Teoria da Medida e fixa notagoes para o que segue,
além de discutir exemplos. No Capitulo [2, provamos a principal ferramenta para o que
segue, que € o Teorema Ergddica de Birkhoff. Ele possibilita obtermos varias propriedades
interessantes da expansao decimal e da representagao em fragoes continuas dos nimeros
reais. O Capitulo |3| trata da interagao da Teoria Ergddica com a Teoria dos Numeros,
cujo principal teorema aqui demonstrado é o de Van der Waerden. Esse é um resultado
puramente combinatério. Aqui, ele serd obtido por intermédio do Teorema Miltiplo de

Birkhoff. Por fim, fazemos um “sketch”dos principais resultados da area.

Palavras-chave: Teorema de Birkhoff. Teorema de Van der Waerden. Teorema de

Szemerédi. Teorema de Green-Tao.



ABSTRACT

In 2006, Ben Green and Terence Tao proved that the prime numbers contain arbitrarily
large arithmetic progressions. The ideas of the proof come from Ergodic Theory and
Harmonic Analysis and, since then, Ergodic Theory has attracted attention from the
scientific community, because of its large interaction with other fields of Mathematics.
This work develops this perspective, beginning from basic Ergodic Theory and arising at
applications to Number Theory. Chapter [1| develops the necessary results from Measure
Theory, introduces the basic examples and fixes notations. In Chapter [2| we prove the
main tool to what follows, which is Birkhoff’s Ergodic Theorem. As a consequence of this
theorem, we obtain many properties about the decimal expansion and continued fractions
of the real numbers. Chapter [3| relates Ergodic Theory and Number Theory, and the
main result here presented is Van der Waerden’s Theorem. This is a purely combinatorial
result. Here, it will be proved as a consequences of the Multiple Birkhoff Theorem. In

the end of this work, we sketch the main results in the area.

Keywords: Birkhoff’s Theorem. Van der Waerden’s Theorem. Szemerédi’s Theorem.

Green-Tao’s Theorem.
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1 INTRODUCAO
1.1 Preliminares
Considere um ntumero real a. Vamos analisar o comportamento distribucional do conjunto
Go ={m+na|m,n € Z}.
Quando « ¢ racional, digamos
o= g ,  mde(p,q) =1,

entao
q q

Como p e g sao primos entre si, temos do Teorema de Bézout que a expressao mq + np
assume qualquer valor inteiro e portanto

2 1 1
Ga:{"'u__a__707_7 7}
q dq q

é um conjunto discreto. Quando « é irracional, ocorre algo diferente.

CSI N )

Teorema 1.1 (Kronecker) Se « ¢ irracional, entio G, é denso em R.

Prova. Note que GG, é um subgrupo aditivo de R, isto é,
91,92 € Go = g1+ 92, 91 — g2 € Ga.

Lema 1.1 Se G ¢ um subgrupo aditivo de R, entdo uma das situagoes ocorre:
(i) G € denso em R.
(i1) Eziste go € G tal que G = {pgo |p € Z}.

Demonstracao. G ¢é denso em R se e somente se 0 é ponto de acumulacao de GG. Tome
go = inf(G N (0, +00)).

Se go = 0, entdo 0 é ponto de acumulagao de G e portanto ocorre (i). Suponha gg > 0.

Afirmamos que gy € G. Por absurdo, se gy ¢ G, existem g1, go € G tais que

9o < g1 < g2 < 290
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e dai go — g1 é um elemento de G N (0, +00) menor que go, absurdo. Assim, gy € G, o que

estabelece a inclusao
G 2 {pgo|p € Z}.

Reciprocamente, se existe g € G tal que

pgo <9< (p+1)go, pEL,

entao
g — Pdo S G N (07 _'_OO) N (07g0>7

novamente contrariando a minimalidade de gy. |

Para concluir a prova do Teorema [L.1] basta observar que G, nao satisfaz (ii).

De fato, suponha que gy = mg + no« satisfaca

G ={pgo|p € Z}.

Como 1,a € G, temos mgng # 0. Por outro lado, existe py € Z tal que

I
—_

—my = pom = -1
—mMygy + Nox = po(mo + TL()OZ) — 0 Pomo — Po ,
No = Polo Po

absurdo. [ |

Perguntas naturais surgem:

o

Como ¢ a distribuicao dessa sequéncia?

o

Existem regides em que ela se concentra mais do que em outras?

(@)

Como ¢ a distribuicao dessa sequéncia?

o

Existem regioes em que ela se concentra mais do que em outras?

A partir daqui, consideramos as partes fracionarias
{na — |na||n €Z}

dos elementos de G, ou seja, analisamos a sequéncia modulo 1. Por simplicidade, conti-

nuaremos utilizando a mesma notacao.
Definigao 1.1 Dizemos que uma sequéncia (,,)nen C S' € equidistribuida se, para quais-
quer 0 < a < b< 1, temos

lim {1 <i<m;x; € la,b]}

m——+00 m

=b—a.
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Teorema 1.2 (Hardy-Littlewood) Se « € irracional, entao (na)nez € uma sequéncia

equidistribuida.

Prova. Vamos introduzir notagoes. Dado um intervalo I = [a, b], sejam
AMI)=b—a

a medida de Lebesgue em S! e

1<i<m:1
() g HOSiSmiia el
m——+00 m

Queremos mostrar que 7(I) = A\(I). Note que, para cada k € Z, temos

1<i<m;i
r(I+ha) = lim HSiSmiia€lathab ka]j

m——+00 m

H1<i<m; (i—k)a € la,b]}|

= lim
m——+o00 m
e L
— lim Hl1—k<i<m—k;iaé€ [a,b}|
m—+00 m
<7 < )
o gismiiaclan)
m——00 m
= 7(I).

Suponha que [ satisfaca a desigualdade
1
M) < —-
(<
Pelo Teorema (1.1}, existem inteiros ky = 0, ko, ..., k, tais que
(I+ka)N(I+kja)#£0, V1<i<j<n.

Para isso, aproxime b por a + kecr, b+ koo por a + k3o, ..., b+ k,_1a por a + k,a. Como



nA(I) < 1, o argumento pode ser feito de modo que os intervalos sdo disjuntos.

T <O(I + kioz)> < 7(SY

Yt +ka) <1
- nt(l) < 1
T(I) < %

Agora tome I C S! qualquer e fragoes my/ny > \(I) tais que

my

Dai,

13

lim — = A(]).
k—+o0 Nk
Para cada k > 1, particione I em my intervalos J¥, ..., Jﬁ%, cada um deles com compri-
mento menor que 1/n. Assim,
my,
k
() = > ()

IA
HM
Sl

Passando o limite, obtemos

Mas entao, como

obtemos a igualdade

o que conclui a prova.

E se tomarmos sequéncias nao-lineares do tipo

onde k é um inteiro positivo? Essas sequéncias sao equidistribuidas ? Novamente, a

resposta ¢ afirmativa, conforme o teorema abaixo, cuja demonstragao foge da meta da

dissertacao.
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Teorema 1.3 (Weyl, 1916) Se
P(z) = apa® + -+ a1z + ag
¢ um polinomio de coeficientes reais, com ao menos um deles irracional, entao a sequéncia
(P(n))nen C S'
¢ equidistribuida.

Os resultados acima sao da Teoria dos Nimeros e suas provas classicas usaram
métodos da area. Por outro lado, eles também podem ser provados usando idéias da
Teoria Ergodica. E isso que faremos no capitulo 3. Para tanto, vamos desenvolver os
resultados bésicos, que sao: Teorema de Recorréncia de Poincaré, Teorema Ergddico
Médio e Teorema Ergddico de Birkhoftf.

1.2 Medidas Invariantes

Sejam (X, B, ) um espaco de probabilidade e T' : (X, B,u) — (X,B, ) uma trans-

formacao mensuravel, isto é, tal que
T YA eB, VAcB.
Definicao 1.2 Dizemos que i € uma probabilidade invariante por T se
w(T7PA) = u(A), VAcB.

Diremos também que p € T-invariante ou que T' € p-invariante.

Em geral, é dificil mostrar diretamente que uma medida € invariante, em parti-
cular pela existéncia de conjuntos mensuraveis “estranhos”. Felizmente, existe um critério
que simplifica essa verificagao e essa sera a maneira canonica de provar a invariancia de

medidas. Utilizaremos o seguinte resultado cléssico da Teoria da Medida.

Teorema 1.4 (Extensao de Hahn-Kolmogorov) Sejam X um conjunto, By uma dl-
gebra de subconjuntos de X e pg : By — [0,1] uma medida. Entao, se B é a o-dlgebra

gerada por By, existe uma e sé uma medida p: B — [0, 1] tal que

1B, = to-
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Proposicao 1.1 Dada uma transformagao mensurdvel T : (X, B, u) — (X, B, i), entdo

[ € invariante por T se e somente se

W(T4) = u(A)

para todo A em uma subdlgebra geradora de B.

Prova. A ida é clara. Para a volta, seja By uma subélgebra geradora de B tal que
w(T7PA) = u(A), VA € By.

Pelo Teorema [I.4] a medida ji : B — [0, 1] definida por
uA) = (T7'A), YA€ B,

coincide com p e portanto p é T-invariante. |

Quando X ¢é um espaco topoldgico, existe uma o-algebra natural B, chamada
de o-algebra de Borel. Ela é gerada pela subdlgebra By, formada pelas unides finitas de
abertos de X. Cada elemento de B é chamado de boreliano. Pela Proposicao|l.1, uma me-
dida sé sera invariante por uma transformacao agindo em X se a medida da pré-imagem

de cada aberto for igual a sua medida.

Em geral, quando estiverem subentendidas, diremos apenas que T : X — X ¢é

uma transformagao invariante, sem explicitar a o-algebra e medida consideradas.

Dada uma transformacao 7' : X — X, sempre existe medida p invariante por

T? No caso afirmativo, quais sao suas propriedades?

Sejam M (X) o conjunto das medidas de probabilidade compativeis com a
o-algebra de X e T, : M(X) — M(X) o operador definido por

(Tup)(A) = w(T7A), Vi € M(X), VA C X mensuravel.

Entao o conjunto M7(X) das medidas de probabilidade T-invariantes é igual ao conjunto
dos pontos fixos de T,:
Mp(X) = Fix(T,) .

Teorema 1.5 Se T : X — X € uma transformagdo continua, onde X € um espaco

métrico compacto munido da o-dlgebra de Borel, entao Mrp(X) # (.
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Prova. Ver (9), Segao 1.8. [
Finalizamos essa se¢ao com um resultado que serd muito 1til adiante.

Proposicao 1.2 (Mudanca de Variaveis) SeT : X — X ¢ mensurdvel, f : X — C ¢
integrdvel e 1 € M(X), entdo

J o mydn= [ garp

Prova. A prova consiste em trés partes.

1. Se f = xa, A mensuravel, entdao foT = xyp-14, donde

/X(foT)duZ/XxT—lAdMZM(T1A)=/XxAd(T*u)=/de(T*u)-

Por linearidade, o resultado também vale para combinagoes lineares de fungoes carac-

teristicas (fungoes-escada).

2. Se f é ndao-negativa, consideramos uma sequéncia crescente (f,,) de fungoes-escada que

aproxima f. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

/ (foT)dp= Tim [ (fyoT)dp= Tim [ f,d(T.p) = / fd(Tep).
X X X

n—oo X

3. Dada f qualquer, escrevemos f = f* — f~, onde f™ e f~ sdo nao-negativas, e aplica-

mos o caso anterior para f* e f~. [ |

1.3 Exemplos de Medidas Invariantes
1.3.1 Deltas de Dirac

Considere uma transformacao 7' : X — X e xy um ponto fixo de 7. Entao o Delta de

Dirac em xq, definido por

6330(14) = 1a SemOGI4
= 0, sexy & A,

¢ uma probabilidade invariante por T'. Mais geralmente, se o ¢ um ponto periddico de
T, digamos

TnO(L'Q = Xy,
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entao sua érbita suporta uma medida invariante, dada pela média dos Deltas de Dirac ao

longo de sua trajetoria:
o (5930 + (5’]"330 + AR + 6Tn0—1$0 .
H o

Essas medidas s6 assumem valores positivos em conjuntos A C X tais que
AN {l’o, TZE07 ce ,Tno_ll‘o} 7é Q)

Em uma o-dlgebra com “muitos” elementos, poucos serao os conjuntos de medida po-
sitiva. Em varias situacoes, seria bom termos medidas invariantes mais distribuidas no

espaco.

1.3.2 Transformacoes sem Medidas Invariantes

Vamos mostrar que as hipoteses do Teorema (1.5 compacidade do espaco e continuidade
da transformacao, sao necessarias para sua validade, exibindo dois exemplos que nao tém

medidas invariantes.
Dado « € (0,1), considere Ty, : [0, 1] — [0, 1] definida por

T, = ax, sex#0

=1, sex=0,

cuja imagem é o intervalo (0,a] U {1}.

O U * S |

Suponha p € Mr,([0,1]) e tome um intervalo I C [0, 1]. Queremos analisar o

valor de u(7). Para isso, vamos dividir em trés casos.

1. I C(a,1):
p(I) = (To 1) = p(0) = 0.
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2. I C(0,a]: a restricao
Ta|(071] : (O, ]_] — (0,0{]

é uma bijecao e dai
(ToI) = (T T d) = ().

Como T,I C (0, ], podemos repetir o argumento e concluir que
(1) = plTl) = p(T.21) = -
Por outro lado, se I é suficientemente pequeno, entao
I.T,I,T,7I,...

sao dois a dois disjuntos e portanto

> Tty = u(UTakl)
k>0 k>0
<1

— oI <1

k>0

3. 1 ={1}:

Assim, u([0,1]) = 0, contrariando o fato de p ser uma probabilidade. Veja que, com
apenas uma descontinuidade, as medidas invariantes desaparecem, o que mostra a sensi-

bilidade de existéncia dessas medidas.

O segundo exemplo retira a hipdtese de compacidade. Dado a € R, considere
R, : R — R definida por
Rurx=x4+a, VreR.

Seja u € Mg, (R). Se I é um intervalo de comprimento menor que «, entao

IR, R, %I, ...
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sao intervalos dois a dois disjuntos e dai, pelo mesmo argumento utilizado acima, obtemos

p(I) =0.

Como [ é arbitrario, concluimos que Mp_(R) = ().

Observe que a medida de Lebesgue A é invariante por R,, mas nao é uma
probabilidade. Por outro lado, podemos induzir R, no circulo S', chamada de rotacao,
e al A serd uma probabilidade invariante. Quando a € Q, todo ponto é peridédico e dai,
pela Subsecao anterior, cada um deles esté associado a uma medida invariante. Quando
a & Q, é possivel mostrar, utilizando a mesma idéia da prova do Teorema [I.2] que A é a

Unica probabilidade invariante por R,,.

1.3.3 Expansao Decimal

Uma das dreas da Teoria dos Nimeros que mais vem sendo pesquisada (seja pela necessi-
dade de maior precisao nos algoritmos computacionais ou simplesmente pela curiosidade
dos matemadticos) é a busca de propriedades interessantes dos nimeros reais, em parti-
cular de aproximagoes cada vez mais apuradas de nimeros relevantes. Por exemplo, de
tempos em tempos sao anunciadas aproximacoes maiores de w. Atualmente, a melhor

delas possui cerca de um trilhao de casas decimais (sic!).

Para melhor entender essas propriedades, vamos modelar a dinamica da ex-
pansao decimal. Considere R com a o-algebra de Borel e tome x € R. Como calculamos

a primeira casa decimal a; de 2? E simples: divida [0,1) em dez intervalos

kK k+1
A= |—, —— k=0,1,...,9.
k |:1O7 10 )7 077 a9
Entao
T =ap,a - <<= r—|z|]€ A,

Tudo bem. Ja temos um método de identificar a primeira casa decimal de x. E
as outras? Introduzimos uma transformagao f : [0,1) — [0,1) que “continua”o processo,
definida por

f(z) = 10x — | 10x].

Ela “continua”o processo porque se

r=0aas- -,
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entao
f(l‘) —_= 07 a2a3 o ..

e dai encontramos ay identificando em qual dos intervalos Ay, ..., Ag 0 nimero f(z) esta.

Procedendo dessa maneira, obtemos

r=0,a1a9 - a, -+ <= f"(z)€ A, Vn>1.

Grafico de f.

A transformagao f possui muitas medidas invariantes. De fato, o conjunto
dos pontos periédicos de f é denso em [0, 1) e, como visto anteriormente, cada um deles
suporta uma medida invariante definida por

R Y (R I a0

xT Y
n

onde f"(z) = z e 0, representa o delta de Dirac no ponto y € [0, 1). Tais medidas, porém,
nao enxergam nenhum outro ponto e portanto nada dizem a respeito da generalidade das

orbitas.

A medida de Lebesgue A é f-invariante, pois a imagem inversa de qualquer
intervalo I C [0, 1) é formada por dez intervalos, cada um medindo 1/10 do comprimento
de I. Pela Proposicao|1.1], isso garante a invariancia de A\. Agora sim: essa é uma medida

nao-atomica que enxerga todo o intervalo [0, 1).
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1.3.4 Transformacao de Gauss

Vamos mostrar que todo x € R tem uma expansao em fragoes continuas

1 .
xr = ap+ 1 = [G/O;a17a27-~-]7 (1)

R
ar+ ——

possivelmente finita, onde ag € Z e a; > 1, para todo ¢ > 1 em que a; estd bem-definido.
Se a expansao acima ¢ finita, entao x é racional. Por outro lado, se = é ra-
cional, o Algoritmo de Euclides garante que a sequéncia aq, as, ... de inteiros positivos é

estritamente decrescente e portanto finita. Assim,

Proposicao 1.3 A expansdao em fracoes continuas de x € R € finita se e somente se x é

racional.

E quando z ¢ R\Q: como obter (a,),>0? E claro que

ag = |z
e dai
x=ag+ by, by € [0, 1)\@
Entao
n 1 1 1
al = —
1 _
ay -+ X ao b[)
Como
1 <1
1 — 9
a9 + —
devemos ter .
-l
e portanto
= , by €]0,1 :
x Qo + a1 T bl 1 [ )\Q
Em geral, se ja temos definidos ag, ..., a, e
1
T =ag+ i , b, €]0,1\Q,
o+ g

+
an + by,



22

tomamos

Dessa forma,

T = Qo + 1 s bn+1 € [O, 1)\@

1

p + ———
Any1 + Ony1

Mostraremos mais adiante que se denotamos a fracao

1
[ao; ax, .. ., an) =G+ ——7
R —
S
aTL
chamada de n-ésima convergente de x, entao
r = lim [ag;ay,...,a,], (2)

n—+oo
ou seja, x ¢ igual ao limite de suas convergentes, o que justifica a notacao adotada em

(-

Assim, a dinamica das fragdes continuas é determinada pela sequéncia (b, ),>o,

cujo carater recursivo ¢ dado por

1 1 1
bp=———— = by=—— ||
Apy1 + Dngt 0, L J

Defini¢ao 1.3 A fun¢io G : [0,1) — [0,1) definida por

Glz) = é—H R
_ 0 C2=0

¢ chamada transformacao de Gauss e seu grdfico € dado pela figura abaixo.



23

Logo,

1

1
ol Erik

onde as reticéncias indicam que a soma se estende enquanto G"(x) > 0.

1 1
Dai, se J, = <k—+1’ E)’ entao

r = ag+ 1 — G"(z)€ J,,, Yn>1;G"(z) > 0. (3)

(4)

A importancia das fragdes continuas na Teoria dos Niimeros reside no seguinte
fato: se as convergentes sao escritas na forma irredutivel
Pn
[ao; a1 ... an] ==, mdc(pn, qn) =1,
dn
entao, dentre todas as fracoes com denominador no maximo ¢,, essa é a que melhor

aproxima z. Noutras palavras: se a,b € Z, 0 < b < q,, entao

A medida de Lebesgue A nao ¢é invariante por GG. De fato, se 0 < a < b < 1,
entao

6 e =U (55 7]

k>1
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e dai

NG (1) = }jA(( )

_ ;;(k+a )
- -0 gty

que em geral difere de b — a (tome, por exemplo, a = 0 e b = 1/2). Felizmente, G possui

uma probabilidade invariante u, equivalente a A, definida em cada boreliano A C [0, 1)

1 1
A) = d
mA) log2/Al+xx

Essa medida foi encontrada por Gauss em 1800 e por isso é chamada de medida de Gauss.

por

Ninguém sabe como Gauss a achou e sua descoberta ¢ ainda mais notavel se observarmos
que a Teoria Ergddica e a Teoria Moderna de Probabilidade desenvolveram-se apenas um

século depois!

Provemos a G-invariancia de pu. Temos

WG ([a,0))) = E:“(<E$6’E%3l)

= 10;2 ; [log (1 + k—i@) —log <1 + k%rb)}
= [Z(log(k +1+a)—log(k+a))

k>1

—> (log (k + 1 +b) — log (k + b))

k>1

_ 1022 log (1 + b) — log (1 + a)]

= l[a, b)).

1 1
/ —dr < L / ! dr < L / dx
log2 /42 log2 J4, 1+ log2 /4

Note que
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e portanto

1 1
. < <
gz A = pld) =

s M) )

Assim, se pu(A) = 0, o lado esquerdo de nos déd que A\(A) = 0 e, reciprocamente, se
A(A) = 0, o lado direito de dd que p(A) = 0. Isso mostra que as medidas p e A
sao equivalentes: elas possuem os mesmos conjuntos de medida nula. Para propriedades
q.t.p., elas podem ser consideradas iguais, pois os resultados obtidas a partir de uma

implicam resultados para a outra e vice-versa.

1.3.5 Difeomorfismos Lineares no Toro

Considere uma matriz A de dimensao 2 x 2, entradas inteiras e determinante 1. Podemos

ver A como uma transformagao linear

A R — R?
r — Ax

Essa transformagao preserva o reticulado de coordenadas inteiras, isto é,
Az € 7%, Yz € 72
Assim, se ~ é a relacao de equivaléncia definida por

T~y = z—yE€Z?

T? = R?*/ ~
é o toro bidimensional, quociente de R? por ~, entdao A induz uma transformacao

A:T? — T
Como A™! também tem entradas inteiras, o mesmo argumento nos dé a transformacao
A7 T2 — T2,

inversa de A.

Proposicao 1.4 Sejam X C R™ munido da o-dlgebra de Borel e f : X — X um difeo-
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morfismo tal que
det(Jf(z)) =+1, Vo € X,

onde Jf denota o Jacobiano de f. Entao a medida de Lebesque N\, em R™ € invariante

por f.
Prova. Como f é invertivel, a afirmacao da Proposicao equivale a
An(f(A)) = A(A), VAC X,

Pela Proposicao [1.1] a igualdade acima precisa ser verificada apenas para abertos. Pelo

Teorema de Mudanca de Varidveis, se A C X é aberto, entao

M(f(A) = /f e

- / [ det( f(x))|dA,

= /d)\n
A

= M\(A4),
o que conclui a prova. [ |

Logo, a medida de Lebesgue Ao = A x A em R? ¢ invariante por A. Dalf,
se ™ : R? — T? é a projecao canonica de ~, podemos induzir uma medida Xy em T?

invariante por A, definida por
Aa(A) = Xo(m7H(A) N [0, 1]%).

O caso que mais aparece na literatura é

A:Ql,
11

que induz a transformacao A chamada de difeomorfismo de Thom-Anosov. Seus autova-
lores tém moédulo diferente de 1 e portanto existe uma direcao de expansao e outra de

contracao. Quando isso ocorre, dizemos que o difeomorfismo é de Anosov.
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[S S

1.4 O Teorema de Recorréncia de Poincaré

Definicao 1.4 Dadas uma transformacao mensurdvel T' : X — X e um subconjunto A
de X, dizemos que um ponto x € A € recorrente com respeito a A se existir n > 0 tal que
Trx € A.

Teorema 1.6 (Recorréncia de Poincaré) Sejam T : X — X wma transformagao
mensurdvel e p € Mrp(X). Se A C X € um conjunto mensurdvel com medida posi-

tiva, entao quase todo ponto de A € recorrente com respeito a A.

Prova. Um ponto x € A nao retorna para A se e somente se nao pertence a uniao

U T %A,

k>1

Assim, o conjunto dos pontos nao-recorrentes com respeito a A é igual a

B=A\|JT7*A
k>1
Note que
T"B=T"A\| JT*FACT ™A,
k>n
e esse ultimo é disjunto de B. Dai, B,T-'B,T~2B, ... sao dois a dois disjuntos e por-

tanto, como p(X) < +o00, concluimos que pu(B) = 0. |



28

Corolario 1.1 Nas condigoes do Teorema quase todo ponto de A retorna para A

infinitas vezes.

Demonstracgao. Seja
By = {z € A|z possui exatamente k iterados em A}.

Queremos mostrar que pu(Ug>1Bg) = 0, 0 que é o mesmo que p(By) = 0, para todo k& > 1.
Por absurdo, se pu(By) > 0 para algum k > 1, o teorema anterior garante a existéncia de
xr € By en > 1 tais que

T"x € By,

e dai T"x possui exatamete k iterados em A. Ora, mas entao x possui k + 1 iterados em

A, contrariando o fato de x estar em Bj. [ |

Corolario 1.2 Nas condi¢oes do Teorema[1.0, existe um inteiro n > 1 tal que
w(ANT™A) > 0.

Demonstragao. Como

d wANTA) = p (A nJ T‘”A)

n>1 n>1
= wA\B)
= p(A)
alguma das parcelas u(ANT-"A) é positiva. [ |

Vamos aplicar os resultados acima a exemplos da secao anterior.

Proposicao 1.5 Quase todo niimero contendo o algarismo 7 em sua representacao deci-

mal contém esse algarismo infinitas vezes.
Prova. Com a notacao da Subsecao Expansao Decimal, temos, do Teorema de Re-
corréncia de Poincaré, que A\-q.t.p. x € A; retorna infinitas vezes para A; o que, noutras

palavras, é o que queremos. [ |

Observacgao. O mesmo vale para uma combinacao de algarismos axay1 - - - a, de tama-



29
nho arbitrario.

Assim, o conjunto
B ={x €[0,1) |7 aparece na representacao decimal de x}

possui um subconjunto C' tal que A\(B\C') = 0 e todo z € C' contém 7 em sua representacao
decimal infinitas vezes. Se mostrarmos que B tem medida total, entao o mesmo ocorrera

para C'. Para isso, considere, para cada natural n, o conjunto
B, = {x = 0.a1a3--- |n é o menor natural k tal que a, = 7}.

Entao B é a uniao disjunta dos B,, e
O Bl == A7.
o By é a uniao de 9 intervalos, cada um medindo 1/100.

Por inducao, B, ¢ a uniao de 9"~! intervalos, cada um medindo 10~". Assim,

/\(B> = Z)\(Bn)

n>1
1 9 gn-t
119 92
- 1_0{1_0+1_02+ ]
1 1
- 57
10
= 1.

Isso prova o

Corolario 1.3 Quase todo numero possui o algarismo 7 em sua representacdao decimal

infinitas vezes.

Cabe agora perguntar com qual frequéncia essa repeticao ocorre. E qual das
situagoes mais ocorre: um numero ter uma distribuicao homogénea dos algarismos ou
nao. Isso sera respondido no préoximo capitulo, quando mostraremos que A é uma medida

ergédica para f.
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Temos um resultado semelhante para a transformacao de Gauss. Abaixo, uti-

lizamos a notacao da Subsegao correspondente.

Proposicao 1.6 Dado um inteiro positivo a > 1, A\-q.t.p. = € R tal que a,,(z) = a para

algum ng > 1 satisfaz a,(x) = a para infinitos indices n > 1.

Prova. De (3), an,(z) = a se e somente se x € G="(J,). Pelo Teorema de Recorréncia
de Poincaré, u-q.t.p. x € G7"°(J,) retorna para G~"°(.J,) infinitas vezes. Para cada um

desses retornos, temos
G™(z) € GT(J,) = € G MM(]) = aim(T) = a,

provando que a aparece infinitas vezes na expansao em fragoes continuas de x. Como p e

A sao equivalentes, a mesma conclusao vale para A. [ |
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2 TEOREMAS ERGODICOS

Nesse capitulo, discutiremos dois resultados importantes da Teoria Ergddica.

Sabemos que, pelo Corolario [1.3] existem conjuntos Cy, C4, ..., Cy tais que
ACo) = A(C1) =+ =A(Cy) =1

e que todo numero em C} possui o algarismo k em sua representacao decimal infinitas

C= () G

0<k<9

vezes. Assim, a intersecao

¢ um conjunto de medida total com respeito a Lebesgue e a representacao decimal de
qualquer dos seus elementos possui repeticoes infinitas de todos os algarismos, o que nos
da uma boa resposta qualitativa ao problema. A pergunta natural que surge é: quanti-
tativamente, o que ocorre? Mais especificamente, gostariamos de saber se as frequéncias
desses algarismos sao todas iguais. Isso de fato ocorre, conforme veremos nas proximas
secoes. A ferramenta usada serda o Teorema Ergddico de Birkhoff, provado em 1931, que

dé condigoes para uma medida ser ergddica, conceito que sera explicado mais adiante.

Historicamente, a idéia de ergodicidade surgiu da Hipotese Ergodica de Boltz-
mann. Era esperado que qualquer ponto representando o estado de um sistema fisico
visitasse toda a sua hipersuperficie de energia constante do espaco de fase de uma ma-
neira equidistribuida. Boltzmann conjecturou mais: que a dérbita desse ponto passava
por todos os outros pontos da hipersuperficie. Nao se demorou a perceber, com o ad-
vento da Teoria da Medida por Carathéodory, que isso era impossivel, visto que a érbita
de um ponto, sendo enumeravel, tem medida nula e 0 mesmo nao ocorre em geral com
as hipersuperficies. Foi entao proposta uma hipdtese mais fraca, chamada de Hipdtese
Quasi-FErgodica, de que cada orbita é densa em sua hipersuperficie de nivel com respeito
a funcao energia do sistema. Infelizmente, essa condigao nao mais garante a meta inicial

de que as médias temporal e espacial coincidissem.

Definiremos o que é uma medida ergddica e daremos condigoes simples equi-
valentes entre si para que uma medida seja ergddica. Apds estabelecidos esses resultados,

faremos algumas aplicagoes aos exemplos do capitulo anterior.
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2.1 O Teorema Ergdédico Médio

No que se segue, escreveremos LP para representar o espago vetorial normado LP(X, B, 1)

das funcoes mensuraveis f : X — C que satisfazem

1l = (/|f\pdu>p < 400,

Teorema 2.1 (Ergédico Médio) Sejam T : X — X wuma transformagao mensurdvel e

€ My (X). Para cada f € L?, existe uma funcdo fe L2 para a qual a sequéncia
14
1 n—1
Sn(f) =— k
(F)=—> foT
k=1
converge para f na norma L*.

Noutras palavras, a média temporal por f da trajetéria por T' de qualquer ponto de X se

estabiliza.
A prova consiste em analisar o operador U : L? — L? definido por
Uf=foT.
Note que, da p-invariancia de T' e da proposigao [1.2] temos

IUf,2 = IfoTl,”
= /(foT)Qdu

= [ e

e portanto U é um operador unitério (bem-definido) em L?. Em termos de U, o teorema

acima é equivalente & existéncia em L? do limite

n—oo N,

n—1

1 -

lim = U*f=f.
i=0

Provaremos mais: qualquer contracao fraca em um espaco de Hilbert satisfaz a igualdade
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acima. Como L2, dotado do produto interno

(f.9) = / fadu, Vf.ge L2,

¢ de Hilbert e U ¢é unitério, o resultado seguira.

Sejam H um espaco de Hilbert e U : H — H um operador linear. Considere o
conjunto

M=A{feH|Uf=T[},

formado pelos pontos fixos de U. M é um subespaco vetorial de H, pois se f,g € M e «

é um escalar, entao
Ulf+g) = Uf+Ug
Ula-f) = a-Uf.

Teorema 2.2 Sejam H um espaco de Hilbert e U : H — H um operador linear tal que
IUSIF< WAL, v en.

Se P:H — M é a projecao ortogonal de H em M, entao

Sn(f):%nizﬂffﬁpf, VeI
=0

Prova.

Daqui em diante, sempre que nao houver confusao, escreveremos .S, para re-
presentar S,,(f). Seja (+,-) o produto interno de H. Note que U* também é uma contragao

fraca, pois

U fI* = U £,Uf) = (UU £ ) < NOUF A< - DAL

e dafl

U < (IfIF, Y f € H.
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Em particular,
Uf=f < Uf=/], (6)
uma vez que, se Uf = f, entao

f=US f=Uf)

L) = (LU = WU )+ U L,UT)
LD =W = (LU + U fUTf)
L) =250+ (f. f)

If=UfI> =

[ VAN | I
o

e 0 mesmo vale se supusermos que U* f = f.
Seja N C H o subespago fechado gerado pelos elementos da forma g — Ug,
g € H. Afirmamos que N+ = M. Para isso, seja f € N't. Temos

0=(f,9-Ug)=(f,9) = (f,Ug)=(f,9) = (U f,9)=(f =U"f,9)

Como g € H ¢ arbitréario, temos U*f = f e de |§| segue que Uf = f. Assim, Nt C M.
Reciprocamente, se f € M, entao U*f = f, donde

(f,g—Ug)=(f-U'f9)=0 = feN",

o que estabelece a inclusao reversa.
A prova da convergencia se divide em trés casos:
Caso 1. f =g —Ug, para algum g € H.

Temos Pf =0e
1Sl = —

Z UkJrl

1 n
= —|lg—=U"y|
n

1
< (gl +1T"gl)

9
< —llgll ,
n

e essa ultima expressao converge a zero quando n — oo.
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Caso 2. f e N.

Novamente, Pf = 0. Seja f; = g; — Ug;, © > 1, uma sequéncia convergindo

para f. Entao

1Sa(OI = 118a(f = fi) + Sulf)l < [1Sa(f = £l + 11Sa(f)ll -

Dado € > 0, tome ¢ > 1 tal que ||f — fil| < /2 eng > 1 tal que ||S,(f:)|| < €/2 para todo

n > ng. Dali,

1 n—1 1 n—1 c
1Sn(f = fi)ll < EZ”Uk(f—fz)H < EZ”f_f’” < 5
k=0 k=0

donde

€ €

ISl <=4+ ==¢, ¥Yn>no.

2 2

Caso 3. f € H arbitrario.
Como S, (Pf)=Pfe f—PfeN, temos
1S:(f) = Pfll = 1Su(f = P — 0

pelo caso anterior, o que conclui a prova. [ |

2.2 O Teorema Ergoddico de Birkhoff para Transformacoes

O Teorema Ergédico Médio pode ser refinado para funcoes em L', porém com argumentos
mais elaborados, uma vez que L' nao é um espaco de Hilbert. Esse é o Teorema Ergédico
de Birkhoff.

Quando nao houver risco de confusao, denotaremos por S,(x) a fungao S, (f)

aplicada em z. Defina f*: X — C por

f*(x) = sup S, (x).

n>1

E ébvio que f nao é necessariamente positiva quando f* é. Vale, porém, o seguinte
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Teorema 2.3 (Ergédico Maximal) Se f € L', entdo

/ fdp > 0.
{f*>0}

Prova. Para que f*(z) seja positivo, é necessdria e suficiente a existéncia de um natural

minimo n > 1 para o qual
f@)+ f(Tx)+ -+ f(T" 'z) > 0.
Entao {f* > 0} é a uniao disjunta dos conjuntos

B, = {zeX|f(z)>0}
By = {reX|f(z) <0, f(x)+ f(Tx) >0}

B, = {z€X|flx)<0,....f(z)+ -+ f(T" %) <0,
f(@) 4+ (T z) > 0}

O teorema estara provado se mostrarmos que

/ Fdp >0,
B1U---UBp,

pois daf uma aplicagdo do Teorema da Convergéncia Dominada a familia (f,) definida

por f, = xB,u-uB, [ garantird que

/ fdp = lim </ fd,u) > 0.
{f*>0} "= \JBU--UB,

O problema é que nao se tem necessariamente a desigualdade | By fdu > 0.
O que faremos, entao, é decompor By U ---U B, em uma uniao disjunta de conjuntos
Ci,...,C,, onde cada C}% é a uniao de iterados disjuntos de um subconjunto de By,
digamos
Cv=DB,UTB,U---UT !B, B, C B,
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pois dai

k—1
Ay = d
Ckf m ; TZ_B;Cf u
k—1 '
=y fa((T*)sp)

i—0 Y T'Bj,

k—1
- (f o T)d

= [ FTeT e foT Yy
5

0,

v

uma vez que o integrando acima é positivo em By, O By

Antes de construirmos a decomposicao, vejamos duas propriedades da familia
(Bg)-

Afirmacao 1. Dados 1 < i < j, tem-se
T'B; C ByU---UB;j_;.

De fato, se z € B;, entao

e portanto

f(T2) + f(T ')+ -+ f(T7 ') > 0
— f(T'2) + f(TT'z) + -+ (T 'T'z) > 0,

ou seja, T'x € By, para algum 1 <k < j — .
Afirmacao 2. Os conjuntos By, T By, ..., T 1By, sao dois a dois disjuntos.

Por contradicio, se existissem 0 < i < j < k — 1 tais que T°B, N T By, # 0,
terfamos B, NT7 "By, # 0, o que contraria a Afirmagao 1, pois 7V""By, C ByU---UBj_j,

e essa ultima uniao é disjunta de Bj.

Agora estamos prontos para construir a decomposicao procurada. Daremos

uma interpretacao geométrica da dinamica dos conjuntos By, B, . .. para clarificar a idéia.
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Andar n
Andarn —1 m

Andar 3 [ B J
Andar 2 | B |
Andar 1 l B, l

Considere uma torre na qual o andar j representa o conjunto B;. A aplicacao
T é o elevador da torre no seguinte sentido: em cada movimento, o elevador desce pelo
menos um andar. Dessa forma, T"B; estd contido na unido dos andares 1,2,...,j — 1,
que é a afirmagao 1. O elevador também nao passa pelo mesmo lugar duas vezes, que é a

afirmagao 2. Com essa analogia, tome
B, =B,, C,=B ,UTB,U---UT" 'B..
Note que C), esta contido em B; U ---U B,,. Defina

B, ,=B,,\C,, C,1=B, UTB,_,U---UT"*DB!

n—1

isto é, B!, é a parte do (n — 1)-ésimo andar que nao foi coberta por C,. Dai, C,_;
esta contido em By U---UB,_1e C,_1UC, D B,_1 UB,. Procedendo dessa maneira,

definimos
B, = B\(Cr1U---UC,), Cp=DB,UTB,U---UT'B, 1<k<n.

Os conjuntos C,...,C, cobrem By U---U B, e, de fato, sao disjuntos dois a dois, uma
vez que se tivéssemos C; N C; # (), entao um iterado de B} intersectaria Bj ou vice-versa,

o que contraria a defini¢do de By, ..., B},. Isso conclui a prova. [ |

Corolario 2.1

/ fdp > 0.
{/+20}
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Demonstragao. Dado ¢ > 0, temos (f + )" = f* + ¢, e dai

0 < / (f +e)du
{(f+e)*>0}

= [ pdureutis > <)
{f*>—¢}

— fdu > —c.
{fr>—c}

O resultado segue fazendo ¢, = 1/n — 0 e aplicando o Teorema da Convergéncia Domi-

nada a sequéncia de fungoes (X{f*>fl/n}f>n21- |
Corolario 2.2 Dado o € R, tem-se
| gduzar > ap.
{f*>a}

Demonstracgao. Seja g = f — a. Entao

0 < / gdp
{g*>0}

= [ -
{f*>a}

~ [ rw-asulir>ap
{f*>a}
= fdp > a-u({f* > a}).
{f*>a}

Definicao 2.1 Dizemos que uma funcao f : X — C € invariante com respeito a T ou

simplesmente invariante se

f(Tx) = f(x), para p-q.t.p. € X.

Diremos que f € constante se o for em um conjunto de medida total.

Teorema 2.4 (Ergédico de Birkhoff) Sejam T : X — X uma transformagao men-
surdvel e p € Mrp(X). Para cada f € L', temos:
(i) im0 2 3020 F(TF2) = f(x) existe q.t.p. com respeito a pu.
(i1) f € invariante com respeito a T'.
(i) f e L1, com || ] <11,
(iv) %Zz;éfOTk — f em L.
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(v) Se A € um subconjunto mensurdvel de X tal que T™'A = A, entdo

/Afduz/Afdu-

Prova. (i) Defina, para cada o, 8 € R, a < 3, o conjunto

E.p={2x € X|liminf 5, (z) < o < f < limsup S, (z)}.
n—o0

n—oo

Entao E, s ¢ um subconjunto T-invariante de {f* > §}, pois

liminf S, (Tz) = liminf S, (z) e limsupS,(Tz) = limsup S, (x).

n—00 n—00 n—00 n—00

Como
{z € X | S,(z) ndo converge} C U Ea s,
a,B€Q
¢ suficiente mostrar que p(E,3) = 0. Isso decorrerd de duas aplicagbes do Teorema

Ergédico Maximal. A primeira é clara, uma vez que E, 3 ¢ um conjunto invariante tal

que f* > 3, e dai

[ tdw = 5euEa). o
Eap
Para a outra, note que E, 3 C {(—f)* > —a}, pois se x € E, 3, entao existe n > 1 para
o qual

1

Sf@) e+ [T ) < a
ou seja

* 1 n—
(=) (@) = ~(=/)(@) + -+ (=N(T"'2)) > —a

Assim,

/ (=fdp > —a-p(Eap)
Eop
—  aulBas) = [ fin
Eop
o que, juntamente com a desigualdade [7, nos dd que

B 1(Eap) < [E fdp < o p(Eap).
a,B

Como f > a, concluimos que pu(E, 3) = 0.

(ii) Claro.
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(iii) Pelo Lema de Fatou, temos

/\fldu = /
1n71
= lim |— T d
[ 3o an

1n71

. . - k

hggolf/‘nkz:ofOT
1n71

liminf [ — T d

im /Z’f [ dn

o 1 e
= timinf (I}, + 1f o Tl + -+ [[f o T*'|,)

= liminf [| /],

= £l

n—oo M,

n—1
1
lim — Zf o TF| du
k=0

IN

dp

IN

onde na peniltima igualdade aplicamos a Proposicao [1.2]

(iv) Se f é limitada, entao
1 n—1
[Sn(2)] < EZ [F(T" )] < 1 fll
k=0

e dai, do Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos que S,, — f em L'

Se f nao ¢ limitada, tome g € L™ tal que ||g — f]|; < &/3. Temos

Sulf) = f

IN

I15a(f = )l + 15a(9) = 3l + |l = |
1 = gl + 1Su(9) = 3l + llg = /1 -

IN

Assim, se ng > 1 é tal que
. €
||Sn(g) - g”l < 57 vn > Ny,

obtemos

< [[f =glly + 1Su(9) = all, + llg — fl
< €+€+€

3733
£,
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isto é,
|su) - le <e
(v)
[ i [ G| = | [ st~ [ jan
A A A A
A
= s, — ~‘ :
‘ n=f L1(A)
e essa ultima norma converge para zero, pelo item anterior. [ |
Quando T ¢ invertivel, podemos falar nas médias temporais para frente e para
tras:

n

Fro) = Jim 23 (70T

n

Fo) = Jim 23 (7eT)a)

E claro que ambas sao invariantes por f. Além disso, elas sao iguais, conforme o

Corolario 2.3 Se, nas condigoes do Teorema T € invertivel, entio f*(z) e f~(x)

existem e coincidem em p-quase todo ponto x € X.

Demonstragdo. A existéncia de f+, f~ € L' decorre do Teorema Ergédico de Birkhoff

aplicado a T' e T—!. Considere, para cada € > 0, o conjunto T-invariante
Af = {r e X|F*@) 2 J- (o) + <},
Entao

frdp > /A+ frdp+e - p(AD). (8)

AL

Por outro lado, do Teorema , item (v), temos

/f*duz/ fdp=[ fdp.
A AF At
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Substituindo a igualdade acima em , concluimos que

/ frdu
At

/ frdp+e- p(A)
At
+

— nAZ) = 0.

v

Analogamente, o conjunto
A ={r e X|f (2) 2 fH(a) +¢}
tem medida nula e portanto o mesmo vale para o conjunto

freX |+ F @y = (4, u4,,).

n>1

2.3 Ergodicidade

As idéias qualitativas até aqui investigadas nos levam a uma abordagem quantitativa das
transformacoes: pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré, sob a acao de uma trans-
formacao que preserva uma medida finita, quase todo ponto de um conjunto de medida

positiva retorna a ele infinitas vezes. Queremos investigar as frequéncias de retorno.

Mais especificamente, dados A C X mensuravel e x € X, sejam

L {o<i<n—1|Tz € A}
n

To(A, )
o tempo médio de permanéncia de x em A nos n primeiros iterados e
T(A,z) = lim 7,(A, z)
n—0o0

o tempo médio de permanéncia de x em A. A hipétese ergddica de Boltzmann afirmava

que
(4, 2) = p(A)

para p-quase todo estado inicial x € X, isto é, que, na média, as trajetorias de “todos”

os pontos eram bem distribuidas.

Em termos do Teorema Ergddico de Birkhoft, a hipdtese ergdédica de Boltzmann
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pode ser formulada pelas igualdades
_ 1 n—1
f(xr) = lim — kax:/fdu
0= Ju 23050 = |
para p-quase todo ponto x € X.
Sejam T : X — X, onde X é um espago de medida, e € Mrp(X).

Definicao 2.2 Um conjunto mensurdvel A C X € invariante com respeito a T se
T'A=A.
Quando nao houver confusao, diremos simplesmente que A € invariante.

Existem casos em que um conjunto nio ¢ invariante mas T 'A e A se relaci-
onam por uma inclusao, digamos 7~'A C A. Obviamente, A nao ¢ invariante, mas tudo
funciona como se fosse, pois ele difere de um conjunto genuinamente invariante por um

conjunto de medida nula, como mostraremos abaixo.

Pela invariancia da medida, temos
p(A\TA) = p(A) — u(T71A) =0
e 0 mesmo vale para os seus iterados:
(T FA\T- D A) =0, VE>0.

Como
AQTflAQ...QT*nAQTfnflAQ___’

o conjunto
A=(T7"A

k>0
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é T-invariante. Mais ainda: ele difere de A por um conjunto de medida nula, pois

ANA = A\ (774
k>0
= J@r+ta

= Ja@*rar+a).

k>0

Assim, A herda todas as propriedades métricas provenientes da invariancia de A. O

mesmo vale se tivermos A C T~'A. Nesse caso, a cadeia
ACTTAC...CTT"ACT ™ tAC ...

nos induz a definir
A= Jr*A
£>0

Dali,

A = UT*’“A
k>0

= AU(T'A\A) U (T2A\T'A)U---

que difere de A por uma uniao enumeravel de conjuntos de medida nula.
Com essas observagoes, conjuntos “quase”’-invariantes sao, em termos de me-

dida, invariantes.

Defini¢ao 2.3 Sejam T : X — X mensurdvel e p € Mp(X). Dizemos que p € uma

medida ergodica se todo conjunto invariante por T tiver medida O ou 1.

Teorema 2.5 Dadas T : X — X mensurdvel e i € Mp(X), sao equivalentes:
(i) u € uma medida ergddica.
(i) Toda fung¢do invariante por T € constante.
(111) A média temporal de qualquer f € L' é igual a sua média espacial em pu-q.t.p.
reX:
1

n—1
f(z) = lim Zf(Tkx) :/ fdu, p-qtp. veX.
k=0 X

n—oo 1

(iv) Para qualquer A C X mensurdvel, temos

T(A x) = p(A), p-qtp. x e X.
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Prova. (i) = (ii). Seja r € R. O conjunto mensurével
A, ={z e X|f(z)>r}

¢ invariante, devido a invariancia de f. Assim, p(A,) = 0 ou u(A,) = 1, ou seja, f é

constante.

(ii) = (iii). Pelo Teorema Ergédico de Birkhoff (item (ii)), f é invariante e portanto

constante. Ainda do referido teorema (item (v)), obtemos que

fa)= [ Fan= [ fan — f)= [ san
X X X
(iii) = (iv). Obvio.
(iv) = (i). Se A é invariante, entao y4 0T = xr-14 = X4, € dai
Xa = Xa=pu(A),

o que por sua vez mostra que u(A) =0 ou 1. [ |

Vale observar que, quando 7' é invertivel, entao

f*(fv)Z/deuzf‘(l‘), p-qtp. x e X

para toda medida ergddica pu.

2.4 Exemplos de Medidas Ergddicas
2.4.1 Rotacao Irracional

Vamos mostrar que, se « ¢ irracional, entao a medida de Lebesgue A\ é ergddica para a
rotacao
R, : St — st
r — T+«
Seja f € L? uma funcao invariante por R,. Se
+oo

f(fl?) _ Z a, - 627rinz

—00
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é a sua série de Fourier, entao

.T—FO{ 2 a, - e27rzn T+a) E ane 2mina 627rznx

e dai

an = a ™" Yn e Z.

Como « ¢ irracional, temos

627rina 7& 17 Vn 7& 0’

e portanto f = ay.

2.4.2 Expansao Decimal

Seja f : [0,1) — [0,1) a transformagdo de expansdo decimal, definida na Segao [1.3] Va-
mos mostrar que A é ergddica com respeito a f. Para isso, seja A C [0,1) um boreliano

f-invariante tal que A(A) > 0.

Teorema 2.6 (Derivacao de Lebesgue) Se A C R"™ é wm boreliano, entao para \-

qg.t.p. x € R™ o limite
. ABr(z)NA)
lim 222/ - )
750 A(B, (1))

existe e vale 0 sex ¢ A el sex € A.
Observagao. B,(x) denota a bola euclidiana de centro x € R™ e raio r > 0.

Dai, existem x € A e intervalos I C [0, 1) contendo x tais que

o AN A)

Vi B (9)

Por outro lado, f tem derivada constante e maior que 1, o que garante dois fatos:

(i) Dado um intervalo I C [0,1), existe n > 0 tal que

f(1) = [0,1).

(ii) Dados intervalos I, J C [0, 1), temos
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Facamos algumas observacoes. Por f ter derivada maior que 1, um intervalo
I eventualmente cobre [0,1). (ii), por outro lado, nos diz que os intervalos crescem numa
proporc¢ao constante. Esse é um caso particular do que chamamos de distor¢ao limitada,
situagdo em que a medida de Lebesgue A (que possivelmente nao é f-invariante) tem um
comportamento controlado nos quocientes acima. Aplicaremos essa idéia novamente no

préximo exemplo.

Voltemos ao que queremos: por aproximagao, (ii) vale para quaisquer borelia-
nos I,J C [0,1). Tomando, para cada k > 1, um inteiro ny > 0 tal que f™(I;) = [0, 1),

obtemos

ALNA) AU () N ™ (4))
A(Ix) A (1))
A([0,1) N A)
A([0,1))
— AA).

Tomando o limite quando k — 400, concluimos de ([9) que A(A) = 1.

Definicao 2.4 Dizemos que x € R ¢ balanceado se todo digito 0,1,...,9 aparece com a

mesma frequéncia em sua expansao decimal.

Em termos da notacao ja introduzida, x é balanceado se e somente se

1
10
E facil dar exemplos de numeros balanceados. Por outro lado, é dificil dizer se
um dado numero é balanceado ou nao. Por exemplo, até hoje nao se sabe se m é balan-

ceado ou nao.

Proposicao 2.1 O conjunto dos nimeros x € R ndao-balanceados tem medida de Lebes-

gue nula.

Prova. Podemos desconsiderar a parte inteira de x e supor que x € [0,1). Como \ é
ergédica para f, o conjunto

1

o= {r o) = 1)
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é um boreliano de medida de Lebesgue total e portanto o mesmo vale para o conjunto

B=DByNBiN---N By

dos nuiimeros balanceados. [ |

2.4.3 Transformacao de Gauss

Vamos mostrar que a medida

1 1
'LL(A):logQ/Al—I—xdx? VA e B,

é ergddica para a transformacao de Gauss GG. Como u é equivalente a medida de Lebesgue

A, queremos mostrar que todo conjunto A C [0,1) tal que G™!(A) = A satisfaz
A(A)=0ou 1.

Para isso, vamos analisar mais a fundo a dinamica da expansao em fracoes
continuas e das convergentes. Utilizaremos a notacao
) 1
[al,...,an]:—l .
R

Qn

Seja SL(2,Z) o conjunto das matrizes 2 x 2 de entradas inteiras e determinante

+1. Para cada
= ( a b )
c d

em SL(2,Z), considere a transformacao ®(A) : RU {oco} — R U {oo} definida por

ar + b
O(A)(r)=—— , Ve e RU{0}.
() = 22 oo}
Essas sao as chamadas transformacoes de Mdbius e nos serao uteis para representar as

convergentes.

E facil verificar que ®(A)o®(B) = ®(AB), ou seja, a aplicacio acima definida
¢ um homomorfismo de grupos entre SL(2,7Z), munida da operagdo de multiplicacao de
matrizes, e o espaco de endomorfismos de RU{oo}, munido da operacao de composicao de
fungoes. A partir de agora, por simplicidade de notagao, A e (A) serao ambos denotados

por A, ficando subentendido quando estamos considerando a matriz ou a transformacao.
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Por exemplo, se estivermos tratando das transformacoes, entao AB representara a com-
posigao ®(A) o ®(B).

Dado z = [ay, as, .. .|, defina, para cada n > 1, matrizes

1
An:<0 > o Mn:Al---An:<Tn pn>’
1 a, Sn qn

onde 71, Sn, Pn, @n € Z. Entao

1
A,(0) = —
0 = -
1 1
An—lAn(O) - An—l (_) =
n Ap—1 + —
anp
M'n,<0) — [ala 7a/n]
e portanto
lai, ..., an) =D
dn

O legal é que a representagao acima ja é a irredutivell Mais ainda, r,, S,, Pn, ¢n gozam de

varias propriedades interessantes, conforme veremos abaixo.

Pela recursividade

n DPn o Tn—1 Pn—1 0 1
Sn Qn Sp—1 Qn—1 1 Qp, 7

temos, para todo n > 2, as igualdades

'n = Pn-1
S = _
(*) n Gn-1
Pn = Tp—1+ GuPp—1
dn = Snpn—1 + Anp4n—1 -

As duas primeiras igualdades nos dao
Mn _ Pn—1 Pn
gn—1 Qn

Pn—19n — PnQn—1 = det(Mn) = Hdet<A%) = (_1)71
=1

e dai
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Em particular, mdc(p,, ¢,) = 1. Além disso, se definirmos
P-1=1,p=0,¢1=0,q=1,
e substituirmos as duas primeiras relagoes de (x) nas duas ultimas, obtemos

(%) {p” R VI

Gn = Qn-10p + Gn_2

Otimo, ja sabemos representar as convergentes em funcao das transformagoes

de Mo6bius. Pelo mesmo argumento utilizado acima, mostramos que se

1
A = 0 ,
1 a,+b,

x = (M,-147)(0),

n—2 Pn— 0 1
R Pn—2 Pn—1 (0)
gn—2 Q4n-1 1 Qp, + bn
_ ( Prn—1 Pn—2 + pn—l(an + bn) )

dn—1 Q4n—2 + Qn—l<an + bn)

onde b, = G™(z), entdo

ou seja,

(0)

Pn—2 + pn—l(an + bn)
Gn—2 + qnfl(an + bn)

pn—lbn +pn
Qn—lbn + Adn ’

onde na dltima igualdade utilizamos (k).

Proposicao 2.2 Na notagao acima, temos

. DPn
r= lim —-
n—-400 Qn

Prova. O resultado é claro se x € Q. Se z € Q, existem infinitos indices n > 1 tais que
a, > 0. Dai

lim p, = lim ¢, =+
n—-+00 n——+00
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e portanto, como b, € (0, 1), obtemos

pn—lbn _I_pn . &

‘ Pn
r——
qn—1 bn Gn dn

4n

bn |Pr—1¢n — PnGn-1]
QH(qnflbn + qn)

bn
Qn(Qn—lbn + qn)

1
S

estabelecendo o resultado. [ |

Considere agora, para cada n > 1, a particao de [0, 1) definida por

Prn = {Jar,..an) = (a1, ... san + 1], [ar, ... az]) |(a1,...,a,) € Z"}.

Cada um desses intervalos representa o conjunto dos numeros em [0,1) cuja n-ésima

convergente é igual a [ay,...,a,]. A aplica¢do
G(al,...,an) - Gn|J(a1 : J(al,...,an) — (07 1)

¢ um difeomorfismo e portanto

G_n<(a7 b)) N J(al,.,.,an) = (G(al,.,.,an)71<a>, G(ah,,,’an)il(b)), sené par

(10)
= (G(m,...,an)_l(b), G(ah,,,,an)_l(a)), se n ¢ fmpar,
pois GG reverte a orientacao. Por outro lado,
G(lar,...,an + a]) = [ag,...,a, + a,
de modo que
Glor,n (@) = a1+ a] = PO (1)

Assim, G™"((a, b)) N J(a,,....a,) € um intervalo aberto com extremos

Pn—-10 + Pn e pn—lb + Pn .
gn—10 + dn Qn—lb + dn
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A partir dessa caracterizacao, temos a

Proposicao 2.3 Nas condigoes acima, valem as desigualdades

%.A«a, b)) <« 7 Wl e, < 2 \((a,b)).

Prova. De e , temos

Prn-10 + Pn N pn—lb + Pn
Gn—10 + Gn qn—lb + qn

-----

|(b B a)(annfl - pnflc_In)’
(Qn—la + Qn)(Qn—lb + qn)

b—a
(anla + Qn)(QHflb + QH)

Jas,....an) ¢ um intervalo aberto de extremos M, (0) e M,(1), cujo comprimento ¢ igual a
Pn—1 + Pn Pn
>\ Ja ey Opy — - — —
( (01 )> qnfl—’_Qn an
— |pn—1qn + Pndn — PnQn—-1 — ann|
Qn(Qn—l + Qn>
_ 1
qn(Qn—l + Qn)
Assim,
b—a
AMET(@,0) 0 Tara) (@010 + G0) (@ 1b + G0)
A(a, b)) - )‘(J(th ----- an)) (b—a)- 1

Qn(Qn—l + Qn)

Qn(anl + Qn)
(anla + Qn)(anlb + Qn)

e essa ultima fracao satisfaz

n n n— _'_ n n— + n
q _ @n(Gn-1 + Gn) _ it _
dn—1 + dn (Qn—la + Qn)(Qn—lb + Qn) dn

! < 2
2 )

pois 0 < a,b < 1. |
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Corolario 2.4 Para todo boreliano A C [0, 1), temos

ST )N s w) _ 2A(A). (12)

Demonstragao. Da Proposicao anterior e da aditividade de A, as desigualdades valem
quando A é a uniao disjunta de intervalos. No caso geral, aproximamos A por unioes

disjuntas A,, de intervalos, aplicamos o resultado para cada A, e tomamos o limite. W
Proposicao 2.4 A medida de Gauss pu € ergédica para a transformacao de Gauss G.

Prova. Como afirmado no inicio da subsegao, queremos mostrar que se G71(A) = A,
entao

A(A) =0ou 1.

Por absurdo, suponha que 0 < A(A) < 1. Pelo Teorema de Derivacao de Lebesgue, existe
um ponto

r=lai,as,...] €A
de densidade positiva, isto é,

lim AMAN(x —e,2+¢))
e—=0 2e

Em particular,

Mas, pelo Corolario anterior,

>
M (ar,oeman)) 2
MGT(AY)YN Jiay.a A(AC
o MG O ) AAY)
n—-+00 )\(J(al 77777 an)) 2
e essa ultima fracao é positiva, absurdo. Isso conclui a prova. [ |

Da mesma maneira feita na Proposigao temos o
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Corolario 2.5 Para quase todo nimero x € R, a frequéncia de todo natural k na repre-

sentacdo em fracoes continuas de x € igual a

PR [zi'f/f—ﬁm |

Demonstracao. Novamente, podemos desconsiderar a parte inteira de x e supor que

x € [0,1). Para cada natural k, temos

11
#( k) :1%2/ T

) o)

1og2 e {k(k—w)} |

Eal

Portanto, como p é ergddica para GG, o conjunto

B, = {:1: €1[0,1) ‘ T(Jg, @) = M(Jk>}

¢ um boreliano de medida total com respeito a . Como p € equivalente a A, cada By tem

medida total com respeito a Lebesgue e dai o mesmo vale para a intersecao

B:ﬂBk

k>1

Como todo elemento de B satisfaz as condic¢oes requeridas, o corolario esta demonstrado.ll

2.4.4 A Funcao Shift

Dado um inteiro positivo k, considere o conjunto

ok =[[{1.2,... K},

nez

formado por todas as sequéncias bilaterais (z,) tais que z,, € {1,2,...,k} para todo

n. Vamos introduzir uma métrica em >, da seguinte maneira: dadas duas sequéencias

z = (zn) € y = (yn), seja

N(z,y) = min{N >1|zy Zyvyouz_n #y_n}
= max{N > 0|z, =y, ¥ |n| < N},



56

N(z,y) € NU {oo}. Noutras palavras, N(x,y) representa o primeiro natural N para o
qual algum dos extremos dos intervalos (z_n,..., %o, ..., Zn) € (Y_N,-- -, Yo, ---,YN) SAO
distintos. Observe que

N(z,y) =00 <= z=y.

Proposicao 2.5 A funcdao d : ¥ x X — R definida por

1 N(w7y)
i) = (3)

€ uma métrica em Xy,.

Prova. A simetria e a reflexividade sao claras. Ademais, a propria definicdo e a ob-
servacao acima implicam que d(z,y) > 0, com igualdade se e somente se x = y. Resta
mostrar que d satisfaz a desigualdade triangular.

Sejam x,y,z € ¥;. Note que N(z,y) > N(x,z) ou N(z,y) > N(z,y). De

fato, se esse nao é o caso, entao N = N(z,y) < N(z,z),N(z,y), e dai

TN ZN = YN — IN = YN

T_N = Z_N = Y-N > T_N = Y_N,

contrariando a maximalidade de N. Logo, podemos supor, sem perda de generalidade,
que N > N(z,z), e dai

Podemos, entao, falar em sequéncias convergentes de Y.
Proposicao 2.6 O espaco métrico ¥y, € sequencialmente compacto.

Prova. Seja (x(m))m uma sequéncia em X, digamos

>1

n )nEZ ’

Construiremos uma subsequeéncia (x(mi)) convergente.

Como cada coordenada de elementos de Y pertence ao conjunto finito {1, 2,
..., k}, todo conjunto infinito Y de ¥; tem a seguinte propriedade: dados inteiros r <
s, existe uma sequéncia (i, ...,i5) de inteiros pertencentes a {1,2,...,k} que sdo as

coordenadas 7,...,s de infinitos elementos de Y. Isso garante que podemos construir
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indutivamente uma subsequéncia (x(mi)) de (m(m)) satisfazendo

T_(i-1) = T=(G-1)

Tici = Ti-l

para qualquer 7 > i (ou seja, todas as coordenadas 0 sao iguais, todas as coordenadas
—1,0 e 1 sdo iguais a partir de my e assim por diante). Dessa forma, se x = (z,,) € Xy,

a subsequéncia (x(mf)) converge para x. De fato, dado qualquer € > 0, existe N > 0 tal

que 2Ve > 1, e dai, qualquer que seja i > N, valem as desigualdades

N
N(x(mi),x) >N — d(:c(mi),x) < (%) <e.

Em particular, ¥; é um espago métrico compacto.

Definigao 2.5 (Fungao Shift) A fungao shift € a aplicagiao o : X — X que leva uma

sequéncia bilateral x em outra sequéncia bilateral o(x) tal que

(0(2))n = Tny1,

ou seja, o desloca as sequéncias uma posicao a esquerda (o ponto e virgula marca a posi¢ao
zero):

0 (oo, Tg, T, T0; X1, T2, ...) —> (..., 1,T0,X1; T2, Tg,...).
Proposicao 2.7 o € um homeomorfismo.

Prova. E claro que o é uma bijecao, cuja inversa é o deslocamento a direita
-1, . .
o (T, 1, X0y T, Ty ) > (e X3, X9, X X, T, )

Vamos mostrar que o e o' sao Lipschitzianas. Dados z,y € X, temos

N(o(z),0(y)) > N(z,y) — 1,
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e portanto
ANE@ow) 1\ Nyt
dlota). o) = (5) <(3)7 =2
Pelas mesmas razoes, d(o ™'z, 07 y) < 2d(x,y). |

De maneira analoga, podem ser definidos
¥ = espago das sequéncias unilaterais com coordenadas em {1,2,...,k}

e o shift unilateral
ot Z; — Z,j.

Eles tém as mesmas propriedades de Y, e o, exceto pelo fato de o nao possuir inversa,

uma vez que a imagem inversa de qualquer sequéncia unilateral tem k elementos.

Vamos introduzir uma medida em Y. A o-dlgebra considerada é a de Borel

B, gerada pelas bolas abertas de d. Tais bolas sao conjuntos do tipo
7,850, ... a5) ={z = (2;) € Zg |z = ap, ..., x5 = a5},

chamados de cilindros.

Dado um vetor de probabilidade p = (p1, ..., px), defina u € M(3) pondo

1([r, 850, ..., ay)) = Pa. - Pa,

e estendendo-a a B pelo Teorema [1.4] Tal medida independe das posicoes inicial e final

dos cilindros e portanto é invariante pelo shift o, ou seja:
1% € MU(Ek)
Mais ainda: p é uma medida de memoria finita , isto é, se C e (5 sao cilindros, digamos

Cy = [rsap,..., a4

Cg = [t,u;bt,...,bu],

entao

p(lo™"C1NCa) = p(Cr)p(Cs)
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para n suficientemente grande. De fato, se r +n > u, entao

n .
o "ChinNCy= U (6,8 +n5bgy oo by, Cugts e vy Crone1, Ay« -+ G,

1<c; <k
u+1<i<r+n—1

cuja medida ¢ igual a

M(O-_nol N CZ) - Z P, - 'pbup&hq o 'pcr+n,1par *** Pag
1<c;<m
u+1<i<r4+n—1

= DPa, """ PasPb """ Dby g Pewyr """ Pergna
1<c;<m
u+1<i<r4+n—1

= DPa,* PasPb Do (D1 + -+ Di)

= u(C)u(Cy).

Vamos mostrar que p é ergddica para o. Seja A um conjunto c-invariante.
Como os cilindros geram B, dado € > 0, existe uma uniao finita de cilindros disjuntos C

tal que
u(AAC) < e.

Entao
p(o"CAC) < (e AAcT"C) + pu(c "AAA) + u(AAC)
= p(AAC) + n(AAA) + n(AAC)
= 2u(AAC)

< 2e.

Por outro lado, para n grande temos

p(c™"CAC) = ple"CNC) + ule™"C°NC)
= 2p(C)pu(C)
= 2p(C)(1 = pu(0C))
e portanto
n(C)(1 - u(C)) <e.

Como € > 0 é arbitrario, concluimos que

WAL= p(A) =0 = pu(A)=0ou L.
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2.5 Unicidade Ergédica

Definicao 2.6 Dados um espaco topologico X e uma transformacao T : X — X men-
surdvel com respeito a o-dlgebra de Borel, dizemos que T é unicamente ergodica se Mrp(X)

for um conjunto unitdrio.

Lema 2.1 Se uma transformacao T : X — X € unicamente ergodica, entdo sua unica

medida invariante é ergodica.

Demonstracao. Sejam Mr(X) = {u} e A C X invariante por 7. Se pu(A) > 0,

definimos a medida de probabilidade restrita ao conjunto A por

. MANB)
na(B) = f1(A)

Tal medida é invariante por T, pois

iy u(ANT'B) B w(T*(ANB)) _wAnB)
R R .

Pela unicidade ergédica, temos a igualdade 4 = p. Em particular,

H(A) = pa(A) = 1.

Proposicao 2.8 Sejam X um espaco topologico e T : X — X wuma transformagao men-
surdvel com respeito a o-dlgebra de Borel. Sao equivalentes:

(i) T é unicamente ergddica.

(i) Para toda f: X — C continua e x € X, o limite

existe e independe de x.

(iii) Para toda f: X — C continua, a sequéncia de funcoes

n—1
1
f nk:lfo
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converge uniformemente em X para uma fungao constante.
Prova. Seja C°(X) = {f : X — C|f écontinua}. E claro que se p é a tnica me-
dida invariante por T, entao a funcao constante para a qual f, converge uniformemente

¢ flx) = [ fdp.

(i) = (iii). Por absurdo, suponha que exista f € C°X) tal que f, niao converge

uniformemente em X para f . Entao existem € > 0, n; - 00 e x; € X tais que

i) = /fdu‘ > e. (13)

Para cada i, seja v; € M(X) a medida associada (pelo Teorema de Riesz-Markov) ao

funcional linear positivo ®; : C°(X) — C definido por

1 TL.L'—I

®i(g) = — Y g(Tx)).

i k=0

Pela compacidade de M(X) (veja (5), secao 1.8), podemos supor que v; — v. Afirmamos
que v € M7(X). De fato, dada g € C°(X), temos

/(g oT)dv = lim [ (goT)dy;
1—00
1—00
1 ni—l

= lim — Z g(T* ;)

n;—1

= 1,

= Zlgglo [n—z g g(T"z;) + n_i<g(T z;) — g(x:))
1 n;—1

o k

- S

= lim ®;(g)
1— 00

= lim [ gdy;

1—00

= / gdv.

Por outro lado, de[13] temos

‘/fdu—/fdu‘:grgo‘/fdui—/fdu':g?o

e portanto v # u, contrariando a unicidade ergddica de T

Fo () — / fdu‘ > e
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(iii) = (ii). Obvio.

(i) = (i). Sejam p,v € Mzp(X) e f € C%X). Utilizando a hipétese e o Teorema
Ergodico de Birkhoff,

lim f,(x) = /fdu, Vo e X.

[ tan= [ sav

e portanto pu = v. [ |

Como o mesmo vale para v, temos

2.6 O Teorema Ergoddico de Birkhoff para Campos

Defini¢ao 2.7 Um fluzo em um espaco de probabilidade (X, B, 1) é uma transformagao
mensuravel ¢ : R x X — X tal que, se p; : X — X € definido por

90t<x) = (p(t, x)?

entao
(i) ¢o =1d, onde Id : X — X € a identidade, e
(11) pirs = @i © s, para quaisquer t,s € R.

Dizemos que i € tnvariante por ¢ quando
w(pA) = u(A), VteR, VAeB

e denotamos por My(X) o conjunto de todas as probabilidades definidas em B e invari-

antes por Q.
Cada ¢; é uma transformagao mensuravel invertivel, com inversa igual a ¢_;.

Dada f € L', as médias temporais de f pelo fluxo ¢ sio definidas por

Frla) = Jim 5 [ (7o
Fa) = Jim g [roe)@as.

quando tais limites existem. Assim como no caso discreto, eles existem para quase todo
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ponto x € X com respeito a u, conforme veremos abaixo. Antes, precisamos do

Lema 2.2 Se (a,)n>1 € uma sequéncia tal que eziste

. Qnp,
lim —,
n—+oo N
entao
. Ap+1 an
lim =0.
n—-4o00 n
Demonstracgao.
. Gpy1 — Ay : app1 n+1 ay,
lim —— = lim — 1 —
n—+o0 n n—+oo \ N+ 1 n n—+oo N

n——+oco 1, + 1

Qp+1 lim Qp,

n—+oo N

Teorema 2.7 (Ergddico de Birkhoff para Fluxos) Sejam (X, B, ) um espago de

probabilidade e ¢ : R x X — X um fluro invariante por u. Dada f € L, os limites

Fra) = Jim 1 [(fop)s (14
Fa) = Jim g [ roe)@as (15)

eristem e sao 1guais para quase todo ponto x € X com respeito a f.

Prova.

Caso 1. f: X — [0, +o0].

Defina a fungao mensuravel g : R x X — [0, +00] por

g(S,ZL‘) =

(f o ps)(2).

Sejam também g, : X — [0,400] e ¢* : [0,1] — [0, +o0] dadas por

gs(x) =

9(s,x) = g*(s).



Como cada ¢, é uma bijecao p-invariante, temos

/[0,1] (/x gsd#) ds = /[071] (/X fd“) ds = /deu < 400

e portanto, do Teorema de Fubini, a fun¢ao F': X — [0, +00] definida por

Fla) = / (f 0 02)(x)ds

estd em L'.
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Vamos aplicar a versao discreta do Teorema de Bikhoff. Sendo 7" = ¢4, temos

n—1

S(Fore) = 3 [ (fopdatois

_ Z [ e pe
= [repiws

Logo, o limite

_ 1 n—1 ' 1 n
Fla) = Jim S (FoT)w) = I | rov@is

existe para um conjunto de medida total A C X. Isso é quase o que queremos.

verdade, todo = € A possui limite em ([14]). De fato, do Lema , temos

i+ ([ o) @)ds - [[repaaas) = o

n—+oo n

= lim l/nﬂ(fogps)(x)ds =0

n—+oo n,

— lim 1/ (fop)(z)ds = 0
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e dai

t t)
lim l/O(fogos)(x)ds = lim 1/0 (f os)(x)ds +

t——+oo ¢ t——+oo ¢

1 t
lim - o w,)(x)ds
/L(f 23)()

t—+o0 t tj

1 [t]

= Jim o (e @s

= Fl)
provando que f*(x) existe para u-quase todo ponto z € X. O mesmo vale para f_(x)
Caso 2. f: X — R.
Aplique o Caso 1 as partes positiva e negativa de f.
Caso 3. f: X — C.
Aplique o Caso 2 as partes real e imaginéria de f.

Por fim, como T é invertivel, as médias de Birkhoff de F por T e T~!

Fr@) =t LS
F@) = lm L3R @)

coincidem em p-quase todo ponto (Corolério e portanto o mesmo vale para fte f~. W
Definicao 2.8 Um conjunto mensurdavel A C X ¢é invariante com respeito a ¢ se

Definicao 2.9 Dizemos que pu é uma medida ergodica para @ se todo conjunto invariante

por ¢ tiwer medida 0 ou 1.

Definigao 2.10 Dizemos que uma funcio f € L' € invariante com respeito a o se
fOSOt:fa Vit eR.

Assim como no caso discreto, existem caracterizagoes equivalentes para a er-



66
godicidade.

Proposicao 2.9 Sejam (X, B, ) um espago de probabilidade e p : R x X — X um fluzo
mensurdvel, invariante por p. Sao equivalentes:
(i) p é uma medida ergddica para p.
(11) Toda funcao f € L' invariante por o é constante em p-q.t.p. v € X.
(iii) As médias temporais positiva e negativa de qualquer f € L' sdo iguais ¢ média

espacial de f em p-q.t.p. v € X:

(@) = f(2) =/ fdw, p-qtp. veX.
X
Prova. Andloga a da Proposigao [2.5] [

As equivaléncias para unicidade ergédica também existem.

Proposicao 2.10 Sejam X um espaco topologico e ¢ : R x X — X uma transformac¢ao
mensurdvel com respeito a o-algebra de Borel. Entao ¢ é unicamente ergodica se e so-

mente se, para toda f: X — C continua e x € X, o limite

lim 1/O (f ops)(x)ds

t—+oo t

existe e independe de x.

Prova. Novamente, analoga a da Proposicao [2.8 |
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3 TEORIA COMBINATORIA DOS NUMEROS

3.1 Dinamica Topolégica

Como em todas as dreas da matemética, um problema pode (e deve) ser abordado sob
varias perspectivas: topologicamente, continua e diferenciavelmente, algebricamente, etc.
Isso também ocorre na teoria ergddica: informagoes topoldgicas sao obtidas a partir de re-
sultados ergddicos. Nesses casos, a o-dlgebra considerada é a gerada pelos abertos de um
espago topoldgico. Quando tais abertos tém medida positiva, as propriedades métricas,

como ergodicidade, traduzem-se em propriedades topoldgicas, como transitividade.

Nessa secao, sempre que falamos em espaco métrico ficarao subentendidas duas
propriedades: compacidade e existéncia de base enumeravel. A 1ultima condicao equivale

a existéncia de um conjunto enumeravel denso em X.
Sejam (X, d) um espago métrico e
Homeo(X) = {T: X — X |T é homeomorfismo de X}.

Agindo em X, considere um grupo G C Homeo(X).

Os casos de interesse aqui sao G = Z e G = R. No primeiro caso, se T é um
gerador de G, dizemos que o par (X,7T') é uma cascata (termo introduzido por Anosov).

No segundo, dizemos que (X, G) é um fluzo.

Dado z € X, definimos a orbita de = por G da maneira usual:
O(z) = {gr|g € G}.
Para cascatas, temos
O)={..., T %2, T 2,2, Tz, T?x,...}.

Definicao 3.1 Dado T' € Homeo(X), dizemos que F' é um conjunto minimal se:
(i) F € um fechado nao-vazio invariante por T
(i) F ndo possui subconjunto fechado proprio satisfazendo (1).

Se X é minimal, dizemos que (X,T) € uma cascata minimal.

Proposicao 3.1 Seja T' € Homeo(X). Um subconjunto F C X é minimal se e somente

se a orbita de todo ponto de I’ € densa em F.
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Prova. (=) Se z € F, entdao O(x) é um subconjunto fechado T-invariante de F' que,

pela minimalidade, deve ser igual a F'.

(<=) Seja F’ um subconjunto nao-vazio fechado e T-invariante de F'. Tomando = € F",

temos

O@)CF = F=0(@)CF CF

e assim " = F. [ |
Proposicao 3.2 Toda cascata (X,T) possui um conjunto minimal.

Prova. Vamos aplicar o Lema de Zorn a familia
F ={F C X | F ¢ fechado nao-vazio e TF = F'}.

Inicialmente, note que, como X é compacto e T" é um homeomorfismo, X pertence a F e

portanto F # (). Resta mostrar que F é indutivo. Para isso, seja
FIoF 2 2F, 2F41 2

uma cadeia descendente de F. Entao

¢é fechado e satisfaz
TFzT(ﬂFn> = (TF=(\F=F
n>1 n>1 n>1
ou seja, F' € F. Dessa forma, F possui um elemento minimal nao-vazio. [

A proposicao acima tem uma conseqiiéncia muito interessante, provada por
Birkhoff.

Defini¢ao 3.2 Dada uma cascata (X,T), dizemos que x € X € recorrente se

liminfd(z, T"z) = 0.

n—o0

O congunto dos pontos recorrentes de (X,T) serd denotado por Rec(X,T), ou simples-

mente Rec(T), quando o espago considerado estiver subentendido.



69

Teorema 3.1 (Recorréncia de Birkhoff, 1927) O conjunto dos pontos recorrentes de

uma cascata (X,T) € ndo-vazio.
Prova. Se F' C X é minimal, entao qualquer x € F' é recorrente. [ |
A condicao de minimalidade pode ser enfraquecida.

Definigao 3.3 Uma cascata (X, T) € transitiva se a orbita de algum ponto x € X € densa
em X.

Proposicao 3.3 Dada uma cascata (X, T), sao equivalentes:
(i) (X,T) € transitiva.
(ii) Todo aberto nao-vazio T-invariante é denso em X .

(#1i) Dados U,V C X abertos ndo-vazios, existe um inteiro n tal que
T"UNV #0.

(iv) O conjunto dos pontos com drbita densa € residual.

Observacgao. Um conjunto é residual se for igual a intersecao de abertos densos.

Prova. (i) = (ii). Seja z € X tal que O(z) = X. Seja U # () um aberto T-invariante.
Dado y € U, tome ¢ > 0 tal que B(y,e) C U. Dali, existe n € Z tal que T"x € B(y,¢),
de modo que

T'x e U=z €U,

e portanto U é denso em X.

(il) = (iii). Por absurdo, se T"UNV =0, Vn € Z, entao

W:UT”U

neL

é um aberto T-invariante que ndo é denso em X, pois W C X\V.

(iii) = (iv). Tome um conjunto {z,, |m > 1} denso em X. Dado x € X, sua drbita é
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densa em X se e somente se

Tm € O(x), Ym>1
— B(2m,1)NO(x)#0, YVk,m>1
= v €U, T"B (wm, %) , Vkm>1

— ITc mmzl nkzl Unez T B (xm> %) )

e portanto

fr e X100) = X} = () YU T Blwm, 1/5),

m>1k>1nez

formado pela intersegao dos abertos densos U,ezB(xm, 1/k).
(iv) = (i). Obvio. |

Defini¢ao 3.4 Sejam X um espago métrico e p € M(X) uma probabilidade nos boreli-

anos de X. O suporte de p € igual a
supp(p) = {z € X | u(B(z,e)) >0, Ve > 0}.
Da propria definicao, temos a seguinte equivaléncia:
p é positiva nos abertos de X <= supp(u) = X.

Proposicao 3.4 Sejam (X, T) uma cascata e p € Mp(X) tal que supp(u) = X. Se p é

ergodica, entao (X, T) € transitiva.

Prova. Dados abertos nao-vazios U,V de X, o conjunto

w=J1rvU

nez

é invariante por T' e tem medida positiva. Pela ergodicidade, ele tem medida total e, como

(V') > 0, concluimos que
pWnNV)y>0 = WnV#0Q,

o que estabece a validade do item (iii) da proposigao anterior. [ |
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3.2 Teorema de Van der Waerden

Em 1927, Van der Waerden publicou o seguinte resultado, generalizando uma conjectura

de Baudet proposta anos antes.

Teorema 3.2 (Van der Waerden, 1927) Se N = C,U---UC, é uma parti¢io dos na-

turais, entao algum C; possui progressoes aritméticas de tamanho arbitrariamente grande.
O termo particao se refere a seguinte

Definicao 3.5 Uma particao de um conjunto X ¢é uma decomposicao de X em subcon-

Juntos disjuntos dois a dois.

Como ¢ de se esperar, a prova original de Van der Waerden é puramente com-
binatéria e pode ser encontrada em (7). Vamos prové-lo utilizando ferramentas ergédicas.

Ele decorrera do resultado abaixo, a ser provado na proxima secao.

Teorema 3.3 (Multiplo de Birkhoff) Sejam X um espagco métrico compacto e Ty, . . .,
Ty € Homeo(X) comutativos dois a dois. Entao algum x € X é maltiplo recorrente, isto

é: existe uma sequéncia n; — oo tal que
T"e —x, i=1,... k.

Prova do Teorema [3.2] Claramente, basta mostrar que, para cada n > 0, existe
j(n) € {1,...,r} tal que Cj(,) contém uma progressao aritmética de tamanho n. De fato,
como a quantidade de indices é finita, algum deles se repetira infinitas vezes e esse indice

nos dara o conjunto procurado.

Cada elemento de x € ¥, define uma particao de Z e portanto também de N.
Reciprocamente, uma particao de N define um elemento de 3, que pode ser associado
a um elemento de Y., simplesmente completando as coordenadas de indice negativo de
qualquer maneira. Seja x € ¥, associado a particao N = Cy U ---UC,. Entao C; contém

a progressao aritmética a,a + k,...,a+ (n — 1)k se e somente se
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Como z,, = (6™ (x))o, isso equivale a

d(c"*(2),0%x)) <

= d(o™(y),y) <

onde y = 0*(x). Considere o conjunto o-invariante

A=0(z)C%,
e as aplicagoes 01, . . ., 0,1 € Homeo(A) comutativas duas a duas, restrigoes de o, . . ., o™~
ao conjunto A. Pelo Teorema[3.3] existe z € A multiplo recorrente para oy, ...,0,_;. Em

particular, existe k > 1 tal que

1
do*(2),2) < 5 =0,1,...,n—1,
ik L.
= d(0"(2),2) < 7 i=0,1,...,n—1.

Pela continuidade de o, as mesmas desigualdades valem para um elemento y = o%(x)

préximo de z. [ |

3.3 Prova do Teorema Miiltiplo de Birkhoff

Defini¢ao 3.6 Dizemos que uma cascata (X,T) é homogénea se existe um grupo G de

homeomorfismos de X que comutam com T tal que (X,G) é minimal.
A nocao de minimalidade com respeito a um grupo qualquer GG é anéloga a de cascatas:
{gz|g e G} =X, Vax € X.

Definigao 3.7 Dizemos que A C X € um conjunto homogéneo se existe um grupo G de

homeomorfismos de X que comutam com T tal que GA = A e (A, G) é minimal.

Em particular, A é fechado. Note que A nao precisa ser invariante por 1. Esse é o ponto

positivo da definicao. Veremos agora uma proposicao que é o coracao da prova do Teo-
rema Muiltiplo de Birkhoff.

Proposicao 3.5 Sejam (X,T) uma cascata e A C X homogéneo. Suponha que, para
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cada € > 0, existam x,y € A en > 1 tais que
d(T"z,y) < e.
Entao, para cada € > 0, existem z € X en > 1 tais que
d(T"z, z) < e.

Prova. Sejam G o grupo associado a homogeneidade de A e € > 0. A 4rbita por G de
todo ponto z € A é densa em A e portanto fica tao proxima de qualquer outro ponto

y € A quanto se queira.

Vamos mostrar que é possivel obter uma boa aproximacao dessas orbitas em A
tomando uma quantidade finita de elementos de G. Mais especificamente, mostraremos

que existem g1, ..., gx € G para os quais

min d(g;z,y) < =, Va,y € A. (16)

€
1<i<k 2
Vejamos como fazer isso: pela compacidade de A, é possivel cobri-lo com uma quantidade
finita Vi,...,V, de abertos, cada um deles com diametro menor que ¢/2. Para cada
je{l,...,r}, afamilia
{97'Vjlg € G}

forma uma cobertura aberta de A, pois se x € A, entao existe g € G tal que gz € V}, ou

seja, @ € g~ 'V;. Existe, portanto, uma subcobertura finita
A=gp VU Ugs, T

Afirmamos que {g;; |1 < j <r,1 <i <s;} satisfaz o que queremos. De fato, se z,y € A,
entdo y € Vj, para algum j, e x € g;;~'V;, para algum ¢ € {1,...,s,}. Assim,

d(gjix,y) <

Do ™

Renomeando os gj;, obtemos .

Afirmamos agora que, dado y € A, existem x € A e n > 1 tais que

d(T"z,y) < e.



Sejam 0 > 0 tal que

dz,w) <d = d(giz,gw) < =, i=1,...,k

e xo, Yo € A, n > 1 tais que
d(Tnl’o, yo) < 6.

Tomando i € {1,...,r} tal que
d(giyo,y) <

DO | ™

e T = g;Tg, temos

d(T"z,y)

d(g:T"x0,y)

d(g:T"x0, g:y0) + d(g:iyo, y)
€ N €
2 2

<,

IN A

0 que prova a afirmagcao.

Provemos, por fim, a proposicao. Sejam xg,z, € A e n; > 1 tais que
n €
d(T 1$1,$0) <egr = 5 :
Por continuidade, existe 5 < €7 tal que
d(z,x1) < &g = d(T™xz,x0) < €.
Tome x5 € A e ny > 1 tais que
d(TnQSCQ, 271) < E&g.

Procedendo por inducao, se
n;
d(T x;, Ii—l) <é&;,

tome ;11 < ¢g; tal que
d(x,l}) < Ejp1 = d(T"ix,xi,l) < E&;
e xir1 € A, ni1 > 1 tais que

d(Tni+1£L'i+1, Z'Z) < Ejgq -
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Assim, se i < j, entao
d(Tnj+..-+ni+lxj7 xz) < 8i+1 . (17)

Mas i,j podem ser escolhidos de modo que d(z;,z;) < €1 e portanto, tomando n =
n; 4 -+ 4+ nip1, segue de que

d(Tn.Tj,Ij> < d(TnLZ'J,IZ) + d(l’i,l‘j> <gip1+er < 261 = €.

Proposicao 3.6 Sob as mesmas condi¢oes da proposicao anterior, exriste x € A recor-

rente para T'.

Prova. Defina f: A — R por

f(x) = inf d(T"z, x).

neN

Da proposigao anterior, f assume valores arbitrariamente préximos de zero. Além disso,
f ¢é semicontinua superiormente (veja a Segao . De fato, dados z € A e € > 0, tome
n > 1 tal que

d(T"z,z) < f(z) +e.

Pela continuidade de T", existe § > 0 tal que
dlz,y) <é = d(T"y,y) < f(z) +e.

Dai
fly) < f(z) +¢, Yy € B(x,0)

e como € > 0 ¢é arbitrario, concluimos que

limsup f(y) < f(z).

Yy—x

Da Proposicao o conjunto Cy dos pontos de continuidade de f é residual (em parti-

cular nao-vazio). Vamos mostrar que f |Cf = 0. Isso concluira a prova.

Por absurdo, suponha que f(z¢) > 0 para algum zy € Cy. Tome uma vizi-

nhanca V' de xg e 0 > 0 tais que

fz) >0, Yo eV. (18)
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Vamos utilizar a homegeneidade de A para mostrar que uma desigualdade similar a acima

vale em A.

Seja G o grupo associado a homogeneidade de A. Pela compacidade de A e

minimalidade de (A, G), existem gy, ..., g € G tais que

Tome 1 > 0 tal que
dz,y) <n = d(giz,qy) <0, i=1,... k. (19)
Vamos mostrar que f(x) >n, Vo € A. Se f(x) <n, existe n > 1 tal que
d(T"xz,x) <n
e dai, tomando i tal que y = g;x € V, segue de (19) que
d(T"y,y) = d(g:T"z, gix) <6,
o que contraria (18]). [ |

Prova do Teorema 3.3, Procedemos por indugao. Para & = 1, o resultado ¢ ga-
rantido pelo Teorema [3.1] Suponha o resultado vdlido para k — 1 > 1 e considere
Ti,...,T; € Homeo(X) comutativos dois a dois. Seja G C Homeo(X) o grupo gerado
por Ti,...,T;. Podemos supor que (X, G) é minimal. Se esse ndo é o caso, restringimos
X a um fechado A invariante por G para o qual (A, G) é minimal (que existe por uma

aplicagao do Lema de Zorn andloga a da Proposigao |3.2]).

Seja A = {(z,...,7) |z € X} C X* a diagonal e considere a transformagao
produto T'= T3 x - - - X T,. Queremos mostrar que existe * € A recorrente para 7. Para
isso, é suficiente verificar as hipGteses da Proposi¢ao [3.5}

. A é homogéneo para (X*,T).

I1. Para cada € > 0, existem x*,y* € A e n > 1 tais que
d(T"z",y*) < e.

A acdo de G pode ser induzida em X* da maneira canonica, associando g € G
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A transformacao § = ¢ X - - - X g. Dessa maneira, se G = {G]g € G}, entdo (X,G) e (A, @)
sao isomorfos e portanto (A, é) ¢ minimal. Em particular, A é um conjunto homogéneo

para (X%, T), o que prova 1.

Para provar II, sejam R; = T;T}, ', i =1,...,k — 1. Pela hipStese de inducao,

existem r € X e n > 1 tais que

d(R"z,x)<e,i=1,...,k—1.

Tomando
=Ty "x,..., T, "z) e y" = (z,...,2),
obtemos
d(T"z*,y*) = d(Ti"Ty, "z,..., T 1"Ty "z, x),(z,...,2z,1))
= d((R\"z,...,Rp_1"z,2),(z,...,x,1))
< e,
o que conclui a prova do teorema. [

3.4 Recorréncia Miiltipla e Aplicagoes

Nessa secao, vamos discutir como se desenvolveu a integracao entre a Teoria Combi-
natoéria dos Numeros e a Teoria Ergddica, principalmente os resultados que tratam da
existéncia de progressoes aritméticas em subconjuntos de inteiros. Vale ressaltar que essa
interacao culminou com um teorema de Ben Green e Terence Tao provando a existéncia
de progressoes aritméticas arbitrariamente grandes formadas somente por primos e que

contribuiu para que o ultimo recebesse a Medalha Fields em 2006.

Definicao 3.8 Dizemos que um conjunto C' contido em N ou Z é aritmético se, para

cada n > 0, existem inteiros a,r tais que
a,a+r,...,a+(n—1)recC.

Como vimos na Se¢ao 3.2 Van der Waerden provou em 1927 que toda parti¢ao
de N possui algum conjunto aritmético. Mais tarde, Erdos e Turdn conjecturaram que
todo conjunto “gordo” o suficiente em N é aritmético. Essa condicao de ser “gordo” é

expressa pela definicao abaixo. No que segue, denotaremos o conjunto {1,---,n} por

(1, n].

Definigao 3.9 A densidade superior ou simplesmente densidade de um conjunto A de
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mteiros positivos € igual a

d(A) = lim sup AL
n

n—o0

Em 1975, Szemerédi respondeu afirmativamente a conjectura de Erdos-Turan.

Teorema 3.4 (Szemerédi) Todo conjunto de inteiros positivos com densidade positiva

é aritmético.

Mais uma vez, a prova original do teorema acima é combinatéria. Observe que
o Teorema de Van der Waerden decorre do acima, pois a funcao densidade é aditiva, isto

é, se A e B sao disjuntos, entao
d(AUB) =d(A) +d(B).
Assim, dada uma particao N = Cy U --- U ()., temos
d(Cy) +---+d(C,) =1
e portanto algum C; tem densidade positiva.

Em 1977, Harry Furstenberg publicou em (2) uma versao ergédica do Teo-
rema de Szemerédi e abriu novas portas para a abordagem de problemas semelhantes,
unindo duas areas em principio distantes: a Teoria Combinatéria dos Niimeros e a Teoria

Ergédica. Ele provou, entre outros resultados, uma generalizagao do Corolario [1.2]

Teorema 3.5 (Recorréncia Miiltipla de Poincaré) Sejam T : X — X uma trans-
formagao mensurdvel e u € Mrp(X). Se A C X € mensurdvel com p(A) >0ek >1¢

inteiro, entao existe um inteiro n > 1 tal que
WANT AN AT~ *Dnh) >0,

Em particular, a intersegdo acima é nao-vazia. Quando (X,7) é uma cascata minimal,
essa conclusao decorre do Teorema Miltiplo de Birkhoff e nos dé a versao topolégica do

teorema anterior.

Teorema 3.6 Seja (X,T) uma cascata minimal. Se U C X € aberto e k > 1 € inteiro,

entao, para algum inteiro n > 1, temos

unT"un-.-nT-%ry £ g,
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Prova. TomeT; =T" i =0,...,k—1, esejaz € X multiplo recorrente para Ty, ..., Tj_1,

com n; — oo tal que T;"z — =z, isto é:
Tmg =z, i=0,...k—1. (20)

Pela minimalidade de (X, T), existe m € Z tal que y = T™z € U. E claro que, de ,
temos
Tmiy =y, i=0,...,k—1.

Assim, se j é arbitrariamente grande, entao
TmyeU, i=0,...,k—1,
isto é,
yeUNT™UN---NnT- ¢y,

O Teorema Muiltiplo de Birkhoff, juntamente com o Teorema de Recorréncia
Muiltipla de Poincaré, sugeriram a Furstenberg e Katznelson que uma versao ergddica

para transformacoes comutativas pudesse existir, confirmada pelo

Teorema 3.7 Sejam Ti,..., T : X — X transformagoes mensurdveis comutativas duas
a duas e p € M(X) invariante por Ty, ..., Ty. Se A C X € um conjunto mensurdvel tal
que (A) > 0, entao
1 n—1
i inf — —J . —Jj
hggg.}fnZu(Tl An---NT,7A) > 0.

j=0

A prova desse resultado se encontra em (3)). Em particular, existe j > 1 tal que
W 7AN---NT,7A) >0
e portanto o Teorema generaliza o Teorema |3.5]

Do teorema acima decorre a versao multidimensional do Teorema de Szemerédi.

Para tal, precisamos da nocao de densidade positiva em dimensoes superiores.

Definigao 3.10 Dizemos que um conjunto A C Z" tem densidade positiva se existirem
cubos r-dimensionais

[al,bl) x -+ x [al, b")

n»’n n’-n
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tais que b’ — a' — oo para cadai=1,....r e

. |Anfa),by) x - x [a,, b))
lim
n—oo (by —ap)- - (b, —ap)

> 0.

Teorema 3.8 (Multidimensional de Szemerédi) Se A C Z" tem densidade positiva
e ' CZ" € finito, entdo existem b € Z" e d € Z tais que

b+dF C A.

Noutras palavras, A contém uma configuragao semelhante a F'.
Prova. E suficiente mostrar o resultado para Fj, = [1,k]", k € N.

Considere o espaco €, = {0,1}2" com a topologia produto. Todo elemento
de €, pode ser visto como uma fungao w : Z" — {0,1}, igual a funcao caracteristica do
conjunto

W={(ny,...,n,) €Z" |w(ny,...,n,.) =1}

), possui r tranformacoes naturais o1, ..., 0,, comutativas entre si, que sao os shifts nas

coordenadas. Mais especificamente, o; : 2, — €, é definido por
(oaw)(nay oy i1, My Mgty -y Ny) = w(Ng, oo g, ny + 1, .oy ny).
Como no caso unidimensional, cada ¢; é um homeomorfismo de €2,.
Sejam G C Homeo(2,) o grupo gerado por oy,...,0, e
X ={gxalg € G}
o fecho da érbita de x4 por G. Seja também

S={we X|w,...,0)=1}.

Entao
(ny,...,n,) €EA <= o™ ---0,"xaES.
Pronto. Construimos as estruturas necessarias. Vamos agora usar as hipdteses
do teorema. Sejam [al,bl) x -+ X [a” ") cubos tais que b, —al, — oo, i=1,...,r e
. |ANal,bl) x oo x [a”, br
AN b < x [l o

B al) (- )
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Esses cubos nos ajudarao a construir uma medida g € M(2,), invariante por oy, ..., o,
tal que p(.S) > 0, da seguinte maneira: para cada n > 1, considere u,, € M(£,) associada

ao funcional linear unitdrio @,, : C°(2,) — C definido por

> fle™ o™ xa)

af.lgmj <b¥l

Podemos restringir (,),>1 € supor que i, — u na topologia fraca*. Como

Yo xslo™ o)

aZLSmj <b¥1

(b), —ay) -~ (b, — ay,)
Z xa(my,...,m,)

aZLSmj <b%

(b, —ay) -~ (b, —ap)
[ AN fap, by) X -+ x [ay,, by)|

n»-n

(b, —ap)--- (b, —ap)

‘Dn(Xs) =

segue de (21)) que p(S) > 0. Além disso, u é invariante por oy, ...,0,. De fato,

Z f(o'lml “ e O',Lm7f+1 “ e O-T'mTXA>

aglgmj<b¥;
(b, —az) -~ (0, — ap)
> fe™ o)

a%ﬁm]- <bzl

(b, = az) -+ (b, — ap)

n n

> fle™ o)

azlgmj <b£,’

(I)n<foai> =

.—pl
m;=bp,

(b, —az)--- (b, —ap)

n

+

> fle™ o)

a%fmj- <bZl

)
m;=ap

(b, — an)--- (b, —a)

e as duas tultimas fragoes da tltima expressao convergem para zero, pois sao majoradas

por

Il T 0 — ad)

i s

[ti-a) e
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Pelo Teorema [3.7] aplicado ao conjunto de transformagcoes
{oF o 0<k <k i=1,...r},

existe d > 1 tal que
1 < ﬂ (oF - --UTkT)_dS) > 0.
0<k; <k
Denote a intersecao acima por E. Pela definicao de u, a mesma desigualdade vale para
Ly, se 1 é suficientemente grande. Mas entdo algum transladado o1% - - - 0, x4 de x4 estd

em F, ou seja

N A NG AR O
0<k; <k

— gty e S 0<k <k

— (b +dky,....b+dk) € A, 0<k <k

e portanto, tomando b = (by,...,b,), concluimos que b+ dF} C A. [ |

Para finalizar a se¢do, mencionemos uma conjectura que generaliza o Teorema

de Szemerédi.

Conjectura. (Erdos-Turdn) Se A C N é tal que

1
Yo

neA

entao A é aritmético.

Ninguém sabe até hoje sua veracidade, nem mesmo se A contém progressoes de
tamanho trés. Uma resposta afirmativa garantiria a existéncia de progressoes aritméticas

formadas somente por primos de tamanho arbitrariamente grande.

Ben Green e Terence Tao provaram, seguindo outra direcao, que o conjunto
dos numeros primos é, de fato, aritmético. A prova baseia-se em adaptacoes do Teo-
rema Ergddico de Szemerédi para medidas pseudo-aleatérias e de resultados da analise

harmonica. O leitor interessado pode encontré-la em (7).
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3.5 Fatos utilizados sobre fungoes semicontinuas

Nessa se¢ao, que pode ser considerada um apéndice, estabelecemos alguns fatos basicos
sobre fungbes semicontinuas que foram utilizados na prova da Proposigao [3.6 Sejam X

um espacgo métrico e f: X — R.

Definicao 3.11 Dizemos que [ € semicontinua superiormente em x € X se

f(z) > limsup f(y).

Yy—x

Dizemos que f € uma fun¢ao semicontinua superiormente se for semicontinua superior-

mente em todo x € X.

De maneira analoga, podemos definir semicontinuidade inferior, pedindo que

— f seja semicontinua superiormente:

(—f)(x) > limsup(—f)(y)

Yy—x

= f(z) < lim inf f (y)-

Lema 3.1 f: X — R € continua em x € X se e somente se for semicontinua inferior e

superiormente em x.
Demonstracio. (=) Obvio.

(«<=) Temos
(@) limsup £(y) > limin £(5) > (x)

Yy—x
e portanto

lim f(y) = f(z).

Yy—x

Proposicao 3.7 Sejam f: X — R semicontinua superiormente e ¢ € R. Entao
{z e X]|flx) <c}

¢ um conjunto aberto de X.
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Prova. Se f(x) < ¢, entao

limsup f(y) < c.

Yy—T

Assim, f(y) < ¢ em uma bola aberta B(x,¢) e portanto
B(z,e) C{r e X | f(z) < c}.

Proposicao 3.8 Sejam X um espaco métrico compacto e f : X — R semicontinua su-

periormente. Entao f admite um madximo em X.
Prova. A prova consiste em duas partes:

[. f é limitada: para cada z € X, existe €, > 0 tal que

fly) < f(@)+1, Vy € B(z,&,).
Pela compacidade de X, existe uma subcobertura finita

X = B(x1,64,) U+~ U B(xp,ez,)

e portanto
flz) < max flz))+1, Ve e X.

II. f atinge o supremo: sejam M = sup,cx f(z) e
Ac={z e X | f(z) < c}.
Por absurdo, se f(z) < M para todo = € X, entao

X =J Au-ip

keN

é uma cobertura encaixante ascendente aberta de X. Pela compacidade, existe kg € N

tal que X = Ap;_q/k,, contrariando a definicao de M. [ |

Vale observar que o mesmo nao vale para o infimo, existindo exemplos em que

f é ilimitada inferiormente.

Por fim, vejamos o resultado de interesse
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Proposicao 3.9 Se f: X — R € semicontinua superiormente, entao o conjunto Dy dos
pontos de descontinuidade de f é de Primeira Categoria, isto €, estd contido na uniao

enumerdvel de fechados com interior vazio.
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4 CONCLUSAO

A Teoria Ergddica é uma area que estuda as propriedades estatisticas qualita-
tivas de sistemas. Nesse texto, foram expostos alguns resultados bésicos da area, dentre
eles o Teorema de Recorréncia de Poincaré e o Teorema Ergddico de Birkhoff, que possi-
bilitam entender partes dessas propriedades estatisticas qualitativas, a dizer: a existéncia
de retornos arbitrariamente proximos as condigoes iniciais, e a existéncia de limites das
médias temporais de observaveis (quando o sistema é ergédico, as médias temporais con-
vergem para a média espacial). Essas propriedades foram apresentadas por meio de varios

exemplos, muitos deles provenientes da Teoria dos Numeros.

Uma das facetas da Teoria Ergddica é a sua interagao com outros ramos da
Matematica. Nesse texto, expusemos sua interacao com a Teoria dos Numeros, com
foco nos desenvolvimentos obtidos a partir de 1977, quando Furstenberg identificou uma
ligacao entre a Teoria dos Nuimeros e teoremas ergodicos. A relacao entre Teoria Ergddica
e Teoria dos Nuimeros é bastante prolifica, e desde a descoberta de Furstenberg tem pre-
senciado inimeros avangos. O mais recente deles é o Teorema de Green e Tao, que prova
que o conjunto dos nimeros primos contém progressoes aritméticas finitas de tamanho

arbitrario. Aqui, o principal resultado que exemplifica essa interagao é o Teorema de Van

der Waerden.
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