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Este trabalho, orientado pelo professor Franquiberto dos Santos
Pessoa, cbjetiva complementar requisitos exigidos pelo Departamento  de
Matematica da Universidade Federal do Ceara 3 céoncessas do grau de Mes—
tre em Matematica Pura. Trata-se de um estudo no caso discreto da Infor
magao Logéritmica de grau q ligada a uma extensao da Informagao de Fisher
que B, Bouchon e F, Pessoa [1] desenvolveram para o caso continuo,

Sera considerado o espago probabilizado (2, Q, P) onde 2 e um
espago euclideano de dimensao finita, Q e a 0-Zlgebra de Borel de Q e P
e a lei de probabilidade sobre Q de uma variavel a]éataria discreta X da
da por pi(G), i € 7, ondeI e um conjunto finito ou enumerdvel de Iindi-
ces e 9 um parametro real desconhecido,

Com a finalidade de estimar uma funcao g(0) do parametro 6 con-
sideraremos uma estatistica T e procuraremos mestrar as qualidades deste
estimador através de desigualdades de tipo Cramér-Rao e, nccessariamente
limites inferiores que sao fungoes da Informagao de Fisher isto num con-
texto bem mais geral do que a formula classica de Cramer-Rao.

As condigoes de regularidade para validade da desigualdade de
Cramér-Rao serao quase sempre requeridas, entretanto, obteremos tambem
resultados sem a exigencia de tais condigoes,

. 0 trabalho esta dividido em trés capitulos e um apeéndice,

No Capitulo I definimos a informagao de Fisher de grau q,qE 2N*
onde a utilizagao da desigu&ldade de Holder nos permite encontrar um li-
mite inferior do momento de ordem r, r = —t do estimador.T em fun-

; gr— &
¢ao desta informagao. Em seguida, definimos a inforwmagao médiade Fisher

1
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-~ - - & - .
de prau g no caso onde o paramctro 0 e tawbom considerado aleatorio, dan

do uma nova cxtensao a desigualdade de Cramcr-Rao. Definimos ainda - a ir

~ - . . - - - -
formagao logaritmica de grau q da variavel aleatoria 9, evidenciando pro
pricdades de nao-aditividade reclacionande a informagzo de Fisher com a

S -~ =4 . - ~ - . .
informacgao media de Fisher e a informagao logaritmica de grau q. Anali-

- . i - . ..
samos cm seguida a informagao logaritmica de grau q como uma medida  de

T

informacho intrinseca da variavel aleatoria 6 e estudamos a  influéncia
de vma transforimagao afim de 9 ou de seu condicionamento sobre outra va-
riavel aleatoria.

No Capitulo II definimos a informagao Jogaritmica conjunta de
duas variaveis aleatdrias e exibimos um limite inferior desta quantidade
envolvendo duas medidas de informagao loggritmicas de'grau e

No Capitulo III estabelecemos um limite inferior do momento de
ordem r do estimador sem ‘'esvio T de g(B) utilizando uma lei de probabi-

¥

lidade intermediiria entre duas leis de probabilidade dadas com parame-

tros O e O' sem condigoes de regularidade. Estudamos ainda a aproxima -

g2zo0 da informagao de Fisher de grau q com o auxilio de uma ‘r—divergan -

cia para duas leis de probabilidade com parametros vizinhos 6 e 0',
No apéndice evidenciamos resultados conhecidos tais como a De-
sigualdade de Holder e a Desigualdade de Minkowski usadas neste trabalho

com adaptagoes necessarias aos nossos resultados.



CAPTITULO i

A INFORMAGAO DE FISHLR

No §1 deste capitulo, definiremos a inf rmagao de Fislhier de grau

* - -
q, q € 2N de uma variavel alecatoria discreta X e destacarcmos um linite
jnferior de um estimador em fungao desta informacao, No § 2 definirecmos
a informacao media de Fisher de grau q e obteremos uma generalizacao da
desigualdade de Cramer-Rao. No §3 relacioﬁarcmos as dgfinigaes dos para-
crafos anteriores por propriedades de nzo—-aditividade evidenciando  para
tanto a definicao de inf iﬂaggo logaritmica de grau q como uma medida de
informacao intrinseca das variaveis aleatorias de tipo continuo e estuda-

remos o efeito produzido por uma transformagao afim e seu condicionamento

por outra variavel aleatoria no § 4.

§ 1 - A informagao de Fisher de grau q.

A lei de probabilidade da variavel aleatdoria discreta X & dada
por p.(8), i € I, onde I & um conjunto finito ou enumeravel dependendo
do parametro 0,6 € © (C R. Vamos supor o parametro 6 desconhecido e
estimar uma fungao g(6) deste parametro com O auxilio de uma estatistica
T.

No caso de um estimador sem desvio, isto ¢, quando g(8) =E(T(X))
as qualidades de T podem ser avaliadas utilizando a desigualdade de Cra-
mer-Rao que fornece um limite inferior da variancia deste estimador em

fungao da informagao de Fisher



A desigualdade de Cramer-Rao e geralmente obtida quando certas

condigoes de regularidade relativas a lei de probabilidade pi(C) sho sa-
tisfeitas, em particular, a.possibilidadc de derivar sob o sinal de soma-
torio.

A quantidade IX(O) mede a informacao sobre g(f) contida na opsez

vacito de X e deduzida a partir da utilizagao de T.

o * . e . s =
Definigao 1 = Para q € 2N a informagao de Fisher de grauw q da  varia-

vel alcatoria discreta X e definida por

q dlog Py () q
B A8) = ] (msemgie— ) p (0D
i€l

De acordo com (1,, temos Ii(e) = IX(O)

Teorema 1 = Sob a condigao de derivabilidade sob o sinal de somatdrio, o©

estimador T da fungcao g(8) verifica

1 9

- (T)
r.r 90 X/G
(Ex/elT—g(G)l ) 2_*—-———"_l 2)
q q .
IX(O)
com T > 1 e tal que —1—-+ —l—-='1
q r
Demonstragdo
Temos l_ l l_
1T-g(0) | 1% = ( § |Tx.) - g@|F p, ONF
A/O X 3 3
iEI
y 1
dlog pi(e) q q
v o (——-3—%,'— pi(ﬂ))

i€l
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Aplicando a designaldade de llolder, obteros:

g '} q ”(1‘ i . Alog Dy (6)
(F o  Tp @) 1. @ > ] (&) - g(@) ———p, (@) =
&) A = g i Y o 1
1EL
) p (@) ap. (0) - 9p. (®)
) (Tn,) = g0 — P ) T(x].) . «———%T;—‘ - y g (@) _m_.;l.,:w_.
e ! Gl il ov iET d

Por hipotese, estames impondo a condigao de derivabilidade sob o

sinal de somatorio, que e o caso por exemplo, quando a scrie

16 - e @) 7 ©
ick 1

; ..
converge num ponto 60 €0 e a serie

8p. (8)
TrG) - g(8)) —
igl Gxp) = 8(8)) —

converge uniformemente em ©. Obtemos assim

1 1
e g I T, 9 E'> 8 . B
(ZX/OlT 6(0)! ) Ix(e) 2738 Z I'(xi) pi(B)
; 1EL
3y -9

i€l

. . T
No caso de T ser um estimador sem desvio de g(0) e o (B) =:

- VK/OIT‘Q(O)[r obtemos um limite inferior do desvio de ordem r de T

. ' T
o' 0) > ,Emﬁgl;_
1 ()9
X

Quando q = 2, (r = 2), encontramos a desigualdade de Cramer-—
Rao.

Segundo Bockee [2}, a igualdade em (2) e verificada se e somen-—



1

) IQ}O{’ T,i((!)il_'».
M) (= (©)) = KQ) |mmgg—-]  sivaléipg®==) q.p.p,
i - «

1

cloo Py 8)

onde M(0) ¢ K(0) sio duas fungoes positvivas que nao sc anulem simultanea

Mmoottt .

§ 2 - A Informagao Média de Fisher de Grau q.

Vamos supor agora que o paramaotro § seja também uma variavel

aleatoria de densidade £(8) para 6 € 0 = [a,b] T R .

) (2] * . i - . .
Definigao 2i Para q € 2N a informagao media de Tisher de grau q da
varidvel aleatoria discreta X e definida por

dlog p; (8) €(9) q

Jq(X).= [ DI ) p.(®) £(B)do
5 1B a0 .

Esta definicao nos fornece uma generalizagao da desigualdade de

’ - s )
Cramcr-Rao atraves do seguinte teorema:

Teoroma 2 - Seja X uma variavel aleatoria discreta cuja lei de probabili
dade ¢ dada por p,(6), i €T, I um conjunto discreto ou enumeravel de
indices e 0 uma variavel aleatoria de densidade £(9). Sob certas condi-

goes de regularidade toda estatistica T verifica a seguinte desigualdade:

gl

= B+ E("(®))
(J I |T-g(0)|" p; ) £(8)a0)" > 2 3
i€l 1
Jq(X)q

onde B = lim_ E£(0)E
8-b

(T-g(8)) - lim_ E(B)E

£ X/9

/8 (T-g(0)) e r >0 e tal

que —1—1»__1_. I T
q i



nialy e
‘»:'jrl
( 2 3log p. (E)E(E) ¢
Ko r v - i ' B
o d 5 @ b @e@aT (| ) ) O8O
Jpiel ‘o iET o

- =
A desig valdade de Holder nos da

dlog p; ) £()
K > ({ ¥ (T-g(0)) —_— e ——— p; (”) (6)d6

= . ou

JgiEl

= ( } (1-g(0))
Joi€l

Bu (8) £()

e s “ . ., |
Admitindo—se que a serie z ll—g(r)l e seja uniformemente

oy

convergente temos:

3p. (8) c:<0> 1b
% T-g(8)) p; (©) sz -
O=a

ﬁNn

¢ [ 3(r-p(0 ' i
oy [ 3O o) g@an- B - I |~ b (8) £(0)d0 +
je1 ‘o 90 : i€1 ‘0

4 'i | ( ) Ps (0) £(B)d6 .

3g (©)
36

tindo-se ainda que a serie X

p.(8) £(8) seja uniformemente
. i
1EL

-ente concluimos que

K> B+ Ey(g'(8))

notagao do Teorema 2 e sob a hipotese de que lim E(Q)EX/O(T—g(O))

- —
B »+ a e 8 +>b segue-se (3)

Este resultado pode ainda ser escrito sob a forma:

o




1 B+ E (g (€))
AN e )
B (F e (0) ! N e e i e e e
(o(.x/ul 2 (Y1) > i
0log P; O)Ye(®) q «a
(Y(*(r}L/(}( ”.‘_—'—Elf“_"‘_>-‘) ))
onde RY/“ representa a esperanga relativamente a X condicionada a 0 ,

com lei de probabilidade pi(ﬂ) e Eg a esperanga relativa a 0 com furgao
densidade de probabilidade £(0).

Qando T ¢ um estimador sem desvio de. g(0) e com a notagao in-—
troduzida no § 1, obtcmos:

IR N XY
(T (0" O > ———

7 x)e

§ 3 — Nao Aditividade

Mostraremos agora que podemos ligar a informagao de Fisher de
grau q com a informagao media de Fisher por uma propriedade de nao aditi

vidade.

e . * - el .
Definigao & -~ Para q E 2N, a informagao logaritmica de grau q da va-
riavel aleatoria O com densidade £(9) e definida por:
q
i9(0) = | @8 L@ £ioyan | )

0

* - - as
Teorema 3 — Se q €E 2MN e se £(0) e pi(e) sao fungoes nao decrescentes
de 0 para todo i E I e para todo 8 EO entao a informagao de Fisher
de grau q e as respectivas informagoes media e logaritmica satisfazem a

seguinte desigualdade

@) > &:,.(12(-:)) + H(9) (5)



aloyp (0) E£(9) q
2T ( J (e =) P (€)2(9)d0
J alJ 1
01!1
dlog p, (7))  Blog £(8) q
) J y) (“’”““7£?"‘“ * ’*“1gr-"-) p, (0)£(0)dD
0 1EL

dlog £(0) q
)p (6)£(8)dB + J ) c——n ) pi(e)g(a)do + T
iEI

(

J alog p (®)

_onde ¥ e a soma dos outros termos do desenvolvimento binomial.

qil i { y (Blog pi(e))j olog £(9) q—j )
I = c | ( - ) p. (8) £(8)d6
j=1 S hyier o9 o *
logo
q
19 = [ 11(0) £(8)d0 + J Aloz EO))" () § p;(0)a0 + F
g i
S] e i€I
assim

q | | q '
J'(X) = he(Ix(O)) + H(@®) +F

F & positivo desde que £(0) e pi(e) sao funcgoes nao decrescentes de €
logo 2 desigualdade ¢ verificada em (5).

Para q = 2 temos

F=2| 1) 3 log py(0)  3log £(0)
. ‘L IEI\ 99 ) ( 20 ) Pi(e) £(6)dbo
op. (8)
dlog £(8) - p;
i J SR L ) e .
Tt . jer 99

dlog £(8) ) :
F=2 —e =2 E(B) + — . (8)do
La 2 C 36 igl %1

A hipotese da serie X ?; (8) ser uniformemente comnvergente jus—
1EI
gifica a ultima igualdade, F & ent3c nulo, dai a iguvaldade em (5).
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Reciprocancute para g # 2 podemos evidencinr valores p.(8) e
1,

f(0) tais que esta igualdade nao seja verificada,

entao

te q > 4, logo Zq-3 > 1 e portanto basta mostrar que

Por excuplo, sc

pi(O) = {

L
j48 se 0O E [_T N
{

£(0) !
' 0 caso contrario
3q-4 ,3-q _
3 =g
q 1 1
I,(0) = s e =
X (1-6)4 1 gd~
2q-2 é—q
q _ 2 3 - 1)
Eg (1, (0))

2+-4

£ facil entao verificar que

q q q
X > Ee(IX(S)) + H'(9)

ol-) e i€ 1= {0,1)

0 caso contrario

2]

= 1Y (0)

% -5
Com efeito, desde que qE 2NN e ¢ # 2 temos necessariamen-—

1 1
1 - —— 1 - ————
q-3 q-2
3 . 3
g~ 3 =%

o= seja, que a fungao

e decrescente no

seu




doninio de definiciao.

Ora desde que f'(x) =

- X - . ;
que a fungao h(:) =1 = 3" + x log 3 @ negativa para todo x 7 0.

" - : ~ X - ;
isto ¢ evidente desde que a fungao 3® & convexa e dessa manelra sua tan-

gente Y =xlop3tl  em qualquer um de scus pontos esta graficamente abai-

[$he

~ . X
xo da funcao, ou scja, pard todo x # 0, 1-3" + x log 3 < 0. Em consc~

quéencia para q > 4 a desigualdade acima e verificada.

e * .~ . - .
Covolirio — Para q € 2N e sob a condigao de podermos derivar sob O S1

nal de somatorio, a inforwagao de Fisher de grau q e as informagoes
- - - . . -
dia e logaritmica correspondentes satisfazem a segulnte propriedade

aditividade.

Qryy = 7 (T8 q
J*(X) Ee(IX(e)) + H'(0)

quaisquer que sejam as leis pi(e) e E(B) se e somente se q = 2a
Observamos entretanto que no caso de q # 2 a igualdade cm

pode acontecer para certas leis de probabilidade, por exemplo.

Se

ot - il ge 1=1{0,1}
pi.(e) ={ ' “

0 caso contrario

1 . se 0= [0,1]
£@©) = {

caso contrario
temos ’
2 o= -
) = (30 il - B (12(8))
o 2 - q 0 IX

-
me—

de

®)

(6)

e s i ochien -#

oy AT ey
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A desipualdade de Minkoweki nos permite obter outra desicunalda-

de relativa as informagoes de grau g, atraves do seguvinte teorena:

7 -~ .
Peorcma 4 - Para q € 2 I8 a informaguo de Fisher de grau q e as respece-
. . 5o - - - - - . .
tivas 1nformagoes media e logaritmica satisfazem a scguinte desigualdade
1 : 1 1

0 < (120(1;(0))‘1 + 1l

A igualdade se verificando se e somente se 8 tem distribuigao

uniforme.

Demonstrapao
e dlog p, (8)£(®) g 1
J7X)T = ( ( ) p.(0) £(5)d0)
. a0 i
'9181
( ‘Qlog p; (6) log £(8) q 1
= 1 ¢ + ——5—) p;(0) £(8)a8)T
JGiEI ad ,

Aplicando a desigualdade de Minkoswski obtemos

1- 1
- dlog p.(0) ¢ -
At < (.f ] 57— b, (©) £(0)a0) +
Jo 1ET
, = q : l
+ (| ] ABEELT 5 0) £(e)a)T -
) 10181
: ik i
= (| 1,00 £ + 1 ()T

: o
! Y
Eg(Lp (@)% + 5(e)

N 7 Do e

B T R s i AR er i



ey N T IR TS
’

A igualdade se verificando se e somente se
dloyg P; () dlog £(0)
-._._,.__.._;_,_._ —— T k s e e e ]
od a0

para todo 1 £ 1 e k>0 . : 3 1

Segue-se dal que pi(O) = €(8)k C(Xi)’ onde c(xi) nao depende de

3
0. Donde, somando ambos os membros obtemos: ;
3
1
: 1 k 2
£(0) = (———) !
c(x.) :
igr :
logo, £(8) @ uma constante. i
<

§ 4 - propriedades da Informagao Logaritmica de grau q.

<

iy

Na informagao logaritmica de grau q definida em (4) observamos
que a variavel e o parametro se confundem. Assim, tal informagao nao po
de ser considerada como uma informacac de Fisher. Entretanto, a impor-
tancia de tal informagao pode ser avaliada pelos Teoremas 3, 4 e seus

corolarios demonstrados anteriormente.

E claro que 1l (o) >0 e que HY(0) = 0 se e somente se

dlog £(0)
20

¢
=

= 0, para todo O E © ou seja, quando 6 tem distribuigao uni

. b

forme, Alcm disso, se as variaveis aleatorias sao independentes, a in- e
~ g, N . R B
formagao logaritmica de grau q satisfaz a propriedade de aditividade ve- &
) :

rificada nos tecoremas acima citados. 2
Estas duas qualidades associadas, tornam esta quantidade uma me :

@ida de informacao intrinseca das variaveis aleatorias de tipo continuo. g

Verificaremos aqui o efeito produzidc na informagao logaritmica

= *
POT uma transormagao afim h(y) =cy +d onde cER e dER. Se i
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- i - . 1
- = h(0) ¢ a nova variavel aleatoria com densidade n(v) = wE—-{(U), to-

083

- * - . - .
Teorema 5 - Para g € 210, a informagao logaritmica de grau q da va

riavel alcatoria verifica a igualdade:

B o) = abee BCEY
q
¢
Demonstragdo
q dlog n(v) 4
H'(v) = (—2——=) n)dv .

A
€]

Qpy - | (Blog £(®) 48\ 1
H(v)—[( = ) —— £(0) cdo

1 dlog £(8) |9

1 .49
e
5 (8)

c.

Mostraremos agora uma propriedade de sub-aditividade da informa
gao logaritmica de grau 'q e paraisto, vamos supor que a variavel aleato-
ria O seja condicionada por uma segunda variavel aleatoria o, de densida
éde w(a) definida num conjunto aberto A g R. Seja z(8/o) sua densida

de condicional.

e * o > P
Definigao 4 — Para q € 2 N , chamamos informagao logaritmica de grau q

de 0 condicionada a a, a seguinte quantidade




(ﬁ@fﬁ' f(m/ )) Cy fa)m (@) dad )

JU

Hq(O/u) & j

Teorema 6 — Sob a condigﬁo de poder derivar sob o sinal de integragao a

- &= ~ e .- ) P
informagao logaritmica de grau q da variavel aleatoria condicionada a Q,

wio) < nt/w) . (7)

A igualdade sendo verificada se e somente se 6 e o sa0 in=

dependentes.

Demonstragao

Temos que

£@©) = i t;(G/a),’.;u(a)da para todo 0 E O
A .

Assim
3} g (6/0)w(a)da
A
20 . q
1 (0) = [ 2lon 5(9’) £(0)d0 =! ( ) £(0)as
e Jo

z(8/o)w(a)da

A
&

BC (0 /0') w(a)da

] [ ac{a/a) z(8/mw(e)d
a)w(e)da
l ) E(G)de o (J L(B/OL) { )£(9)d9
" } z(8/a)w(a)da A J (8 /a)w(a)do
A ' Ja
z(8/a) wla)
Fazendo u(a/@) = , obtemos
] z(8/a)w(a)da

A

R b A




T (0 /)

LT q

q = _-“....._._. o a Q0

() l ( ‘ TCNS) p(a/0)da ) €(Q)d“
0 A

Aplicando a desigualdade de Jensecn, obtemos

. q -
nie) _g{ ( { (—gﬁ"a;m/“) ) u(a/8)da ) £(6)d0
0 ‘A
q
% 08
0 ‘A
q - :
. I | (-3—12-552—(—%"—)—) £(0/0) w(a)dadd = HI(8/0)
b
Agora, 0 e O sao independentes se e somente se z(6/c)
logo:

596 /a) = J { (Elﬁg-é—g—(—e—/—c-‘l) £(6/a) w(a)dadd
o Ja

. q
. ‘ [ (08 E@ 37 £(0) w(@)dodd
0 ‘A ’ Ll

, ] w(@)da }( (11%59—5@) £(8)ds = HY(9)
A (5]

= £(6)

s



CAPITTULO 1II

A INFORMACRO LOGARTTHICA CONJUNTA

Neste capitulo definiremos a informagao logaritmica conjunta de
duas variaveis Alcatﬂrias e exibiremos uﬁ limite inferior desta quaﬁtiqi
de envolvcndo duas medidas de informaggo logaritmica de grau q.

Sejam 0 e o duas variaveis aleatorias de densidade &(9) e
w(a) respectivamente com 0 E QO (C R e a EA g; R. Representaremos

por p(8,0) a densidade de sua lei conjunta.

g -~ X . - - . .
Definigao 6 — Para q E 2 N , a informagao logaritmica conjunta de grau

q de duas variaveis alcatorias 6 e a e definida por

dlog p(6,a) )q
ot |

.0

: q
L4 @,0) = [( v ¢ 2ogp0,0) )70, a)a0da ®)

A ‘0O

Se considerarmos Hq(G/a) e Hq(u/B) respectivamente a infor-
magao logaritmica de grau q de 0 condicionada a o e a informagao logarit

mica de grau q de a condicionada a 6, & facil verificar que:
4 .
L (8,a) = HY(0/0) + Hl(a/0)

No teorema abaixo enunciaremos uma propriedade de supra aditivi
dade verificada na informacao logaritmica conjunta de grau q em relagao

a informagao logaritmica de grau q.

17




16
jeorena 7 = Sob a hipotese de derivaglo sob o sinal de intepracac, a in-

f01m’glo logaritmica conjuunta de grau ¢ de duas variiveis aleatorias € e

o com suas respectivas informagoes logaritmica e condicional de grau ¢

satisfazem a scpuinte desigualdade
q
L' (8,0) > 17 (@) + 0 (0/a) (9)

A igualdade se verificando se e somente se 6 e a sac indepen-

dentes.
Demons tragao
e/ = | | (RBLOM LT /0300 u @ |
o o ;
| §
- ( 2108 0C.9 5% 5,004 (10) |
Ja e) '

Por outro lado, como w(a) = I p(6,a)dd, temos

jo
[ 3 p(6,0)
jo ™
%) @“;“”> w(e)da = | (= ) w(a)da

- A ‘[o(a,a)de

JO
3 p(8,0)
2o
- q
= ([ S -1 (-3 d% ) w(a)da
L) o(8,0) ( ,
. | p(8,a)de
le

Splicando a desigualdade de Jemsen, temos
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_0(0,0)
q { f da 9 p@0,) -
H (a) < | TS — w(a)dbda .
Jy Gave P
p(6,0)d0
10
[ o q : i
= [ J (.‘iﬁ%g.___(@,“) ) p(8,a)dBdo (11)
ia dg

Reagrupando os resultados (8), (10) e (11) obtemos 9).
Finalmente, 6 e a sao independentes se e somente se

0(6,0) = £(8) w(a), assim

[ 5 o q ; n. | 9 :
[_q(e,Ot) - ( ¢ W) + (.aloc}___?gr@_’.o‘_)_) 0(6,0)d0dx
Jalde®
[ ) .
y q q 5
1 | [ Reaf) )7, (302 0@ )T g() w(ajaean ~
N Je;. ou .

’ q
= Jv[( Elggggﬁgigl-) G (6/a) wla)dbda +
Ja o : ;

= q
+ (3}—‘-’—307“’—(91) w() (| £(8)d8) da

JA Jo

1i(e/0) + ()

e P e
1 e =

A partir dos resultados (7) e (9) segue-se imediatamente o se-

guinte colorario.
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corolario - Sob a hipdtese de derivagio sob o sinal de integragac a in-

formagdo logaritmica conjunta de grau q de duas varimveis alcatdrias 0 e
-

o com suas informacoes logaritmica e condicional correspondentes satis-

fazem a seguinte desigualdade

e, > n%@) + 1)

A igualdade se verificando se e somente se 0 e « sao inde-

pendentes.




CAPITULO III

A INFORMACAO DE FISHER DE GRAU q E ‘F—DIVERGENCIA

No § 1 vamos estabelecer um limite inferior do momento de ordem
r do estimador sem desvio T de g(8), utilizando uma lei de probabilida-
de intermediaria entre duas leis de probabilidade dadas, sem condiggésde
regularidade. No § 2 estudaremos a aproximacao da informagao de Fisher
de grau q com o auxilio de uma kf—diverg?ncia para duas leis de probabi-
lidade com parametros vizinhos. No § 3 encontraremos um limite inferior

do momento centrado de ordem r de um estimador.

§ 1 - Informagao de Fisher de Grau q de Uma Lei de Probabilidade

Intermediaria

Definigao 5 - Se {pi(e), i eI} e {pi(e'), i € I} sao leis de probabi-
lidade discretas correspondentes aos parametros 0e6'de®eselia<l

definiremos uma lei de probabilidade intermediaria das leis pi(G) e

pi(e') por

p;(8,0') = (1-a) p; (8) + ap, (0") o a

No caso continuo, utilizando densidades intermediirias Vincze
[3] deéonstrou uma desigualdade de Cramer-Rao sem hipotese de regularida
de.

Obteremos aqui um resultado analogo para a informagao de Fisher

de grau q de uma variavel aleatoria discreta considerando o estimador sem
21




de-svio 4 de o definido por

T(x) - £(0)
g(0') - g(8)

= . e T .
onde X € um valor generico da variavel aleatoria X e T(x) um estimador

sem desvio de g (0).

% p ) o~
Teorema 8.~ Seja q € 2 N« Ainformagao de Fisher de grau ¢ da variavel
alcatoria discreta X, tendo lei de probabilidade p?(@,@') definido em

- (12) verifica

1

r.r 1 . . ‘
(Eala -al) > T (13)

§ =

q

. Ix(oa)
- 1! 1 g

onde r >0 e tal que T + -—;—— =1 e Eo. representa a esperanga Té~

jativamente a lei de probabilidade 'p?(e,e').

Demonstragao

Tcmos que
1 1

- r .t 9 &
€3 -ao) e =

. 2log p(8,6') o
1 3 0og P:\Ys q9 a
- (] la-al" piee,0m 0"t (]« o ) p;(0,0')

g iEl iel :

. pela desigualdade de Holder obtemos:

S ) 3p; (0,6")
€ |& - ol - @7 > iglla .

T(x;) - 8(8) - ag(d') + ag(0)
=1

= g-allp.(6") - p.(®)] =
'iél' l[pl Fi ! igl g(0') - g(®)

Segue-se entao 2 desigualdade (13).

renorer s

H
§
il
it
M
| |
|
t R
,‘
|
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- ‘ B 'r -~
Podemos ainda majorar hola = ! por uma fungro dos momentos

centrais.,

o' (@) = ] It - s®] T ®) e
iEI

ot @) = § (TG - g py(e")
i€l

Com efeito,

T(x.) - g(6) T
g |la-al’ = ) | = -—af (1 ~a) p,(6) +
% ieT! 2(0") - g(®) &
T(x.) - g(8) r
+ 3 : - a{ a p.(8")
i€I .

8(6") - g(8)

T

T(x;) - g(8) .
(1 - Q)Pi(e) +

o}

n
ey

;67! 8@ - 8(®)
T(xi) - g(6') i :
+ ) ~ +1-a| ap,(0')
ier! g(8') -~ g(@) *
entao, como r > 0 .
: 1
H .. T(xi) - g(8) r _ r
e la-alH < (] | o] @ - o @) s
ier' g(8') - g(®
1
: X T(xi) - g(8") r ( ))r
+ +1 - af ap.(8'
g0") - g(0) Pi

i€l

- Aplicando a desigualdade de Minkowski a ambas as parcelas obte-

: :
: = T(x.) - g(8) r
Ela-aD" <] z
- iex! g(@") - g®)

1+ a) pi(ﬂ))r +




1 ' 1

- T T(x;) = g(0") | T
v (J e (-a) p(0)) + () | —————— | ap,(08')) +
il ~ icr! g(0') - g(0) .
1 : 1 1 1 1.
e (F (1-a)" ap].(u')r = [(l—a)r o () + a"et(@")" J +
i€T ‘ le(@")-g(®)]
_ ; N

+al - a)r_+ (1 - o) o .

Quando o momento de ordem r de T & independente de 6 e igual a

Or(e) = Or(e') = Or , temos

1 1 . :
% 3 . = =1 lg®") - g(®)]
o > sup sup [ ———4——T— - a(l-a) - (1l-a)o } (14)
7w 8t g = 11
Ix(a)q 1-a)F + o

§ 2 ~ Informagao de Fisher de grau q e ‘f—divergéncia.

Agora, vamos considerar a \f-divergéncia entre duas leis de pro
babilidade Api(e) e pi(e'), ® e 6' € O apresentadas por Csiszar [3] e
Perez [6], por meio de uma fungao real ‘F-convexa a qual supoe-se (q+1)

vezes derivavel, definida por

Gy ©'|le) = } W(f—i—(—e—'-))p.(m (15)

No teorema abaixo, damos uma versao da aproximagao da Informa-

950 de Fisher de grau q para o caso discreto.

* 2
Teorcma 9 — Suponhamos q € 2 N, Seja \f uma fungao real convexa (q + 1)
_vezes derivavel das quais as q-1 primeiras derivadas sao nulas no ponto
x = 1, a g-esima nao a sendo. Se a lei de probabilidade p; (0) é deri-

vavel ¢m relacao a 8, entao a informacao de Fisher de grau q da variavel

R————

BENSS—
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- . . . . 8
aleatoria discreta X verifica

! ’ 1 '
11(0) 2 lin {~——»~_~TMKG\?(O'llO) - ‘F{l))} (16)

\i} (q)(l) plag - (Q'._e)(x

Demonstragao
op. (0)
a9

Seja 06 =6' -0, com 0O< g' e p;(O) =

Um desenvolvimento de Taylor de ordem'1l da fungao p na vizinhan

ca de O nos da.

1
- p; (®) 9
Gy lle) = § Y@ + —7=x 80 %00 )) p; ()
{ ier | p; () :
LY '
Yazendo u = O A6 + 0(8°) e desenvolvendo ¥ na vizinhanga
Py , |

de 1 até a ordem q, obtemos

f Q) = ‘f<1)+‘f'<1).u+—1.—- 9" yal s eee sl 9@ 53 4 00"
| 25 q'. |

como as (g-1) primeiras derivadas sao nulas por hipotese, temos

1 p;(e) 2.9 4 q+l 1
\r(1) + TIT'ié165;767 AD + 0(07)) \f (1) + 0(n8 )in(e)

Gy (0+08]]6)
f

a (q) +1
Uy + 8O w1y + owe)”
I LR -
Assim
(q‘;'- {Gm(e'ng) - \lﬂ(],)] = (AE))q 11(0) . Segue entao (16)
¥ 0 i

Damos a scguir algums exemplos de funcio Yque sao aproximadas
]

por informacoes de Fisher de grau q.




v = (u-131  h
l l(u) (u-1)", u € R
_134 :

\r (u) = e(u 1) s u ER

2 +

q

. -q (u-1) )
W’ (u) = - Uu€ R e o€t [0,1]

a ((1-a)+ou) 4

§ 3 - Limite Inferior do lomento Centrado de Ordem r de wn Estimador

A partir dos resultados obtidos no § 1 deste capitulo, mais pre
cisamente das desigualdades (13) e (14) obtemos,_quandé o tende a zero,
o seguintebresultado relativo ao momento centrado de ordem r do estima -
dor sem desvio T de g(0)

. g ©")-5@|"
o (8) > sup a7

8' 1lim I%(a)r-l
. >0

Como consequéncia obtemos um limite inferior do momento centra-

do de ordem r do estimador sem desvio T de g(6).

Teorema 10 = Se G\f l]e!) e ka (6']]6) s3o finitos entao o momento
1 1

centrado de ordem r do estimador sem desvio T de g(B), satisfaz a desi-

gualdade

: le@")-g® |
o (8) > sup T
8' Gy (8'l]®)

g

Dencnstragao

A partir de (16) basta mostrar que




lim Iq,(\'-',) =Gy (0! ‘l 10)
. X
[eR2e) |1

para isto, verificarcuos primeiramente que a serie

| dlog p?(0,0') %
| p; (€,6") (18)

iEI‘ oQ

% uniformemente convergente. Com efeito seja

a. =

[e} e ()' q
L l

%¢p,8"
o l pl( ,0")

o termo geral da serie em (18). Entao

dlog[(1-a)p, (8) + ap, (8")] 4
Iail = l l | (1-a)p. (8) + ap, (8")]
aa i & i ;i

| pi(e') - pi(e)

q
(1~a) p.(8) + ap.(6")
(1-c) Pi(e) + api(e') | l Pi Py l

1
[a-0) p; @ + ap, @]TH

. "
(pi(B') - pi(e)) .

p (8" = p; (®) 9 p,(0') - b, (®)
e et Ul Sl Ol ) By (O) 1,
onde A ={i;p (0 >p;0]}
B={i;p;(8) <p;(8)}
Donde
la.| < @ = i Ve )q p.(®") 1 + (1 - pi(e|) )q p.(e)'l (i9)
il = p; (8" i A p; (®) i B

Como por hipotese c.r

@']]8) e Gy (8]|8') sao finitos, a
1 f
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desigualdade (19) mostra que a scrie (1€) ¢ uniformemonte convergente em
.

Assim

alog p3 (3,0") q

. .9 a
lim I (a) = 1im ) ( ) p.(0,0")
wo X a0 i€l o0 &
p,(8") - p,(8) 4
= ) lim( ) [(1-a)pi(6)+api(8')]

iET a0 (1-a) p, (8) + ap, (0")

pi(G‘) q

]

=Gy (8'[[0)
fr




APLExpDYICE

Destacarcmos aqui alpguns resultados conhecidos tais como a  De-
vigualdade de Holder e a Desigualdade de Minkowski usados nos Teoremas 2

e 4 respectivamente de um modo um pouce diferente daquelas normalmente en

contrados, a fim de sc¢ adaptarem aos nossos resultados.

Yeorema I - (Desigualdade de Holder) Sejam f]. ) e gi(O) leis de proba

-

Lilidade de tipo discreto dependendo de um parametro 6, 6 € O. Entac
quando
) £,(8)d8 < 4= e ¥ g, (0)d0 < 4 i
OiEl pier *

onde I e um conjunto finito ou enumeravel, tem-se

1

p P q
JE @ a0 < (| a0 (| ] g @)
oli€l o 1FI olEI

A

onde p>1 e-—l—-—+—1——=1
P q

Demonstragao

o=

Se a, b>0 e p>1 com—%)—+—~(1-l—=1 € facil verificar que a

:——;—— + —3—— (ver por exemplo [5]).

Fazendo
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a SSSEIISEETS o e eSO - b = -—
{ Yy £, (0)c { Y . (0)d0
J i€t Jo HET
obtenos
c P i
£.(8) g, () L £1(9) 1 g, (0
4 e——
1 17 P
. P q .4
(| £ £ (0)a0) (| I 8 2 (0)a0) ) f (6)d8 ) &, (6)ad
GlLT )6181 OlEI 0181'
Entac
E ¥ p X 5 n
} £:(0) g, (0) ) £.(0) L 8;(®)
iEI £ ik i€l .. iET
1 l“ 5
P p [ v 4
(‘ ) £,(0)a8) (| ) g (e)da> ‘ ) f (8)d6 ] 8, (0)d6
Donde
‘ ] £.(®)g, (8)ao - J‘ ) f (8)ae ) &; P (8)a0
i€l iEI 1. JuiET
%o L1 e N 0
1 1 - P q
P [ 5 [
( zf (8)dd) ( zg (e)de) | ) £.(6)d8 }g (6)dd
e1E] OlbI jelel ' 10181
Assim
1 1
P q

{ ] £,(0)g; (0)d0 < ([ £ ((0)d0) (| )& <e>de)
0

O1EI i€l : e1EI

TPeorema IT - (Desigualdade de Minkowski) - Sejam fi(G) e gi(O) leis de

probabilidade de tipo discreto dependcndodc|napar5mctroO,GEG,entgoquando

R SISO A (RS TSI




{
i =p i
Yor o man -y eV e o
J 101 £ oy !
0 s
ounde 2 e CO“}U{HU ALEereto Gu ermme T i bo tes

= /e 7 ¢ . i "
(( «l”-\Ii,(O) + gi(w})){d',! (5’ S l(..‘)‘lu) i (i > gvi{!").ff") com q)l,
X /¢

q
[ iz’ ,fi(e)'+ 3'1(0)) de =

7 a =, .
R L G N O L (O YOO (O IR (O PR I L
4 "I 1 A 1
6
"" ‘:1-1 ' { " q-1
& [ & fi(e)(fi(ﬂ) + 81(0))- d0 + .) ui(ﬂ)(fi(O) + Rj(o)) a6
i FL Joitl

Aplicando a desigualdade de lolder a cada parcela, obtemos

. 1 -1
§ (£, ®)+g, (00240 < ({ I £, (0)1H>“<[ ) (1, 0) ¥ b)) %40y & 4

9121 joxel Oxﬂl

1 a1
+ ([ ! 8 1 (0)a0)9 - J L (F,00) + g, (0)) a0y 9

1EI iEI
0

donde
{ ) (£, (8) + g;(®)) dO <
Jel‘l

1 [ o L il 3
< [( ] £, (a)aa)“ + ( le, 3 @)a0) ](! J (5,00) + g, (©)) 'ae) ¢
S J i€l < Jgitl
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Topo

. 1§ tln { i l‘. [ * .‘l
) (fi(”)4ga.(h)) Gt T e (b Y el (0)do)
Joitl . o ,! !

Teorema 11T - Sc a,b 0 e 0 e

Demonstrarin

Se a,b>0 ¢ « =0 ou it e 1 ¢ evidente o resultado.

O o} a
Para a,b >0 ¢ 0 < « b, tenos  (a + b) <a +D se e
b (84 b Ly
somente se (1 + —-) ] 4 (',
a — S oa
| . ~ ) [0 «
Facamos - x = ,,“’., ¢ connpderemon a funcao g(x) =1 + x - (1+x).

Devemos mostrar entao que p(x) ¢ 0, para todo x > 0.

Se 0<a<1, g € crescente para todo x > 0, e visto que

g(0) = 0, conclui-se o resultado,

.
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6]
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]
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