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A rnE S J:W1'A çÃC

Este t rab a lho , ori.entado pelo p ro f es so r Er anqu ib er to d0S Sau to s

Pessoa) cbjc:tivc1 cOl11plementar requisitos exigidos pC'lo Departamellto de

Hatcmãtica da Unive rsidadc Federal do Ce ar a a corice ssao do grau de .fes-

t re (;1:1 !:-1atelll3ticaPuni. 'I'ra t a+s e de um estudo no caso discreto da J n f o r

maçao Logaritmica de grau q ligada a urna ex t en sao da In f o rrnaç ao ele Fisher

que n. Bouch on e F. P2Sf,Oa [1] desenvolveram para o caso contínuo.

S(:!râcon side rado o espaço pr ob ab ili.zado eu, Q, P) onde -e um

espaço e uc Iideano de d irne ns ao f in í ta , Q ê a a-álgebra de Bore l de Q e P

~ a lei de probabilidade ~obre Q de uma v~ri~vel aleat~ria discreta X da

da por p. (8), i E T, onde -I ~ um conjunto finito ou enumerivcl de indi-
~

ces e 8 um parâmetro real desconhecido.

Com a finalidade de estimar uma função g(8) do par ame tro e con--

sideraremos uma estatistica T e procuraremos mostrar as qualidades deste

estimador atra~ês de desigualdades de tipo Cramer-Rao e, necessariamente

limites inferiores que sao funç~es da Informação de Fisher isto nuf'1con-

texto bem mais geral do que a fórmula clássica de Cramer-Rao.

As condiç;es de regularidade para validade da desigualdade de

Cramêr-Rao serão quase sempre r-e quer í das , entretanto, obteremos tambcm

resultados sem a exigência de tais condiç~es.

o trabalho está dividido em trc::scapitulas e um apêndice,

No Capítulo I definimos a informação de Fisher de grau q , q E 2N1,

onde a utilizaç;o da desigualdade de Molder nos permite encontrar um li-

mite inferior do momento de ordem r, r = q do estimndor T em fun-
q 1

ção desta informação. Em segu í.da , definimos a informação medi.a de Fishcr

1
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((' i',I-;lll q uo caso orulc n p~lrZlIll('t-roO e t:"!'lhêm considerado ilJ.('ilt.(";r-jn, d an

do 11m;! llUV;1 cx t eus ao Deles i gua Ldad e de Cr<.l1:1Gr-Rao. Definimos a i ud a a a n

fOtlnilç:;o l ogar i t mi.ca de grau q do. var iiiveI a Ie a tor í.a O, cv í.dc nc i.cndo pr52.

pliedarlcs de n;o-aditividade relacionanrio a inforrnaç~o de Fisher com a

infonn.1ç?:omédia de risher e a informilç~o logarítmica de grau q. 1\na11.-

"d "f - 1 ~"5_=05 em segui a a le :ormaçao qgarltmlca de grau q como uma medida de

ir I'ormaç io í n trIns cca da v ar iavc l alea t or i a 8 e es t ud.amo s a í ní Luen c i.a

d~ urn~ transformo.ç;o afim de 9 ou de seu condicionamento sobre outra va-

Ko Capítulo 11 definimos a informaç~o logarítmica conjunta de

as 'ariâveis aleat5rias e exibimos um limite inferior desta quan~idade

c.-ol-er o duas medidas de informaç~o logarftmicas de grau q.

No Capítulo 111 estabelecemos um limite inferior do Domento de

r do estimador sem lesvio T de g(8) utilizand6 uma lei de probabi-
,

c intermedi~ria entre duas leis de probabilidade dadas com parame-

e aI sem condiç~es de regularidade. Estudamos ainda a aprox1ma

informação de Fisher de grau q com o auxílio de uma ~ +d i.vergen

-::-.:1 duas leis de probabilidade com parâmctros vizinhos e e a I •

o ap~ndice evidenciamos resultados conhecidos tais como a De-

~ e de Holder e a Desigualdade de Minkowski usadas neste trabalho

taçoes necess3rias aos nossos resultados.



C,\pITULO r

A INFOflHAÇÃO DE f'IS!fJ.:;~

No §l deste cap i tu l.o , definiremos a inl'.orlil<1çã'o de Fi~hcr de gr au

./(
q, q E 2 L\! de uma variável a l.ca t.or ia discreta X e dC'stacRJ:C.'I[lOSum Li mit.e

inferior de um estimador em função desta informação. No § 2 definiremos

a informaçio m~dia de Fisher de grau q e obteremos uma generalizaç~o da

desigualdade de Cram~r-Rao. No §3 relacionaremos as definiç~es dos para-

grafos anteriores por propriedades de n~o-aditividade evidenciando para

tanto a definição de info-~açio logaritmica de grau q como uma medida de

Lnf orma çao intrínseca das 'variáveis aleatórias de tipo continuo e estuda-

remos o efeito produzido por uma transformação afim e seu condicionamento

por outra variável aleatória no § ~.

§ 1 - A informação de Fisher de grau q.

A lei de probabilidade da variável aleatória discreta X ê dada

por p. (O),
l.

1 6 I, onde I ê um conjunto finito ou enumer av e I dependendo

do parâmetro 8, 8 6 0 C R. Vamos supor o parâmetro 8 desconhecido e

estimar uma função g(8) deste parâmetro com o auxilio de uma estatística

T.
No caso de um estimador sem desvio, isto é, quando g(8) =E(T(X))

as qualidades de T podem ser avaliadas utilizando a desigualdade de Cra+

m(:r-Rao que fornece um limite inferior da variância deste estim<Jdor em

função da í nf or .lação de ish er

3



dIor. p.(O) 2L ( ------- ..2- ) p. (O)
iCI ao .l

(1)

A JC'si~u:11d:J.Je de CrC1l1l0r-Rao ;; gcr<1lrnc.nte obtida quando c c r t a s

condir;;-;('$ dc r cgu l a r i.cad e r c l a t iv a s a lei de pr-obab il idad e p. (C)
i.

-sao sa-

r i s I o i t as , em par t icu l ar , a possibilidade de derivar sob o sinal de soma-

lõdo.

A quantidade IX(8) mede a informaç~o sobre 8(0) contida na obser

vaç~o de X c deduzida a partir da utilizaç;o de T.

Dcfinivâ'o -.1 - Para *q E 2 L'l a informação de Fisher de grau q da variá-

vel aleatória discreta X ê definida por

Cllog p.(8)L ( 1

iEr ae
q

) p. (6)
1

De acordo com (1/, temos Ç(6)

TC02'cma 1 - Sob a cond i çao de derivabilidade sob o sinal de somatório, o

cstimador T da funç~o g(6) verifica

I

(Ex/eIT-gC8)IT)r ~ (2)

COlll r > 1 e tal que lI·--+--= 1
q r

Iumons tração

TI'IIl0S I 1

I I
r r q q(EX/O T-g(O) ) IX(O)

1

C L IT(x.) - g(0)lr p. (8»r •
iE I 1 1

Cllog p. (8) q
• C ( ,1 )

iEI c

1
q

. (t:»
1



] 1
r7 q q(r: ./ I T·, i', «(l) I ) -i. (.) >

X 1.1 "

(i]og p. (O)
L CT(x .) _. 1',C') -.----,--~ ..-.- p. (8)

1. l/V -.'iCI -

êlp. (O) ()r. (O) ()p. (0)

): ('I' (x . ) r,(O»
1 I T (x . ) . . 1 ), g (O)

1.- ---- .. ---- - _._-----

i t· I
1 ao iEI

) é,0 iEI é~J

Por hipótese, est0i110S Irupondo a condição de d er ivab i l idade sob o

s í n.il UC soma t or io , que e o C.:lSO por exemplo, quarid o a série

L (T(x.) - zCO» p , (O)
iEI 1. 1.

COl1vvrgc num ponto

dp. (8)
\ 1.

'L (T(x.) - g (8» ---
iEI 1. ae

converge uniformemente em 0. Obtemos aSS1.m

1 1

(LX/OIT-g(O)lr/ • ~(O)q >-ie i~/(Xi) Pi(O)-,

- g(O) • _d_ I p.(e)
ae iEI 1.

a88-- Ex/e (T)

No caso de T ser um estimador sem desvio de gCO) e

EX/oIT-gCO)lr obtemos um limite inferior do desvio de ordem r de T

g' (e/
r

I q (O)q
X

Quando q = 2, (r 2), encontramos a desigualdaue de Cramer-

Segundo Bockee 2 , a igualdade em (2) ~ verifitada se e sorncn-

, •••• t.""



(j

11«» ('J'-i~ (O) q.p.p.

t[(0) v J;CO) -t,;r o (1L1[!;. funç:0('S po s i r í va s que 0:10 s c auu l.cm s imu lr auco

IC'· III o .

Vamos supor Rgora que o param2tro 8 seja tanili~m uma v3ri~vel

nlrar~ria de d('nsidnde ~(8) para e E e [a,bJ C IR.

.. ~Def1/.7;·([O 2: *Par a q E 2 IN a informação .r"êdia de Fishcr ele grau q da

'adãvcl alec t or ia discreta X é definida por

l1 (X) J
310g p. (e) ~(0) q

l. ( ~e )p.(8) ç:(8)dO
iEI 1.

o

Esta definição nos fornece uma generalização da desigualdade de

C:'nmc'r-Rao a trav es do seguinte teorema:

c )l'C'I)Q 2 - Seja X uma v ar í av el aleatória discreta cuja lei de pr obab ili

-ad c c dada por n . (8), i E I, I um conj unto discreto ou cnumc rave I
• 1. .

de

1 Ices e e urna vari~vel alcat5ria de densidade ç:(O). Sob certas condi-

s de regularidade toda estat!stica T verifica a seguinte desigualdade:

1

(I L IT-g(8) Ir p. (8) é;(O)d8/ >eiE1 1.

B + Ee ü?, t (O) )

1

Jq (X)q

(3)

B lim ~(O)EX/B(T-g(8» - lim+ ç:(ü)EX/O(T-g(8» e r > O
B-+b e-+a

-e tal

1
G. r

1 .



idnitindo-se que <J. série L
íEI

é'lp . (8) t.: (8 )
!T-g(6)! --~_._---- seja u:1ifor~ei1~enteao

St'j ,l

r
.~ 1 alo:" p. (C)SCI) (i 1( l. IT-g(O) Ir p. (I))CCO)dO/' C )' ( ----~;-G-·_-·_----) p. e:ni:(0)d(:)'·i

)01E1 ~ 0 iÉI (I'

A dl':.;.i;;u~l]Jade de llolc'ernos dií

J
alop, p. (O) t.:(8) .

K > ( \ (T-g(O)) , ~------ p. (O)t;(G)d8
L "00 r,

e iEI

f
ap. (8) t, (8)

L (T-g (O)) ~ 30 d8 •
)0 iEI

conver~cnte temos:

J
é'lp. (8) t.: (8) ]b

• > L (T-g (8) ) ~ d8 == L (T-g (8)) p. (8) t.: (8)
íEI O ao iEI ~ 8==a

f

a ( \ í ar (x i)Y ~(O)) p. (O) t.:(8)d8== B - L p. (8) Ç(G)dG +
iLl 'O ao i. iEI)0 ao 1

indo-se ainda que a série L
iEI

élg(8) p. (8) Ç(O)
é'le ~

seja uniformemente

. rucnte concluímos que

~o do Teorema 2 e sob a hip~tese de que lim ~(O)EX/G(T-g(e))
+ra e ~ a e -+ b segue-se (3)

e esu a e aio a ser escrito ob a forma:



onde E
X

/
O

r cpr or.cn t.a .1. o spcranç a rclativ,1.11lentea X cond ic í.o nnd c <I o ,

com lei de pr ob ab i 1 jc1~.ck Pi (O) e Ee a esperança r clat iva a 8 ('0::1 fupção

densidade de prohabilidnde ~(O).
Quando T ê um cs r ímador sem desvio de r,ce) e com a no t aç ao 1-n-

trocluzida no § 1, obtemos:

1

(EO(Or(8)))r >
Ee (g' (8) )

1

Jq (X)q

§ 3 - Não Aditividade

Hostraremos agora que podemos ligar a informação de Fisher de

grau q com a informação m~dia de Fisher por uma propriedade de não aditi

vidade.

Definiçao 3 - Para *q 6 2 N , a informação logaritmica àe grau q da va~

riâve.l aleatória e com densidade E;:Ce) ê definida por:

(4 )

*Teorema 3 - Se q E 2 ~ e se E;:(6) e p. (8) são funções não decrescentes
1

de 6 para todo 1- E I e para todo 6 E e então a informação de Fisher

de grau q e as respectivas informações media e logarítmica satisfazem a

seguinte desigu idade
o.( ) (5)



f
alog p. (8) 1 alog Ç(O) q.l, ( ao1. )P1.'(8)t.:(8)clO + I (--a~ ) p. (O)t.:(G)dO + F

rOI . EI U i.01.c 01.

on~e f ~ a soma dos outros termos do desenvolvimento binomial.

F
q-l f alog p. (O) j Cllog t.:(8) q-jI cJ I L ( 1. ) (-----) p. (O) t.: (8)dG
j =1 Ci Jq iEI a O dO 1.

logo

f
rq(O) t.:(6)dO + f (dlog t.:(6»Q t.:CO) I p. (O)dO + F
X J 09 1.·E1 1.o o

I

I
a s s rm

é positivo desde que t.:(6) e p. (O) são funções não decrescentes de O
1.

o d esigu a Idad e ê verificada em (5).

Para q = 2 temos

i a log p. (O) alog t.:CO)
F = 2 I ( ae 1.)( ) PiCO) t.:(O)dO

_ iEI ao

dlo~ t.:(8) t.:(6) ,
ae l

iEI

ap. (e)
1.

-a~e- de •

F 2 -.:...==--..!....:..-!... s( ) . - L p. (8)d8 -
e i I 1.

- .se a sc.:-~ r z :) s c r u t r Jergcnte jus-



lã I
f
l
t
!r
I
t
i

Rc ci p r ornmr-ut.c l',1.1"J ti f 2 podemos ev i.d c uc i ar v al 01'0:> jl. (fi) c
:L

,_.{oGi(l-O)l-i
p. (O)

).

se i G I = {a,l}
caso cont rar í o

ç; (8)
Se e G r 41 . 3 JL' , -4-

caso contrário

22q-2(/-q - 1)

2 - q

I
I
~

I
I

cntao

23q-4 (33-'1 - 1)

3 - q

q 1 I
IX(8) :: --- .•.(l-e)q=r--' eq-r

É fácil entao verificar que

*Com efeito, desde que q G 2 m e q I 2 temos necessar.1amen-

> 4 I 2q-3 > 1 t t b t t, ogo e por an o as a mos 'rar que

1
q-3

3 >
q - 3 q - 2

e a função

= ----'--- -e decrescente no seu
3x . x
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li\\11íll10 o c (lt·rjlli\:~~t).

x11(;.) '"" 1 - 3 + x Log 3 c ne gn t iva p:;ra t cdo :: =f. O.

- x
í s t o é ov idrnt c dC'~;tkque él I'unç ao 3 dcssn rn3Dcira sua t ;lI,--c convexa e

gcnlC' Y = xlo;;J'l C'IDqu~lqll~r um de seus pontos está graf:ic~':-';C'ntc[ll;o:1i-

:-':0 da funç?;o, ou s ej a , para todo x I- 0,
x1-3 + x log 3 < O. Em C0I15(-

qU0nein para q > 4 a desigualdade acima e ve riI icada .

*q E 2 ~ c sob a condiçio de podermos derivar ~ob o 51

na I el som:1lõrio, a inforll1ação de Fishcr de grau q e as informações ·•.,c-

dia c lognr1lmica correspondentes satisfazem a seguinte propriedade de

aditivitlade.

(6 )

quaisquer que sejam as ieis p. (e)
~

~(e) se c somente se q = 2.e

Observamos entretanto que no caso de q I 2 a igualdade em (6)

oele acontecer para certas leis de probabilidade, por exemplo.

Se

p. (6)l. caso contrário

se I = {O,l}



17.

-Ir
'tc.)ro;;':l '1 - Pa r a fi I: 2 1:\ a ill(onn.lç:u de F'i shc r de.' Lt",IU C! L <I~; J"c';,jH't:-

1 1 1

/'(X)C! < (EG(I~(O))q + llq(O)CJ

A igu:\lcLtd2 se ve r i f ic and o se e somente se O tem d is t r i bu í ç ao

uniforme,

r
'alog p, (6)( I (' I. +

'EI de)0 I.

1log ~(e) q
de ) Pi(O) ~(e)d9)C!

Aplicando a desigualdade de Hi nko sws k i obtemos

1 '
<f

dlog P, (9) q 1
JC!(X)q <

-
I ( dOI. ) p, (O) ~(O)d8)q +

J0 iEI 1.

(f ; (dlog ~(e»q
1-

+ p, (O) ~(e)de)q
'EI de 1.

Ja I.

<f
1 1- -

= I~ (8) ~(O)de)q + Hq(O)q
)0
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())O\' I). ((I). , 1--_._----
ao

ê1log Ç, (O)
k --.---------ao

p;lr:l todo r. G I k > oc

S('gue-se daí que p.(O):: l;;(8)k c(x.), onde c(x.) nao depende de
111

O. Donde, somando arnbo s os rnernb ro s ob tcrnos :

I
I k

t,: (8) ( )

L C (x , )
i61 1

logo, t,: (8) -e uma constante.

l, - Propr-iedades da Informação Lcqai-i tmica ele qrau q,

Na informação logétrítmica de grau q definida em (4) observamos

ue a variável e o parametro se confundem. Assim, tal informação nao p~

d' ser- considerada como uma informação de Fisher. Entretanto, a Impor-

:'ncia de tal informação pode ser avaliada pelos Teoremas 3, 4 e seus

ro15rios demonstrados anteriormente.

É c)aro que Hq(8) > O e que Hq(8) = O se e somente se

(8) ..
O, para todo 8 6 e ou seja, quando 8 tem distribuiç~o unI

da
• c. Al~m disso. se as variáveis aleat~rias são independentes, a 1n-

çao logarítmica de grau q satisfaz a propriedade de aditividade ve-

nos tcoremas acima citados.

Estas duas qU3lidades associadas. tornam esta quantidade uma me

c 'nform,ção 'ntrioseca das ariávcis alcat~rias de tipo continuo.

eriEi'are 5 a.u_ o e[ei o roduzido a inforr.:.açãologarítmica

*c c d 6 •. Se



".:...h(O) (~a nova v,:ll"j;i\-vl ;l]I';lL~ri,l coru dcnsidndc n(v) c

- os:

::'CUJ"CJ;Y1 5 - Para
-;;

4 C 2 ~ , a in[or~aç;o lO~é1rrtrnicade gr~u q d2 va

riâvel aleZLõriJ v('riflei1 i1 igualdade:

emonet.raçao

Hq (v) t alog n(v) q
a.~ ) n(v)dv .

Hq (v) r (
alog l;:(8)dO q 1

= av ) t (O) cd9ao c
) .
ti

~ r (
alog l;:(O) q

= ) l;:(O)dOaoc )0

= _1_ lIq(8)
c~

Mostraremos agora uma propriedade de s~b-aditividade da infor~a

ao 10garItmica de grau q e para isto, vamos supor que a variive1 aleat~-

e seja condicionada por uma segunda variivel aleat~ria a, de densida

e w(a) definida num conjunto aberto A C IR. Seja '(,(8/a) sua dcns ida

condicional.

* S " :0 _ação log rít ~ca de gra qq E 2- Para

co dic'ona a a ,a



1)

( 7 )

A igualdndc sendo vcrificada se c somente se e
-c ('I. s ao r.n-

dependentes.

Demonstração

Temos que

i;: (8) - 1 [,(e/a) w(a)da
- A

para todo o E e

ss~m
fdJ [,(8/a)w(a)cla
A

J

< q r ao q
(dlO~et:(e» E.;(8)d8= I (-------) E.;(G)d8

e Je 1h[,(8/a)w(a)da

n

1 1 aç (~~Ul w(a)da d[,(8/a)

f fq de [,(8/a)úl(a.)da
= ( A ) t,;(8)d8

J e (J A
)t.;(8)d9

e f [,(81

[, (8 Ia)
. Lé(9/UlW(aldU)w(a)da

JA

( I )
[,<9/0.) ( )

.- e co = ob t e: s
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()r;(fl/'t)

Ilq (O) " t(L - l;lf/~,S-)J(aiO) G~ ) q ~ (O )dO

Aplic3ndo a dcsiguald,qde de Jenscn, obtemos

d1op, r,(O/a) )q 1:;(8/a)tü(a) da) E;(G)d6
~e E;(S)

Agora, O e a são 'independentes se e somente se I:; (S Ia) == ç; (O)

logo:

310g çCS/a) )q I:;(S/a) w(a)dad8
ae-

alog Ç;(8) )q E;(8) w(a)dade
ae

j f ( alog ç (8) q q- A w(a)da J
e

ae ) ~(e)de" H (e)



---------------------- ......••••••
CAPlTULO II

A lt~FOiU'!.(':0 LC~/\I~rl'i.aC:\ CO:UU;"TA

Neste capitulo definiremos a inform3ç~o log3ritmica conjunt~ de

duas variáveis aleatórias e exibiremos um limite inferior de.sta quantida

de envolvcindo duas medidns de informaç~o logaritmica de grau q.

Sejam e e (;( duas variáveis aleatórias de densidade ~(8) e

w(a) respectivamente com O E 0 C R e .c E A C R. Representaremos

por p(a,a) a densidade de sua lei conjunta.

Definição 5 - Para , *q E 2 IN , a informação logarítmica conjunta de

q de duas variaveis aieatorias 8 e a e definida por

q
L (8, a) (8))q + ( alog ~(8,a) )q]p(8,a)d8daao(

Se considerarmos Hq(8/a) e Hq(a/8) respectivamente a infor-

mação logarítmica de g~au q de 8 condicionada a a e a informação logarí~

miea de grau q de a condicionada a 8, é fácil verificar que:

qL (8,a)

o teorema abaixo enune~aremos uma propriedade de supra aditivi

'a e ve ri f icad a na i .for'"1açã ooar~t ica conjunta de grau q em relaç~o
-a i for 3Ç<10



J
;,
o

rt com suas respectivas inf o r maç oc s Log.i r i t rui.c a e co nclí c i.o na l. de ~~r.:lU q

satisfazem a s('~uinte desigualdade

q Cl q
L (8,rt) > u : (a.) + H (O/(t) ( 9 )

A igualdade se verificando se e somente se 8 e a
..

S::lC inclep2n-

dentes.

pemons tração

H
q

(O/a) alOE; r,(8/a.) ) q r,(O/a)d8 )w(a)daae

éllog p(~c:l ) q p(e,a)d8daae ( 10 )

or outro lado, corno w(a)
fI p(8.a)de. temos
ie

-( ) = J (alog w(a)aa
A

q
). (J)(a)da

r a p(8,a.)
éla

J
)e

.. (-----
A f .

I p(8,a)d9

Je

q
) w (a)da

a p(O,a)
da

= ( p(O,a)
q

dO) w(a)da
( ,a)

( • )d9

e
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i (
)8

q
--------- )

p(Cl,a)

J P_ (.Q.,-Ct.L
da p (O , íi.)

w(ex)ciGc1et •

r P (5 .~)dO
J8

f ( 810g pCO,a) )q
J --a;--
8

p(G,a)d8dex ( 11 )

Reaerupando os resultados (8), (10) e (11) obtemos (9).

Finalmente, 8 -e a sao independentes se e somente se

p(8,a) ~(e) w(a), assim

LQ(8,a) [ J r( dlog p(O,n) q dlog p(8,a) q

d8 ) + ( da
) p(8,a)dGda.

J A 8 ~
\ ..•.

• J

t IJ alog ~(8) q dlog (J)(a))q]
= ) + ( ~(8) w (a)d8da.

(18 da

dlog ç(O/a) )q Ç(8/a) w(a)d8da +ao

alog w(a) )q w(a) ( f ~(8)de) -da
da

J8

A part"r dos resu tados ( ) e (9) segue-se imediatamente o se-

1. - "e co orar1.o.
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coro7,áp1:0 - Sob a hipótese de dc r ivaçrio sob o sinal de jntc~r~çnc li arr-

formaç~o lo~ar!tmica conjunta de grau q de duas varinveis aleat6rias O e

a com suas inform.:lç~cs logarrtmica e condicional correspolldentes s.:ltis-
!

fazem a seguinte desicualdade [

I
I

A igualdade se verificando se e somente se e e a sao indc-

pendentes.



C A P i T TI L O 111

A mF01U1t\çÃO DE FISHER DE Gl~A{! q E tf -DIVER(~ÊNCIA

No § 1 vamos estabelecer um limite inferior do momento de orde;n

r do estimador sem desvio T de g(8), utilizando uma lei de probabilida-

de intermcdi~ria entre duas leis de probabilidade dadas, sem condiç;es de

regularidade. No § 2 e studaremos a aproximação da informação de. F'i sher

de grau q com o auxílio de uma lf -d í.vcr gênc í a para duas leis de probabi-

lidade com parâmetros vizinhos. No § 3 encontraremos um limite inferior

.t
I
!

do momento centrado de ordem r de um estimador.

§ 1 - Informação de Fisher de Grau q de Uma Lei de Probabilidade
Intermediária

Definição 5 - Se {p. (8), 1 E r} e {p.(8'), i E r} sao leis de probabi-
1 1

lidade discretas correspondentes aos parâmetros 8 e 8' de 0 e se 0< a < 1

definiremos uma lei de probabilidade intermediiria das leis p. (8)
1

e

p. (8') por
1

a
p. (8,8') = (l-oa) p. (8) + op , (8')

111
(12)

No caso contínuo, utilizando densidades intermediãrias Vincze

[3J demonstrou uma desigualdade de Cramer-Rao sem hipótese de regularid~

de.

Obteremos aqui um resul tado .:ll1ilogopara a informação de Fisher

de grau q de uma variivel aleatória discreta considerando o estimador sem
21
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,,,,!~vioâ de a dcf i.n i.do ror

T(>:) - 2,(0)
g (O') - g (8)

onde x ~ um valor gcner1.co da vari~vel a1cat6ria X e T(x) um estimador

sem desvio de g(8).

~~
:. .Oy'err.a 8. - Seja q E 2 IN , A informação de Fisher de grau q da variavel

alcat6ria discreta X, tendo lei de probabilidade p~(e,e') definido
1.

em

( 2) verifica
1
r 1

(Ea1ã - alr) > ---1-
q -

IX(ü.)q

(13)

1 1
de r > O e tal que -- + -- = 1q r

•1 amente a lei de probabilidade

representa a esperança re-e Ea
·ap.(O.O') .

1

rstração

s que
1

q q
IX (a) ::

1

p~(0,8')/ •
1

q
)

1
a q

p.(0,8')
1 .

a
olog p. (8, O' )

( L ( 1

iEI oa

- 'esigualdade de Ho1der obtemos:

1 1 a
-

Iq(a)q>
óp. (O) O' )

Ci\T/ L lã - Cil 1 =
X - iEI oCi

I
I

I

T(x. ) - g (8) - Cig(6') + Cig(O)
p. (6') - p. (13) ~

1 1
::

1- 1 iSI g (8') g(O)

- ::':e (. ) .-se e ao eS1b a~
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'- rE lli - a! put umn funç?io dos moment.os

(1,

('entra is ,

rO (O) :: L [T(x.) - g(O) ,rp. (0)
lEI 1. 1.

e

L
iEr

lT(x.) - g(G')lr p.(O')
1 1

Com efeito,

r I T(xi) - g(El) Ir
E Ia - ai = L - a (1 -'a) p. (8) +

Ci iEI g(O') - g(8) 1.

I T(x.) - g (8) r

aI a Pi (8')+ L 1

iEI 's (8' ) - g{8)

Jrl
T(x. ) - g(8)

a Ir (11 - a)p. (8) +g (S' ) - g(8) 1

I
T (x.) - g (8 I )

+ L __ 1 _

iEI g(8') - g(8)'

~ao, como r > O •

1

-_alr)r ~ ( L I
iEI

1

alr(l _ a) ~i(8»r +
T(x.) - g(8)

1.

g(8') - g(8)

+ ( L I
iEI

T(x.) - g(8')
1

1

+ 1 - alraPi(8.»r
g(8') - g(8)

Aplicando a desigualdade de Minkowski a ambas as parecIas obte-

s

1Ir ( - a) p. (8»r +
l.



1 1
r T(x. ) - p,(O') r-

I. c/· (l-a) r. (O» ( í. I 1.
p.(O'»I

I + ------_.- a +\ 1. 1.
i. r:: I iEI eCO') - g(O)

1

+ ( l (l_a)r ar. (O,)r = 1_
iEJ ]. !g(O')-g(8)!

1 1

+ a (1 - a)r + (1 - a) c/

1 1 1 1

[(l-a)r ar (o{+ o.1-ar (O,)r J +

Quando o momento de ordem r de T e indepcndpnte de a e igual a

ar (O)
r-- a (e') = a ,t erno s

r

1 1 1
!s (8') - g (8) I-

(l-o.)ar Jr I r
a > s up sup

1
o.(1-a) - (14 )

r- e' I 1(J.

I~(a)q -r r(l-o.) + 'a

§ 2 - Informação de Fislzer de grau q e f -divergência.

Agora, vamos considerar a r -divergência entre duas leis de pr~

bab i lidade p. (8) e p _(8' ), 8 e 8' E e ap!:'esentadas por Csiszar [3J e
, ~ ~

[6], de uma função real r +conve xa a qual - (q+l)Perez por me1.O supoe-se

vezes derivâvei, definida por

L
iEI

p. (8')
lf) ( _1. __

I p. (8)
1.

) p. (8)
1.

(15 )

No teorema abaixo, damos uma versão da aproximação da Informa-

ção dr Fisher de grau q para o caso discreto.

*Teorcu 9 - Supoo ramos q E 2 Seja f uma função real convexa (q + l )

ezcs dcri ã cl das quais as q- -r1.~e1.rasderivadas sao nulas no ponto
- .x = 1, a q-cs ce-::::o. e a e de pro abili adc Pi (O) e deri-

-'3 • e ?:'s
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:!1catôria discreta X verifica

q ! (16)

VJ (q) (1 )
I

Seja t..0 61
- 8, com O <: G'

dp. (O)
e p: (O) = 1_

1. de

Um desenvolvjmento de Tay10r de ordem'l da função p na vizinhan

ça de O nos dã..

,
p. (O)

ee 2 W (1 + 1 t,8 + 0(82» p. (8)
iÊr I Pi (6) 1.

Fazendo u
P ~(8)

_1__ 68 + 0(82) e desenvolvendo \p na vizinhança
p. (8) I

1

de 1 ate a ordem q) obtemos

lt
J
' 111 ~1 1 11 '2' 1 (q ) q q+LI (1+u) '" T(l)+\ (l).u+2T-I· (l)u + ••• +~ r (Lru + 0(t..0 )

como as (q-1) primeiras derivadas s~o nulas por hip~tese, temos
,

1
p. (8) 2 q q q+L 1

G1J (8+68118) = 1(1.) + -- L ( 1 t..8 + 0(t..8» I (1) + o rz.e )j Pi(8)
q! iEI PiCO)

(t,G)<l (q)
(l)I~(e)

q+l

= VJ(1) +--- V'J + 0(t..8)

I q ! I

Assim

(q)
VJ (1)
I

( 8)q q(O)IX . Segue entao (16 )

Da s a seg ~~ a c fu ção W que são ap roxr adas

r to --oe e



lJJ (u )
I 1

.. q,1CL(u)

u E H
+

u E ~
+

q
(u+ l )

q-l((l-a)+(xu)

§ 3 - Limite Inferior' do Isomerito Cent.vado de Ordem r' de wn EJti':;ac.op

A partir dos resultados obtidos no § 1 deste capítulo, ma i s pr.~

cisalllentedas desigualdades (13) e (14) obtemos, quando CL tende a zero,

o seguinte resultado relativo ao momento centrado de ordem r do cs t ima -

dor sem desvio T de g(8)

Ig(8')-g(fJ) Ir
orCe) > sup ----------~-

8' liro riCCL)r-l
CL-tO

(17)

Como consequência obtemos uro limite inferior do momento centra-

do de ordem r do estimador sem desvio T de g(8).

Teo2'cma 10 - Se Gr 1 (8 118~) e GLO (8' 118) são finitos entao o momento
11

centrado de ordem r do estimador sem desvio T de g(8), satisfaz a desi';"

guaIdnde

Ig(8')-g(8) Ir
ar (8) > sup ----------

8' G (8' ! 18)r-I
1

() ~3.
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G VJ (O' 110)
11

p:lra isto, verificélrcllIos primeir.él1'lcntc que 3 scrle

a qI alog p. (0,0') I\ I 1 P1'(0,0')iêr C3a
(18)

a.
1

<:llogp~(8,8') Iq
ao.

a(p' G')p. o',
]

e uniformemente convergente. Com efeito seJa

o termo geral da série em (18). Então

Ia. I
]

alog [Cl-a)Pi (8) + =.(e')] lq I (l-a)p]. (e) + cp, (e') I
~ ]

==

p. (8') - p. (e) ,q
] 1 I (1'-a) p i (e) + ap i (e' ) I

(l-a) p. (8) + cp , (e' )
1 ]

q 1
= (p. (8') - p. C 8) ) •

i. 1 ICl-a) p.ce) + ap.(8')lq-l.
] 1

p.ce') - p.ce) q p.CO') - p.(e)
< C 1 p.(8'~ ) Pice') IA + ( ] p.(O)1 ) PiCO) lB

] ]

Ia. <

q p. (B ' )
___ ) p. (8') 1 + (L __ i. __

Ap. (8)
1

(19)

onde A == {i p. (8) > p. (8')}
] ~]

B = {i p.(e) < p.ce')}
] ]

Donde

e G (e ~ ) -sao :in'tos, a
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(19) mo s L 1: <1 q 11 e ;]
~ .s~rl.C (13) e un iI o rmum ..-n t e

o .

Assim
o.

31o~ p. (8, G ' ) q
1im L ( 1. .) p~(e,o')

. do. .L

(PO 1.EI

:: L lime
iEI 0.-+0

p. (8') - p. (8) q
1. __ 1. ) [Cl-c:t)p. (8);-ap. (8')1J

. 1. 1.
(l-o.) p. (8) + o.p. (8')

1. 1.

= Lisr
PiCO') q

( - 1) p. (O)
p. (8) 1.

1.

::GlD(8'llo)
11
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Dc s t a cn r cmo s aqu i .i I gun:; ),(,~;1I1t a do s conhecidos tais c omo va J)",-

J l f. (8)g.(O~dO<
0iE1 1 1

1

v P P
t f. (O)dO ) (

iÊ1 1

',igualdade d e Hol d e r C' il Dc s igun Ld.ul o de ~l~.nk()~"ski usados nos Teo r ema s 2

c 4 r e spcc t ivamc n t c de u.u modo um pouco diferente daquelas no rma l rneu t c e n

r.o nt r ado s , a fim de se adn p t a r em ao« no s so s r e s u I ta do s .

'I'eor ema I - (Dcs í.gun Lda dc de Ho Ldc r ) Sejam f. (O) e g. (8) leis de prob~
1 1

de um pélrâ'rnetro e, 8 E 0. Entãobilidade de tipo discreto dependendo

quando

J l f. (8)d8 < +00 e
0iE1 1 J I g. (O)d8 < +00

0iE1 l.

onde I é W11 co nj unto fini to ou cnumc r ave L, tem-se

onde p > 1
1 1e --+--= 1
p q

ticmone tT'ação

Se a, b > O e p > 1
1

com -- +
p

1-= 1
q

1 1

é fácil verificar que aP·bq <

<
-Ó» P +

b
q

(ver por exemp 10 [5 J) .

r az er



f~(O)
1.

g:(O)
b ~! .----!:......----

;1 ~,---------- C

r )' f 1~(é) ti o
I . (~I 1.
)01 G.

f v q
! ~.(O)dOI . ..::I .1.Jo l.C .

o bt etno S

fi (O) gi (8) 1 f~ (O). < l_._

1 1 P

[
,p r[ q q( L f. (8)dO) ( L r,. (O)d8)

)eiET 1. )8iE1 1.

Entãc

L L (O) g. (O)iEI 1. 1.~------ -----------
1 1

c[ ) f~ (S)dS/ c[ .hi (8)d8) q
)81.EI )8 LEI

Donde

Assim

< _1_
p

I f:(8)
iEI L

30

q
1 biCO)

+ --------
q

fI ) f~ (8)d8
)8 "lEI .

I
t
I
f

I
I

.1
I

I

1 L g: (6)d8
iEI 1.

O

\' qt. g. (8)
1 iEI 1. •

+ ---------
q

J
" q. L g.(O)d8

e iEI 1.

j )..g~ (O)dO

8 I.EI

1 1

[ l L(B)g.(O)d8 < ej l: l(B)dB)pcf l: g:(8)dO)Q
}e iEI 1. 1. - e iEI 1. . Je iEI 1

Teor ( esig a a e de ~inkowski) - Sejam f. (8) e g. (O) leis dc1. 1.

pro C_. en C:1CO de u par5 ie ro O, OE', então quan o
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"
\ " (,,) d, '

; I
.;\ I

I"

e um co uj unr « , ! ,

(r .. -,.
"O' --

1.

q r 'I ': r)" I qf . < 8) + [;. ((:») I;'} .' ( )'! , (I' ), l ',) I (I ," I' (,,),!,')
1 1 . I, . 1

J()" loif'l

c on q> 1.

1

,i.

[ ('L 'f. (9)' + g, (O» \10
,.,:_ 1 1

) 1. c. ,-o '

..

q-l q-le. (O) ) -I I'" (O) (f , (I!) " 1', J' (ll) ) 'J d O :=
1 J 1

•.••• ,J

q+ I
I',. «» cr . (O) + l~j' (O» dO

1 1

q-l '
[j.(0»· ao +

1

Aplicando a dc s i.gun ldn dc i dc ll:ild<'J' ;1 (';lda pa r cc l a , ob t erno s

q-l
q -q-

I'" (O) d O) +
1

.
r

<J r (f. (O)
0iE1 1

do nd e

[ ): (f i (9)
) il.fo

q
+ g. (P» d <

< (
f

( c. ( ) +
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( ; 'i

Teoremo ] 1 r - S(.
, : ti .1 t)

(y < , ba
(:llb) <".i , li . () ... (

Se a,b > O e (~.- () III t· , • i d"I\! ,. " 1"('::\11 t ado .

a a. a
(;1 ·1 b ) < a -i- bPa r i.l .1. ,b .' () t' (J. 'I • ) I !".,):. se e

h rr
(1 + _._-)

tl

II

somente se ) ~

g (x) a (~1 + x - (l TX) •" ('tll~', j ti,'! \ 1'\.;; :1 J \111l.:'IOa

0, p.ora todo x > O.

Se O < a < 1, !', t~ crl";'·'·,l! t' 1'.11".1 'Indo X > O, e visto que

g(O) :::: O, conclui-se o n·sII11.:J(ln.
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