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Resumo

Este trabalho consiste de trés capitulos abordando diferentes assuntos sobre
hipersuperficies compactas da esfera Euclidiana unitdria S"*!. No primeiro
capitulo, provaremos que uma hipersuperficie compacta de S™*! com cur-
vatura de Ricci nao negativa e grupo fundamental infinito é isométrico a
um toro de curvatura média constante. Em seguida, trataremos de hipersu-
perficies de S™*! com duas curvaturas principais distintas e também abor-
daremos um caso em que uma curvatura principal tem o sinal diferente das
demais. No segundo capitulo, aplicaremos a férmula da expansao do nicleo
do calor de Minakshisundaram-Pleijel para caracterizar hipersuperficies com-
pactas de S™*! através dos espectros do Laplaciano das p-formas, para al-
guns valores de p. Finalmente, no terceiro capitulo, usaremos a férmula
de Bochner-Lichnerowicz para obter estimativas da norma da segunda forma
fundamental de uma hipersuperficie minima compacta de S"*! em funcao do
primeiro autovalor do Laplaciano e da dimensao de M", e, usando a férmula
de Reilly, obtemos uma estimativa para o primeiro autovalor do Laplaciano
de uma hipersuperficie fechada e mergulhada de uma variedade Riemanni-
ana compacta, cuja curvatura de Ricci é limitada inferiormente por uma
constante positiva.
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Introducao

Seja ¢ : M™ — S™! uma imersao isométrica de uma variedade Riem-
maniana compacta de dimensdo n na esfera Euclidiana unitdria S**. Se ¢
€ minima e 0 < S < n, J. Simons [31] provou que S = 0 ou S = n, on-
de S denota o quadrado da norma da segunda forma fundamental de M™.
Posteriormente, S. Chern, M. do Carmo and S. Kobayashi [14] e B. Law-
son [22] mostraram, independentemente, que uma hipersuperficie minima
de S™! com S = n é um toro de Clifford. Por outro lado, H. Alencar e
M. do Carmo [1] provaram que se ¢ tem curvatura média constante H e
S — nH? < By, onde By é uma constante que depende de H e n, entdo
S —nH? = 0 ou S —nH? = By. Eles também mostraram que o toro
S*1(r) x S}(v/1—-1r2) — S™! com curvatura média constante H, satis-
fazendo r? < =1, ¢ a tunica hipersuperficie de S"*' com curvatura média
constante H e S — nH? = By. Em vista destes resultados, uma questao na-
tural é a caracterizacao de toros S"™™(r) x S™(v1—1r2),1<m < (n—-1),
com curvatura média constante H, conhecidos como H (r)-toros. Observemos
que um toro S"7!(r) x S'(v/1 — r?) tem curvatura de Ricci ndo negativa e
grupo fundamental infinito, enquanto que um toro S™ ™ (r) x S™(v/1 — r?),
2 < m < (n—1), tem curvatura de Ricci positiva e grupo fundamental finito.
Isto induz a perguntar se a curvatura de Ricci e o grupo fundamental carac-
terizam H(r)-toros. Com resp.cito a esta questdo, provaremos inicialmente,
no Capitulo 1, o seguinte teorema do autor em colaboragdo com A. Brasil
Jr., E. Costa e 1. Lazaro [4]:

Teorema 1.3. Seja ¢ : M™ — S"*! n > 3, uma hipersuperficie fechada e
orientdvel. Se a curvatura de Ricci de M™ é nédo negativa e o grupo funda-
mental m,(M™) de M™ é infinito, entdo p(M™) é isométrico a um H(r)-toro

S=1(r) x S}Y(vV1—r?).

Sejam, agora, M™ uma variedade Riemanniana completa, orientada, de
dimensdo n, e ¢ : M"® — S™! uma imersdo isométrica de M™ na esfera
Euclidiana unitaria S"*!. Quando n = 3 e ¢ é minima em S*, T. Hasanis
and D. Koutroufiotis provaram em [20] que sup Ric > % e que, caso M3 seja




compacta, a igualdade ocorre se, e somente se, ¢(M3) é isométrica ao toro

de Clifford Sl(%) X Sz(\/g). Por outro lado, na tentativa de estender es-

te resultado para dimensdes maiores que trés, T. Hasanis e T. Vlachos [18]
mostraram que se ¢ é minima, entdo sup Ric > n — 2. Além disso, em di-
mensao par n = 2m, eles mostraram que a igualdade ocorre se, e somente
se. o(M™) é isométrica ao toro de Clifford Sm(%) x S™ (). No caso impar
n = 2m + 1, os autores obtiveram um resultado topoldgico. Mais precisa-
mente, demonstraram que o recobrimento universal de M™ é homeomorfo a
5%, desde que supRic = n — 2. Também no Capitulo 1, provaremos teo-
de rigidez na diregdo dos resultados acima, quando ¢ tem curvatura
media limitada, ndo necessariamente constante, e duas curvaturas principais
distintas. Provaremos, em particular, o seguinte resultado:

Teorema 1.4. Sejam M"™, n > 3, uma variedade Riemanniana completa
e orientada de dimensdo n, e @ : M™ — S™! uma imersdo isométrica
cuja curvatura média H satisfaz |H| < Hy, para uma certa constante Hy.
Suponhamos, além disso, que @ tem duas curvaturas principais distintas A e
. com multiplicidades 1 e n — 1, respectivamente. Entao,

sup Ric > inf f(H) (1)
onde
n(n —2) n " 1 =
- .~ _J/eH't4(n-DH|.
f(H) —1 [ T 2(n—1)\/" e I)H]
Se M™ ¢ compacta, a igualdade em (1) ocorre se, e somente se,
-1
P(1) = °71() x SAVI=F) 722 1

Sejam k;, ¢ = 1,...,n, e H,, r = 1,...,n, respectivamente, as curvatu-
ras principais e as 7-ésimas curvaturas médias de . Mais precisamente,
. = (’:)—la,, onde o, sao os polindmios simétricos de grau r das curvatu-
ras principais. Provaremos, ainda no Capitulo 1, um teorema com a mesma
conclusao do Teorema 1.4, ao substituirmos a hipétese de duas curvaturas
principais distintas pelas hipoteses

kik; <0, j=2,..,n, e H, s=cH,,

onde ¢ é uma constante nao negativa.

Suponhamos, agora, que M™ é compacta e que ¢ tem duas curvaturas
principais distintas de multiplicidades 1 e n — 1. Neste caso, se ¢ é minima,

il



T. Hasanis e T. Vlachos provaram em [19] que, se o quadrado da norma da
segunda forma fundamental S de ¢ satisfaz S > n, entdo p(M™) é isométrico
a0 toro de Clifford S*~*(y/n — 1/n) x S'(y/1/n). Convém observar que T.
Otsuki [28] construiu toros com S assumindo valores menores e maiores que
n. Finalizando o Capitulo 1, generalizaremos o resultado de T. Hasanis e
T. Vlachos, caracterizando um H (r)-toro, prescindindo da hipétese de que ¢
tem curvatura média constante. Mais precisamente, obteremos

Teorema 1.6. Sejam M™, n > 3, uma variedade Riemanniana compacta
¢ orientada de dimensio n, e ¢ : M™ — S™! uma imersdo isométrica.
Suponhamos que ¢ tem duas curvaturas principais distintas \ e p, com mul-
fiplicidades 1 e n — 1, respectivamente, e que o quadrado da norma da sua
segunda forma fundamental S catisfaz S > S(H), onde

3

n s n(n—2

SH) =n+ o8 +5m 1

)) V/n2H* +4(n - 1)H? .

Entao, H ¢é constante, S = S(H) e

n—1

o(M™) = S" Y r) x SY(V1-7r2), r’> -
No Capitulo 2, iremos abordar o problema de estabelecer condi¢oes para
que variedades Riemannianas M™ compactas, sem bordo, isoespectrais, sejam
isométricas. Sob condicoes gerais, este é um problema dificil em Geometria
Riemanniana. A existéncia de toros planos que sao isoespectrais mas nao
isométricos (veja [7]) é um contra exemplo para a validade geral de uma
resposta positiva para esta questdao. O principal ingrediente utilizado para
tratar este problema tem sido a férmula da expansao assintdtica do ntcleo
do calor de Minakshisundarar Pleijel (veja [7] ou [29]) dada por

oo
Z e_()\?)t ~ (47rt)_%(a’g,n + ai’,vtt T a‘g,ntz +.. ')’ = 0+ ?
=1

onde a} | sdo constantes geométricas que dependem de M™ e A} sdo os auto-
walores do Laplaciano das p-formas em M™, cujo espectro denotaremos por

Spec®(M™), i. e.,
Spec?(M™):={0< M <M< ...t+o00}, p=0,1,...,n.

Contudo, se considerarmos uma imersao isométrica de M™ na esfera Eucli-
diana S™*! com algumas propriedades geométricas adicionais, este problema
torna-se menos complexo. Por exemplo, Q. Ding [17] provou que, se M3
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é uma hipersuperficie minima fechada e orientdvel de S* e Spec’(M3) =
Spec?(M,®), para um dado p € {0,1,2,3}, onde M,> é a esfera totalmen-
te geodésica, o toro de Clifford S*(1/1/3) x S?(1/2/3), ou a hipersuperficie
minima de Cartan, entdo M?® é isométrica a My>. Por outro lado, J. Wang
[34] mostrou que se M® e M,* sdo hipersuperficies fechadas e orientadas de
S* com a mesma curvatura média constante Hy, onde M,® é isoparamétrica,
e Spec?(M?) = Spec?(M,?), Vp € {0,1}, entdo M?> é isométrica a My>.

Na direcao destes resultados, provaremos o resultado principal do Capitulo
2,

Teorema 2.1. Sejam M, M, — S™*! n > 3, hipersuperficies fechadas e
orientadas de S™! com curvaturas médias H e Hy, e curvaturas escalares
p e po, respectivamente. Exijamos que uma das curvaturas H ou Hy € nao
identicamente nula e que py € constante. Suponhamos, além disso, que

(i) Spec?(M) = Spec?(M,), Vp € {0,1}, sen=3;
(i1) Spec?(M) = Spec?(M,), Vp € {0,1,2}, sen > 4.

Entao p = py, isto é, M tem a mesma curvatura escalar, constante, de M.
Além disso, valem as sequinte. igualdades integrais:

/Hagd'l)‘—"/ Hoogdvo, se n>3,
M J Mo

/a4dv=/ Ugdvo, se n>4,
M Mo

onde 02, e dvy denotam os valores o,, e dv correspondentes a My, respectiva-
mente. Em particular, se Sy denota o quadrado da norma da sequnda forma
fundamental de My, temos que

n?H? - S =n2H2— S, .

Uma conseqiiéncia dos calculos na prova do teorema acima é o seguinte
resultado com respeito ao caso H = Hy = 0, cuja prova segue de técnicas
similares apresentadas antes por Q. Ding em seu trabalho [17].

Teorema 2.2. Sejam M,M, — S™', n > 3, hipersuperficies minimas
fechadas e orientdveis de S™*! cujas curvaturas escalares sdo p e py, respec-
tivamente, com py constante. Suponhamos que

(i) Spec?(M) = Spec?(M,), para algum p € {0,1,2,3}, sen=3 ;
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(1) Spec?(M) = Spec?(M,), Vp € {0,1}, sen > 4.
Entdo p= py. Além disso, para n > 4, temos

/U4dv=/ olduy .
M My

Aplicando o Teorema 2.1, mostraremos que no teorema provado por J.
Wang, previamente mencionado, ndo é necessiria a hipétese de M* e M,>
ferem a mesma curvatura média constante. Por outro lado, com as mesmas
Bipoteses do Teorema 2.1, se n > 4 e M," é isoparamétrica, demonstramos,
utilizando este teorema e a férmula de Simons, que M" é também isopa-
ramétrica e, como caso particular, obteremos alguns resultados de rigidez
de esferas e de toros de curvatura média constante. Para tanto, usaremos
também um teorema de M. do Carmo e H. Alencar [1]. Finalmente, no
Capitulo 2, mostraremos que, se M™ tem curvatura seccional ndo-negativa e
AL," é uma esfera umbilica ou um toro com curvatura média constante e raio
nao muito grande, as igualdades dos p-espectros tal como no Teorema 2.1,
implicam M"™ e M;," isométricas.

No terceiro e ultimo capitulo, utilizaremos as técnicas de Bochner-Lichne-
rowicz para obtermos estimativas da norma da segunda forma fundamental
de uma hipersuperficie minima fechada M™ da esfera Euclidiana unitaria em
funcdo do primeiro autovalor do Laplaciano e da dimensdao de M™. Inicial-
mente, consideramos uma imersao minima ¢ : M™ — S™*? de M™ na esfera
Euclidiana unitdria S"*?. Um conhecido teorema de T. Takahashi [32] as-
segura que Ay + nyp = 0, onde A denota o Laplaciano de M™ na métrica
induzida por ¢. Consequentemente, n é um autovalor de A. Neste contexto
01 conjecturado por S. Yau [25] que para uma hipersuperficie mergulhada,
= €, de fato, o primeiro autovalor A; de A. H. Muto [24] provou que isto
ocorre para algumas classes de hipersuperficies minimas isoparamétricas de
577! E importante ressaltar que o primeiro resultado global na direcdo da
Conjectura de Yau foi obtido por H. I. Choi e A. N. Wang [15], o qual afirma
gue A; > 7. A. Barros e G. Bessa [6] obtiveram, com técnicas similares
&s de Choi e Wang, que A\; > % + J, onde § é uma constante que depende
@a extensdo harmonica de uma primeira autofuncao de M™ a uma das com-
ponentes conexas de S"*1\ M™. No entanto, as técnicas usadas na prova
destes resultados aplicam-se somente para codimensdo 1. Por outro lado, J.
Simons [31] provou que, se o quadrado da norma S da segunda forma fun-
damental de uma imersdo minima ¢ : M"® — S™*? onde M™ é compacta,
satisfaz 0 < S < 17"2, entao S=0ou S = 17"; Além disso, foi mostrado

independentemente Ix;or S. S. Chern, M. do Ca;mo, S. Kobayashi [14] e B.
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Lawson [22] que para S = 5, M™ é um toro de Clifford. Nesta direcao, P.

p
F. Leung [23] provou que S > n — \;, quando S é constante. No Capitulo 3,
melhoraremos o resultado de Leung para hipersuperficies. Mais precisamen-
te, provaremos que se f é uniu autofungiao associada ao primeiro autovalor

A1, entao
mo(n — 1)

2 Ll L _ 2
/M sz W=D, ) /M VS|

onde %5 < my < n. Esta constante my depende do minimo do nimero
de componentes nao nulas de V f com respeito aos referenciais principais ao
longo de M™ ou do maximo da dimensao do nicleo da segunda forma funda-
mental sobre M™ quando o nitcleo é nao trivial em todo ponto. Observemos
que se S < w, entdao A; > 7, o que melhora o resultado de Choi-Wang.
Finalizando este trabalho, no Capitulo 3, generalizaremos o resultado de A.
Barros e G. Bessa, previamente mencionado, para uma hipersuperficie fecha-
da e mergulhada de uma variedade Riemanniana compacta, cuja curvatura

de Ricci é limitada inferiormente por uma constante positiva.
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Capitulo 1

Caracterizacao de Toros em S"

1.1 Introducao

Neste primeiro capitulo, provaremos que uma hipersuperficie de S n+l com
curvatura de Ricci ndo negativa e grupo fundamental infinito é isométrico a
um toro S"~'(r) x S*(v/1 — r2) com curvatura média constante. Em seguida,
aplicaremos este resultado para tratarmos de hipersuperficies de S™*1 com
duas curvaturas principais distintas, assim como abordaremos um caso onde
exige-se que o sinal de uma curvatura principal seja diferente das demais.
Na secdo seguinte iremos estabelecer notacoes e citar alguns resultados que
serao utilizados na prova dos teoremas.

1.2 Preliminares

1.2.1 Os H(r)-toros

Dado r € (0,1) em € {1,...,n— 1}, consideremos as imersGes canonicas
Sn=m(r) € R+ e S™(y/1 —r2) C R™*! de esferas com raios 7 e v/1 —r?
e dimensdes n — m e m, respectivamente. Em seguida, tomemos o produto

de imersoes

SPM(r) x S™(V1 = r2) — R x L,
Consequentemente, a hipersuperficie obtida tem curvaturas principais e cur-
vatura média H, respectivamente, dadas ora pelas constantes

D
M=o A, = T (1.1)

(1.2)




n—m —nr?

H — v 3 (1.3)
ora pelos simétricos destes valores, caso escolhamos a orientagao oposta. Es-
tas hipersuperficies sdo chamadas de H(r)-toros. Denotamos um H (r)-toro
do tipo acima por M;_, . (H).

De (1.3), deduzimos que

2(n—m)+nH2+\/n2 H4+4m(n—m)H?

2 n—m
2n(H2+1) ; sert 2 =
1'2 = (14)
2(n—m)+nH?—/n2Hi+4m(n—m)H? e r2 < n=m
2n(H?2+1) ’ - n

Observemos que H = 0 se, e somente se, 12 = =T, Segue da férmula de
Gauss que a curvatura de Ricci de M;_,, .. (H) na direcdo de e; é dada por

Ric(ei) =n-1 +’nH/\1; = /\12 g
Logo, de (1.1), (1.2) e (1.3), concluimos que

n—m-—1

= (1.5)

Ric(e;) = ... = Ric(ep_m) =

m-—1
Rite,mia) = « = Riele,) = ; 1.6
ic(en—m+1) ic(en) = 703 (1.6)
Notemos também que o quadrado da norma da segunda forma fundamental

S é dada por

1—172 r2
S=(Mn-m m .
( ) r2 + 1—172
Finalmente, podemos também escrever S e as curvaturas de Ricci nas dire¢oes
principais em fungao de H, utilizando a expressao de r? dada em (1.4). Assim,

obtemos

n—m

Ric(e;) = (2-mln [1 + sy H? F sy V2 H + 4m(n — m)Hz] ,

m

Ric(e;) = gm—_l)ﬂ[l + 2 H? + ;- /n2H* + 4m(n — m)Hz] ,

parai=1,...n—m,j=n—m+1,..,n,e

3

n
S=n+-—————H>+
Ea 2m(n —m) 2m(n —

n_—2m7)\/n4H4 +4dmn?(n — m)H? ,
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onde, antes dos radicais, consideramos os sinais acima se r2 > =, e os

abaixo se r? < 2=

1.2.2 Aplicacao de Gauss para hipersuperficies da es-
fera Euclidiana unitaria

Seja M™ uma variedade Riemanniana orientada de dimensao n. Conside-
remos ¢ : M™ — S™! uma imersao isométrica de M™ na esfera Euclidiana
unitdria S"*1. Denotemos por N o campo normal unitério de . A aplicacao
de Gauss n : M™ — S™*! de ¢ - definida como segue: para cadap € M™, n(p)
é o ponto final do vetor obtido transladando-se N(p) paralelamente em R"*2
de modo que seu ponto inicial é o centro de S™*!. Identificando M™ e p(M™)
localmente, temos, para vetores tangentes X de M™, que (VxN)" = —AX,
onde V é a conexdo de S™*!, A é o operador de Weingarten de ¢ e v indica
a componente tangente a M™ de um vetor v tangente a S™*!. Mostra-se
facilmente que dn(X) = —AX. Segue deste fato que, se A é ndo singular,
entdo a aplicacao 7 é uma imersao isométrica ao munirmos M™ com a métrica
(, )« dada por

(X,Y), =(AX,AY) ,

onde (, ) denota a métrica de M™ induzida por . Temos que:

Lema 1.1. Se A é ndo singular, entao o operador de Weingarten da imersao
n:M™ — S"*! ¢ dado por A71.

Além disso, considerando ainda A nao singular, as igualdades
(A71X,Y), = (X, AY) = (AX,Y) ,

implicam que as diregoes principais de 77 sao as mesmas de . Mais precisa-
mente, se {ey, ..., e, } diagonaliza A, entdo {3, ..., $*} é uma base ortonormal
que diagonaliza A~!, onde Ay, ..., A, sdo as curvaturas principais de ¢. Conse-
quentemente, as curvaturas principais de 7 sdo ,\1—1, _— ﬁ Logo, as curvaturas
seccionais k, de (M™,(, ).) com relacdo aos planos gerados pelas dire¢oes
principais sao dadas por

ij=1,.un, i#j.

k*(ei;ej) =14 )\1/\J 3

Lema 1.2. Seja M™ uma hipersuperficie orientada em S™'. Suponha que
existam constantes Hy e o, com a < n — 1, tais que a curvatura média
H e a curvatura de Ricci de M™ satisfagam em todo ponto |H| < Hy e
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Ric < a(, ). Entdo, as curvaturas principais de M™ satisfazem |\;| > 3,
para alguma constante positiva B. Seque que se M™ é completa na métrica
induzida por @, entdo (X,Y), = (AX, AY') é uma métrica completa em M™.

As demonstracoes dos Lemas 1.1 e 1.2 podem ser encontradas no trabalho
de T. Hasanis e D. Koutroufiotis [20].

1.3 Teoremas

Teorema 1.3. Seja ¢ : M™ — S™1 n > 3, uma hipersuperficie fechada e
orientdvel. Se a curvatura de Ricci de M™ € nao negativa e o grupo funda-
mental m (M™) de M é infinito, entdo p(M™) é isométrico a um H(r)-toro

S71(r) x S1(vI=72).

Prova. Seja i : S"*! — R™*? a aplicacio de inclusdo e p : M™ — R"*% a
imersao isométrica ¥ = i o . Visto que m(M™) é infinito, aplicando-se o
Teorema 1 de M. Noronha [25] para a imersdo @, concluimos que M™ tem
cuvaturas seccionais ndo negativas. Por outro lado, afirmamos que para ca-
da p € M, existe v € T,M, val que |[v]] = 1 e Ric,(v) = 0. Com efeito,
se em algum ponto de M™ a curvatura de Ricci é positiva, um resultado de
T. Aubin ([3], p. 397) assegura que M™ admite uma métrica com curvatu-
ra de Ricci positiva e, consequentemente, pelo Teorema de Bonnet-Myers,
m (M™) é finito. Uma contradi¢do. Portanto, a afirmacdo estd provada.
Como a curvatura de Ricci atinge seus extremos absolutos em dire¢oes prin-
cipais (veja [20], p. 182), podemos escolher um referencial ortonormal local
{e1,...,e,} em uma vizinhanca de p satisfazendo Ae; = \je;, i = 1,...,n, e
Ric(e;) = 0. Visto que as curvaturas seccionais k¥ de M™ sdo nao negativas,
temos que k(ey,e;) = 0 para todo j > 2. Consequentemente, 1 + A\ A; = 0.
Concluimos que ¢ tem somente duas curvaturas principais distintas A e p
com multiplicidades 1 e n — 1, respectivamente.

Sen > 4, pelo Teorema 7.11, p. 118, de M. Dajczer [16], M™ é conforme-
mente plana. Se n = 3, M3 é conformemente plana se é satisfeita a condi¢ao
de Codazzi

(Vx(Y) = (Vy71)(X), (L.7)

onde v : TM — TM é definido como

1(X) = Q(X) - 4X.

Q : TM — TM é o operador de Ricci dado por Q(X) = S0, R(X, Xi)X;
em uma base ortonormal { X7, ..., X,,}, R é o tensor curvatura e p é a curva-
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tura escalar de M™.

Vamos provar que o tensor 7 satisfaz (1.7). Observemos que Q(e;) =
Ric(e;)e;. Pela Equagao de Gauss temos

Ric(e;) = 2+2Au,
Ric(e;)) = 24+ Au+pu?, i=2,3,

e, portanto,
Qler) = (2+2Mp)er,
Qle) = Q+Mp+pe, i=2,3.
Visto que
p = Ric(e;) + 2Ric(ez) = 6 + 4 pu + 242,
obtemos
() =[5+ = 5)]e
TLEL) = 5 u /|6
¢ 1
1) = 15 v 2 - 27
v(e;) [2 + SH ]e i 3
Consequentemente,
1 [

Como p tem multiplicidade constante maior que 1, segue do Teorema 4.4,
p. 139 de [11], que a distribuicdo correspondente ao autovalor u é integravel,
e, consequentemente, e,(1) = ez(p) = 0. Usando este fato e a equagdo de
Codazzi

(Ve A)(ej) = (Ve; A)(ei),

obtemos (1). Logo, M3 é conformemente plana.

Portanto, para qualquer n > 3, M™ é uma variedade compacta, orientavel,
conformemente plana e com curvatura de Ricci ndo negativa. Utilizando o
Teorema 1 de M. Noronha [26] e a hip6tese de que 7, (M™) é infinito, con-
cluimos que o recobrimento universal M™ de M™ é isométrico ~a um cilindro
R x S™1(ry) com sua métrica canénica. Consequentemente, M™ e M™ tém
curvaturas seccionais constantes. Como Ay = —1 e k(e;, e;) = 1442, 1,5 > 1,
inferimos que A e i sdo ambos constantes. Logo, aplicando-se um teorema de
M. do Carmo e M. Dajczer ([8],p. 701), concluimos que ¢(M™) é isométrico
a um H(r)-toro S"~!(r) x SY(v/1 —r2). O



Teorema 1.4. Sejam M", n > 3, uma variedade Riemanniana completa
e orientada de dimensdo n, ¢ ¢ : M™ — S™"! uma imersdo isométrica
cuja curvatura média H satisfaz |H| < Hy, para uma certa constante Hy.
Suponhamos, além disso, que @ tem duas curvaturas principais distintas A e
u, com multiplicidades 1 e n — 1, respectivamente. Entao,

sup Ric > inf f(H), (1.8)

onde
n(n — 2) n 2 1
H) = 1 H? - —— \/n?H*+4(n—1)H?
fH) == [+2(n—1) 2(n—1)‘/” =1 ]
Se M™ é compacta, a igualdade em (1.8) ocorre se, e somente se,
-1
e(M™) = 8" (r) x S}(V1-12), r? > n — .

Prova. Observemos que inf f(H) < oo, visto que f(H) > 0. Ponha o =
sup Ric e vamos assumir que a < 0o. Caso contrario, nada ha a demonstrar.
Suponhamos, por absurdo, que

a<mf f(H) < f(H) . (1.9)

Utilizando (1.9) verifica-se que a < n — 1. Consequentemente, podemos
aplicar o Lema 1.2 e concluir que as curvaturas principais A e p de ¢ sao
diferentes de zero, e que (M™,(, ).) é completa. Denotemos por €y, ...,€én
as direcoes principais das curvaturas principais A\; = A e Ay, An = K,
respectivamente. Como

Ric(e;) =n —1+nHX — A}

e Ric < a, segue que

N > —H- %H2+n—1—a ou
(1.10)

Ai <

2
gH— %H2+n—1—a.

Afirmamos que, a menos de uma troca de orientagao, podemos supor

2
AZ%H+\/%H2+n—1—a (1.11)
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P

2
uggH—\/nzH2+n—1—a. (1.12)

Com efeito, primeiro observamos que

—H \/—H2+n—1—a<H< H+\/—H2+n—1—a (1.13)

Visto que (A— H) + (n —1)(u -- H) = 0, a menos de ordenacao das direcdes
principais, temos dois casos possiveis:

12 Caso) \> He p < H.
Nestas condigoes, temos A > ZH + \/ 1‘43H 2+ n —1—- a. De outro modo,

por (1.10) e (1.13), terfamos A < ZH — \/—’:1—2H2+n— l—a < H, o que
¢ uma contradi¢do. Um argumento andlogo permite mostrar que pu satisfaz
(1.12).

22 Caso) \< Hepu>H.
Neste caso, pelo mesmo argumento anterior, temos

2 - -
A< ﬁH—\/n—H2+n—1——a e pu> —-H+\/—H2+n—-1—a.
2 4 2 4
Fazendo uma mudanga na orieutagao de M", temos que a curvatura média
H = —H e as curvaturas principais A = —\, i = —u de ¢ nesta orientagao
satisfazem

N 2
% = —/\Z—EH+\/n—H2+n—1—a
2 4
n =~ n2 -
- N rro —1_
2H+\/4H +n—-1—-«o
e
- n n?
i o= —;LS—EH—\/—L{HL&-n—l—a

s 2 .
— gf[—\/%ffz-f-n—l—a.



Logo, a afirmacgdo esta provaaa e, portanto, podemos assumir que as desi-
gualdades (1.11) e (1.12) sdo validas. Por outro lado, temos que
A= nH—-(n—-1)u
> i — n(n —1)
2
n(n — 3)

H \/"2H2 1
= +(n—-1) T +n-1-c.

Assim, (1.12) e (1.14) acarretam

s (-0 0T 1)

2
x(gH—\/%—H2+n—1-—a) (1.15)

= — c¢(H),

2
H+(n—1)\/ll4—H2+n—1—a (1.14)

onde
n?(n — 2)

H2
2

cH)=(n-1>2-(n-1a+

2
—n(n—2)H\/nZH2+n—1—a > D

Consequentemente, obtemos de (1.15) que as curvaturas seccionais k. da
aplicagao de Gauss 7 da imersao ¢ com relagdo aos planos gerados por e; e
ej, j > 1, satisfazem

1 1 coH)-1
ko(er,e) =1+—>1— = . 1.1

Cve) =1+ 21~ am = e (1.16)

Afirmamos que ¢(H) — 1 > 0, isto é,
2(n —
nn—2)—(n—1a+ wH'z

o

—n(n—2)H IH"’—{—n—l—a > 0 (1.17)

Com efeito, se H < 0, o fato de que a < f(H) < ﬂﬂ? implica que (1.17)
vale. Consideremos, agora, H > 0. Novamente, como a < 17(:1—'1?2, temos que

n?(n —2)

nn—2)—(n-1)a+ H*>0.
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Usando este fato, podemos garantir que a desigualdade (1.17) vale se, e
somente se,

(n(n -2)— (n—1a+ ——n2(n2_ 2)H2)2

2
> n’(n — 2)2]L12(%H2 +n-1-0q),

ou, equivalentemente,
A +Ba+C >0, (1.18)

onde

A = (n - 1)2 ]
B = -n(n-2)2(n-1)+nHY,
C n*(n —2)%(H*+1).

Verifica-se facilmente que f(H) é a menor raiz da equagio Az?+ Bz +C = 0,
em z. Portanto, se < f(H), temos que Az? + Bz + C > 0. Em particular,
isto ocorre para * = «. Assim, garantimos que (1.18) é vélido, e portanto
(1.17) também o é. Consequentemente ¢(H) — 1 > 0 e a afirmacao esta pro-
vada.

Agora, como ¢(H) é positivo e H é limitada, segue que

c(H)-1

() =450,

Portanto, k.(e1,e;) > 6 > 0. Por outro lado, para j > i > 1, temos que
1
k*(ei,ej) =1+ F o=l I

Como as curvaturas seccionais de uma hipersuperficie de uma forma espacial
atinge seus extremos absolutos em planos gerados por diregoes principais,
segue que todas as curvaturas seccionais de (M™,(, ).) sdo limitadas infe-
riormente por uma constante positiva, e consequentemente, pelo teorema de
Bonnet-Myers, M™ é compacta e m (M™") é finito.

Por outro lado, para n > 4, como 7 possui somente duas curvaturas

principais de multiplicidades 1 e n — 1, concluimos que (M™,(, ).) é confor-
memente plana (veja Teorema 7.11, p. 118 de [16]) e sem pontos umbilicos.
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Consequentemente, visto que M™ é compacta, do Teorema 1.4 de M. do Car-
mo, M. Dajczer e F. Mercuri [9], segue que M™ é homeomorfa a um produto
de esferas S"~!(ry) x S'(ry). Portanto, 7, (M™) é infinito, o que implica uma
contradi¢ao. Para n = 3, conclui-se 0 mesmo, visto que 7 tem somente duas
curvaturas principais, sem pontos umbilicos. Isto prova a primeira parte do
teorema.

Agora, vamos supor que M" é compacta e que sup Ric = inf f(H), ou
seja,
Ric(X)<a< f(H), VXeTM, |X|=1.

Assim, temos que a < n—1 e de maneira anédloga ao que foi feito na primeira
parte da prova do teorema, concluimos que

1 H)-1
LI | e P
Ap— e(H) ~
No entanto, observemos que pode ocorrer ¢(H) — 1 = 0 uma vez que, agora,
temos a < f(H). Por outro lado, temos também que

k.(e1,e5) =1+ Fal.

1
k*(e.,,ej)=l+ﬁ>1, j>1>1. (119)

Segue que a curvatura de Ricci de 7 é nao negativa. O fato de M ser compac-
ta e n ter duas curvaturas principais distintas de multiplicidades 1 e n — 1,
implica, pelo mesmo argumento da primeira parte da prova, que m (M) é
infinito. Podemos, entéo, aplicar o Teorema 1.3 para 7 e concluir que n(M™)
é um toro S"!(rg) x S*(v/1 — 192) com curvatura média constante. Em par-
ticular, teremos que as curvaturas principais 1/A e 1/u, de 7, sdo constantes.
Assim, A, u e H sao constantes. Concluimos que ¢(M™) é um H(r)-toro
S 1(r) x S*(v/1 —r?). Como supRic = f(H), segue que r> > (n —1)/n

(conforme subsecgdo 1.2.1), o que completa a prova do teorema. O

Para uma hipersuperficie /" de S"*! com curvaturas principais Ay, ..., An,
consideremos as r-ésimas curvaturas médias H, dadas por

n
H, = % D Ao,

T ‘i.1,...,ir——71

811 <...<2%%
Supondo M compacta, orientada, e contida em um hemisfério aberto de S"*!,
se H; # 0 em todo ponto de M e Hy/H, é constante, para k,l € {0,1,...,n},
S. Koh provou em [21] que M é isométrica a uma esfera umbilica. Com uma
hipétese semelhante a esta para as curvaturas principais, evitando, porém, a
hipétese de inclusdo no hemisfério aberto, provaremos o seguinte resultado:
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Teorema 1.5. Sejam M"™, n > 3, uma variedade Riemanniana completa e
orientada de dimensdo n, e ¢ : M™ — S™*! uma imersdo isométrica tal que
sua curvatura média H satisfaz |H| < H,, para uma certa constante Hy.
Suponhamos que as curvaturas principais X\;, 1 = 1,...,n, de ¢ satisfazem
MAj < 0, para todo j > 1 e que, além disso, existe uma constante ¢ nao
negativa tal que H,_o = cH,. Entdo

sup Ric > inf f(H) . (1.20)

Se M™ é compacta, a igualdade em (1.20) ocorre se, e somente se,

e(M™) = S"Hr) x S'(V1-r2), r?>

Prova. Como na prova do teorema anterior, denotaremos a = sup Ric e
assumiremos que o < oQ.

Suponhamos, por contradi¢do, que a < f(H). Assim, temos a < n — 1.
Consequentemente, podemos aplicar o Lema 1.2 e concluir que todas as cur-
vaturas principais \; de ¢ sdo diferentes de zero, e que (M™,(, ).) é com-
pleta. Do mesmo modo que na prova do Teorema 1.4 podemos assumir que,
a menos de uma troca de orientagao,

g‘ \/—H2+n—1—a

H \/—H2+n—1—a i>2.

Observemos que o quoc1ente H,_»/H, é invariante com relagdo a mudanca
de orientacao. Como na prova do teorema anterior, obtemos também desi-
gualdades andlogas a (1.14) e (1.15), 1. e

_ 2
/\12—”—(n2—3)H+(n—1)\/%H2+n—1—a,

_ 2
AAj < (_—n(n2 3)H+(n—1)\/%H2+n——1—a>

n ‘n?
—H — |/ —H? —1-
x(2H \/4H +n-1 a)

:_C(H)a
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e, do mesmo modo, concluimos que as curvaturas seccionais k, da aplica¢ao
de Gauss 7 com relacao aos planos gerados por e; e e;, j > 1, satisfazem

1 c¢(H)-1
Ko fey, &) =1 g
(ere) =1+ 352 =

20>0, 7>»1. (1.21)

Por outro lado, temos, além disso, que k.(e;,e;) > 1, se 5 > 4 > 1. Assim,
pelo Teorema de Bonnet-Myers, M™ é compacta.
Agora, denotemos por p, a curvatura escalar de (M™,(, ).). Entao

Pe = z k.(ei, e;j)

i#j
1
- S0+
i# Aoy
= n(n—1)+2z)\_1)\_
i<i Y
= -1+ 222

= nn—-1)(1+c).

Concluimos, entdo, que 7(M™) é uma hypersuperficie compacta de S™*1,
com curvaturas seccionais positivas e curvatura escalar normalizada constan-
te maior ou igual a 1. Podemos aplicar o Teorema 2 de S. Cheng e S. Yau
[13] para concluir que n(M™) é totalmente umbilica ou é o produto de duas
subvariedades totalmente umbilicas de curvaturas seccionais constantes. A
primeira possibilidade nao pode ocorrer porque as curvaturas principais nao
tém o mesmo sinal. A segunda também nao pode ocorrer, pois, caso con-
trario, existiriam planos com curvatura seccional nula. Isto completa a prova
da primeira parte do teorema.

Suponhamos, agora, M"™ compacta e sup Ric = inf f(H). De forma se-
melhante & prova do Teorema 1.4, concluimos que k.(e;,e;) > 0, para todo
J > 1, uma vez que, @ < f(a) e k.(e;,e;) > 1, para j > ¢ > 1. Visto
que p, = n(n — 1)(1 + ¢), podemos aplicar novamente o teorema sobrecita-
do de S. Cheng e S. Yau [13], como anteriormente. Observemos que n(M")
nao pode ser totalmente umbilica pelo mesmo motivo que antes. Porém,
a outra possibilidade pode ocorrer, isto é, n(M™) é um toro de curvatura
média constante em S™*!. Segue que as curvaturas principais 1/)\; de 7 sdo
constantes. Visto que A \; < 0, para j > 1, temos que n(M™) é um toro
S™Y(rg) x S'(v/1 —re?). Agora temos k.(e1,e;) = 0, quando j > 1, o que
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implica A; = —1/Ay, j > 1. Consequentemente, ¢ tem duas curvaturas prin-
cipais distintas e constantes com multiplicidades 1 e n—1. Logo, H é constan-
te e p(M™) é um H(r)-toro S"~!(r) x S*(v/1 —r2). Como sup Ric = f(H),
temos r2 > (n — 1)/n. Isto completa a prova do teorema. O

A seguir vamos provar um: teorema que generaliza um resultado obtido
por T. Hasanis e T. Vlachos [19] para hipersuperficies minimas de S™*!.
Entretanto, ndo exigiremos nenhuma hipdtese sobre a curvatura média da
hipersuperficie considerada.

Teorema 1.6. Sejam M™, n > 3, uma variedade Riemanniana compacta
e orientada de dimensdo n, e ¢ : M™ — S™ uma imersio isométrica.
Suponhamos que ¢ tem duas curvaturas principais distintas A e p, com mul-
tiplicidades 1 e n — 1, respectivamente, e que o quadrado da norma da sua
sequnda forma fundamental S satisfaz S > S(H), onde

n3 24 n(n — 2)
2(n—1) 2(n-1)

Entdo, H ¢ constante, S = S(H) e

S(H)=n+ Vn2H* +4(n — 1)H? .

n—1

o(M™) = S"71(r) x SY(V1-r?2), r? >

n

Prova. Temos que A # 0 e u # 0, caso contrario as igualdades

A+ (n—1)p=nH (1.22)

S=M4(n-1)u (1.23)

implicariam S = %H{ se A\ =0, ou S =n%H? se p =0. Em ambos os
casos, terfamos S < S(H), e, portanto, uma contradigao. Logo, o operador
de Weingarten de ¢ é nio singular. Consequentemente, a aplicacdo de Gauss
n de ¢ estd bem definida e (, ). é uma métrica em M". Vamos escrever

n

2
)
S(H):n_l{n——1+%H2+n2

onde a(H) = \/n2H* + 4(n — 1)H?. De (1.22) e (1.23) deduzimos que

a(H)},

s 2 2
=2 _f)\2_9 H
S 1{)\ HX+nH?},

e, visto que S > S(H), temos

2 —2
AN —2HA+nH?>n—1+ 2 H24+ 2

CH 2 a(H)
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que podemos reescrever cComo

(A= HY? > b(H)?, (1.24)
onde
- )
b(H):,/n—Hﬁ—zlﬁHu"Q a(H) .

Assim, por (1.24), temos
A>H+bH) ou X< H-bH).

E fécil verificar que, a menos de uma troca de orientagao, podemos assumir
que A > H + b(H), o que implica, usando (1.22), que p < H — —b(H).
Observemos que H + b(H) > 0, enquanto que H — —-b(H) < 0. Logo,

M < (H -+ b(H)(H — ——b(H)

= H 4= iHb(H) - -%Ib(H)z
= —d(H),
= d(H) = ——b(H)? - "= 2Ep(H) - H2 > 0.
n—1 n—1

Consequentemente, as curvaturas seccionais de 1 com relagdo aos planos
gerados por e; e ej, j > 1, satisfazem
1 1 d(H) -1

k*(el,ej)=1+E21—d(H) = d(H) . (125)

Por um célculo direto verifica-se que d(H) — 1 > 0 e, portanto, k.(ei,€;) ¢
nio negativa, para j > 1. Por outro lado, temos k.(ei,ej) = 1+1/p? > 1,
para j > i > 1. Consequentemente, Ric, > 0. Pelos mesmos argumentos
utilizados na prova do Teorema 1.4, a compacidade de M e o fato de que
tem duas curvaturas principais distintas de multiplicidades 1 e n—1 implicam
71 (M) infinito. Procedendo-se ainda como no final da prova do Teorema 1.4,
concluimos que H é constante e que @(M") é isométrico a um H (r)-toro
Sm=1(r) x S'(v/1—r?). Conforme a Subseccao 1.2.1, se r?2 < (n-1)/n,

entao

n3 n(n —2)
S = 2 2H4+4(n—1)H? H).
n+2(n_1) 2(71_1)\/77H+ (n—1)H? < S(H)
Logo, 2 > (n—1)/n e S = S(H). Isto conclui a prova do teorema. a
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Capitulo 2

Hipersuperficies Isoespectrais
em Esferas Euclidianas

2.1 Introducgao

O objetivo principal deste capitulo é aplicar a férmula da expansao do
nticleo do calor de Minakshisundaram-Pleijel para caracterizarmos hipersu-
perficies compactas da esfera Euclidiana unitria através dos espectros do
Laplaciano das p-formas, para alguns valores de p. A fim de enunciar o teo-
rema principal deste capitulo, vamos estabelecer algumas notagoes.

Para uma variedade Riemanniana M™ compacta e sem bordo, de di-
mensdo n, denotaremos o espectro do Laplaciano das p-formas por

Spec’(M) :={0 <M <A <...1T+o0}, p=0,1,...,n.

Para uma hipersuperficie imersa M < S™*!  denotaremos por k;, i = 1,...,n,
as curvaturas principais. Desse modo, as fungoes simétricas de k; sao defini-

das por
n
Tn= 3. Bigrssbin s

’L'.l,...,im.=1
11 < <tm

com m = 1,...,n. O quadrado da norma da segunda forma fundamental é

S:ikf.
1=1

Finalmente, dv representa o elemento de volume de M.

dado por




Estamos, entdo, em condi¢des de apresentar o principal teorema deste
capitulo:

Teorema 2.1. Sejam M, My — S™, n > 3, hipersuperficies fechadas e
orientadas de S™' com curvaturas médias H e Hy, e curvaturas escalares
p e po, respectivamente. Erijamos que uma das curvaturas H ou Hy € nao
identicamente nula e que py € constante. Suponhamos, além disso, que

(i) Spec?(M) = Spec?(Mp), Vp € {0,1}, sen=3;
(ii) Spec?(M) = Spec?(My), Vp € {0,1,2}, sen > 4.
Entdo p = py, isto é, M tem a mesma curvatura escalar, constante, de Mo.

Além disso, valem as sequintes igualdades integrais:

/Hagdv: Hypoddvy, se n>3, (2.1)
M -/ Mo

/a4d'u=/ oddvy, se n>4,
M My

onde a2, e dvy denotam os valores o, e dv correspondentes a My, respectiva-
mente. Em particular, se Sy denota o quadrado da norma da segunda forma
fundamental de My, temos que

n?H? - S =n*H: - S, . (2.2)

Uma conseqiiéncia dos calculos na prova do teorema acima ¢ o seguinte
resultado com respeito ao caso H = Hp, = 0, cuja prova segue de técnicas
similares apresentadas antes por Q. Ding em seu trabalho [17].

Teorema 2.2. Sejam M, M, — S"*', n > 3, hipersuperficies minimas
fechadas e orientdveis de S™™ cujas curvaturas escalares sao p e po, respec-
tivamente, com py constante. Suponhamos que

(i) Spec?(M) = Spec? (M), para algum p € {0,1,2,3}, sen = 3;
(ii) Spec?(M) = Spec? (M), Vp € {0,1}, sen > 4.

Entdao p = py. Além disso, para n > 4, temos

/04d'u=/ oddvg .
M Mo

Na secdo seguinte, apresentaremos alguns pré-requisitos para a prova do
Teorema 2.1 e na ultima secdo deste capitulo provaremos alguns resultados
decorrentes deste teorema e do Teorema 2.2.
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2.2 Preliminares

Seja M™ C S™*! uma hipersuperficie fechada com curvatura média H.
Vamos escolher um referencial !acal ortonormal {ey, ..., e,}. Seja {wy, ... ,w,}
o co-referencial dual correspondente. Consideremos o tensor segunda forma

fundamental .
h= Z hijwiwj :
ij=1

Sejam R e R, respectivamente, os tensores de curvatura e curvatura de Ricci
) 9 2
de M e denotemos por R;ix € Rii, 1,7,k,l =1,...,n, suas respectivas com-
J 71 €3 S By ) )
ponentes com respeito ao referencial escolhido. Se escolhermos {ei,...,e,}
de modo que h;; = k;0;j, entdo

1 n
H:—ﬁ;ki,

Rijiy = (1 + kik;)(8ixGj1 — Sadjk) , (2.3)
Rij =[(r - 1)+ nHk; — kik;]6;; . (2.4)

Sejam p e S, respectivamente, a curvatura escalar de M e o quadrado da
norma da segunda forma fundamental . A férmula de Gauss assegura que

p=n(n—-1)+n’H*-S (2.5)
e, utilizando (2.3) e (2.4), obtemos
|R|? =252 — 2fs +4n’H?> —4S + 2n(n - 1), (2.6)
R[> = n’H?S+ fy+n(n—1)2—2nHfs+
+2n%(n—-1)H? - 2(n-1)S, (2.7)
onde

i=1

As expressoes de f,, podem ser calculadas usando-se as férmulas (veja [33],
p. 101)

fm - fm—lal -+ fm—202 —1e e
+ ()™ fiom-1 + (-1)"mom =0, param <n,
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fm = fm—101 + -+ (=1)"frn—non =0, param >n.
Quando n = 3, temos

2

gHS - —22113 + 303, (2.8)
1, ve 81

fa= 58+ 9H"S — - H' +12Ho ,

fs=

e para n > 4,

3 3
fa = —QQHS - %—H"’ + 303, (2.9)

1 4
fo= 55+ nH?S - %H‘* i e == iy,

Utilizaremos nas demonstracoes dos Teoremas 2.4 e 2.5 da ultima secc¢ao,
a férmula de Simons para M quando H é constante, ou seja,

%AS = [VA[2+S(n - S) — n?H? +nHfs. (2.10)

A compacidade de M nos permite utilizar a férmula da expansao as-
sintética do ntcleo do calor de Minakshisundaram-Pleijel e escrever, para
cada p € {0,1, ...,n},

o0
Y e O (ant) E(af, +al it ah ), t 0T, (210)
f=1
onde
" 1/n n—2
apn:<>volM, apn:[—()-—< )]/pdva
0, p ( ) 14 6 "\p p-—l M
= [ (B2 + F2|RE + GEIRP) v,
M
e

Eﬁ:ln _l n—2 +1 n—4
72 \p 6\p—1 2\p—2
ng__l_n +1 n—2 9 n—4
180 \p 2\p—1 p—2
G’,’lz-—l—n _l n—2 +l n—4 ,
180 \p 12\p-1 2\p—-2
onde dv e vol(M) representam, respectivamente, a forma de volume e o volu-
me de M, com relacio & métrica Riemanniana induzida de S™*!. Ressaltemos

que estes coeficientes foram calculados por U. K. Patodi em [29]. Convém
observar que estamos considerando (f]) =0sel<0,g<0Ooul<g.
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2.3 Prova do teorema principal

Consideraremos a mesma otacdo para os dados geométricos de M como
na seccao anterior. Os dados correspondentes de M, serao discriminados
por um indice “0”.

Prova do Teorema 2.1. Visto que Spec?(M) = Spec?(M,), Vp € {0,1}, se
n =3, ou para p € {0,1,2}, se n > 4, temos que as férmulas da expansio
assintética do ntcleo do calor de M e M, coincidem para tais valores de p.
Assim, as quantidades af,,, af,, e a}, para M e My sio iguais e, portanto,

podemos escrever
= vol(M)) , (2.12)

vol(M
/pd’U—/ pod’Uo (213)
Mo

[y, (B2 p* + F2|R|> + G2 |R|?) dv =

| B+ B2 \Ral + G Ral (2.14)
0
Consequentemente, por (2.5) € (2.13), obtemos
/M [n(n— 1)+ n*H? = Sldv = [ [n(n— 1)+ n*Hj ~ SiJdug
0 »

Uma vez que
/ dv = vol(M) = vol(M,) =/ dvp ,
M

concluimos que

/ (n*H? - S)dv= [ (n*HE - Sp)dvy. (2.15)
M

My

Inicialmente, consideremos o caso n > 4. Substituindo as expressoes de
fs e fy em (2.6) e (2.7}, temos que

R[> = (n®H?-5)?+4(n’H?*-S)
—8nHos + 2n(n— 1) + 8oy , (2.16)

|R|> = 5 (PH? = S +2(n — 1)(n*H* - 5)

—2nHoz +n(n —1)% — 4oy . (2.17)

19



Portanto, para p € {0, 1,2}, podemos escrever

Ju(EZ0® + F2|R* + GE|R?) dv =
E,’;/ [(n*H? - S)*+ 2n(n — 1)(n*H? - S) + n*(n — 1)}dv
M

+ FP /M[%(nzfﬂ —5)?+2(n—1)(n*H? - S) — 2nHos
+n(n — 1) — 4o4)dv
e / [(n2H? = S)? + 4(n?H? — S) — 8nHoy
N +2n(n — 1) + 804)dv . (2.18)

Analogamente, temos uma identidade similar para M,. Logo, considerando
estas equagdes sobre a igualdade (2.14) e usando (2.15), derivamos o sistema
de equacoes

ot X+8Y+92Z2=0, p=0,1,2,

onde

1
an = (Bp +5FL +GR), Br = —2n(F7 +4GT), 7 = —4(F7 - 2G7)

X = / (n2H? — S)2dv — / (n2H? — Sp)2dwy,
M Mo

¥ = /H0'3d’l)— Hoagdvo,
M Mo

& = /a4dv—/ agdvo.
M Mo

Agora, um célculo direto, utilizando as expressoes para E?, F? e G, implica
-

Bo M | #0.

i

So

«

det

Q
ERCIIE S

Donde, concluimos que X =Y = Z = 0. Consequentemente,

/ (n*H? — Sdv = [ (n®HZ - S,)*dvy, (2.19)
M

Mo
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/Ha3dv= Hyo %y, e /a4d'u=/ agdvo.
M Mo M My

Como py é constante, temos que n?HZ — Sy é constante. Entdo combinando
(2.15), (2.19) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

[n2HZ — Sp|vol(My) = ’/ (n*H? — S)dv
M

<[/ (naﬂz_sydvﬂ [ dv]%

= |n?HZ — Sy|vol(My) .

Logo, n?H? — S = n?HZ — Sy, o que é equivalente a p = po. Isto conclui a
prova do teorema para n > 4.

No caso n = 3, os calculos sao inteiramente analogos. De fato, a férmula
similar a (2.18) é dada por

Sy (B0 + FY |R? + G} |R|*) dv =
E? / [(OH? — S)2 — 12(9H? — S) + 36)dv
M

+ P / [5(9H? — S)? + 4(9H" ~ 5) ~ 6Hay + 12]dv
M

+ G} / (9H? — 8)? + 4(9H? — S) — 24Ho3 + 12]dv,  (2.20)
M
cujo sistema de equagoes correspondente é
X+ /Y =0, p=0,1,
onde

X

/ (9H? — §)?dv — / (9H2 — Sy)?duy
M

Mo
Y = / Hosiv — | Hyobdv .
M My
E facilmente verificado que
ao ,30
det :: “:; #0
oz P

Assim, procedendo como no caso n > 4, concluimos a prova do teorema para
n=3. Consequentemente o teorema esta provado. g
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2.4 Aplicacoes do teorema principal

Seja Fy o conjunto de todas as hipersuperficies isoparamétricas em S*
com curvatura média H. E. Cartan provou em [10] que se M € Fy, entdo
M ¢é totalmente umbilica, um H(r)-toro Mj_, ,(H), ou a hipersuperficie de
Cartan (ou seja, a hipersuperficie isoparamétrica obtida da hipersuperficie
minima de Cartan). Utilizando o Teorema 2.1, mostraremos que prescin-
dimos da hipétese H = Hj no teorema provado por J. Wang [34] acima
mencionado. Mais precisamer.-¢, provaremos o seguinte resultado:

Teorema 2.3. Sejam M?® < S* uma hipersuperficie fechada e orientada
com curvatura média H constante em 5% e My € Fp,. Se Spec?(M) =
Spec?(M,), para p € {0.1}, entdo H = Hy e M ¢é isométrica a M.

Prova. Segue do Teorema 2.1 que p = pp e que (2.2) vale, i. e., 9H? — S =
9H?2 — Sy. Visto que H é constante, S é também constante. Podemos, entao,
usar os resultados de S. Almeida, F. Brito [2] e S. Chang [12] para concluir que
M é isoparamétrica e pertence a Fy. Em particular, o3 é também constante.
Considerando (2.1) e (2.12), concluimos que

Hoz = Hyoy. (2.21)
Vamos analisar separadamente trés casos:
12 Caso) M, é uma hipersuperficie de Cartan.

E conhecido que Sy = 6 + 9HZ e 0 = —3H, (veja [10]). Assim, usando
(2.2), temos que S = 6 +9H? e, por Cartan [10], M é uma hipersuperficie de
Cartan. Pela igualdade (2.21), obtemos —3H? = Hos = Hyoj = —3H{, isto
é, H = +H,. Usamos entdo o mesmo teorema de Cartan [10] para concluir
que M = M,.

22 Caso) M, é totalmente umbilica.
Visto que Sy = 3HZ e 0 = HJ, as expressoes (2.2) e (2.21) produzem
S =9H?-6H; , (2.22)

Hos = Hj . (2.23)

Pelo 12 Caso , segue que M nao pode ser uma hipersuperficie de Cartan,
pois, de outro modo, My também o é. Como M € Fy, M é um H(r)-toro
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Mj,(H) ou totalmente umbilica. Suponha por absurdo que M = Mj,(H),
para algum 7. Entdo as curvaturas principais de M sao
Vi—r? r
ki=ko= — , ke = ——— ,
1 2 r 3 m

ou os simétricos destes valores para a orienta¢do oposta. Por outro lado,
podemos ver facilmente que, independentemente da escolha da orientacao,
H e S satisfazem

9rt —12r2+ 4 _3r4—4r2+2

2 __ e
e 9r2(1—r2) ’ = r2(1—r2) ’

(2.24)

2_3
HO’3 = 3T3T2 >
Assim, usando (2.22) e (2.24), concluimos que 7 = 3(—H§+—1) < 2. Logo, (2.25)
implica que Hos < 0. Contudo, isto é uma contradi¢ao com (2.23). Segue
que M é totalmente umbilica e S = 3H? = 9H? — 6H{. Portanto, H = +H,
e similarmente M = M,.

(2.25)

32 Caso) My é um Hy(rg)-toro.

Suponhamos que My = M3 (Hy). Pelos 1° e 2 casos, M nao é totalmente
umbilica e ndo é uma hipersuperficie de Cartan. Assim, M é um H(r)-toro
M, (H). Segue de (2.25) que

_3r2—2

3r2 —2
0o _ 270
2y = 3r2

H()O' =
? 3rg

Como H é constante, (2.1) e (2.12) implicam Hos = Hoyo9, donde concluimos
que r = . Isto finaliza a prova do teorema. O

Para dimensdo n > 4, derivamos também do Teorema 2.1 o seguinte
resultado:

Teorema 2.4. Seja M™ — S™t' n > 4, uma hipersuperficie fechada e
orientada em S™! com a mesma curvatura média constante H, de uma
hipersuperficie isoparamétrica My em S™t'. Se Spec?(M) = Spec?(Mp),
Vp € {0,1,2}, entdo M é também isoparamétrica. Além disso,

(i) Se My é totalmente umbidlica ou o Hy(r)-toro My,_, 1(Hp) com r? < o=l
entdo M = M,.




(i) Quando n = 4, as curvaturas principais de M e My coincidem.

Prova. Primeiro, vamos considerar quando Hy # 0. Usando o Teorema 2.1
com n > 4 e H = Hy obtemos que S = Sy,

/a3dv=/ ogduyg , (2.26)
M Mo

/ ogdv = / oodug . (2.27)
M My

Agora utilizaremos a férmula (2.9) para escrever

3n n?
f3 = THOSO — 7Hg + 303 ’

3 3
f:;) = 7nH050 = %Hg + 30':2 .

De (2.26) e do fato que vol(M) = vol(M,), deduzimos que
/ fadv="[ fidvg. (2.28)
M My

Como H = Hy, S = Sy e Vhy = 0 (h; sdo constantes, 4,5 = 1,...,7n) as
respectivas férmulas de Simor-~ (2.10) para M e M, sao

1
0= —2'AS() = IVh|2 + S()(’I’L = So) = ’I’LZHg + ’I’LH()fg 3

0= %ASO = So(n — So) — n2H3 +'l’lH0f:_? )

donde inferimos que

/M|Vh|2 ano(/Mfgdv—/Mo fgdvo) =0.

Quando Hy = 0, o Teorema 2.2 garante que S = Sy e as férmulas de Simons
para M e M, ainda implicam que || e |[Vh|? = 0. Portanto, qualquer que seja
o valor de Hy, temos Vh = 0, ou seja, h;jx =0, para 1,5,k =1,...,n. Visto
que M é uma hipersuperficie, em S. S. Chern, M. do Carmo e S. Kobayashi
([14], férmula (2.10)) demonstra-se que

n n n
>~ hijrwi = dhyj — E hawji = Y hijwi -
k=1 1=1 I=1
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Como h;; = kid;; e hijx =0, 4,5,k =1,...,n, temos
0 = dhy; + (ki — kj)wij

e pondo 7 = j, concluimos que dk; = dh; = 0. Consequentemente, k; é
constante, 1 = 1,...,n, e M é isoparamétrica.

Por outro lado, o Teorema 1.5 de H. Alencar e M. do Carmo [1] ga-
rante que as hipersuperficies totalmente umbilicas em S™*! e os H(r)-toros
M} _, (H), com r? < (n — 1)/n, sdo caracterizados pela curvatura média
constante e o quadrado da norma da segunda forma fundamental. Logo, vis-
to que H = Hy e S = Sy, podemos aplicar o teorema de H. Alencar e M. do
Carmo para concluir (i).

Vamos supor, agora, que » = 4 para provar (ii). O fato que M é iso-
paramétrica implica o3 e o4 constantes. Pelas igualdades integrais (2.26),
(2.27) e do fato que vol(M) = vol(M,), obtemos o3 = 0 e 04 = 0y. Por
outro lado,

16H? — 16HZ — S,
alan:nH():af, o9 = 5 S= 6 02 °=a§.

Consequentemente, as quatro funcoes simétricas para M e M, sao iguais,
donde deduzimos que k; = kY, para i = 1,...,4, o que conclui (ii) e, conse-
quentemente, a prova do Teorema 2.4. O

Teorema 2.5. Sejam M — S™! uma hipersuperficie fechada de S™' com
curvatura seccional ndo-negativa e My uma hipersuperficie de S™*! total-
mente umbilica ou um Ho(ro)-toro M2, 1 (Ho) com ro < =2, Suponhamos
que

(i) SpecP(M) = Spec?(M,), Vp € {0,1}, sen=3;
(ii) Spec”(M) = Spec?(M,), Vp € {0,1,2}, sen > 4.
Entao M = MO.

Prova. Pelo Teorema 2.1, temos que p = po e valem (2.1) e (2.2). Se M,
é totalmente umbilica, entdo py = n(n — 1)(H{ +1). Se My = M, ,(Ho),
temos pelas féormulas (1.5) e (1.6) que

n—l)(n—-Q)-

2
To

pPo = ZRiC(ei) = (
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Em ambos os casos, segue que py > n(n — 1), isto é, a curvatura escalar
normalizada de M, e portanto de M, é constante e maior ou igual a 1.
Este fato e a hipétese de M ter curvatura seccional nao-negativa implicam,
pelo Teorema 2 de S. Cheng e S. Yau [13], que M é totalmente umbilica ou
um produto de subvariedades totalmente umbilicas de curvaturas seccionais
constantes. Neste tltimo caso, M é um H(r)-toro. Assim, H, S e o3 sao
constantes, e Vh = 0. Como na prova do Teorema 2.1, temos que vol(M) =
vol(My), e por (2.1), segue que Hoz = Hyoj. Agora, notemos que as férmulas
de Simons (2.10) para M e M, sdo dadas por

0=8(n-8)—n?H?+nHf;

0= S()('I’L — So) = n2Hg + ’I’I,Hof:? .
Usando as relacoes (2.8) e (2.9) para M e M;, podemos reescrever estas

féormulas como

0=S(n—-S8)-n’H*+ %n2H2S - %n’*H“ + 3nHos
2772, S 272 1 ap4 0
0= So(n—Sp) —n°Hy + % H§So — % Hy + 3nHyojy .

Combinando estas duas dltimas férmulas, usando a relagao (2.2) e o fato que
Hosz = Hol, concluimos que H = Hy. Recorrendo novamente a (2.2), temos
que S = Sy. Agora, utilizamos o Teorema 1.5 de H. Alencar e M. do Carmo
[1], anteriormente mencionado, para concluir a prova do teorema. (I

26



Capitulo 3

Aplicacoes da Formula de
Bochner-Lichnerowicz para
Hipersuperficies

3.1 Introducgao

Neste capitulo, aplicaremos a férmula de Bochner-Lichnerowicz para ob-
ter estimativas para a norma da segunda forma fundamental de uma hi-
persuperficie minima compacta da esfera Euclidiana unitdria em fungao do
primeiro autovalor do Laplaciano, as quais melhoram a estimativa obtida
por P. F. Leung [22] no Teorema 3 do seu trabalho, bem como a estimativa
obtida recentemente por A. Barros [5]. Obteremos, também, uma estimati-
va para o primeiro autovalor do Laplaciano de uma hipersuperficie fechada
e mergulhada de uma variedade Riemanniana compacta, cuja curvatura de
Ricci é limitada inferiormente por uma constante positiva, generalizando o
resultado obtido em [6].

3.2 Preliminares

Para uma funcao diferencidvel f : M — R de uma variedade Riemanniana
M na reta R, vale a férmula de Bochner-Lichnerowicz

SAVSP) = Rie(VA, V1) + (T, VAN + [Hessf P, (3)

onde Hess denota a forma Hessiana, Ric o tensor de Ricci de M, e a nor-
ma de um operador T considerada aqui é a Euclidiana, que é dada por
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IT|* = tz(TT™). Para a prova desta férmula, veja [7] ou [30].

Seja f uma autofungao associada ao primeiro autovalor A1 do Laplaciano
de M, isto é, Af+ X, f = 0. Vamos agora obter uma estimativa da norma da
forma Hessiana em fungao de ), a fim de empregé-la na férmula (3.1) para
os célculos posteriores. Se I representa o operador identidade sobre TM 3
temos que para todo ¢t € R, a seguinte expressdo é vélida:

[Hessf — tfI|> = [Hessf|?> — 2tfAf + nt?f?
= |Hessf|* + (2t\; + nt?) f2. (3.2)

Integrando (3.2) e usando o Teorema de Stokes, obtemos

/MlHessf—th|2:/MlHessflz-l—(Qt—i- %t?)/waf?.

Em particular, pondo t = -—inl, temos
A A
/ |Hessf|2:/ ]Hessf+—1f1|2+—1/ i (3.3)
M M n n Ju
Portanto, temos a estimativa
[ s> 2 [ v, (3.4)
M n Jm

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M é isométrica a esfera
S™(4/21). Veja o Teorema A de M. Obata [27].

Consideremos, agora, Q"*! uma variedade Riemanniana compacta com
bordo 92 = M e f : @ — R uma funcéo diferencigvel. Sejam ¢ a restricao de
f a M, v o normal unitdrio exterior ao bordo M, B e H , Tespectivamente, a
segunda forma fundamental e a curvatura média de M < Q. Denotemos por
V, A, Rice 52, o gradiente, o Laplaciano, o tensor de Ricci e a forma Hessia-
na de 2, respectivamente. A integracdo da férmula de Bochner-Lichnerowicz,
junto com o Teorema de Stokes, produz a férmula de Reilly [15]

L@ = [P+ [mewrvn 2 [ Dag
(3.5)
+/MB(V<,0,V<,0)+n/MH(—g—IJ:)2 .

Demonstraremos, agora, dois lemas que serdo utilizados nas demons-
tragoes dos teoremas da proxima seccio.
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Lema 3.1. Seja T : V — V um operador linear simétrico de traco nulo,
definido sobre um espago vetorial de dimensio n. Seja {e1,...,en} uma base

ortonormal que diagonaliza T, isto é, Te; = pie;, @ = 1,...,n. Sev =
i1 vie; € um vetor em V, seja | o mimero de componentes nio nulas de v.
Entao

- 1
S udE < TP,
i=1 §
onde
L. 38 [=1
= n—1. 2
ko { I, se 1>2.
Prova. Usaremos o método dos multiplicadores de Lagrange para a funcio

F3 ($la ey Tny Y1, ayn) — szzyf’

i=1

com os vinculos

n n n
dowl=ITP, Y=, Y z:=0

ylw"ayl#o € yl+1:"':yn=0asel<n'
Obtemos, entédo, o seguinte sistema
2
TY; = ax;+7y ;
, T . 3.6
{ iy = By (3.6)

Se multiplicarmos as n primeiras equagoes de (3.6) por z;, as n tltimas por
Y; € somarmos, temos que

F = a|T)* = BJv|?. (3.7)

Assumiremos que o # G e [ # 0, caso contrario, tem-se F' = 0 por (3.7). Se

I = n, segue das equagdes z7y; = By;, i = 1,...,n, que B = 23 = ... = 22,

|T|? = nz? = nB e, portanto,
L2 12
F=—|T"]v|*.
n
Supondo I < n, do sistema (3.6), inferimos

2 2
B=at=...=g
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Y
Ty = =Tp=——.
«
2 n
Quando ! = 1, temos que § = z7 e, como ) ., z; = 0, segue que
1
Ty = .02 fy == = xy.
n—1

Se v = 0, entdo z, = 0, o que implica que z; = 0 e F' = 0. Caso contrério,

temos 1
T2 = 22 —T)5® = 2 g __ B _
IT]* =21+ (n— 1)z, $1+n_1331 n—lﬂ

Assim,
n—1
F = gf? = —n—|T|2|U|2-

Vamos supor, agora, 2 < | < n. Neste caso, |T'|? = lz? + (n — )z2. Observe-
mos, no entanto, que podemos ter z, = 0 sem que F' se anule (como no caso
| = 1). Temos, entdo, que |T|? > lz? = IS e, consequentemente,

1
F < ZITPlP.

Isto conclui a prova do lema. O

Lema 3.2. Sejam V um espaco vetorial de dimensaon eT : V — V um
operador linear nao nulo, simétrico e de trago nulo, tal que seu nicleo ker T'
€ ndo trivial. Seja, ainda, {ei, ..., e,} uma base ortonormal que diagonaliza
T, isto €, Te; = pie;, 1 = 1,...,n. Se k = dimkerT, entao, dado um vetor
ndo nulo v =Y., v;e;, temos que

- 1
2.9 21,12
;#ivi < — [Tl
Prova. Sem perda de generalidade podemos supor que p; = ... = px =0

€ k41, .-y Un 7 0. Como no lema anterior, vamos usar o método dos multi-
plicadores de Lagrange para encontrar o maximo da funcao

n
G : (l‘l, wy Ty Y1, 7yn) == meyzz)

i=1

com as restrigoes

n n n
D=l Y al=ITP, Y z=0,
=1 =1 i1=1.
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Ty === g =l e Thalss snyliy £ 0.
Assim, teremos que encontrar solucdes do sistema
2
zY; = ax;+7y ;
¥ i t=1..m. 3.8
{ xf vi = By A
Usando o mesmo argumento do lema anterior, multiplicamos as n primeiras
equagoes de (3.8) por z;, as n tltimas por y; para obter
G =a|T|* = Blvf (3.9)

Suporemos que o # 0 e 3 # 0, caso contrério, por (3.9), G = 0. Assim,
segue de (3.8) e do fatc que z; =0, parai =1,....k, que y; = ... = y=0e
7 = 0. Consequentemente, temos z;y? = ax;, parai = k+1,...,n. Portanto,
Ye+1, - Yk # 0 e das equagdes, z?y; = By;, i = k + 1, ..., n, deduzimos que

2 _ — w2
/B:‘,L‘k-kl—'“'—zn'

Logo, |T|? = (n — k)22 = (n — k)B. Concluimos que
1
" 20,12
G < 2|7l

e o lema esta provado. O

3.3 Teoremas

Como nos capitulos antericres, para uma hipersuperficie M da esfera
Euclidiana unitéria S™*!, denotaremos ainda por S o quadrado da norma
da segunda forma fundamental. O operador de forma associado & segunda
forma fundamental serd denotado por A.

Teorema 3.3. Seja M uma hipersuperficie minima fechada e orientdvel de
S"*1 e considere f uma autofuncdo associada ao primeiro autovalor A\; do
Laplaciano de M. Seja l(p) o mimero de componentes ndo-nulas de Vf com
relagio a um referencial principal E, = {e\(p),...,en(p)} em p € M. Se
lo = minyer {1(p) | V(p) # 0}, entdo

/RMVﬂ2zk“”‘”m“A”/WVﬂ%
M n M

onde

_J &, selh=1
kO‘{ lo, sely>2. 1)
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ko(n—l)(n—)\l) )

Em particular, se S € constante, temos que S > -

Prova. Dado p € M, sejam k;, i = 1,...,n, as curvaturas principais de M,
em p, segundo o referencial E,, i.e., Ae; = kie;, i = 1,...,n, em p. A equagao
de Gauss implica

Ric(e;,ej) =0, 1#j

Ric(e;, e) =n—1—kZ.

Seja f uma autofuncio associada ao autovalor A, isto é, Af + A f = 0.
Escrevendo Vf =Y, fiei, em p, temos

Ric(V/, VS) = (n = 1|V =D KIS
=1
Assim, usando o Lema 3.1 em cada ponto de M, obtemos a desigualdade
- 22 1 2
SRS —S|IVEP,
i=1 ko
onde ko é dado por (3.10). Consequentemente,
1
Ric(V/, V) 2 (n = DIV - —SIVSP. (3.11)
0

Da férmula de Bochner-Lichnerowicz (3.1) e do fato que Af = —Aif
temos que

%A|Vf|2 — |Hessf[? + Ric(Vf, Vf) = M|V, (3.12)

Logo, integrando (3.12) e usando as estimativas (3.4) e (3.11), segue que

Y 1
022 [wspam-n [ 1viP- i [ sivst-n [ vse

Consequentemente, obtemos

/S|vf|2>k0(n_1)(n_)‘l)/ |Vf|2
M B n M ’

o que conclui a prova do teorema. O




Teorema 3.4. Seja M uma hipersuperficie minima fechada e orientdvel de
S™+1 e considere f uma autofuncdo do primeiro autovalor \; do Laplaciano
de M. Suponha que o nicleo ker A da sequnda forma fundamental é nao
trivial em todo ponto de M. Se k = maxdimker A, entao

/SIVfIzz (n_no)(n—l)(n—)‘l)/ IVf|2,
M M

n

onde
{ k, se k<n-2
Ng =

n—2, se k=n—1ouk=n
l)(n—/\l)'

Em particular, se S é constante, temos que S > ("_"0)(";

Prova. Escolhendo-se um referencial ortonormal local em {ey, ...,e,} em M
tal que Ae; = k;e;, para i = 1,...,n, temos

Ric(ei, ej) = (n —-1- kf)d,] .

Seja f uma autofuncao associada ao autovalor )\, isto é, Af + A f = 0.
Escrevendo Vf = >"" | fie; e usando o Lema 3.2, prova-se neste caso que

- 1
Y K< S|VF2.
i=1 =i

Observemos no entanto que, pela minimalidade de M, nos pontos onde
dimker A = n — 1, tem-se que A = 0. E claro que isto também acontece
se dimker A = n. Desta maneira, garante-se que ng < n — 2. Consequente-
mente,

RIc(V/, Vf) > (n = D|VfP ~ ——S|VfP (313)

T
e a prova segue como no teorema anterior. a

Sejam M™ e M variedades Riemannianas compactas e orientaveis de
modo que M™ é uma hipersuperficie mergulhada de M Suponhamos,
além disso, que a curvatura de Ricci de M é limitada por baixo por uma
constante positiva. Neste caso, o primeiro nimero de Betti de M6 zero
e, pela hipotese de orientabilidade, M™ divide M em duas componentes
conexas {2 e ', tais que 92 = 92 = M. Doravante, suponhamos que ¢ é
uma autofuncao do primeiro autovalor do Laplaciano de M™ e f:Q - R é
a solucao do Problema de Dirichlet

{Af=0, em ()

= o em M. (3.14)
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Nestas condicoes, podemos estimar o primeiro autovalor A\; do Laplaciano de
M, conforme o seguinte resultado:

Teorema 3.5. Seja M"™ uma hipersuperficie de dimensao n, minima, fechada
e mergulhada de uma variedade Riemanniana compacta _MnH, onde M" e
M sdo orientdveis. Suponhamos, além disso, que a curvatura de Ricci de
mH satisfaz Ric > ¢, onde ¢ é uma constante positiva. Entdo

M > 5+ 20(F), (3.15)
onde
\vi 2 = 2 al 2
ol V1 lls” = c(n+ )| £ 122 = 20 VF |l \/1  dtn) 1
6(f) =
c(n+1)] £ |2°
e || |l2 denota a norma em L2(2).

Prova. Para t # 0, consideremos o Problema de Dirichlet

Ag = f, ~ em Q
g = tp, em M,

onde f é a solucdo do problema (3.14).

Utilizando a férmula de Reilly (3.5) para g e o fato de que Ap+ A\p =0,

obtemos
/f2 = /I52912+/R10(V9,—V'9)
Q ¢ Q

| py / 029 42 / B(Vy, Vo) . (3.16)
. M M

ov

Por outro lado, obtemos da Férmula de Green que
.]M ‘ng = fg I—v—f|2
thuedt = Jo(V5 V) (3.17)

fM‘Pglgi fnfz“*'fn(vf,vg) .

I

De (3.17), temos

/(Vfﬁg) =t/ IV£?, (3.18)
Q Q
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que, junto com a desigualdade de Cauchy-Schwarz, acarreta

INZET ANz (319)
Q Q
Utilizando (3.18) e a terceira identidade de (3.17), obtemos
t/ :p@ =t/f2+t2/ IV £|? (3.20)
M O Q Q
Por outro lado, temos
—2 1 - 1
D 2>-—/A2= /2. 3.21
[k — [y = g [ 1 (3.21)

A hipétese de Ric > c e a férmula (3.19) fornece
| RV 2 e [ [Fop 2 e [ [P, (3.2
Q Q Q
Trocando-se o dominio € por €', se necessdrio, podemos assumir que
/ B(Vp, Vo) >0. (3.23)
M

Utilizamos, agora, (3.20),(3.21),(3.22) e (3.23) na férmula (3.16) para obter
a desigualdade

nilfﬂf22ct2/QIWIQ—2A1(t/nf2+t2/Q|Vf|2),

ou, equivalentemente,

= n
2\ — Ol VS 1282 + 2\]| £ |22 + —=l 71l 2 0. (3.24)

E claro que, para t = 0, esta desigualdade é trivial. Temos, entao, um po-
linémio quadratico em ¢, ndo-negativo. Consequentemente, seu discriminante
é nao-positivo. Isto significa que

2
(20— o) > P2 Ll (3.25)
n Vs

o que implica (3.15). Isto conclui a prova do teorema. a




Observagao. Segue da desig =ldade (3.25) que

cn+D) |11 (M=o
— 2 — 2
novs T M

<1

e, portanto, d(f) estd bem definido. Observe, também, que 0 < 6(f) < 1 e,
além disso, 6(f) = 1 se, e somente se,

cn+1) || f1l° _
no | Vf
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