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R e s u m o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

e trabalho consiste de três capítulos abordando diferentes assuntos sobre
- ersuperfícies compactas da esfera Euclidiana unitáriasrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAsn+1. No primeiro

pítulo, provaremos que uma hipersuperfície compacta de sn+l com cur-

vatura de Ricci não negativa r grupo fundamental infinito é isométrico a
um toro de curvatura média constante. Em seguida, trataremos de hipersu-
perfícies de sn+l com duas curvaturas principais distintas e também abor-

daremos um caso em que uma curvatura principal tem o sinal diferente das
demais. No segundo capítulo, aplicaremos a fórmula da expansão do núcleo

do calor de Minakshisundaram-Pleijel para caracterizar hipersuperfícies com-
pactas de sn+1 através dos espectros do Laplaciano das p-formas, para al-

guns valores de p. Finalmente, no terceiro capítulo, usaremos a fórmula
de Bochner-Lichnerowicz para obter estimativas da norma da segunda forma
fundamental de uma hipersuperfície mínima compacta de sn+1 em função do

primeiro autovalor do Laplaciano e da dimensão de M", e, usando a fórmula
de Reilly, obtemos uma estimativa para o primeiro autovalor do Laplaciano
de uma hipersuperfície fechada e mergulhada de uma variedade Riemanni-
ana compacta, cuja curvatura de Ricci é limitada inferiormente por uma
constante positiva.
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n t r o d u ç ã o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAsp :srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM" y sn+l uma imersão isométrica de uma variedade Riem-
iana compacta de dimensão ti na esfera Euclidiana unitária sn+l. Se sp

ínima emlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAO ::; S ::; n, J. Simons [31] provou que S = O ou S = ti, on-
denota o quadrado da norma da segunda forma fundamental de M":

osteriormente, S. Chern, M. do Carmo and S. Kobayashi [14] e B. Law-
[22] mostraram, independentemente, que uma hipersuperfície mínima

e sn+l com S = n é um toro de Clifford. Por outro lado, H. Alencar e

_.~. do Carmo [1] provaram que se <p tem curvatura média constante H e

5 - nH2
::; B H, onde B H é uma constante que depende de H e ri, então

5 - nH2 = O ou S - nH2 = B H. Eles também mostraram que o toro
OJ -l(r) x SI (-vI - r2) y sn+l com curvatura média constante H, satis-

fazendo r2 ::; n~l, é a única hipersuperfície de sn+l com curvatura média

constante H e S - nH2 = BH. Em vista destes resultados, uma questão na-
al é a caracterização de toros sn-m (r) X S'" (-VI - r2), 1 ::; m ::; (n - 1),

com curvatura média constante H, conhecidos como H(r)-toros. Observemos
e um toro sn-l(r) X Sl(V1- r2) tem curvatura de Ricci não negativa e
po fundamental infinito, enquanto que um toro sn-m(r) x sm( VI - r2),

_::; m::; (n-l), tem curvatura de Ricci positiva e grupo fundamental finito.
- o induz a perguntar se a curvatura de Ricci e o grupo fundamental carac-
cerizam H(r )-toros. Com respeito a esta questão, provaremos inicialmente,

Capítulo 1, o seguinte teorema do autor em colaboração com A. Brasil
_. E. Costa e I. Lázaro [4]:

rema 1.3. Seja ip : M" -+ sn+l, ti 2: 3, uma hipersuperfície fechada e

tável. Se a curvatura de Ricci de M" é não negativa e o grupo funda-
tal7rl(Mn) de Mn é infinito, então <p(Mn) é isométrico a um H(r)-toro

-o (r) x Sl(Jl- r2).

ejam, agora, M" uma variedade Riemanniana completa, orientada, de
ensão n, e ip : M" -+ sn+l uma imersão isométrica de M" na esfera

- clidiana unitária sn+l. Quando n = 3 e <pé mínima em S4, T. Hasanis

D. Koutroufiotis provaram em [20] que sup Ric 2: ~ e que, caso M3 seja



mmpacta, a igualdade ocorre se, e somente se,srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA<p(MzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3
) é isométrica ao toro

ifford Sl( Js) x S2( j"j)o Por outro lado, na tentativa de estender es-

tado para dimensões maiores que três, T. Hasanis e T. Vlachos [18]
raram que se ip é mínima, então sup Ric ~ n - 2. Além disso, em di-

r::lensão par n = 2m, eles mostraram que a igualdade ocorre se, e somente

;IJJn) é isométrica ao toro de Clifford sm(~) x sm(~). No caso ímpar
= 2-rnmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ 1, os autores obtiveram um resultado topológico. Mais precisa-

_=_:~. demonstraram que o recobrirnento universal de M" é homeomorfo a
de que sup Ric = n - 2. Também no Capítulo 1, provaremos teo-

JL~ de rigidez na direção dos resultados acima, quando ip tem curvatura

ia limitada, não necessariamente constante, e duas curvaturas principais

~~~ntas. Provaremos, em particular, o seguinte resultado:

eorema 1.4. Sejam M", n ~ 3, uma variedade Riemanniana completa
sentada de dimensão n, e ip : M" -7 sn+l uma imersão isométrica

rje curvatura média H satisfaz IHI ~ Ho, para uma certa constante Ho.
ponhamos, além disso, que <p tem duas curvaturas principais distintas À e

com multiplicidades 1 e n - 1, respectivamente. Então,

sup Ric ~ inf f(H) (1)

de

f(H) = n(n - 2) [1 + n H2 _ 1 Jn2H4 + 4(n -1)H2] .
n - 1 2(n - 1) 2(n - 1)

e M" é compacta, a igualdade em (1) ocorre se, e somente se,

n-l
r2> --

- n
<p(Mn) = Sn-l(r) X Slhh - r2),

ejam ki, i = 1, ... , ti, e Hç, r = 1, ... , ti, respectivamente, as curvatu-

- principais e as r-ésimas curvaturas médias de ip, Mais precisamente,

= o:ar, onde ar são os polinômios simétricos de grau r das curvatu-
principais. Provaremos, ainda no Capítulo 1, um teorema com a mesma
clusão do Teorema 1.4, ao substituirmos a hipótese de duas curvaturas
cipais distintas pelas hipóteses

klkj ~ 0, j = 2, ... , ti, e Hn-2 = cHn,

de c é uma constante não negativa.

uponhamos, agora, que M" é compacta e que <p tem duas curvaturas
nncipais distintas de rnultiplicidades 1 e n - 1. Neste caso, se ip é mínima,
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anis e T. Vlachos provaram em [19] que, se o quadrado da norma da
da forma fundamentalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAS de cpsatisfaz SmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2': n, então cp(Mn) é isométrico

coro de Clifford sn-l( y'n - l/n) x Sl( JlTTi). Convém observar que T.
csuki [28] construiu toros com S assumindo valores menores e maiores que

Finalizando o Capítulo 1, generalizaremos o resultado de T. Hasanis e

lachos, caracterizando um H(r )-toro, prescindindo da hipótese de que cp
curvatura média constante. Mais precisamente, obteremosZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r e m a 1 .6 . SejamsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM", n 2': 3, uma variedade Riemanniana compacta
entada de dimensão n, e cp : M" -+ sn+l uma imersão isométrica.

nhamos que cp tem duas curvaturas principais distintas À e f1" com mul-
cidades 1 e n - 1, respectivamente, e que o quadrado da norma da sua

nda forma fundamental S satisfaz S 2 S(H), onde

n3 n( n - 2) r-------,----
S(H) = n + H2 + Jn2H4 + 4(n - I)H2 .

2(n- 1) 2(n-- 1)

ão. H é constante, S = S(H) e

cp(Mn) = Sn-l(r) X Sl(Vl- r2) , r2 2': n - 1

n

_~o Capítulo 2, iremos abordar o problema de estabelecer condições para
e variedades Riemannianas M" compactas, sem bordo, isoespectrais, sejam

- métricas. Sob condições gerais, este é um problema difícil em Geometria
.emanniana. A existência de toros planos que são isoespectrais mas não

isométricos (veja [7]) é um contra exemplo para a validade geral de uma

osta positiva para esta questão. O principal ingrediente utilizado para
ar este problema tem sido a fórmula da expansão assintótica do núcleo

calor de Minakshisundarar-: Pleijel (veja [7] ou [29]) dada por

00

L e-(.~nt rv (47rt)-% (ab,n + aL,t + a~,nt2 + ... ), t -+ 0+ ,

i=l

e af n são constantes geométricas que dependem de M" e g são os auto-,

res do Laplaciano das p-formas em M", cujo espectro denotaremos por

J1n
), i. e.,

SpecP(Mn
) := {O :S Àb :S Àf :S ... t +oo}, p = 0,1, ... ,n.

Contudo, se considerarmos uma imersão isométrica de M" na esfera Eucli-
a sn+l com algumas propriedades geométricas adicionais, este problema
a-se menos complexo. Por exemplo, Q. Ding [17] provou que, se M3

III



é u m a h i p e r s u p e r f í c i e m í n im a f e c h a d a e o r i e n t á v e l d e 5 4 e RQPONMLKJIHGFEDCBAS p e c P (M 3 ) =

S p e c P (M 0 3 ) , p a r a u m d a d o p E { O , 1 , 2 , 3 } , o n d e M 0 3 é a e s f e r a t o t a lm e n -

t e g e o d é s i c a , o t o r o d e C l i f f o r d 51 ( / 1 7 3 ) X 52(y I 2 ( 3 ) , o u a h i p e r s u p e r f í c i e

m í n im a d e C a r t a n , e n t ã o M3
é i s o m é t r i c a a M0 3 . P o r o u t r o l a d o , J. W a n g

[ 3 4 ] m o s t r o u q u e s e M
3

e M 0 3 s ã o h i p e r s u p e r f í c i e s f e c h a d a s e o r i e n t a d a s d e

5 4 c o m a m e s m a c u r v a t u r a m é d i a c o n s t a n t e H o , o n d e M 0 3 é i s o p a r a m é t r i c a ,

e S p e c P (M 3 ) = S p e c P (M 0 3 ) , V p E { O , I } , e n t ã o M 3 é i s o m é t r i c a a M 0 3 .

N a d i r e ç ã o d e s t e s r e s u l t a d o s , p r o v a r e m o s o r e s u l t a d o p r i n c i p a l d o C a p í t u l o

2.

Teorema 2.1. S e ja m M , M o Y 5 n
+ l ) n 2': 3) h ip e r s u p e r f í c i e s f e c h a d a s e

o r i e n ta d a s d e 5
n
+ l c o m c u r v a tu r a s m é d ia s H e H o ) e c u r v a tu r a s e s c a la r e s

p e p o ) r e s p e c t i v a m e n te . E x i ja m o s q u e u m a d a s c u r v a tu r a s H o u H o é n ã o

id e n t i c a m e n te n u la e q u e p o é c o n s ta n t e . S u p o n h a m o s ) a l é m d i s s o ) q u e

( i ) S p e c P (M ) = S p e c P (M o ) ) V p E { O , I } , s e n = 3 ;

( i i ) S p e c P (M ) = S p e c P (M o ) ) V p E { O , 1 , 2 } , s e n 2': 4 .

E n tã o p = P o ) i s to é) M te m a m e sm a c u r v a tu r a e s c a la r ) c o n s ta n t e ) d e M o .

A lé m d i s s o ) v a l e m a s s e q u in t e : ig u a ld a d e s in t e g r a i s :

r H 0 " 3 d v = r H o O " ~ r l v o , s e n 2': 3 ,

1 M ~ M o

r 0 " 4 d v = r O " ~ d v o , s e n 2': 4 ,

1M 1M o

o n d e O " ! e d v o d e n o ta m o s v a lo r e s O " m e d v c o r r e s p o n d e n te s a M o ) r e s p e c t i v a -

m e n te . E m p a r t i c u la r ) s e 5 0 d e n o ta o q u a d r a d o d a n o rm a d a s e g u n d a fo r m a

fu n d a m e n ta l d e M o ) t e m o s q u e

n
2 H2

- 5 = n
2 H~ - 5 0 .

U m a c o n s e q ü ê n c i a d o s c á l c u l o s n a p r o v a d o t e o r e m a a c im a é o s e g u i n t e

r e s u l t a d o c o m r e s p e i t o a o c a s o H = Hi, = 0 , c u j a p r o v a s e g u e d e t é c n i c a s

s im i l a r e s a p r e s e n t a d a s a n t e s p o r Q. D i n g e m s e u t r a b a l h o [ 1 7 ] .

Teorema 2.2. S e ja m M , M o Y 5 n+l) n 2': 3) h ip e r s u p e r f í c i e s m m u n a s

f e c h a d a s e o r i e n tá v e i s d e 5 n+l c u ja s c u r v a tu r a s e s c a la r e s s ã o p e P o ) r e s p e c -

t i v a m e n te ) c o m p o c o n s ta n t e . S u p o n h a m o s q u e

( i ) S p e c P (M ) = S p e c P (M o ) ) p a r a a lg u m p E { O , 1 , 2 , 3 } ) s e n = 3

I V



pecP(M)mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASpecP(Mo), Vp E {O, I}, se n 2: 4.srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

_~o p = Po. Além disso, para ti 2: 4, temos

1 0"4dv = 1 O"~dvo.
M Mo

Aplicando o Teorema 2.1, mostraremos que no teorema provado por J.

<7. previamente mencionado, não é necessária a hipótese de M3 e Mo 3

a mesma curvatura média constante. Por outro lado, com as mesmas
crporeses do Teorema 2.1, se n 2: 4 e Mon é isoparamétrica, demonstramos,

ando este teorema e a fórmula de Simons, que M" é também isopa-
étrica e, como caso particular, obteremos alguns resultados de rigidez

'eras e de toros de curvatura média constante. Para tanto, usaremos
bém um teorema de M. do Carmo e H. Alencar [1]. Finalmente, no
1 ulo 2, mostraremos que, se M" tem curvatura seccional não-negativa e

é uma esfera umbílica ou um toro com curvatura média constante e raio
- muito grande, as igualdades dos p-espectros tal como no Teorema 2.1,

.cam M" e Mo n isométricas.

_~o terceiro e último capítulo, utilizaremos as técnicas de Bochner-Lichne-
.cz para obtermos estimativas da norma da segunda forma fundamental

a hipersuperfície mínima fechada M" da esfera Euclidiana unitária em
ção do primeiro autovalor do Laplaciano e da dimensão de M", lnicial-
te. consideramos uma imersão mínima <p: M" --t sn+p de M" na esfera
idiana unitária s-v, Um conhecido teorema de T. Takahashi [32] as-

ra que 6.<p + tup = 0, onde 6. denota o Laplaciano de M" na métrica

uzida por ip. Consequentemente, n é um autovalor de 6.. Neste contexto
íconjecturado por S. Vau [2:;] que para uma hipersuperfície mergulhada,

I. de fato, o primeiro autovalor À1 de 6.. H. Muto [24] provou que isto

e para algumas classes de hipersuperfícies mínimas isoparamétricas de

-'. É importante ressaltar que o primeiro resultado global na direção da
jectura de Vau foi obtido por H. r. Choi e A. N. Wang [15], o qual afirma

À1 2: ~. A. Barros e G. Bessa [6] obtiveram, com técnicas similares

e Choi e Wang, que À1 2: ~ + S, onde Ó é uma constante que depende
xtensão harmônica de uma primeira autofunção de M" a uma das com-
entes conexas de sn+1 \ M", No entanto, as técnicas usadas na prova

destes resultados aplicam-se somente para codimensão 1. Por outro lado, J.

Soons [31] provou que, se o quadrado da norma S da segunda forma fun-
ental de uma imersão mínima <p : M" --t s-», onde M" é compacta,

aisfaz ° ::;S ::; 1~1, então S == ° ou S = 1~1' Além disso, foi mostrado
p p

pendentemente por S. S. Chern, M. do Carmo, S. Kobayashi [14] e B.

v



Lawson [22] que parazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 1:1,M" é um toro de Clifford. Nesta direção, P.
p

F. Leung [23] provou que S ~srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAti - À1, quando S é constante. No Capítulo 3,
melhoraremos o resultado de Leung para hipersuperfícies. Mais precisamen-
te, provaremos que se 1é um ...•autofunção associada ao primeiro autovalor

À1, então

r SIV 112 ~ mo(n - l)(n _ À1) r IV 112

1M ti 1M
onde n~1 :::; mo :::; ri. Esta constante mo depende do mínimo do número
de componentes não nulas de V 1com respeito aos referenciais principais ao
longo de M" ou do máximo da dimensão do núcleo da segunda forma funda-

mental sobre M" quando o núcleo é não trivial em todo ponto. Observemos
que se S < mo

(;-1), então À1 > ~, o que melhora o resultado de Choi- Wang.

Finalizando este trabalho, no Capítulo 3, generalizaremos o resultado de A.
Barros e G . Bessa, previamente mencionado, para uma hipersuperfície fecha-
da e mergulhada de uma variedade Riemanniana compacta, cuja curvatura
de Ricci é limitada inferiormente por uma constante positiva.

vi



C a p í t u l o 1

C a r a c t e r i z a ç ã o d e T o r o s e m §n

1 .1 I n t r o d u ç ã o zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Neste primeiro capítulo, provaremos que uma hipersuperfície dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAsn+l com

curvatura de Ricci não negativa e grupo fundamental infinito é isométrico a
um toro sr:' (r) x SimlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(V I - r2) com curvatura média constante. Em seguida,
aplicaremos este resultado para tratarmos de hipersuperfícies de sn+l com

duas curvaturas principais distintas, assim como abordaremos um caso onde
exige-se que o sinal de uma curvatura principal seja diferente das demais.
Na seção seguinte iremos estabelecer notações e citar alguns resultados que

serão utilizados na prova dos teoremas.

1 .2 P r e l im in a r e s

1 .2 .1 O s H ( r ) - t o r o s

DadosrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAr E (O,1) e m E {I, ... , n - I}, consideremos as imersões canônicas
s=:» (r) C JRn-m+l e S'" (v '1=?) C JRm+l de esferas com raios r e VI - r2

e dimensões n - m e m, respectivamente. Em seguida, tomemos o produto

de imersões

sn-m(r) x sm(Vl- r2) y JRn-m+l X JRm+l.

Consequentemente, a hipersuperfície obtida tem curvaturas principais e cur-

vatura média H, respectivamente, dadas ora pelas constantes

vr=T 2

).1 = ... = ).n-m = ,
r

(1.1 )

).n-m+l = ... = ).n =
r (1.2)

VI - r2 '

1
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2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

HmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
= ri - m - nr ( ), 1.3

nrv1- r2

ora pelos simétricos destes valores, caso escolhamos a orientação oposta. Es-

as hipersuperfícies são chamadas de H(r)-toros. Denotamos um H(r)-toro

do tipo acima por M~_m,m(H).

De (1.3), deduzimos que

{

2(n-m)+nH2+vn2H4+4m(n-m)H2
2n(H2+1) ,srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

r2 -

2(n-m)+nH2-yn2H4+4m(n-m)H2
2n(H2+1)

se r2 > n-m
- n

(1.4)

se r2 < n-m
- n

Observemos que H = O se, e somente se, r2 = n~m. Segue da fórmula de
Gauss que a curvatura de Ricci de M~_m m(H) na direção de e, é dada por,

Ric(ei) = n - 1 + nHÀi - À; .

Logo, de (1.1), (1.2) e (1.3), concluímos que

Ric( ed = ... = Ric(e ) _ n - m - 1n-m - -
r

(1.5)

e
m-1

Ric(en-m+l) = ...= Ric(en) = ? . (1.6)
l-r

_«itemos também que o quadrado da norma da segunda forma fundamental
é dada por

1 - r2 r2

S = (n - m)-r-2- +m-
1
-_-

r
""-2

Finalmente, podemos também escrever S e as curvaturas de Ricci nas direções
rincipais em função de H, utilizando a expressão de r2 dada em (1.4). Assim,

obtemos

Ric(e· ) = (n-m-1)n [1 + _n -H2 =F_1 _. In2 H4 + 4m(n - m)H2]
t n-m 2(n-m) 2(n-m) V ,

Ric(ej) = (m-:n1)n[1 + 2':nH2 ± 2~ Jn2 H4 + 4m(n - m)H2] ,

a i = 1, ... , n - m, j = n - m + 1, ... , n, e

S - n
3

2 n - 2m / 4 4 2( ) 2
- ti + 2 ( ) H ± ( ) V ti H + 4mn ti - m H ,

m n-m 2m n-m

2



onde, antes dos radicais, consideramos os sinais acima sesrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBArzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2 >
abaixo se r2mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< !!.= .!!!

- n

n-m

n '
e osZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 .2 .2 A p l i c a ç ã o d e G a u s s p a r a h ip e r s u p e r f í c i e s d a e s -

f e r a E u c l id i a n a u n i t á r i a

Seja M" uma variedade Riemanniana orientada de dimensão ti. Conside-
remos ip : M" -7 sn+1 uma imersão isométrica de M" na esfera Euclidiana

unitária sn+1. Denotemos por N o campo normal unitário de ip, A aplicação
de Gauss TJ: M" -7 s-: 1 de sp :. definida como segue: para cada p E M'", TJ(p)
é o ponto final do vetor obtido transladando-se N(p) paralelamente em Rn+2

de modo que seu ponto inicial é o centro de sn+1. Identificando M" e <p(Mn)

localmente, temos, para vetores tangentes X de M", que (V x N) T = - AX,
onde V é a conexão de sn+1, A é o operador de Weingarten de ip e v T indica
a componente tangente a M" de um vetor v tangente a sn+1. Mostra-se

facilmente que dTJ(X) = -AX. Segue deste fato que, se A é não singular,
então a aplicação TJé uma imersão isométrica ao munirmos M" com a métrica

( , )* dada por
(X, Y)* = (AX, AY) ,

onde ( , ) denota a métrica de M" induzida por ip, Temos que:

L e m a 1 .1 . Se A é não singular, então o operador de Weingarten da imersão
TJ: M" -7 sn+1 é dado por A-I.

Além disso, considerando ainda A não singular, as igualdades

(A -1X, Y)* = (X, AY) = (AX, Y) ,

implicam que as direções principais de TJsão as mesmas de ip, Mais precisa-

mente, se {e1, ... , en} diagonaliza A, então {~, ... , t} é uma base ortonormal

que diagonaliza A-I, onde À1, ... , Àn são as curvaturas principais de ip, Conse-

quentemente, as curvaturas principais de TJsão >.\ , ... , >.ln' Logo, as curvaturas
seccionais k; de (Mn, ( , ) *) com relação aos planos gerados pelas direções
principais são dadas por

1
k*(ei,ej)=l+ÀiÀj' i,j=l, ... ,n, i=Jj.

L e m a 1 .2 . Seja M" uma hipersuperfície orientada em sn+1. Suponha que

existam constantes Ho e a, com a < n - 1, tais que a curvatura média
H e a curvatura de Ricci de M" satisfaçam em todo ponto IH I :::;Ho e

3



Ric :SsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAa( , ).zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAEntão, as curvaturas principais de M» satisfazem JÀiJ 2: /3,
para alguma constante positiva /3. Segue que se M" é completa na métrica
induzida por ip, então (X, Y)* :..:.(AX, AY) é uma métrica completa em M":

As demonstrações dos Lemas 1.1 e 1.2 podem ser encontradas no trabalho

de T. Hasanis e D. Koutroufiotis [20].ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1 .3 T e o r e m a s

Teorema 1.3. Seja <p: M"mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-+ sn+1, n 2: 3, uma hipersuperjicie fechada e

orienttiuel. Se a curvatura de Ricci de M" é não negativa e o grupo funda-
mental7fl(Mn) de M é infinito, então <p(Mn) é isométrico a um H(r)-toro
Sn-l(r) X Sl(V1 - r2).

Prova. Seja i : sn+l -+ Rn+2 a aplicação de inclusão e (j5 : M" -+ Rn+2 a

imersão isométrica <p= i o ip. Visto que 7fl(Mn) é infinito, aplicando-se o

Teorema 1 de M. Noronha [25] para a imersão (j5, concluímos que M" tem
cuvaturas seccionais não negativas. Por outro lado, afirmamos que para ca-

da p E M, existe v E TpM, cal que JJvJJ = 1 e Ricp(v) = O. Com efeito,
se em algum ponto de M" a curvatura de Ricci é positiva, um resultado de
T. Aubin ([3], p. 397) assegura que M» admite uma métrica com curvatu-

ra de Ricci positiva e, consequentemente, pelo Teorema de Bonnet-Myers,
7fl(Mn) é finito. Uma contradição. Portanto, a afirmação está provada.
Como a curvatura de Ricci atinge seus extremos absolutos em direções prin-
cipais (veja [20], p. 182), podemos escolher um referencial ortonormal local

{el' ... , en} em uma vizinhança de p satisfazendo Aei = Àiei, i = 1, ... , n, e
Ric(el) = O. Visto que as curvaturas seccionais k de M" são não negativas,

temos que k(el, ej) = O para todo j 2: 2. Consequentemente, 1 + ÀlÀj = o.
Concluímos que <ptem somente duas curvaturas principais distintas À e fJ,

com multiplicidades 1 e n - 1, respectivamente.

Se n 2: 4 , pelo Teorema 7.11, p. 118, de M. Dajczer [16], M" é conforme-
mente plana. Se n = 3, M3 é conformemente plana se é satisfeita a condição
de Codazzi

(\7x,)(Y) = (\7y,) (X) ,

onde , : T M -+ T M é definido como

(1. 7)

,(X) = Q(X) - ~X,

Q : T M -+ T M é o operador de Ricci dado por Q(X) = 2::=1 R(X, Xi)Xi
em uma base ortonormal {Xl, ... , Xn}, R é o tensor curvatura e p é a curva-

4



tura escalar dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM",

Vamos provar que o tensor , satisfaz (1.7). Observemos quesrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQ(ei)

Ric(ei)ei. Pela Equação de Gauss temos

Ric( el)

Ric( ei)mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

2 + 2Àf-l,

2 + Àf-l + f-l2, i = 2, 3 ,

e, portanto,

Q(el)

Q(ei)

t2 + 2Àf-l)el ,

(2 + Àf-l + f-l2)ei' i = 2,3.

Visto que

p = Ric(el) + 2Ric(e2) = 6 + 4Àf-l + 2f-l2 ,

obtemos

,(el) = [~+ f-l(À - ~)] el

,(ei) = [~+ ~f-l2] e., i = 2,3.

e

Consequentemente,
1 f-l

, = -I + f-l(A - -1) .
2 2

Como f-l tem muItiplicidade constante maior que 1, segue do Teorema 4.4,

p. 139 de [11], que a distribuição correspondente ao autovalor f-l é integrável,

e, conseqüentemente, e2(f-l) = e3(f-l) = o. Usando este fato e a equação de
Codazzi

(\7eiA)(ej) = (\7ejA)(ei)'

obtemos (1). Logo, M3 é conformemente plana.

Portanto, para qualquer n 2: 3, M" é uma variedade compacta, orientável,
conformemente plana e com curvatura de Ricci não negativa. Utilizando o
Teorema 1 de M . Noronha [26] e a hipótese de que 7rl(Mn) é infinito, con-

cluímos que o recobrimento universal M" de M" é isométrico a um cilindro
:IR x sn-l(ro) com sua métrica canônica. Consequentemente, lv[n e M" têm

curvaturas seccionais constantes. Como Àf-l = -1 e k(ei, ej) = 1+f-l2, i,j > 1,
inferimos que À e f-l são ambos constantes. Logo, aplicando-se um teorema de
M. do Carmo e M. Dajczer ([8],p. 701), concluímos que cp(Mn) é isométrico
a um H(r)-toro sn-l(r) X Sl(V1- r2). O

5



T e o r e m a 1 .4 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASejam M", nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA2: 3, uma variedade Riemanniana completa
e orientada de dimensão n, (. ip : M" ---+ sn+1 uma imersão isométrica

cuja curvatura média H satisfazmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIH I ::; Ho, para uma certa constante Ho·
Suponhamos, além disso, que cp tem duas curvaturas principais distintas À e

u, com multiplicidades 1 e n - 1, respectivamente. Então,

sup Ric 2: inf f(H) , (1.8)

onde

f(H) = n(n - 2) [1 + n H2 _ 1 Jn2H4 + 4(n - 1)H2]
n- 1 2(n- 1) 2(n- 1)

Se M" é compacta, a igualdade em (1.8) ocorre se, e somente se,

cp(Mn) = Sn-1(r) X S1hll- r2) ,
r2 2: nsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-1

n

P r o v a . Observemos que inf f(H) < 00, visto que f(H) > O. Ponha a =

sup Ric e vamos assumir que a < 00. Caso contrário, nada há a demonstrar.

Suponhamos, por absurdo, que

a < mf f(H) ::; f(H) . (1.9)

Utilizando (1.9) verifica-se que a < n - 1. Consequentemente, podemos
aplicar o Lema 1.2 e concluir que as curvaturas principais À e j-l de ip são

diferentes de zero, e que (Mn, ( , ).) é completa. Denotemos por e1, ... , en

as direções principais das curvaturas principais À1 = À e À2, ... , Àn = u;

respectivamente. Como

Ric(ei) = n -1 + nHÀi - À;

e Ric ::; a, segue que

n Jn2À' > -H..; -H2+n-1-a ou
1 - 2 ' 4

(1.10)

n Jn2À· < -H - -H2 + n - 1 - a .
1 - 2 4

Afirmamos que, a menos de uma troca de orientação, podemos supor

n Jn2À > -H + -H2 + n - 1 - a
- 2 4

(1.11)

6



ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn /n2

I/.mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA<srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-H - -H2 + n - 1 - a .
""-2 4

Com efeito, primeiro observamos que

(1.12)

n /n
2

n /n2
- H - -H2 + n - 1 - a < H < -H + -H2 + n - 1 - a .
2 4 2 4

(1.13)

Visto que (>, - H) + (n - 1) (/1 -- H) = O, a menos de ordenação das direções
principais, temos dois casos possíveis:

i« Caso)À'2Hel-"~H.

Nestas condições, temos À '2 ~H + j~2H2 + n - 1 - a. De outro modo,

por (1.10) e (1.13), teríamos À ~ ~H - j~2H2 + n - 1 - a < H, o que

é uma contradição. Um argumento análogo permite mostrar que I-"satisfaz
(1.12).

2Q Caso)À ~ H e I-" '2 H.
Neste caso, pelo mesmo argumento anterior, temos

n /n2

À < -H - -H2 + n - 1 - a
- 2 4

n /n2

e I/. > -H + -H2 + n - 1 - a .
""-2 4

~azendo uma mudança na orjr-;~ltaçã~ de A1n, temos que a curvatura média

H = -H e as curvaturas principais À = -À, P, = -I-" de sp nesta orientação

satisfazem

À n /n2

-À> --H + -H2 + n -1- a
- 2 4

n - Jn2-- H + -H2 + n - 1 - a
2 4

e

J.1. n )n2
- 11. < - - H - -H2 + n - 1 - a

r: - 2 4

n - In2
-2H- 4H2+n-l-a.

7



Logo, a afirmação está provaua e, portanto, podemos assumir que as desi-
gualdades (1.11) e (1.12) são válidas. Por outro lado, temos quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ÀmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= nH - (n - 1) I-L

n(n - 1) /n2srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
> nH - H + (n - 1) Y 4 H2 + n - 1 - a

n(n - 3) Jn2
- H + (n - 1) -H2 + n - 1 - a4 .

Assim, (1.12) e (1.14) acarretam

(1.14)

(
n(n - 3) /n2 )

ÀJ-l:::; - 2 H + (n - l)y 4H2 + n - 1 - a

X(~H - /:' H' +n-j- a)

= - c(H) ,

(1.15)

onde

n2(n - 2)
c(H) = (n - 1)2 - (n - l)a + 2 H2

-n( ti - 2) H J :2H2 + n - 1 - a > O .

Consequentemente, obtemos de (1.15) que as curvaturas seccionais k; da

aplicação de Gauss T} da imersão sp com relação aos planos gerados por el e
ej, j > 1, satisfazem

1 1 c(H) - 1
k*(el, ej) = 1 + ÀJ-l 2: 1 - c(H) = c(H)· (1.16)

Afirmamos que c(H) - 1 > O, isto é,

n2(n - 2)
n( n - 2) - (n - 1)a + 2 H2

fn2:::
-n( n - 2)H Y 4H2 + ti - 1 - a > O (1.17)

Com efeito, se H < O, o fato de que a < f(H) :::;n~-=-12) implica que (1.17)

vale. Consideremos, agora, H 2: O. Novamente, como a < n~~~~), temos que

n2(n - 2)
n( n - 2) - (n - 1) a + H2 > O .

8



/zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Usando este fato, podemos garantir que a desigualdade (1.17) vale se, e
somente se,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(
n2(n 2) )2

n( n - 2) - (n - 1) a + 2- H2

n2srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

> n 2 (n - 2?H2 (4H2 + n - 1 - a) ,

ou, equivalentemente,

Aa2 + Ba + C > O , (1.18)

onde

A = (n - 1)2 ,

B = -n(n - 2)[2(n - 1) + nH2] ,

C = n2(n - 2)2(H2 + 1) .

Verifica-se facilmente que f(H) é a menor raiz da equação AX2 + Bx+C = O,
em x. Portanto, se x < f(H), temos que AX2 + Bx + C > O. Em particular,
isto ocorre para x = a. Assim, garantimos que (1.18) é válido, e portanto
(1.17) também o é. Consequentemente c(H) - 1 > O e a afirmação está pro-

vada.

Agora, como c(H) é positivo e H é limitada, segue que

c(H) - 1 > 8 > O .
c(H) -

Portanto, k*(el, ej) 2: 8 > O. Por outro lado, para j > i > 1, temos que

1
k, (ei, ej) = 1 + 2' > 1 .

J.1,

Como as curvaturas seccionais de uma hipersuperfície de uma forma espacial

atinge seus extremos absolutos em planos gerados por direções principais,

segue que todas as curvaturas seccionais de (Mn, ( , )*) são limitadas infe-
riormente por uma constante positiva, e consequentemente, pelo teorema de

Bonnet-Myers, M" é compacta e 1fl (Mn) é finito.

Por outro lado, para n 2:. 4, como TJ possui somente duas curvaturas

principais de multiplicidades 1 e n - 1, concluímos que (Mn, ( , )*) é confor-
memente plana (veja Teorema 7.11, p. 118 de [16]) e sem pontos umbílicos.

9



Consequentemente,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAvisto que Mn é compacta, do Teorema 1.4 de M. do Cer-srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

mo, M. Dajczer e F. Mercuri [9], segue que M" é homeomorfa a um produto
de esferas sn-l(rdmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAX Sl(r2). Portanto, 7rl(Mn) é infinito, o que implica uma

contradição. Para n = 3, conclui-se o mesmo, visto que 'TJ tem somente duas
curvaturas principais, sem pontos umbílicos. Isto prova a primeira parte do

teorema.

Agora, vamos supor que M" é compacta e que sup Ric = inf f(H), ou
seja,

Ric(X) :::;a :::;f(H) , VX E TM, IXI = 1 .

Assim, temos que a < n - 1 e de maneira análoga ao que foi feito na primeira

parte da prova do teorema, concluímos que

1 c(H) - 1 .
k; (el' ej) = 1 + -VI, ~ c(H) ~ O, J > 1 .

No entanto, observemos que pode ocorrer c(H) - 1 = O uma vez que, agora,

temos a :::;f(H). Por outro lado, temos também que

k*(e.,ej) = 1 + -.;.> 1, j > i > 1 . (1.19)
u

Segue que a curvatura de Ricci de 'TJ é não negativa. O fato de M ser compac-
ta e 'TJ ter duas curvaturas principais distintas de multiplicidades 1 e n - 1,

implica, pelo mesmo argumento da primeira parte da prova, que 7rl (M) é
infinito. Podemos, então, aplicar o Teorema 1.3 para 'TJe concluir que 'TJ(Mn)

é um toro sn-l(ro) X Sl( VI - ro2) com curvatura média constante. Em par-

ticular, teremos que as curvaturas principais l/À e 1/ f.1" de 'TJ, são constantes.
Assim, À, f.1, e H são constantes. Concluímos que cp(Mn) é um H(r)-toro
sn-l(r) X Sl(V1 - r2). Como sup Ric = f(H), segue que r2 ~ (n - l)/n
(conforme subsecção 1.2.1), o que completa a prova do teorema. O

Para uma hipersuperfície lv1 fL de sn+l com curvaturas principais Àl, ... , Àn,
consideremos as r-ésimas curvaturas médias H; dadas por

1 n

tt, = (n) . L;: Àil" .x,
r ll, ,lr=l

il < <ir

Supondo M compacta, orientada, e contida em um hemisfério aberto de sn+l,
e H, =1= O em todo ponto de M e Hi] H, é constante, para k,l E {O,1, ... , n},

S. Koh provou em [21] que M é isométrica a uma esfera umbílica. Com uma

hipótese semelhante a esta para as curvaturas principais, evitando, porém, a
hipótese de inclusão no hemisfério aberto, provaremos o seguinte resultado:
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T e o r e m a 1 .5 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASejamsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM", n ~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA3, uma variedade Riemanniana completa e
orientada de dimensão ti, e <p: M"mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-+ sn+1 uma imersão isométrica tal que

sua curvatura média H satisfaz IH I :::;Ho, para uma certa constante Ho.
Suponhamos que as curvaturas principais Ài, i = 1, ... , ti, de <psatisfazem
ÀlÀj :::;O, para todo j > 1 e que, além disso, existe uma constante c não

negativa tal que Hn-2 = cHn. Então

sup Ric ~ inf f(H) . (1.20)

Se M" é compacta, a iqualdade em (1.20) ocorre se, e somente se,

<p(Mn) = Sn-l(r) X Sl(V1- r2) , r2 ~ n - 1

ti

P r o v a . Como na prova do teorema anterior, denotaremos a = sup Ric e
assumiremos que a < 00.

Suponhamos, por contradição, que a < f(H). Assim, temos a < ti - 1.

Consequentemente, podemos aplicar o Lema 1.2 e concluir que todas as cur-

vaturas principais Ài de ip são diferentes de zero, e que i M"; ( , )*) é com-
pleta. Do mesmo modo que na prova do Teorema 1.4 podemos assumir que,
a menos de uma troca de orientação,

ti /n2

),1 > -li. + -H2 + ti - 1- a
·-2 4

e

ti /n2

À· < -H - -H2 + ti - 1 - a J' > 2 .
J-2 4 ' -

Observemos que o quociente Hn-d Hn é invariante com relação a mudança
de orientação. Como na prova do teorema anterior, obtemos também desi-
gualdades análogas a (1.14) e (1.15), i. e.,

n(n - 3) /n2
Àl ~ - ~ H + (n - 1)V 4" H2 + ri - 1 - a ,

(
n(n - 3) /n2 )

ÀlÀj:::; - 2 H+(n-1)V4"H2+n-1-a

(

1t :'(1,2 )

x '2 H - V ~ H2 + ti - 1 - a

= - c(H) ,

11



e, do mesmo modo, concluímos que as curvaturas seccionaiszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk; da aplicação
de GausssrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATJcom relação aos planos gerados por el e ej, jmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA> 1, satisfazem

1 c(H) - 1 .
k*(el, ej) = 1 + ÀIÀj ~ c(H) ~ <5 > 0, J > 1 . (1.21)

Por outro lado, temos, além disso, que k*(ei, ej) > 1, se j > i > 1. Assim,
pelo Teorema de Bonnet-Myers, M" é compacta.

Agora, denotemos por P* a curvatura escalar de i M", ( , ) .). Então

P* = L k*(ei, ej)
i=j:.j

1
L(1+li)
ii:j Z J

1
n(n-1)+2L

À
.
À
.

i<j 1 J

n(n - 1) (1 + H;;-2)
n

n(n - 1)(1 + c) .

Concluímos, então, que TJ(Mn) é uma hypersuperfície compacta de sn+l,

com curvaturas seccionais positivas e curvatura escalar normalizada constan-
te maior ou igual a 1. Podemos aplicar o Teorema 2 de S. Cheng e S. Vau

[13] para concluir que TJ(Mn) é totalmente umbílica ou é o produto de duas
subvariedades totalmente umbílicas de curvaturas seccionais constantes. A

primeira possibilidade não pode ocorrer porque as curvaturas principais não
têm o mesmo sinal. A segunda também não pode ocorrer, pois, caso con-
trário, existiriam planos com curvatura seccional nula. Isto completa a prova

da primeira parte do teorema.

Suponhamos, agora, M" compacta e sup Ric = inf f(H). De forma se-

melhante à prova do Teorema 1.4, concluímos que k*(el, ej) ~ 0, para todo
j > 1, uma vez que, a ~ f(o:) e k*(ei, ej) > 1, para j > i > 1. Visto
que P* = n(n - 1)(1 + c), podemos aplicar novamente o teorema sobrecita-
do de S. Cheng e S. Vau [13], como anteriormente. Observemos que TJ(Mn)

não pode ser totalmente umbílica pelo mesmo motivo que antes. Porém,

a outra possibilidade pode ocorrer, isto é, TJ(Mn) é um toro de curvatura
média constante em sn+l. Segue que as curvaturas principais 1/ Ài de TJsão

constantes. Visto que ÀIÀj ~ 0, para j > 1, temos que TJ(Mn) é um toro
sn-l(ro) X Sl( VI - ro2). Agora temos k*(el, ej) = 0, quando j > 1, o que

12



implicazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAÀjmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= -1/À1, j > 1. Consequentemente,srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAip tem duas curvaturas prin-
cipais distintas e constantes com multiplicidades 1 e n-1. Logo, H é constan-
te e r.p(Mn) é um H(r)-toro sn-1(r) X Slhll- r2). Como sup Ric = f(H),

temos r2 2: (n - l)/n. Isto completa a prova do teorema. O

A seguir vamos provar un. teorema que generaliza um resultado obtido
por T. Hasanis e T. Vlachos [19J para hipersuperfícies mínimas de sn+1.

Entretanto, não exigiremos nenhuma hipótese sobre a curvatura média da

hipersuperfície considerada.ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T e o r e m a 1 .6 . Sejam M", n 2: 3, uma variedade Riemanniana compacta
e orientada de dimensão ti, e ip : M" -t sn+1 uma imersão isométrica.

Suponhamos que sp tem duas curvaturas principais distintas À e J-L,com mul-

tiplicidades 1 e n - 1, respectivamente, e que o quadrado da norma da sua

segunda forma fundamental S satisfaz S 2: S(H), onde

n3 n(n-2) r-------
S(H) = n + H2 + y'n2H4 + 4(n - 1)H2 .

2(n - 1) 2(n - 1)

Então, H é constante, S = S(H) e

r.p(Mn) = sn-1(r) X Sl(V1- r2) , r2 2: n - 1

n

P r o v a . Temos que À =f. O e J-L=f. O, caso contrário as igualdades

À + (n - 1) fJ, = nH (1.22)

e
S = À2 + (n - 1)J-L2 (1.23)

implicariam S = nn~lH2, se À = O, ou S = n2H2, se J-L= O. Em ambos os
casos, teríamos S < S(H), e, portanto, uma contradição. Logo, o operador
de Weingarten de ip é não singular. Consequentemente, a aplicação de Gauss

'T] de sp está bem definida e ( , )* é uma métrica em M": Vamos escrever

ti n2 2 n - 2
S(H) = -{n - 1 + -H + -a(H)} ,

n -1 2 2

onde a(H) = Jn2 H4 + 4(n - 1)H2. De (1.22) e (1.23) deduzimos que

n {2 2}S=-- À -2HÀ+nH ,
n-1

e, visto que S 2: S (H), temos

n2 n - 2
À2 - 2HÀ + nH2 2: ti -1 + 2H2 + -2-a(H) ,

13



que podemos reescrever comosrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(À -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH)2 2: b(H)2 , (1.24)

onde

b(H)mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= /n _ 1 + n
2

- 2n + 2 H2 + n - 2 a(H) .
V 2 2

Assim, por (1.24), temos

À 2: H + b(H) ou À:::; H - b(H) .

É fácil verificar que, a menos de uma troca de orientação, podemos assumir

que À 2: H + b(H), o que implica, usando (1.22), que /-L :::; H - n~1b(H).

Observemos que H + b(H) > O, enquanto que H - n~1b(H) < O. Logo,

À/-L :::; (H + b(H))(H - _l_b(H))
n-1

H2 + n - 2 Hb(H) __ l_b(H?
n-1 n-1

-d(H) ,

onde
d(H) = _1_b(H)2 _ n - 2 Hb(H) _ H2 > O .

n-1 n-1
Consequentemente, as curvaturas seccionais de 'TI com relação aos planos

gerados por e1 e ej, j > 1, satisfazem

1 1 d(H) - 1
k*(e1,ej) = 1+ À/-L 2: 1- d(H) = d(H) .

(1.25)

Por um cálculo direto verifica-se que d(H) - 1 2: O e, portanto, k*(e1, ej) é

não negativa, para j > 1. Por outro lado, temos k*(ei, ej) = 1 + 1/ /-L
2 > 1,

para j > i > 1. Consequentemente, Ríc, 2: O. Pelos mesmos argumentos

utilizados na prova do Teorema 1.4, a cornpacidade de M e o fato de que 'TI

tem duas curvaturas principais distintas de multiplicidades 1 e n-1 implicam
7f1 (M) infinito. Procedendo-se ainda como no final da prova do Teorema 1.4,
concluímos que H é constante e que <p(Mn) é isométrico a um H(r)-toro
sn-1(r) X S1( \.11 - r2). Conforme a Subsecção 1.2.1, se r2 < (n - l)/n,

então

n3 n( ti - 2) ,-------,----
S=n+ H2- Jn2H4+4(n-1)H2<S(H).

2(n - 1) 2(n - 1)

Logo, r2 2: (n - l)/n e S = S(H). Isto conclui a prova do teorema. O
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C a p í t u l o 2

H ip e r s u p e r f í c i e s I s o e s p e c t r a i s

e m E s f e r a s E u c l i d i a n a s

2 .1 I n t r o d u ç ã o mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAobjetivo principal deste capítulo é aplicar a fórmula da expansão do
núcleo do calor de Minakshisundaram-Pleijel para caracterizarmos hipersu-
perfícies compactas da esfera Euclidiana unitária através dos espectros do
Laplaciano das p-formas, para alguns valores desrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp. A fim de enunciar o teo-
rema principal deste capítulo, vamos estabelecer algumas notações.

Para uma variedade RiemannianazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM" compacta e sem bordo, de di-

mensão n, denotaremos o espectro do Laplaciano das p-formas por

SpecP(M) := {O ~ ,x~~ 'xf ~ ... r +oo}, p = 0,1, ... ,n.

Para uma hipersuperfície imersa M y sn+l, denotaremos por ki, i = 1, ... , n,

as curvaturas principais. Desse modo, as funções simétricas de k, são defini-

das por
n

(Jm = L k i1· .. kim ,

il,.· · ,im=l
il <··-<im

com m = 1, ... , ti. O quadrado da norma da segunda forma fundamental é

dado por
n

s = Lk;'
i=l

Finalmente, dv representa o elemento de volume de M.
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Estamos, então, em condições de apresentar o principal teorema deste

capítulo:ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T e o r e m a 2 .1 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASejam M, MomlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAysrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAsn+l, n 2: 3, hipersuperfícies fechadas e

orientadas de sn+l com curvaturas médias H e Ho, e curvaturas escalares

p e Po, respectivamente. Exijamos que uma das curvaturas H ou Hi, é não

identicamente nula e que po é constante. Suponhamos, além disso, que

(i) SpecP(M) = SpecP(Mo), Vp E {O, I}, se ti = 3;

(ii) SpecP(M) = SpecP(Mo), v» E {O, 1, 2}, se ti 2: 4.

Então p = Po, isto é, M tem a mesma curvatura escalar, constante, de Mo·

Além disso, valem as sequinte» igualdades integrais:

r H 0"3dv = r HoO"gdvo, se ti 2: 3,
1M .JMo

(2.1)

r 0"4dv = r O"~dvo, se n 2: 4,
1M 1Mo

onde O"! e dvo denotam os valores O"me dv correspondentes a Mo, respectiva-
mente. Em particular, se So denota o quadrado da norma da segunda forma

fundamental de Mo, temos que

n2 H2
- S = n2 H5 - So . (2.2)

Uma conseqüência dos cálculos na prova do teorema acima é o seguinte

resultado com respeito ao caso H = Ho = 0, cuja prova segue de técnicas

similares apresentadas antes por Q . Ding em seu trabalho [17].

T e o r e m a 2 .2 . Sejam M, Mo y sn+l, n 2: 3, hipersuperfícies mínimas

fechadas e orientáveis de sn+l cujas curvaturas escalares são p e Po, respec-

tivamente, com po constante. Suponhamos que

(i) SpecP(M) = SpecP(Mo), para algum p E {O,1, 2, 3}, se ti = 3;

(ii) SpecP(M) = SpecP(Mo), Vp E {O, I}, se ti 2: 4.

Então p = po. Além disso, para ti 2: 4, temos

r 0"4dv = r O"~dvo.
1M 1Mo

Na seção seguinte, apresentaremos alguns pré-requisitos para a prova do
Teorema 2.1 e na última seção deste capítulo provaremos alguns resultados

decorrentes deste teorema e do Teorema 2.2.
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2.2ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAP r e l im in a r e s

SejasrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM" C sn+1 uma hipersuperfície fechada com curvatura média H.
Vamos escolher um referencial local ortonormal {el, ... ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAen}· Sej a {WI, ... , wn}

o co-referencial dual correspondente. Consideremos o tensor segunda forma
fundamental

n

hmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= L hijWiWj .

i,j=1

Sejam R e R, respectivamente, ~s tens ores de curvatura e curvatura de Ricci
de M e denotemos por ~jkl e ~j, i, i, k, l = 1, ... ,n, suas respectivas com-
ponentes com respeito ao referencial escolhido. Se escolhermos {el, ... , en}

de modo que hij = ki6ij, então

1 n

H=-Lki,

n i=1

~jkl = (1 + kikj) (ÓikÓjl - ÓilÓjk) ,

R-ij = [(7· - 1) + n.Hk, - kikj]Óij .

(2.3)

(2.4)

Sejam p e S, respectivamente, a curvatura escalar de M e o quadrado da
norma da segunda forma fundamental h A fórmula de Gauss assegura que

p = n( n - 1) + n 2 H2 - S

e, utilizando (2.3) e (2.4), obtemos

IR I2 = 2S2 - 214 + 4n2H2 - 4S + 2n(n - 1) ,

(2.5)

(2.6)

IR I2 = n2H2S+!4+n(n-l)2-2nHh+

+ 2n2(n - I)H2 - 2(n - I)S , (2.7)

onde
n

f = "'km
.m L...J i .

i=1

As expressões de 1m podem ser calculadas usando-se as fórmulas (veja [33],

p. 101)

1m - 1m-IO"I + 1m-20"2- ... +
+ (_I)m-1 !IO"m-1 + (-1)m

mO"m = O, para m ::; n ,
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L, -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAIm-l(J"tmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ ... + (-lt Im-nanzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= O, para m > n.

Quando n = 3, temos

9 27 3

h=2HS-2"H +3a3,

1 2 2 81 4
14 = 2S + 9H S - 2"H + 12Ha3 ,

(2.8)

e para n ~ 4,
3n n3

h = 2"HS - 2"H3 + 3a3 , (2.9)

1 2 2 2 n
4

4
14 = 2S + n H S - 2"H + 4nHa3 - 4a4 .

Utilizaremos nas demonstrações dos Teoremas 2.4 e 2.5 da última secção,

a fórmula de Simons para M quando H é constante, ou seja,

1
2~S = l\7h l2 + S(n - S) - n2 H2 + nH I«. (2.10)

A compacidade de M nos permite utilizar a fórmula da expansão as-
sintótica do núcleo do calor de Minakshisundararn-Pleijel e escrever, para

cada p E {O, 1, ... , n},
00

L e-(>.f)t rv (47ft)-~ (aI;,n + af,nt + a~,nt2 + ... ),
i==l

t --7 0+ , (2.11)

onde

aI;,n = (;)VOI(M), «,= [~(;) - (; =~)]1M pdv,

a~,n = 1M (E~ p2 + F~ IR I2 + G~ IR I2) dv,

e

EP _ ~ (n) _ ~ (n - 2) + ~c - 4)
n-72 p 6 p-l 2 p-2

1 (n) 1 (n - 2) (n - 4)FP - -- + - - 2
n - 180 P 2 p - 1 P - 2

GP = _1 (n) _ ~ (n - 2) + ~ (n - 4)
n 180 p 12 P - 1 2 p - 2 '

onde dv e vol(M) representam, respectivamente, a forma de volume e o volu-
me de M, com relação à métrica Riemanniana induzida de sn+l. Ressaltemos

que estes coeficientes foram calculados por U. K. Pato di em [29]. Convém

observar que estamos considerando (~) = O se l < O, q < O ou l < q.
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2 .3 P r o v a d o t e o r e m a p r in c ip a l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Consideraremos a mesma ~:0tação para os dados geométricos dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM como
na secção anterior. Os dados correspondentes de Mo, serão discriminados
por um índice "O".

P r o v a d o T e o r e m a 2 .1 . Visto que SpecP(M) = SpecP(Mo), Vp E {O, I}, se

nmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 3, ou parasrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp E {O,1, 2}, se n 2': 4, temos que as fórmulas da expansão
assintótica do núcleo do calor de M e Mo coincidem para tais valores de p.
Assim, as quantidades ab n' ai n e a~n para M e Mo são iguais e, portanto,, , ,

podemos escrever

vol(M) = vol(Mo) ,

r pdv = r podvo
i: i;

e

fM(Eft p2 + F!: IRI2 + G~ IRI2) dv =

r (E~ p~ + F~ IRol2 + G~ IRoI2) dvo .i;
Consequentemente, por (2.5) e (2.13), obtemos

r [n(n - 1) + n2 H2 - S]dv = r [n(n - 1) + n2 Hg - So]dvo
i: i;

Uma vez que

r dv = vol(M) = vol(Mo) = r dvo,
iM iMo

concluímos que

r (n2 H2 - S)dv = r (n2 Hg - So)dvo.
i: i:

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Inicialmente, consideremos o caso n 2': 4. Substituindo as expressões de
h e 14 em (2.6) e (2.7), temos que

IRI2 = (n2 H2 - S)2 + 4(n2 H2 - S)

-8nH 0"3+ 2n(n - 1) + 80"4 ,

IRI2 ~(n2 H2 - S)2 + 2(n - 1)(n2 H2 - S)
2

-2nH 0"3+ n(n - 1)2 - 40"4 .
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Portanto, parasrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp E {O,1, 2}, podemos escreverzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

JM(E~p2mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ Fi: JRJ2 + G~JRJ2) dv =

E~ L[(n2 H2 - S)2 + 2n(n - 1)(n2 H2 - S) + n2(n - 1)2]dv

+ F!: r [~(n2H2 - S? + 2(n -1)(n2H2 - S) - 2nH(J31M 2

+n(n - 1)2 - 4(J4]dv

+ G ~ L[(n2 H2 - S)2 + 4(n2 H2 - S) - 8nH(J3

+2n(n - 1) + 8(J4]dv. (2.18)

Analogamente, temos uma identidade similar para Mo. Logo, considerando

estas equações sobre a igualdade (2.14) e usando (2.15), derivamos o sistema
de equações

a~X + ,8~y+ ,~Z = O, p = 0,1,2,

onde

1
aP = (EP + - FP + GP)n n 2 n n ,

4P = -2n(FP + 4GP)fJn n n , ,~ = -4(F!: - 2G~)

e

X := r (n2 H2 - S)2dv - r (n2 HJ - So)2dvo,
1M 1Mo

y := r H (J3dv - r Ho(J~dvo,
1M 1Mo

Z := r (J4dv - r (J~dvo.
1M 1Mo

Agora, um cálculo direto, utilizando as expressões para E~,Fi: e G~,implica

(

ao 40 "'O)n Pn t n.

det a~,8; ,; =1= O.

a2 42 ",2
n fJn t n.

Donde, concluímos que X = Y = Z = O. Consequentemente,

r (n2 H2 - S)2dv = r (n2 HJ - So)2dvo ,
1M 1M o

(2.19)
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r H 0"3dvzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= r HoO"?dvo e r 0"4dv = r O"~dvo.
& 1~ & 1~

Como po é constante, temos que n2 H~ - So é constante. Então combinando
(2.15), (2.19) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

In2 H6 - Solvol(Mo) =mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAli(n2 H2 - S)dvl

< [j)2H2 - S)2dvfsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[i dV]1

= In2 H6 - Solvol(Mo) .

Logo, n2 H2 - S = n2 H~ - So, o que é equivalente a p = Po. Isto conclui a

prova do teorema para n ~ 4.

No caso n = 3, os cálculos são inteiramente análogos. De fato, a fórmula

similar a (2.18) é dada por

IM(Efp2 + Ff IRI2 + G~ IRI2) dv =

Ef JM[(9H2 - S)2 - 12(9H2 - S) + 36]dv

+ Ff r [~(9H2 - s)2 + 4(9H2 - S) - 6H0"3 + 12]dv
1M 2

+ G~ JM[(9H2 - S)2 + 4(9H2 - S) - 24H0"3 + 12]dv ,

cujo sistema de equações correspondente é

a~X + f3fY = O, p = O, 1 ,

(2.20)

onde

X := r (9H2 - S)2dv - r (9H6 - So)2dvo ,
1M 1M o

y := r H 0"3UV - r HoO"gdvo.
1M 1M o

É facilmente verificado que

(

ao
det 3

aI
3

Assim, procedendo como no caso n ~ 4, concluímos a prova do teorema para

n=3. Consequentemente o teorema está provado. O

f3~ ) # O .

f3~
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2 .4 A p l i c a ç õ e s d o t e o r e m a p r in c ip a l zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA:FsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAH o conjunto de todas as hipersuperfícies isoparamétricas em S4
com curvatura média H. E. Cartan provou em [10] que se M E :FH, então

M é totalmente umbílica, um H(r)-toro MI-k k(H), ou a hipersuperfície de
Cartan (ou seja, a hipersuperfície isoparamétrica obtida da hipersuperfície
mínima de Cartan). Utilizando o Teorema 2.1, mostraremos que prescin-
dimos da hipótese HmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= Ho no teorema provado por J. Wang [34] acima
mencionado. Mais precisamer :c, provaremos o seguinte resultado:

T e o r e m a 2 .3 . Sejam M3 y S4 uma hipersuperfície fechada e orientada
com curvatura média H constante em S4, e Mo E :FHo' Se SpecP(M) =

SpecP(Mo), para p E {o. I}, então H = Ho e M é isométrica a Mo.

P r o v a . Segue do Teorema 2.1 que p = po e que (2.2) vale, i. e., 9H2
- S =

9H5 - So. Visto que H é constante, S é também constante. Podemos, então,
usar os resultados de S. Almeida, F. Brito [2] e S. Chang [12] para concluir que
M é isoparamétrica e pertence a :FH. Em particular, 0'3 é também constante.
Considerando (2.1) e (2.12), concluímos que

H 0'3 = HoO'~. (2.21)

Vamos analisar separadamente três casos:

1Q Caso) Mo é uma hipersuperfície de Cartan.

É conhecido que So = 6 + 9H5 e O'g= -3Ho (veja [10]). Assim, usando
(2.2), temos que S = 6 + 9H2 e, por Cartan [10], M é uma hipersuperfície de

Cartan. Pela igualdade (2.21), obtemos -3H2 = H0'3 = HoO'g = -3H5, isto
é, H = ±Ho. Usamos então o mesmo teorema de Cartan [10] para concluir

que M = Mo.

2Q Caso) Mo é totalmente umbílica.

Visto que So = 3H5 e O'g= Hg, as expressões (2.2) e (2.21) produzem

S = 9H2
- 6Hg, (2.22)

H 0'3 = H~ . (2.23)

Pelo 1Q. Caso , segue que M não pode ser uma hipersuperfície de Cartan,

pois, de outro modo, Afo também o é. Como M E :FH, M é um H(r)-toro
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M2,l (H)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAou totalmente umbílica. Suponha por absurdo que MmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= M;,l (H),

para algum r. Então as curvaturas principais desrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM são

k
1

= k;l = vil - r
2

r '

r
- ,

k3 = - \/1- r2

ou os simétricos destes valores para a orientação oposta. Por outro lado,
podemos ver facilmente que, independentemente da escolha da orientação,

H e S satisfazem

S = 3r
4

- 4r
2 + 2

r2(1 - r2)

H2 = 9r
4

- 12r
2 + 4

9r2(1 - r2)
(2.24)

3r2
- 2

H a3 = 2 (2.25)
3r

Assim, usando (2.22) e (2.24), concluímos que r2
= 3(H~+1) < ~. Logo, (2.25)

implica que H a3 < o. Contudo, isto é uma contradição com (2.23). Segue
que M é totalmente umbílica e S = 3H2 = 9H2

- 6HJ. Portanto, H = ±Ho

e similarmente M = Mo·

3Q Caso) Mo é um Ho(ro)-toro.

Suponhamos que Mo = M;~l (Ho). Pelos 1Q.e 2Q.casos, M não é totalmente

umbílica e não é uma hipersuperfície de Cartan. Assim, M é um H(r)-toro

M; 1(H). Segue de (2.25) que,

3r2
- 2

Ha3 = 3r2
e Hoag = 3rÕ - 2

3r2
o

Como H é constante, (2.1) e (2.12) implicam H a3 = Hoag, donde concluímos

que r = ro. Isto finaliza a prova do teorema. O

Para dimensão ti ~ 4, derivamos também do Teorema 2.1 o seguinte

resultado:

Teorema 2.4. Seja M" y sn+l, ti ~ 4, uma hipersuperfície fechada e

orientada em sn+l com a mesma curvatura média constante Ho de uma
hipersuperfície isoparamétrica Mo em sn+l. Se SpecP(M) = SpecP(Mo),

'í/p E {O, 1, 2}, então M é também isoparamétrica. Além disso,

(i) Se Mo é totalmente umbilicc ou o Ho(r )-toro M~-l,l (Ho) com r2 :s n~l,

então M = Mo.
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(ii)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAQuandosrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBArimlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= 4, as curvaturas principais de M e Mo coincidem.

Prova. Primeiro, vamos considerar quando Ho =I=- O. Usando o Teorema 2.1

com ti ;:::4 e H = Ho obtemos que S = So,

r 0"3dv = r O"gdvo,
i: i:

(2.26)

r 0"4dv = r O"~dvo.i; i:
Agora utilizaremos a fórmula (2.9) para escrever

3n n3
h = 2HoSo - 2Hg + 30"3,

(2.27)

o 3n n3
3 o

f3 = 2HoSo - 2Ho + 30"3.

De (2.26) e do fato que vol(M) = vol(Mo), deduzimos que

r hdv = r ffdvo.
i: i;

(2.28)

Como H = Ho, S = So e \lho = O (h?j são constantes, i, j = 1, ... , n) as
respectivas fórmulas de Simon- (2.10) para M e Mo são

O = ~.6.So = l\lhl2 + So(n - So) - n2 H6 + nHoh ,

1 2 2 o
O = 2.6.So = So(n - So) - n Ho + nHof3 ,

donde inferimos que

lu l\lhl
2

= nHo (1M hdv - IMO ffdvo) = O .

Quando Hi, = O, o Teorema 2.2 garante que S = So e as fórmulas de Simons

para M e Mo ainda implicam que JM l\lhl2 = O. Portanto, qualquer que seja
o valor de Ho, temos \lh = O, ou seja, hijk = O, para i, i, k = 1, ... , n. Visto
que M é uma hipersuperfície, em S. S. Chern, M . do Carmo e S. Kobayashi
([14], fórmula (2.10)) demonstra-se que

n n n

L hijkWk = dhij - L hi/Wjl - L hljWil .
k=1 l=1 1=1
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ComozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAhij = kioij e hijk = 0, i, i, k = 1, ... ,n, temos

°mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= Jhij + (ksrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi - kj)Wij ,

e pondo i = i, concluímos que dki = dhii = O. Consequentemente, k, é
constante, i = 1, ... ,n, e M é isoparamétrica.

Por outro lado, o Teorema 1.5 de H. Alencar e M. do Carmo [1J ga-
rante que as hi persu perfícies totalmente umbílicas em s-:1 e os H (r )- toros

M~-ll (H), com r2
:::; (n - 1)/n, são caracterizados pela curvatura média,

constante e o quadrado da norma da segunda forma fundamental. Logo, vis-

to que H = Ho e 5 = 50, podemos aplicar o teorema de H. Alencar e M . do
Carmo para concluir (i).

Vamos supor, agora, que 'TI = 4 para provar (ii). O fato que M é iso-
paramétrica implica 0"3 e 0"4 constantes. Pelas igualdades integrais (2.26),
(2.27) e do fato que vol(M) = vol(Mo), obtemos 0"3 = O"g e 0"4 = O"~. Por
outro lado,

0"1 = nH = nHo = O"~,
16H2

- 5
0"2 =

2

16H2 - 50 o
o = 0"2 .

2

Consequentemente, as quatro funções simétricas para M e Mo são iguais,
donde deduzimos que k, = k?, para i = 1, ... ,4, o que conclui (ii) e, conse-
quentemente, a prova do Teorema 2.4. OZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T e o r e m a 2 .5 . Sejam M Y sn+1 uma hipersuperfície fechada de 5n+1 com
curvatura seccional não-negativa e Mo uma hipersuperfície de 5n+1 total-
mente umbilica ou um Ho(ro)-toro M~~l,l (Ho) com ro :::;n~2. Suponhamos
que

(i) SpecP(M) = SpecP(Mo), v» E {O, I}, se n = 3;

(ii) SpecP(M) = SpecP(Mo), Vp E {O, 1: 2}, se n ~ 4.

Então M = Mo.

P r o v a . Pelo Teorema 2.1, temos que p = po e valem (2.1) e (2.2). Se Mo
é totalmente umbílica, então po = n(n - 1)(Hg + 1). Se Mo = M~~ll(Ho)
temos pelas fórmulas (1.5) e (1.6) que '

n

po = L Ric(ei) = (n - 1)(n - 2)

i=l r
2
o
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Em ambos os casos, segue quesrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBApo 2:: n( n - 1), isto é, a curvatura escalar
normalizada dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAMo, e portanto de M, é constante e maior ou igual a 1.
Este fato e a hipótese de M ter curvatura seccional não-negativa implicam,
pelo Teorema 2 de S. Cheng e S. Vau [13], que M é totalmente umbílica ou
um produto de subvariedades totalmente umbílicas de curvaturas seccionais

constantes. Neste último caso, M é um H(r)-toro. Assim, H, S e 0"3 são
constantes, e VhmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= O. Como na prova do Teorema 2.1, temos que vol(M) =

vol(Mo), e por (2.1), segue que H0"3 = HoO"g. Agora, notemos que as fórmulas
de Simons (2.10) para M e Mo são dadas por

u = S (n - S) - n2 H2 + nH h

e

0= So(n - So) - n2H5 + nHof~ .

Usando as relações (2.8) e (2.9) para M e Mo, podemos reescrever estas
fórmulas como

3 1
0= S(n - S) - n2H2 + _n2 H2S - _n4H4 + 3nH0"3

2 2

e
22322 144 o

0= So(n - So) - n Ho + "2n HoSo - "2n Ho + 3nHo0"3 .

Combinando estas duas últimas fórmulas, usando a relação (2.2) e o fato que

H0"3 = HO"g, concluímos que H = Hi; Recorrendo novamente a (2.2), temos
que S = So. Agora, utilizamos o Teorema 1.5 de H. Alencar e M. do Carmo
[1], anteriormente mencionado, para concluir a prova do teorema. O
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C a p í t u l o 3

A p l i c a ç õ e s d a F ó r m u la d e

B o c h n e r -L i c h n e r o w i c z p a r a zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Hipcrsuperfícies

3 .1 I n t r o d u ç ã o

Neste capítulo, aplicaremos a fórmula de Bochner-Lichnerowicz para ob-
ter estimativas para a norma da segunda forma fundamental de uma hi-
persuperfície mínima compacta da esfera Euclidiana unitária em função do
primeiro autovalor do Laplaciano, as quais melhoram a estimativa obtida
por P. F. Leung [22] no Teorema 3 do seu trabalho, bem como a estimativa
obtida recentemente por A. Barros [5]. Obteremos, também, uma estimati-
va para o primeiro autovalor do Laplaciano de uma hipersuperfície fechada

e mergulhada de uma variedade Riemanniana compacta, cuja curvatura de
Ricci é limitada inferiormente por uma constante positiva, generalizando o

resultado obtido emmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA[61.

3 .2 P r e l im in a r e s

Para uma função diferenciávelsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAJ :zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM --+ IR de uma variedade Riemanniana

M na reta IR, vale a fórmula de Bochner- Lichnerowicz

~~(I\7 J12) = Ric(\7 J, \7 1) + (\7 J, \7(~1)) + IHessJI2 , (3.1)

onde Hess denota a forma Hessiana, Ric o tensor de Ricci de M, e a nor-
ma de um operador T considerada aqui é a Euclidiana, que é dada por
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ITI2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= tr(TT*). Para a prova desta fórmula, veja [7J ou [30J.

Seja fuma autofunção associada ao primeiro autovalor ÀsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1 do Laplaciano
de M, isto é, /s]mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA+ Àd = O. Vamos agora obter uma estimativa da norma da
forma Hessiana em função de .\1, a fim de empregá-Ia na fórmula (3.1) para
os cálculos posteriores. Se 1 representa o operador identidade sobre T M,
temos que para todo t E IR, a seguinte expressão é válida:

[Hessj' - t] 112
= [Hessj'[" - 2tf 6f + nt2 f2

= IHessfl2 + (2tÀ1 + nt2)f2 . (3.2)

Integrando (3.2) e usando o Teorema de Stokes, obtemos

L [Hessj' - t] 112 = L [Hessj'[" + (2t + ~ t2) L IV fl2 .

Em particular, pondo t = -~, temos

r IHessfl2 = r IHessf + À1 f 112 + À1 r IV fl2 . (3.3)
1M 1M n ti 1M

Portanto, temos a estimativa

r IHe;;sfl2 ~ À1 r IV fl2 .

1M ri 1M (3.4)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M é isométrica a esfera

s-t ~). Veja o Teorema A de M. Obata [27J.

Consideremos, agora, on+1 uma variedade Riemanniana compacta com
bordo ao = Me f :O --t IR uma função diferenciável. Sejam rp a restrição de
f a M, 1/ o normal unitário exterior ao bordo M, B e H, respectivamente, a
segunda forma fundamental e a curvatura média de M Y O. Denotemos por

V, ~, Ric e D
2
, o gradiente, o Laplaciano, o tenso r de Ricci e a forma Hessia-

na de O, respectivamente. A integração da fórmula de Bochner-Lichnerowicz,
junto com o Teorema de Stokes, produz a fórmula de Reilly [15J

In (~1)2 = In ID
2
fl2 + In Ric(V t,V 1) + 2L ~~~rp

(3.5)

+ L B(Vrp, Vrp) + ti L H(~~r.
Demonstraremos, agora, dois lemas que serão utilizados nas demons-

trações dos teoremas da próxima secção.
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L e m a 3 .1 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASeja T : VmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA-+ V um operador linear simétrico de traço nulo,

definido sobre um espaço vetorial de dimensãosrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAri. SejazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA{el' , en} uma base
ortonormal que diagonaliza T, isto é, Te, = J-liei, i = 1, , ti, Se v =

2:7=1 u.e, é um uetor em V, seja l o número de componentes não nulas de v.
Então

n 1
L J-l;V; < k1T121v12,
i=l o

onde

ko = { n~l' se l = 1
I, se I ~ 2 .

P r o v a . Usaremos o método dos multiplicadores de Lagrange para a função

n

F : (Xl, ... , Xn, Yl, ... , Yn) 1-----7L x;y; ,
i=l

com os vínculos

n n n

LX; = IT I2,
i=l

LY; = Iv12,
i=l

LXi=O
i=l

Yl, ... ,Yl =1= O e Yl+l = ... = Yn = o, se l < n .

Obtemos, então, o seguinte sistema

{
XiY; = aXi + "(

2 (3 ,Xi Yi = Yi
i = 1, ... ,n. (3.6)

Se multiplicarmos as ti primeiras equações de (3.6) por Xi, as ti últimas por
Yi e somarmos, temos que

F = alTI2 :-:= (3 lvl2 . (3.7)

Assumiremos que a =1= O e (3 =1= O, caso contrário, tem-se F = O por (3.7). Se

I = ti, segue das equações XrYi = (3Yi, i = 1, ... , ri, que (3 = xi = ... = x~,
IT I2 = nxi = n(3 e, portanto,

F = .!IT I2IvI2.
ti

Supondo l < ti, do sistema (3.6), inferimos

(3 = xi = ... = x;
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emlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
'YzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Xl+I = ... = Xn = --.
a

QuandosrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAL= 1, temos que f3 = xi e, como L:~ l x, = 0, segue que

1
X2 = ... = Xn = - --Xl·

n-1

Se 'Y= 0, então x.; = 0, o que implica que Xl = ° e F = O. Caso contrário,
temos

22 ( 2212 tiIT I = Xl + n - l)xn = Xl + --Xl = --f3 .
n-1 n-1

Assim,

F = f3 lv l2 = n - 11TI21vl2 .
n

Vamos supor, agora, 2 ::; L < n. Neste caso, IT I2 = Lxi + (n -l)x~. Observe-
mos, no entanto, que podemos ter Xn = ° sem que F se anule (como no caso
L = 1). Temos, então, que IT I2 ~ Lxi = lf3 e, consequentemente,

F::; }IT I2IvI2.

Isto conclui a prova do lema. oZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L e m a 3 .2 . Sejam V um espaço vetorial de dimensão ti e T : V -+ V um
operador linear não nulo, simétrico e de traço nulo, tal que seu núcleo ker T
é não trivial. Seja, ainda, {el, ..., en} uma base ortonormal que diagonaliza

T, isto é, Te, = /-liei, i = 1, ... , n. Se k = dim ker T, então, dado um vetor

não nulo v = L:~=lViei, temos que

n 1
L /-l;V; ::; n _ k IT I21vl2 .
i=l

P r o v a . Sem perda de generalidade podemos supor que /-lI = ... = /-lk = °
e /-lk+l, ... , /-ln i= O. Como no lema anterior, vamos usar o método dos multi-
plicadores de Lagrange para encontrar o máximo da função

n

G : (Xl, ... , Xn, YI, ... , Yn) r-+ L x;y;,
i=l

com as restrições

n n n

LY; = Iv12, LX; = IT I2, LXi = 0,
i=l i=l i=l
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XlzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= ... = Xk = O e Xk+1, ... ,Xn ::I O.

Assim, teremos que encontrar soluções do sistema

{
XiY;mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA= aXi +srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAI
2 - f3 'Xi Yi - Yi

i = 1, ... ,n. (3.8)

Usando o mesmo argumento do lema anterior, multiplicamos as ti primeiras
equações de (3.8) por Xi, as ti últimas por Yi para obter

G = alTI2 = f3lvl2 (3.9)

Suporemos que a ::I O e f3 ::I O, caso contrário, por (3.9), G = O. Assim,

segue de (3.8) e do fato que x, = O, para i = 1, ... , k, que Y1 = ... = Yk = O e
1=0. Consequentemente, temos XiY; = aXi, para i = k + 1, ... , ti. Portanto,
Yk+l, ... , Yk ::I O e das equações, X;Yi = f3Yi, i = k + 1, ... , ti, deduzimos que

f3 = X~+ 1 = ... = X; .

Logo, ITI2 = (n - k)x; = (n - k)f3. Concluímos que

G < -1_ITI2IvI2
n-k

e o lema está provado. oZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

3 .3 T e o r e m a s

Como nos capítulos anteriores, para uma hipersuperfície M da esfera
Euclidiana unitária sn+1, denotaremos ainda por S o quadrado da norma

da segunda forma fundamental. O operador de forma associado à segunda
forma fundamental será denotado por A.

T e o r e m a 3 .3 . Seja M uma hipersuperfície mínima fechada e orientável de
sn+l e considere fuma autofunção associada ao primeiro autoualor X, do

Laplaciano de M. Seja l(p) o número de componentes não-nulas de V f com
relação a um referencial principal Ep = {e1(p), ... , en(p)} em p E M. Se
lo = minpEM{l(p) I V f(p) ::I O}, então

r SIV fl2 ~ ko(n - l)(n - '\1) r IV fl2 ,

1M n 1M
onde

ko = {

-2L
n-1 '
lo ,

se lo = 1

se l» ~ 2
(3.10)
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Em particular, sezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA5 é constante, temos que 5 2srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAko(n-l)(n-Àl).ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

P r o v a . Dado p E M, sejam ki,mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi = 1, ... , n, as curvaturas principais de M,
em p, segundo o referencial Ep, i.e., Aei = kiei, i = 1, ... , ti, em p. A equação

de Gauss implica
Ricíe., ej) = O, i i- j

e
Ric( ei, ei) = n - 1 - k; .

Seja fuma autofunção associada ao autovalor Àl, isto é, 6f + ÀI! = O.

Escrevendo V f = 2.:~=1fiei, em p, temos

n

Ric(Vf, V1) = (n -1)IVfI2 - Lk;fl·
i=l

Assim, usando o Lema 3.1 em cada ponto de M, obtemos a desigualdade

t k; fl < : 51V fl2 ,

i=l o

onde ko é dado por (3.10). Consequentemente,

Ric(V f, V 1) 2 (n - l)IV fl2 - :0 51V fl2 . (3.11)

Da fórmula de Bochner-Lichnerowicz (3.1) e do fato que 6f = -ÀI!

temos que

~61V fl2 = IHessfl2 + Ric(V l,V 1) - À1IVfl2 . (3.12)

Logo, integrando (3.12) e usando as estimativas (3.4) e (3.11), segue que

o 2 Àl r IV fl2 + (n - 1j r IV fl2 - k
1 r 51V fl2 - Àl r IV fl2 .

ti JM JM o JM JM
Consequentemente, obtemos

r 51V fl2 2 ko(n - l)(n - Àl) r IV fl2 ,

JM n JM
o que conclui a prova do teorema.
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T e o r e m a 3 .4 .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASeja M uma hipersuperfície mínima fechadazyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAe orientável de
5mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn+1 e considere fuma autofunção do primeiro autovalor Àl do Laplaciano
desrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAM. Suponha que o núcleo ker A da segunda forma fundamental é não
trivial em todo ponto de M . Se k = max dim ker A) então

r 5 I\7 f 12 ~ (n - no) (n - 1) (n - À 1) r 1\7f 12 ,

JM n JM
onde

{
k, se k < ti - 2

no =
ri - 2, se k = n - 1 ou k = ti

Em particular) se 5 é constante) temos que 5 ~ (n-no)(n-l)(n->'I).

P r o v a . Escolhendo-se um referencial ortonormal local em {el' ... , en} em M
tal que Aei = kiei, para i = 1, ... , ti, temos

Ric(ei, ej) = (n - 1 - kl)Óij .

Seja fuma autofunção associada ao autovalor Àl, isto é, /s f + Àd = o.
Escrevendo \7 f = 2.:~=1fiei e usando o Lema 3.2, prova-se neste caso que

~k~f~~ 1 51\7fI2.L...Jll n-n
i=l o

Observemos no entanto que, pela minimalidade de M, nos pontos onde
dim ker A = ti - 1, tem-se que A o. É claro que isto também acontece

se dim ker A = n. Desta maneira, garante-se que no ~ n - 2. Consequente-
mente,

Ric(\7 I, \7 f) ~ (n - 1)1\7/12 - 1 51\7 fl2
n - no

(3.13)

Oe a prova segue como no teorema anterior.

Sejam M" e F+ 1
variedades Riemannianas compactas e orientáveis de

modo que M" é uma hipersuperfície mergulhada de M
Il
+1. Suponhamos,

além disso, que a curvatura de Ricci de F+ 1
é limitada por baixo por uma

constante positiva. Neste caso, o primeiro número de Betti de F+ 1
é zero

e, pela hipótese de orientabilidade, M" divide F+1em duas componentes

conexas O e O', tais que 80 = 80' = M. Doravante, suponhamos que sp é
uma autofunção do primeiro autovalor do Laplaciano de M" e f : O -t ]R é

a solução do Problema de Dirichlet

{
!:lf =

f -=
o,
<p,

em O

M.
(3.14)

8m

33



Nestas condições, podemos est+nar o primeiro autovalor Àl do Laplaciano dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

M, conforme o seguinte resultado:ZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

T e o r e m a 3 .5 . Seja M" uma hipersuperfície de dimensãosrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAti, mínima) fechada

e mergulhada de uma variedade Riemanniana compactamlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA7VJ+l) onde M" e

u:' são orientáveis. Suponhamos) além disso) que a curvatura de Ricci de

7VJ+l satisfaz Ric ~ c) onde c é uma constante positiva. Então

c C

Àl > 2 + 26(f) , (3.15)

onde

- 2 2 - 2
2n// \7 f 1/2 - c(n + 1) 1/ f 1/2 - 2nl/ \7 f 1/2

6(f) = c(n+ 1)1/ f 1//

e 1/ 1/2 denota a norma em U(D).

1 _ c(n+l) IIfl122

n lI~ f1 l22

P r o v a . Para t =I- 0, consideremos o Problema de Dirichlet

{
6g = I , '
9 = up ,

onde f é a solução do problema (3.14).

em D

em M,

Utilizando a fórmula de Reilly (3.5) para 9 e o fato de que 6<p+Àl<P = 0,
obtemos

i f2 = i /D2g/2 + i Ric(\7g, \7g)

- 2t L ip ~~ + t
2 L B(\7<p, \7<p) (3.16)

Por outro lado, obtemos da Fórmula de Green que

J' ~
M <p81' 10/\7 f/2

10 (V t, \7 g)

10P + 10(\7f, \7g).

(3.17)t 1M <pU

f !!.R

M <P8v

De (3.17), temos

i (\7f, \7g) = ti /\7f/2, (3.18)
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que, junto com a desigualdade de Cauchy-Schwarz, acarretamlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

L IVgl
2

~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt
2 L IV11

2
. (3.19)

Utilizando (3.18) e a terceira identidade de (3.17), obtemos

tLsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAip ~~ = t L 1
2
+ eL I VI 1

2 (3.20)

Por outro lado, temos

r ID2g12~ _1_ r (~g)2 = _1_ r 12.
Jn n + 1 l« ti + 1 l«

(3.21)

A hipótese de Ric ~ c e a fórmula (3.19) fornece

L Ric(Vg, Vg) ~ c L IVgl
2

~ ct2 L IV11
2
. (3.22)

Trocando-se o domínio n por n', se necessário, podemos assumir que

1M B(Vcp, Vcp) ~ O.

Utilizamos, agora, (3.20),(3.21),(3.22) e (3.23) na fórmula (3.16) para obter

a desigualdade

(3.23)

_n_ r 12 ~ ce r IV112 - 2>'1(t r 12 + t2 r IV112) ,
ti + 1 Jn Jn Jn Jn

ou, equivalentemente,

(2)'1 - c)11VI 112
2
t
2+ 2>'dl 1 112

2
t+ n: 1111 112

2
~ O. (3.24)

É claro que, para t = O, esta desigualdade é trivial. Temos, então, um po-

linômio quadrático em t, não-negativo. Consequentemente, seu discriminante
é não-positivo. Isto significa que

(2)'1 _ c) ~ n + 1>'12 111 112
2

ti 11VI Ib 2
'

(3.25)

o que implica (3.15). Isto conclui a prova do teorema. o
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O b s e r v a ç ã o .zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBASegue da desigvcldade (3.25) quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

c(n+mlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1) 11srqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf 112
2

< (2À l - c)c < 1

ti 11 'V f 112
2

- Ài -

e, portanto, 0(1) está bem definido. Observe, também, que O ::; 0(1) ::; 1 e,

além disso, 0(1) = 1 se, e somente se,

c(n + 1) 11 f 11/ = l.
2

ti 11 'V f 112
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