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Capitulo 1

Introducao

Em 1967, H. Omori [Om] provou um principio do maximo para,
funcoes definidas em variedades Riemannianas completas, que possuem cur-
vatura seccional limitada inferiormente. Tal principio generaliza o bem
conhecido fato: uma funcao continua num conjunto compacto, necessaria-
mente, possui um ponto de maximo.” Mais precisamente ele provou que:

Teorema 1.1 (Omori). Seja f : M — R uma fungdo limitada superior-
mente, definida em uma variedade Riemanniana M, completa, com curvatu-
ra seccional limitada inferiormente. Entdo, dada uma sequéncia de nimeros
reais positivos {€;} tal que limy_, € = 0, existe uma sequéncia {zx} C M
satisfazendo: f(xx) — supy, f, |grad f (zi)| < e, A f(zx) < &, onde A
¢ o Laplaciano.

Para se aplicar o principio de Omori precisamos escolher uma funcao
f conveniente, isto é, uma fun¢io cujo Laplaciano nos dé informacoes
geométricas da variedade, por exemplo, a fungao distancia. Como ilustracao
do seu resultado, Omori provou que nao existe imersao minima, com curva-
tura seccional limitada inferiormente, no R**?, p > 1, contida em um cone
nao degenerado. A denominagao ”O Principio de Omori-Yau” deve-se ao fa-
to, que em 1975, Yau [Y] e Cheng-Yau em [C-Y1]| deram uma elegante prova
do resultado de Omori, com uma hipdtese mais fraca. Eles substituiram a
limitacao inferior na curvatura seccional por limitagao inferior na curvatura
de Ricci e obtiveram resultados do tipo Liouville e estimativa de autovalor.
Destacamos algumas aplicagoes relacionadas com o Principio de Omori-Yau:




1. Cheng-Yau [C-Y1] Estudaram a desigualdade diferencial do tipo
Au > f(u) em uma variedade Riemanniana M com curvatura de Ricci
limitada inferiormente, encontrando condigbes suficiente para que u
seja limitada superiormente (v. Theorem 8).

2. Yau em [Y] Mostrou que uma variedade Riemanniana M com cur-
£ % g R dimM , -

vatura de Ricci limitada inferiormente por (””7—2“) onde r é a fungao

distancia a um ponto fixado zy de M e € uma constante real positiva,

M nao admite funcao seperhamonica positiva (Theorem 3 Corollary 1).

3. Yau em [Y], Provou um principio do maximo do tipo Omori para
imersoes propria no espaco euclidiano, com curvatura média unifor-
mente limitada e sem a hipdtese na curvatura de Ricci (v.Theorem 2,
Corollary 1).

4. Jorge-Xavier em [J-X] provaram desigualdades que imersoes isométricas
limitadas sao obrigadas a satisfazer. Estes tipos de resultados revelam
obstrugoes geométricas para a existéncia de imersoes isométricas. Re-
sultados similares encontram-se em [J-K] usando como uma das ferra-
mentas o teorema de Omori-Yau. Outras aplicagoes similares aparecem
em [C-X], [R-R-S], [T].

O Objetivo deste trabalho é estabelecer um teorema do tipo Omori-Yau
para os operadores L,, (v. Teorema 3.1), visto que tais operadores sao uma
generalizacdo natural do Laplaciano e mediante as condigoes deste teorema,
deduzir algumas aplicagoes tais como: O teorema do tipo Jorge-Xavier [J-X])
para as curvaturas de ordem maior que um, (Teorema 4.1); Nao existéncia de
hipersuperficies do R"*! com H, ., identicamente nula (Theorem 4.2); Estu-
damos a desigualdade L,u > traco( P, ) f(u) a qual é uma versao mais geral da
desigualdade , Au > f(u) , estudada por Yau [Y] conforme o Teorema (4.3);
Por tltimo, obtivemos um resultado similar ao obtido por Yau mencionado
no item (2).




Capitulo 2

Preliminares

As variedades Riemannianas consideradas neste trabalho serao, com-
pletas, conexas, denotadas por M e M de dimensao n e (n + 1) respecti-
vamente, exceto se afirmado o contrdrio. Seja ¢ : M — M uma imersao
isométrica. Associada & segunda forma fundamental A da imersdo ¢, exis-

tem as funcoes simétricas S, das curvaturas principais, ki, kz . .. .k, dadas
por:
5,.(z) = Z Kiiw von shipey €M (2.1)
11 <o Ky

Uma outra forma de definir estas funcoes simétricas associadas a segunda
forma fundamental A é através do seu polindmio caracteristico, vejamos:

n

det (t1 — A) = (=1)7S,t" ", (2.2)

r=0

As transformacdes de Newton P, : .M — T,M,r =0,1,2,...n — 1, sao
definidas recursivamente por:




Cada P, é um operador auto-adjunto e possui os mesmos autovetores de
A. Consequentemente, A e P,, podem ser diagonalizados simultaneamente.
Consideraremos, em todo o texto, um referencial ortonormal {e;}I~; o qual
diagonaliza A e P, parar =0,... ,n — 1. Representando por A; a restricao
de A ao subespaco normal a e;, a r-ésima fungao simétrica de A; por S,(A4;)
e as curvaturas principais por k; temos a seguinte proposi¢ao:

Proposigao 2.1. Para cadar, 1 <r <n — 1, sao verdadeiras:
(a) Pr(e:) = Sy (Ai)ei;
(b) trago (P) = (n—r)S,;
(c) traco (AP,) = (r+1)Sp41.
A prova desta proposi¢ao pode ser encontrada em [B-CJ.

Definicao 2.2. Dador, 0 < r < n — 1, definimos os seguintes operadores
diferenciais de sequnda ordem em M"

L.f(z) = div[P; (grad(f))(z) (2.3)

O.f(x) = traco(P,.Hess f)(z), (2.4)
onde grad (f) e Hess f sdo, respectivamente, o gradiente e o hessiano de f
em M".

Os operadores L, definidos em termos da transformada de Newton P,
aparecem naturalmente no estudo da estabilidade de hipersuperficies com
Syy1=constante, dos espacos de formas de curvatura seccional constante.
Tais operadores sao elipticos se . for definido positivo. Além disso, L, é o
Laplaciano quando r = 0. Usando diretamente as defini¢des dos operadores
acima obtemos:

L.f(z) = 0O,f(x)+ trago(VP.)grad(f)(z), (2.5)
isto é,

n

Lof(z) =Y (Pr(Vegrad(f)), en) + Y (Ve Pr)grad(f),e:),  (2.6)

=1 i=1

onde {e;} é um referencial ortonormal em M.
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Lema 2.3. Considere ¢ : M — M wma imers do isométrica, cuja curvatura
seccional Kyr de M satisfaz

Ky(z) > =C [1 + p*(z)log?(p(z) +2)] , (2.7)

onde p(z), x € M, €é a distancia a um ponto firado de M. Suponha ainda
que P, é definido positivo. Entao,

1+ \/c(1+ p?(z)log?(p(z) + 2)]
p(z) '

Demonstragao: Seja {e;}", um referencial que diagonaliza A e P, (Fre; =
phe;). Usando a definigao do operador L, e a simetria de P, temos:

O,p(z) < tTag:oP,.I:

O:p(z) = L’f’ e;grad (p)), €i)
= S H(Vegrad () )

Z (i Hess p(z)(e;, €:).
=

Pelo teorema de comparacio de Hessiano, veja [G-W], obtemos a seguinte

desigualdade:
- () h(

7)<y L (’5&)" )o@) (g
onde f(p(z)) = C[L + p*(2)log*(p(x) +2)]
Entao,

o [LE AV (p(2)) p(x)

O.6(2) < trago Py [~ ] (2.9)

pois,

vV f(p(x))p(z) coth( f(p(x))p(z)) <1+/f ))p(z




Teorema 2.4. Seja ¢ : M — M wmna imersdo isométrica. Entéo, para cada
r€{l,---,n—1} e qualquer campo suaveY em M, vale a sequinte férmula:

trago (X — (VxP)Y ) = ZZ 1) %Y R(ei, Po_Y)E, €4),

=1 3=%

onde £ € normal a M e R € o tensor curvatura de M.

Demonstragao: A prova deste tcorema serd feita em duas etapas. Inicial-
mente consideremos a etapa 1: Elapa I. A seguinte identidade é verdadeira

((Ve‘.PT-)Y, ei) = e,(ST)YZ _ ]_-’,.,1)/(;\,‘,;) + (E(ei,Pr_lY)cf,e,-)
- n((v PT 1) Y. J.>

g L.
= SledSsn N+ SR (3H)

+ Y (-1 (R(er, PsY )€, €0) (2.10)

j=1
onde:
}/i == (Ya ei)-

Prova da etapa 1: Vamos utilizar o argumento de indugao em r. Para
r = 1, usando a equacgao de Codazzi, obtemos a identidade desejada, ou seja:

(VeP)Y,e) = (Ve S11)Y ) — (Ve A)Y, €4)
— 61(51)1/,4‘ <€i, Y)f, 65) = ((VyA)Ci, 6,’)

= e;(5))Y; + (Rle;, Y)E, &) — Y (ky).

Seja r € N e suponha que a identidade (2.10) seja verdadeira para r — 1.

Novamente usando a equagao de Codazzi, obtemos:

o

s
= Y




<(V(JT_P,-)Y, (f,‘} o= fi r,)}/‘ = P,- IY(A,)

')( 1 1Y£ 8)
~ ki (v{,P,, DY, ). (2.11)

Aplicando a hipétese de indugao ao quarto termo do lado direito da equagao
(2.11) obtemos:

((VE.PJ')Y~ ei) = ("E(Sr))/i = B, l}f(ki)

r—1

+ (R(ei, P1Y)E, &) AIZeI _)kITYYi(=1)7!

=1
r—1
— L;.,: Z(*I) P 1_JY(%’€:‘)
j=1 -
1

— S (~1E (R(ei, ProaoiY ), €4)

J=1
-

— ZC,‘(S,-;] ,.)]";iil}/vi(—]')j_l

j=1
+ Y (-vip v (5K)
o J
+ Y (1) (R er, P )€ ) (2.12)
j=1

E assim concluimos a etapa 1. Passando ao traco na identidade obtida
na etapa 1 temos:




trago(X—> (VXPT)Y) = Z{(VQPT)Y,B,;)
1=1

= > €S-k T (-1Y Y

i=1 j=1

+ ZZ(— YiP,_ JY( k) (2.13)

5111

- T‘Z 1)/ (Res, Pr—jY )€, €5).
i—1

Podemos reescrever (2.13) da seguinte maneira:

tra(;o(X — (VXPT)Y) — L(—l)j‘l(grad (Sr+1_j),Aj"1Y)
j=1
L 1
+ > (-1) (P,,_jY,}grad( )) (2.14)
=

onde t; = S0 k.

Etapa 2. A soma dos dois primeiros termos do segundo membro de (2.14) é
igual a zero, isto é:

Ti T fjj? — O, (215)

onde

Ti= Z(—l)j—- -';_gl':ld (SrJrl_j),AjAlY}

o 1
Ty =Y (-1)/(P;Y, - grad (t;))

j=1

J

oD




Prova da etapa 2: Paracada j € {1,--- 7}, segue-se da defini¢do dos P, 's
que:

r—j+1
Frj= Z (1) 81 A (2.16)

=1

Substituindo 2.16 em 75 e reordenando seus termos, temos:

T, = Z(—l)j<Pr—ij%f:%llald(tj))

r . r=j - 1
= Y (-1 (-1)'S.juA'Y, ~ grad (¢5))
j=1 1=0 J
r—k+1 )J
= Z(A* by, Z LS, jprgrad (t;)  (2.17)

Conseqgiientemente, se mostrarmos ue

r—k+1 ,

(—1)71
grad (Srypi—i) = Z b= 'j) Sy—k—j+1 grad (t;), (2.18)

=

entao teremos a etapa 2, porque (2.17) reduz-se a

T

Z( 1)J(R JY gIAd L J 1 grad Sr-{-lvj),Aj_lY)

Jj=1 =1

r

e oyl
fo= Y )

= =) (1) "grad (Sr41-), A7'Y) (2.19)




Mostrar (2.18) é equivalente a mostrar que

r

grad (S,) = Z

3=1

(=11
J

S,_; grad (t;). (2.20)

Mostraremos a igualdade acima usindo indugéo sobre r e a seguinte identi-
dade de Jacobi:

S, = le(—l)l"lS,._gt,g. (2.21)
{_

r -1

E claro que para r = 1 a identidade 2.20 é verdadeira. Calculando o gradiente
de S, na expressao (2.21) temos:

r—1 r
1 , 1
grad (S,) = = E (=1)"tgrad (S, )t + - E (-1)"718,_; grad (t;). (2.22)

Dado r € {1,---,n}, suponha que a igualdade (2.20) seja verdadeira para
todo j € {1,-++,r — 1}. Denotemos os dois termos de (2.22) por

r—1 r
1
i = ;ZH)H grad (S, )t ¢ 11 := ;z&—l)L‘LSr_lgrad(t;). (2.23)
=1 =1

Pela hipétese de indugao temos que

7 ks 71 i(_l)’—l [Z_ (-~ S,_1_jgrad (tj)]tg. (2.24)
=1 J=l

Reordenando os termos da equagao (2.24) obtemos

§= lz [(——ﬁ i(r - k)Sr_k] grad ty. (2.25)

Portanto:




I+11 = li:(-n’*—l["'_’“+1]s1,_,cg1.~a.d(t,:)

= k
= Z(—l)k_] S,k grad (tx)
k=1
E assim a demonstracio do Teorema 2.4 estd concluida. O

Coroldrio 2.5. Sejam ¢ : M — M (k) uma imersdo isométrica, e f uma
fungdo de classe C* em M, onde M (k) é um espago de forma de curvatura
seccional constante e igual a k. Entao,

Ly f(z) = O.f(x).
Uma demonstracao do Corolario 2.7, sem fazer do uso do Teorema 2.4, pode
ser encontrada em [Ro).

Lema 2.6. Sejam ¢ : M — M uma imersao isom étrica e f uma fungdo de
classe C% em M. Se xy é um ponto de mdzimo local de f entdo

(a) Pr(grad(f)(zo)) = 0;
(b) O, f(zo) = L, f(z0) <0, se P, ¢ positivo definido.

Demonstragio: a) Se z; ¢ um ponto de maximo local entdo gradf(zo) = 0.
e como P,(zg) : TpuM™ — T,,,M™ ¢ uma aplicagao linear temos

P.(gradf(zy)) = 0.

Demonstragao do item (b): Usindo a equagao 2.6 temos:

L, f(zo) = Z,u"Hessf To)(es, ¢; +Z((VciP,)grad(f)(:r:g),ef). (2.26)

=1 =1

O segundo termo da equagao acimna é nulo, pois, gradf(zo) = 0, usando
a hipéteses que P, é definido positivo e que o zy ¢ ponto de maximo local
temos que o primeiro termo ¢ nao-ncgativo. (]

Ll




Lema 2.7. Sejam ¢ : M — M wma imersio isométrica, o a sequnda
forma fundamental de M e g uma fungdo de classe C? definida em M. Se
w: M — M é a restricio da funcio g a M entdo vale a sequinte formula:

n T

Dhu(z) = 3 _(B(VE40),e;) + (grad(g), Y ale;, Pre)).  (2.27)

i=1 i=1

Demonstragao: Indicaremos por V e V as conexdes de Levi-Civita de M
e M, respectivamente. Dado qualquer ponto & € M vale a seguinte decom-
posigao para o gradiente de g:

gradg(z) = gradu(z) + (gradg)™. (2.28)
Usando a definicdo de Hessiano e a [6rmula de Gauss:
Hessu(z)(X,Y) = (Vx gradu(z),Y)
= (Vi gradg(z) — a(X, gradu(z)),Y)
(V\ radg(z), YY)
= X{gradu(z),Y) — (gradu(z), VxY)
Substituindo a equagdo 2.28 na equcao acima temos:
Hessu(z)(X,Y) = (Vxgradg(z),Y)+ ((gradg(z))* ,VxY)
= Hessg(+)(X,Y) + {(grad(z))*, a(X,Y))
= Hessg(r)(X,Y) + (gradg(z), a(X,Y).

Portanto, terminamos de provar que dados £ € M e campos X , Y suaves
em M, a seguinte expressao ¢ verdadeira:
Hessu(z)(X,Y) = Hessg(z)(X.Y) + (gradg(z), a(X,Y)). (2.29)

Para concluir a prova do lema, basta usar a equacao 2.29 e a definicao do
operador 0J,, vejamos:
mn
Oulz) = Z(P.,.(Vf.i‘rjmdu(.:',w ), €:)

=1
n

= Z(P,.(V,,gmd g.r)),e) + (grad g(x ZP a(e;, e;)

=1
O Lema 2.7 serd utilizado no Capitulo 4. Além disso nos permite dar
uma prova simples do seguinte teorciia devido a R. Reilly em [Re].
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Teorema 2.8. (Reilly) Uma hipersuperficie M™ do espago euclidiano ReerL
possui H..1 = 0 se, e somente se, L.h(x) = 0, qualquer que seja a fungao
altura h em M™.

Demonstracgao: Sejam g : R**! — R uma fungéo definida por g(z) = (v, z)
onde v, um vetor fixo do R"™ e h «a restricdo de g a M™. Pelos Lemas 2.5 e

2.7 temos:

Lh(z) = Y (P (V4 ) + (grad(g), Y _ a(ei, Pre:) (2.30)
i=1

i=1

Como Hessg(X,Y) = 0, o primeiro termo do lado direito da equagao acima
é nulo, e aplicando o item ¢ da Proposi¢ao 2.1 ao segundo termo, concluimos
que

Lohiz) = (v + 1} Spii{y £), (2.31)
onde £ é a normal a M".

Assim concluimos a prova do teorema, pois, a equagao 2.31, é valida qualquer
que seja o vetor v € R**1. O

13




Capitulo 3

Principio do maximo de
Omori-Yau

Nesta se¢do, anunciamos e provamos um principio do maximo para o ope-
rador L,. Observe que L, ¢ o Laplaciano,e portanto, esse operador generaliza
o Laplaciano.

Teorema 3.1. Seja ¢ : M — M wmna imersao isométrica, onde M e M sdo
variedades Riemannianas completas de dimensdo n e (n+1), com curvaturas
seccionais Ky e K37 respectivamente, satisfazendo,

Ku(z) > —C[1+ p*(x)] log*(p(x) +2),
|Kyr(2)] = Olog(7(z) + 2))3,

onde p € a fun¢ao distancia em M a um ponto fizado x € M. Suponha que

(3.1)

WI'—

i) P, seja definido positivo, r ffrurir);

) [|A(z)]|" = O(log(p?(z) + 2))3, quando p(z) — o0.. (#:2)

Se f: M — R € uma funcdo de classe C? limitada superiormente, entao,
existe uma seqiiéncia de pontos {x)} em M tal que

a) f(zk) — supy f;

b) || P grad (f)(zx)|| = 0 ¢ ||grad (f)(zi)|| — 0 quando k — oo;

¢) O, f(zx) < 2 trago P, e trago (V1) grad (f)(zx) = 0, quando k — oo

c’) L, f(zx) < 2lfmgoP + 1. onde 1, — 0 quando k — +00 .
Aqui, os opf?"adores diferenciais L, e O, sio definidos em (2.3), (2.4).
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Demonstragao: Como em [C-X] e [C-Y2], para cada inteiro positivo k,
definimos uma funcao g, : M" — R dada por:

f(x) = f(xo) +1

(log(p?(x) + 2))*

gr(x) =

Temos lim gi(z) =0, pois f é limitada superiormente, assim, g, tem um
p(z)—+-+00
ponto de maximo z. Vamos provar que a seqiiéncia z, satisfaz as condigoes

do teorema. Para isso, é conveniente definir a funcao:

h(z) = (log(p*(z) +2))*.

-

Entao,

glr) = = '
h(z)
Nés omitimos a demonstracio do item (a), a qual se faz exatamente como
em [C-X] e [C-Y2].

Demonstragao do item (b):

[ a(f () = o) + Dplee)grad(p) ()
grad(g)(zx) = ") grad(f)(z) K log(P2(zx) + 2) (P2 (@) + 2)

Como z; é ponto de méximo da funcio g, a equagao acima implica que

2(f (zx) = f(x0) + 1)plzx)grad(p)(zx) (3.3)
klog(p?(zi) + 2) (P2 (zx) + 2) '

grad(f)(zx) =
Da equagao 3.3 segue-se:

llgrad(f)(zi)|| = 0, quando k — +o00

Usando a defini¢ao da transformacio P, e a hipéteses (3.2) temos que

e

(3.4)

| P (z)||” = O(log(p*(x) + 2))

Da equacao 3.4 e do fato que o gradiente da func¢ao distancia posui norma
um, segue-se que
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. , _2(f(xx) — fl@o) + 1)p(@e) || Pr(zi|])
IPgrad(Nmlll < SR Y
Isto é,
2c

\Prgrad(f)(zx)] < T
Portanto,
|P.grad(f)(zx)| = 0, quando k — +00.
O que conclui a demonstracao do item (b).
Demonstragao do item (c):
Segue diretamente da definigdo do operador L, que:
L.f(z) = Lr(gu-h)(xk)
= gr(zx)Ls ”(Ta) + h(zk) Lrgi(zr)
+ (Pygrad(h)(zx), grad(g)(zx))
+ (grad(h)(z), Prgrad(g)(zx))-

Aplicando o Lema 2.6 temos que:
L. f(zr) < gelvi)Leh(zk)
= (O, hi(xx))gi(ax) + g (i) trago[ (V) grad(h) (wx]-
Afirmacao 1: gx(zg)Oh(1p) < %tmgo P,, para k suficientemente grande.
Demosntracgao da afirmagao 1: Observando que:

n

ge(z) O (zk) = gi(T) Z;L?Hessh(a:k)(ei, e;).

i

Calculando o Hessiano de /i

2h(z) p(x)Hessp(z) (e, €;)
klog(p*(zx) + 2)(p*(2) + 2)
2))

+ [;(lwp() )t ] ple)eiple)

pA(z) +2
L2 h@elp)
k (02 (x) + 2) log(p?(z) + 2)
1h(x)p*(z)(eip(z))?
log(p?(z) + 2)(p*(z) + 2)*

Hessh(z)(e;, €;)

2
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Portanto,

2(f(z) — flwo) + 1)p(xe)Trp(z)
klog(p?(xx) + 2)(p?(zx) + 2)

2(f () = flwo) + 1) 300, i (eilp(ar))”
I log(p?(zx) + 2)(p*(zk) + 2) '
Do Lema 2.3 e da igualdade ||grad(p)|| = 1, temos:

2(f(xx) — flmo) +1)
klog(p?(zi) + 2)(p*(zk) + 2)

gk(mk)lj'ril(.fk)

(trago P,)

g(zp)O,h(z) <

(f(xk) — flwo) + ﬁl)\/c(l + p?(zx) (log? (p(zx) + 2))
klog(p*(zi) + 2)(p*(zx) + 2)

_|_

+ l—(\/’(a:;\,) — f(zo)(trago Py).

v

Tomando k suficientemente grande obtemos:
L2
g(zp)Oph(2g) < EtragoPr.

Assim, concluimos a demonstracio da afirmagdo. Usando esta afirmacao
obtemos a desigualdade:

2 ;
L. f(zx) < StracoP, + g () [trago(V Py)grad(h)(z)]. (3.5)

Observacgao: Quando ' 6 um espaco de curvatura constante, o trago
do diferencial covariante (VP,) é identicamente nulo, para todo campo
Y € X(M).
Afirmacao 2: trago(X — (VxP)grad(p)) = O(log(p?(z)) + 2), quando
p(z) — +oo.

Demonstracio da afirmagdo 2: Escrevendo grad(p) como combinagao
linear do referencial {e,}. obtemos:

P,(grad(p)(zy)) = Z es(p)pes. (3.6)

17
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Segue-se do Teorema 2.4 ¢ da equacao 3.0:

traco(V P,)grad(p T‘ZZ —1V U (U )es (p) (Ress €5)€, €3)- (3.7)

i=1 j=1 s=1

Usando as propriedades do tensor curvatura R:

2(R(ei,e;)€,ei) = (R(ei, (es +&))(es+&),€) — (R(ei, es)es, €;)
Rer, )€, €0) (3.8)
As equacdes 3.7, 3.8 e as hipdteses sobre K37
implica:
ltrago(X — (VxP,)grad(p))| < C|| || (3.9)
e
ltrago(X — (V. P)grad(p))| < C(log(p*(x) + 2). (3.10)

Portanto, a prova da afirmagio 2 estd concluida. Para concluir a demons-
tracdo do teorema é suficicnte aplicar a afirmagao 2 ao lado direito da desi-
gualdade 3.5, para obter:

L.f(zy) < %tmgoﬂ. - gy ) traco[(V Py) grad(h))
= Etmgo]",
" ((f(T,z.) — flzo) + 1) f;’h.(:r:;.)p(zk)tmgo[(VPr)g'r"ad(p)])
hiwk) - klog(p*(zk + 2)(p*(2k) +2)
o oD 4
< ptragol + -

O

Observagao: Ressaltamos que existem exemplos onde as hipdteses do Teo-
rema 3.1 sao facilmente verificadas, os quais nao sao imersoes isométricas
compactas e possuem dinicnsao superior a 2. Enumeramos abaixo alguns
destes exemplos.




1) Hounie e Leite em [H-L] mostran a existéncia de uma familia Hiper-
superfies rotacionais ¢ completas do R** com H, = 0,1 <r <ne
n = 2r gerada pelo crafico da curva x4 = f(z1 = cosh(zy) (v.
Lemma 2.1).

2 Hipersuperficies do R*?*2 invariantes pela agdo de O(p+1)XO(p+1),
p > 1 construidas por Sato em [S] (v.Teorema 2.3.2 item 5).




Capitulo 4
Aplicacoes

Como primeira aplicagao do Teorema 3.1, provamos a seguinte versiao do
teorema de Jorge-Xavier [J-X][Teorema 1] para a r-ésima curvatura média
H;.

Teorema 4.1. Seja ¢ : M — Bg(y) C M uma imersdo isométrica,onde M
e M sdo variedades Riemannianas completas de dimensio n e n + 1, res-
pectivamente, com curvaturas seccionais satisfazendo (3.1) e ¢ satisfazendo
(3.2) e Br(yo) € bola normal de M Além disso, suponha que:

S,
| ’;‘l < Cy, Cy constante;

Entdo se Ky = supp,,,) K7 as sequintes desigualdades sao verdadeiras.

1. R> ﬁarcfg ((”:i;é_) se K1 >0

2. R> (ﬁ) a8 B, =il

a5 RZ2 ﬁmctgh ((”(—:;%) se Ki < 0.

Demonstracao: Usaremos as mesmas técnicas usadas por Chen e Xin (veja
[C-X]). O caso Ky > 0e R > ;7= ¢ provado facilmente por um argumento
de contradicao, portanto, restam trés casos a serem considerados:

)

K, <0, Ki=0ce (f(1>0€R<

\/IT




No caso K; >0e R < ,}—\/”T consideramos a funcio auxiliar de classe C?
& 1

g : M"*! — R, definida por

g(z) = 1—cos(v/Kip(x)).
E facil ver que
grad(g)(z) = +/Kisin(+/Kip(z))grad(p)(z). (4.1)
Portanto:

Hessg(z)(e;, €;) = VKisin(y/ Kip(x))Hessp(z) (es, ei)
+K1cos(v/ K1 (p(x))) (eip(2))*.

Usando o teorema de comparacio de Hessiano (ver [G-W]) obtemos

Hessg(z)(ei, ei) > Kisin(y/Kip(z))cotg(r/ K1p(z))
+  Kjcos( Klp(:z:))(e;(ﬁ(:ﬁ)))z.

A desigualdade acima juntamente com a hipétese R < 2—% e o fato que

||lgrad(p)|| = 1, nos da:

Hessg(z) (e, ;) = Kicos(v/ K1p(z)). (4.2)

Agora, considerando u = g e aplicando o Lema 2.7 obtemos:

n

O,u(z) = Z(R.(Vﬁ'f”dm). e;) + (g'ra(i(g),z ale;, Pres)). (4.3)

=1

Combinando a desigualdade (4.2) com a Proposicao 2.1, obtemos:

O,u(z) > tragoP,(Kicos(v/ K1p(z))
+ /Kysin(v/K1p(z)){grad(p), (n — r)S,1N)).




onde N é um campo normal a M". Agora, usando a hlpotese L o % %

constante, temos:

u(x raco ¢ - (r+1
Dmu)EUgRHI](N_”Mf#wU\ﬂ?R (4.4)

Por outro lado, do Teorema 3.1 segue que existe uma sequencia {z1} tal que:

tmgo By (4.5)

:—~|ro

O, f () <

Combinando as desigualdades 4.4 e 4.5 temos:

- %tan(ml’?)} <0

isto é,

:~uﬂ7)

R > 1 arct ((
> > —— arctan
BRRY. 1{1 (T =+ 1)C(]

Isto prova o caso K; > 0. Para os casos K, = 0 e Ky < 0 usamos um
argumento similar, considerando, respectivamente, as funcoes

(@) = 3PP e g(a) =1+ cosh(v/~Kip(z).
O

Teorema 4.2. Considere uma imersio isométrica ¢ : M™ — R+ satis-
fazendo as mesmas hipdteses do teorema 3.1. Se Hy4y =0 entdo ¢(M"™) nao
estd contido em um cone ndo degenerado.

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que H(M™) esteja contida em
um cone nao degenerado. Assim, podemos supor que existe um nimero real
§ e um vetor unitario n € R"** tal que:

()
|p()||’

Sem perda de generalidade podemos assumir:

n) > 6> 0,Vre M™

(
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1. = EH*l = ((] st l) c ]:P;);.+.1:

((6(), m)*—, a*[((¢(), p(x)))*

8o

— ((p(z),m))}] =1, com 0 <a<?.

Consideremos f,(z) = —(¢(z),n) + /a?[||¢(z)||* — (¢(z),n)?] + 1. Fi-
xando zg € M", o conjunto {¢(z) : f.(z) > fa(zo)} estd contido em al-
gum compacto e, conseqilentemente, podemos escolher a € (0,0) tal que
a®||¢(z)||? € L para todo x € M™, satisfazendo f.(z) > fu(zo). Seja
f: M* — R uma funcio de classe C? definida por

f(f) = ./la(f"") - ‘/.H {.:l.fl]'

Observemos que f é limitada superiormente, e assim, satisfaz as condigoes

do Teorema 3.1. u = g|yn onde g : R**! — R é definida por

/ . =
g(z) = —mxpiq+ \_;’(H;r |2—22.,)a% + 1+ (zo,n)

+v/ (||zo]|?> = (mo,m)?)a® + 1.

Aplicando a Proposi¢ao 2.1 e o Lema 2.7 concluimos que:

n

Liu = Z/If Hessg(e;, e;), desde que, Sp41 = 0.

=1
Seja {E,}J’,’,,’f a base canonica do R**! e denotemos por ¢; = F;(g),1 <
i<n+1leg;=EZFEg)l<4j<n+1 onde,

gi; = U se ton ) =n+1

isto é,

\//TllthJ - (-Ijnrl)z] + l

é | 12 ¢ A 27 4 2 2
NlH !I “ = Zp41)° | +a" — r.'4_r;"
Bt =" 3

(V2P = @ar?T+1)

23




—(L4."L'l'.'l’-'j
(.,'.' = = > - =
95 = (@Il = @as)?] + 1)272

1
Agora, escrevendo cada elemento nessa base (e) Z"Jr Ay;E;, onde
E, .1 =n, temos:

HCSSQ(. €5+ EL ZAAjij + QZAijksgjs

J#s
a2 S0 . A2 (1)
Hessqm (€, ep) = gt —rr
J ( ki ',\) (‘U-[‘lzll . r¢+]]+1.l‘i/v
(4.6)
at n P )2
+ TRt =t (AkiTs = AreTs)

Consideramos a seqiiéncia {z,} como no Teorema 3.1, isto é:

f(zy) — supf

lgrad(f)(zn)|| — 0

e ainda

2
B Fln) € =~ tragoP,.
n

Afirmacdo: Existe & > 0 tal que Hessg(z,)(ex,ex) = 5.

Demonstracio da afirmagdo: Suponha que afirmagio é falsa. Assim,
existe uma subseqiiéncia {y,,} de {z,} tal que:

Hessg(ym)(ex, ex) — 0.

A convergéncia acima, juntamente com (4.6), significa que

Z AAJ Um
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tende a zero,Assim, ex(ym) — n{ex} quando {ex(ym)} é o referencial {e;}
em ¥,, € M". Por outro lado, temos que:

: 2({ex, 7(:');\— 2¢3(ex,n)]

()A'('.‘)'m ’H i -
Va[|z]]? = (¢(z),m? + 1

mas isto contradiz a conclusao do Teorema 3.1, o

(ek{f))(ymh = =

— 1 quando m — o0

qual afirma que

lgrad(f)(ym)| = 0

a

Teorema 4.3. Considere uma imersio isométrica ¢ - M™ — R"*!, satis-
fazendo as mesmas hipdteses do Teorema 3.1 e u uma fungao de classe C?
tal que:

L,u(z) > tragoP, f(u(z)).

Uma condicao suficiente para u ser limitada superiormente, em M, é que
exista uma fun¢do continua g, positiva em algum intervalo [a, 0], tal que

/ / r)dr) “idt < o0 para algum b > a,

(fy g(r)dr) i

lim sup—~———— < ooe lim inf—=>0
t—o0 ](f] t—+00 UUL)

Demonstragao: Seja F' : R — R uma funcao crescente de classe C? com
F" # 0. Defina em M™ a seguinte funcao




sgrad(u)(z)

grad(g)(z) = _F(u

Hessg(z)(ei, i) = f(—ﬁr(u'—;)f)))—h’eqsu( z)(e;, €i)

)
- “); (@T&% )

Hessg(x) (e, i) = —(F(fu.(:r;r;)))z

L.g(zx) = Z (i Hessg(ei, €:)

B F'(u(z)) () — — ou(z))? F"(u(z))
(ﬂwm*”” by(””}{wmmﬁ

F'(u(z))”
e

+QZ;L eiu( FF()

Segue-se do Teorema 3.1 que existe uma seqiiéncia {Tx

} em M" tal que

Hulz)) grad(u)(ze)]
a) |grad(g)(wy)|? = Ll < 4

b) L,g(zx) = %mrgoP (zk);
c) g(zx) — infg.

Portanto:

(Se]
e l—

F'(u(zy)))?tragoP:
W FE

(F'(u(zy))*L B
(F (“(U)))ZW )1 — k(




Por outro lado, temos:
(F(u(z)*Lolon(en)) _ —(Fu())tragoP.f (u(zy) sk
(F(u(zy)))?| F"u(z)| (F(u(zy)))?| F'u(zk| ‘
(F" (u(zy))?|grad(u)
(i k)

k)

)

|*tragoP,

(k)

P (u()? (F (u(ae) lorada) @)
+ 2tragoP) ) (Flulan)) I (waw)]

Segue das equacdes (4.7) , (4.8) e da hipdtese que P, & definido positivo:

2 (Flu@)?  _ 2 (F(u@)?

KF(u(zn) FQ@o)F (u(@)]  k (F(m) P (u(@)]
o (P () f ()
= T (@) TF (w(@)

+  |grad(g)(zx)|?

|F (u(ax))

F(”(:tk.)) |F” (u(g”). |g’f'ad(g)($k)|

4 2

Suponha que seja possivel escolher uma fungao positiva F tal que:

(F'(t))?
L=l —_—— 4.9
i}n; sup F(I‘)IF”( )| 00 ( )

(F'(1)*f(t)
FOF@ > 0. (4.10)

[ = lim inf

" )’

Afirmacao A Se uma tal F' existe entao,

lim sup u(zy) < oo. (4.11)

k—o00
Prova da Afirmacdo A Suponhamos por contradi¢do que a Afirmagao A
seja falsa, logo existe uma subsequencia da sequéncia {2}, a qual denotare-
mos também por {z;}, satisfazendo a desigualdade 4.12 abaixo desde que, k
seja suficientemente grande.
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+— -1 (4.12)

Da equacio 4.12 segue-se que [ < 0, uma contradigao. Usando a " Afirmagao
A” concluimos que infg > 0, logo, u é necessariamente limitada superior-
mente. Para concluir a demonstracao do Teorema 4.3 basta mostrarmos que
tal F existe, vejamos. Definimos a fun¢ao [ da seguinte maneira:

'8 o
F(s) = / (/ g(r)dr) dt + 1, (4.13)
Jv Ja

onde g é uma funcao continua no intervalo [a,o00) satisfazendo a seguinte

O ol ?
/ E_/ .r/('f'}rl'f")f'—]‘d/ < 00. (4.14)
b Ja

Consideremos uma extensdo, da fungao F a toda reta real, de classe c?
.monétona e crescente, a qual também denotaremos por F' e observamos
que para esta funcao, as desigualdades (4.9) e (4.10) sao, respectivamente,
equivalentes a:

condicao:

(lr: fj(:-‘)r.’s}i

rll.-“\l, sup = Ft)g(?) (4.15)
(4
lim inf —“7) > (), (4.16)

t—oc F(t)4q(t)
desde que t seja suficientemente grande. Mas a equagao 4.15 é equivalente a:

Lot
( (r)dr)
Jo 9)4T) (4.17)

lim sup ———
- tg(t)

O




Teorema 4.4. Seja ¢ : M" — R**' wma imersdo isométrica propria e
completa. Suponha que exista r € {1,--- ,n — 1} para o qual P, € positivo
definido em M™. Se u é uma funcgio de classe C* limitada superiormente em
M™ entdo existe uma seqiéncia {xy} em M" tal que:

i) limsupu(zy) = supu quando k — +00;

ii)
lorado) (e < e EE LI
Prgradu)ay)| < 28—t 2 nEu Il
i)
Lyu(zy) < 2(u(zx) — u(zo) + 1)[tragoP, + {p(xx) — p(x0), trago(AF)E)]]

E(7(@x) + 2) log(72(ex) + 2)

A(ufwr) — u(zo) + 1)y(@) (Prgrad(y) (zx), grad(y) (zx))
(Klog (v* (i) + 2)) (v*(zx) +2)? |

Demonstragao: Como na demonstracio do Teorema 3.1, definimos, para
todo inteiro positivo k& a fung ao

u(z) — u(xy) + 1

(log(v?(z) +2))%

g(z) =

onde y(z) = ||z — zo||. Segue do fato que ¢ ¢ uma imersao propria que gy
possui um ponto de maximo local em x; € M". Pelo Lema 2.6 temos:

g(x) =supg. (4.18)
grad(g)(z;) =0, (4.19)
L,g(z) < 0. (4.20)
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E conveniente definir a funcao

Se z;, nao pertence ao cut locus de zg, entdo por um célculo direto, obtemos:

2u(zr) — u(xo) + V)[y(xx) Lr (y(xk) + (Prgrad(7y)zi), grad(y)(zx))]
log(v?(za) + 2)(v*(zx) +2)

?

L,.u(:t:k) S
(4.21)

Lo (7(@) = 1@ Lo (1(m0) + (Pr(grad(n) (@), grad(y) (=), (422)

1 9
§L,,('y“(:r:k) = tracoP, + {¢(zx) — ¢(x0), N)traco(AP,). (4.23)

onde N é um campo normal a M". O item iii) segue das desigualdades (4.21),
(4.22) e (4.23). Com o mesmo argumento usado na prova do Teorema 3.1
provamos os outros itens. OJ

Coroléario 4.5. Considere wma imersao isométrica ¢ : M™ — R"*! satis-
fazendo as mesmas hipdteses do Teorema 4.4. Além disso, suponha que:

i) ‘HT“l < Cy, Cy constante;
i) ||Pr(x)|] = O(log(p?(z) + 2)), quando p(z) — +oo.

Se u é uma funcao de classe C* limitada superiormente em M™, entdo
existe uma seqiiéncia {zp} tal que:

a) u(zy) — supu;
b) ||grad(u)(X)|| = 0 quando k — +o00;

c) Lyu(zy) < % traco P,.
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Corolario 4.6. Considere ¢ : M" — R"™' uma imersdo isométrica satis-
fazendo as mesmas hipdteses do Teorema 4.4. Seja [ uma funcao de classe
C? limitada superiormente em M™. Suponha que L.f = Xf e f(xo) > 0.
Entio, A é nao positivo em algum ponto de M ou podemos encontrar uma
sequiéncia {xy} C M tal que

SftragoP, + (p(es) — (zo), rago( AP
k(y2(zx) + 2)log(v*(zx) + 2)
ty(wy)(Prgrad(y) (z), grad(7) (zx))
(Klog(v?(zk) +2))(v*(z1) + 2)°

Alzk) <

Teorema 4.7. Considere wma imersio isométrica completa ¢ : M™ —
R+ satisfazendo (3.2). Suponha que para algum ponto p € M™ exite € > 0,
c > 0, tal que Ky (p(x)) > (Tﬁ)_ . Entao toda fung do positiva r-super-
harménica f,definida em M isto é, L,(f(z)) < 0, é constante.

Demonstracao: Como na prova do Teorema 3.1, temos que existe um
seqiiéncia {z;} C M tal que:
22w lp(@n) Loplew) + Xoy pfei(p(zi)?)]

ki log(p? (vr) + 2) (PP (ax) + 2)

4f2(z) p? () (Prgradp(z), gradp(zy)) (4.24)
klog(p*(zx) +2)(PP(zk) +2)> '

Ly (f?(zx)

Por outro lado:

L(f%) = 2fL.f*+2(P.gradf, gradf)

< 2(P.gradf, gradf). (4.25)

Portanto:
_‘2_]"2(:I:k)[p(.’zrk_)I_,;‘.,r)(:r:k) + (P, gradf, gradf)]
klog(p? (k) + 2) (P2 (zk) + 2)

4f‘2(-‘fff.-)P2($1«)(Pufﬂ'”fdf”(ifk)e gradp(zy)) (4.26)
klog(p*(zr) + 2)(p*(xx) +2)2 o

2(P,gradf, gradf) >

+
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AN

p*(xi){Prgradp(zy), gradp(xy))
k(p(zk) + 2) log(p?(zx) + 2) -

—2p(x1) Lep(z) (4.27)
+ 2P.gradp(zy), gradp(zy))

4p*(x1)(Prgradp(zy), gradp(zi))
P*(zx) + 2

p*(zx)(Prgradp(zy), gradp(zy))

PEIEAR) 2 ) + 2 (o) +2)

— 2(P.gradp(zy), gradp(zy))

4p* (2 ){Prgradp(zy), gradp(zy))

(p*(zx) + 2)

Fixe ¢ > 0 se p(z) — +oo quando & — +oo entdo 2p(zi)L.p(zr) > —e
para todo k suficientemente grande. Mas, isso contradiz a hipétese sobre a
curvatura seccional de M™. Logo, concluimos que f? possui um minimo, pelo
principio do minimo, f deve ser constante. O
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