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Introducao

A teoria das superficies minimas em R? constitui uma das mais fascinantes areas da
Matemadtica, representando um tépico cuja vitalidade ndo deixa de espantar seus prati-
cantes. Historicamente, estas superficies foram descobertas em 1776 por J. L. Langrange.
Mais precisamente, Lagrange logrou resolver o problema de determinar, dentre todas as su-
perficies no espago com bordo dado por uma curva fixada, aquela que possui a menor drea.
Consta que Lagrange resolveu este problema no caso em que as superficies em questao sao
gréaficos sobre uma regido do plano, aplicando para tanto métodos oriundos de suas famosas
investigagoes no Calculo das Variagoes e chegando assim a uma equagao diferencial parcial
que caracterizaria todas as solucoes locais deste problema. Estas solucdes correspondiam
a superficies estaciondrias para o problema variacional considerado. Levando em conta,
porém, a natureza complicada (ndo-linear) da equagdo, ndo é de admirar que, durante

muito tempo, as superficias minimas conhecidas se resumissem a alguns poucos exemplos.

A situagao mudou radicalmente no século passado, principalmente por conta dos es-
forgos de A. Enneper, K. Weierstrass e H. A. Schwarz. Os dois primeiros desta lista estao
diretamente envolvidos na descoberta de uma representacdo local, em termos de funcoes
holoformas, para superficies minimas, o que possibilitou ampliar significantemente o uni-
verso de solucdes da equagao de Lagrange, ao passo que Schwarz desenvolveu um método
de construcao baseado em reflexdes e estudou critérios garantindo a estabilidade, no sen-
tido variacional, das solugdes. Ainda assim, técnicas efetivas que permitissem construir
exemplos globais (isto €, completos) e mergulhados ainda teriam que esperar algum tempo

para serem formuladas.

Um marco decisivo aconteceu em 1982 quando Celso Costa, em sua Tese de Doutorado
([C1]), escreveu as equagdes do primeiro exemplo completo e mergulhado, e tendo ainda
a propriedade adicional de ter curvatura Gaussiana total finita, exemplo este diferente do

plano e do catendide, que ja eram classicamente conhecidos. Apoiando-se nos trabalhos

pioneiros de R. Osserman ([O]) e L. Jorge-W. Meeks ([JM]), Costa usou a teoria das




fungdes elipticas para descrever um exemplo que tinha a topologia de um toro com tres
fins mergulhados. Embora ndo tenha conseguido provar que a parte central da superficie
era também mergulhado, Costa e seu trabalho receberam a devida atengio da comunidade,
de modo que pouco tempo depois D. Hoffman e W. Meeks, inspirados por uma notével
investigacdo computacional, conseguiram verificar que a superficie de Costa era de fato
mergulhada ([HM]). Mais tarde, estes autores juntamente com Karcher ([HK]), adaptaram
o método desenvolvido por Costa e construiram familias a um pardmetro de superficies
minimas mergulhadas com género k e trés fins, a qual denotaremos por My, z > 1. A
superficie M, , corresponde a descoberta por Costa.

Em 1985, R. Bryant ([Br]) realizou um estudo em que procurava determinar que classes
de superficies em formas espaciais de dimensdo 3 admitiam uma representagao local em
termos de dados holomorfos, a exemplo do que havia sido feito por Enneper e Weierstrass
no caso das superficies minimas. Como resultado de suas investigagdes, conclui-se que so-
mente um novo caso aparecia, a saber, as superficies com curvatura média constante igual
a 1 (CMC 1) no espago hiperbélico com curvatura seccional igual a —1. Classicamente,
j se sabia que tais superficies eram localmente isométricas a superficies minimas em R®
através da correspondéncia de Darboux-Lawson, mas Bryant foi além e mostrou que do
ponto de vista global a analogia se mantinha no sentido que as superficies CMC 1 também
admitiam uma representacio do tipo Enneper-Weierstrass. Em particular, ele mostrou
que algumas superficies minimas classicas, como o catendide e a superficie de Enneper,
possuiam correspondentes hiperbélicas, que ele chamou de ” primas”. A representacao de
Bryant posteriormente permitiu a construgo de inumeros exemplos globais, notadamente
por W. Rossman, M. Umehara e K. Yamada. Em particular, em ([RUY]), estes auto-
res mostraram que, partindo-se de uma superficie minima satisfazendo um conjunto de
condicdes geométricas naturais, era possivel construir uma familia a um parametro de su-
perficies CMC 1 e assim forneceram muitos outros exemplos de superficies primas. Em
funcdo disto, é natural procurar verificar se essa construgaopode ser levada a cabo partin-
do das superficies de Costa-Hoffmann-Meeks-Karcher mencionadas acima. O objetivo da

primeira parte deste trabalho é precisamente provar que o esquema pode de fato ser levado

a cabo, gerando por conseguinte exemplos de primas das superficies de Costa-Hoffman-
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Meeks-Karcher. Mais precisamente, provamos o seguinte teorema:

Teorema 1 Se My, denota a familia de superficies minimas em R? descrita acima, entdo
(i) Se x > 1 eziste (para todo k > 1) uma familia correspondente a um parametro de
superficies CMC 1 em H?.
(ii) Se x = 1 existe (para k = 1) a familia correspondente de superficies CMC 1 em

H*.

Quando = = 1 e k > 1 daremos evidéncia numérica das familias de primas em H*.

Uma outra classe de superficies em R? que, a exemplo das superficies minimas, admite
uma interpretacdo variacional para o funcional drea é aquela formada pelas superficies
de curvatura média constante (CMC). Nesse caso, porém, ha que considerar tao-somente
variagoes preservando o volume. E um fato bem conhecido que a construgiao, mesmo local,
de superficies CMC é comparativamente mais complicada que no caso minimo, a razao
sendo essencialmente que nio existe representacdo em termos de dados holomorfos para tais
superficies. Em particular, durante muito tempo os tnicos exemplos compactos conhecidos
de tais superficies eram as esferas redondas. Talvez por essa razao, costumou-se atribuir a
H. Hopf uma conjectura segundo a qual as tnicas superficies compactas CMC em R? seriam
forcosamente as esferas redondas. O préprio Hopf, por sinal, havia mostrado que as unicas
superficies imersas de género zero sio esferas. Em 1962, A. D. Alexsandrov ([AA]) mostrou-
se que esse era também o caso se admitia-se que a superficie era mergqulhada e em 1984
L. Barbosa e M. do Carmo ([BC]) verificaram a validade da conjectura se a superficie era
suposta estdvel em relagdo ao problema variacional associado. Estes resultados positivos
seguramente reforcavam a intuicio de Hopf. Logo, nao deixou de causar espanto geral
quando em 1986, H. Wente ([We]) exibiu uma exemplos de toros imersos de curvatura média
constante, negando portanto a validade da conjectura de Hopf. Posteriormente, a busca de
exemplos foi sobremaneira simplicada através dos trabalhos de U. Abresch ([A]) e R. Walter
([Wa)). Estes autores conseguiram exibir de forma bastante explicita os chamados toros de
Wente por meio de funcdes elipticas e abelianas, mostrando que apareciam naturalmente

como solucdo de um problemas de periodo, sendo, por conseguinte, parametrizados pelo

conjunto das fragdes reduzidas £/n € (1,2). O toro correspondente sera denotado por Wy/,.




Do ponto de vista variacional, tendo em vista o trabalho de Barbosa e do Carmo acima
citado, vé-se que os toros de Wente sio todos instdveis, ou seja, é sempre possivel deforma-
los preservando o volume e diminuindo estritamente a drea. Em face disso, é natural
tentar estabelecer cotas inferiores para o indice, isto é, a dimensao do espago de variagoes
admissiveis que decrescem a drea. Tal investigacao ganha maior relevo se levarmos em
conta que toda superficie CMC completa ndo compacta possui indice infinito ([LR1]).
Um resultado preliminar nesta diregio foi obtido por W. Rossman ([R1]). O proposito
da segunda parte deste trabalho é melhorar ligeiramente a estimativa ai obtida, ou seja,

demonstrar o seguinte teorema:
Teorema 2 Ind(Wy;,) > 8V £/n, com a possivel excecdo das oito superficies:

[[ "‘;..'-_1. [IZU_]. ‘1-‘-‘):‘_‘3, ["l"v';fﬂ_i.‘ Li"s/‘-‘j. I['rlg’;j‘, [[—1‘1;9 € 11‘1‘3 9.

A demonstracdo consiste essencialmente em construir subespagos de variagoes sobre 0s
quais a forma quadrética associada & segunda férmula da variagao é estritamente negativa.

Nos caso das oito superficies nio cobertas pelo teorema, apresentaremos evidéncia numerica

para a validade do mesmo.




Capitulo 1

Superficies do tipo Costa em &°

1.1 Introducao

Neste capitulo usaremos o método apresentado em [RUY] para construir novos exemplos de
superficies com curvatura média constante (CMC) 1 no espago hiperbélico H®. (Denotamos
por H® a tinica variedade de dimensdo 3 que é completa e simplemente conexa com curva-
tura seccional costante e qual a —1). Estes exemplos correspondem a familia de superficies
minimas M;, em R® descritas por Hoffman e Karcher [HK]. Este capitulo é organizado
do seguinte modo. Na segao 2, recordaremos alguns resultados cldssicos sobre a teoria das
superficies minimas em R, incluindo ai o Teorema da Representacio de Weierstrass. Um
resumo sobre a construcdo das superficies M}, é apresentado na secdo 3. Teoremas de

existéncia e uma descricao da geometria das superficies CMC 1 correspondentes sio dados

na iltima secéo.

1.2 Imers6es minimas completas em Rr?

Comegaremos enunciando o teorema da representacdo de Weierstrass. (veja [O] ou [L]).
Esta representagao nos possibilita descrever um grande niimero de exemplos de superficies

minimas em R?.

Teorema 3 Sejamn M wuma superficie de Riemann, n uma I-forma holomorfa em M e

g: M — CU {co} uma fun¢do meromorfa e consideremos a forma vetorial
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® = (¢, 02, 03) = ((1 = g¥)n, i(1 + g°)n, 2gn). (1.1)

Entao
P

X(p) = R:‘f/ P (1.2)
J o
define uma aplicacdo conforme minima (possivelmente ramificada) de algum recobrimento

de M em R®. Esta aplicacdo estd bem definida em M se, e sd se, X ndo tem periodo real

em M, isto €, se e 50 se,

Period,(®) := Rf{}é d=0 (1.3)

(2]

para todas as curvas fechadas o em M. Além disso, esta transformagdo € regular desde que
0s pdlos de g coincidam com os zeros de n e a ordem de um pdlo de g seja precisamente
metade da ordem de um zero de 1. Reciprocamente, toda imersdo regular minima e con-
forme X : M — R® pode ser expressa na forma (2.2) para alguma fung¢do meromorfa g e
alguma forma holomorfa n. Além disso, g € a projecio estereogrdfica da aplicagdo normal

de Gauss N : M — S? de X.

De agora em diante, nos referiremos a {M, g, n} como os dados de Weierstrass para
M e a X como a representacdo de Weierstrass de M. Em geral, para verificar-se que
a condicdo de periodo (1.3) acontece, introduz-se alguns pardmetros arbitrarios, que sao
posteriormente ajustados, na definicdo dos dados de Weierstrass da superficie. Ao numero
de tais pardmetros denomina-se a dimensdo do problema de periodo. Denotando o recobri-
mento universal de M por M, a imersio minima X* : M — R® com os dados de Weierstrass
{M,g,in} é chamado de superficie conjugada de X, e sera denotada por X*. A métrica

induzida em M por X é expressa por

ds® = (1+|g>)*n- 7,

onde - denota o produto simétrico, e a curvatura de Gauss K de X ¢é

4dg.dg

=

1+ g)in-q




1.2. IMERSOES MINIMAS COMPLETAS EM R®

No caso de curvatura total finita [,, KdA > —oc, é conhecido o seguinte teorema de
Jmr 5

Osserman:

Teorema 4 ([L], [0]) Seja X : M — R® uma imersio minima completa e conforme com

curvatura total finita. Entdo,

1) M € difeomorficamente conforme a My — {ey,...,e;} onde My é uma superficie de

Riemann compacta com género k e ey, ...,e, sdo pontos em My, r > 1;
s sy r o’ ” .
1) X € propria;

i) A aplicagdo de Gauss N : M — S? é meromorfa em M e estende-se a uma fungdo
meromorfa em My; e a I-forma holomorfa n estende-se a uma I-forma meromorfa

em My;
iv) A curvatura total € um mailtiplo inteiro de 4 e satisfaz

/ KdA < —dn(k+7 — 1),
M

onde k e r sdo os inteiros definidos no item (1).

Se D; C My, é uma vizinhanca perfurada de e;, entdo a imagem X (D;) de D; por
X €é um fim de M que denotaremos por E;. Visto que g é projecdo estereogréfica da
aplicacdo normal de Gauss N de X podemos supor, depois de uma rotacio de X em R?,
que g(ej) = 0. Neste caso, E; é um fim mergulhado se, e s6 se, n tem um pélo de ordem
dois em e; (veja [JM]). Entdo, numa vizinhanca de e;, g e n tém as seguintes expressoes
locais:

: b
9(2) = 2" + 0(2)" " ,a, #0,n > 1 e n(z) = = +0(2°),b # 0.

~

Diremos que um fim mergulhado E; é do tipo catendide se n = 1 e que é do tipo planar

om ordem n — 1 se n > 1. Além disso,

i) todos os fins de M sdo mergulhados se, e somente se, existe a igualdade em (iv) do

Teorema 2.2.




8 CAPITULO 1. SUPERFICIES DO TIPO COSTA EM H’

a

ii) Se nenhum dos fins de M se intersectam, entdo, depois de uma rotagao de R”, a

aplicacdo de Gauss N satisfaz N(e;) = (0,0, x1), para todo j =1,...,7.

E claro que se X : M — R® é um mergulho, entdo estas duas condigdes acima ocorrem.
Porém, estas condicdes nio sao suficientes para garantir que X seja um mergulho. Pode-se
encontrar exemplos sobre este fato em ((W1], [W2], [HK]). Porém, quando M ¢é mergulhada,
completa, com curvatura total finita, temos que fora de um compacto suficientemente
grande de R®, M é assintética a um nimero finito de meio-catendides e planos, os quais
podemos admitir terem a mesma normal vertical.

O Principio da Reflexdio de Schwarz para Superficies minimas também sera central
para os argumentos que serdo utilizados. Antes de enuncia-lo, recordaremos alguns fatos.
Uma curva em qualquer superficie M em R? é uma linha reta se, somente se, ambas as
curvaturas geodésica e a curvatura normal se anulam. Uma curva principal em M que nao
é uma linha reta tem a propriedade de ser um segmento geodésico se, e somente se, ela
estiver em um plano ortogonal A superficie. Expressando a segunda forma fundamental
em termos de g e n = fdz, para alguma fungdo holomorfa f e coordenada holomorfa z,

podemos concluir que uma curva ¢ em X (M) é:

assintética < ¢'f(dzc (t))* € iR.

principal <= g¢'f(dzc(t))? € R.

Segue-se deste fato que geodésicas principais de X correspondem a linhas retas de X*, e

vice-versa.

Teorema 5 (Principio da Reflexdo de Schwarz) Se uma superficie minima ¢ limitada por
um segmento de linha £, entdo ela pode ser estendida através de uma rotag¢do de um dngulo
7 em torno de € para uma superficie suave minima que contem £ em seu interior. Se uma

superficie minima com fronteira contém uma geodésica principal ¢ em sua fronteira, entao

esta superficie pode ser estendida suavemente através de c por reflezdo do plano contendo

C.




1.3. SUPERFICIES DO TIPO COSTA EM R*
1.3 Superficies do tipo Costa em Rr’
Nesta secio apresentaremos a construgdo e algumas propriedades das superficies Mz, k €
N ez > 1. Cada uma das superficies M} . é conformemente equivalente a uma superficie de
Riemann de género k perfurada em trés pontos. As superficies My (as quais denotaremos
M) tém dois fins do tipo catendide e um fim do tipo planar. Quando z > 1, todos os trés
fins sdo do tipo catendide. O exemplo com k =1 e z =1 foi descoberto por Costa, que o
construiu fazendo uso da funcdo p de Weierstrass. Ele também provou que esta superficie
satisfaz todas as condices necessarias para ser mergulhada. Hoffman e Meeks provaram
que as superficies M, sdo mergulhadas e simétricas (veja [HM1] e [HM2]). As superficies
M , também sdo mergulhadas, e foram construidas por Hoffman e Karcher ( veja [HK]).
Referéncias bésicas para o material desta secdo sdo [HM2], [HK] e [C2].

Usaremos o Teorema 2.1 (da Representacdo de Weierstrass), para o qual precisaremos
de uma superficie de Riemann, uma fungdo meromorfa e uma l-forma holomorfa. Co-
megaremos pela descri¢io da estrutura complexa de M. Considere, para cada k € N, a

superficie de Riemann compacta M associada ao polinomio irredutivel

Sejam py = (0,0),p—1 = (=1,0),p41 = (1,0), € poo = (00,00) os pontos singulares de

P(z,w). Entao

M = {(z,w) € (CU {oo})?|[w**! = 2*(z + 1)(z = 1) = 0} (1.4)

é uma superficie de Riemann compacta associada a P(z,w). Pode-se ver que My é um
recobrimento ramificado a k + 1 folhas da esfera de Riemann C U {oc}, com género k.
Agora, considere

“\’[k = jﬁk — {p—l!p+l=pc\o}1 (15)

que é uma superficie de Riemann obtida pela perfuragao de M em trés pontos. O préximo

teorema define a imersao minima conforme de My em R3.
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Teorema 6 (Hoffman e Meeks [HM]) Sejam M, M, superficies de Riemann dadas por

(3.3) e (3.4) e defina uma I-forma holomorfa e uma fun¢do meromorfa em M, pondo

(z)k / w ; a c R (1.6)
n=\(—) de=——-—-——dz, g=—, a€R", .
; w (z+1)(z-1) I w
Considere a 1-forma vetorial
D = (41,09,03) = ((1-g°)n,i((1+ g%, 29n) (1.7)
g Pk o g’z 2az*
= |~ ka =z 3 ~— + ——=)d3, —/—dz ] .
w wk+2 w wk+2 wh+l
Entdo eziste um tinico a > 0 tal que X : M, — R® dada por
) P
X(p) = Ref ®, pe M, (1.8)
Po

€ uma tmersdo completa propriamente mergulhada minima e conforme com curvaetura total

finita de M, em R3.

Depois de convenientes rotacdes e translacdes em R®, as superficies M, possuem as

seguintes propriedades:

1) a curvatura total de My é —4r(k + 2);

2) Mj tem um fim planar situado entre dois fins do tipo catenéide. O fim planar é
assintético ao plano (z1, zs);

3) M intersecta o plano (z;,z2) em k + 1 linhas retas, que se encontram em angulos
1guals na origem;

4) o grupo de simetria de My é o grupo diedral com 4(k + 1) elementos gerado por
reflexes em k + 1 planos verticais de simetria que se encontra no eixo 3, e rotacoes

sobre uma das linhas em (§);

5) M} pode ser decomposto em 4(k + 1) pedacos congruentes entre si, cada qual sendo

um grafico;
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6) My é a tinica superficie minima propriamente mergulhada de género £ com tres fins,

curvatura total finita e grupo de simetria contendo 4(k + 1) ou mais elementos.

A simetria da superficie é usada para mostrar que a dimensao da condigao de periodo

é 1. O valor da constante a no Teorema 3.1 para o qual o problema de periodo é resolvido

é unicamente determinado. Seu valor é dado por a = \/A/B, onde

L (h(1 — $2)) L/ (k+1) M g R
.4:/ (7 ) dt e B:—g/ (t5(1 — %))V lgt (1.9)
0 0

t2 —1 .y

Para cada k, a superficie M}, pertence a uma familia de superficies minimas mergulhadas

que agora passamos a considerar.

Teorema 7 ([HK]) Para cada k > 1, existe uma familia a um parameto My ., = > 1,
de superficies minimas mergulhadas com género k e curvatura total finita. As superficies
M. 1 sdo precisamente as superficies My do Teorema 3.1. Todas as superficies My, v > 1,

possuem trés fins do tipo catendide.

Para a construcgdo destas superficies, consideraremos as superficies de Riemann e os

dados de Weierstrass dados por:

Miz = {(z,w) € (CU {oo})?|w**' + c;z"(z — 2)(z +27') =0, ez =z + 27", z=cot al\

{(z,0), (~=™,0), (c0,00)}, (1.10)
para y <a< 3
‘mz+ 1 wd
g:a(m—-i-) a>0, 0Em<E 7= e L (1.11)
w (z-1z)(z+2z71)

Isto produzird, pelo Teorema 2.1,

P P
X(p) =Re/ P = Re/ (1-¢%, i(1+4°), 29)n, pE My,
jodi ‘

0 pPo
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uma (possivelmente ramificada) imersao minima e conforme em R®. As constantes a e m
podem ser escolhidas de forma que as superficies X sejam mergulhadas e bem definidas

em M; .. A préxima proposicao ¢ central para a prova do Teorema 3.2.

Proposicdo 1 ([HK]) Fize k > 1 e seja g,n e M. como acima. Entao para todo
< a < X, existe um inico m(a) < cota ndo-negativo e ala) tais que period_ (@) :=
Re ¢ & = Re [ (&1, 02, d3) = 0 para todas as curvas fechadas v nas superficies de Riemann

My .. Além disso, m(a) e a(a) satisfazem as condicdes para as superficies Mz serem

merqgulhadas.

Observacgdo 1 Quando z = 1, m(1) = 0, e (3.9) e (3.10) nos da (3.3) e (3.5) para as
superficies My = My ;.

1.4 Superficies do tipo Costa em &’

Nesta secdo estudaremos o problema de periodo para as superficies M} .. Considerare-
mos os casos £ = 1 e z > 1 separadamente. Quando z > 1, mostraremos que todas as
superficies M . tem problemas de periodo nao-degenerado no sentido de [RUY]. Porém,
quando z = 1 é mais complicado mostrar que as superficies My ; tem problema de periodo
nao-degenerado. Para este caso, provaremos que quando k = 1, a superficie M, tem
problema periédico ndo-degenerado, e daremos evidéncia numérica disto para k£ > 1. Pre-

cisaremos inicialmente da seguinte definigao:

Definicdo 1 Uma imersio minima completa f : S — R? ¢ simétrica se eriste uma subre-
giGo D C f(S) que é topologicamente um disco limitado por geodésicas planares que nao

sejam retas e que o interior de D ndo contenha qualquer geodésica planar que sejam retas.

Note que se f é simétrica com relagdo a um tal subdisco D, entao pelo Principio da

Reflexdo de Schwartz, D gera a superficie inteira por reflexdes através de planos que contém

a geodésica planar.
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1.4.1 As superficies M

Usando propriedades conhecidas das superficies M, ., vé-se que os dominios fundamentais
destas superficies sdo limitados por duas geodésicas planares e uma unica linha reta. Além
disso, o problema de periodo para estas superficies é unidimensional. Considere o disco
D que é a unido deste dominio fundamental e sua rotagao por 180° em torno da reta que
faz parte da fronteira. Com relagdo a este disco D, a imersdo X dada pelo Teorema 3.1 é
simétrica (veja figura 4.1).

Para aplicar os resultados de [RUY], D deve ser limitado somente por geodésicas pla-
nares. Portanto, temos que usar a uniao destes dois dominios fundamentais com uma reta
na fronteira em comum, e assim o problema de periodo se torna bidimensional. Por causa
disto, como explicaremos mais tarde, é necessério adicionar um parametro real extra b para

os dados de Weierstrass de X. Seja My (b) a superficie de Riemann dada por

My (b) = {(2,w) € (CU {oo})? | wk*! = z%(z +1)(z — b) = 0} \ {(=1,0), (,0), (o0, 00)},

~y

(1.12)

e considere os dados de Weierstrass
(i)kdz———w—w—dv == e (1.13)
= \w T (z+1)(z=0) =W o .

Denotando por M(b) o recobrimento universal de M (b), entdo com a introdugao do

1 parimetro extra b acima, temos o seguinte lema:

Lema 1 Seja X : Mi(b) — R® dado por

p P
X =R [ @=Re[(-@mi+Pnn,  peMO, (L1
. 0) p

po=(0,C 0

onde g e n sdo definidos através das equagdes (4.12). Entdo, fitando uma folha de M, (b)

sobre {z | Im(z2) > 0} e restringindo os caminhos de integragdo de po para p para estarem

sobre esta folha, existem costantes c; e cy tais que:
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i) A curva Sy := X((0,0)) C P, := {(z1,29,23) € R?; z, cos ey BN iT = D}

i) A curva Sy = X((—o00,-1)) C P, := {(z1,22,23) € R?; 5 cos i — Tisin gy =

Ci}-

i4i) A curva Sy; = X((=1,0)) C Py := {(z1,2,73) € R?: z, 0}.

w) A curva Szo := X((b,00)) C P, := {(z1,Z2,23) € R? z, = c3}.

As constantes ¢, e ¢o s6 dependem de a e b. Além disso, as curvas S;; sdo geodésicas

planares.

Prova: Se z € (0,b) ou (—o0,—1), entdo g € C\ R. Neste caso, podemos assumir que

k+2)w

: —ikm —i(k+2)mw ) . ) —ikx ) . -
1(2) = r(z)e®+ — s(z)e™ &1 e ¢a(z) =1 (r(:)e B+l — 3,3,“;]) e EF .

onde r(z),s(z) € R*. Entdo

kil - olsmkil =i(r(z) + 5(z)) € &R.

o COS

Agora, set,z € (0,b), temos que
¢ T s

R ): — ¢ si d 0

6/0 (@gcosk+1 ¢1smk+1) z 3

wsto implica que Sy, C P.

Il

4]

Fizando qualquer u € (—oo, —1) e considerando t,z € (—o0, —1) temos

t = -
RJ I‘. I . z /1 —
P/o (¢2cosk+l gf)lslnk+1)dz
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Isto implica que Sy C Py, além disso, ¢, € independente de u.

E ficil ver que ®; € iR se z € (=1,0) ou (b,00). Se t, z € (—=1,0), temos que

t
Re/ d2dz = 0.
0

Isto implica que Ss, C P;. Fizando qualquer u € (b,o0) e considerando t € (b, o), temos

ot u t u
Rf:/ G,odz = Re/ bodz + Re/ $ydz = Re/ ®,dz = cy.
( 0 u 0

J0O

que

Isto implica que Sa2 C 152 além disso, c, € independente de u.

Considerando c(t) = t + 0i, entdo uma simples cdlculo fornece

(! _ a ko L N il 2 e
¢ fd=(c ) = - T DT DE=b) (z +EEd +t—b) (dz(c (2)))" € R.

Isto implica que S;; sGo curvas principais, e consequentemente elas sdo geodésicas planares.

Pelo Lema 4.1, a fronteira do disco D de simetria da superficie X (M (b)) é composto
de quatro geodésicas planares. Além disso, o problema do periodo somente é resolvido se
o plano P, coincide com o plano P, e se P, coincide com P,, isto é, se ¢; = ¢, = 0 (veja
figura 4.1). Mais ainda, o problema do periodo € bidimensional e é resolvido quando b = 1
e a = +/A/B, onde A e B sdo dados através das equagdes (3.8).

Agora considere

D, := {distancia orientada entre os planos P e 151} = (1.

D, := {distancia orientada entre os planos P, e 152} = &y
Definindo D : R> — R? por D(a,b) = (Di(a,b), Ds(a,b)), entdo podemos dizer que o
problema de periodo é ndo-degenerado se existir (ao, bo) € R?, tal que D(ag,by) =0e D é
uma aplicacdo aberta numa vizinhanca de (ao, by). (Esta definigdo é suficiente para nossas

consideracdes, sendo um caso especial de uma defini¢do mais geral apresentada em [RUY]).

Est4 claro agora por que adicionamos o pardmetro extra b. Se fixarmos b = 1, entdao D
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Figura 1.1: O disco D em X (My) (ou X (Mi(b))) em relagao ao qual a superficie € simétrica.

ndo poderia ser uma aplicagdo aberta pois neste caso D seria uma aplicagao de R' para
R?. Assim permitimos b variar para dar a D a possibilidade de ser uma aplicagdo aberta.

Considere a,(t), aa(t) € M(b) curvas na folha escolhida como no Lema 4.1, tal que
suas projecdes na coordenada z sejam respectivamente —1 + e e b+ be*,0 < t < 7. Com

esta consideracao e a defini¢ao de D, teremos que

(7 : 5 T -
Di(a,b) = Re](;1 (a‘)g(a, b) cos Eal é1(a, b) sin e 1) dz, (1.15)
DQ(CL, b) = Re/ a')g(a, b)dz (116)

az

Usando estas expressoes para D; e D, podemos encontrar que:

D, jeFdz dD,
—(ag, by) = 2 : Jbg) =2 -
da (a0, bo) (L@Re/m (22 = Dw’ da (20, bo) Bolie /m (22— Dw’

dD
a—bl(ﬂo-bo) =

‘w2k+3 k+1

a%(k+2)Ref z-‘z?’k(zml—JL)fzﬁdz+ k Re/ izgk(z—‘—l)eﬁdz
(o3} a1

0D, ai(k +2) iz%%(z + 1)dz iz%%(z + 1)d
W(aoybo) = —A Re/;? w?k-&-3 k n 1R, / °k+1
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Com a escolha das curvas «;(t) como acima, e fazendo a substituigao t = 7 — #, entao o

Jacobiano JD de D no ponto (ag, by) = (\/A/B, 1) reduz-se a

day 1dz ; izdz 1zwdz
JD(aqg, byp) = Re _— 2k +2)R —_— 0 —_—,
(40, bo) (A:H / (32—1Jw) (“"( e / (@~ o | o / (:2—1)2)

A equagdo para JD(ag, by) torna-se mais simples quando k = 1. Neste caso, usando (4.14)

teremos a seguinte expressao para o Jacobiano:
idz % 1zdz 122
JD(ag,by) = | 2apRe ——— | - | 3agRe — +Re — ],
(LU.)U) ( U'O ./02 (:2_1)?”) ( 0 /a\l {:-_l)w /a: (:2_1)w)

onde w? = z(z2 — 1), e a»(t) tem a projecio na coordenada z dada por 1 +€*,0 <t <.

K

Visto que

1 g | : 1 1|
QaORe/ (z—~ = Re [ia\/e”\/l—é—e”v2—e—e” ( g o= M);
az \~ 4 0

24+e* e

R ® Vettdt
agRe , =,
! 0 V1+et/2+ et

3a0Re/ (ij:— = Re {—zau “it\/eit\/1 + eitV/2 + et }—O—Re [%(\/;\/1-&8“\/2-{-6“)
az \~ 10

s 2 _ 1)2“1
7 1 9 Tf
L. 3 —-it __ —2it o — ) &
(4 . 41+2e7)2  (1+42e7Y) /|,
"R \/e—’\/l + e“
‘ 2+ 8”
i2” i . 1 1\["
Re ————dz = Re —\/8_“;\/1—9—6”@ ett et i
Jap (22 = 1)w 2 2+eit et )|,

\/67\/1 +e” Re TVety2 + et +e’f
9+elt ‘Il___elf

temos finalmente que

= [ s0a)- ([ ).




18 CAPITULO 1. SUPERFICIES DO TIPO COSTA EM H’

onde

aQgV et
-1\/T+ eit’\/Q - elt

Veity/1 + et 5 = =
fo(t) := (3ad + 2)Re ——P—E — 2Re ﬂ '

Os graficos de f; e f, sio apresentados nas figuras 4.2. Nao podemos calcular expli-

fi(t) = Re(

citamente as antiderivadas para f)(t) e f,(t), porém, examinando o comportamento das
funcoes f, e f,, teremos o seguinte lema:

f, f5

Figura 1.2:

Lema 2 FEristem constantes to =~ 7 e C tal que:
(i) f1 >0 em[0,7);
(ii) fo < 0 em [to, T);
(iti) | & f>| < C em [0, tq].

Prova: Ao longo da demonstragdo usaremos a seguinte notagao:

onde z = o + 13 é um numero complezo. Com esta notagao tem-se que:

V2Veit = /T + cos t +iv/1 — cos ¢ := Ay + 1By (1.18)
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V21 + et = \/1 +cost+ V2 + 2cos t+i\/—1 —cost+v2+2cost:= A +:1Bl.19)

/
V2V2 + eit = V2+cost+v5+4cost+ i\ﬁB —cos t + V5 +4cos t := Ay +1B61.20)

Note que (i) € equivalente a mostrar que Re—u———'l*?? ”,Z——e“ > 0. Assim, usando (4.17), (4.18)
e (4.19) temos:

V1 + eity2 + et
Re 2 . = AgA1Az — AoB1 B2 + BoA Bz + By A2 By

A /eit

2 BQBUfh = Bg.’lUBl,

jd que A; e B; sdo mimeros positivos. Entdo, (i) € verdadeiro se provarmos que

A1By — A¢B, 2 0.

Mostraremos agora que (A1Bo)? > (2 AgB,)%. Note que isto € equivalente a:

V1 + cos ¢(3cos t+5) — V2(5cos t +3) >0 parat € [0,m).

Pode-se concluir que se T = cos t, entdo a iltima desigualdade é verdadeira visto que ela é

equivalente a 973 — 1122 -5z +7> 0 para z € =2 1), provando (1).
p 5

Usando (5.17), (5.18) e (5.19) temos:

( 3aj + 2 1
2v/2v/5 + 4 cos t V22 + 2cos t

2 4
‘ ( 3&0 + 2 .
-

) (.40;“11:1*3 + .“10_8-381)—1

) (ByA1Bs — ByByAy).

1
2v/2/5+4cos t : V22 + 2cos t
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E’fcicil ver que ByA By — ByB1 A, <0,V t € (0,7). Entdo,

3a2 + 2 1
fa(t) <0 se _ao - <0
2/5+4cost 2+ 2cost

Usando ay dado pela equacdo (3.8), vemos que esta ultima desigualdade € vdlida ¥ t € (to, )

onde ty = arccos (%) < 0.957, implicando a parte (ii).

Um cdlculo direto nos da que

f ( ) - _C(BoBlBQ + Bo:h,"‘lg + Bl.‘lorlg e Bg“‘lorlg)
de’? 2v/2/5 + 4 cos t

+ (BQBlBQ + BoA1 Ay + B, AgA, — BlAgA-z)
2v/2v/2 +2cos t

c(— sin® t By B, By + sin tAg(2 + cos t) A1 Ay + By cos (2 + cos 1) A1 4)

- 4(5 + 4 cos t)3/24/1 4 cos t

¢(—sin tcos tAgA; Ay — By cos tAg(2 + cos t)A; — By cos tAg(2 + cos t)As)

- 4(5+4cos t)3/2\/1 +cos t

(— Sil’l2 fBoBle + sin ?‘:io(]. + cOos f):li:lg i I Bo COoSs t(l <+ cos t)fh.f-lg)

- 8(1 + cos t)3/24/5 +4cos t

(—sin tcos tAgB; Ay — By cos tAg(1 + cos t) Ay — B, cos tAo(1 + cos t)Ay)

- 8(1 + cos t)3/24/5 + 4cos t

3a3+2 = . : ;
onde ¢ = ﬂz— Esta ezpressdo para a derivada de f, implica que

%fg(t) <C:=20 Vtel0,t).

Isto conclui (i11) no lema.

Observamos pela parte (ii) do lema 4.2, que f; fa(t)dt < fu w )dt Assim jo fa(t)dt <

0 ocorre sempre que fou'%r‘ fa(t)dt < 0. Entretanto, fa(s) < fo(H . )  Vse| i— 1)!50 %H
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onde n é um niimero natural, visto que a derivada %f‘z ¢ limitada em valor absoluto por

C. Portanto,

0.95T n ; n 4
S t Cto\ t to t &
/ f,_,(t)([tgz<f2("’__0_) +__0) - (ﬂ_ﬂ) ), Ch .
J n n mn n n n

|
|

]

>

para n grande (vé-se por exemplo que a ultima desigualdade é verdadeira para n = 250).
Segue-se imediatamente desse fato e da parte (i) do Lema 4.2 que JD(ag,bp) < 0.
Assim, D é uma aplicacdo aberta numa vizinhaga de (ao, by), donde se conclui o seguinte

resultado:

Teorema 8 A superficie do Costa M, tem problema periodico bi-dimensional que € nao-

degenerado com respeito ao disco simétrico D.

O seguinte coroldrio é uma conseqiiéncia imediata do Teorema 5.10 em [RUY].

Corolario 1 Eriste uma familia correspondente a um parametro de superficies CMC 1
do tipo Costa em H®. Cada representante desta familia é completo e com curvatura total

finita e, além disso, os trés fins sio regulares e mergulhados.

Observacao 2 Quando k > 1, pode-se ver facilmente por métodos numéricos que as su-
perficies M também tém problemas de periodo bidimensionais nao-degenerados. Portanto,
para cada k, existe uma familia a um parametro de correspondente CMC 1 superficies em
H®. Estas superficies sdo completas e com curvatura total finita; além disso, elas tém
género k e possuem os trés fins regulares mergulhados. Dois dos fins se aproximan do mes-
mo ponto da esfera no infinito e sdo assintéticos ao fim do catendide primo no sentido de
[LR]. O terceiro fim também se aproxima de um ponto na fronteira da esfera e é assintotico
a uma horoesfera. Como estas superficies nio contém linhas retas (considerando que as

correspondentes superficies minimas contém), o grupo de simetria Di,, é um subgrupo do

grupo de simetria Dy X Z, das superficies minimas de Costa-Hoffman-Meeks.
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o
]

1.4.2 As superficies My ,, z>1

As superficies M}, pertencem a uma familia de superficies minimas mergulhadas My ., = 2>
1. As superficies My, sdo justamente as superficies M, do Teorema 3.1. Considerando as

superficies My . com z > 1, temos o seguinte resultado, que segue do Lema de Monotoni-

cidade em [HK]:

Teorema 9 Para cada k > 1 e z > 1, a superficie My, tém problema de periodo bidimen-

stonal e ndo-degenerado.

Prova: Como o dominio fundamental da superficie Mz, z > 1, nao contém uma linha reta
em sua fronteira, podemos aplicar diretamente o método de [RUY]. Considere os intervalos
I == (-z71,0), I := (z,00), I3 := (00,—27"), Iy := (0,z) no z-plano e as curvas m
(resp. 72) conectando I, e I (resp. I3 I), como na figura (4.8). Os intervalos I, e
I, (resp. I e I ) sdo transformados por X = Re [ ® em curvas que pertencen a planos

paralelos e verticais. Depois de uma rotagdo conveniente, podemos assumir que a Curva

X (I,) pertence ao plano z2 =0, e a curva X (Iy) pertence ao plano x5 cos 7 = T18in 5

Figura 1.3:

Pela Pmposr&gﬁo 9.1, para cada o € (%, %) e k 2 1, podemos encontrar m(a), a(@)
tal que a curva X (L) (resp. X(I3)) também pertence ao plano z2 = 0 (resp. ao plano

™ - = T \ ’ . a .
T2 COS g7 = T1 SIn =) Isto € equivalente a dizer que

Re}g! o1 =0 and Rej{l (ogcosm—smk_:l) =)
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para todo « € [r/4,7/2) e k > 1. Fizando a e k, provaremos agora que o Jacobiano

JD(a,m) ndo se anula, onde D é definido por

= .
D(a,m) = (D,(a,m),Dz(a,m)) = Qo O:(Ob — ¢ sin — .
+ 1 k+1
Para ver isto, considere as sequintes erpressoes:

l1+mz\" 1 k41 i
Q1 = U =g u Tt Az,
20 b A
: 14 2
_ i mz = "
o= — | U +a®u”! | u*tldz,
2a z

onde w := 2. Usando isto, temos que as duas condicoes de periodo sdo equivalentes a

! 1o : 2 2 " 5
Di(a(a),m(@)) = Re/ ( ym ) uk’“d:—é—rz'R:'/ u“dz,

1# Z : | ) i L
Dy(a(a), m(a)) = Re/ ) ( jn ) u" " Cdz «(z'Re/ u-dz,

onde &= T —a.

|

o
j]

Fazendo a substituicao

Ri(m,a) = —Re/ 5(1 +~mb)7 24z, Q2(m, @) = —Re/ i(

71 £

1—mz
u

Ci(a) = Re [, iu*dz, Ca(@) = Re [ iufdz, entdo Dy e Dy pode ser reescrito na forma:

T2

Di(a(e), m(a)) = —Q1(m, a) + a*Ci ().

Do (a(@), m(@)) = —Qz(m, &) + a*Ca(a).

Além disso, o problema de periodo é resolvido se s6 se Q1(m,a) = a*Ci(a) e Q2(m, &) =

a’Cy(d). Fazendo D = (Dy(Dy, D), ”Dg(Dl,Dg)) onde Dy = a? — a=ce Dy =
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i 2C,-D; C| : > :
% — & =5 — =+, temos que D = 0 se e somente se D = 0. Além disso,

a?C2—D32
@ 22 I 1 0
GDL 8D2 _ Cl # 0
i dID-J a'ﬁg 1 a2CI - Dl .

13D, D, |D2—a?*C: (a’C:— Do)’

Por outro lado,

o im
. = - C1 on
J(Dy, Dy)(a(a), m(a)) = a [ 1Cl
0 5 (&-8)

Usando a equagio (veja a Equagdo 4.28 em [HK]).
Q Ci _ 1 k+2 (Ei(a) E+(Q)>
0. G - ((m m) + (cot @ — tan a)) . (E-_(d-) E_(a)

—2(cot a + tan a),

onde

Ei(y) = / \/cos2 ¢ — cos2ycos((1 F2/(k+ 1))¢)do,
J0

temos que

J(Dy, D2)(a(e), m(a)) = —2a (% 'y 1) kzg (g*_‘g% gg;) .

Pelo Lema da Monotonicidade em [HK], a fung¢do v — %% ¢ estritamente decrescente

: - e . E 5 )
em (0,7/2), com lim,_, B+ — 1 e lim,,zx E+(n) — _k_  FEntdo temos que o Jacobiano de
=0 E_(7) T3 E_(7) k+2

D(a(a), m()) ndo se anula. Portanto, o problema periddico para superficie Mgz, T > 1,

€ nao-degenerado. =

Novamente, usando o Teorema 5.10 em [RUY], temos:
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Corolario 2 Correspondendo ds superficies My ., para cada k > 1 e z > 1, eziste uma

famidlia a um-pardmetro de superficies CMC 1 correspondentes completas em H.

Observacao 3 O caso > 1 é mais facil de tratar do que o caso z = 1, pois quando z > 1
nio existe linha reta contida em M., e o disco D coincide com o pedago fundamental.
Conseqiientemente, o Teorema 5.10 de [RUY] pode ser aplicado mais diretamente. E por

isso que o Teorema 4.2 vale para todos os k > 1, e Teorema 4.1 s6 é provado quando k = 1.

Observagao 4 Para as superficies que correspondem a M, z > 1, todos os trés fins

sdo assintoticos aos fins dos catendides primos. De resto, a geometria destas superficies é

similar & das superficies correspondentes a M ;.

Figura 1.4: A superficie correspondente a X (M;) em H? com o modelo Poincaré, cortes no

plano z,z3 e no plano z,z3
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Capitulo 2

Uma estimativa inferior para o indice

2.1 Introducao

A demosntragio de que existem superficies em R® compactas com curvatura média cons-
tante H # 0 e que nao sao esferas redondas foi primeiramente dada por Wente [We].
Sua construgdo é baseada em solugdes especiais da Equacdo de sinh-Gordon, e produz
superficies CMC de género 1. Abresch e Walter consideraram um subconjunto destas su-
perficies (H-Toros). Eles admitiram que estas superficies possuiam uma familia de linhas
de curvatura planas, e deste modo puderam dar uma descricio mais concreta destas su-
perficies. Spruck [S| posteriormente mostrou que as superficies consideradas por Abresch
e Walter correspondem exatamente as mesmas superficies consideradas por Wente. Aqui,
chamaremos estas superficies de toros de Wente simétricos.

Resultados sobre o indice destes toros apareceram no artigo de Rossman [R2]. Usando
um metodo similar ao dele, iremos melhorar a estimativa inferior do indice destes toros.
Mais precisamente, pravaremos que todo toro de Wente simétrico tem indice pelo menos 8.
Este capitulo € organizado do sequinte modo: Na se¢do 2 daremos uma breve descricdo dos

toros de Wente simétricos. A se¢do 3 contém alguns resultados sobre indice, e na tltima

secao provaremos nosso resultado principal.

2.2 Toros de Wente Simétricos

Nesta se¢ao daremos uma breve descrigdo dos toros de Wente que sdo simétricos. As provas

dos lemas e detalhes sobre as afirmagdes contidas nesta secio podem ser encontradas em
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Considere ¥ - S — R’ uma imersao conforme de classe €™ onde S ¢ um toro

compacto de dimensio 2 com a métrica induzida e (. y) sao coordenadas isotermicas em

S. As formas fundamentais, a curvatura de Gauss e curvatura média sao dadas por:

[ = E(dz* + dy?) (2.1
[[ = Lde*+2Mdzdy + Ndy’ (2.2)

A condicio H = const. é equivalente a que a diferencial de Hopf ® dz* seja holomorfa, onde
¢ := YL - N)—iM e z=x+iy. Neste caso, visto que S é um toro, podemos considerar
a imersio X acima como sendo ¥ : C 2 R? — R’, a qual deve ser duplamente periddica
em relacdo a algum paralelogramo I' C C (i.e., § = C/I'). Além disso. ¢ € constante e a

0 sendo

imersao & nao tem pontos umbilicos. Por outro lado, (z,y) pode ser escolhido
parametros de linhas de curvatura.

Definindo F : @ € R®° — R por HE = e, entao podemos deduzir as seguintes

equacoes (Gauss e Weingarten):

Mais ainda,

o

AF 4+ 4H sinh F =0,

o

onde A = 25 + 25 e N : § — R’ é a aplicagdo normal de de Gauss.




2.2. TOROS DE WENTE SIMETRICOS

Conclui-se que o problema de encontrar toros com curvatura média constante Hmersos
em R reduz-se ao problema de encontrar solucoes do sistema (2.4) e (2.5 Al HHERT
as funcoes F. N, ¥ que sao solucoes desse sistema devem ser analiticas, definidas em X~ ¢
] 1 . 1 - r . - 1 .
duplamente periddicas em relacio a algum paralelogramo I' C R®. Uma prova da existencia
de tais funcoes satisfazendo as condicoes acima fol primeiramente dada por Wente [Wel.

Walter e Abresch ([Wal,[W]) perceberam a existéncia de simetrias destes toros e exi-

VVaIT O

biram suas solucoes, que passarcmos a chamar de toros de Wente simeétricos. Mais ainda,

Walter integron explicitamente o sistema (2.4). Na notacao de Walter, a solugao F de (2.5)

tanh ( i ) = v -7 - cng(ax)ene( oy (2.6)
\ 4 :

k=—=g8in: 8. k=

¢ ‘:‘lt!" PDOT:

onde cn; denota a funcao amplitudinus cosinus de Jacobi com modulo &,

sin ¢, para 0,60 € (0,7/2)e@+0 < 7/2 e
— = ' sin 26 __ sin 26
=vtan fd, F=Viant, o= \H—mm—., o= ,/4H———
V" sin 200+ 8 \  sin 2(8 + 8
¥
O lema a seguir aparece em [A| e [Walj.
g l. £ Q T ) ) reSenNT ‘:‘ T { (1

Lema 1 O conjunto de todos os toros de Wente s

biunivoca com o conjunto das fragoes reduzidas £/n € (1, 2

oro de "‘-.\,7.‘[1T_|_’ por [[ o

Para cada ¢/n, denotaremos o correspondente

A condicdo de dupla periodicidade da funcao vetorial # (condicdo de fechamento dos

toros) é expressada em termos de # e #. Usando a teoria das fungdes elipticas, Walter

mostrou que existe exatamente um # que satisfaz o problema de periodo. Computagao
om £/n

A = 65.344955354°. O outro problema de periodo e sua relagao c

numerica nos da = 60.344905:

é expresso no seguinte lema:

Lema 2 Para qualguer ¢/n € (1,2), existe exatamente uma sotugao ¢ € (0, 7/2 -0
ta cos® ¢ ‘,‘!': - sin 2#
- o
- i
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/] \

Observe que a integral (2.7) ¢ mais adequada para computacao numerica. Na
)

aparccem alguns valores de # ¢ sua relagao €/n

Agora, s¢ L (resp. ym) denota a comprimento do periodo de eng(ax) (resp. englay))

entao temos o secuinte lemmea.

Lema 3 X : C/T — Wy, ¢ win difeomorfismo conforme, onde

[" = spang (i, 0), (0, yem) booquand

TV

! \
tn Yin \ ‘ \ " »

— ;,‘I‘W,ﬁ;,\r«; | ( . ——J X {E‘]. ."/t s ,] AT Ao t e nar
LI . _) _) / /( ) )

curavaturas
planas em Wy,.

Observe que o comprimento Te, (resp. yem) pode ser facilmente calculad

uso das integrais elipticas completas de primeira espécie, isto é:

X

L [T di P dy :
Ton = P resp. Uin == s ' :
& Jo \V4 1 — k*sin” %, ) =3

2.3 Definicao e resultados sobre indices

Nesta secio descreveremos o operador de Jacobi e sua relagao com a definicdo de indice.

2 Z 5 i [d2 . cr . ’ A g p
Considere o operador de Jacobi L = A + |o[> em S, onde & é a segunda forma funda-

mental da imersio X. Denotamos por @ a forma quadrética associada a L, isto €,

Qu,u) = — / L(u)udA = [ Vul? 2u?]d

PR -
/T JO/T

onde u é uma funcdo suave. E bem conhecido (veja [BC]) que superficies com curvatura
média em R? sdo pontos criticos do funcional drea para variacoes que preservam o volume.

Além disso, a férmula da segunda variacdo do funcional drea ao longo de uma variagao

cujo campo variacional é uA coincide com Q(u, u) e a condigdo de preservagao do volume

T;A hela
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-erlt.

¢ equivalente a [ondAd = 0. Assun, se

denota o espaco das variacées que preservam o volume. entdo podemos dar a seguinte

definicao (veja [BCJ):

Definicdo 1 Ind(S). o indice da imersio ¥ de S, ¢ a dirnensao mazxima dos subespucos

'I'!_’ 1/ restrito 0s (JUuans (2 ¢ f’l‘_!,'l"f;‘.“ll 'ft‘ffi'fpﬁpff'[ffi..

Pela definicao de F e equagao (2.3), pode-se ver que

Qlu,u) = / wl(uw)dr dy, (2.9)
JC/r

onde Lu=—Au— Vu; V :=1H cosh(F).

Note que em (2.9), estamos integrando com respeito a métrica plana em C/T. Considere

2 200 /T ~ oo (/T [, 2 / o o e B S
2= L*(C/T) = {u € C=(C/T)| ¢ ,p uw’dz dy < oo} munido do produto interno (u, v)r: =
J'C-‘r uv dz dy. O seguinte resultado contém a teoria espectral para o operador L. (Veja,

por exemplo [U]).
Teorema 1 O operador L =—A =V em C/T tem um espectro de autovalores discretos

3, < fp < o0 S0

/

(cada um considerado com multiplicidade 1) com correspondente autofuncoes

. P 7 , 9 7 - g W G . ~
as quais formam uma base orthonormal de L*. Além disso, temos a sequinte caracterizagao

variacional para 0s autovalores:




)4) 2 YAl ) Q Y7 \ 77 \ \NTT
)& (W ) 141 A 1iVI [
JTLiL( ! il }

Lema 4 Se L tem k autovalores negativos, entio, Ind(Wy,) ouw é k ou k — 1.

Prova: Escolha k tal que 3. < 0 oty eseja Vo= spanf{vy, ... ). Se ST o ap; €

Conseqiientemente, se definirmos I para ser un

1 subespaco de dimensao maxima tal que @)

restrito a U seja negativa definida, entdo dim(H) > dim V' = k. Suponha que dim(U) > k, e

seja P : V' — U a projecao de 1" sobre . Como dim(P(V)) <

N I S . _
~ K existeu € 4 com (u, u

l tal que u L {P(V)}. Assim, [V} (pois 0 = (P(v),u) = (>,
(Do U VE=1;:055 k., onde {u,;}’_ é uma base ortonormal de I/, com u, := u). Neste caso,

tomando u N0, b,

= emosque b, =0Vi=1,2,..., k. Entao Q(u,u) =) .o, b3 >
0, que é uma contradicao. Assim, dim(U) = k. Agora, seja 7 : Y — R o funcional linear

definido por 7(u) = [

r udA. Como a dimensdo do niicleo de 7 é pelo menos &

temos por definicao que Ind(W,,,) > dim(Ker(7)) > k — 1

Ker > k — 1. Por outro lado, com

espaco no qual ) seja negativo definida tem dimensao no maximo k. Ind(W,/n
i 5 1 < J -

Obsevacgao: Segue do Lema 4 que se existe um subespago de dimensao k tal que () restrita

1
a este subespaco

seja negativa definida entao Ind(W;/,) = k£ —1. Pelo Lema 4 acima, nosso

objetivo torna-se entdao calcular o nimero de autovalores negativos do operador L.

L

Agora, usaremos um fato conveniente : Para os toros planos C/I", com I' = spany { (a1, as),

)1, b02) }, 0 conjunto completo de autovalores de —Awu; = o;u; é dado por
{2
I ) ) )
~ - 909 mio )" = (1A — Mo01)")
Q100 — Qo0 )¢
.~y * £ o ] . .
com correspondentes autofuncoes ortonormais dadas por
') P \
. ] s) | — B—— T o — M A I I — TNo0 /
L O = -
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onde my,my € Z e

Cmymy = V 2/ (102 — agby) se |my|+|me| >0 e coo=+/1/(arby — azby).

Com a ajuda do Lema 3 e o fato acima, listamos na Tabela 1 os primeiros dezessete o; e

fhis
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valores préprios | fungdes préprias valores préprios funcoes proprias
o; para ¢ impar u; para ¢ impar o; para £ par u; para £ par
= ( T S— — R -
ay =0 Uy = VT tnYtn ap =0 UL = Zintn
0y = AT uy = S0Crz/(nze)) g = 1677 up = Sn(Tz/(nzen))
i nicy 2 \/m : ”_253: 2 \/m
i e Hi cos(2mz/(nx¢n)) Bis 1672 Ua = cos(dnz/(nzen))
¢ l’l":L‘“r'" d v NTinYen/2 ? nzzf“ s vV NTenYen /4

o . ] 2rz 2ry
_ 4x? — sin(2my/yen) - dn3 + 42 b gin( ;=R g )

By =3 Uy = Qy = e il
Yin v NTenYen /2 nzrf“ Yin \% NZynYtn /4

cos( —2:’ +§—"1)

472 cos(2ry/1 472 472 fn ' Yin
as = i7° us = (27y/yen) o = ST 4 4z g = n

Yin \/ NTenYen /2 e Yin NZTenyen /4

: 2r 2w
i, = 1672 o sin(4rz/(nz¢n)) o 472 + 472 - . - gt el

' I = = 6 = P g SR P § =

" Tt \/ T enYtn /2 s Yin v/ NTenYen /4

2 2rz 27y
_ 1672 . cos(drz/(nzey,) _ 4nx? 472 _ cos( ;= =X)
Or = 22T U7 = pap—_— Qr = 77 + = | uy = —F—a=—=l
n \/ NZenYen /2 tn Yin N enYen /4

B TR 2 sin(47y/yen )
O = <35 4 2 ug = nTyn  Vin ag 16w s = in(4my/Yin )

23 = 8
T Yin vV NZTenYen /2 Yen NTenYen/4

Il

of 2xz_, 2wy
472 2 cos( =+ ) - | cos(4my/yen)
Qg En 4T Ug = nZgn  Yin Qg = 167 Ug = \47Y/Ytn

- : J 2 g
" Tin Yin \/ TenYin /2 Yen \/ﬂI[n Yen/4

COS( 2wz _ 2wy )

472 472 6472 sin(8wxz/(nz¢,))
a = o + - | U = ——=a=u a0 = 77 ik g
LT Yin / NZenYen /2 Tin | NZ¢nYen /4
|
2nz 27y ;
gy = M B LT T tyy = uyy = 872/ (nz¢n))
= i : 1= = il | B
noTy, Yin \/ NZTenYen/2 N T, \/ NTenYen /4
. 6wz 27wy
1672 __ sin(47y/yen) — 3672 + 472 - w

(g = =4 Urg = Q2 = 2.7 T ;7 | Yiz=
. Yin 1 \/ NTenYen/2 127 nlz], Yin : \/ NTenyen /4
cos(£x= +3—”3)

_ léxn* __ cos(4my/ye _ 36w 472 _— nz
Qi3 = - uyg = SUEIMn) | oy = 37 4 Upg = ———o_tin

2 2 2 =
Yin NTenYtn/2 N T Yin V NZenlen /4
. 6rz 2y
3672 __ sin(6rz/nzen) __ 36xt fi 472 _ Sm(nzgﬂ +y13 )

Q1y = 5 7 U4 = Q= 573 T 7 | U4 =
Ty, ’ 1 \/ NTenYtn /2 n’zy, Yin v/ NTenYen /4

T
COS( 6rz 2_""2)

36m2 cos(6wz/nzyey) 3672 472 nzen ' Uen

Qs = S5 Uy = —p——== | Q15 = 57 + =3 U == :

° N Tyn ¢ NTenYen/2 = R T Yin NTenYen /4

1672 . 4x? din{ e SoK) 1672 | 1672 sin( ;2= +374)

_ me . 4 i = T = —"%n ¥in
O16 = pnr T g | Wi = =Bl | a5 = 577+ - | Upp = —milX
tn n NTenYtn/2 in tn NTenlYen /4

5 5 (- Amz_ 4 27y ; ] Arz | 4wy

_ 1672 | 4x? _ s ) — 1672 | 167 _ e tiy)
7=+ | Wy = iy =S+ S | Ui = :
Lt Yin \/ NEenYen/2 LT Yen \/ N&nYtn /4

Tabela 1: 0s primeiros dezessete autovalores e autofuncgdes de —Au; = oyu;.

Observe que, com esta ordenacdo, ndo temos necessariamente a; < a; para @ < J.
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Porém, ainda temos o; " oo enquanto 7 /' oo. Escolha o), a,q), -+, um conjun
completo de autovalores com multiplicidade 1 do operador —A no toro plano C/I’ mas
reordenado de forma que a,() < ay2) < -+ 7 00. Definindo as constantes

Vain = min  V(z,y), Moo = Ma% Viry)
(z.)eC/r zy1eC/r

Emin =-A- Tl";nina Emax S R Vmax

entdo @) = (i) — Viin(resp. @yu) := (i) — Vmax) constituem o conjunto completo de
autovalores com multiplicidade 1 de Ly, (resp. Lmax). Observe que as caracterizagoes

variacionais dos autovalores (3, e a,,) sdo dadas por:

3 = inf sup oLodx dy
Va uo\LzI C/r

Qym) =inf | sup /ﬁ o(—A¢)dz dy
L/

V. . = s
no\ lsll 2=t
dEVR

onde V}, varia sobre o conjunto dos subespago de dimensao n de C*°(C/T"). Como

f 3(—V)edz dy < —Vimin ¥ ¢ € L*(C/T) com |[|9][7 :f ¢*drdy = 1,
C/F C,’F

entao

B = mf sup f —A¢) + ¢(=Vo))dz dy
C/r

Va el 2=1
PEVR
& mf sup ¢(—A¢)dxdy | — Viin
liell2=1 JC/r
PEVR

= Qp(n) — [’min = Qp(n,)

Usaremos esta ultima desigualdade para provar o seguinte lema:
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Lema 5 Escolhendo p € Z™ de forma que ap,) < Vimin entdo

IndWyn) 2 u— 1.

Prova: Temos que 3, < Q) = () — Vinin < 0. O resultado agora segue-se diretamente
do Lema 4.

Um dominio fundamental de uma autofungao é qualquer componente conexa do com-
plementar do conjunto de zeros desta autofungao. O teorema do dominio nodal de Courant

(veja [C]) serd usado para provar o seguinte lema:
Lema 6 Para todon € Z™, n > 2, temos que

IndWyn) 22n—-2 se ¢ éimpar, e IndWy,)>n—-2 se ¢ ¢ par.

Prova: Considere u :=< 7,N >, onde 7 é o campo vetorial em R*® associado com a
rotacao em torno do eixo da simetria rotacional de Wy/,. E um fato bem conhecido que
u pertence a nulidade de L, isto é, £L(u) = 0. Para ¢ impar (resp. para £ par) o conjunto
{[z,y]; /T € Z} é transformado por ¥ em 2n (resp. n) geodésicas planares fechados
cada uma estando no plano que contém o eixo de simetria rotacional de W;,,. Entao este

conjunto de 2n (resp. n) curvas fechadas estdo no conjunto nodal de u, isto é, u = 0 neste

conjunto. Escolhendo vx41 = u, entdo {vy,..., vk } sdo as autofungées de £ associadas com
correspondentes autovalores ) < 3 < --- < G < 0. Como {[z,y]; ﬁ € Z} pertence ao
n

conjunto nodal, temos que V¢4, tem pelo menos 2n (resp. n) dominios nodais. O teorema

i

do dominio nodal de Courant diz que o numero de dominios nodais de v,; é menor ou

igual a k£ + 1. Portanto, temos que 2n < k + 1 quando £ é impar e n < k + 1 quando £ é

par. A conclusao segue agora diretamente do Lema 4.

2.4 Estimativa inferior para o Indice das Superficies
14 " /n

O Lema 5 nos dd uma limitacdo inferior para o indice dos toros, pois podemos calcular

explicitamente a,; (veja Tabela 1). O sequinte resultado é uma aplicacdo imediata dos
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Lemas 5 e 6.
Teorema 2 [nd(W;,) > 8V €/n, com ezcegdo das oito superficies:

”—:s;"za H"‘-a/rs- WS;‘:;, ["V?,H- ”’rx,f& Wiz, ['Vu/o € ”"mm-

Para estas superficies, listamos na Tabela 2, os correspondentes valores de €, Ten, Yen
e a estimativa inferior para seus indices. Estes valores aproximados de 6, z¢, e Y., foram
numericamente calculados através do Lema 2 e das férmulas (2.8). Observe que, embora os
autovalores dependam da escolha de H, o nimero de autovalores negativos é independente

de H. Entdo, sem perda de generalidade fixamos, H = 1/2.

Wen | 6 Tin Yen Lema (5) Lema (6)
estimativa para | estimativa para

| Ind(Wi/n) Ind(Wy/n)

Wse | 17.7324 | 2.5556 | 4.2131 2 ; 2

Wyys | 12.7898 | 3.2767 | 6.3355 | 6 1

Ws/s | 21.4807 | 1.7557 | 2.6402 2 4 |

Wra | 22.8449 | 1.3315 | 1.9447 2 6 .

Wsss | 20.1374 | 2.0842 | 3.2321 2 3

Wia/r | 22.3044 | 1.5150 | 2.2380 2 )

Wisse | 19.1243 | 2.2970 | 3.6514 4 7 |

Wie/o | 23.2182 | 1.1872 | 1.7208 | 2 g

Tabela 2: z;,, i, foram calculados usando H = 1/2.

O restante deste trabalho é dedicado a verificar numericamente que Ind(W,) > 8 onde

Wi/n € quaisquer das oito superficies descritas acima. Para isto, comecaremos encontrando

subespacos especificos no qual o operador L é definido negativo.
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1)
Considere nm subconjunto finito {@, = u, Iy = U,  de autofuncoes le —A
cm C/T, definido na seqio 3 com autovalores correspondentes &, = a = of
\.
consideramos qualquer w = » a;il; € spanfi,, ..., uy}, @, .... ay £ K, entao
—
Y e
/ wlo(w)drdy = ; !f,!l’./ L=y, — Vo dedy =
— 2 g /N
N
= /; a; (0,0, — by )a
r=1
onde b; = AJC. o Vigudz dy. Assim, ./fC"r ul(u)dz dy < 0 para todo u € span{ii,...., iy}

nao-nulo se, e somente se, a matriz (tjdij — bij)ij=1...~ € negativa definida.

A observagao seguinte ao Lema 4 implica imediatamente o seguinte resultado:

Teorema 3 Se a matriz N x N (6;0;; —b;;); i=1.....

N —1.




24. BESTIMATIV

Definicao 2 Paru A, B

NLon Yen

[’:| L =
NXenlin
L
li(é;n)=
""‘"-lin.urn
e L
Is({,n) = ——
NE g Yin
|
[5(6.n) =

NTmYen .

NTmYen .

1

\ INFERIOR PARA

O INDICE DAS SUPERFICIES I

interros pares e €,

2, 1) COs

', 1) COs

)
533,

77 +
L

n e definimos as sequintes tnbegrits

e\

) r.f{j!f.!'

{ dma

I 'r‘n,r: /

" 8z
L.
\ "L ¢p

) dy dx

, 1) COS

167z
N Yen

Az
NTen

) COS

, ) cos

5 Lﬂ"‘ COS

Agora, para cada superficie W/, dada na Tabela 2, fixaremos N = 9 e escolheremos o

subconjunto

escolhas estdo apresentadas na Tabela 3.

{1 g} tal que a matriz (&;d;; — bij):

j=1...~ Seja negativa definida. Estas

19
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|
T[ ) (1} 4 lg  rd LR )
1 p | ILg 3

Wy L b |ty | wq | us | I L2

Wiar | wy | | ug | wg | us | wyg | wyy | w2 | ugg

Tabela 3: Autofun¢ées de —A produzindo espagos de dimensdo 9 sobre qual L
negativo definido
Com estas escolhas para #;, temos o seguinte lema.
Lema 7 Todos os elementos das matrizes M(€,n) := (&;0;; — bi;); i=1._o podem ser

pressos em termos das integrais bdsicas Iy(¢,n, A, B) e Ij(¢,n) com A,B par,

Iy

) A

Prova: Temos por definicao que a funcdo V' tem as seguintes simetrias:

)
(lom uso renetid lac 1dantidad . - (A o (hY — cinl A 7 : I —
OI1l O repetid lds ld€entldades Cos(a = 0) = coSs|la) cosio) + sin(a) sini(o S1n = 0

Lemaos que

sin(a) cos(b) £ sin(b) cos(a), sin“(a) = 1 — cos?(a) e as simetrias de V
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para as “"J .- 7;._) l{t.li_) 0, )
superticies IV My =y —64(0,(3,2.0.0) — [y(3,2,0,2))
‘ l;’r',_', = (¥5 — 64 [H ; ..,'J_)'
; J

‘ .1[T‘;':f.l'f‘{j1[ﬂ 2,0)
-.11{;;‘;_- — ey o= 'J-l"’r.J[-J.l;).{J.fJJ — /,,fig”_? =
fo(3, 2,2, 0)+
+2 [;“’ 2 J_)
M=y — 320(3.2.0.0). para i =2.3.4.8.9

[odos os outros _U,_; com ¢ < j Sa0 zZero.

para as My = —48 [H(4,3,0,0)

superficies Wy | Myy = iy — 48 Iy(4,3,0,0) + 2 L(4. 3)
| M33 =a3 —48 (4, 3.0, 0)—-2 6L(4,3)
| Myy =0y — 48 1p(4,3,0,0) + 2 [,(4.3)
.’llr',j, = a5 — 48 [ l;i 3,0,0) -2 Irll: 13)
| Msg = ag — 48 I(4,3,0,0) + 2 I,(4.3)
| M77 =07 —48 I,(4,3,0.( )) — 2 [,(4,3)
-2 [4(4,3,0,4

| yMs s = oy — 348 (Iy(4,3,0,2)
| Moy = ag — 96 (4 Ip(4,3,0.4) — 4 [,(4.3.0.9) -
| Ip(4,3,0,0)

| M3 = —2v/2I,(4, 3)

| Mg = —48v/2(=1y(4,3,0,0) + 27,(4.3.0.2

| Mys = Msz = —48(—Iy(4,3,0.0) + 210(4.3.0.9)) —
| 27,(4, 3)

Todos os outros M, ; com i < 7 sao zero.

para as | My, = —48 I)(5,3,0,0)
superticies W53 | Mys = o — 48 1(5,3,0,0) + 2 I(5,3)
| M33 = a3 — 48 [( 21
| Mss5 = a5 — 96 I(5,
| M6 = ag — 48 I(
| M7z = a7 — 48 Iy(
‘uQ: =Gy = 48 [0(
\[» ) = g — 48 [r)(
Mi515 = ags 5= 96 [Ul'
M 7 = —=2/21,(5, 3)
M35 = =2(11(5, 3) + I,(5, 3))
Todos os outros M; ; com i < j sdo zero.

T

. it P S

| para as M= ".m_ 64 Ip( ), 0)
superficies W;,, | parai=1.2. 3. (). f.b, 9. 14,15
Todos os outros M; ; com i < ] sao zero.
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Para as | M = 16n (¢ n,0,0)
superficies | Moo =g — 160 [H(0,n,0,0) + 20,(4, n)

| [[\.; i ”_' - . .\[r;“-; — (3. - lrif:’ [\]'T"-”-FJ.I']J — _}[Jr'b FH

Wiam, Wiers | Myy = ay — 160 (£, n,0,0) + 21,(¢,n)
| Ms5 = a5 — 16n [y(€. n,0,0) — 21,(¢, n)

| M0 =g — 16n Lh(¢,n,0,0) + 21500 n)
“[; = X2 — L6n Ir\:i-‘,r'f.‘:'.ljl‘r = ._.)[';';’". )

.‘l[lg“)‘:_ — CE E_!.;H I;,iF‘JEJ‘ 1—2[3[/_,'}.} |
‘ J[E.;‘L; — ¥y — 16n ”\'f.”.“.l},' - 2[')[!’_,’1‘.i I

| M3 = =22I,(¢,n)

| M = =2V ! )
-U: = —4d [‘: 5T,
Ms = —4 [5(¢,n)

| My 0 = —41,(¢,n) + 215(¢, n) |

| Ms13=-=21(6,n) — 2[s(€,n) ‘
Todos os outros M, ; com i < j sdo zero.

Tabela 4: Elementos das matrizes M(€,n) expressos em termos das integrais bdsicas

[sto prova o lema.

Através de métodos numéricos, podemos estimar que todas as matrizes relevantes

[;(¢,n) para 7 > 1 sdo aproximadamente zero, e que

[(3,2,0,0) =2 0.29 ; In(3,2,2,0) =0.23 ; 13(3,2,0,2) = 0.24

o
o
| S
2
b
)

T4, 0.25 1 Io(4,3,0,0) 2 0.10 ; Ip(4,3,0,2) = 0.03

[12

I5(4,3,0,4) = 0.01 ; Iy(5,3,0,0) 2 0.45 ; Iy(5,3,2,0) 2 0.39

I5(5,3,0,2) = 0.40 ; Ip(7,4,0,0) = 0.60 ; [,(8,5,0,0) = 0.18

Iy(12,7,0,0) = 0.26 ; [5(14,9,0,0) = 0.08 ; 1,(16,9,0,0) = 0.34

[sto implica que as oito matrizes M (¢, n) sdo aproximadamente dadas por
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[ —9.50 () () () () 0] 0 )
() -7.99 0 0 ) 0 0 ()
0 0 —-7.99 0] () 0 0 ()
() 0 0 -1.36 () 0 0 0 )
(3. 2) = () 0 () () ~15:9 0 0 0 0
) ) §] 0 () —&.70 () ) ()
() () 0 0 () () ~5.76 (0 ()
() 0] ) () () () 0 —2.76 0
() () () () () 0 () () -5.00
-5.17 0 0 0 0 0 0 0 -3.23
0 —3.93 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -3.53 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -3.78 0 —2.29 0 0 )
M(4,3) = 0 0 0 0 —3.78 0 —2.99 0 0
0 0 0 —2.29 0 —3.78 0 ( 0
0 0 0 0 —-2.29 0 -3.78 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —0.25 0
—3.23 0 0 0 0 0 0 0 —2.69 ,
—21.75 0 0 0 0 0 0 0 0
0 —20.32 0 0 0 0 0 0 0
0 0 —20.32 0 0 0 0 ) 0
0 0 0 -33.17 0 0 0 ) 0
M[5.3) = 0 0 0 0 —16.06 0 0 0 0
0 0 0 0 0 —16.06 0 0 0
0 0 0 0 0 0 —14.67 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —14.67 0
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—38.85 0 () () () 0 0 0
() —37.16 () () () 0 0 () 0
() 0 —37.46 0 () 0 () () ()
() 0 () —33.3 () 0 0 () ()
AL (GF; = () 0 () 0 —-33.3 0 () () ()
0 0] 0 () () —27.03 (0 () ()
) () 0 () () () —27.03 () ()
0 () () () 0 0 ) —26.33 ()
\ 0 () () 0 () 0 () () -26.33
—15.02 0 0 0 U 0 0 ' 0
0 —-13.56 0 0 0 0 0 0
0 0 —13.56 0 0 0 ) ) 0
0 0 0 —10.87 0 0 0 0 0
M(8,5) = 0 0 0 0 1087 0 0 ) 0
0 0 0 0 0 —9.20 0 0 0
0 0 0 0 0 0 9.20 0
0 0 0 0 0 0 0 —7.97 )
0 0 0 0 0 0 0 0 —-7.97
—29.70 0 0 0 0 0 ) 0 0
0 —28.30 0 0 0 0 0 0 0
0 0 —28.30 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —21.46 0 0 0 ) 0
NA(12,.7) =2 0 0 0 0 —21.46 0 0 0 0
0 0 0 0 0 —24.08 0 0 0
0 0 0 0 0 0 —24.08 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —18.65 0
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2.4, ESTIMATIVA INFERIOR PARA O INDICE DAS SUPERFICIES

f—12.10 () () ] 0 0 (0
0 -11.73 () ) 0 0 0
() 0 —-11.73 0 0 () 0 )
() () () -9.19 0 0 0 ()
M(14,9) = () () 0 0 ~9.05 0 0 ()
() 0 () 0 0 -10.63 () () )
() () () () () () —10.71 () (0
0 0 ) 0 0 0 () -8.34 ()
0 0 () 0 () () 0 0 —38.54 |
" —49.54 0 0 0 0 0 0 0 0
0 —47.86 0 0 0 0 0 0 0
0 0 —-47.88 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —-35.99 0 0 0 0 0
M(16,9) = 0 0 0 0 —35.57 0 0 0 0
0 0 0 0 0 —43.73 0 0 0
0 0 0 0 0 0 —43.73 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —32.80 0
0 0 0 0 0 0 0 0 —32.80

Todas estas oito matrizes de ordem 9 x 9 sdo negativas definidas. Conseqiientemente, o

Teorema 2 implica o resultado nimerico.
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