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Resumo

Usamos métodos da geometria equivariante para estudar e classificar as hi-
persuperficies de R2P+2 com curvatura escalar nula, invariantes pela agao
do grupo O(p + 1) x O(p + 1), com p > 1. Primeiro classificamos essas
hipersuperficies de acordo com sua curva geratriz, e mostramos que existem
exemplos completos e mergulhados. Depois, estudamos o indice de Mor-
se dos exemplos completos mostrando, em particular, que existe exemplos
globalmente estiveis. Esses exemplos estaveis dao contra-exemplos, em di-
mensdes impares maior do que ou igual a 9, para uma conjectura do tipo
Bernstein, na classe estavel, para imersoes com curvatura escalar nula.




Capitulo 1

Introducao

Os métodos da geometria equivariante tém sido aplicados com suces-
so por muitos matematicos para obter e classificar exemplos explicitos de
hipersuperficies com uma dada condigiao sobre a r-ésima curvatura média
e invariantes pela agdo de um grupo de isometrias. Um dos primeiros tra-
balhos conhecidos foi feito por Delaunay em [7], no qual ele classifica as
superficies de rotacio de R? com curvatura média constante.

Apés a classificagao dos grupos de isometrias de baixa cohomogenidade
feita por W. Y. Hsiang e H. B. Lawson em [15], varios trabalhos abordando
geometria equivariante foram divulgados. Estudando hipersuperficies de
R?™ invariantes por O(m) x O(m), W. Y. Hsiang, Z. H. Teng e W. Yu em
[16] mostraram a existéncia de imersdes de S*™~1 em R*™ (m > 2), com
curvatura média constante, que nao sdo esferas redondas. KEssas imersoes
mostram que a conjectura de Hopf é falsa em dimensdes maior do que ou
igual a 3. Foi nessa classe de hipersuperficies que T. Okayasu (ver [19])
conseguiu um primeiro exemplo de uma hipersuperficie M? C R?, completa
com curvatura escalar constante negativa.

Em [8], M.P. do Carmo e M. Dajczer estenderam a nocao classica de
superficie de rotacio do R® para uma hipersuperficie de um espago modelo
M"™*1(c). Neste trabalho, eles realizaram um estudo de classificagio das
hipersuperficies de rotagao com curvatura média constante.

Uma classificagdo das hipersuperficies rotacionais com curvatura escalar
nula, invariantes pela ac¢do do grupo O(n), conforme definido em [8], de um
espaco modelo M™% (c), foi feita por M. L. Leite e, posteriormente, genera-
lizada por O. Palmas para outras curvaturas médias S, com S, = cte (ver
[18] e [20]).

No caso de uma agdo com cohomogenidade dois, H. Alencar [1] em sua




tese de doutorado fez uma classificagio das hipersuperficies minimas de R*™
invariantes por SO(m) x SO(m). Nela, Alencar usa uma idéia de Bombie-
ri, De Giorgi e Giusti dada em [5], que consiste em fazer uma mudanga
de coordenadas adequada e reduzir o estudo das curvas geratrizes de tais
hipersuperficies, no espago de érbitas, ao estudo das érbitas de um campo
vetorial definido num aberto de RZ.

O. Palmas usando idéias contidas em [1], publicou um trabalho [21] so-
bre “Hipersuperficies com curvatura escalar nula em R?P+2 invariantes
pela a¢ao do grupo O(p+ 1) x O(p+ 1)”. Independentemente, esse assunto
era estudado por nés. Em seu artigo, Palmas estudou apenas o caso p = 1.
O objetivo desse trabalho é estudar o caso p > 1. Nés classificamos essas
hipersuperficies de acordo com sua curva geratriz, e mostramos que existem
exemplos completos e mergulhados. Depois, estudamos o indice de Mor-
se dos exemplos completos mostrando, em particular, que existe exemplos
globalmente estéveis. Esses exemplos estdveis -ddo contra-exemplos, em di-
mensdes impares maior do que ou igual a 9, para uma conjectura do tipo
Bernstein, na classe estdvel, para imersoes com curvatura escalar nula.

O espaco de drbitas dessa acao é o conjunto

Q=4 (=) eR*z >0,y >0}

e as hipersuperficies invariantes sio geradas por curvas 7y (t) = (z () ,y (t)),
denominadas curvas geratrizes, que satisfazem a seguinte equagao diferencial

0 = p(=2" )y (&) +2' ()y" (1)) (-‘J}% - iJ((tt)))

plp—1) (y (t))g (Js <t>)2 23’ (1) Y (1)
+ + — P =

2 z(t) y(t) z (t) y (1)
onde estamos admitindo que a curva v (t) estd parametrizada pelo compri-
mento de arco t. Para estudar as curvas geratrizes de tais hipersuperficies
procedemos como em [1], analisando as drbitas de um campo vetorial X as-
sociado. Cada érbita ¢(t) = (u(t),v(t)) de X estd associada a uma familia
M, de hipersuperficies geradas pelas curvas v,(t) = (Az(t), Ay(t)), estas

determinadas por ¢(t) a menos de homotetia. .

O campo X apresenta singularidades degeneradas P, P, e P3, 0 que
nao ocorre no caso p = 1, e sigularidades Py e P5; que sao um atrator e
um repulsor, respectivamente (ver Lema 2.2.3). Apds um estudo geométrico

do comportamento do campo conseguimos caracterizar seu retrato de fase.
Esse retrato de fase nos permite obter a classificacao.




Quando p = 2 ou p = 3, P4 e P5 possuem a estrutura de foco atrator e
foco repulsor, respectivamente. Quando p > 4, eles possuem a estrutura de

no atrator e né repulsor.

Essas estruturas determinam duas maneiras das curvas geratrizes do tipo
B assintotarem as curvas geratrizes do tipo A: ou intersectando-as infinitas
vezes quando p = 2 ou p = 3, ou nao intersectando-as quando p > 4. Deter-
minam também duas maneiras das curvas geratrizes do tipo C assintotarem
as curvas geratrizes do tipo A: ou intersectando-as infinitas vezes quando
p = 2 ou p = 3, ou finita vezes quando p > 4. O mesmo acontece com as

curvas geratrizes do tipo D, como veremos a seguir.

As curvas geratrizes y(t) no espago de érbitas de tais hipersuperficies

sao dos seguintes tipos:
A) 7(t) é uma das seguintes semi-retas:

ou

7 (t) = (cos (a) t,sen (o) t)

72 (t) = (sen () t, cos (a) t),

, e [ 3=2p i .
onde t > 0 e @ = 7 arccos (2;0—1) (ver figura A);

B) ~(t) é regular, intersecta ortogonalmente um dos semi-eixos z > 0 ou
y > 0 e assintota uma das semi-retas do caso A), quando ¢ — +00 ou
t — —oo (ver figura Bl para p = 2 ou p = 3 e figura B2 para p > 4, no
caso z > 0);
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Figura A




Figura Bl

Figura B2

C) ¥(t) é a uniao de duas curvas 8 : (—00,0] — Q e B2 : [0, +00) — (,
sendo f3;(0) = B2(0) uma singularidade. As curvas ; nao intersectam o
bordo do espago de érbitas e assintotam as semi-retas do caso A) quando
t — +oo (ver figura C1 para p =2 ou p = 3 e figura C2 para p > 4);

Figura C1

»

Figura C2

D) «(t) é regular, nao intersecta o bordo do espago de 6rbitas e assintota as
duas semi-retas do caso A) quando ¢ — +oo (ver figura D1 para p = 2 ou
p = 3 e figura D2 para p > 4).




Figura D1 _ Figura D2

Do ponto de vista topoldgico, sem estrutura métrica, temos que as hiper-
superficies correspondentes ao tipo A sdo cones que apresentam uma unica
singularidade na origem de R?*2_ os casos C e D correspondem a cilindros
SP x SP x R sobre SP x SP, sendo que as hipersuperficies do caso C possuem
uma érbita de singularidade e as do caso D sdo regulares. No caso B, as
hipersuperficies sio regulares e tém o tipo topolégico de um cilindro sobre
SP x SP, e uma das esferas S? se reduz a um ponto quando a curva geratriz
corta o bordo do espago de orbitas.

Vamos denotar por Cy e C z_q 08 cones gerados pelas semi-retas do tipo

A e caracteriza-los no seguinte teorema:
Teorema 2.3.1 Seja M?P*1 uma hipersuperficie de R?P+2 com curvatura
escalar nula e invariante por O(p + 1) x O(p + 1), cuja curva geratriz faz
um dngulo constante com o eizo z (isto é, u' = 0), entdo M € um dos cones
Cy ou C%_a.

Nossa classificacdo é dada no teorema a seguir.

Teorema 2.3.2 (de Classificagdo) As hipersuperficies ndio estendiveis de
R2P*2 jnuariantes pela acdo de O(p+ 1) x O(p + 1), p > 1, com curvatura
escalar nula, pertencem a uma das sequintes classes:

1. cones com uma singularidade na origem (hipersuperficies do tipo A).

2. hipersuperficies que possuem uma drbita de singularidade e assintotam
os cones Cy € C’%,a (hipersuperficies do tipo C).

3. hipersuperficies requlares que assintotam o cone Cy (hipersuperficies
do tipo B).
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4. hipersuperficies requlares que assintotam o cone C I« (hipersuperficies
do tipo B).

5. hipersuperficies requlares que assintotam ambos os cones Cy e C%_O
(hipersuperficies do tipo D).

Os principais resultados desse trabalho sao os teoremas abaixo que dao
algumas propriedades dessas hipersuperficies.
Teorema 2.3.3 Seja M?P*! uma hipersuperficie completa de R*P*% com
curvatura escalar nula e invariante por O(p + 1) x O(p + 1), entao M €
gerada por uma curva do tipo B ou D. Além disso,

i) Se M ¢é gerada por uma curva do tipo B, entao M é mergulhada e

assintota um dos cones Cqy ou C%_a;

ii) Se M € gerada por uma curva do tipo D, entao M é mergulhada e
assintota ambos os cones C, e C%_a.

Teorema 3.2.1 Seja M?*! uma hipersuperficie de R?P+2 mergulhada,
completa, com curvatura escalar nula e gerada por uma curva do tipo B ou
D.

i) Se p=2 ou p =3, entao tais hipersuperficies possuem Indp, M infi-
nito.

ii) Se p > 4, entdo as hipersuperficies geradas por uma curva do tipo B
sdo global e fortemente 1-estdveis (Indr, M = 0).

Em particular, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.2 Eziste uma hipersuperficie M?*! de R**2 mergulhada,
completa, com curvatura escalar nula e globalmente estdvel.

Este trabalho estd organizado como segue.

No capitulo 2, obtemos nosso teorema de classificagao e os exemplos
completos, mostrando que eles sao mergulhados. Inicialmente, na secao
2.1, obtemos a relagao existente entre as hipersuperficies invariantes e sua
curva geratriz y(t) = (z(t),y(t)). Veremos que ela satisfaz a equagao (2.3).
Introduzindo uma mudanca de coordenadas feita originalmente por Bom-
bieri, De Giorgi e Giusti (ver (2.5)) e supondo u' # 0, transformamos essa
equagio num campo de vetores X definido num aberto de R? (ver (2.11)). Na
secio 2.2, realizamos um estudo geométrico do comportamento do campo
X. Esse estudo nos d4 os intervalos de crescimento e decrescimento das




coordenadas u(t) e v(t) de uma érbita ¢(t) = (u(t),v(t)), o tipo de singula-
ridade que X apresenta e sua transversalidade ao longo de curvas especiais.
Essa transversalidade fornece barreiras para os possiveis comportamentos
das érbitas do campo X. Essas informagdes, junto com o teorema do fluxo
tubular e Poincaré-Bendixson, nos permitem provar que existem ligacoes
de selas entre os pontos singulares niao degenerados e os pontos singulares
degenerados de X. Na sec¢do 2.3, caracterizamos os cones C, e C o (Teo-
rema 2.3.1) e depois apresentamos alguns resultados necessarios para provar
o teorema de classificagdo (Teorema 2.3.2) e o Teorema 2.3.3. Em seguida,
relacionamos o comportamento das 6rbitas (u,v) de (2.11), obtido na secao
2.2, com o comportamento das curvas solugdes (z,y) de (2.3) e, a partir
dessas informacoes, provamos o teorema de classificacao e como corolario o
Teorema 2.3.3.

No capitulo 3, apresentamos alguns conceitos e resultados ja consagrados
na literatura que serao usados na demonstragdao do Teorema 3.2.1. Inicial-
mente, na se¢ao 3.1 vamos caracterizar as hipersuperficies M" de Mnﬂ(c),
onde M(c) é o espago R**!, §"*+! ou H"*!, conforme c seja 0,1 ou —1,
com S;,y1 constante. Elas sdo dadas por imersoes z : M™ — MRH(C) que
sa0 pontos criticos do problema variacional de minimizar o funcional area
A, (ver (3.3)). Na segio 3.2, introduzimos o operador de Jacobi T, (ver
(3.6)) e os conceitos de indice e de estabilidade da imersao. Uma exposigao
detalhada desses assuntos pode ser encontrada em [4], [11],[10] e [?].

Em seguida, utilizamos esses resultados para provar um teorema que nos
d4 informagoes sobre o indice Indy, M do operador de Jacobi T1 em M das
hipersuperficies M dadas no Teorema 2.3.3.




Capitulo 2

Hipersuperficies invariantes

por O(p+1)xO(p+1) em
R2p+2

2.1 O campo vetorial X

Sejam G = O(p+1)xO(p+1) e : GxR¥*+2 —; R?*? a agio candnica
(A, B, z,w) — (Az, Bw) do grupo de isometrias G em RPt1 x RPTL) onde
p é um natural > 2. O espago de érbitas dessa agao pode ser representado

por

W(R2p+2)ZQ:{(.’E,y)eR21$207yZO}’ (21)

onde 7 : RP*! x RPt1 — R2 ¢ dado por 7(z,w) = (|z|,|w]). A métrica
orbital coincide com a métrica candnica do R? e as 6rbitas principais sao pro-
dutos de esferas SP(z) x SP(y) (ver [15]). Se v(t) = (z (t),y (t)) é uma curva
em (), uma parametrizagdo explicita para hipersuperficies M = 7L (y) é
dada por f (t,a,b) =z (t) ¢ (a) ®y(t) ¢ (b) , onde @ e ¢ sdo parametrizagoes
em coordenadas polares das esferas SP (1) C RP*!. Por um cdlculo dire-
to, usando a parametrizacao acima, obtemos as curvaturas principais de




M = 771 () que sdo
—z" () y' (1) + 2’ (1) y" (2)

ky = - %

[('(£)* + (¥'(£))*)2
ki = g @ - i=1,2,.p (2.2)
() (@(1) + W (1)
ki = — Al j=p+1,p+2,...2p.

2 2
y(®)\/ (@ (1) + (/1))
A r-ésima curvatura média da imersao f : M — R?P+2 ¢ dada por
o= Z ki ki 15rsn
11<19<... <0y

Assim, se M = 7~! () é uma hipersuperficie com 53 = 0, ultilizando (2.2) e
a equacao de So temos que sua curva geratriz (2 (¢) ,y (t)) satisfaz a seguinte

equagao:

1(—2" (t)y' (t) +2' (£)y" (2)) (y' t) (t))
P (@®))+ () z(t)  y(t)
1 )\ 2 7 (£)\? 2z (t)y'(E
rLpto- (L2 (28)) - OFO) (54
2 z(t) y(t) z (t) y (t)

As curvas regulares (z (t),y (t)) que satisfazem a equagdo Sz = 0 sao
invariantes por homotetias e, portanto, para cada solugao ~(t) de (2.3) temos
uma familia M, de hipersuperficies invariantes com Sz = 0, geradas pelas
curvas 7, (t) = (Az (), Ay (t)). Logo, podemos aplicar o método desenvolvido
em [5] para estudar essa equagao. Observe também que se uma curva (z,y)
é uma solucio da equagio (2.3), entdo (y,z) também é solugao.

Sem perda de generalidade, vamos supor que as curvas v(t) sejam para-
metrizadas pelo comprimento de arco. Logo, quando y = y(z) temos

2 2
d p(p—1)) dy 2 di
d*y (”(?fl) ) [_ 2 (i (%) “L%)ﬂ’ f]

(2.4)

2
dx p(—.’n+y%)

Seguindo Bombieri, De Giorgi, Giusti [5] e Alencar [1] introduzimos os

parametros




—
[
[&3]

!
Yy Y
uw = arctan [ = ] e v = arctan T

que sao invariantes por homotetias

(z,y) — A(z,y)

e satisfazem as relacoes:

z = +/z2 +y2cos(u), y= 2%+ y?sen(u), (2.6)
2’ = cos(v), y' =sen(v), (2.7)

o A
' ot _yr—yzx

vV =—TY + _,L_th'! u" — W (28)

Admitindo «' # 0, multiplicando a equagao (2.3) por

g2y, Yz —yr)
e A T T
T4+ y (22 + y2)

usando as igualdades dadas em (2.6-2.8) e simplificando as expressoes obte-
mos a equagao:

0 = pv'sen (2u)[sen (2u) — sen (2v)]
p
2
—p? cos(u)sen (u) cos(v)sen (v)].

+u/[= (p — 1) (cos®(u) cos?(v) + sen %(u)sen ?(v))

Usando a igualdade

cos (2(u+v)) = 2cos?(u)cos?(v) + 2sen 2(u)sen ?(v)

T4 cos(u) cos(v)sen (u)sen (v) — 1

podemos reescrever a equagao acima da seguinte maneira:
o [
0 = v Apsen (2u) (sen (2u) — sen (2v))

+u' [lp (2(p—1) — cos (2u — 2v) + (2p — 1) cos (2u + 2v))
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que pode ser escrita como um sistema

1 1 ) .
e ——psen(2u)[sen (2u) — sen (2v)] (2.9)
dt 4 )

dv

1
5 = gp[i! (p—1) —cos (2u — 2v) + (2p — 1) cos (2u + 2v)). (2.10)
G

Associamos a esse sistema o campo vetorial X = (X, X2) no plano (u,v)
dado por

1
Xi(uwv) = zPsen (2u)[sen (2u) — sen (2v)],
| .
Xo(u,v) = gja[‘Z(gJ — 1) — cos(2u — 2v) + (2p — 1) cos(2u + 2v)].

2.2 Analise do campo vetorial X

Como nosso espago de érbitas é a regiao 2 dada em (2.1), precisamos de
informacoes apenas para z,y > 0, o que corresponde a regiao R = {(u,v) :
0<u<F,—7<v <7} no plano (u,v). Observamos que X é m-periddico
nas duas varidveis e invariante por uma translagao de (7, 7). Assim, basta

analisa-lo no intervalo [0, %] x [0, 7]. Vamos comegar analisando individual-

mente cada funcao coordenada de X.

Lema 2.2.1 A primeira coordenada X, (u,v) do campo X se anula sobre
asretasu = 0, u =, v=uev="%—-u e X (v0) = X;(u,5) =

—%.ﬁ('lﬂ.z(QIIJ. Além disso, temos (ver figura E, pdgina 13):

i) X1 € estritamente positiva nas regioes

.

|

Rlz{_u<z;<g_u}ﬂ{()<u<

R3 = {g —u<v <u}ﬂ{§ L T < g}

i1) X1 € estritamente negativa nas regioes

Ro={0<v<u}n{0<v< % ~u,},

Ry = {g —u<v< g}ﬁ{u <v< %}
Rs; = {(u,v) :0<u< %% <v <7}
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Demonstragdo: A prova deste fato é uma simples anélise do sinal e do
crescimento da funcao sen (2z) e vamos omitir.

Lema 2.2.2 A segunda coordenada Xy(u,v) do campo X satisfaz as se-
guintes igualdades:

1 ’ 7 1 ;
X3(0,v) = ip(p — 1) cos?(v), Xg(:zr-.,fu) = Ep('p —1)sen?(v),

1 . 1 ;
Xa(u,0) = Ep(p —1) cos?(u), Xo(u, g) = 5]}(1) —1)sen?(u).

Além disso, temos (ver figura E, pdgina 13):

i) X, € estritamente positiva em Sy = {(u,v); 0<u< F, F v <7k

raln

ii) Em [0,%] x [0, %] ezistem duas curvas (grdficos de fungdes) sem in-
terseccao, ambas ligando os pontos (0,%) a (5,0), que limitam uma
regido aberta Sy estritamente conveza e simétrica em relagdo as retas
v=uev=7%—u O complementar de S1 em [0, %] x [0, 5] sdo duas
regides So e S3 (S2 estd abaizo da retav =5 —u). A coordenada Xo
se anula sobre essas curvas e é estritamente negativa na regido Sy €

estritamente positiva em Ss U S3.

Demonstracgio: As primeiras afirmagoes sdo 6bvias. Observe que podemos
reescrever X, como

1
Xao(u,v) = §p[2(p — 1)(1 + cos(2u) cos(2v)) — 2psen (2u)sen (2v)],
e sen (2u)sen (2v) < 0 no interior de S4. Dai, obtemos i).
Para provar a segunda afirmagio, fazemos uma rotagao anti-horédria de
7 e obtemos as coordenadas (Z,7). Os zeros de X3 vistos como fungao de
(Z,7) ocorrem sobre os graficos das fungoes:

51() = == arccos (ws@\/gg_f)@ = 1))_, ' PP

22
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Om | (m/2,m) (0,x) (m/2,m)
|
+

Rs S,
(0,m/2) (m/2,1/2) (0,7/2)

R4

R 1 + + R1

R

(0,0) 2 ¢ (2.0
(/2,0)
Sinal de X, Sinal de X,

Figura E, que fornece os sinais das coordenadas do campo X.

|

<z<

s g W N cos(2v/2z) — 2(p — 1) V2
ya(T) = 7§ - mdrucos ( @p—1) ) i~

ORI

Observe que vale a igualdade:

- [-2(p—1) +cos (2\@5)}2 £ —2cos? (V2%) [3 — 4p + cos (2v27)]
(2p —1)° (2p - 1)?

Assim,
7 @) = e : (2.13)
\/i\/— [3 — 4p + cos (2\/5}')}

Definindo Q(Z) como

Q(Z) = — cos? (\/if) [3 — 4p + cos (2\/555)]
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temos

7 (@) = —%

1 |4v2cos (2v/2%) Q (Z) — sen (2v27) Q' (Z ]
V2 2(Q ()2

Assim, usando as igualdades

cos(2v2%) = 2 cos?(V2z) — 1
sen?(2v2%) = 1- (2 cos?(V2Z) — 1)?

podemos reescrever ¥ (Z) da seguinte forma:

7! (F) {4f[ 2 cos® (\FI) + cos (\ﬂ,)] [2—4p+2c082 (ﬁ?)]
~2v2 [~4cos* (V25) + d cos’ (vas)]
[1—2p+2cos2 (\/ia?)]}/zf[ Q ().

Apés uma simplificagio dessa equagao obtemos

8(p—1)cos (\/_x)

7(3) = > 0,

[— cos? (v/2%) (3 —4p + cos (2\/_37))]

(M)

para —gvr B L %T(. Isso mostra que o grifico de y; é uma curva

estritamente convexa e fornece as caracteristicas da regidao Si. A expressao
de X» nas coordenadas (Z,9), '

— ~ 1
X, (Z,9) = g? [2( —1) — cos (2\/_1,) (2p — 1) cos (2\/5?;)]
nos da o sinal da funcao Xo.

Lema 2.2.3 As singularidades do campo X (u,v) = (X1 (u,v), X2 (u,v))
em [0,Z] x [0,7] ocorrem nos pontos P, = (0, %} P, =(%,0), Ps=(3,m),
Py = (a,0) e P5 = (— =0 _a) . com a = THICCOH (%) Os pontos

Py, P, e P; sio degenerados, Py € atrator e Ps € repulsor. A matriz DX (u,v)
satisfaz DX(Py) = —DX(Ps). Os auto-valores de DX (Py) e DX (Ps) sdo
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*ﬂp(?’\/}?——l‘i'm) B ﬁp(fp\@h/p“%p?%‘pf?)

= ip—2 » A2 ip—2
\/ip(wpfw p3—5p2+6p—2) f\/ip(—ﬂ»’p—lﬂ-\/r’sff’p”ﬁﬁ—?)
M1 = 4p—2 y H2 = 4p-2 )

respectivamente.

Demonstragao: Usando os Lemas 2.2.1 e 2.2.2, concluimos que as sin-
gularidades de X em |0, :3} x [0, 7] ocorrem nos pontos P; , i =1,...,5. As

2
derivadas parciais de X sao
aX; 1
3 L= —5Ppcos (2u) [2sen (2u) — sen (2v)]
u
0X 1
(%1 = gZpcos (2v) sen (2u)
dX: 1
3 2 = P [sen (2u — 2v) — (2p — 1) sen (2u + 2v)]
u
X 1
3 L —2P [sen (2u — 2v) + (2p — 1) sen (2u + 2v)].
()

Portanto, DX (P,) = DX (P,;) = DX (P3;) = 0. Agora,

3—2p) 1 (2\/5\/_;;1)

= —arcsen
% — 1 aresen | ~op 1

1
¢ = — arccos
4 (

e, conseqiientemente, DX (Py) = —DX(P5) com

pyvp—1 _ _pvp—l
v2(1-2p) Vv2(1-2p)
DX(P) =
_pvp=1  _pvp-1
V2 V2

Usando a igualdade

s trago (DX) + +/(tragoDX)? — 4 det DX
a 2

para os auto-valores de DX, obtemos as expressoes dos auto-valores de
DX (P;) e DX(P5). Observando que o polinomio

Q(p) = p* — 5p* + 6p — 2

é negativo em p = 2 e p = 3, positivo para > 4 e satisfaz a desigualda-

de \/p3 —p? > \/53 — 5p? + 6p — 2 para p > 4, concluimos que Py é um
atrator.




Observacgao 2.2.1 Segue diretamente da demonstra¢ao do Lema 2.2.3 os

sequintes fatos:
1. Se p=2,3, entio Py é um foco atrator e Ps é um foco repulsor.
2. Sep >4, entao Py € um nd atrator e Ps € um nd repulsor.

Lema 2.2.4 O divergente do campo X (u,v) = (X; (u,v), X2 (u,v)) satis-

faz a igualdade
DivX (u,v) = pcos(u + v)[—sen (3u —v) — (p — 1) sen (u + v)]

e, portanto, X nao possui érbita fechada nas regioes:

) 7 m
D™ = {(u0);0<v<s-u0<u<s (2.14)
DT = {(u,v); - u<v< i.{) <u< z}
- 2 2 2

Demonstracgao: Usaremos as igualdades abaixo:

1 1
g [—sen (2u — 2v) + sen (2u + 2v)] = :{f:(‘(J.‘w'[ZH}S(_‘]l (2v), (2.15)
sen (2(u+v)) = 2sen (u + v) cos (u + v), (2.16)
sen (3u — v) = sen (3u) cos(v) — cos(3u)sen (v), (2.17)

. . . . 1 ; .
sen 2(v) cos®(u) — cos®(v)sen?(u) = = [— cos(2v) + cos(2u)] ,(2.18)

sen (3u) = 3sen (u) — 4sen 3(u), (2.19)

cos(3u) = ~l(‘ns‘3(u) — 3 cos(u). (2.20)

Usando (2.15) e as expressoes de X (u,v) e X7 (u,v) dadas em (2.11) obte-

mos:
o Lo 1 -
DivX (u,v) = = [—psen(4u) — psen (2u — 2v) + psen (2u + 2v)]
L,
= [yrsvn (2u + 2-.'!” :
Usando (2.16) temos
DivX (u,v) = pcos(u+v)[—(p—1)sen (u+v)]

sen (4u ‘sen (2u — 2v)
+p ( E ) - ( 5 ) .

F L
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Agora, a equacao (2.17) nos da igualdade

1 1 1
cos (u+v)sen (Ju —v) = 5 sen (du) — 5sen (2v) cos(2u) + 5sen (4u)

—sen *(v)sen (3u) cos(u) — cos?(v) cos(3u)sen (u).

Por outro lado, usando (2.18) temos

sen2u cos 2v

2

2 ; > S— .
sen2u cos 2u — sen “vsen Ju cos u — cos” v cos Jusenu =

Portanto, concluimos que

DivX (u,v) = pcos(u + v)[—sen (3u —v) — (p — 1) sen (u + v)].
Além disso,

sen (3u —v)+ (p—1)sen (u+v) > sen (3u —v) +sen (u + v)
e usando as igualdades (2.19) e (2.20) obtemos

sen (3u —v) +sen (u+v) = sen(u)cos(v)[4— -15(?113(11)]
+sen (v) cos(u)[4 — 4(‘():«'2(:.'.)3 >0

para0 <u < 5 e 0 <wv < §, donde DivX (u,v) <0 em D~ e DivX >0

em DT . Logo, pelo critério de Bendixson, X nao possui érbita fechada
nessas regioes (ver [26], pagina 258).
No que segue, denotaremos por R; " a translagao da regiao R; (ver Lema

2.2:1) por (0, =) =140

Proposicao 2.2.1 As drbitas ¢(t) do campo X (u,v) =

(X1 (u,v), Xo (u,v)) estao definidas em toda a reta real. Na regiao

R = {(u. v) ER%0<u< H—rTsvs ?T} elas se comportam de uma das
sequintes formas (ver figura G1, pdgina 19, para p = 2 ou p = 3 e figura
G2, pigina 19, para p > 4):

1) ¢(t) € uma orbita vertical com a-limite ((J. fg) e w-limite ((). 5) ou
uma orbita vertical com «-limite (% ()) e w-limite (% Tr) ou ainda uma
drbita vertical com «-limite (% —7) e w-limite (3[)) ;

2) ¢(t) € uma semi-érbita vertical com w-limite ((J.f%) ou uma Semi-
orbita vertical com a-limite ({). %)
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3) ¢(t) é uma drbita contida em (0,5) x (0, §) com w-limite (o, @) ¢

a-limite (:, —a, 5 — (k) , passando por pontos do segmento
- x _ P! ; i . | 3—2p
Ji={(u,5—u);0<u<3}, onde a= jarccos (_sz—l :

4) ¢(t) € uma ligagdo de sela contida em Rz U Ry com w-limite (0. T) e
a-limite (% -0, & — cr)_

5) ¢(t) € uma ligagdo de sela contida em Ry U Ry com a-limite (0,%) e
w-limite (o, «).
6) ¢(t) é uma ligagio de sela contida em Ry U Ry com a-limite (5[)) e

w-limite (o, o).

—_—

(NTh ]
~—
~

7) ¢(t) € uma ligagao de sela contida em Rz U Ry com w-limite
a-limite (5 — a, 5 — rr) ;

8) ¢(t) é uma drbita contida em R{UR, U (0, ) %[5, 0)JUR;"UR; " com

a-limite (—;— -y — B — a) e w-limite (o, ).

9) ¢(t) é uma érbita, ou parte de uma , obtida por uma translagao de

(0, +7) de uma das orbitas dos itens 1-8.

Além disso, as orbitas com w-limite Py chegam em Py espiralando quan-
dop=2oup=3, e as com a-limite Ps; saem de Ps espiralando quando
p=2oup=3.

Demonstragio: Observamos que X ¢é limitado, logo, suas drbitas estao de-
finidas em toda a reta real. X satisfaz as condigoes do teorema de existéncia
e unicidade, assim, usando os Lemas 2.2.1 e 2.2.3, obtemos as afirmacoes
1) e 2). Os Lemas 2.2.1 e 2.2.2 nos dao informacoes sobre a transversali-

dade do campo X ao longo das retas v = u, v = & — u e dos gréficos das

funcoes 7, e 7o (ver figura F, pagina 19). Essa transversalidade fornece bar-
reiras para o deslocamento de uma 6rbita de X. Essas barreiras, junto com
o crescimento e decrescimento das coordenadas u(t) e v(f) de uma 6rbita
d(t) = (u(t),v(t)), dados por esses lemas, nos permitem concluir que uma
orbita ¢ (t) = ¢ (¢, P), P € J; (onde ¢ (t, P) é o fluxo do campo X ), possui
a seguinte propriedade: ¢ (t) € D~ para t > 0. Além disso, pelo Lema 2.2.4,
X nao possui 6rbita fechada em D~. Como Py = (o, @) é a tnica singu-
laridade de X nesse dominio temos, pelo teorema de Poincaré -Bendixson,
que w-limite de ¢ é P;. Um raciocinio andlogo, usando a semi-6rbita ¢ (t)~

mostra que o a-limite de ¢ é Ps = (5 — a, #— @) . Além disso, pelos Lemas

2.2.1 e 2.2.2 vemos que ¢ nao deixa a regiao (0, %) x (0, ), o que conclui a

demonstracao do item 3).
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Figura F, ilustrando a transversalidade do campo X.
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Figura G1, ilustrando as 6rbitas do campo X, nocasop=2e p = 3.

Figura G2, ilustrando as 6rbitas do campo X, no caso p > 4.




Esse mesmo tipo de argumento mostra que:

1. As érbitas que passam por pontos do segmento J, = {(u,0);0 <u < 5}
possuem 0 mesmo ponto (e, a) como w-limite.

2. As 6rbitas que passam por pontos do segmento J3 = {(u, %) 0<u< %}

possuem 0 mesmo ponto (% —o, L — a) como a-limite.

J4 mostramos que Ps tem indice geométrico 1, logo, existe r > 0 tal que
o fluxo do campo X é transversal ao longo da circunferéncia

p(s)=Ps+re 0 (< s<2m [2:21)

Podemos escolher sy de modo que p(0) seja o ponto sobre a reta v = u e
esteja contido na regiao 5. E claro que a érbita ¢ (¢, p (0)) passa por Jj.
Pelo teorema do fluxo tubular, existe a > 0 tal que ¢ (¢, p(s)) passe por J;
Y s €[0,a). Seja

§=sup {a:p(tp(s)) passepor Ji, Vs€[0,a)}. (2.22)

Usando novamente o teorema do fluxo tubular e o item 2 da afirmacao acima,
concluimos que § < 27. Afirmamos que ¢ (t,p(d)) é uma ligacao de sela
entre P5 a (0, F). De fato, do contrério ¢ (¢, p (4)) teria que necessariamente
passar por J3 e concluiriamos que existe g > 0 tal que ¢ (f,p(s)) passe
por J; para todo s € (6 — £p,d + &), 0 que contradiz a definicao de d. Se
@ (t,p(s0)) passa por J3, um argumento semelhante usando

s =1inf {a:@(tp(s)) passe por J3,Vs € (a,s0]} (2.23)
também mostra que (%, p( 6~)} é uma ligacao de sela entre P5 a (0, %) To-
mando

e =sup {a:(tp(s)) passe por J3,Vs € [s,a)}
ou

E=inf{2r —a: @ (tp(s)) passepor Ji,Vs € (2m — a, 27|}

e usando um argumento andlogo, concluimos que existem ligacoes de selas
entre P; e (%,U). Tomando P; como centro da circunferéncia em (2.21)
e analisando as Orbitas que chegam em Py, obtemos as outras ligacoes de
selas. Isso demonstra 4-7. Usando a periodicidade do campo X e os Lemas
2.2.1 e 2.2.2 concluimos que em todo ponto da regiao (0, §) x [—7,0] passa
uma 6rbita com a-limite (—% — @, —% — a) e w-limite (a, ). Finalmente,
usando a Observagao 2.3.2, obtemos o comportamento de tais érbitas numa

vizinhanca de Py e Ps.
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Observacdo 2.2.2 Na demonstragdo acima, se os valores de d e § dados,
respectivamente, em 2.22 e 2.23 sdo iguais, entdo existe uma nica ligagao
de sela. Caso contrdrio, temos uma familia de ligacies de selas. Uma
afirmacdo andloga vale para outras ligagdes de selas.

2.3 Classificagao das hipersuperficies

A seguir, caracterizaremos os cones C, e Cx_, provando o Teorema 2.9
enunciado na introducdo e obteremos as hipersuperficies do tipo A.

Teorema 2.3.1 A menos de homotetia, a equagdo (2.3) admite apenas duas
solucdes i (t) = (z(t),y(t)), i = 1,2, com u' = arctan(%)’ = 0. Mais
precisamente, essas solugoes sao dadas por

71 (t) = (cos (a) t, sen (a)t), t > 0,

¥2 (t) = (cos (% — (r) t, sen (g— - af) t) , 120,

3¢ .
onde o = i—arc(tos (‘.:p—fgf) . Tais curvas geram o0s cones Cy € C'g_a.

Demonstracdo: Seja v (t) = (z(t),y(t)) uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco com u' = 0. Entdo, existe uma constante a > 0 com
y(t) = tan az(t). Por uma substitui¢éo direta na equagéo (2.3), concluimos
que « satisfaz a equagao

: »—1) [sen?c cos? .
U:p(gz ) ( en“a zu) i,

cos?a  sen?a

Portanto, existem duas e somente duas solugdes com u’' = 0 e a é solugao

da equacgao:

0 =sen‘a+costa—

—4p + 2) sen 22a

2 2
cos“asen“a =1+
(p~1 4

p —_
Logo, devemos ter

1 2p—2 3—2p
2p—1 2p—-1 2p—1

1 3—2p
— — arccos .
4 2p —1

cos 4o = cos?® 2a — sen *2a =

E assim, concluimos que

1 3—2p
= — arccos ) =
a=7 2 —1 u o

|3
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Além disso, usando a igualdade z"z’' +y"y’ = 0, obtemos que z’ é constante,

0 que termina a demonstragao.
O Teorema 2.3.3 enunciado na introdugao é conseqiiéncia do Teorema
de Classificagdo que iremos provar, juntamente com alguns resultados que

apresentamos a seguir.

. -~ r . s I+ 29 . .
Proposicao 2.3.1 Uma hipersuperficie M*P*! de R?’*? invariante por
O(p+1)xO(p+1) é mergulhada se, e somente se, sua curva geratriz 3
mergulhada. Em particular, se y(t) € grdfico de uma funcgdo regular, entao

M ¢é mergulhada.

Demonstracao: Como M é invariante, entao M sé pode se auto-intersectar

ao longo de uma ou mais orbitas.

Observagao 2.3.1 As drbitas nao singulares-do campo X estao definidas
para todo t € R. Assim, se y(t) € uma curva geratriz reqular e estd associada
a uma orbita nao singular, entdo v tem comprimento infinito. Logo,

hipersuperficie associada a v € completa.

A seguir, usamos novamente a notagao:

R-™"=R;+(0,—7), i1=1...5.

1

Lema 2.3.1 Seja ¢(t) = (u(t),v (t)) uma orbita do campo X com a-limite

(5 —a,—5 — a ) e w-limite (a,a). Considere y(t) = (z(t),y(t)) uma
curva geratriz associada. Entdo, ¢(t) intersecta o segmento de reta | =
{(; i‘) T <v < %} uma nica vez. (Portanto, v (t) intersecta a diagonal
Yy = T uma unica vez.)

Demonstragao: Que ¢(t) intersecta [ estd claro. Observamos que essa in-
terseccao s6 pode ocorrer na regiao Ry "URoU(0, §) x[—7, 0] (ver Proposi¢ao
2:%:1);

Seja to tal que u(ty) = 7. Seja t2 > tp o primeiro valor do parametro
(podendo ser + oo, quando p > 4) tal que Q2 = (u(t2),v(t2)) = ¢(t2) seja

m

um ponto do segmento v = u. As ligacoes de selas entre (0, 5) e (5,0) a
(cr, @) mostram que u(ts) < a < :; e que ¢(t), t > t9, nao pode intersectar

aretau= 7.
Seja t; < tg o primeiro valor do parametro t (podendo ser — oo, quando

p > 4) tal que Q1 = (u(t1),v(t1)) = é(f1) seja um ponto do segmento




v =u—m. As ligagdes de selas (0,—%) e (§,—n) a (§ —a,—F —a) mostram
que u(t1) 2 §—a > § e que ¢(f), ¢ < t1, ndo pode intersectar a reta u = B

Agora, o Lema 2.2.1 nos diz que u(t), t € [t1,12), é injetiva. Portanto,
existe um tnico ¢ tal que u(t) = §. Isso mostra que ¢(t) intersecta a reta [
num dnico ponto.

Proposicao 2.3.2 A curva geratriz dada no lema anterior nao possui auto-
intersecgao.

Demonstragao: Seja v(t) = (z(t),y(t)) a curva geratriz associada a
#(t) = (u(t),v(t)). Pelo lema anterior, existe um tnico o € R tal que
z (t9) = y(tg). Usando o Lema 2.2.2, temos a existéncia de tnicos #; < f2
tais que v (t;) = —% e v (t2) = 0. H4 duas situagdes a considerar: fo <12 e
to > 2.

Suponha ty < t2. Entdo, senv (t) < 0 para t € (—o0,t2), 0 que mostra
que y (t) é estritamente decrescente em (—oo, t2) e, portanto, y (t2) < y (o).
Além disso, cosv (t) > 0 para t € (t3,+00), 0 que mostra que x (t) é estri-
tamente crescente para t € (tz,+00). Agora, o lema anterior nos diz que
y (t) < = (t) para t > to, y (t) > z (t) para t < to. Entdo, v (¢) nao pode se
auto-intersectar se tg < .

Por outro lado, quando t; < ty, usando o crescimento de z (f) em
(t1,400), o decrescimento de y () em (—o0,t3) e o fato que y (t) > =z (%)
para t > tg e y (t) < z (t) para t < tg, obtemos a mesma conclusao analisan-
do v (-t).

Lema 2.3.2 As sequintes relagées entre as coordenadas (z,y) da curva ge-
ratriz e as coordenadas (u,v) da drbita do campo X, na regido R, sao ver-
dadeiras:

lL.L.u=0&y=0

2. v=0+knr, k=0,x1& ¢y =0

5. v=ue =t
1 T
6. v=F-ueal==%

Demonstragdo: A prova dessas afirmagoes é uma conseqiiéncia imediata
das equagoes (2.6-2.8).
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Observacgao 2.3.2 Para 0 < v < % temos ' # 0, y' # 0 e assim pode-

mos ver a curva geratriz y(t) = (a:z(t),y(t)) como grdfico (ou uma uniao
de grdficos quando y apresentar singularidade) de uma fungao y = y(x) ou
t = z(y). Vamos supor, sem perda de generalidade, que y = y(z). Neste
caso, a equagdo (2.4) nos diz que as singularidades ocorrem nos zeros da
equagao
T — 7/d—y =:{)
“dz

Elas correspondem ds coordenadas (u,v) com v = § — u, pois neste caso

dy v
— = Z = tan(v) = cot(u) =
dz T (v) ()

<8

Agora, provaremos nosso teorema de classificagao e obteremos como co-
rolario o Teorema 2.3.3 enunciado na introducdo.Vamos usar a notagao

I(a) = semi-reta y(t) = (cos( a)t,sen (a)t), t=0.

Teorema 2.3.2 (Teorema de Classifica¢io) As hipersuperficies nao esten-
diveis de R*P*2 invariantes pela agdo de O(p+ 1) x O(p+ 1), p > 1, com
curvatura escalar nula, pertencem a uma das seguintes classes (ver figuras,
pdginas 3 a 5):

1. cones com uma singularidade na origem (hipersuperficies do tipo A).

2. hipersuperficies que possuem uma drbita de singularidade e assintotam
os cones Cq e Cz_q (hipersuperficies do tipo C).

3. hipersuperficies regulares que assintotam o cone Cq (hipersuperficies do

tipo B).

4. hipersuperficies requlares que assintotam o cone C%_a (hipersuperficies
do tipo B).

5. hipersuperficies requlares que assintotam ambos o0s cones Cq € C%_a
(hipersuperficies do tipo D).

Demonstragao:

1. Essas sao as hipersuperficies dadas no Teorema 2.3.1.
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2. Essas hipersuperficies sio geradas por curvas 7(t) = (z(t),y(t)) que
estdo associadas as drbitas ¢(t) com o-limite (§ — a, § — @) e w-limite
(o, ). Estas sdo compostas de duas semi-6rbitas, a primeira ligando

(5 —a, 5 —a) a um ponto P do segmento v = 5 —u e a segunda
ligando P a (a,a). O ponto P corresponde (ver Observacao 2.3.2) a
singularidade da curva geratriz. De fato, da Proposigao 2.2.1 temos
que tais érbitas existem e v nao intersecta o bordo do espago de 6rbitas.
Além disso, v assintota as geratrizes [(a) e I(§ — @) dos cones C, e

C%_n. Portanto, as hipersuperficies associadas assintotam os cones.

3. As hipersuperficies desse tipo sao geradas por curvas y(t) = (z(t), y(t))
que estdo associadas as orbitas ¢(t) com a-limite (0,%) e w-limite
(@, @) ou com a-limite (7, 0) e w-limite (o, @). De fato, pela Proposicao
2.2.1, tais érbitas existem. Pelo Lema 2.3.2, se (u,v) — (0, ), entdo
y—>0ez — 0e, como 0 < u(t) < T para t suficientemente grande,
temos 0 < tan(u) = £ < 1. Portanto, v intersecta o eixo z perpen-
dicularmente num ponto (zy,0) com zo > 0. Além disso, 7 assinto-
ta a geratriz [(a) do cone C,, isso mostra que tais hipersuperficies
assintotam o cone C,.

4. Andlogo ao item 3.

5. Tais hipersuperficies sao geradas por curvas 7 associadas as Orbitas
il P W

$(t) com a-limite (7 — o, =% — a) e w-limite (@, @). De fato, pela

Proposicdo 2.2.1, tais drbitas existem e -y ndo intersecta o bordo do

espaco de 6rbitas. Além disso, vy assintota as geratrizes I(a) e [(§ — )

dos cones Cy e Cz_,. Isso mostra que tais hipersuperficies assintotam

os cones C, e C%,Q.
Finalmente, temos:

Teorema 2.3.3 Seja M**! uma hipersuperficie de R**2 completa, com
curvatura escalar nula e invariante por O(p + 1) x O(p + 1), entdo M é
gerada por uma curva do tipo B ou D. Além disso,

i) Se M € gerada por uma curva do tipo B, entao M € mergulhada e
assintota um dos cones Cq ou Cg,a;

ii) Se M ¢é gerada por uma curva do tipo D, entao M é mergulhada e
assintota ambos os cones Cqy e C%,a.




Demonstracgao: Pelo teorema anterior, as hipersuperficies do tipo B sao
geradas por curvas geratrizes vy associadas as érbitas que sao ligagoes de selas

(ver demonstragao desse Teorema). Neste caso, temos 0 < v < %. Logo,

pela Observagdo 2.3.2, v é grafico de uma funcio y = y(z) ou z = z(y), e
da Proposicdo 2.3.1 concluimos que M é mergulhada. As hipersuperficies
do tipo D sdo geradas por geratrizes associadas as 6rbitas ¢(t) com a-limite
(f—ay—F—a)e w-limite (o, «). Portanto, M assintota ambos os cones e,
da Proposicio 2.3.2, obtemos que M é mergulhada.
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Capitulo 3

Estabilidade das
hipersuperficies completas

3.1 O problema variacional

Sejam M™ uma variedade Riemanniana conexa, orientavel e x : M" —
]'v—fnﬂ(c) uma imersio isométrica. Denotemos por ( , ) a métrica Rieman-
niana de M e por B a segunda forma fundamental da imersao z associada
ao campo normal unitdrio N. A segunda forma fundamental possui uma
base de auto vetores com auto valores ki, ..., kn.

As transformacoes de Newton P, sdo os operadores definidos indutiva-

mente por

P =1
P, = S.I-BP_i,

onde S, é a r-ésima curvatura média da imersao. Cada um desses operadores
é auto-adjunto e possui os mesmos auto-vetores de B. Associado aos opera-
dores P, temos o operador diferencial linear de segunda ordem L, dado por
(ver [23] e [24], pagina 225)

L.f = Div(P,grad f) = traco(P-Hess(f)). (3.1)

Consideremos C°°(D) o conjunto das fungdes reais suaves definidas num
dominio D C M e denotemos por C§°(D) ( resp. Cg°(D)) o conjunto
das funcdes em C®°(D) que se anulam no bordo 9D ( resp. com suporte
compacto em D ). No que segue, nés também vamos usar a nomenclatura
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classica dos espagos de Sobolev. Usando o teorema da divergéncia e que P,

é auto-adjunto, obtemos
/ Div(gP,(grad f)) = / gL (f) +/ (grad g, Pr(grad f))
Jp JD M

- f (¢Pr(grad f),v) =0
oD

para f,g € C°(D), onde grad f denota o gradiente da fun¢ao f na métrica
(, ). Isso mostra que L, é um operador auto-adjunto, relativo ao produto
interno de L?(D), agindo em funcdes de H}(D), onde H} (D) é o completa-
mento de C2°(D) com relagdo & norma || || m}» dada por

B

H“”Hé = {/ (|u|2 + (grad u, grad -u))dMJ
D

Seja D C M um dominio com fecho compacto em M. Uma wvariacao
de D é uma aplicagio X : (—e,e) x D — ff’l:fﬂﬂ(c) tal que, para cada
t € (—e,e) =1, a aplicagdo X; : D — H”H(c) dada por X;(p) = X(¢,p) é
uma imersao com X |sp=z |gp € Xo = z. Sejam

0X
E(t,p) = W(Lp) e f(t) = (B, V) (3.2)

o campo variacional da variagao X e sua componente normal, respectiva-
mente. Aqui /V; é o campo unitdrio normal a X;(D). O volume associado a
variagao X ¢ a funcéo

Vit = / X*dM, te(-c,¢€),
J[0,t]x D
onde X*dM ¢é o pull-back do elemento de volume dM de M, por meio de
X. Dizemos que a variacao X preserva volume se V(t) =0, Vt € (—¢,¢€).

E um fato conhecido (ver [4] ) que as imersdes com S,y constante sao
pontos criticos do problema variacional de minimizar a integral

o, = [DF,,.(SI, ) dM (3.3)

para variagoes que preserva volume e cuja componente normal f possui
suporte compacto. As fungoes F, sdo definidas indutivamente por

Fp =1
n =58
—r+1
R = §+88=0%,  sergnal

r—1
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Esse fato é conseqiiéncia da férmula da primeira variagdo para Jr(f) =
A, (X;) + AV (t) que passaremos a estudar.

Os resultados da proposigao abaixo sao bem conhecidos e suas demons-
tracoes podem ser encontradas em [23], [24] e [4], paginas 282 e 283.

Proposigao 3.1.1 Dada uma variagdo X da imersao x : M™ — H”H(CJ

temos:

i) V'(t) = [, f(t)dM;, onde dMy; € o elemento de volume de M na
métrica induzida por X; e f(t) € dada em (3.2).

i1) C%(dfl[,) = (=S1f + DivET)dM;, onde ET denota a componente de
E tangente a M.

i) Sl 1 = Lo(f)+(S1Sr41 — (1 + 2)Sr42) fH+c(n—r)S: f+V grSr 41, onde
V denota a conexdo Riemanniana de M induzida por X;.

; —n+l ; P g
Lema 3.1.1 Sejam z : M™ — M~ (c) tmersao, D C M um dominio com
fecho compacto e X uma variacdo de D, entao:

A () = —(r+1) /D Sr41(t) f(t) dM; + fw (grad f, Pr_1(11)) dst
+Co(n,c) / fdM; + Ci(n,c) /;D (grad f, Pr_3(1)) dsg + ... +
Jop é
+Cs(n,c) [)1) (grad f, P,(v4)) dsy,

onde ds; é o elemento de volume de D, vy é o campo normal a X¢(0D) e
tangente a X;(D), grad f € o gradiente de f na métrica induzida por X,
C4,...,Cs sao constantes que dependem de ¢ e n.

Demonstragao: Como X fixa o bordo, temos

flop = <E1NL>[0D =0 e =0

lop

Assim, o caso r = 0 é imediato. Para r > 1, usando a proposicao anterior,
obtemos

d ,
2| 5.t dM, = f S(t) dM; + / 5. (62 (amy)
dt Jp D D ot
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= / [Lr—1(f) + (515r — (r + 1)Sr41 + cn—r+1)S—1) [+ V grSy] dM;
D

+ / ' S,(=81  + Div(E"))dM,
D

Ard 1)  Sogy fdﬂ/ft+c(n—r+1)/ Sr_1 f dM; +
D JD
fL,._i(f)de—o-/da’v(SrET)de.
D JD

Usando a expressao de L, dada em (3.1), o teorema da divergéncia e que ) 2
é auto-adjunto temos:

d/ S.(t)dM; = —(r+1) / Sr41 fdMi+c(n—r+ 1)/ Sp—1 f dM;
dt Jp Jp D

+ [ {grad £.Proa()) d + | s (B s,
aD aD
onde o tltimo termo é zero, pois a variagio fixa o bordo. Essa expressao e
uma inducdo sobre r fornecem a demonstragao do Lema.

Para eliminar o termo da fronteira na expressiao de AJ.(0) precisamos de
uma condicio adicional para a variagao X, como por exemplo, grad fi lop=
0. Assim, no que segue, vamos apenas considerar variagdes com suporte
compacto em D.

O método dos multiplicadores de Lagrange permite determinar a equagao
de Euler-Lagrange associada ao problema de minimizar A, com o vinculo
preservar volume. Precisamente, consideramos o operador

Jr(t) = Ar(t) + AV ()

onde )\ é uma constante a ser determinada e calculamos J;(0) = 0, com
relacdo a uma variagdo com suporte compacto em D.

Proposicao 3.1.2 (Férmula da primeira variagdo) Para uma variagao com
suporte compacto temos

RO = [ [+ DS+ fa

onde k € uma constante e f a componente normal do campo variacional.
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Demonstragao: Este resultado é conseqiiéncia da Proposi¢ao 3.1.1 e di
Lema 3.1.1 e pode ser encontrado em [4].

Essa proposicio mostra que as imersdoes com S,,; constante sao da-
das como ponto critico do funcional J,.(t) para uma constante adequada k.
Agora, considerando as variagoes com suporte compacto e que preservam
volume, vale:

' ! - : P
As(t) = J(t) = [—(r+1) S;+1— k] f(t) dM,. (3.4)
JD
Nesse caso, obtemos AJ'(0) na seguinte proposigao:

o ey - . ” o3 —n+1 .
Proposicao 3.1.3 (Foérmula da sequnda variagao) Sejaz : M™ — M (c)
uma imersao com S,y = cte. Para variagdes com suporte compacto e que

preservam volume a sequnda derivada de A, em t = 0 € dada por:

ANO)f = —=(r+1) [ FILe(f) + (51Sr41 — (r +2)Sr42 + c(n — 1)S,) ] dM.
JD

(3.5)
Demonstragao: Usando a igualdade 3.4 e a Proposicao 3.1.1 obtemos:
AR = / —(r+1) 8., fdM; + [—(r +1)Sr41 + k] f(t)' dM;
JD JD
- 9
+/ —(r + 1)Sy41 + k] f—(dMy).
4B : : ()f
Entao,

AOF = [ ~c+1) S, 7 am
JD

—(r+1) [ FILA(f) + (S18r41 —(T +2)Sps2 + c(n — 7)S,) f] dM.
JD

3.2 O operador de Jacobi e o indice de Morse

Associado & segunda variacao, temos o operador diferencial linear auto-

adjunto
Tr =L, + (51541 — (r +2)Sr42 + ¢(n — 7)S;), (3.6)

o qual permite definir a forma bilinear simétrica I, dada por

I.(f,g9) = ﬁ/ g T.(f) dM.
JD
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- . =41 . . .
Defini¢do 1 Sejam z: M™ — M (c¢) uma imersdo com curvatura média

S constante e D C M um dominio com fecho compacto em M. Dizemos
r+41 14

que D € fortemente r-estdvel se I.(f, f) > 0 para toda fungdo f € C(D).
Caso contrdrio dizemos que D € r-instavel. Também dizemos que M € for-

q = q
’ . vl ” ;

temente r-estdvel se a restrigio xp : D — M~ (c) € fortemente r-estdvel
para todo dominio D.

Definigao 2 Definimos o indice Indr, (D) do operador de Jacobi T, em
D como sendo a dimensao mdzima do subespaco de CZ°(D) onde a forma
bilinear I, € negativa definida. O indice Ind.M de T, em M ¢é definido por

Ind,M = sup Indr, (D),
DCM

onde D é um dominio com fecho compacto em M.

. : ' o n+1, .
Lema 3.2.1 Seja L, o operador associado a uma imersaoz : M — M (c)
definido em ( 3.1 ). Se uma das sequintes condicdes € verdadeira,

a) Sp+1 >0 e se r > 1, suponha que erista um ponto g € M onde todas
as curvaturas principais de x sao positivas;

b) Sr4+1 =0 e posto(B) > r, onde B é a segunda forma fundamental da
imersao,

entdo L, é um operador eliptico.

A demonstracao dos itens a) e b) podem ser encontradas, respectivamen-
te, em [9], Lemma 2.2 e [14] Corollary 2.3.

A seguir, enunciamos algumas propriedades e resultados do primeiro
auto-valor de um operador linear eliptico de segunda ordem

T : C°(D) = C*°(D)

com condigdes de Dirichlet, onde D C M possui fecho compacto D e bordo
suave 0D. O primeiro auto-valor AT (D) de T é definido como sendo o menor
valor A tal que

T(f)+Af=0-

para alguma funcdo nao nula f € C§°(D). Neste caso, f é denominada
primeira auto-funcio de T’ em D associada ao auto-valor A7 (D). Observamos
que T possui uma extensio a Hj (D) e, sendo eliptico, satisfaz a propriedade
do principio da continuidade tnica (ver [2] pagina 247). Além disso, temos:
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Lema 3.2.2 Seja T um operador eliptico. Entao,

i) Se D e D' sao dominios em M com D C D', entao /\T(D) > M (D"
e a igualdade ocorre se, e somente se, D = D',

i)
~ ]U fT(f)dM
— [, 7 2dM

AﬂD):wﬁ{ :feHMDLf#O}

Uma demonstracao desses resultados pode ser encontrada em [25].

A proposigao abaixo foi provada em [10] para r = 0 e estendida para
r > 1 em [9], Proposition 3.3.
Proposicao 3.2.1 Seja z : M" — HHH(C) uma imersao satisfazendo a
hipdtese a) ou b) do Lema 3.2.1, onde M € completa e nao compacta. Entao,
as seguintes afirmacoes sao equivalentes :

i) )\—{"(D) > 0 para todo dominio D C M com fecho compacto;
ii) )\'f"'(D) > 0 para todo dominio D C M com fecho compacto,

iit) existe uma funcao positiva f : M — R satisfazendo a equagdo de
Jacobi T,.(f) =0. '

Usamos fungoes em C2°(D) em vez de fungoes em C§° (D) quando descre-
vemos o problema variacional que caracteriza as imersoes com Sy constan-
te e, conseqiientemente, quando definimos r-estabilidade. Fizemos isso por
razoes técnicas. Mais precisamente, usamos que f e grad f, e nao somente
f, se anulam em dD para obter a igualdade

A0 f =L(f, f)

Observamos que nao importa para a definicio de instabilidade exigir que
f € C(D) ou que f € C§°(D), como mostra a proposigao abaixo. Para
r = 1 este resultado foi demonstrado em [27] e estendida para r > 1 em [9],
Propositon 7.3.

. - . . —n+1 .
Proposigao 3.2.2 Para uma imersdio z : M"™ — M (e) que satisfaga a
hipétese a) ou b) do Lema 3.2.1, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) existe f € CX(D) tal que I,(f, f) <0;
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it) existe f € C°(D) tal que I.(f, f) <0;
iti) existe f € C§°(D) tal que I.(f, f) <0.

Lema 3.2.3 Sejam z : M™ — R*"! uma imersdo de uma variedade Rie-
manniana coneza e orientdvel M em R*! e h(p) = (z(p), N(p)) a fungdo
suporte da imersao z. Suponha que x possua curvatura Srii constante.
Entao h satisfaz a equacdo

L.(h) + (S] Sr-H = (7‘ + 2)8,-.;.'2) h + (7‘ + l)S,-+]_ = 0.

Em particular, quando S,11 = 0, h satisfaz a equagdo de Jacobi em M, ou

seja,
T,(h) = L,(h) — (r + 2)Sr42h = 0.

Demonstragao: Em [24], pagina 227, foi demonstrado que a fungio suporte
h(p) = (z(p), N(p)) de uma imersdo z : M™ — R"*! com curvatura Sy41
constante satisfaz a equagao

Lr(h) + (S18r41 = (r + 2)Sr42) b+ (r + 1)Srq1 = 0.

Agora, usando a equagéo (3.6), temos que a equagio de Jacobi para uma tal
imersao se reduz a

T, = Ly + (S15r+1 — (7 + 2)Sr42).

Como S,,1 = 0 obtemos o lema.

Observagao 3.2.1 O operador de Jacobi associado ds hipersuperficies M2+l
de R2P+2 jnuariantes por O(p + 1) x O(p + 1), com curvatura escalar nula,
¢ um operador eliptico.

Demonstracdo : Como as curvas geratrizes v(t) = (z(y),y(t)) destas hi-
persuperficies estdo parametrizadas pelo comprimento de arco, as expressoes
das curvaturas principais, ver equagao (2.2), mostram que o posto da segun-
da forma fundamental da imersao é maior do que ou igual a p, onde p > 2.
Segue do Lema 3.2.1, pagina 32, que T} é um operador eliptico.

Teorema 3.2.1 Seja M?**t! uma O(p + 1) x O(p + 1) invariante hipersu-
perficie de R?*2 mergulhada, completa, com curvatura escalar nula e gerada
por uma curva do tipo B ou D.
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1) Se p =2 oup =3, entdo tais hipersuperficies possuem Indp, M infi-
nito.

1) Se p > 4, entao as hipersuperficies geradas por uma curva do tipo B
sao global e fortemente 1-estdveis (Indy, M = 0).

Demonstragao : H4 dois casos a considerar, conforme p < 3 ou p > 4.
Seja h(p) = (f(p), N(p)) a funcgio suporte da imersao f : M?P+1 5 R2P+2
Usando o Lema 3.2.3, temos que h satisfaz a equagao de Jacobi Tj(h) = 0
em todo dominio D com fecho compacto em M, onde T} é, pela obser-
vacao acima, um operador eliptico. Usando a parametrizacao f(t,a,b) =
z(t)p(a) +y(t)y(b) obtemos a igualdade N (t,a,b) = —y/'(t)¢(a) + z'(t)1(b).

Assim, usando a expressao (ver equacio (2.8))

1 _ Y (H)z(t) —2'(y(t)
u(t) = TV 5
z(t)* + y(i)
obtemos h(t,a,b) = —u'(t)(z(¢)? + y(t)?). Isso mostra que h s6 depende da

curva geratriz e é constante ao longo de uma drbita.

Quando v(t) = (z(t),y(t)) for uma curva geratriz do tipo B, temos que
v estd associada a uma orbita ¢(t) = (u(t),v(t)) que tem um dos pontos
Py = (a,a) ou Ps = (§ — a, T —a) como a — limite ou w — limite. Quando

|

7

v for do tipo D a érbita associada possui (5 — a, —Z — «) como a — limite

o

e P, como w — limite.

Para p = 2 ou p = 3 a Observagao 2.2.1, padgina 16, nos diz que existe
uma seqiiéncia monétona (t;);en com u'(t;) = X;(¢(t;))) = 0, onde o(t)
estd associada a curva geratriz do tipo B ou D. Isso permite construir uma

seqiiéncia de dominios

DiCDyG...CD;G...CM

com hy,, = 0. Assim, segue do Teorema abstrato do indice de Morse apli-
cado ao (E)per;ulor Ty (ver [25], pagina 1054 ou [28], Theorem 1.11) que as
hipersuperficies M geradas por v possuem indy, M infinito. Usando a Pro-
posicao 3.2.2, concluimos que M é fortemente 1-instdvel.

Quando p > 4 as singularidades (3 — a, —% — a), P; e P5 possuem uma

estrutura de né (ver Observacao 2.2.1). Isso mostra que u'(t) # 0 para
toda orbita associada a uma curva geratriz do tipo B. Neste caso, h ou —h

¢ uma funcao positiva em M, satisfazendo a equagao T)(+h) = 0. Segue




das Proposicoes 3.2.1 e 3.2.2, que a hipersuperficie gerada por 7 é global e
fortemente 1-estavel.
Em particular, para p > 4 temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.2 Eziste uma hipersuperficie M*P*1 de R?*’*? mergulhada,
completa, com curvatura escalar nula e globalmente estdvel.
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