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Dedico este trabalho a todos 0s
que perseveram na busca de seus objetivos




“Now is the winter of our discontent

Made glorious summer by this sun of York
And all the clouds that lour’d upon our house
In the deep bosom of the ocean buried.”
Ricardo III, 1¢ Ato

W. Shakespeare

“ . Mas os que esperam do Senhor
renovam suas forgas, sobem com asas
como dguia, COTTEM € NA0 Se Cansam. o
Isaias 40, 31.




Agradecimentos

Agradecer as pessoas listadas a seguir ¢ hoje para mim mais que uma
formalidade. E testemunho de débito perene com quem, de uma maneira
ou outra, colaborou para a materializacdo de um importante passo em meu
projeto de vida.

Falando um pouco sobre Matematica, meus contatos com o circulo de
idéias desenvolvido nesta tese se deram de varias formas. As dissertagoes de
mestrado dos colegas Cleon Barroso, Cicero Aquino e Henrique Fernandes
pouparam-me tempo considerdvel e ensinaram-me muitas idéias novas. As
vérias conversas sobre Geometria Diferencial com o professor Abdénago Bar-
ros, hem como o seminério conduzido pelo professor Gervésio Colares, vulgo
H, Men Seminar, agucaram meu interesse sobre operadores L, e curvatu-
ras de ordem superior. Meu orientador, professor Lucas Barbosa, através de
suas excelentes exposi¢oes sobre Geometria Semi-Riemanniana, motivou-me
a considerar hipersuperficies em ambientes Lorentzianos, no que resultou a
secao 4.3 deste trabalho. Suas sugestoes em varios outros pontos do mesmo
ampliaram bastante minha compreensao do assunto, me conduzindo mais de
wma vez a wma melhoria significativa na exposicao.

A conversa despreocupada e as trocas de idéias com os colegas Cicero
Aquino, Feliciano Vitério, Fernando Espinoza, Henrique Fernandes e Jusce-
lino Pereira. sobre Matemética e outros tantos assuntos, ajudaram-me sobre-
maneira a tornar mais prazerosos o convivio e a rotina da pés-graduagao. Em
especial, consigno aqui meu aprego aos amigos Henrique, Juscelino e Cicero,
que serviram incontaveis vezes como muro das lamentagdes, tendo sempre na
manga uma palavra subsequente de apoio e consideragao.

Os professores Abdénago Barros, Gervasio Colares e Lucas Barbosa mui-
tas vezes acreditaram em mim mais que eu mesmo, tendo me apoiado deci-
sivamente, em vérios momentos cruciais, durante o curso de meu doutorado.
Gostaria de registrar ainda as muitas palavras de incentivo dos professores
Levi Lima, Gregério Pacelli Bessa, Fabio Montenegro, Aldir Brasil e Frede-
rico Xavier, este dltimo durante minha breve passagem pelo Departamento
de Matematica da Notre Dame University.

A leitura criteriosa dos professores Robert Kusner e Renato Pedrosa me
ajudou a fazer virias corregoes na versao final da tese. Agradego ainda ao

professor Kusner por me ter ajudado com as corregoes gramaticais da versao
em Inglés da mesma.




A secretaria da Pés-Graduacao Andrea Costa Dantas sempre esteve pron-
ta a ajudar-me, na medida de suas limitagoes e geralmente além de suas
atribuicdes, a lidar com todos os problemas burocraticos que lhe apresentei.
O apoio financeiro a mim dispensado pela Coordenagao de Aperfeicoamento
de Pessoal de Ensino Superior (CAPES) foi imprescindivel ajuda durante o
curso do doutorado.

Os amigos Adelmir Juca, Vicente Alexandrino, Flaudio Nascimento, Fran-
cisco da Silva Jr. e Vladimir Cézar apolaram-me na hora mais dificil, em
palavras e agoes. A Dra. Mércia de Vasconcelos ajudou-me a vencer muitas
de minhas limitacoes. Eu néo teria chegado aqui sem sua ajuda profissional.

A todas as pessoas acima, e a quem mais possa minha humana falibilidade
ter feito esquecer, queria deixar registrados meus mais sinceros agradecimen-
tos.

Finalmente, minha esposa Monica Valesca, meus pais Antonio Filho e
Rosemary e meus irmaos Rosina Maria e Marco Antonio foram ombro amigo
quando muitos foram censura, foram apoio e diva nos muitos momentos
dificeis, fizeram-me seguir em frente quando eu mesmo achava estar prestes a
capitular, me propiciaram momentos imprescindiveis de lazer e alegria, bem
como o equilibrio necessdrio para chegar até aqui. A eles me faltam palavras
para agradecer.

ii




Sumario

1 Introdugao 1
2 Preliminares 9
2.1 Campos tensoriais . . . . . . . i EH T ELY R B mEm e o 9
2.2 Variedades de Lorentz . . . . . .. ... ... T
2.3 Imersoes isométricas . . . . . . . 5 a % oA s e x s 2 B 17
3 Curvaturas médias de ordem superior 22
3.1 Transformacoes de Newton . . . . . s i B § G p e s B
32 Afdrmulapara L.(S:). . . o o v v v o e s i 30
3.3 Prova da proposigao 3.6 . . . . . . ..o A . '
3.4 Prova dos coroldrios 3.7e¢ 3.8 . . . ..o .39
4 Aplicagoes 43
4.1 Hipersuperficies de Clifford da estera . . . . . i e e e e - T
4.2 Aplicagdes em ambiente Riemanniano . . . . . ... .. .. .. 5!
4.3 Aplicagoes em ambiente Lorentziano . . . . . . C e e ... DO

111




Capitulo 1

Introducao

Em um artigo seminal ([28]), J. Simons calculou o Laplaciano da segunda
forma fundamental de imersoes isométricas em esferas, e aplicou o resultado
para obter certas desigualdades integrais satisfeitas pelo quadrado da norma
da segunda forma fundamental de imersdes minimas.

A abordagem de Simons tem sido seguida nos dltimos trinta anos por
varios autores ([2], [3], [4] e [12], por exemplo), de maneira a investigar pro-
priedades de rigidez de hipersuperficies isometricamente imersas em espagcos
Riemannianos de curvatura seccional constante.

Em [2], e essa foi a motivagdo original de nosso trabalho, os autores
obtiveram uma férmula para L;(S;) para uma hipersuperficies orientada z :
M — M de um ambiente Riemanniano (n + 1)—dimensional Wf“l, de
curvatura seccional constante e igual a ¢, sob a hipdtese adicional de que M
tivesse curvatura escalar identicamente c.

Aqui, denotando por A a segunda forma fundamental de x com respeito
ao campo vetorial normal unitdrio N globalmente definido em M, para 0 <
r < n noés denotamos por S, a r—ésima fungdo simétrica elementar dos
autovalores de A, e por L, : D(M) — D(M) o operador diferencial linear de
segunda ordem, definido para f € D(M) por

L.(f) = tr(P.Hessf)

Ademais, P, : TM — TM é o r—ésimo Newton operador de M, recursiva-
mente definido por Py = I (o operador identidade) e, para 1 <r < n,

I QN - )




Neste trabalho calculamos L,(S,) para imersoes isométricas de variedades
Riemannianas M™ como hipersuperficies de ambientes Riemannianos ou Lo-
rentzianos M1 de curvatura seccional constante, sem restrigdes adicionais.
Neste contexto mais geral, sendo ¢y = (N, N) pomos

. e O
B, =y f(n) "
i
a r—ésima curvatura média de M™, e definimos os operadores de Newton P
pela recursao

P. = xSl — enAP .
Os seguintes resultados sao provados:

. g —n+1 5 ; i
Proposicao 1.1. Seja ¢ : M™ — M, uma wmersao isométrica como
acima, e 0 < g < n, 0 < r < n. Se {ex} for um referencial ortonormal
qualquer em M™, entao

L‘T(ST') = ('i‘\j—q_lLl‘fl(SrHl)
+en 'Yt {[Py(Ve, Prct) = Pre1(Ve Pl (Ve A)}
k
}fti'\T1(?[tr(AP,.,i)t.r(Pq) — tr(Pr_1)tr(AR,)]
+¢ :.'\-ifl’(/ll")f",,_1}111‘(‘4]),',) = C:;\rtl'(AR._l)tl'(AgR.l)a

5. T 7 o —n+1 . E % 5. 5
Corolario 1.2. Sejax: M" — M wma Tmersao isométrica como acima
C 7
e <r<n. Entao

Lr(sr) = (-71\'erl(sr+l) a5 Sr[{'——:‘\fﬁsr = ENL'r'ul(Sl)]

+ey & S IP 1V Al = VS,
k

+tr(AP-_1){S(|A]* — encn) — €y [tr(A%P,) — enctr(P)]}
—(",'\,71tr(;’l'lP,.,l)TLtr(AzPrﬁl) — enctr(Pr-1)],

onde {ex} € um referencial ortonormal qualquer em M™, ou ainda

L‘r(Sr) = €N L’r—l(sr-i-l) + *S'r[(;\,fﬁsr - ENL'I‘—I(SI)]

+y S PV AR = VS
Kk

1 ) . v -~
+3 > e Sro1(Ai)Sr-1(A;) (N — X2 Km(oij),

,J




p € M", onde {e;} € um referencial ortonormal em M™, diagonalizando
4 ¢ com Aep = Arex em p, e Ky (oi;) denota a curvatura seccional de
M™ sequndo o subespago 2—dimensional o;; de T,M gerado por e; e e;.

As formulas acima sao entao aplicadas para estudar como o comporta-

mento de fungoes-curvatura de ordem superior de M influencia sua geome-

tria. Para ambientes Riemannianos!, nosso primeiro resultado é a seguinte

generalizagao do teorema 3.1 de [4].

Teorema 1.3. Sejax : M™ — S uma hipersuperficie fechada e orientdvel,
om curvatura escalar R > 1. Assuma que a curvatura média Hy de M™ nao
nuda de sinal, e escolha a orientagdo de tal modo que Hy > 0. Se H, ou R

- constante em M™, ¢

Hy(tr(P)) — tr(A*P)] 4+ (n— 1)(R=1)(JA]* =n) > 0
em M"™, entao
a) Hy[tr(P) —tr(A%P)]+ (n = 1)(R - 1)(|A|> = n) =0 em M™.

(b) M™ € ou totalmente geodésica ou um toro de Clifford ST* x SI'2, com

ry?
I, ny,ng>0ef = (L)“ > 1 satisfazendo

Lol ]

2 .
r? 41 :

ny(ny — 1)3° = 2nngf + na(ny — 1) = n(n — 1)(R - 1)4.

O teorema a seguir generaliza um resultado cléssico de Simons ([28]):

Teorema 1.4. Se x : M™ — S*"" € uma hipersuperficie fechada e orientada
da esfera, com S, =0, entao

/ tr(A2P,_y)[tr(P,_;) — tr(A2P._,)]dM < 0.
J M

Ademais, se Sy # 0 sobre M™, entdo tr(A%P,_1)tr(P,_;) > tr(A?P,_,)? se

\ r—1
e s6 se M™ for um toro de Clifford SI'* x S[2

2 2 :
mycomri+r; =1, n+ng=n
2 1 2 1

e Sy = 0.

= vt : _ ; i Zed : gs
I§n*+1 e H"H! representam respectivamente a esfera unitaria e o espaco hiperbé

curvatura seccional constante 1.




Uma condicao suficiente para garantir a ndo-negatividade do integrando
acima é a nao-negatividade da curvatura seccional de M, de acordo com o
seguinte

Corolario 1.5. Sejaz : M™ — S™*! wma hipersuperficie fechada e orientada
da esfera, com S, = 0. Se S,. 0 sobre M™, e M™ tem curvatura seccional
’ T r+1 ’
2 )

Ky > 0, entdo M™ é um toro de Clifford S}* x S§72, com r{ + 13 = 1,
m+na=nedsS =0.

Quando M é uma hipersuperficie fechada em R H"*! ou em um he-

misfério aberto de S**', tal que S, > 0 sobre M para algum 2 < r < n,
um teorema de J. L. Barbosa e A. G. Colares ([7]) garante a elipticidade de
L,_;. Desde que o Laplaciano é sempre eliptico, utilizando este resultado
somos capazes de dar a seguinte caracterizagao das hiperesferas geodésicas
de tais espagos:

Teorema 1.6. Seja z : M" — ﬂ:“ uma hipersuperficie fechada e ori-
entdvel, onde ﬁ:“ denota H™', R™ ou um hemisfério aberto de S™,
conforme seja ¢ = —1,0 ou 1. Se S, for constante sobre M™ para algum
1 < r < n, e M™ tiver curvatura seccional Ky 2> 0, entdo M™ é uma
hiperesfera geodésica e x € um merqulho.

Uma prova (diferente) do teorema acima nos casos ¢ = —1,0 foi origi-
nalmente dada por R. Walter ([29], teorema 4B). No que concerne o caso
- = 1, a suposicio de estar M contida em um hemisfério aberto de S™*! no
teorema acima ¢ um tanto restritiva, mas pode ser relaxada caso impusamos
condigdes sobre M, suficientes para garantir a elipticidade de L,, para algum
1 < r < n. Neste sentido o lema a seguir é bastante util:

Lema 1.7. Seja M"™ uma variedade Riemanniana orientdvel de curvatura de
Ricci Ric>c¢c-g, ex: M" — H:H uma imersao isométrica. Suponha que
a curvatura média de M™ ndo muda de sinal, e escolha a orientagdo de tal
modo que Hy > 0. Se S;(p) # 0 para algum 2 < r < n, entdo Ly, ¢ eliptico
em p.

A partir do mesmo, a seguinte caracterizagéo de toros de Clifford é dada,
funcionando como uma espécie de andlogo do primeiro teorema acima para
1 <r < n geral:




Teorema 1.8. Seja x : M™ — S™*! uma hipersuperficie completa e ori-
entdvel na esfera unitdria, com curvatura de Ricci Ric > 1-g. Assuma que
a curvatura média H, de. M™ ndo muda de sinal, e escolha a orientagdo de
modo que Hy > 0. Se, para algum 1 < r < n, S; # 0 for constante sobre
M™, entao

tr(AP,_1) {S,(|A]* = n) + [tx(P;) — tr(A*P,)] }
+t1'(/1‘lp,._1)[[21‘([),.,1) - tl‘(;“lQR-_l); Z 0

sobre M™ se e sd se M™ for um toro de Clifford ST} X 8§72, com ny +nz =n,
eri+ri=1.

Finalmente, acerca do caso nao compacto temos o seguinte resultado:

Teorema 1.9. Seja z : M™ — R™! uma hipersuperficie orientada, completa
e ndo compacta, do espago Euclidiano, com curvatura seccional Ku 2 0. Se,
para algum 1 < r < n, S, # 0 ¢ constante sobre M", e S1S, — Sr41 atinge
um mdzimo global sobre M™, entdo M™ € isométrica a ST} X R™ para algum
ry > 0, onde ny+ny =n er < ny <n. Em particular, se Sy41 =0 sobre M™
e S; atinge um mdzimo global sobre M™, entdo M™ € isométrica a S, xR*,
para algum ry > 0.

Acerca de ambientes Lorentzianos, restringimos nossa atengao aos tem-
. ‘ . ; —n+1
poralmente orientados, i.e., aquelas variedades Lorentzianas M tendo
um campo vetorial tipo-tempo K, globalmente definido. A razao ¢ que os
espacos-tempo classicos de Lorentz-Minkowski L™t de De Sitter S, bem
" - |

como o anti-De Sitter H} "' pertencem todos a tal classe.

Nosso primeiro resultado em ambiente Lorentziano generaliza um resul-
tado anterior de H. Li ([22], teorema 4.3):

g ; —n+1 . ~ pyos ;
Teorema 1.10. Sejax : M™ — M, uma imersdo isométrica de uma varie-
dade Riemanniana fechada M™ em uma variedade de Lorentz temporalmente
. —n+1 ;
orientada M, de curvatura scccional constante ¢ > 0. Se a curvatura
escalar R de M™ é constante e satisfaz
(a) c (@) < R < ¢, entdo M™ é totalmente umbilica.

n

(b) ¢ (M) <R<ceS;#0, entio M™ € totalmente umbilica.

(c) c(®=2%) < R <c, entdo VA=0 e M" tem curvatura média constante.




Teorema 1.11. Seja x : M™ — W:H} wma wmersao isométrica de uma
variedade Riemanniana completa M™ em uma variedade de Lorentz tempo-
ralmente orientada M, de curvatura seccional constante c. Suponha que
a curvatura média H; de M™ nao muda de sinal, e escolha a orientagdo de
M™ de tal modo que Hy > 0. Se H, atinge um mdzimo global em M™, e a

curvatura escalar R de M™ € constante e satisfaz

entao M™ é totalmente umbilica.

—

Utilizando um anédlogo do lema 1.7 para ambientes Lorentzianos, obtemos
os seguintes resultados:

Teorema 1.12. Seja x : M™ — ﬂ(’f'l‘ ¢ > 0, uma hipersuperficie fechada
do espaco de Lorentz temporalmente orientado HHH, de curvatura seccional
constante c¢. Se a curvatura seccional Ky de M™ satisfaz 0 < Ky < c e,
para algum 1 < r < n, H, # 0 € constante sobre M™, entao M™ tem seqgunda
forma fundamental paralela e definida. Mais ainda, se 0 < Ky < ¢ entao

M™ ¢ totalmente umbilica

Corolario 1.13. Seja z : M" — 'l_[‘” " 6> 0, uma hipersuperficie fechada
do espago de Lorentz temporalmente orientado M, de curvatura seccional
constante c. Se a curvatura seccional Ky de M™ satisfaz 0 < Ky < ¢ g,
para algum 1 < r < n, H, # 0 € constante sobre M™, entao H,;, € constante
sobre M™ se e s6 se Hy (ou a curvatura escalar R) for constante sobre M™.

Uma importante subclasse de variedades Lorentzianas temporalmente-
orientadas ¢ a formada pelos espagos-tempo de Robertson-Walker generali-
zados, i.e., produtos warped

n+1

M =1 x; F",

v . . 1 m . B ’ . ‘3
com fibra Riemanniana F™, I C R um intervalo aberto com a métrica —dt
e funcao warping f : [ — R%. Em relagdo aos mesmos, tem-se:

‘s ‘ i o wentl N
Corolario 1.14. Seja M, = I xy F™ um espago-tempo de Robertson-

Walker generalizado com curvatura seccional constante ¢, ex: M™ — M~




uma hipersuperficie fechada de M~ . Se, para algum 1 < r < n, tivermos
H, # 0 constante sobre M™, ¢ 0 < Ky < ¢, entao M™ = {t} x F", para
algum t € I, a menos que M seja isométrico ao espaco de De Sitter
S**! em uma vizinhanga de M™, em cujo caso M™ ¢ uma esfera redonda

totalmente umbilica.

O teorema de Calabi-Bernstein assegura que as unicas hipersuperficies
s 1r1~—l

sao os hiperplanos tipo-espago. Em nossos tltimos resultados examinamos o

tipo-espago, maximas e completas, do espago de Lorentz-Minkow

que se pode dizer sobre hipersuperficies tipo-espago r—méximas de espacos
de Lorentz temporalmente orientados, i.e., aquelas com r—ésima curvatura
média identicamente nula:

= = —n+1 . P " =
Teorema 1.15. Sejaz : M™ — M_  uma hipersuperficie tipo-espago, nao-
compacta e T—mdzima, da variedade de Lorentz temporalmente orientada
—n+1

M, , de curvatura seccional constante ¢ > 0. Se H,41 € constante sobre
M™, entio H; = 0 sobre M™ para todor < j <m, e

(a) v(p) >n—r+1 para todo p € M™.
—n+l , . . T - <
(b) se M ¢ o espago de Lorentz-Minkowski L™ e M™ é completa, entao
por todo ponto de M™ passa um (n —r + 1)—hiperplano de L™*! total-

mente contido em M™.

Coroldrio 1.16. Seja x : M™ — S™ wma hipersuperficie tipo-espago com-
A 1 I Per) I pag

pleta do espago de De Sitter, com Hy, Hy e H3 constantes, H; # 0. Se Hy =0

entao M™ ¢ de rotucao.

No caso compacto temos um resultado mais forte:

e —n+1 ;5 o0 1 38
Teorema 1.17. Seja x : M™ — M_  uma hipersuperficie tipo-espaco,

r—mdzima (r < n) fechada em uma variedade de Lorentz temporalmente

— 1 > - =
orientada M, de curvatura seccional constante c. Entdo
/ tr(A*P._y)[tr(A*Pr_y) + ctr(Pr-1)]dM < 0
S

e, ademats,

(a) ¢ > 0= H; =0 sobre M™, para todor < 7 < n.




(b) Sec <0 e Hyyy # 0 sobre M™, entao
tr(A%P._1)[tr(A®P,_;) + ctr(Pr )] >0
sobre M™ implica em VA =0 e Hyy1, Hy_1 constantes sobre M™.

O coroldrio a seguir é consequéncia imediata do item (a) do teorema
acima, e generaliza o teorema 4.6 de [8]. De fato, ele fornece outra prova, para
hipersuperficies tipo-espago fechadas de um ambiente Lorentziano de curva-
tura seccional constante ¢ nio-negativa, do teorema de Calabi-Bernstein.

Corolario 1.18. Seja z : M™ — 7’\7:“. ¢ > 0, wma hipersuperficie tipo-

espaco, mdzima ¢ fechada, em uma variedade de Lorentz temporalmente ori-
—n+l . < »

entada M, de curvatura seccional constante c. Entao M™ € totalmente

geodésica.

Finalmente, em ambientes conformemente estaciondrios, i.e., variedades
Lorentzianas temporalmente orientadas nas quais o campo vetorial tipo-
tempo K é conforme (no sentido da derivagao tensorial de Lie), o resultado
anterior implica o seguinte

e . —n+1 .
Corolario 1.19. Seja M uma variedade de Lorentz conformemente es-

- i i —n+1
taciondria, com curvatura seccional ¢ < 0. Se z : M™ — M, € uma
hipersuperficie r—mdzima (r < n), tipo-espago e fechada, sobre a qual

1‘]'("'1‘2[7?'7I)U‘]'(‘“\gprfl) +ctr(Pr-1)] 2 0,
entio existe p € M™ tal que Hr41(p) = 0.

O presente trabalho se encontra organizado do seguinte modo: no segundo
capitulo nés estabelecemos vérias notagoes, bem como colecionamos alguns
resultados elementares sobre tensores, variedades de Lorentz e imersoes iso-
métricas. O terceiro capitulo é devotado ao estudo das r—curvaturas médias

H, de uma hipersuperficie. Em particular, nele provamos as férmulas para
L,(S,) e L.(S:). No quarto e tltimo capitulo, tal férmula é aplicada na
dedugao dos resultados supracitados.




Capitulo 2

Preliminares

Ao longo deste trabalho, a menos que dito explicitamente em contrario, M™
denota uma variedade Riemanniana com métrica Riemanniana g = (, ),
conexio de Levi-Civitta V e tensor curvatura R. D(M) denota o anel comu-
tativo das funcoes reais de classe C™ (ou suaves) sobre M.

2.1 Campos tensoriais

Tensores (covariantes ou contravariantes) sao objetos de que podemos dispor
em quaisquer variedades diferenciaveis. Nesta secao, contudo, nossa atengao
estard focada basicamente em tensores (covariantes) sobre uma variedade
Riemanniana M.

Denotamos por ¢ um 2—tensor arbitrario sobre M, e por Vo e Vi¢p =
V (V) suas primeira e segunda diferenciais covariantes ([16]). A cada um de
tais ¢ corresponde uma aplicagao T': TM — T'M, que ¢ um operador linear
sobre cada T, M e satisfaz, para todos X,Y € X(M),

(X, Y)=(TX,Y).
\ \ /

Reciprocamente, utilizando a formula acima como definicdo, podemos natu-
ralmente associar a uma aplicagdo T : TM — TM, linear sobre cada T, M,
um 2—tensor ¢ sobre M. Doravante, nos referiremos a T como o operador
linear associado ao 2—tensor ¢.

Para V € X(M) é facilmente verificado que

(Vv)(X,Y) = (Vé)(X, Y, V)
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define outro 2—tensor sobre M, denominado a derivada covariante de ¢ na
direcao de V. Se VT denota o operador linear associado a Vy ¢, € também
facil verificar que

(VyTYX) =Vy(TX) =T(VyX).
Seja {e;} um referencial movel em uma vizinhanca aberta U C M, com

co-referencial {w;} e 1—formas de conexdo w;;. Lembremos que a primeira e
a segunda equagdes de estrutura sdo respectivamente dadas por

J

(n':u./‘,'j = Zw‘,‘k N Wgj + Q?’j,
k

sendo as formas de curvatura §;; definidas por

1
~3 Z Rijriwi A wy.
k,l

Denotando respectivamente por ¢;;, ¢ijk € @ijx as componentes de ¢, Voe
V20 com relacao a {e;}, as seguintes formulas relacionando tais componentes
‘ G 0 b
sao de facil verificagao:

Z bijrwy, = doij — Z Prjwir — Z PikWwik; (2.1)
k k k
Zfbukzw‘i = doijk — Z PrikWit — Z PikWsji — Z Gijiwk- (2.2)
1

l l l

Lema 2.1. Seja ¢ um 2—tensor sobre M. Entdo, em relagao a um referencial
mdvel arbitrdrio {e;} em M, tem-se

/ S ) fe
Dijkl — Dijlk = — 2 (l)ﬂ'j[ih'kf - § Oi’r‘Hi‘Jik- \
"

-

oo
W

Demonstragio. Diferenciando exteriormente (2.1), obtemos

Z (1(;‘)13;\1 N wg + Z (,-“)U,zl-(].wg. = - Z (](ij. A Wik — Z (*ka(lwik
k
— Z dir A Wik — Z C)i;\d..uj;\.

k




11

Substituindo (2.1) e (2.2) na relagio acima, juntamente com a segunda
equacdo de estrutura, apds alguns cancelamentos obtemos

Z Pijriwy N\ Wi = — Z Griflix — Z GikLjk-
k

kl k

Finalmente,
/ 1 N
Qijlk — ikt = — 2 ﬂ'J:-_an-(Ck,CJ) = E G*)irﬂjr(ﬁk-ffz)
T r

1=, ,
= E L ((i:)r‘j]?:r'm.' + (pi.r]?jrmt) (wﬂl /\ ‘;L'Iﬁ)(ck: Ci)

rym,t

1 e,
= QZ (.brj([{a.rk.' = Rin’k) + 5 Z @ir(RjrkI - Rjrik)

- Z ¢rj Ririt + Z Gir Rjri = Z ¢rjRirra + Z Gir Rrjik-

r r

O

As observacoes a seguir sobre componentes de um tensor em um referen-
cial dado serdao bastante iteis no proximo capitulo.

Observagoes.

(a) Um referencial mével {e;} é geodésico em p € M quando (Ve,e;)(p) =0
para todos 1 < i,k < n, o que equivale a wij(p) = 0 para todos
1 <1i,j <n. Usualmente, constréi-se referenciais geodésicos em p € M
considerando-se uma vizinhanca normal de p e transportando paralela-
mente os clementos de uma base ortonormal arbitraria de T, M ao longo
das geodésicas radiais que sacm de p. Sempre que SUPUSEIMOs ser um
dado referencial geodésico em um ponto de M, estaremos assumindo
tal referencial construido desse modo.

Para 1 < k < n fixado, a construgio acima nos da (V.,e;)(g) = 0, para
todo 1 < i < n e todo ponto ¢ sobre a geodésica radial que parte de p
com vetor velocidade e;. Entdo, w;;(q)(ex) = 0 para todos tais ¢, 7 e g.

I« 4 = 4 - — D .. P . s >
(b) Defina ¢;jx = ex(¢i;) e dijer = ex(ex(#i;)). Quando o referencial {e:}
for geodésico em p € M entdo, ao longo da geodésica radial partindo
g ’ g g E
de p com vetor velocidade ey, temos

]
Nas

bijk = Gijx and  Pijek = Pijikk-




12

A primeira parte de (2.4) segue da observagdo (a) e de (2.1), enquanto
a segunda parte é obtida ao se substituir a primeira em (2.2).

(c) Um 2—tensor ¢ sobre M™ ¢ de Codazzi! quando Pijk = ikj para todos
1 <i,j,k < n, e em relagio a qualquer referencial mével {e;} em M.
Se este for o caso, trocando-se os indices j e k em (2.2) obtemos

o]
o

bijki = ikl (2.5)
para todos 1 < 1,7, k,l < n.

Um 2—tensor covariante ¢ sobre uma variedade diferencidvel M ¢é dito
simétrico quando ¢(X,Y) = ¢(Y, X), para todos X,Y € X(M). Quando
M é Riemanniana, a simetria de ¢ é claramente equivalente & auto-adjungao
de seu operador linear associado T. Ademais, ¢ também imediato que Vxo¢
¢ simétrico sempre que ¢ for cle mesmo simétrico, de maneira que VxT €

auto-adjunto sempre que 7' for auto-adjunto.

Em relacao a um referencial mével arbitrario {ei} em M, a simetria de
¢ ¢é equivalente a ¢;; = ¢ji, para todos 1 < 4,7 < n. Definimos a norma ao
quadrado de um 2—tensor simétrico ¢ sobre M por

|9]* = tx(T*),

onde tr denota o trago de um operador linear. Em componentes, tem-se

|‘ﬂ2 = Z ¢?}
1]

2.2 Variedades de Lorentz

Seja V um espago vetorial real de dimensdo finita. Uma forma bilinear
simétrica b= (, ): V xV — R é dita

| Syl

(a) Positiva definida, quando (v,v) > 0 para todo v € V'\ {0

(b) Negativa definida, quando (v, v) < 0 para todov € V' \ {0}.

1A motivagio para essa definigio vem do fato, a ser provado na se¢ao 2..

isométricas de variedades Riemannianas como hipersuperficies de ambientes de curvatura
seccional constante tém segunda forma fundamental de Codazzi.
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(c) Ndo-degenerada, quando (v, w) = 0 para todo w € V implica em v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V', um subespago W de V é
rada .

dito nao-degenerado se by xw : W x W — R for nao-deg

O indice de wna forma bilinear simétrica b sobre V' é a maior dimensao de
um subespago W de V' tal que bywxw : W x W — R seja n¢
Dados uma forma bilinear simétrica b sobre V' e um subespago W de V,

definimos o complemento ortogonal W+ de W em V por

tiva definida.

Wt ={veV; (vw) =0, Vw e W}

Incluimos o lema a seguir por completeza. Sua prova é algebra linear padrao,
e pode ser encontrada em [24] (lemas 1.19, 1.22 e 1.23).

Lema 2.2. Seja b uma forma bilinear simétrica sobre o espago vetorial de
dimensdo finita V, e W um subespago de V. Entao:

(a) b € nao-degenerada se e s6 se sua matriz com respeito a uma (e entdo
a toda) base de V' for invertivel.

(b) Se W é nio-degenerado entio dim(W)+dim(W+) = dim(V) e (W)=
w.

(c) W ¢é nao-degenerado se e sé se V =W @ W+. Em particular, W €
nao-degenerado se e s6 se W for nao-degenerado.

Doravante, supomos que b = {, ) é uma forma bilinear simétrica e nao-
degencrada sobre o espago vetorial real V. Em relagio a b, dizemos que

ve V\{0}é&
e Tipo-tempo, quando (v,v) < 0;
o Tipo-luz, quando (v,v) = 0;

e Tipo-espago, quando (v,v) > 0.

Analogamente, define-se o que significa para um subespago nao-degene-
rado W de V ser tipo-tempo, tipo-luz ou tipo-espago. Se v € V'\ {0} néo for
tipo-luz, define-se o sinal ¢, € {—1,1} de v por
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A normade v € V é |v| = /e, (v,v), e v é unitdrio se |v| = 1. E também
um resultado padrio de dlgebra linear (lema 2.24 de [24]) que V' admite uma
base {e;} ortonormal com respeito a b, isto &, tal que (e, e;j) = €d;;, onde
¢; denota o sinal de e¢;. Desse modo, a expansao ortonormal de v € V com
respeito a {e;} ¢ dada por

n

v = Z e (v, e;)e;.

1=1

Seja V um espago vetorial no qual uma forma bilinear simétrica e nao-
degenerada b = ( , ) de indice 1 esta definida, e 7 = {u € V; (u,u) < 0}.
Para cada u € 7, definimos o cone tipo-tempo de V' contendo u por C(u) =

{veT; (uv) <0}
Lema 2.3. Sejam v,w € 7. Entao:

(a) O subespago {v}* € tipo-espago e V = span{v} & span{v}*+. Assim,
T € a unido disjunta de C(v) e C(—v).

(b) |(v,w)| > |v||w]|, com igualdade se ¢ 56 se v e w forem colineares.

(c) Se v € C(u) para algum u € T, entio w € C(u) (v,w) < 0.
Portanto, w € C(v) & v € C(w) & C(v) = C(w).

Demonstragio. Veja [15], lema 1.2.1. O

Definigiao 2.4. Um tensor métrico sobre uma variedade diferencidvel M é
um 2—tensor covariante e simétrico g sobre M, tal que jp é nao-degenerada
para todo p € M. Uma variedade semi-Riemanniana M é um par (M,3),
onde M ¢ uma variedade diferencidvel e g = (, ) é um tensor métrico de
indice constante sobre M.

Uma vez que o indice de § é uma fungao semi-continua inferiormente de
M em N, é imediato que ele é constante em toda componente conexa de M.

Daqui em diante, sempre que nao houver perigo de confusao, escreveremos
simplesmente M para o par (M,g), (, ) para o tensor métrico g de M ev
para scu indice.

Sempre que p € Mev,weE TPH gerarem um subespago 2—dimensional
nio-degenerado de T, M, segue do item (a) do lema 2.2 que (v, v)(w, w) —
(v,w)? # 0. Desse modo, tem sentido a seguinte




Definicao 2.5. Seja M wma variedade semi-Riemanniana, p € M e o C

I,M wm subespago 2—dimensional nao-degenerado de T,M. O numero
(R(v, w)v, w)

(v, v){w, w) — (v, w)?

independe da base escolhida {v,w} de o, e é denominado curvatura seccional
de M em p, sequndo o.

K(0) =

Definigao 2.6. A variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional
constante quando, para cada p € M, os nimeros K(o) da definigao acima
independerem do subespago 2— dimensional ndo-degenerado o de T, M2

Aproximando subespagos 2—dimensionais degenerados o de T, M através
de subespacos nao-degenerados, pode-se mostrar que o fato de M ter cur-
vatura seccional constante determina seu tensor curvatura R. Mais precisa-
mente (coroldrio 3.43 de [24]), se M tiver curvatura seccional constante c,
entao

R(X,Y)Z = (X, Z2)Y — (Y, 2)X], (2.6)

para todos X,Y,Z € X(M).
Quando o indice v de M ¢ 0, M ¢ simplesmente uma variedade Rieman-
niana; quando v = 1, M ¢ denominada uma variedade de Lorentz.

Definicdo 2.7. Seja M uma variedade de Lorentz. Uma aplicagao T, que
associa a cada p € M um cone tipo-tempo T, em T,,W, ¢ suave quando, para
cada p € M, existem uma vizinhanga aberta U dep e V € X(U), tais que
V(q) € 1, para todo q € U. Caso uma tal aplicagao T exista, diz-se que M ¢é
temporalmente orientavel.

Proposicao 2.8. Uma variedade de Lorentz M € fe'rnpo-rrrhnente orientdvel
se e sé se existir um campo vetorial tipo-tempo K € X( M).

Demonstragio. Se existe um campo K de vetores tipo-tempo sobre M, defina
7(p) = C(K(p)). Reciprocamente, seja T uma orientagao temporal de M.
Como 7 ¢é diferenciavel, cada ponto p € M possui uma vizinhanga U em M na
qual estd definido um campo de vetores tipo-tempo Ky, com Ky(q) € 7(q),

2Quando dim(M) > 3 e M tem curvatura seccional constante, prova-se (teorema de
K (o) também independe do ponto p € M escolhido.

Schur) que o valor de
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para cada ¢ € U. Sejam agora {U,} uma tal Cobel‘tum de M, e {fa} uma
particio da unidade estritamente subordinada a {U,}. Entao o campo

[ = z .ftrj\'Uu
a

estd bem definido sobre M e é facil verificar, com a ajuda do lema 2.3, que
K ¢é tipo-tempo. O

No que concerne orientabilidade temporal, a proposigao acima diz que

nao importa se nos referimos a fungao suave 7 ou ao campo vetorial tipo-
tempo K. Assim, sempre que M for temporalmente orientavel, a escolha de
uma aplica¢do T como acima, ou de um campo vetorial tipo-tempo K aela
correspondente, sera denominada uma orientagao temporal para M.

Seja T uma orientagio temporal para M, e V € X(M). Se V(q) € 1
para todo q € M, diz-se que V aponta para o futuro. Segue da defini¢ao de
cones tipo-tempo que todos os campos vetoriais sobre M que apontam para o
futuro sdo tipo-tempo (ainda que a reciproca nao seja verdadeira). Ademais,
se K for uma orientagao temporal para M, o item (c) do lema 2.3 garante
que um campo vetorial tipo-tempo V' sobre M aponta para o futuro se e s6

se (V,K) < 0.

Um tipo particular de \"\11(‘ Lul(‘ de Lorentz temporalmente orientével é
uma variedade de Lorentz (ﬂ\[ ,g) conformemente estaciondria, isto é,
tal que M possui um campo de vct,oros tipo tempo K conforme, no sentido
de ser

Lig = 2¢y,

onde ¢ € D(M) e L denota a derivagao de Lie.

Uma classe particular de variedades de Lorentz conformemente estacio-
nérias é a formada pelos espagos-tempo de Robertson-Walker generalizados,
ou seja, os produtos warped

—n+1 ;

M =1x;F"
com fungio warping f : I — R, onde a base I C R ¢ um intervalo aberto
com métrica —dt? e a fibra F™ é uma variedade Riemanniana. Nesse caso, 0
campo conforme tipo-tempo K, dado por K = fg;, é fechado, no sentido de
que sua 1—forma dual wi é fechada.

Tais produtos incluem os espagos de Lorentz-Minkwoski L***, de De Sit
ter S™! bem como o espaco anti-De Sitter HP*, e seu interesse fisico provem
1 ) Y 1 ) 1
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de sua utilizagdo como modelo cosmoldgico. Para uma andlise mais deta-
lhada da estrutura de variedades de Lorentz conformemente estaciondrias
e de espacos-tempo de Robertson-Walker generalizados, veja [23] e [5], ou
ainda [15].

2.3 Imersoes isométricas

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana e (H’Hl.ﬁ) uma variedade semi-
Riemanniana. Uma imersdo isométrica z : M® — M~ é uma imersdo tal
que z*g = g. Neste caso, é costume denotar (e assim o faremos) os tensores
métricos de M e M por um mesmo simbolo.

Dada z : M™ — M imersdo isométrica, diz-se que M é uma hiper-
superficie de M. Quando M ¢ de Lorentz, M ¢é dita uma hipersuperficie

tipo-espago de M.

Proposigao 2.9. Se M™ é uma hipersuperficie tipo-espago de uma variedade
. —n+l o & .

de Lorentz temporalmente orientada M, entdo M™ admite um campo ve-

torial normal unitdrio (suave) N € X(M)*, apontando para o futuro. Em

particular, M™ € orientdvel.

Demonstragdo. Fixe um campo K € X (M) que di a orientagdo temporal
de M, e observe que, para todo p € M, o conjunto de todos os vetores
tipo-tempo v € T, M ¢ a unido disjunta de C(K(p)) e C(—K(p)).

Tome, em cada p € M, um vetor unitario N(p) € T,M~*. Desde que N(p)
é tipo-tempo, trocando N(p) por —N(p) se necessério, podemos supor que
N(p) € C(K(p)). Esta receita define unicamente um campo vetorial normal
unitario N sobre M, apontando para o futuro, e tudo o que resta a fazer é
mostrar que tal N é suave.

Para tanto, fixe p € M e tome um referencial mével {e;} sobre uma
vizinhanca aberta e conexa U de p em M. Entao N=K-Y" (Kbe)eé
suave e normal a M em U, com

(N, N) = (N, K) = (K, K) = Y (K, e:)*.

i=1

=

Mas (K, K) =Y 5 (K, e;)*—(K, N)?, de modo que (N,N)=—(K,N)? <0.
Portanto, N(q) € C(K(q)) paracada g€ U, e N = ﬁ:{—i, suave.

O
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Doravante, ¢ : M" — M denotard sempre uma imersao isométrica de
uma variedade Riemanniana n—dimensional em uma variedade Riemanniana
orientada, ou de Lorentz temporalmente orientada, (n + 1)—dimensional,
estando o caso sob consideracido em cada situagao sempre claro do contexto.

Quando M for Riemanniana, M™ serd sempre assumida orientavel.
Desde que, como vimos acima, essa hipétese é desnecessaria no caso de ambi-
ente Lorentziano temporalmente orientado, em qualquer caso M™ ¢ orientada
pela escolha de um campo vetorial normal unitério N sobre a mesma. 1

Mais uma palavra sobre notacdo: em relagdo a imerséao z : M™ — M,
exceto pela métrica objetos sem barra se referirdo a M, ao passo que objetos
com barra se referirdo a M. Em particular, V e V denotardo as conexdes de
Levi-Civitta, e R e R os tensores de curvatura de M e M, respectivamente.

Para todos X,Y € X(M), tem-se VxY = \.‘\_\;_\-Y)T. onde o T sobrescrito
denota componente tangente. Assim,

VxY =VyxY +a(X,Y),
onde av : X(M)x X (M) — X*(M) é a segunda forma fundamental (vetorial)
de z. Desde que a é D(M)—Dbilinear e simétrica, definindo

(AX,Y) = (a(X,Y),N)
obtemos um campo A : X (M) — X (M) de operadores lineares auto-adjuntos
A, T,M — T,M (p € M), também denominados sequndas formas funda-
mentais de z. B imediato verificar que

AX = —VxN e a(X,Y) = en(AX,Y)N.

A proposi¢io a seguir coleciona as equagoes fundamentais relacionando
os tensores curvatura de M e M e a segunda forma fundamental:

- _ —n+1 : &% i o
Proposigao 2.10. Sejax : M™ — M 1 wma imersdo isométrica e XY, Z €
X(M). Entao:

(a) (Equagdo de Gauss)

R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" + en[(AX, Z)AY — (AY, Z)AX].

(b) (Equagio de Codazzi) (R(X,Y)N)T = (VxA)Y — (VyA)X.
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Para ambientes de curvatura seccional constante tem-se o seguinte

Corolario 2.11. Seja z : M™ — ;ﬁzﬂ uma imersao isométrica de M™ em
um ambiente M"" de curvatura seccional constantec, e X,Y, Z,W € X(M).
Entao:
(R(X,Y)Z,W) = [(X,Z){(Y,W)— (X, W)Y, Z)]
+en((AX, 2)(AY, W) — (AX,W)(AY, Z)]. (2.7

(VxA)Y = (VyA)X.

N

Demonstragao. Conscquéncia imediata da proposigao anterior ¢ da formula 2.6
para o tensor curvatura de um espago de curvatura seccional constante, [J

Observagao. A equacgao (2.8) é precisamente o que significa, para imersoes
isométricas de codimensdao um em espacos de curvatura seccional constante,
dizer que a segunda forma fundamental A ¢ um tensor de Codazzi. De fato,
dado um referencial movel {ex} sobre M e 1 < i, j, k < n, segue de (2.8) que
(Ve Adei,ej) = ((Ve,A)ex, €;), ou ainda que

(VA) e, e, ex) = (VA)(ex, €5, ).
i N L o =—n+1
Para o que segue, em relagao a imersao isométrica z : M® — M, de
segunda forma fundamental A em relacao a um campo normal unitario N
. . - ; ' a0 ~9 2 o
que dé a orientagao de M, definamos S; = tr(A) e 25, = S7 — |A|*. Sendo
A, ..., A, 0s autovalores de A em p € M, é facil verificar que®

Si=) AeS=) A\

1<)

‘ , P 5. —n+1 5 > . e

Corolario 2.12. Seja x : M™ — M_,  uma imersao isométrica de M™
. —n+l ; .

em um ambiente M de curvatura seccional constante c. Se R denota a

curvatura escalar de M™, entao:

b
o

25, = cyn(n — 1)(R —c).

Veja tambdém a secio 3.1
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Demonstracdo. Seja p € M e {e;} uma base de T, M, tal que Aex = Ak€k
para 1 < k < n. A equagdo de Gauss nos da

9
R ] — __;_ R 2, € s 1;\)
(p) n(n—1) ;( (e;, €j)€;; €;)
- _Z[( T(«’\ "1(7 w/(khr — €N l‘: 2
n — 1‘ = :
2 ! £R%
n(n—1) cten ) Aid
n(n —1) (2) Fen ?Z; 4
= ‘)(»:\' S (1'))
B nn—1)

O

Concluimos este capitulo com o lema a seguir, que aparece, em formas
ligeiramente diferentes, em [12] e em [2].

Lema 2.13. Sejaz : M"™ — M uma imersdo isométrica com Sy constan-
te. Entao
S2(|VA]? — |VSi|?) > 25| VAP (2.10)

Em particular, se Sy > 0 entdo | 2 - |VSi|2 > 0.

Demonstracio. Seja p € M e {ex} um referencial mével em uma vizinhanga
U C M de p, geodésico em p. D(,uot.md ainda por (h;;) a matriz de A em
relacio & base {ex}, segue de S = |A|?+2S; que S} = Y, hiy+2S52. Entéo,

S1ei(Sh) Z/luhm

tem-se em p

Usemos agora a desigualdade de Ca.uchy—Schwarz para obter

S2e(S1))? = | Y hwhui | < [ Dbk | D i
kil k,l k,l

Zh‘iu

k1l
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Somando membro a membro as desigualdades acima para 1 < ¢ < n,
obtém-se finalmente

2|V8, |2 < |AP|VAJ? = (52 - 25,)| VAP,

que é precisamente a desigualdade desejada.
Se Sy > 0, segue que S(|VA|*—|VSi|?) > 0 em M. Portanto, definindo

U= {pe M;S(p) # 0},

VAP?-|VS|?>0em U,edaiem U. Em U, que é aberto, temos
2=0edeS;>0que A=0. Logo, VA=0edai VS, =0 em

obtém-se
de 25, + |A

= P . ,
U", de modo que também temos |VA|?> — |VS;|? > 0 ai. O




Capitulo 3

Curvaturas médias de ordem
superior

3.1 Transformacgoes de Newton

A segunda forma fundamental A : TM — TM da imersao isométrica x :
M™ — T com respeito a um campo vetorial normal unitario N € XL (M)
que da a orientagio de M induz, em cada p € M, um operador linear auto-
adjunto A : T,M — T, M.

Associado a A, tem-se os n invariantes Sy, 1 < r < n, dados pela igual-
dade

mn

. ] »
det(t] — A) =Y (—1)FSkt"",
k=0
onde Sy = 1 por definicao. Quando {ex} é uma base de 7, M formada por au-
tovetores de A,, com autovalores respectivamente { Ak}, vé-se imediatamente
que

S,. o O’,.(z\] yoeore g/\n)w

onde o, € R[Xj,...,X,] € o r—ésimo polinémio simétrico elementar nas n
indeterminadas X, ..., X,.
E por vezes mais conveniente trabalhar com as curvaturas médias de

ordem superior H, de z, definidas para 0 < r < n por

Sr r(ENAL oo ENAY
][,— = ('7:\;_1_‘ 2 a ((.\ 1 (IV 1).

) ()

3%
i
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Tais funcoes satisfazem desigualdades algébricas muito tuteis, conjunta-
mente denominadas desigualdades de Newton. Uma prova das mesmas para
mimeros reais positivos pode ser encontrada em [18]. Apresentamos a seguir
uma (prova diferente de uma) versao mais geral das mesmas, juntamente com
uma condicio suficiente para a ocorréncia de igualdade.

Lema 3.1. Se um polinémio f € R[X] possui k > 1 raizes reais, entao sua
derivada f' possui ao menos k — 1 raizes reais. Em particular, se todas as
raizes de f forem reais entdo todas as raizes de f' também serao reais.

Demonstragio. Podemos supor k > 1. Sejam z; < --- < z; raizes reais de f,
com multiplicidades respectivamente my, ..., my tais que my + -+ - +my = k.
Entdo cada z; é raiz de f’ com multiplicidade m; — 1. Por outro lado, entre
T; € T;+1 ha, pelo teorema de Rélle, a0 menos uma outra raiz de f’, de modo
que contabilizamos ao menos

(my—=1)+-+(m-1)+(1-1)=k-1
raizes reais para f’. O resto é imediato. £l

Proposicio 3.2. Sejam n > 1 inteiro, e A,..., A, nimeros reais. Defina,
- : : -1
para 0 <r <n, S, = S.(\;)) como acima, e H, = H.(N) = (’:) Tl

(a) Para 1 < r < n, tem-se H? > H,_1H,41. Ademais, se a igualdade
ocorrer para v = 1 ou para algum 1 < r < n, com H,y1 # 0 neste
iltimo caso, entao M\ = -+ = A,.

(b) Se Hj,Hs, ..., H, > 0 para algum 1 < r < n, entao H; > Hy 2
YH; > -+ > H,. Ademais, se a igualdade ocorrer para algum 1 <
j<r,entdo A\y == Ap.

(c) Se, para algum 1 < r < n, tivermos H, = H,41 = 0, entao Hjy =0
para todo r < j < n. Em particular, no mdrimo v — 1 dos A; serao
nao-nulos neste caso.

Demonstracio. Para provar (a) usemos indugdo sobre o niimero n > 1 de
2 >0, com

I

’ . g 9 5
nimeros reais. Para n = 2, Hi > H, é equivalente a (A1 — A2)
igualdade se e s6 se A} = Ag.

Suponha as desigualdades vélidas para quaisquer n — 1 numeros reais,

com a igualdade ocorrendo para H,;; # 0se eséseosn —1 niimeros forem
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todos iguais. Dados n > 3 reais Aq,...,~ \,., seja
S - == 1 1 J

=(x+XN)...(x+ ) = H.(X)x" ™
f@)=(e+N). @+ x) = (| JHN
r=0 4
Entao :
n—
: n \, n—r—1
fi(z) =) (n=7) (J H.(A)a"™ "
r=f)
Por outro lado, pelo lema anterior, existem reais 71, ..., Ya-1 tais que

n—1

fx) = nlz+m) - (T+m1)=n Z S.(y:)z T

r=0

n—1 a3
= ) n( )H,.(’};).L‘"‘lvr.
r

r=0

Desde que (n—r)(") =n [ l) . comparando coeficientes obtemos H,(\;) =
H,(v;) para 0 < r < n—1. Portanto, segue da hipétese de indugao que, para
1<r<n-2,

r

H(N) = HA(%) = Heoa(9) Hewa (%) = Heo1 () Hrga (A)-

Ademais, se tivermos igualdade para os A;, com Hy; (\i) # 0, entao também
teremos igualdade para os v;, com H,.yi(%) # 0. Novamente pela hipétese
de inducgao, segue que y; =+ = Yn-1, © daf Ay = - = Ay,

Para terminar, ¢ suficiente provar que HZ_;(A;) > H,_o(M\)Hp(X:), com
igualdade para H, # 0 sc ¢ 56 sc todos 0s A; forem iguais. Se algum A; =0
a igualdade é ébvia. Senao, H, # 0 e

=4 % =
’ i H n — H
}'{2 > nf‘:r]" T = I = > - I—I .
il = H o 1 o ('“_ - l) 2’4 /\5 . (” = 2) )\1)\3 "

1<J
1 ’ 1
. i<j ]

i

Denotando a; = 1/);, temos a tltima desigualdade acima equivalente a

2

mn

(n—1) Zm > 2!1,20’,,0(5.

i=1 1<g




Fazendo T'(a;) = (n —

pela desigualdade de
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n \ 2 ¢ L4 =
1) (X, @) —2n); ; oaj, obtemos
% -
n _ n o
=
n E a | —| Q| — omY oo
—— >
i=1 i=1 i<j
n z n \ 2
n i a; | — 2 E 0 o
=1 1<j i=1
2
n n
—\ g g
n 2 a — | D =0,
i=1 i=1

Cauchy-Schwarz. E ainda 6bvio que, nesse caso, a

igualdade ocorre se e s6 se todos os «; (e entdo todos os A;) forem iguais.

Note que o argume

nto acima também prova que HZ = Hj se e s6 se todos

0s \; forem iguais, posto que T'()\;) = n%(n — 1)[H{(Xi) — Ha(A))].

Para o item (b), ol
B2 H

ou ainda H,* > H,/

. 1/k
acima que, caso H.k:/

Hy._1Hi.,. Logo, o ite

Para provar (c) su

1/2
serve que Hy > Hg/ segue de (a). Por outro lado, se

ke y -

" para algum 2 < k < r, entao
Y k=1

Hj > Hy_1Hgn > H* Hyqy,

k+4-1) o . ; 5

(1 ). Segue agora imediatamente das desigualdades
1/(k+1)

Hy

m (a) garante que A;

para algum 1 < k < r, entdo H} =
Bk B )\n'

ponha, sem perda de generalidade, 7 < n — 1. Como

H, = H,,; =0, temos igualdade na desigualdade de Newton

Se H,,s # 0, segue de (a) que A\ = -
donde H,;2 = 0, uma contradi¢io. Portanto, H,42

H; =0 para todo 7 <
f(z) do item (a) ¢, ne

H? , > H.H,».

=X = X. Dai, H;
0 e,

0= \=0,

analogamente,

i < n. Para o que falta, basta notar que o polindmio
p 1 i

S55C Caso,

Flo)= Z Sjrf:"f*"‘

§=0

r—1
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Voltando as imersoes isométricas, para 0 < r < n define-se o r—ésimo
operador de Newton P, sobre M pondo Py = I (o operador identidade) e,
para 1 < r < n, pela recorréncia

P, = eySel — enAF;_1.
Uma indugao trivial mostra que
P. = €y(SeI — Sp_1 A+ Sp2A? — --- 4+ (-1)A"),

donde o teorema de Cayley-Hamilton nos da P, = 0. Ademais, desde que P
¢ um polindémio em A para todo r, ele é também auto-adjunto e comuta com
A. Entao toda base que diagonaliza A em p € M também diagonaliza todos
os P, em p. Sendo {e;} uma tal base, com Ae; = A;e;, e denotando por A; a
restricio de A a (e;)* C T, M, é facil ver que

n—1

(1(:1‘.(.’.[ — ;’l{-) = Z(_U*'Sk(Ai)in—l—kj

k=0

onde

Sk(A) = DY i A

1€ <. <JSn
Iy Jk 72

Com as notacoes acima, é ainda imediato checar que Pre; = e Sr(Ai)es,
¢ tambdém que

(a) Sp(A;) = Sr — AiSr-1(A:).
(b) tx(By) = iy oy S(As) = cy(n —7)Sr.
(c) tr(AP,) = €}y >y MiSr(As) = ep(r + 1)Sra1.
(d) tr(A2P)) = €y Ty A (Ai) = €h(S15r41 = (7 +2)Srsa).
A proposicao a seguir sera bastante til no proximo capitulo’.
Proposicao 3.3. Em relagao a imersao x : M™ — ﬁ/_[mrl,

(a) se S,(p) =0, entdo P._; ¢ semi-definido em p.

1Veja tammbém a proposigao 1.5 de [20].
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(b) se S,(p) =0 e Sr1(p) # 0, entdo Py € definido em p.

Demonstragio. O item (a) é o conteido do lemma 1.1 e da equagdo (1.3)
subsequente em [19]. Para o item (b), omitindo p para simplificar a notacao,
basta provarmos que S,_;(A;) # 0 para todo 1 <4 < n. Suponha que, para
algum 1 < i < n, tenhamos S,_,(A;) = 0. Entéao

Sp(Ai) = S — XiSr-1(Ai) =0,

e o item (c) da proposigao 3.2 garante que S;(A;) = 0 para todor—1 < j < n.
Portanto, no maximo r — 2 elementos do conjunto

{M;1 <k <nk#i}

sdo nao-nulos, e dai no maximo r — 1 elementos do conjunto {A;,. .., As} sdo
nao-nulos. Em particular, S,,; = 0, o que é uma contradigao. O

Segue de nossa discussao sobre tensores na segao 2.1 que a segunda forma
fundamental A de z, bem como todos os operadores de Newton P, a ela
associados, podem ser vistos como tensores simétricos de segunda ordem
sobre M™. Mais ainda, vimos que quando M tem curvatura seccional
constante, A é um tensor de Codazzi. Note que, para 1 <7 < n, nao ¢ em
geral verdade que P, seja de Codazzi.

Associado a cada P, temos o operador diferencial linear de segunda ordem
L,:D(M)— D(M), dado por

LAY =tel B Hess f).

; ; ’ & = ——n+l :
Em particular, Lo(f) = tr(Hessf) = Af. Quando M ¢ um espago Ri-
emanniano de curvatura seccional constante, foi provado por H. Rosenberg
em [27] que

L.(f) = div(PV f),

onde div denota a divergéncia de um campo vetorial sobre M". A demons-
tracio desse fato, que usa a versao Riemanniana do lema 3.9 abaixo, também
funciona quando M ¢ de Lorentz (bastando usar a versado Lorentziana de
tal lema).

Entdo, para f,g € D(M), segue das propriedades da divergéncia de cam-
pos vetorials que

L.(fg) = fL:(9) + 9L:(f) + 2(P.V f, Vg). 3.2
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O lema a seguir é devido a R. Reilly (veja [25]). Por completeza e para
g ) ja |49]

estabelecer vérias notagdes tteis no proximo capitulo, incluimos uma prova

curta do mesmo aqui.

Lema 3.4. Se (hi;) denota a matriz de A com respeito a uma certa base

3 = {ex} de T,M (ndo necessariamente ortogonal), entdo a matriz (h;) de

P, com respeito a essa mesma base € dada por

v o
ro__ -N i JlJ!]‘ . o 2%
h'] - —7T 2 / €iyoini h‘]li} "'h’Jr'r‘ (3.3)
" ikge=1
onde
sgn(c) , se os iy forem dois a dois distintos e 0 = (Jk)
el = formar uma permutagdo dos mesmos;
0 ., caso contrdrio.
> Aracd 3 i e P e DS N Ad . roefioio 3
Demonstragio. Lembre que P, = €y ) i g 1)S,-;A?, com os coeficientes

S,-; independendo da base escolhida em T,M. Assim, basta verificar a
férmula acima para uma base 3 que diagonalize A, com Aep = Ager para
1 < k < n. O segundo membro de (3.3) é nesse caso sucessivamente igual a

i n
€ N y y ¥ =
i i, 4 J1eJrd 5 ;
- > €y ivi Ojnia -+ A Ny o i
T ik de=1
€y
— Y 2 beetn] ) S O E ; .
- ?" (H“_,-‘_'- /\” & o /\,.P = ("NOU '\'l Ve /\,'_
T gt i) <o <ip

i Fi
= (S,-jf’r\»s,-(:li) = <P,-(,’,5,C.j> = ")’?j'

Usamos o lema acima para calcular primeiras derivadas de hj;:

Lema 3.5. Seja {ex} um referencial mdvel numa vizinhanga de p € M,
diagonalizando a sequnda forma fundamental A em p, com Aex = Agex para
1 < k < n. Entdo, para 1 <1i,j <n, 1 # j, tem-se em p

er(hi;) = ey Z Sr—1(Aa) Bk (3.4)
l#1

(4

(’,;\.(h,:-.j) = _f?\rSr—l(Aij)h'ij;ky
onde A;j denota a restrigao de A a {e;, (34.,‘}L cT,M.

)
o
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Demonstragdo. Esquecendo por um momento a restrigao de ser ¢ = 7, segue

da relagdo (3.3) que

r n
En o
> (hT - ¥ Jieded py h == SR
ex(hi;) = . § e TRk Biaiy - - - R
gy gk=1
= n
€En T ; :
N J1edr] h }
* rl 2 L e hjm T h‘Jv-—Nr—:"‘J-i-
" ikde=1

Em p, a primeira soma do segundo membro de (3.6) € igual a

r mn

€n PR
=M § : Jiendrl 8 3
iy (1'1.---1"" ()?zjz i ()h_j'_;).ﬁ”‘_;{/\\lz “us /\h
ik gk=1
g n
Cnr —
_ N 2 J1ig.dnj p :
= ) (_,_”2_”,-,_]; ’}'Jlllik"\fz LiinE /\['_.
i, J1=1

Consideremos agora dois casos separadamente: para i = j,

T n

= .

€y T € . ..
Q= = N J112.. 20 v . 1192, 0r1 7, .
(F.7) = . 2 by Bk Nig - - Ny, = Py E Emzmirifbml;k)\” s ol

ik, j1=1 " 1<ik<n
€'y €y
,]\1 hf
= —I— E E h”‘.ﬂ"\iz e /\,F — J— 2 Sr_l(/-‘l“)h“;k.
l#i ig< - <ir [#1
g #1,

Desde que o mesmo ¢ valido para todas as demais parcelas, temos que

ex(hy) = €y Y Sr1(Aa)huyk-

l#1
Ssve & L 4 eopue da deBnicio de N gije
Para i # j, segue da definigao de €,;, ;7; que
" s e )
gm — N § B N ;== BV M2drdp N
@7) = = €l i vt ik iz - + - Mip = . €jin..iribigik iz -
ix,dn=1 ik,
(7?' (_.?'
N § : = N
— —T h;‘};}\;/\iz 2 B95 )\5,, - ﬁTS —I(Aij)hij;ka
i #iy]
12<...<1y

e entao de (3.6) que

ex(hi;) = —cnSr—1(Aij) hijik-

N

(3.6)

»
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3.2 A férmula para L.(S;).

Em um artigo seminal ([28]), J. Simons calculou o Laplaciano da segunda
forma fundamental de imersées isométricas em esferas, aplicando o resultado
obtido na derivacao de certas desigualdades integrais satisfeitas pela norma
ao quadrado da segunda forma fundamental de imersdes minimas.

A abordagem de Simons tem sido seguida nos tltimos trinta anos por
varios autores ([2], [3], [4] e [12], por exemplo), de maneira a investigar pro-
priedades de rigidez de hipersuperficies isometricamente imersas em espagos
Riemannianos de curvatura seccional constante.

Em [2], e essa foi a motivagao original de nosso trabalho, os autores
obtiveram uma férmula para L;(S;) para uma hipersuperficie orientada z :
M" — H?“, de um ambiente Riemanniano M" " de curvatura seccional
constante e igual a ¢, sob a hipétese adicional de que M™ tivesse curvatura
escalar identicamente c.

Na préxima secao, calculamos L.(S,) para imersoes isométricas de varie-
dades Riemannianas M™ como hipersuperficies de ambientes Riemannianos
ou Lorentzianos ﬂ”“, de curvatura seccional constante, sem restrigoes adi-
cionais. A formula obtida serd aplicada no capitulo 4 para estudar como o
comportamento de fungdes-curvatura de ordem superior influencia a geome-
tria de M™.

No que seque, z : M™ — T\T:H denota uma imersdo isométrica de uma
vartedade Riemanniana n—dimensional M em uma variedade Riemanniana
orientada ou uma variedade Lorentziana temporalmente-orientada M. Em
ambos os casos, o espagco ambiente M ¢ suposto (n + 1)—dimensional, de
curvatura seccional constante c. Ademais, no caso Riemanniano sempre as-
sumiremos M orientdvel (jd sabemos ser lal hipdlese desnecessdria no caso
de ambiente Lorentziano temporalmente orientado). Em qualquer caso, M €
orientada pela escolha de um campo vetorial normal unitdrio N, globalmente
definido sobre ela, e A denota a seqgunda forma fundamental correspondente.

P il % —n+1 . - ’ -
Proposicao 3.6. Seja ¢ : M™ — M_  uma imersdo isométrica como
acima, e 0 < g < n, 0 <r < n. Se{ex} for um referencial ortonormal
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qualquer em M™, entdo
o r+q—1 o
Lal8):, = o sk il
+ey ' Dt {[Py(Ver Prt) = Peca (Ve P))(Ve, A)}
k
+en te[tr(AP._y)tr(P,) — tr(P,_;)tr(AP,)]
+eptr(A2P_ )tr(AP,) — eytr(AP,_y)tr(A%P, 3.8)

# a =—n+1 ” : i
Corolario 3.7. Sejax : M™ — M_  wma imersdo isométrica como acima,
e 0 <r<n. Entao

Lr(Sr') = (,"\"erl (‘Sr'+1) + S?[(r'\fsb? - (-.-\'Lr—l (Sl )JI

‘i‘(.:‘\." {Z [Pr..]vm_f”! =t E\_-"S,. 2}
;‘.

+tr(AP_, ){S,ﬂﬂ’z — ENCRL) — €} [111'(A2P,.) — enctr(P)]}
_(T\,"‘I‘-l’(flgpr 1)“-1'(“12[);-—1) — enctr(Pr_1)], (3.9)

onde {e;} € um referencial ortonormal qualguer em M™, ou ainda
k { )

L,.(S,-) = GJN'L)'—I(ST+I) T Sr[(:‘\f‘/—\’sr - (NLr-l(Sl)]

+&5 {Z 1B VAP = |vsr|2}
k

1
r 1 217
’\E E ('NS" ,I(A,')S.,,l[r"u)(,\i = AJ,) I\A-](UU), (310}
i,J
emp € M™, onde {ex} ¢é um referencial ortonormal em M™, diagonalizando
A em p, com Aex = Agey em p, e Kp(oij) denota a curvatura seccional de

M™" sequndo o subespago 2—dimensional o;; de T,M gerado por e; e e;.

P . I ) —n+1 . - . P .
Corolario 3.8. Sejax : M™ — M, uma imersdo isométrica como acima.
Intao

Li(S1) = enASy+en {|[VAP = |VS1|*} + entr(AP)(|A]* — encn)
*f';’\hs‘][tl'(fizpl) cxe (fNCtI'(Pl)], (311)

onde {e;} € um referencial ortonormal gualguer em M™, ou ainda

- ; ’ 1 , ;
LI(SI) = enASoten {‘\7/‘1]2 - |V5’l\3}+§ ZCN(/\;"*/\J')JI(M(GQ)- (3.12)

i,J
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em p, onde {ex} € um referencial ortonormal em M", diagonalizando A em
p, com Aex = Mex em p, e Ky(oi;) denota a curvatura seccional de M™

sequndo o subespago 2— dimensional o;; de T,M gerado por e; € e;.

o |V51|2} + Z |P,V,. A|* - ’\—5'353

k

+tr(AR)[tr(A%P;) — enctr(Py)] — tr(AP)[tr A’P,) — enctr(P,)],

Ly(S2) = enLi(S3) — Sz {

onde {ex} é um referencial ortonormal qualquer em M™.

3.3 Prova da proposigao 3.6

Primeiramente, observe que a validez da formula (3.8) independe do referen-
cial particular escolhido {ex}.

Seja entdo p € M e {e;} um referencial mével em uma vizinhanga U C M
de p, diagonalizando A em p, com Ae, = M\cex para 1 < k < n. Denotemos
respectivamente por h;; e h; as componentes de A e P, em relagdo a tal
referencial, isto é, hi; = (Ae;, ej) e hi; = (Prei, ;).

A férmula (3.3) nos dé

{P' n
P E Jregriy s
h’" - rl Ciriri h’:)lrl s B h‘Jr"ir
T gk=1
= > sgn(o)hjyi, - - - i,
" i, o=(jk)

= Z Z sgn(o hjm..-f?-j,.-l,.
(dx

'l“ <ir g=

i #1
T N =
= ey ), Alci,---,6) (3.14)
i< iy
ik 71
onde A(ci, ..., ¢;,) denota o determinante do menor r x r de A, obtido
escolhendo as linhas e colunas de A de indices i; < -+ < . Portanto,
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€ 1 ﬁ ‘
S = N tr(Py) = —— E > M B yivio G )
=T w=r s
1 i <<iy
171
= § Al v+ 06 s (3.15)
1< <iyp

a ultima igualdade vindo do fato de que, uma vez escolhidos indices 1 <17, <
. < i, < n, restardo n — r possibilidades para i em {1,...,n}. Desde que
determinantes sdo funcoes multilineares de suas colunas, obtemos

ex(Sy) = X [_,:1((:,—1;;\.,(‘,2: o)+ Aleiyy - B Cik )| (3.16}:

1< <Ly

em . Em p, tem-se

higa, B =25 B
h!‘gt‘\.;k /\

12

= Ry iych Mg + - Nigs
f'l"--;lGA' 0 T A

ir

e analogamente para as demais parcelas, de modo que

ex(S;) = Z (RigiykMi - - Aip o0 iy oo A Piik)
i< i
= Y hiixSe1(A). (3.17)
i=1

_~

A dltima igualdade segue de que, para 1 < ¢ < n fixado, hi;, apare-
cera na soma acima juntamente com todos os produtos Aj ---Aj_;, com
F1y.esdr1 # 1 (note que a formula acima para ex(S,) poderia ter sido ob-
tida usando (3.4). Escolhemos essa abordagem para, no que segue, calcular
mais facilmente segundas derivadas).

Como subproduto dos calculos acima, temos o seguinte

i =<—n+1 . - Py .
Lema 3.9. Sejax: M™ — M_  uma imersdo isométrica como descrito na
secao 3.2, e V € X(M). Entdo

tr(P,_1(Vyv A)) = ey V(S,). (3.1

Q0




34

Demonstracdo. Seja p € M e {ex} um referencial mével numa vizinhanga de
p € M, geodésico em p e tal que, em p, Aex = Apex para 1l < k <mn. Como
ambos os membros de (3.18) sdo lineares em V, ¢ suficiente provarmos que

tr(P,_1 (Ve A)) = €y "ex(S;). Mas

T
tr(Pr-1(Ve A)) = E (Pr_1(Va,A)ei 6)
1=1
n
—1 ¢ / 7 \ W
= 3 S (AN (Ve Aden e
f=]
m
e e . » .
= 2 ('-:\-' 151‘--1("1.",\’[710:-
t=1
Desde que o referencial é geodésico em p, temos hix = hix em p, e a
equagao (3.17) da o resultado desejado. O

Para calcular segundas derivadas, suponha ademais que {ex} é geodésico
em p. Segue de (3.16) que

er(ex(Sy)) = Z [ACEs: b Cigy - - -4 Cop) F >k Al o G 5 Gliaik )}

T —,
+ 2 2 , A((:I.l\"'1("{3:}‘:;'"}Ci,_;k)"':cir)}

e obtemos em p

ex(ex(Sr)) = Z (RiyigkkNig - - - Aiy 0 4 Aig oo Mo Pigink)

z

1< <1y
+ 2 E (/n'iﬂ,’h:klii‘“?";;\: - /')‘rf,,7'r;k’]7'1:;1._,;k)’\11 Vv /\,’_1 T, Aiz wiata /\,;r.

s#L 11 <<y

Agrupando ocorréncias iguais de (r — 2)—uplas iy < -+ <4, na iltima
| expressdo acima, segue que eg(ex(S,)) ¢ igual a

' Z Z ff,,.‘;,kz\,: i /\,,7] + Z Z Ul‘ji;khjj;]c = h’?j;k})‘il il )\IP.&.
1 i< <ipy

i#] 1< <iro2
il 1 F1,]
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e finalmente a
"r‘.l‘\('ﬂ.iﬂ\’lr‘);‘ = Z 'H"f IL""!J""‘!.’J;‘\ F Z'\'l('—: ‘Al“J ﬁ: R kK~ - Kl
Portanto,
Lq(.‘ﬁ',.} = ([) !l( ";‘w }_j\" S’l,‘ h&](‘;‘\(;{ 'y
=1
- 24 ( W\ H,‘,( "h';‘ﬁr:'dl ("1! )hin;i..i;
ik
+ ZJ ¢ \‘S (4 A ) r —2(4‘1:_,-)[hu:k’f"j_}:k - h,:,j\]
= Y Seo1(A)Ly(ha) + Y €kSq(Ar)Sr-2(Aij) haskhsjie
' i)
=) €4Sy (A)S,-2(Aij) h . (3.19)

As observagoes sobre comutagio de indices em referenciais geodésicos,
feitas apos a prova do lema 2.1, nos permitem concluir que, em p,

i,k
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Portanto, segue do lema acima referido que
> Seoa(Ai) Ly(hai)
= - Z (.“f'\,»‘i',._ 1 (4‘14)‘S‘q(‘:h\')U"’jklrffjfk + hzjh)_;kﬁ;; )
i,k
+ Z ((l',\ Sr‘~l (f'li )'S'qkt'h.‘)f"'.‘\:két
= — L | ,5 71 *1 (‘*h;)/\kl?ekik — C?‘;\‘—S,._l(AI)S",(_J{;‘.J/\!.H“;\.;”
ik
+L o &) L1 (hik). (3.20)

Agora, escreva 7 — 1 no lugar de g e ¢+ 1 no lugar de r na relacao (3.19)

para obter

L r,'cl qu /Ll hu)

i i ij,\ 1 (Ak)Sq-1(Aij) hishiik
v+J

—Z -1 (Ak)Sq-1( A (3.21)

ivéj

Substituindo o resultado de (3.20) em (3.21) chegamos em

Lo-1(Sqr1) = Z(f{" 'Sy_1(As) Lo(his)
Jrzt\ Sr—1(A:i)Sq(Ak) M Rikik
-%—Z 1S 1(A:) Sq(Ak)Ni Ri

: Z(;:;:ls,._l(Ak)sq_l(:LJ haikhssi

i,j,k
i#]

—Z Sr—1(Ag)5,- (4,‘})!1?}*. 3.22

14"}




Finalmente,

Ly(S:) =
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subtraindo (3.22) de (3.19), obtém-se

1
(,T“,' L‘r l(sqﬂ)

P

Q

Sa(Ax) M Rikir — »_ €

il €%:Sr_1(A:)S,(Ax) Ni Rigwi
i,k

+ Z(j.f\.,s:,(,suk )Sr—2(Aij hisihije — ) €4 Sq(Ar)Sr—2(Ai;)hij-
%3 %5

— L =1 (Ae)Sq-1 (A )ik Pz
u‘ﬁ

+ ) c&Sr1(Ak)Sq-1(Aij) b (3.23)
i

Para melhor examinar as parcelas no segundo membro de (3.23), sejam
o

1=%

i,k

Usando a ¢

€% Sr-1 (A1) Sq(AR) MeRikik, 11=") €4S,

1(Ai)Sq(Ar) i Rikki-

i,k

quacao de Gauss, temos

r—1€i, 1)(1(';{)(‘_5,;, ,‘1.("-,1.-)

Dt
Ll\f’
€y Z[(;‘U{. 1€, €;) (AP, ek, Aeg) —

ir &) ( Pyex, Aeg) — (Pr_iei, Ae){(Pyex, e i)

(AP, _ye;, Aey) (AP,ex, €;))

ik
= &y c|tr(Pr1)tr(AR,) — Z<AP"—1(‘J‘“ Pyex)
k
et (AP, )t1(A’P) — e Y (A*Pr_yex, APex)
k
= €y C 1 cltr(Py-1)tr(AF,) — tr(AP. - A

+entr(AP._))tr(AP,) — eptr(A®Pro1 Py)
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Il = ri[L P ) ,!(A fA 1’ 1€i)
- Z[ l(, (A> lr;(k ,1(,’,‘ bt ‘f'\’.*l{\‘. PY_'A(_’; ,’,?;’_’.‘_.ff;_r.:

Jf(;\ 2 | 1 ¢, {“\ 1P P,-_Jﬁ:‘ﬂ s <.*12€.,.P,-,-_v’:; _—l,-’j:.rf,t..f.‘_. 7

= ‘T\-‘_l(f Z(«‘L’-‘Au P,_; P,ex) — tr(AP._1)tr(F,)

L.
+ei Y (A%ex, AP,y Pex) — entr(A*Po_y)tr(AP,)
k

= ey cltr(AP_1Fy) — tr(AP-1)tr(Fy)]

+eytr(AP,_ 1 P,) — entr(A%P,_1)tr(AR,),

e dai
I+1I = €yleftr(P_y)tr(APR,) — tr(AP._1)tr(P,)]
+Ctr(AP,_ )tr(A%P,) — dytr(A%P_y)tr(AP,). (3.24)

Segue agora do lema 3.5 que, em p,
(w) )

ZSq(‘"i}\')sr——‘:(/lu)hpj;.!.:hl,n,i}k = L q AR hnLLS - r_; hJJJ»

v J#T
i#]
= g Z Sq(Ar)hisrer (i)
ik
e
i L AS"!(‘-lk)‘Sr.ig( l U k T_l Z Sq '[l-.l‘ h?}' flucli\-(] )
25 %

Adicionando membro a membro essas duas relacoes, obtemos
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r—1 / : r—1 . r—1+q S . (] D o i XN Ao
€N E S,I(Ak)f,g.(h.u Yhijo = ey E Piei((Pr-16i, ;) )ex({Ae;, e;))
i,k i,k
g1 ,
= E (Ve Pr-16i,85)(Ve, Aey, €5)
i,7,k
= Gr-1l4g 2_" 5 ok ook
= €y ((v;uuﬂklo,‘_l) €i, €4, 'A‘-‘,\._Q.—llt'-;,f;u_;‘;
i,J,k

= ey t[P(Ve, Po1) (Ve A).  (3.25)
k

Novamente pelo lema 3.5, tem-se em p

= Z Sr—l(Ak)Sq—l(Aij)f"ni:khjj;k = = Z Sr-1 (“’h)"%i;k Z Sq—l (A-ij)h-jj;k
i,j,k i,k J#i
i#]

= —él Z Sr—1(Ag)hiikex(h)

ik

L Sr'fl (rl;\.)s,[ 1(‘4,“1;)[1.?]:;\. = “C?\ Z ST——I (‘le)]?’ij}ke.‘-:(h'?j)‘
1,5,k i3,k
i#] i#]
Tais relagdes, por sua vez, adicionadas membro a membro nos dao
7 \ ' ¢ \ (1.6 r+q-—1
—eh Y Seoa(Arer(hd ik = =€y D tr[Prsi(Ve, P) (Ve A)). (3.26)
1,7,k k
E suficiente agora substituir (3.24), (3.25) e (3.26) em (3.23) para obter
a férmula da proposicao 3.6.

3.4 Prova dos corolarios 3.7 e 3.8

Segue da proposi¢ao 3.6 que
L;-(S,-) = f‘;\;Ls-~1(5'r-¢-1)
_I'(':'.\_'-I Z tr {[P?'(vt‘kpf‘*l) - Prfl(vca- P—‘.V *I* j
k

FO (AP ix(P) — tr(Proy)t(AP,)
+entr(A*Pooy)tr(AP,) — eytr(AP._1)tr(A’P,),  (3.27)
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onde {ex} é qualquer referencial ortonormal em M. Fazendo

Tt = [PV, Prot) = Pro1(Veu P))(Ver A),

obtemos T} respectivamente igual a

[(-':sif-ww Ve Prot) = Pr ( (e Sel — enAP1)](Ve, A)

S(V ]7 1)(T 1)—(\4}7, 1( )(V '1
= ,-71“(“\1(.;\-(5,»)[ — € \(V ‘.)P i =lEN 1(‘V P - V .:l.
= r—'f‘\...S'r(V,:,‘P,‘_l)(V . 1) —( f;\( ) 1(\7 lF*F\ JD \—

e dai

['V Z‘l rr;\ — (VS L‘[][ T 4)
—EN L ‘[-I'L();;(S,‘ r-_1 ,,A, ;‘1)1
k
ke > |Pro1 Ve Al
A.

(3.28)

Agora, o lema 3.9 nos da

> " trle(Sr) Proi(Ve A)] = te[ Py (Vys, A)] = 71|V S, [ (3.29)

Por outro lado, substituindo g = 0 na férmula da proposiciio 3.6 obtemos

AS, = wlflB.lS1) L“{‘V Pr_1) (Ve A)}

= 4y cftr(AP-_1)n — tr(P,._l)Sl}
Fentr(A%P_1)S) — eytr(AP._1)| Al

de modo que

Dt {(Ve, Pro1)(Ve, A)} =
A‘
¢y AS, — Lr_1(S1) = c[tr(AP._1)n — tr(P._;)Sy]

= (.,\4&'(.#12]?,.,1)5% I (,i\'(:l'(z‘ilpt-_l)[/llzl

(Vo)
o




41

Substituindo (3.29) e (3.30) em (3.28), e entao em (3.27), nds finalmente
chegamos a

L(S) = enLe—1(Sr1) + SrlcyAS: — enLo-1(S1)]

Sl {Zi iV A2 = VS }
k

—eneSy[tr(APp—1)n — tr(Pr—1)S1)

—S,tr(A?P,_1)S) + Sptr(AP._1)|AJ?

+ey te[tr(AP_1)tr(P,) — tr(Pr-1)tr(AP,)]
+entr(A2P._)tr(AP,) — éntr(AP,_y)tr(A*P,), (3.31)

ap6s o que um fécil reagrupamento de termos nos da (3.9). Para obter (3.10),
seja

T = tr(AP_1){S.(|A|* = encn) — ey [tr(A®P,) — exctr(P)]}
e tr(A2P._y)[tr(A%P,_;) — enctr(P,_;)]

e tome uma base {e;} em T,M como no enunciado do corolario 3.7. Entao
T = Y V' AiSro1(A:)SH(|A]® — enen)
-|-l Z EnAiSr—1(A:)S:(A;)(c — en)?)
+ EJL\A )Sr—1(A;)(c — enAd)
= Z INiSr_1(A;) - Sr(JA]* = enen)
ofe L NS -1 (Ai) - ew Z(c = CJI\-')\?)[XS'T(‘L}_’,") + \iSr—1(4;))-

J

Observe agora que




de modo que

T = hSr-1(A)Sr-1(A) NN = Aj)(c — en A2

i,

Perfazendo o mesmo céleulo acima, dessa vez trocando i por j desde o
inicio, conseguimos

T = enSr—1(A;)Sr-1(A)Ai(Aj = Ai)(c — en ),

e dai

oT =

iyl

N Sr-1(AD)Sr-1 (A7) (i = Aj)[Aile = end?) = Aj(c — enA2)]

(]

(R-hr,, 1\ _’L )l,qr. ‘\{-“11 }(/\, = /\j)z((' + (a'\"\f/\,!j)'

1]

= Y WSr1(A)Sro1(4;) (N = A2 Ku(oy;),

1,]

onde a equagao de Gauss foi utilizada na 1ltima igualdade.
A primeira parte do coroldrio 3.8 ¢ uma consequéncia imediata de (3.7).
Para a segunda parte, substitua » = 2 em (3.7) para obter

Ly(S2) = enLi(S3) + Sa[ASy — enLa(S1)] + Y|PV, Al — |V S, [
‘[.

3 H"\.‘il“! }{S'_\H‘li“) e (‘\‘E'H;.' _— [TI'(.'lEJ{')-_g) = (‘\,(-1‘1-(132‘)}}
— ¢ .\'Il‘(.'lgll:)] ”H'\/]JPH = (._'\-'(." I(f)”

Substitua agora em tal férmula a expressao para AS; — ey L;1(5)), obtida da

primeira parte do corolario.




Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo, a menos que se diga o contrario, todos os espacos considerados
sao variedades Riemannianas conexas.

4.1 Hipersuperficies de Clifford da esfera

Comecemos com algumas observagoes gerais sobre imersoes isométricas.

Dadas imersoes isométricasz : M — Ney: N — P, seja f = yox : M —
P. Se a; e ay denotam respectivamente as segundas formas fundamentais
de z e f, é imediato verificar que

Qg = (”‘f)T:
onde 7" denota projegao sobre o fibrado tangente TN de N.

Sejam x; : M} — M, e x3 : My — My imersdes isométricas com segundas
formas fundamentais (vetoriais) respectivamente a; e as. E também imediato
checar que a segunda forma fundamental @ da imersdo produto z = (z;, z3) :
M, x My — M, x M, é a soma direta @ = a; ® ap, no seguinte sentido:

para todos X,,Y; € TM,, X5,Y, € TM,.

No que segue, denotamos por z : S — R™! a imersdao candnica da
n—esfera de raio r, centrada na origem, no espago Euclidiano R**!. Orien-
tando ST pelo campo vetorial normal unitério N = —%:::, e sendo a(X,Y) =
(AX,Y)N a scgunda forma fundamental de z, é facil ver que
A= l[; a(X,Y) = —M—.’L‘

)
r i,.2

43
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onde I : TS™ — T'S™ é o operador identidade.

Quando z; : S} — R+ e 2, @ S72 — R™ * comr?+73 =1e
n = n; + ng, tem-se que x = (1, T3) satlshv x(SP x 8§72) C St*!. Entende-
se pelo toro de Clifford S!* x SI? a imersdo S;} X S77 — ST+ induzida por
T.

Sejam « e @ respectivamente as segundas formas fundan lentais do toro de
Clifford ¢ da imersao produto z. Desde que z ¢é normal a Sf™°, com |z| = 1,
a discussao acima nos da

a(X,Y) =a(X,Y) - @X,Y),z)z.

Escrevendo X = X; ® X,, Y =Y, ®Y; ¢ lembrando que @ = a; ® az (o €
a5 como acima), um célculo direto nos permite obter

L 2 r2 ) )
a(X,Y) = - —%(\ Vi) = (Xa Vo), 5 (X2, Ya) = (X, V) ). (&)
L &

Para calcular o operador de forma A do toro de Clifford, precisamos de
um campo vetorial N € TS™*!' NT}(S™ x $72)*. Uma tentativa razodvel é
N = (azy, bxy), uma vez que p(ua i = 1,2 temos z; ortogonal a ST em R™+!,
A partir dai, as condigoes |N|? = (1\,.,) = (N, X) =0 nos dao (a menos
de uma mudanca de sinal)

. T2 T
N = s o €
1 T2
Finalmente, seja (p,q) € S; x §72, {ei,...,en, } uma base ortonormal
qualquer de T,S?!, e {en,+1,-- -, (”1+u.;5} uma base ortonormal qualquer de

T,S2. Fazendo E; = (e;,0) para 1 <1 < my, e E; = (0,e;) param +1 <
i < ny +ng, obtemos uma base ortonormal para T(,q)(S* x §72). De (4.1), €
imediato calcular a matriz de A = Ay, com respeito a tal base, como sendo
igual a

2 I 0
A= 1O 7%[”2 (4.2)

O principio fundamental da contagem nos permite obter imediatamente,
a partir da matriz acima, as seguintes expressoes para as fungdes simetricas
S, do toro de Clifford na orientagao escolhida:

k r—k
; sk [ B n; T r -
Sp =) (-1) L(/ll) (T _z}‘ By (2 : (4.3)

k>0

T1 ]
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convencionando-se que (’]’.‘) = 0 sempre que 7 > m. Temos ainda a seguinte
relagao extremamente til:

Lema 4.1. Sejam ry, e reais positivos tais que r‘f -+ rf = 1, e ny, ny inteiros
positivos, n = ny + ny. No toro de Clifford ST} x S§f2 — §
1<r<nque

1+1

" tem-se para
tr(AP_1){S:(|A|* = n) — [tr(A%R,) — tr(B,)]}
—tr(A2P._y)[tr(A2P,_y) — tr(Pr_1)] = 0. (4.4)

Demonstra¢ao. Denotando por A a segunda forma fundamental da imersao

candnica S x §'? — S"*! com respeito a N = (—:—}‘.rl. :_'—;:rg). segue de (4.2)
i

que
’ Ta T e
A== —==—=1A4. (4.5)
rL T
Entao, sendo v = ;—]’ — =L, temos para 0 < r < n que

AP, — P. = (A*~1)P.=~v- AP,,
e dai que

tr(AP._1){S,(|A|* — n) — [tr(4%P,) — tr(P.)]}
—tr(A2P,_)[tr(A2P._y) = tr(Po_y)]

= tl'(/{[),‘_l){S,‘tl'(AEP“ = ID(]) = tl'(AQPT. — Pr)}
—tr(A%P,_)tr(A*P._, — P._,)

= tr(AP._1)[S,y - tr(APy) — v - tr(AP,)] — tr(A*P._1)v - tr(AP-_y)

= 4 tr(AP,_1)[S1S, — (r + 1)S41] — 7 - tr(A2P,_;)tr(AP._;)

= 7-tr(AP,_)tr(A%P._;) — v - tr(A%P,_))tr(AP,_;) = 0.

4.2 Aplicagoes em ambiente Riemanniano
Considere em R™*? a métrica de Lorentz correspondente & forma quadratica

q(z) = —af + a3+ + 22,




Na métrica induzida, para r > 0 a subvariedade

H! = {z € R*?%;q(z) = —1?, 79 > 0}

¢ uma variedade Riemanniana (n + 1)—dimensional e completa, de curvatura
. 9 —~ 3 - sy
%(‘{‘{'1011511 constante —1/7%, sendo entdo um modelo para o espaco hiperbélico
HJ’I + I 1/1 )
. ) 2 2 1 ]
P(u ary > 0en;+ne =n, seja S:_’I‘ H2, r5 = r{ + 1, a hipersup verficie
produto em H"*!(—1) dada por

Srl x Hy?2 = {z € k"”‘(—rrl):.?.‘;f +otz =TI

e F™ a hipersuperficie de curvatura seccional identicamente nula de H***(—1)
dada por

F* = {x € H**}(-1); 20 = 71 + 1}.

Finalmente defina, em R™F1,

Qny ™n2 ; n+l ,fl . ot
S xR ={zeR"™z1 4+ +2,, =T}

O teorema a seguir (teorema 4 de [21]) desempenhard um papel crucial
nesta secao.

Teorema 4 2. Seja M uma das formas espaciais simplesmente coneras
Sntl R gy HPH, c,cm,jn-rmr_: seja ¢ respectivamente igual a 1,0 ou —1.
Suponha que x : M" — W?H € uma hipersuperficie imersa e orientada
de 7\7:&]; de sequnda forma fundamental A paralela'. Entdo, a menos de
isometrias de M, M™ ¢ uma subvariedade aberta de:

(a) S xS, ondeny +ng=mn,n,np >0eri+ri=1,sec=1.
(b) S x R™, onde ny +np =n, nj,ng 20, sec=0.
(c) SM xH2, ondeni+ng =n,ny,ny 20 ers = r2+1, ouF", sec=—1.

Enunciamos agora uma versao ligeiramente modificada da observagao 2.1

de [4]:

sto ¢, tal que VA = 0.
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gL s =+l s p .
Lema 4.3. Sejaz : M™ — M. wma hipersuperficie orientdvel do ambiente

=—n-+1 y f g
M, de curvatura seccional constante c. Assuma que a curvatura média H,
de M™ nio muda de sinal, e escolha a orientagdo de tal modo que Hy > 0.2
Se a curvatura escalar R de M™ satisfaz R > ¢, entdo P, 2 0. Se R > c em

M™, entao P, > 0 em M™.

Demonstragio. Segue do coroldrio 2.12 que R > c se e s6 se Sz > 0. Deno-
tando por Ai, ..., A, os autovalores da segunda forma fundamental A, tem-se

;Svli! = ‘HJ + 2;92 2 [1!2 2 /\? [»116

de modo que —S; < A < 8. Assim, S)(A;)) =S1—Ai 20,e P, > 0. Se, em
algum ponto p € M, tivermos S;(4;) = 0, segue que S; = A;, e de (4.6) que
S, =0 e \; = 0 para todo j # 1. Portanto, S; >0, S2 >0= P, > 0. O

Nosso primeiro resultado generaliza o teorema 3.1 de [4].

Teorema 4.4. Sejaz : M™ — S**! uma hipersuperficie fechada e orientdvel,
com curvatura escalar R > 1. Assuma que a curvatura média H; de M™ nao
muda de sinal, e escolha a orientacdo de tal modo que Hy > 0. Se H; ou R
for constante em M™, e

Hi[tr(Py) — tr(A*P)] + (n = 1)(R— 1)(J4)* =n) >0
em M™, entao
(a) Hiltr(Py) — tr(A2P)] + (n — 1)(R = 1)(JA]* = n) = 0 em M™.
(b) M™ ¢ ou totalmente geodésica ou um toro de Clifford Sy} x Stz com

T2

ri + ri=1,m,mn>0ef= (Q)L > 1 satisfazendo

r1

ny(ny — 1)% = 2nneB + na(ng — 1) = n(n — 1)(R - 1)4. (4.7)

Demonstragao. Segue de (3.11) que

Ll(S|) = ASQ -+ |VFHJ — VS'1|2 -+ 253(‘;“1‘2 - ?1) -+ S] [Ll‘(P]) = tl'(“lzpi)].

= g = a2 Q. 4
2Ge M™ tem curvatura escalar R > ¢, temos Sy > 0. Segue entdo de Sf = 252 + |4]
que H; # 0. Portanto, H; nao muda de sinal sobre M™ se M™ for conexa.
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relagao que integrada sobre M fornece
0=/lUVM*—V&F+2&um”ww+smﬂﬂ>uuHHdeM.
I M
Agora, desde que 253 = n(n — 1)(R — 1) > 0, segue do lema 2.13 que,

sendo R constante, temos |VA|* — |VS;|? > 0. Como tal desigualdade é
obviamente valida quando H,; for constante, obtemos entao

VA = |VSi|* =0 4.8)

C -
Hi[tr(P) — tr(A*P)] + (n = 1)(R-=1)(JA* = n) =0 (4.9)
sobre M. Retornando & expresdao para L;(S;), segue que L;(S;) = AS;.

Portanto, quer seja H; ou R constante, obtemos AS; = 0, e o principio do
maximo forte de Hopf assegura que S; é constante. Isto por sua vez nos da
Li(S)) = 0 em ambos os casos e, usando |A|* = S? — 25,, conseguimos

1 9

SLI Al = S]L](S]) -+ (Pi'\_/'Slz v51> - L](Sg) — (PIVSI,\_/'SJ).

Integrando novamente sobre M, segue que [, (PiVS1, V.S1)dM = 0 e pelo
lema anterior, temos (P, VS, VS;) = 0 sobre M.

Se S; = 0 (ou, equivalentemente, R = 1) sobre M, foi provado em [4] que
M é ou totalmente geodésica ou um toro de Clifford satisfazendo

ni(n; — 1)8% — 2n1nyB + na(ng — 1) = 0.

Caso contrario, S > 0 sobre M, e o lema 4.3 nos dd P; > 0 sobre M. Assim,
VS) = 0 sobre M, e segue de (4.8) que VA = 0. Agora, pelo teorema 4.2,
M™ é um toro de Clifford S’,.‘f % Sfj, com ?";Z + 72 =1.

Finalmente, o lema 4.1 assegura que

nH[tr(Py) — tr(A*P)] +n(n - 1)(R-1)(|A* =n) =0

em todos esses toros, de modo que a tnica condigao algébrica a ser satisfeita
por M é a equagao

25 =n(n-1)(R-1).

=

E suficiente agora nos referirmos a expressio (4.3) para Sy sobre toros ¢
Clifford.

[IE".;
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Exemplo 4.5. Neste exemplo mostramos como construir familias nao trivi-
ais de toros de Clifford de curvatura escalar constante e prescrita 1l < R < 2.

Quando R > 2, todo toro de Clifford satisfazendo (4.7) satisfaz também
G > 1. De fato, caso contririo teriamos de (4.3) que

n(n—1)(R—1) =n1(n; — 1) — 2nyny + na(ny — 1) = (n; — n2)? — n,

4
0 que por sua vez nos daria
(n—2)*> (g —n2)* =nf(n-1)(R-1)+1] > n?

uma contradicao.

Para 1 < R < 2 hé familias inteiras de toros nao triviais (i.e., nao
minimos) com # = 1 e satisfazendo (4.7). Para R = 1, por exemplo, a
relagao (4.7) se reduz a ny(n; — 1) — 2nyng + na(ng — 1) = 0, ou ainda a

(H.1 = ‘."12)2 = Ny + Na.

Qualquer solugao n; = a;, ny = ay (a; < ay) dessa equacdo gera a familia
de solugbes ny = ax, Ny = a4y, com a sequéncia (ag)x>; satisfazendo, para
k > 1, a recorréncia

pgy = 20541 — @ + 1.

Desde que a; = 1, az = 3 ¢ uma solugdo, conseguimos neste caso a familia
de toros

\(A " i‘i]' -l'-‘rl +1
S.jz@ % ‘jg/ﬁ) -8

Para R = 3/2, (4.7) se reduz a
n(n—1)

() b

&

ni(ng — 1) — 2ning + na(ng — 1) =

ou ainda a (n; + ng)(ny + ny — 1) = 8nyn,. Novamente, qualquer solugdo
nip = a1, ng = ap gera uma familia inteira de solugdes n; = ag, N2 = aps1,
com a sequéncia (ay)x>1 satisfazendo, para k > 1, a recorréncia

gy = Bagy; —ap + 1.

A solucao n; =1, ny = 7 ¢ obtida ao se resolver o sistema de equagdes

ni + ng = 8ny
ny+ng—1=ny

3
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P " . " ; C
gerando uma familia de toros cujo primeiro membro é S|,/ % SI/\@ — 89.
= IV«

A partir de agora enunciamos e provamos nossos principais resultados
para ambientes Riemannianos, o primeiro dos quais sendo um teorema de
gap que generaliza o teorema 5.3.2 de [28] para hipersuperficies 7—minimas
da esfera:

Teorema 4.6. Se x : M™ — S"*! ¢ uma hipersuperficie fechada e orientada
da esfera, com S, = 0, entdo

/ L]'(K'l: I'),-,,l)[l‘l'(]),-_” = l'-l'(flgfj,-_lj](l’ﬂf S 0. k~110)
JM

Ademais, se Sy41 # 0 sobre M™, entdo tr(A?P,_1)tr(Pr_y) > tr(A%P,_,)? se

e g < 2 ]
e sé se M™ for um toro de Clifford S}} x S§72, comri + 13 =1, n1 +ng =n
e 5, =i,

Demonstragdo. Segue do corolario 3.7 que

0= Lr_1(Sra1)+Y_ |PraVe, A
k

24 tr(A2P._y)[tr(Pr_y)—tr(A%Poo1)]. (4.11)

Integrando sobre M, obtemos
0= / > |P_1Ve, APdM + / tr(A2P,_y)[tr(P._;) — tr(A%P,_1)]dM,
Jm T JMm

e dai a primeira parte do teorema.

Para a segunda parte note primeiramente que, pelo lema 4.1, todos os
toros de Clifford S71 x S com S, = 0 satisfazem tr(A*P,_;) = tr(Pr-1).
Reciprocamente, suponha que tr(A?P,_q)tr(Pr-1) > tr(A2P,_1)% e Spq1 # 0
sobre M. Entao

tr{ A2 Py te(Po_y) = tr(APe,)?

Z]P,.,N%Aif =0
'[\.

sobre M, donde P,_;V, A =0 para todo 1 <k < n.

Agora, como S, = 0, o item (b) da proposi¢ao 3.3 garante que Fr_; €
invertivel, de modo que V., A = 0 para todo 1 < k < n, ou ainda VA = 0.
Portanto, pelo teorema 4.2 M é uma subvariedade aberta de um toro de
Clifford S x 872, com r{ + r2 =1en; +ny =n. Como M ¢ também
fechada e conexa, segue que M = SI! x S;2.




A curvatura seccional K de M ser nao-negativa ¢ condicdo suficiente

para garantir a nao-negatividade de
/A2 - 2
tr(A P,.il)tl'([j,-_l) Z J[.l‘(AZP,-,]) y
conforme atesta o seguinte

Corolario 4.7. Sejaz : M™ — S™*! uma hipersuperficie fechada e orientada
da esfera, com S, = 0. Se S,4; # 0 sobre M", e M™ tem curvatura seccional
Ky > 0, entdo M™ ¢ um toro de Clifford S7! x S72, com ri4rd=1,
m+ny=nedsS =0.

Demonstragdo. Para p € M, tem-se
B 3 La B l— :
I]I'(fjl”.[),._])[tl‘(]),-,l )*1’1’(,“1'10,_1)] - 5 L ST_l(A,')S,-_l(.{"ij)(/\,‘“‘/\d,)2f\1\f(CTU'),

1]

onde {ex} ¢ um referencial ortonormal sobre M diagonalizando A em p, com
Aex = A\gex em p, ¢ oy; denota o subespago 2—dimensional de T, M gerado
por e; e e;.

Agora, o item (b) da proposigédo 3.3 garante ser Pr_; definido, de modo
que S,_1(A;)S,—1(A;) > 0 para todos 1 < 1,5 < n. Portanto, segue dai e de
Ky 2 0 que

> Seo1(A0)Sr-a(Aj) (N = M) Km(oij) 2 0
1,

sobre M, ou ainda tr(A2P,_;)[tr(P,_;) — tr(A%P._;)] > 0 sobre M. O

Observagao. Nos dois resultados acima, a condi¢io Sy4; # 0 elimina a
possibilidade de M scr totalnente geodésica. Ademais, segue de (4.2) que,
para toros de Clifford M = S} x §72, tem-se

0o bo

A

14 sel<t,7<m
Ky(oij) =14+ AiA =< 0, sel <1

,.'z . s
1+, sen; <t,jJ<n
2

=i

IA S

n<js<n

Dai, K > 0. Tao pouco pode-se ter Sy4; = 0 em um toro de Clifford sobre

o qual S, = 0. De fato, tal decorre da expressao matricial da segunda forma




de tais toros e do item (c) da proposicao 3.2.

Para o que segue, observamos que a elipticidade do operador L, equivale
a termos P, positivo definido. Na prova do préximo resultado vamos usar a
proposi¢ao 3.2 de [7], enunciada a seguir:

Proposicao 4.8. Seja M™ uma hipersuperficie fechada em R™, H*™ ou
em um hemisfério aberto de S™', tal que S, > 0 sobre M™ para algum
2<r<n. Entao, paral < j <r -1, temos H; > 0 e L; eliptico em M™.

Teorema 4.9. Seja x : M" — ;\_[-:,”1 uma hipersuperficie fechada e ori-
entdvel, onde M, denota H**', R*"' ou um hemisfério aberto de S™*
conforme seja ¢ = —1,0 ou 1. Se S, for constante sobre M™ para algum
] < r < n, e M* tiver curvatura seccional Ky > 0, entado M™ € uma

hiperesfera geodésica e x € um merqulho.

De m:).’m’!‘fzguu Antes de mais Ilmi:l, segue das }li])éti‘hl‘s sobre M e ?ﬁ a
existéncia de um ponto pg € M onde todas as curvaturas principais de z tém
um mesmo sinal. Orientando M de modo que tais curvaturas sejam positivas
em pg, obtemos S.(py) > 0, e entdo S, > 0 em M. Por outro lado, desde que
S, é constante em M, (3.10) nos d4, em p € M,

0 = Li_1(Srs1— S15:) + D [Pro1 Ve, A
‘[‘.

e , _ o
= Sro1(A)Se—1 (A7) (N = N K u(oj), (4.12)

1,7

onde {ex} é um referencial mével numa vizinhanga de p em M, diagonali-
zando A em p, com Aep = Ageg, e 0;; denota o subespago 2—dimensional de
T, M gerado por ¢; e e;.

Note agora que a proposicao 4.8 assegura a elipticidade de L,_;, e entao
que P,._, é positivo definido, donde segue que S,_;(A;) > 0 para todo 1 <
: < n. Portanto,

Y Spo1(A)Sr-1(A5) (N — A5)2 K (o) > 0,

IA

Lr-1(Sra1 = $18) + Y |Prca Ve, A
'[\.
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de modo que L,_1(Sr41 — S1S;) < 0. Como M é compacta sem bordo e L,_;
é eliptico, segue do principio do maximo forte de Hopf ([17]) que S;41 — S1.5;
é constante em M e dai que Y, |P—1V,, A|*> = 0. Utilizando novamente o
fato de P,_; ser positivo definido, obtemos V., A = 0 para 1 < k < n, ou
ainda VA = 0 em M. Consideremos agora trés casos separadamente:

Para ¢ = 0, o teorema 4.2 assegura que, a menos de isometrias de R**,
M™ é um subconjunto aberto de ST} x R™, onde ny +nz =n e ny,ng 2 0.
Como M™ é fechada (i.e., compacta sem bordo), temos M™ = S7,. O ar-

gumento para ¢ = —1 é essencialmente o mesmo que o do caso precedente.
Suponha agora M"™ contida em um hemisfério aberto de S"**. Segue nova-
mente do teorema 4.2 que, a menos de isometrias de S"™*, M™ € um toro

de Clifford S;'' x §}2, onde ny +ng = n e ny,ny 2 0. Contudo, se fossem
ny,ng > 0, entdo M™ ndo estaria contida em um hemisfério aberto de S**1.
Segue que M™ ¢ isométrica a S}, para algum 0 <7 < 1.

Finalmente, desde que em todos os casos acima z : M — z(M) ¢ um
recobrimento do espago simplesmente conexo z(M), segue que T é um mer-
gulho. O

Uma prova (diferente) do teorema acima nos casos ¢ = —1,0 foi origi-
nalmente dada por R. Walter ([29], teorema 4B). No que concerne o caso
¢ = 1, a suposicdo de estar M™ contida em um hemisfério aberto de S™*!
no tecorema acima ¢ um tanto restritiva, mas pode ser relaxada caso impu-
samos condicoes sobre M™ suficientes para garantir a elipticidade de L,_q,
para algum 1 < r < n. Neste sentido o lema a seguir ¢ bastante util:

Lema 4.10. Seja M™ uma variedade Riemanniana orientdvel de curvatura
de Ricci Ric > ¢c-g, ex : M™ — 717:“ uma imersao isomélrica. Suponha
que a curvatura média de M™ ndao muda de sinal, e escolha a orientagdo de

tal modo que H; > 0. Se S.(p) # 0 para algum 2 < r < n, entGo L,_; €
eliptico em p.

Demonstragdo. Fixe p € M e escolha uma base ortonormal {ex} de T,M,
diagonalizando A em p, com Aep = Arex para 1 < k£ < n. A equagao de
Gauss nos da

1

n—1

o 1
Ricy(ex) = = Z(c—%— M) =c+ Ak(S1 — Ak).

i#k

Entéo Ricy(ex) > c e Si(p) > 0 nos dao 0 < Ay < Si(p) paral < k < n.
Segue que todas as parcelas em S,(p) sdo nao-negativas, donde concluimos
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que S,(p) = 0. Se S,(p) # 0, entdo S,(p) > 0 e dai ao menos r dos A, sao
positivos, donde segue que, em p, ao menos uma das parcelas que compoem
S._1(A;) é positiva, para cada 1 < i < n. Logo, P,_; é positivo definido em
p. 0

Teorema 4.11. Seja x : M™ — S™*! uma hipersuperficie completa e ori-
entdvel na esfera unitdria, com curvatura de Ricci Ric > 1-g. Assuma que
a curvatura média Hy, de M"™ ndo muda de sinal, e escolha a orientagdo de
modo que Hy > 0. Se, para algum 1 < r < n, S; # 0 for constante sobre
M™, entao

tr(AP,_1) {S:(|A]* = n) + [tr(P;) — tr(A*P,)] }
tr(A2Po_y)[tr(P,—y) — tr(A*P_1)] > 0 (4.13)

sobre M™ se e sé se M™ for um toro de Clifford S?! x §72, com ny +ng = n,
e rdgyl =1,

Demonstragio. Se M for um toro de Clifford, segue do lema 4.1 que (4.13)
¢é uma igualdade. Reciprocamente, suponha (4.13) vélida. Entao, como S, é
constante, temos novamente que

0.

Lro1(Srs1 = 515) + 3 |Pra Ve, A
k

Agora, a condigdo sobre a curvatura de Ricci de M assegura, via teorema de
Bonnet-Myers, que M ¢ fechada. Por outro lado, desde que S, # 0 sobre M,
o lema anterior assegura a elipticidade de L,_;, e o restante do argumento ¢é
idéntico ao do teorema anterior. O

Acerca do caso nao compacto, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.12. Seja z : M™ — R™! uma hipersuperficie orientada, com-

pleta ¢ ndo compacta, do cspago Euclidiano, com curvatura seccional Ky 2
0. Se, para algum 1 <1 < n, S, # 0 € constante sobre M™, e 515, — Sr41
atinge um mdzimo global sobre M™, entdo M™ € isométrica a S;} X R™ para
algum ry > 0, onde ny +ny =n er < ny < n. Em particular, se S;41 =0
sobre M™ e S; atinge um mdzimo global sobre M™, entdo M™ € isométrica a
S;, x R*™", para algum r > 0.

H
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Demonstragao. Desde que Ky > 0, segue que M tem curvatura de Ricci
Ric > 0. Ademais, sendo Ay,..., A, 0s autovalores da segunda forma fun-
damental A de M, segue também de K > 0 que, em cada ponto de M,
tem-se Aj,...,. A\n, =2 0ou Aq,..., A, < 0. Portanto, S; ndao muda de sinal
sobre M, pois caso o fizesse terfamos p € M tal que S;(p) = 0, e entdo
A1 =---= A, = 0 em p. Tal fato contradiria ser S,.(p) # 0.

Segue agora do lema 4.10 a elipticidade de L,_;. Usando a equagao (3.10),
obtemos em p € M e para um referencial apropriado {ex} que

Lro1($18: = Sre1) = Y |Pro1Ve AP
k

]' N oy al 2 e
‘|‘§ L br—l(itli)br—l(flj)(—ki — ’\JJ ]\;’\[(Uij)v

£.J

Agora, desde que os dois termos do segundo membro sao nao-negativos,
segue que L,_1(515, — S;41) = 0. A hipdtese de S;S, — S,4; atingir um
maximo global sobre M garante, novamente pelo principio do méximo forte
de Hopf, que 515, — S,;1 é constante sobre M. Segue entdo da equacao
acima que

Z |IDT~1V,rt,,.A[2 =0
k

sobre M, e dai que VA = 0 sobre M, por ser P._; positivo definido.

Por fim, mais uma aplicacio do teorema 4.2 garante ser M isométrica
a S} x R", com ny,ny > 0 e ny +ny = n. Contudo, desde que M é néao
compacta e S, # 0 sobre ela, deve-se ter r < n; < n.

Para terminar, note que se S,y; = 0 entdo a tnica opgao possivel ¢é ter-se

=T O

4.3 Aplicagoes em ambiente Lorentziano

" - —n+1 2 . % 2T
Nesta secao, = : M"™ — M, denota uma imersao isométrica de uma
variedade Riemanniana n—dimensional M™ em uma variedade de Lorentz
. i i . —n+1 ,
(n+ 1)—dimensional temporalmente-orientada M, de curvatura seccional
constante c¢. A menos que se diga o contrario, M™ é orientada pela escolha
de um campo vetorial normal unitario tipo-tempo N, e A denota a segunda
forma fundamental correspondente. Como no inicio deste capitulo, todas as
variedades sao supostas conexas.
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Nosso primeiro resultado em ambiente Lorentziano generaliza um resul-
tado anterior de H. Li ([22], teorema 4.3):

Teorema 4.13. Sejax : M™ — ﬂ:H uma imersao isométrica de uma varie-
dade Riemanniana fechada M™ em uma variedade de Lorentz temporalmente
orientada HHH, de curvatura seccional constante ¢ > 0. Se a curvatura
escalar R de M™ é constante e satisfaz

(a) ¢ (”"2) < R < ¢, entao M™ ¢ totalmente umbilica.

(b) r(”—’zé) <R

(c) ¢(22) < R <, entao VA =0 e M™ tem curvatura média constante.

n

IA

ceS;#£0, entao M™ € totalmente umbilica.

Demonstragao. Segue do corolario 3.8 que

Li(S)) 4 |VA]? — |VS1]* = 253(|A]* + cn) — 51[S152 — 353 + (n — 1)eS4),

com
255(| A2 + cn) — 81[S1S2 — 353 + (n — 1)cS)]
= 25,(5? — 28; + cn) — 555 + 35,83 — c(n — 1)}
- S%Sg = 15_‘; — (?[(N, — 1)5]2 = QTLSQJ + 351 5;. (414)
Agora, observe que as duas primeiras desigualdades de Newton (proposi-
¢ao 3.2) sao respectivamente equivalentes a
(n—1)5? > 2nS,, 2(n-2)S; >3(n—1)55s,

ocorrendo a igualdade na primeira delas, em um certo ponto de M, se e so
se tal ponto for umbilico. Logo,

25, — 45 r 2n — 2)S2
(4.14) < 518, — 48] —c[(n —1)S] — 2nSy] + 2(n —2)5,

n—1
2n.S?2 3 .
= 5752 — kl —¢|(n — 1)S] — 2nS,)
n—]
: 9 So
= [(n —1)S] — 2nS,) (—“ — c) .
n—1

Tendo em vista a equagao (2.9), a condigao ¢ ("—_2) < R < cé equivalente
- _ n
a0 <8 <(n—1)c Portanto,

n—1

5 3 i 9 9 S’ ¢ =
Li(S)) + [VAP = |VSi[? < [(n - 1)S? - 2nS)] ( g c) <0, (4.15)




a7
e integracao sobre M nos da
< ’ _J" - 2 v ‘-!1 l 2 52
0< {IVA]® = |VS§|*}dM < [(n—1)S5] —2nS;] T c|dM <0.
JM JM T ==

Segue que todas as desigualdades acima sdo de fato igualdades, donde

2(n — 2)S2 = 3(n — 1)5:85;, (4.16)
) : S:
[(n — 1)5% — 2nSs) ( - c) == i
1
e, pelo lema 2.13,
|IVAI2 - |VS|? =0.

Acerca de (a), 22 — ¢ < 0 nos dé (n — 1)S} = 2nS,, e M é totalmente

umbilica. Também, se S3 # 0 sobre M, a condig@o para igualdade na pro-
posicao 3.2 assegura, a partir de (4.16), ser M totalmente umbilica. Para o
item (c), note que S; # 0. Entao o lema 2.13 novamente nos dé |VA|2 =0,
e entao VS; = 0. O

Para o préximo resultado precisamos do seguinte anédlogo do lema 4.3:

Lema 4.14. Assuma que a curvatura média H; de M™ nao muda de sinal, e
escolha a orientacdao de M™ de tal modo que Hy > 0. Se a curvatura escalar
? de M™ satisfaz R < ¢, entdo P, > 0. Se R < ¢ sobre M™, entao P, > 0
sobre M™.

Demonstracao. A mesma que a do lema 4.3, observando apenas que R <
ce S >0,eH; >0 5 <0. O

Teorema 4.15. Seja ©z : M"™ — W:*l uma imersao isométrica de uma
variedade Riemanniana completa M™ em uma variedade de Lorentz tempo-
ralmente orientada M, de curvatura seccional constante c. Suponha que
a curvatura média H, de M™ nao muda de sinal, e escolha a orientagdo de
M™ de tal modo que H, > 0. Se H, atinge um mdzimo global em M™, e a
curvatura escalar R de M™ ¢ constante e satisfaz

n—2
(:(” ><R<c}
n

entao M™ € totalmente umbilica.
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Demonstragao. Uma vez que 0 < ;"ﬁ < ¢, segue de (4.15) e do lema 2.13
que

. ; S
L|{i5]‘) _<_ [(H = 1)812 = 2'!152} zl -— C) S 0.
n—

Pelo lema anterior, L; ¢ eliptico e, como S atinge um minimo global sobre
M, o principio do maximo forte de Hopf assegura que S; é constante sobre

M. Assim,
: 5 Sy
[(n = 1)S7 — 2nS,) ( - c) =0

n—1

sobre M, donde (n — 1)S7 — 2nS; = 0 sobre M. A condicdo de igualdade na
primeira desigualdade de Newton garante agora que M é totalmente umbilica.

J

Para o que segue observe que, seguindo a prova do lema 4.10, obtemos o
seguinte andlogo do mesmo para o caso Lorentziano:

Lema 4.16. Seja M™ uma variedade Riemanniana orientdvel de curvatura
de Ricci Ric < c-g, ez : M™ — ?ﬁ:H uma 1mersao isométrica. Suponha
que a curvatura média de M™ nao muda de sinal, e escolha a orientacao de
maneira que Hy > 0. Se H.(p) # 0 para algum 2 < r < n, entdo L,_; €
eliptico em p.

Teorema 4.17. Seja z : M™ — W:H, c > 0, uma hipersuperficie fechada
do espago de Lorentz temporalmente orientado H”H, de curvatura seccional
constante c¢. Se a curvatura seccional Ky de M™ satisfaz 0 < Ky < c e,
para algum 1 < v < n, H, # 0 € constante sobre M™, entdo M™ tem sequnda
forma fundamental paralela e definida. Mais ainda, se 0 < Kpy < ¢ entdo
M™ € totalmente umbilica.

Demonstragao. De Kp < ¢ segue que M tem curvatura de Ricci Ric <
¢+ g. Ademais, denotando por A,..., A, os autovalores da segunda forma
fundamental A de M, segue também de K); < ¢ que, em cada ponto de M,

tem-se Aj,...,A, = 0 ou Ap,..., A, < 0. Portanto, H; nao muda de sinal
sobre M, pois caso o fizesse existiria um ponto p € M tal que Hy(p) = 0,
eentao Ay = --- = A\, = 0 em p. Tal fato, por sua vez, contradiria ser

H.(p) # 0. Logo, ao orientarmos M de modo que H; > 0, o lema 4.16
assegura a elipticidade de L,_;.




Usando a equagao (3.10), obtemos em p € M

\

0 = (=1)"Lr—1(SiSy = Srs1) + O _ |Pro1 Ve, AP
k

+ 3 (1) So1 (A (1) Sem1 (A7) (N — Aj)*Km(o),

Agora, desde que P._; é positivo definido e Ky > 0, o tltimo termo do
segundo membro da expressdo acima ¢ nao-negativo, e dai

(1) Le1(S18r = Spe1) + Y |Pro1 Ve, A 0.
k

Entao (—1)"L,-1(S1S; — Sr4+1) <0 e, como M é fechada e L,_; é eliptico, o
principio do méximo forte de Hopf garante que S;S, — S,41 € constante sobre
M. Portanto, Y, |Pr-1V¢, Al* = 0, donde o fato de P,_; ser definido nos da
VA=0.

Por fim, segue de

3 (1) Sp-1 (AN (=1) Spm1(A) (N — Ay K (035) = 0

0]

que (\; — A;)*(c — \iA;) = 0 para todos 1 < 4,7 < n. Assim, Ai(p) = 0 para
algum p € M e algum 1 <4 < ndé cA? = 0 para todo j # i, e dai H,(p) =0,
uma contradi¢iao. Isso prova que a segunda forma fundamental é definida.
Mais ainda, Ky > 0 implica (A\; — ,\‘,)2 =Qparatodo 1 <i,j<n,eMEé
totalmente wmbilica. O

T gl 7 . —n+1 : W
Corolario 4.18. Seja x : M™ — Mz, , ¢ > 0, wma hipersuperficie fechada

—n+1 :

do espaco de Lorenlz temporalmente orientado M, de curvatura seccional

constante ¢. Se a curvatura seccional Ky de M™ satisfaz 0 < Ky < c e,
M J M

nara algum 1 < r < n, H. # 0 é constante sobre M™, entao H,., € constante

I g = 1

sobre M™ se e so se Hy (ou a curvatura escalar R) for constante sobre M™

Demonstragao. Segue do teorema anterior que 515, — S;4+; € constante sobre
M. Assim, S,,; # 0 é constante sobre M se e s6 se S; for também constante
sobre M. Para o que resta, é suficiente notar que 25; + |A|*> = S}, e VA =
0 = |A|? constante sobre M. O

Para um espago-tempo de Robertson-Walker generalizado, obtemos:
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Corolario 4.19. Seja W:H = [ x; F™ um espago-tempo de Robertson-
Walker generalizado com curvatura seccional constante c, e x : M™ — fl/_fw]
uma hipersuperficie fechada de . Se, para algum 1 < r < n, tivermos
H, # 0 constante sobre M™, e 0 < Ky < ¢, entdo M™ = {t} x F", para
algum t € I, a menos que M seja isométrico ao espaco de De Sitter
St em uma vizinhanga de M™, em cujo caso M™ € uma esfera redonda
totalmente umbilica.

Demonstracio. Pelo teorema 4.17, M é totalmente umbilica. Entao, de H, #
0 sobre M deve ser H; # 0 sobre M. Aplicando o teorema 6 de [23], obtemos
o resultado. O

Observagao. Em [1] os autores obtém o corolério acima sob a hipétese de
estar M inteiramente contida no futuro ou passado cronolégico de um equa-
dor de ST*! (ao invés de ser 0 < K < c¢). Posteriormente, em [5], os autores
generalizaram o resultado citado para espagos-tempo de Robertson-Walker
generalizados com curvatura seccional constante (o resultado andlogo ao co-
rolario (4.19)), com a mesma troca de hipéteses supracitada.

No que segue, diremos que uma hipersuperficie z : M"™ — M de
uma variedade de Lorentz temporalmente orientada M é r—mdzima quando
H.=8.

O teorema de Calabi-Bernstein assegura que as tnicas hipersuperficies
tipo-espaco, maximas e completas do espago de Lorentz-Minkowski L+ séo
os hiperplanos tipo-espago. Tal resultado é mais geral, no sentido de que as
tinicas hipersuperficies tipo-espago, méaximas ¢ completas, de um espago de
Lorentz temporalmente orientado, com curvatura seccional constante ¢ > 0,
sdo as totalmente geodésicas. De fato, fazendo 7 = 1 na primeira férmula do
corolério 3.7 e usando 253 4 |A|*> = S%, ey = —1 obtemos

 — ; . 2
~A|AP = |VAP? + |Al* + ncl AP 2 |A[Y,

e a partir daf a prova se confunde com a do caso ¢ = 0 (veja [11]).

No que segue, apresentamos uma extensao fraca do teorema de Calabi-
Bernstein para hipersuperficies tipo-espago r—mdaximas M™ de L™, a qual
se reduz ao teorema citado quando r = 1. Para tanto, seja dada uma hipersu-

. b . ; S+l .
perficie tipo-espaco z : M™ — M da variedade de Lorentz temporalmente




61

. —n+1 -
orientada M, com segunda forma fundamental A. Para p € M, definimos
o espaco de nulidade relativa A(p) de x em p por

A(p) = {v € T,M; v € Ker(Ap)},

onde Ker denota o nicleo de A,. O indice de nulidade relativa v(p) de T em
p é a dimensao de A(p):

v(p) = dim(A(p)).

Teorema 4.20. Sejaz : M™ — A_I:LH uma hipersuperficie tipo-espago, nao-
compacta e r—mdrima, da variedade de Lorentz temporalmente orientada
W:Hl de curvatura seccional constante ¢ > 0. Se H,y, € constante sobre
M™", entao H; = 0 sobre M™ para todor < j<m, e

(a) v(p) >n—7r+1 para todo p € M™.

el ; g ’ -~

(b) se M"" ¢ o espaco de Lorentz-Minkowski L™ e M™ é completa, entio

por todo ponto de M™ passa um (n —r + 1)—hiperplano de L™+ total-
mente contido em M".

Demonstragio. Seja {ex} um referencial ortonormal qualquer em M. Segue
da equacao (3.9) que

0 = Y |PoiVe, AP + tr(A’Poy)[tr(A*Proy) + ctr(Pr-1)]
'i.

= Y PV AP + (r+ 1D)Sepa[(r +1)Sr41 — e(n = 7+ 1)Sri]
k

= y  af=1X" ,(n—=1\(n-1
L!ﬁ.]\"w_uww’(” h )Hiwﬂ-“(” . )C}-_JCHT“H’"‘”
A.

Agora, as desigualdades de Newton nos dao H,.1H,-1 < H? = 0, de
modo que —cH, 1 H,_; > 0. Portanto, todos os termos da ultima linha
acima sdo ndo-negativos, de modo que deve ser H,4; = 0. Pelo item (c)
da proposicao 3.2, segue que H; = 0 sobre M para todo r < j < n, e dai
o polinémio caracteristico de A tem, em cada p € M, ao menos n — 7 + 1
curvaturas principais nulas. Desde que os autovetores correspondentes séo
elementos linearmente independentes de A(p), segue o item (a).

Note agora que, pelo teorema 5.3 de [14], a distribuigao p — A(p) de
mulidade relativa minima de M é suave ¢ integrdvel, com folhas totalmente
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geodésicas em M e em M. Sendo v o indice de nulidade relativa minimo
de M, temos vy > n — 7 + 1 e, ainda pelo teorema 5.3 de [14], que as folhas
de nulidade relativa minima sio completas. Portanto, o item (b) segue da
caracterizacdo das subvariedades totalmente geodésicas completas do espago
de Lorentz-Minkowski como os hiperplanos de L™*!. g

Observacgao. Para ver que a conclusao do item (b) acima é o melhor que
se pode obter no espago de Lorentz, considere M™ = ]\-I{“l x R7-TH
M, variedade Riemanniana (r — 1)—dimensional, completa. Se M; néao €

, com

totalmente geodésica em L™+, entdo v(p) = n —r + 1 para todos os pontos

p em algum aberto de M™ regrado por R+,

Corolario 4.21. Seja z : M™ — ST uma hipersuperficie tipo-espago com-
pleta do espago de De Sitter, com Hy, Hy e H3 constantes, H; # 0. Se Hy =0
entao M™ é de rotagao.

Demonstragdo. Pelo resultado anterior, segue que v(p) > n — 1 para todo
p € M. Assim, a proposi¢ao 1.2 de [10] garante que M é de rotagao. O

No caso compacto temos um resultado mais forte:

g i . —n+l . e .
Teorema 4.22. Seja z : M™ — M_  uwma hipersuperficie tipo-espago,
r—mdzima (r < n) fechada em uma variedade de Lorentz temporalmente

orientada W“H. de curvatura seccional constante c. Entao
/ tr(A%P,_y)[tr(A*P,_;) + ctr(Pr_1)]ldM < 0 (4.17)
M

e, ademais,
(a) ¢ > 0= H; =0 sobre M™, para todor < j < n.
(b) Sec <0 e Hyyy # 0 sobre M™, entao
tr(A%P,_y)[tr(A%P_;) + ctr(P._;)] > 0
sobre M™ implica em VA =0 ¢ H,41, H._; constantes sobre M™.

Demonstragio. Seja {ex} um referencial ortonormal qualquer em M. Segue

novamente da equagao (3.9) que




L, 1(Sesa) = zU’,.,.lv,:k.r‘ljz+t.l‘(f12P,._1}{tr(:l:z'x 1) + ctr(Pr_1)).

Integrando sobre M, obtemos

/ Z_P,.,LT,L;—L!—.L tr(A®P_y)[tr(A*Proy) + ctr(Pr—y)] p dM =0,
JM k

e dai »
/ tr(A2P,_,)[tr(A2P,_,) + ctr(Py_y)]dM < 0.
Como na prova do teorema anterior, tem-se para ¢ > 0 que
m:-1"'P,._,)[tr(AQP,._l) + ctr(Pr—1)] 2 0

com igualdade se e s6 se H,,; = 0. Portanto, segue de (4.17) que H,4+; = 0,
e dai o item (c) da proposigao 3.2 garante que H; = 0 parar < j < n. Isso
conclui a prova do item (a).

Parac < 0e H,y1 # 0, se tr(A?P,_;)[tr(A?P,_;) + ctr(P,_;)] > 0 sobre
M entao segue de (4.17) que

tr(A%P,_q)[tr(A%P,_) + ctr(Pr—1)] =0 (4.18)
sobre M. Dal,

2 = 0 e L,-,l(SHL;) =0

Y IPqV,, A

sobre M. Agora, a proposigdo 3.3 assegura que P,_; é definido sobre M,
donde segue que VA = 0. Ademais, integrando

b ==

L,—_H‘ISE+11} o (Pr—lv57'4-isv's‘r'+}>

sobre M, obtemos que H,,; é constante sobre M. A equagdo (4.18) ainda
fornece, de acordo com a prova do teorema anterior, H,,; = *<H,_;, de
modo que H,_; é constante sobre M.

O corolario a seguir é consequéncia imediata do item (a) do teorema
acima, e generaliza o teorema 4.6 de [8]. De fato, ele fornece outra prova, para
hipersuperficies tipo-espago fechadas de um ambiente Lorentziano de curva
tura seccional constante e ndo-negativa, do teorema de Calabi-Bernstein

a~

11i.
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s = { 99 —n+1 ) oy )
Corolario 4.23. Sejaz : M — M, , ¢ 2 0, uma hipersuperficie tipo-

espago, m 1 e fechada, em uma variedade de Lorentz temporalmente ori-
entada M Entao M" ¢ totalmente geodésica.
Especializemos agora a discussdo para ambientes conformemente esta-

cionarios

s = 5 —n+1 . .
Corolario 4.24. Seja M uma variedade de Lorentz conformemente es-
taciondria ‘ itura seccional ¢ < 0. Sex : M®™ — M_
hipersuperfic —mdzrima (r < n), tipo-espago e fechada, sobre a qua

A° IIJV-_l)[t-l'(/-'FPT,]) -+ Ctl'(P,-_l)I g 1)

entdo existe p € M™ tal que H,,(p) = 0.

Demonstra Suponha H,,, # 0 sobre M. Pelo teorema acima, temos
entao H,_; e H,+ nstantes sobre M, com H,;; # 0. Segue que H, = 0
e H,., # 0 sdo constantes sobre M, e o teorema 7 de [5] garante ser M™
totalmente umbili Mas ai, sendo ) o fator de umbilicidade de M, segue

=0, ede H,; # 0 que X # 0, uma contradicao. O

-

$0bserve qu nunciado do teorema 7 de [5] estd incompleto. A simples exigéncia de
ter-se H,_; e H, constantes sobre M nio é suficiente para garantir a umbilicidade de M.

Deve-se exigir que H, # 0 sobre M.
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