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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma introducgao a teoria da relatividade geral de Eins-
tein, desde o principio da equivaléncia, definicao de curvatura no espago-tempo, equagao
do campo gravitacional, até a métrica de Friedmann-Robertson-Walker; além de abordar
de forma conceitual a quebra de simetria de Lotentz, ou violacao de Lorentz, e introduzir
o modelo de Bumblebee. Ao longo do texto, mostramos como a teoria da gravitagao
de Einstein concorda com experimentos e como o modelo de Bumblebee é equivalente a
outras teorias.

Palavras-chave: Gravitacao Relatividade-Geral Espago-Tempo SME



ABSTRACT

In this work, we show an introduction to the Einstein theory of general relativity,
starting from the Einstein’s principle of equivalence, defining the curvature in spacetime,
deriving the gravitational field equation, and finishing at Friedmann-Robertson-Walker
metric. Besides, we show basics concepts of Lorentz violation and introduce the bumblebee
model.

Keywords: Gravitation. General Relativity. Spacetime. SME.
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Notacao

Indices latinos (i, j, k) referem-se a coordenadas espaciais, usualmente 1,2, 3 ou x, y, z.

Indices gregos («, 3,7, 0) referem-se a coordenadas no espago-tempo em um sistema

de coordenadas inerciais, usualmente 0,1,2,3 ou t, z, vy, 2.

Indices gregos (p, v, A, k) referem-se a coordenadas no espago-tempo em um sistema

de coordenadas gerais.

Os sistemas de coordenadas inerciais sao geralmente representados por £* e os sistemas

de coordenadas gerais por x*.

A métrica em um sistema de coordenadas inerciais ¢ a de Minkowski 7,5, uma matriz

diagonal de elementos —1,1,1, 1.
Vetores espaciais, ou trivetores, sdo representados em negrito (x).

Sera adotada a convencao de soma de Einstein, ou seja, indices repetidos indicam um

somatoério implicito correndo sobre o indice.

A velocidade da luz é tomada como unitéria.
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Introducao

A primeira publicacao cientifica sobre a Relatividade Geral foi escrita em 1916 por
Albert Einstein [1]. A Relatividade Geral é a generalizagdo da teoria da gravitacao de
Newton. A teoria é uma extensao da Relatividade Restrita, na qual se afirma que a
velocidade da luz é invariante e, consequentemente, o espaco e o tempo sao uma enti-
dade geométrica unificada, o espacgo-tempo. Ela propoe a generalizacao do principio da
relatividade do movimento para sistemas que incluam campos gravitacionais. Uma das
implicagoes de tal generalizacao é que a matéria curva o tecido espaco-tempo a sua volta.

Portanto a gravitagao pode ser interpretada como um efeito geométrico do espago-tempo.

Desde sua publicacao, a Teoria da Relatividade Geral prevé com sucesso todas as ob-
servacoes e experimentos realizados até hoje. Destes podemos citar a precessao do periélio
de Mercirio, o desvio gravitacional para o vermelho da luz, a dilatacao gravitacional do
tempo e o tempo de atraso gravitacional [2]. Uma previsdo importante desta teoria para
a cosmologia é a existéncia de buracos negros, regioes onde o espago-tempo esta tao dis-
torcido que nem mesmo a luz escapa dele. H& evidéncias da existéncia de tais regioes
ultramassivas no espaco, intensas radiacoes emitidas por certos corpos vindas de nicleos

de galdxias foram detectadas.

H& ainda outro fendmeno importante previsto pela Relatividade Geral e também
observado experimentalmente: o fendomeno de lente gravitacional [3], onde vérias imagens
de um mesmo objeto sao visiveis a um observador. Ele ocorre quando um corpo macico
estd entre o observador e o objeto. Este corpo massivo distorce o espago-tempo localmente
de modo que a luz que passa perto o suficiente é curvada. Assim o observador vé a luz

vinda do objeto circundando o corpo massivo.

A Relatividade Geral ainda prevée a existéncia de ondas gravitacionais, ainda nao
detectadas diretamente [2]. Ela é a base dos atuais modelos cosmolégicos, que preveem

uIm universo sempre em expansao.

Apesar do sucesso, a teoria da Relatividade Geral esta restrita a nivel classico. So-
mente a combinacao dela com o modelo padrao de particulas é que podemos descrever a

natureza em escala de altas energias. O modelo padrao engloba os demais fenomenos en-
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volvendo particulas fundamentais e forcas de nivel quantico. E esperado a uniao das duas
teorias na escala de Planck em uma teoria tinica de consisténcia quantica na descricao da

natureza.

O Modelo Padrao Estendido (SME - Standard-Model Extension) é um modelo que
incorpora termos que quebram a simetria de Lorentz independentes de coordenadas, ter-
mos estes originados de campos de fundo. A ideia da ocorréncia de quebra da simetria
de Lorentz por campos de fundo no contexto da teoria de cordas e do modelo padrao
foi lancada por Kostelecky e Samuel em 1989 [4] e desde entdo o SME vem sendo in-
vestigado intensamente como uma versao mais ampla do modelo padrao. Nos ultimos
anos ela inspirou uma grande quantidade de investigagdes, como sistemas de férmions [5],
experimentos de comprovagao de CPT [6], o CPT eletromagnético e termos de Lorentz
fmpares [7], o CPT par e o setor de gauge de Lorentz impar e a interagdo com férmions
[8]. Recentemente investigagoes envolvendo operadores de dimensoes mais altas [9] e uma
possivel conexao com teorias de violagao de Lorentz [10] e acoplamentos minimos [11] vem

sendo realizadas.

Este trabalho tem por objetivo desenvolver a teoria da Relatividade Geral de Eins-
tein, introduzir a métrica de Friedmann-Robertson-Walker e abordar de forma conceitual
os aspectos da quebra da simetria de Lorentz para em trabalhos posteriores aplicar na
quebra de simetria de Lorentz a métrica em questao. Os aspectos tedricos de gravitagao
desenvolvidos ao longo to texto estao baseados na Ref. [2], enquanto a violagao de Lorentz
estd nas Ref. [12] e [13]. No capitulo 1 as ideias iniciais da teoria da Relatividade Geral
serao apresentadas; definiremos o tensor métrico, a equacao da geodésica e tomaremos o
limite Newtoniano, no qual os campos sao estacionarios e as velocidades muito menores
que a velocidade da luz. No capitulo 2 desenvolveremos as ferramentas matemaéticas ne-
cessarias para darmos procedimento ao estudo da gravitacao de Einstein; introduziremos
o principio da covariancia geral, definiremos derivada covariante, curvatura e finalmente
desenvolveremos a identidade de Bianchi. No capitulo 3 deduziremos a equagao de campo
de Einstein, desenvolveremos a métrica de Robertson-Walker e introduziremos o modelo
de Friedmann, um dos objetivos deste trabalho. Finalmente no capitulo 4 abordaremos de
forma conceitual os aspectos da quebra da simetria de Lorentz e introduziremos o modelo
de Bumblebee.
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1 A TEORIA DA
RELATIVIDADE GERAL

A Teoria da Relatividade Geral esta baseada no Principio da Equivaléncia entre a
Gravitagao e a Inércia. Este principio nos diz como um sistema fisico arbitrario se com-
porta quando submetido a um campo gravitacional externo. Primeiramente veremos
algumas consequéncias imediatas neste capitulo. Uma andlise mais profunda exige o uso

do Principio da Covariancia Geral, o que nos permitira extender sobre a gravitagao.

1.1 Forcas Gravitacionais

O principio da equivaléncia afirma que as massas inercial e gravitacional sao iguais.
Assim sistemas acelerados e sistemas submetidos a campos gravitacionais sao equivalentes.
Um observador em uma caixa fechada nao saberia responder se estd em queda livre ou
na auséncia de campo gravitacional, também observaria outro objeto em mesma situacao

como estatico, sem aceleracao.
Vejamos o caso de um sistema de M particulas em queda livre. Uma particula de
massa my e posi¢ao Xy obedecerd a Segunda Lei de Newton, ou seja:

d2XN
dt?

my :mNg—l—ZF(XN—XM),
M

onde F(xy — xp7) é a forga que a M-ésima particula faz sobre a particula N e g é o
campo gravitacional. Este sistema é observado por um observador em repouso. Agora
analisaremos como um observador se movendo com o sistema em queda livre percebe a
situacao. Para isso fazemos uma mudanca de coordenadas

x =x— —gt?, t=t
58
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e a segunda lei de Newton passa a ser, para o observador em queda livre

d*x/
my dzN =) F(xy — x}y).
¢ M

Portanto, pelas equacoes acima, tanto o observador em repouso como o observador em
queda livre nao perceberao diferencas nas leis da mecanica. A tnica diferenca observada
por eles é que o observador em repouso dird que o sistema estd submetido a um campo

gravitacional enquanto o que estd em queda livre nao.

Por este principio podemos afirmar que em um sistema submetido a um campo gra-
vitacional existe um sistema de coordenadas localmente inercial £*. Usando as equacoes
da Relatividade Restrita, a equacao de movimento é:

d2€a
5 =0, (1.1)

onde d7 é o tempo proprio. Pela invariancia da grandeza intervalo,
—d7? = 1opdEdeEP. (1.2)

Tomamos a equagao (1.1) em um sistema de coordenadas geral z#. Veja:

d (df‘") d (aga d:z:“) o Pt 9% dat da”

0= dr \dr ) dr \ozr dr )~ Oxt dr2 ' Ozrdxv dr dr

Agora multiplicamos a expressao obtida por dz*/9¢%, usamos a identidade

o 9L B oz
o dzt Qat

A
=5

e obtemos a equagao de movimento, uma geodésica no espago-tempo

22 dzt dz”
RIS ) (1.3)

dr? Wodr dr

onde I'}, é a conexdo afim, dada por

r = &L‘)‘&.

e 9gx Qxrda
Entende-se por geodésica o menor caminho ente dois pontos no espaco-tempo. Veja que
se a conexao afim é nula, entao o sistema de coordenadas é inercial [veja Eq. (1.1)], assim

a conexao afim representa o quanto o sistema de coordenadas em questao nao é inercial.

Podemos assim interpretar a gravidade como uma distor¢ao, ou uma curvatura, no

espaco-tempo. Esta é a natureza do campo gravitacional. Para deduzirmos a equacao
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de campo de Einstein precisamos antes definir curvatura, o que sera feito no préximo
capitulo.

O tensor métrico g, surge quando relacionamos o tempo préprio as coordenadas z*.

Veja:

—dr? = apdg®dg”

o0& ocs

Gudxtdz”, (1.4)
onde definimos oea 9eh
_ SIS
Guv = naﬁaxu Oz . (15)

Veja que o tensor métrico é simétrico, ou seja, g, = guu. E possivel relacionarmos a

conexao afim ao tensor métrico. Derivemos a Eq. (1.5) parcialmente em relagiao a 1’ e

obtemos
OGuw ¢ ogP og~ 0*¢’
o™ 10 gunde o 1P G D™
mas
A &8 B o0&l ot 9*¢e
M Ozh  Qxd OEX DxrdxY
_ 55 a2§a
Y Oxtoxv
028
= Jrrdzv’ (1.6)
portanto
Oy p 06> OE° , 06 08P
o P 9P O 1P N gt O 14
onde aplicamos a equacao (1.5), o que resulta:
09,
a;)\ = FingV + FiugPV' (17)

Agora é possivel tomarmos a conexao afim em funcao do tensor métrico e de suas deriva-
das parciais. Para isso permutamos os indices na equacao (1.7) e somamos as equagoes

resultantes da seguinte forma:

ag,u)\ ag)\y aguu
_ — 2g,,I" . 1.8
ox? + oz oz I (1.8)

Definimos a matriz ¢ como a matriz inversa do tensor métrico, ou seja:

9" g = 04, (1.9)
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e multiplicamos a equacgao (1.8) por ¢g°*. Finalmente temos:

1 69 A ag)\u 89 v
re == oA |4 _ © 1.1
w = 99 {8:1:” * oxr  Ox* |’ (1.10)

onde o lado direito da equacao acima é chamado de Simbolo de Christoffel.

1.2 Limite Newtoniano

No limite Newtoniano temos que dx/dr << dt/dr, o que reduz a equacdo de movi-

mento [Eq. (1.3)] a
2 dat\>
=1 =o. 1.11
dr? + oo <d7’> ( )

Agora usamos a equagao (1.10) para encontrarmos uma expressao para Féo

A — 1 Ao {3900 9950 _ a900}
00 )

29" Yot T ot fae

mas no Limite Newtoniano os campos sao estacionarios, consequentemente as duas pri-

meiras parcelas entre chaves sao nulas. Assim:

1 39900
F())\o = —59/\]6@-

Se o campo é fraco, podemos tomar a métrica quase cartesiana. Fazemos

Guv = N + h;u/a (112)

onde h,,, << 1 representa uma pertubagao no tensor métrico, ou no espago-tempo, devido
a distribuicdo de matéria. Substituindo a equagdo (1.12) na expressio para [y, ficamos
com
1 0 1 . 0hgy
T — (M My ho) A — =k 2200
00 2(77 + )axk (100 + hoo) 5T gk

Finalmente a equacao de movimento no Limite Newtoniano ¢ dada por

dr? 277 oxk

B 1, Ohg <dt>2
— 0.
dr

A componente tempo desta equacao (A = 0) nos dé a identidade trivial 0 = 0. Tomando

a equagao de forma vetorial e o tempo como ”absoluto”, ou seja, dt = dr, temos:

Px 1
P §Vh00> (1.13)
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mas a equacao gravitacional de Newton equivalente é

d?*x

onde ¢ é o potencial gravitacional a uma distancia r do centro de um corpo esférico de

massa M, que por sua vez é dado por:

p=-M (1.15)

r

onde G ~ 6,67.10~"" mkg 's~2 é a constante gravitacional de Newton. Comparando as

equagoes (1.13) e (1.14) concluimos que
hoo = —2¢ + ¢,

onde ¢ é uma constante. A grande distancias, o valor de hgg precisa ser nulo para que
a métrica seja Minkowskiana [Eq. (1.12)]. Como ¢ — 0 quando r — oo, concluimos
que ¢ = 0. Finalmente deduzimos que a componente tempo-tempo do tensor métrico no

Limite Newtoniano é
goo = —(1+2¢). (1.16)

O potencial gravitacional é da ordem de 1073 na superficie de um préton, 107 na su-
perficie da terra, 107% na superficie do sol e 10~* na superficie de uma ana branca. Assim

a distor¢ao em g, produzida por corpos de massa nao nula ¢, em geral, negligencidvel.
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2 ANALISE TENSORIAL

Um tensor é uma entidade matematica que obedece a segunte lei de transformagao:
se um sistema de coordenadas ¢ transformado em outro (z — z’), o tensor T}, escrito

na base z se transformara em 7’ ;;’75 na base x’ obedecendo a seguinte regra:

T _ 0z 0z Ja* da~
P oxt Qxv  Qx'P Qx'm

T (2.1)

Veja, como consequéncia imediata da definicao de tensor, que se ele é zero em um sistema
de coordenadas em especial, ele serd zero em todos os outros. Assim eles sao bastante

uteis em sistemas fisicos, pois a fisica nao depende do sistema de coordenadas adotado.

2.1 Principio da Covariancia Geral

O Principio da Covariancia Geral é uma versao alternativa do Principio da Equi-
valéncia. Ele afirma que uma equacao fisica é valida em um campo gravitacional geral se

duas condigoes forem satisfeitas:

1. A equacao ser vélida na auséncia de gravidade, ou seja, ela deve concordar com as
leis da relatividade restrita onde o tensor métrico gopg ¢ igual a métrica de Minkowski

~ "y z
Nap € & conexao afim I') 5 € nula.

2. A equagao ser covariante geral, isto é, preservar sua forma quando ha uma mudanca

de coordenadas x — a'.

Por meio deste principio podemos estender as equacoes da relatividade restrita para
regioes com campo gravitacional e, por facilidade, levar equagoes em um espaco geral
ao espago de Minkowski e tirar propriedades de forma simplificada. Em especial, se um
tensor for zero em um sistema de coordenadas localmente inercial, ele sera zero em um

sistema de coordenadas qualquer.
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2.2 Derivada Covariante

Primeiramente mostremos que a conexao afim nao é um tensor. Pela definicao da

conexao afim,

F,)\ _ ax’A 8250‘
e o0& Qx'rox'v
B ox'r 0z O [ Oz OE™
OxP OE™ O’k (83:"’ 893")
02 0xP [0z Qa7 D™ 0%z O™
 QaP O lax’” Ox'" 9z 0x°®  Ox'hOx'V Ox°

Agora usamos a equagao (1.6), o que resulta em

’ ’
A dx* 0x7 0z Ox* Paf
M Qxp Q' o' T7 T Qxp Qx'mOTV

(2.2)

O termo nao homogéneo na equacao acima mostra que a conexao afim nao é um tensor.

Podemos ainda reescrever a expressao. Veja:

/
ox'* OxP A\

oxr Ox'v 7
Derivando a expressdao em relacao a z/# resulta em

or'r  92zr OzP Oz° 0%z’

Oxr Or'rOrY Oz O’k Oxrdx°

Agora reescrevemos a equagao (2.2):

A _ Oz’ 9x7 dx° |, Oxf Jx° Oa”
W Qae O2'm 0x'v T Ox'v Oa'm OxrdxT

(2.3)

Consideremos agora um vetor contravariante. Por definicao um vetor contravariante se

transforma da seguinte forma:

v = Sy
Oz

. ~ . ~ /
Derivemos a expressao parcialmente em relacio a x *

oV'r B oz'" oz OV N LR
oxr’r  Oxv 9x'r dxp  OxvOxr Ox'>

v, (2.4)

O segundo termo é o que impede a derivada parcial ser um tensor. E possivel construir
um tensor a partir desta expressao e da equagao (2.3). Veja:

ox'* OxP 0x° _,  OxP 0x° %" | Ox'*

_ n
oxv Ox'» ox'x P7  Ox'0x'® OxrOx° | Oz v

/ !’
(a3 ko
ry.v: =
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dx'* dxP O2x'm P
= v ve — Ve, 2.5
oxv 0x'> 7 OxPOz° ' (2:5)

Agora adicionamos as equagoes (2.4) e (2.5) e obtemos

ov'n
ox'

L, g p v
LTV = Ox* Oz <8V

= 57 5.7 \ B3 +17,V ) . (2.6)

Finalmente definimos a derivada covariante de um vetor contravariante como

u oV

Y Oa

VAL (2.7)

que é um tensor pela equagao (2.1). De forma anéloga definimos a derivada covariante de

um tensor covariante como

oV, B
ox?

que também é um tensor. No caso de um tensor misto, a derivada covariante é, tomando

Viw =

FZVVH7 (28)

como exemplo T

pvo
oT
by . 177 A K K A K A
TW;p = 3 + PmpTw — FWT,W — FVpT;W (2.9)

que por sua vez também é um tensor.
A derivada covariante do tensor métrico é nula. Veja:
Juix = o Liagsr — ToAGun,
onde pela equagao (1.7) deduzimos que é zero. Em suma,
Guush = QW;A = 55;)\ = 0. (210)

A derivada covariante possui propriedades semelhantes as da derivacao. Sao elas:

(A) Linearidade:
(aA*, + BB",).\ = aA¥ .\ + BB*,.). (2.11)

(B) A derivada covariante de um produto de tensores obedece a regra de Leibniz. Por

exemplo:
(A", BY)., = A", B> + A", B> . (2.12)
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2.3 Curvatura

Para desenvolvermos uma equagao de campo gravitacional é necessario antes definir
uma curvatura no espago-tempo gerado pelo campo gravitacional. Ao definirmos a cur-
vatura como um tensor podemos aplicar o principio da covariancia geral, o que fara ela
ter um sentido fisico e facilitara nos célculos. O tensor métrico, apesar de ser um tensor,

nao é um bom candidato, pois sua derivada covariante é zero.

2.3.1 Definicao do Tensor de Curvatura

Como visto, os efeitos gravitacionais sao consequéncia de uma curvatura no espago-
tempo. Precisamos de uma entidade matematica para representéa-la e, pelo principio da
covariancia geral, ela precisa ser um tensor. E esperado que o campo de gravidade dependa
da curvartura. Vimos que no Limite Newtoniano a componente tempo-tempo do tensor
métrico é igual ao potencial gravitacional Newtoniano, assim é esperado também que a
curvatura dependa do tensor métrico e de suas derivadas. E impossivel construir um
tensor apenas com derivadas de primeira ordem do tensor métrico, pois em um sistema de
coordenadas inerciais locais elas sdo nulas [veja Eq. (1.7)]. Assim tomaremos derivadas

de até segunda ordem do tensor métrico para construir o tensor de curvatura.

Para definirmos a curvatura, tomaremos duas derivadas covariantes de um vetor con-

travariante V. Veja:

VY OV ove VA

FA a4 I
oxvOxH Yo Ot e ox? t oxP
or?

+I0, 00 VO + L2V IO T8 V7,

puv po Ot p Vo

A
Vi =

agora fazemos uma permutacao anticiclica nos indices u e v

or) or
A A o vo o A A o
4 L 4 O w - W + Fuprga - FV/)FZO' 4 )

como o lado esquerdo da equagao é um tensor, o lado direito também é. Assim o termo
entre colchetes é um tensor (lembrando que o produto de tensores é um tensor). Veja que
este tensor depende do tensor métrico e de suas derivadas primeira e segunda [veja Eq.

(1.10)]. Assim podemos definir o tensor de curvatura da seguinte forma:

or) - or
vo RO L TATP T2 TP (2.13)

R, = —
oV al’“ 81’” np—- vo vpT puo*
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Este é o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel. Veja que ele é antissimétrico em

~ 7 . ~ /

relacao aos indices v e p. Por ser um tensor, uma transformacao de coordenadas r — x
~ . . / .

leva a uma transformagao do tensor de curvatura de Riemann-Christoffel R, do tipo

/
R Ox™ Ox* Oz¥ Ox" _,
PO ) 9'e Ox'e O M

(2.14)

2.3.2 Unicidade do Tensor de Curvatura

E possivel provar que R)‘WH ¢ o unico tensor que pode ser construido a partir de
combinagao linear das derivadas de primeira e de segunda ordem do tensor métrico, e

ainda ser linear nas derivadas de segunda ordem.

Para provarmos esta afirmacao, tomamos um sistema de coordenadas localmente iner-

cial em = = X, onde sobre este ponto a conexao afim Fl’)y é nula. Consideraremos apenas
. . ~ ! N ~

uma limitada classe de transformacoes de coordenadas r — = que mantém a conexao

afim zero sobre o ponto em questdo. Pela equagao (2.2), a conexao afim se transforma da

forma (em z = X):
N 0 ox'P oL, Ot 9T
W 9x'T Oxr Qv P Ox'T Qardxv

O termo nao homogéneo na equacao acima deve ser nulo em x = X para que a conexao

(2.15)

afim seja também nula no novo sistema de coordenadas, ou seja,

0Pz’ )
e — 0. (2.16)
<8x“8x” X
Visto que a conexao afim é nula em x = X, todas as derivadas de primeira ordem do tensor
métrico sao nulas [veja Eq. (1.7)] e o nosso novo tensor desejado precisa ser combinagao

linear das derivadas de ordem 2 do tensor métrico. Equivalentemente, o tensor desejado

precisa ser composto de derivadas de ordem 1 da conexao afim.

Isolando a expressao F;fg na equacao (2.15), diferenciando em relacao a 2 e usando
a equagao (2.16) ficamos com (em z = X):
3FIPTU _ Oxt Jx¥ Ox" ox'™ aff‘w ozt Ozv Oz BT
ox'm  0x'p 0x'c 0x'n Ox Oxr  Oz'P Ox'c Ox'm DxrOxrOxY

(2.17)

Que tipo de combinagao de 0I'/Ox se comportard como um tensor? Claramente uma que
elimine o termo nao homogéneo na regra de transformacao, equagao (2.17). Acontece
que o termo em questao é uma fungao apenas de 7, p, o e 1, e simétrico em relagao aos
trés ultimos. Assim o tnico meio de obtermos uma combinagao linear de OI'/0x que se

~ / .
transforme como um tensor sob todas as classes de transformagoes © — x que satisfazem
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(2.16) é tomando combinagoes antissimétricas de v e k. Portanto (em x = X):

a0, 9T,
b s g

(2.18)

o que se transforma como um tensor. Acontece que quando I' = 0, o tensor de Riemann-
Christoffel satisfaz (2.18), logo em sistemas de coordenadas localmente inerciais 7%, =
R*,,. . Esta ¢ uma igualdade entre tensores, assim se isto é verdade em uma classe de
sistema de coordenadas, isto serd verdade em todos os sistemas de coordenadas, o que

implica R)‘WH ser o tensor desejado.

Podemos tomar outros tensores com a mesma caracteristica, construido a partir do
tensor métrico e suas derivadas primeira e segunda ordem, linear nas de segunda ordem.
Estes tensores sao simplismente contracoes do tensor de curvatura de Riemann-Christoffel.

Sao eles:

1. Tensor de Ricci:
Ry = R s (2.19)

2. Curvatura Escalar:

R=g" R, (2.20)

2.4 Identidade de Bianchi

Esta secao sera dedicada a desenvolver uma identidade muito 1til para a obtencgao da

equacao de campo, a Identidade de Bianchi.

Primeiramente tomamos o tensor de curvatura na forma covariante total
R)\;U/I‘i = g)\aRUuum (221)

e agora o expressamos em termos do tensor métrico e da conexao afim

R . } 629)\1/ i aQQMV B 829>\n 82.glm
s 9 ) Gardak QxR Oxrdrv | OxvOr
"’gna [FZ)\FZH - FZ}\FZle : (222)

Por facilidade, tomaremos um sistema de coordenadas localmente inercial (em x = X).

Os termos em I' na equacao acima serao nulos. Agora faremos a derivada covariante da
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expressao em relacao a n:

1 0 82g)\,, _ 829!“’ . 829)\.4 82gun
20x" | QxrOzt  JxrOz>  Oxtdxv  JxvOx | X'

Rypwrn =
Permutando ciclicamente os incices v, k e 7, teremos a identidade de Bianchi:
RAILVR;?’] + RA#?’]V,H + R}\,U‘KZ?'],I/ - O. (2.23)

Como a expressao acima ¢ um tensor, ela serd zero em qualger sistema de coordenadas
pelo principio da covariancia geral. Pela equacao (2.10) podemos contrair os incices \ e v
da equacao, para isso multiplicamos a equacao por ¢* e usamos a antissimetria do tensor

de curvatura em relagao aos dois ultimos indices:

0 = g)\VR)\,uz/nm - gAVR)\,uun;n + gAVR)\,an;u
= (g/\VRA;wn)m - (QAVRAWW);F» + (QAVRMW);V

174
Ry — Ryunge + B ey -

Contraindo novamente, multiplicando a expressao por g"*,

1
Ry — §R;n =0, (2.24)

ela ainda pode ser escrida nas seguintes formas:
i L
R, — 5(5 ) =0, (2.25)

S

1
(R“” - 29“”R> 0. (2.26)

p
Como veremos mais adiante, o termo entre parénteses na equacao acima representa o

campo de Einstein, logo a identidade de Bianchi representa a conservacao desse campo.
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3 GRAVITACAO E
COSMOLOGIA

Neste capitulo aplicaremos as ferramentas desenvolvidas no capitulo anterior para dar
continuidade a teoria da Relatividade Geral. Sera desenvolvida a equacao de campo de
Einstein, a métrica de Robertson-Walker e finalmente aplicaremos as duas ideias, o que
resulta nas equagoes de Einstein e no modelo de Friedmann, onde o "raio do universo”é

analisado.

3.1 A Equacao do Campo Gravitacional

Em um campo gravitacional arbitrario podemos definir um sistema de coordenadas

tal que, sobre um ponto X, as seguintes relacoes sejam validas:

9ap(X) = Nag, (3.1)
(8g§£5x>>$:)( — 0. (3.2)

Logo para x proximo a X o tensor métrico g.g diferird de 7,3 apenas por um termo

quadrado em =z — X. E esperado que proximo a X o campo gravitacional seja fraco.

Primeiramente lembremos que em um campo gravitacional fraco produzido por uma
densidade de massa p, a componente tempo-tempo do tensor métrico é aproximadamente

dada por
goo =~ —(1 + 2¢),

onde ¢ é o potencial gravitacional. A equacao de Poisson afirma que
V2 = 4nGp,

onde G é a constante gravitacional de Newton. A densidade de massa é a componente
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tempo-tempo do tensor de energia e momento Ty,
Too = p.
Combinando as equacoes acima ficamos com
V2400 = —87GTho. (3.3)

Supoe-se que esta equacao de campo é valida apenas para campos fracos e estaticos
gerados por uma matéria nao relativistica. Esta equacao nos leva a "adivinhar”como
seria a equacao para campos fracos de uma distribuicao geral 7,3 do tensor momento-

energia. Ela seria:

Gag = —87TGTQ,3, (34)

onde G, é uma combinagao linear da métrica e suas derivadas de primeira e de segunda

ordem.

Pelo Principio da Equivaléncia temos que as equagcoes de um campo de forca arbitraria
precisa ser da forma:

G, = —87GT,, (3.5)

Em suma, o campo G, precisa obedecer as seguintes propriedades:

(A) Por defini¢do, G, é um tensor.

(B) G, é combinagao linear da métrica até derivadas de segunda ordem.
(C) Visto que T}, é simétrico, G, também serd.

(D) Visto que T}, é conservado, G, também sera:

GMV;N =0 (36)

(E) No limite para campos fracos

G()O = V2900 (37)

Pela unicidade do Tensor de Curvatura, o tensor G, devera ser escrito na forma,
propriedades (A) e (B):
Gp,l/ = OIR,U,V + CQ.Q,U,VRa (38)

onde C e C; sao constantes. Pela defini¢ao acima G, é simétrico (C). Tomamos a forma
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contravariante em p e temos:

Gt = g“"Gnu
- ClguanV + CQQ#ngmzR
- ClRMV + CQ&MVR.

Logo
G",., = Ci RV, + Cy" R, (3.9)

Usamos agora a identidade de Bianchi
1 1
(R"V - 5%3) — 0= R, = ~6"R,.
2 » w = g0 v
Substituindo na equagao (3.9)

Q. = ((;1 4 02) R.. (3.10)

Para que a condigao (D) seja atendida, ou Cy = —C1/2 ou R, = 0, o que se restringe
a um espago de curvatura constante. Assim adotamos a primeira condi¢do, o que nos

resulta
1
G =C <RW - 2g,wz-z) . (3.11)
Usaremos a propriedade (E) para determinar o valor de C.

Para campos fracos as componentes espaciais do tensor momento energia, em médulo,
sao muito menores que a componente tempo-tempo (|7;;] << |Tyo|), 0 que se reflete nas

componentes de G. Usando esta propriedade em (3.11) teremos

1
0~ Gz’j = C (RU — 291]R>

1 1 1
= Rij ~ igZJR ~ 57]@]R = 5(5in,
o que implica
Ry = 1(5 R = 3R
ke = 50Kkt = Sl

A curvatura escalar é entao

R = gaﬁRaﬁ ~ naﬁRag
= Ryr— Roo = R ~ 2Ry.
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A componente tempo-tempo do campo é

1
Gy = 0[300—57700(2300)]
= 2CRy. (3.12)

Agora encontremos uma expressao para Rog
R = ¢ Rojuw = Rop = 1" Rynsp = —Roaop + Rikaks)

o que implica
Roo = —Roooo + Rroko-

Uma expressao para o tensor de curvatura na forma covariante total em um sistema de

cordenadas inercial é a equagao (2.22) sem os termos em I'. Assim

} 52%,@ _ 8290a _ a2950 82900
2 1029920  02°0zf  Ox20x0  Ox*0xP |’

RaOBO -

0

Como os campos sao estaticos, todas as derivadas em relagao a x” serao nulas. Pela

equacao acima Ry €

Ry = —Roooo + Rroko
1 32900

2 Ok
1

= —VZ%g0.
9 doo

- 0+

Aplicando a expressao acima na equagao (3.12) encontramos

Go = 2CRy
= CVQQOO. (313)

Agora aplicamos a propriedade (E) e concluimos que C' = 1. A equagao de campo é entao:

1
Guy = R'ul/ - §guyR

1
R = 59uR = —87G T, (3.14)

Veja que o lado direito da equacao possui apenas termos de momento e energia, enquanto
o lado esquerdo é puramente geométrico. Podemos concluir que a fonte da curvatura
no espago-tempo é a massa e a energia, e esta curvatura é a responsavel pela interacao

gravitacional entre os corpos macivos.

Podemos tomar uma excessao a propriedade (B) e afirmar que o campo G, contém
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um termo linear em g,,,, ou seja:

1
R, — §9WR — Agy = —87GT,,,, (3.15)
onde o termo A é chamado de constante cosmoldgica. O campo escrito nesta forma
satisfaz as propriedades (A), (C) e (D), mas ndo (E), assim é necesséario que a constante
cosmoldgica seja muito pequena para nao ir de encontro a tao bem sucedida gravitacao

de Newton.

3.2 A Meétrica de Robertson-Walker

O Principio Cosmologico é a hipdtese de que o universo é espacialmente isotrépico
e simétrico. A métrica de Robertson-Walker em um sistema de coordenadas espaciais
esféricas usuais r, 6, ¢ e uma temporal ¢t é dada por
2

-
1 — kr?

—dr? = —dt* + R(t) { + 7r2d6? + r*sen?d d¢2} , (3.16)

onde R(t) é uma fungao desconhecida do tempo chamada de fator de escala e k& uma
constante chamada curvatura espacial, que por uma escolha apropriada de coordenadas

pode ter valores +1, 0 ou —1. As componentes da métrica sao

R2(¢
Goo = —1, Grr = 1_(];02, gee = T2 RA(t), Gop = T7sen’0 R2(t), (3.17)
com g,,, = 0 para u # v. Para k = —1 ou k = 0 o espago ¢ infinito, enquanto para k = +1

o espaco ¢ finito, de circunferéncia prépria dada por
L =27 R(t) (3.18)

e volume proprio

V =212 R3(¢). (3.19)

Para k = 41 o universo espacial pode ser considerado como a superficie de uma esfera de

raio R(t) no espago euclidiano quadridimencional, e R(t) é chamado de "raio do universo.”

Podemos obter uma profunda ideia do comportamento da matéria em um universo de
Robertson-Walker aplicando o principio cosmologico a tensores que descrevem o compor-
tamento geral da matéria, como o tensor momento-energia T"” e a corrente de galaxias
Je" definida por

Jo = (=g@) Y [0 — wa)dat (3.20)
n
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onde a soma é sobre as galdxias, consideradas de massas iguais a um. E requerido que

estes tensores sejam forma-invariante e, como consequéncia, é possivel mostrar que
JGt = ng(t) JGi =0 (3.21)
e que
Ty = p(t) Ty =0 T = gijp(t>7 (3~22)

onde ng, p e p sao quantidades desconhecidas que podem depender de ¢, mas nao de r, ¢

ou ¢. Podemos ainda reescrever estas equacoes de uma maneira mais elegante. Veja:
J(;‘u = ngU“, (323)

T/u/ = (/0 + p)UuUu + Pauv, (324)

onde U* é o "quadri-vetor velocidade”

U'=0. (3.26)

A equacdo (3.24) tem a mesma forma de uma equagao de um fluido perfeito de quadri-
velocidade U*, enquanto as equagoes (3.25) e (3.26) mostram que os componentes do

universo estao, em média, em repouso em relagao as coordenadas r, 6 e ¢.

Podemos obter equagoes diferenciais para ng(t), p(t) e p(t) a partir de principios de
conservagao. Se galaxias nem sao construidas nem destruidas, o tensor Jg" obedece a

equacao de conservacao

0= (o) = (~0) P ((=0)0") = (=) £ ((~0) ngl,  (320)
onde g é o determinante da métrica, dado por
g=—RS(t)r*(1 — kr?)"'sen?d. (3.28)
Substituindo na equagdo (3.27) encontramos
jt(ng(t)R?’(t)) =0 = ng(t)R*(t) = constante. (3.29)

O tensor momento-energia obedece a lei de conservacao

0o = 1M,
ap uv -1/2 9 1/2 UyTY i vrTA
= 59" T (=0 e Sl(=a) o+ DURT + Do + p)UTT™. - (3.30)
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Usando as equagoes (3.25, 3.26) e o fato de T}y = 0, temos, para pu = t:

dp
0 = %(—1)
RO (L k) sen?] 2 (R (1~ ki) sen®d) (0 + p)
+ 0,

o que implica p
R0 D = SR [p(t) + pl0)]). (331)

Se tomarmos a pressao da matéria césmica negligencidvel, ou seja, p(t) << p(t), teremos

uma relacao semelhante a equagao (3.29):

p(t)R*(t) = constante. (3.32)

3.3 Equacoes de Einstein

Vamos iniciar o estudo da cosmologia dinamica considerando as restri¢oes impostas
pelas equacoes de campo de Einstein sobre a métrica em um universo geral, isotrépico e
homogéneo. Tomaremos a métrica de Robertson-Walker. Definamos a métrica g;; como a
métrica de um espago maximamente simétrico e tridimensional de coordenadas esféricas

usuais r, # e ¢. Suas componentes sao:

g'f’r = (]- - kTQ)_l, §99 = T27 g(f)(f) - 7”286”28
Gij =0 (para i # 7). (3.33)

Assim as componentes da métrica de Robertson-Walker podem ser expressas na seguinte

forma:

g = —1, git = 0, Gij = R2(t)gij<x)‘ (3‘34)

Vamos desenvolver agora as componentes nao nulas da conexao afim desta métrica, dadas

pela equacao (3.17):

1, [0gin = Ogjn  Ogi
Ft = tA Z. J» - &
ij 29 {a it oxt  Ox?
1 Zagu 1 ag 1 )\aglﬂ ..
= 5 t oy 59”37;; _ §gt axiéij (sem soma em i, 5)
0gi;
_ _7gtt gj5ij

27 0Ot



Fi

tj

i
I

_ _;(_1)§iji[R2(t)]5ij

_ 11)\ Igix
2 oxI ot oz
g2 |~ i 995
29 5 T 27 o
P
= 0+39 9]‘3'%[5’ (t)]04

9g;x  Ogy }

i —0

1y .
= 5l *3"9;;[2RR)6;;

(sem soma em 4, j)

R
_ Lo 9gix |, 9gkx O

2 oxk ol oz
_ 1 —2~il zagjl 2a§kl_ 2@§jk
n 2R g {R oxk + & oI r ox!
- T,

Enquanto as componentes do tensor de Ricci sao dadas por

Encontremos as componentes do tensor de Ricci:

Rtt

A
R, =R = o,

ory,  ory

ot - % + Fi\pl—‘it - Fﬁprtpt
ork
—aft —0+TFTY, —0

£()- (30 (89

Rr— R\ i
3 (M) 4o

R? R?
3k
R 9
ory,  or
orx.  ork
R, =~ =« R
0—0+ Ed{fréﬂ. - Fg,@(sf

ar)

i

o O

+ ngrgﬂ — Fﬁpl“{jﬂ.
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(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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| I R N4

Ap— gt

= Sk T Sty ptpky phope _phpl Pk

oxJ ot oxk

J (3

ork. d . ork, . (R,
= u %(RRQZ‘]) T Ok + (Rjok) R(SZ-
(R .
+F§tF§fi + F?lrgci - Filré'i - (R(SZ) (RRQU)
ork.  ork

ol oxk

Ly f‘?lf‘gci - fliizfé'i

—(R?* 4+ RR)§;; + R?gij + <(5k> (RRgri) — 3R°g;;

= Ry — (RR+2R%)gy,

R J
(3.40)

E possivel mostrar que em um espaco maximamente simétrico a seguinte relagao é valida:

assim:
Rij = —(RR + 2R* + 2k) ;. (3.42)
O termo fonte na equagao de Einstein é definido por:
_ 1 A
Sw/ = T;,Ll/ - ig;u/T A
Usando as equagoes (3.22) e (3.24) na equagao acima temos:
1
Spw = i(p =) + (p+ p)ULU,. (3.43)
Agora aplicamos as equacdes (3.17) em (3.43), o que resulta em
1
S = §(P + 3p), (3.44)
Sy = 0, (3.45)
1 .
Si = 5P =P)Rgy. (3.46)

Podemos contrair a equac¢ao de campo (3.14) de Einstein de forma a obtermos uma ex-

pressdo para a curvatura escalar: R = 8wGT",. Substituindo este resultado na prépria
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equagao (3.14) obtemos

1
Ry = =87G(To — 5 9T\ = —87GS,,. (3.47)

Tomamos a componente tempo-tempo desta equagao e usamos as equagoes (3.39) e (3.44),
o que nos da
3R = —4nG(p + 3p)R, (3.48)

j& a componente espago-espaco da equacgao (3.47) quando combinada as equagoes (3.42)

e (3.46) nos da a equacgao
RR + 2R* + 2k = 47G(p — p)R?, (3.49)

e as componentes espaco-tempo nos dé 0=0.

Agora eliminamos o termo R da equacdo (3.49) usando a (3.48), o que resulta em

uma equagao diferencial de primeira ordem para R(t):

: 8rG
R+k= ”TpRQ. (3.50)
Podemos reescrever a equagao de conservagao de energia (3.31) na seguinte forma equi-
valente
d

ﬁ(pR?’) = —3pR? (3.51)

As equagoes fundamentais da cosmologia dindmica sao as equagoes de Einstein (3.50),
as equagoes de conservacdo de energia (3.51) e a equacdo de estado. Os modelos cos-
moldgicos, baseados na métrica de Robertson-Walker, nos quais R(t) é derivado desta

forma sao conhecidos como modelos de Friedmann.

Mesmo sem definir uma equacao de estado, é possivel ter uma ideia do passado e do
futuro da expansao do universo através das equagoes (3.48)-(3.51). Pela equagao (3.48),
a "aceleragao” R/ R é negativa se a quantidade (p+ 3p) é positiva, o que é esperado. Mas,
por definicdo, R > 0 e R/R > 0 (desvio para o vermelho). Assim a curva R(t) vs t precisa

ter concavidade para baixo, além de para algum t no passado R(t) = 0. Digamos que
R(t=0)=0.

Agora olhemos para o futuro analisando a equagao (3.51). Tomando a pressao p como
nao negativa, a densidade p precisa decrescer com o crescimento de R pelo menos mais
répido que R™3. Assim, para R — oo, o lado direito da equagao (3.49) vai & zero pelo
menos mais rdpido que R~'. Para k = —1, R2(t) é positivo, entdo R(t) vai a infinito

quando t vai a infinito. Para k = 0, R2(z€) é positivo, entao R(t) vai a infinito, porém de
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forma mais lenta que ¢. Para k = +1, R?(t) serd zero quando pR? for igual a 3/87G. Visto
que R é negativo, R(t) decrescera a partir desse ponto e eventualmente serd novamente
zero em algum tempo finito futuro. Assim o curso qualitativo da histéria do cosmo é
determinado pelo sinal da curvatura espacial: se K = —1 ou k = 0, entao o universo se
expandira indefinidamente, e se k = +1, entao a atual expansao eventualmente cessara e

teremos novamente R(t) = 0.
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4 VIOLACAO DE SIMETRIA
DE LORENTZ

Para falarmos de violagao da simetria de Lorentz e de CPT precisamos antes saber
0 que sao essas simetrias. Para isso é necessario antes entender o que significam as
transformacoes de Lorentz e de CPT.

As transformagoes de Lorentz sao de dois tipos. Sao elas:

e rotagoes espaciais, que sao de trés tipos, uma para cada direcao e

e boosts, gerados por velocidades relativas e também de trés tipos, uma para cada

direcao.

As transformacoes de CPT sao formadas pela combinacao das trés transformagoes: Con-

jugacao de carga, inversao de Paridade e reversao Temporal.

e C converte particula em antiparticula;
e P transforma um objeto em sua propria imagem, porém de ponta-cabeca;

e T inverte a direcao do fluxo do tempo.

Um sistema fisico possui simetria de Lorentz se as leis fisicas nao forem afetadas por uma
transformacao de Lorentz e, analogamente, possui simetria de CPT se a fisica também
nao for afetada por uma transformacao de CPT. Aqui uma observacao precisa ser feita:
violacao das simetrias C, P, T e CP sao previstas no Modelo Padrao e sao observados em
experimentos, somente a combinacao CPT é requerida pelo Modelo Padrao para ser uma

simetria da natureza. Essas simetrias sao a base da Relatividade de Einstein.

O Modelo Padrao descreve de maneira unificada todas as particulas elementares e
suas interacoes nao gravitacionais. A nivel classico, a gravitacao é bem descrita pela

Relatividade Geral de Einstein. As duas teorias apresentam simetria de Lorentz local e
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simetria de CPT. O Modelo-Padrao Estendido (ou SME - Standard-Model Extension) é
uma teoria que tenta generalizar o Modelo Padrao usual e possui todas as propriedades
convencionais desejaveis do Modelo Padrao e da Relatividade Geral, além de permitir

violagao de simetria de Lorentz e de CPT.

A quebra de simetria de Lorentz, ou a alteracao da velocidade limite de propagagao,
contraria fortemente a teoria da relatividade restrita, que tem como um dos postulados
a invariancia da velocidade da luz (velocidade limite de propagagao) qualquer que seja o
referencial em que o observador se encontre. Apesar dessa contradi¢ao, outros modelos,
como a teoria das cordas, contém essa quebra de simetria ou a preveem em alguma
situagao especifica. Outras teorias que se enquadram nessa situagao incluem, por exemplo,
aproximagoes de gravidade quantica [14], modelos dinamicos aleatérios [15], multiversos

[16], e cendrios de mundo-brana [17].

O Modelo Padrao Estendido, ou SME (Standard-Model Extension), é uma teoria
que engloba o modelo padrao e todos os operadores unitarios que quebram a simetria
de Lorentz. O SME pode ser expresso como uma lagrangeana de varios termos. Cada
termo da lagrangeana que viola a simetria de Lorentz é um escalar sob as transformacgoes
de Lorentz construido por contracao de operadores de campo padrao com coeficientes de
controle chamados coeficientes de violacao de Lorentz. Esses coeficientes de controle sao

determinados por restricoes ou experimentos.

Existem duas maneiras em teoria de campos de violar tal simetria: explicita e es-
pontanea. A quebra explicita ocorre quando a teoria inicialmente ja viola a simetria,
enquanto a quebra espontanea inicialmente respeita a simetria, mas ela é quebrada por
uma transformacao de fase; em outras palavras, a quebra espontanea ocorre quando uma
simetria da dinamica nao é respeitada pelas solucoes da teoria. Por exemplo, as forcas
dinamicas que controlam a interacao entre planetas na gravitagao Newtoniana apresentam
simetria rotacional, porém a solucao da teoria para o sistema solar exibe uma orientacao
definida no espaco, que é o plano do sistema solar. Em 2004 um resultado publicado por
Kostelecky [12] mostrou que a violagao explicita de Lorentz leva a uma incompatibilidade
das identidades de Bianchi com as leis de conservacao dos tensores energia-momento e
densidade de spin, enquanto na violagao espontanea nao ha tal incompatibilidade. Logo

qualquer quebra de simetria de Lorentz precisa ser espontanea no cendario gravitacional.

A proposta do SME no setor gravitacional é, mesmo que a teoria apresente simetria
local de Lorentz e de CPT, a solucao de vacuo poderia viola-la espontaneamente. Essa é

uma maneira atrativa de quebrar a simetria de Lorentz e de CPT, pois a dinamica per-
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manece simétrica e as caracteristicas tao desejaveis da simetria sao preservadas. Assim
como no Modelo Padrao usual, quebras espontaneas da simetria de Lorentz e de CPT
sao desencadeadas por interacoes que desestabilizam o vacuo vazio. No caso usual, o
vacuo é preenchido por grandezas simétricas sob transformagoes de Lorentz e de CPT
(porém violam outras simetrias). J4 no SME, o vacuo é preenchido por grandezas orien-
tadas no espago quadridimensional, gerando quebra de simetria de Lorentz e (em algumas

circunstancias) de CPT.

O teorema de CPT é um resultado geral que liga as simetrias de Lorentz e de CPT.
Ele afirma que as teorias com simetria de Lorentz precisam apresentar também simetria
de CPT. Essas teorias incluem todas utilizadas para descrever a fisica de particulas e
muitas teorias propostas. No cenario do SME, a quebra de CPT sempre implica quebra

de Lorentz, mas o contrario nao é verdadeiro. Assim o teorema de CPT é valido no SME.

De forma sucinta, o SME agrega todas as propriedades do Modelo Padrao, exceto
que as simetrias de Lorentz e de CPT podem ser violadas localmente na gravitagao.
Esta teoria sugere que a quebra de simetria de Lorentz e de CPT pode ser observada
em experimentos realizaveis, e isso conduz a uma fenomenologia geral para violagao de
Lorentz e CPT a nivel do Modelo Padrao e da Relatividade Geral. Outras teorias padroes

como a Eletrodinamica Quantica sao tomadas como casos especificos.

No SME, um tipo de simetria de Lorentz permanece valida: transformagoes de ob-
servador de Lorentz, que sao transformacoes inerciais e podem ser rotacoes espaciais ou
boosts. A violacao de Lorentz surge somente quando o campo de particulas sofre uma

transformacao de Lorentz relativa ao tensor de vacuo de valor esperado nao nulo.

De acordo com os estudos em Violacao de Lorentz, a estensao do setor gravitacional

incluindo termos que violam a simetria de Lorentz é dada pela agao

S =SgH + SLv + Smatérias (4.1)

onde Sgpp representa a acao de Einstein-Hilbert,

SEH = / d4x\/—_g:2(R —21), (4.2)

R é a curvatura escalar, k* = 327G é a constante de acoplamento gravitacional e A a
constante cosmolégica, veja Eq. (3.15). A acdo Sy é composta por termos lideres que

violam a simetria de Lorentz e é escrita por:

2
SLV = /d4:[,‘\/ _g§<UR + SHVR/W + tuyaﬂRuua,@>7 (43)
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onde u, s* e t"*8 sao tensores que geram a violacdo de Lorentz. Os tensores adimen-
sionais s* e t**# possuem as mesmas simetrias dos tensores de Ricci e de Riemann
respectivamente, e possuem traco nulo, ou seja, s, = ¢, = 0, uma vez que podemos
alocé-los em u. Também Podemos tomar t***, = 0, visto que ele pode ser alocado em
sH*. Assim os tensores s* e t"*? possuem, respectivamente, nove e dez componentes

independentes.

4.1 Modelo de Bumblebee

Modelos em que a violagao de Lorentz é resultado da dinamica de um campo vetorial
B, chamado de campo de Bumblebee, sao interessantes pois possuem uma forma relati-
vamente simples e envolvem caracteristicas importantes, como rotacao, boost, e violagao
de CPT. Ele é um exemplo simples de um modelo gravitacional em que um campo veto-
rial B* possui valor esperado de vacuo nao nulo, o que induz a uma violacao de Lorentz
e de difeomorfismo. Este modelo foi primeiramente utilizado no contexto da teoria de
cordas [4], no qual a simetria de Lorentz é espontaneamente quebrada devido ao poten-
cial V(B*B,, £ b*) = A(B"B,, = b*)?/2, onde X\ é uma constante real de acoplamento. O

modelo de Bumblebee pode ser representado na ac¢ao (4.3) sempre que
vaf 1 a v v 1 vV pa
P8 =0, w=EB B, s =€ (B“B ~ 49"B Ba> , (4.4)

onde ¢ é uma constante. Em um espaco de Riemann-Cartan, o campo de forca corres-
pondente a B, é definido por
B, =90,B,—0,B, (4.5)

onde 0, indica derivada parcial em relagao a x*. De posse destas defini¢oes, a acao
responsavel pela dinamica do campo de Bumblebee B,, é [13]
4 Lo 28 v 2

Sp = /d W [—4B” By + 5 B'B' Ry, = V(B'B, £1)| (4.6)
Uma outra opgao para o potencial seria V(z) = Az, onde A\ agora é um campo de mul-
tiplicador de Lagrange. Em regioes onde a curvatura e a torsao sao nulas, o campo de
Bumblebee possui valor nao nulo B* = b*, onde b*b, = Fb?, de forma que V = 0. A
grandeza b, ¢ o coeficiante de violagao de Lorentz e CPT. Em um referencial localmente
inercial as condicoes se tornam: B,B* = b?, o que implica um campo de fundo b, nao
nulo, gerando diregoes privilegiadas. Como consequéncia, mesmo no limite do espago-

tempo plano de Minkowski ha uma anisotropia, embora este efeito possa ser mascarado
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pela presenca de matéria e por fortes curvaturas e torgoes [12].

As ideias fisicas oferecidas por esta teoria sao bastante ricas. O limite do espaco-tempo
de Minkowski e o potencial do multiplicador de Lagrange é equivalente a teoria estudada
por Nambu [18], que obteve uma prova de que esta teoria é equivalente a eletrodinamica
em um gauge nao linear. O caso sem violacao de Lorentz e de potencial V nulo, mas de
¢ nao nulo é usado como uma teoria alternativa de gravitagao em um espaco-tempo de
Riemann por Will e Nordtvedt [19], [20] e [21]. Teorias onde £ = 0 foram introduzidas na

Ref. [4] para ilustrar algumas ideias a respeito da violagdo da simetria de Lorentz.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foram introduzidos os conceitos iniciais da teoria da Relatividade Ge-
ral (Cap. 1); definimos tensor métrico, equacao (1.5), deduzimos a equagao da geodésica
(1.3) e a aplicamos no limite Newtoniano (1.16). As ferramentas matemaéticas necesséarias
para dar procedimento ao estudo da gravitacao de Einstein foram desenvolvidas; discuti-
mos o principio da covariancia geral (Seg. 2.1) definimos derivada covariante (Seg. 2.2),
curvatura (1.13) e deduzimos a identidade de Bianchi (2.22 - 2.24). De posse das fer-
ramentas matematicas, deduzimos a equagao de campo de Einstein (3.14), esbogamos a
métrica de Robertson-Walker (Seg. 3.2) e desenvolvemos as equagoes de Einstein e o mo-
delo de Friedmann (Seg. 3.3). Finalmente abordamos os aspectos conceituais da quebra
de simetria de Lorentz, ou violagao de Lorentz, introduzimos o modelo de Bumblebee e

mostramos como este modelo concorda com teorias ja existentes (Cap. 4).

Temos como pespectiva futura de estudos com base nos conhecimentos expostos nesta
monografia a aplicagao da métrica de Friedmann-Robertson-Walker na quebra de simetria

de Lorentz e no modelo de Bumblebee.
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