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RESUMO

Os problemas fisicos correspondentes ao 4tomo de hidrogénio e o oscilador harmdnico quantico
sdo sistemas fisicos que aparentemente nao possuem nenhuma semelhanca. Entretanto, apds
mudancas de determinadas varidveis, o Hamiltoniano do 4dtomo de hidrogénio pode ser
transformado em um hamiltoniano que caracteriza o oscilador oscilador harmonico.

Palavras-chave: Oscilador Harménico Atomo de hidrogénio Semelhancas Equagdo de
Schrodinger Separagdo de varidveis



ABSTRACT

The physical problems corresponding to the hydrogen atom and the quantum harmonic oscil-
lator are physical systems that, apparently, haven’t any similarity. However, after some change
of variables the hamiltonian of the hydrogen atom could be convert in to a Hamiltonian that
represent the harmonic oscilator.

Keywords: Quantum Harmonic oscillator. Hydrogen atom. similarities. Schrodinger’s equa-
tion. Separable variables.
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1 INTRODUCAO

O primeiro modelo moderno atdmico surgiu com Dalton, ele defendia a ideia de que toda
a matéria € composta por particulas macicas, imutdveis e indivisiveis. Dalton defendia a ideia
de que os dtomos de um mesmo elemento quimico possuAam as mesmas caracteristicas (como
peso e tamanho), o peso dos compostos representaria a soma dos dtomos que os formavam. As
reacdes quimicas eram representadas pela unido ou separagao dos atomos. A figura 1, adap-
tada de http://es.wikipedia.org/wiki/Modelo_at%C3%B3mico_de_Dalton ,representa o0 modelo

atomico de Dalton.

Figura 1: O modelo atdmico de Dalton.

Thomson, em 1897, realizou um experimento para encontrar a razao carga massa dos raios
catddicos, ele utilizou um tubo de raios catédicos para aplicar aos raios simultaneamente cam-
pos elétricos e magnéticos, a partir desse experimento, foi descoberto que eles se comportavam
como particulas com cargas negativas, ap0ds realizar experimentos em diversas substancias, con-
cluiu que essas particulas eram universais. Thomson propos um modelo atdmico em 1904 no
qual o atomo era uma esfera com carga positiva e os elétrons ficavam incrustados dentro dessa
estrutura.A figura 2, adaptada de http://nossomeioporinteiro.files.wordpress.com/2012/02/untitled-

47.jpg, representa o0 modelo de Thompson.

O modelo de Thomson foi refutado devida ao experimento realizado por Rutherford com
espalhamento de particulas alfa por &tomos. Nos experimentos realizados por Rutherford, havia
uma pequena probabilidade de a particula ser defletida, ndo podendo ser explicada no modelo de

Thomson que daria margem a apenas pequenas deflexdes e devido a probabilidade ser grande no
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modelo de Thomson para o defletimento das particulas. O modelo de Rutherford considera que
todas as cargas positivas e a massa do atomo esta localizada numa regiado pequena denominada
nucleo e foi considerado que os elétrons circulem ao redor do nicleo, porém como eles estdao
acelerando devido a interassao coulombiana, logo eles deveriam irradiar, fazendo com que eles
perdessem energia e obedecer uma trajetoria espiral em diferecdo ao nucleo. Bohr propde,
entdo, um modelo quantizado , correspondente as idéias de Palnk e Eisntein, para um dtomo
com apenas um elétron devido a complexidade das equagdes, correspondendo ao dtomo de
hidrogénio.
Modelo Atomico de Thomson

¢+ @
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Figura 2: O modelo atdmico de Thonson.

Outro tema relevante em fisica é o oscilador harmonico, pois qualquer particula que de-
screva uma trajetoria que possua um ponto de retorno, possui um potencial minimo e em
primeira aproximac¢do pode ser representado como sendo um oscilador harmonico. O poten-

cial do oscilador harmdnico é dado por

e representado na figura 3 para k = 2N/m.

201 e

15— *

V(x)
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Figura 3: O potencial do oscilador harmdnico.
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2 A EQUACAO DE SCHRODINGER
E A SEPARACAO DE VARIAVEIS

A equacdo de Schrodinger independente do tempo em trés dimensoes € dada por
ﬁ2
——V* + Vi = Ey. 2.0
2m

A solugdo da equacdo de Schrodinger dependente do tempo é dada como segue

U(r,t) =Y cath(r)e i/, (2.2)

onde ¢, é uma constante real e F,, a energia do n-éssimo estado. Por outra lado, tem-se que o

operador V2 em coordenadas esféricas é dado por

10 9, 1 0 9, 1 0?
2 2
Vie - - — - — ([ =). 2.
r2 Or (T 8r> r2send 00 (56"909) r2sen?d (&;52) (23

A equacgdo de Schrodinger independente do tempo €, entdo, dada por

1o [ ,00 1 9 O 1 (0% _
om [—a— ( E) t aeen6 06 <S€”9%) t asen?e (%ﬂ HVy=Ey 24

Seja 1 (r, 6, ¢) uma fungdo que é o produto de duas outras como segue

(r,0,¢) = R(r)Y (0, ). (2.5)

A equacdo (2.4) pode ser reescrita como segue

R [Y d S dR R 0 oY R 0’Y
BAGE Nl - - = H=— Y = ERY
2m L“? dr (T dr) + r2sen 00 (sen 89) + r2sen?0 (3¢2 )} Vh .

1 d [ ,dR\ 2ms 171 0 oy 1 (&Y
4 () 2 B+ TV — (Z1)] =
[R dr (r dr) h? Vir) ]} Ty [sen@ o0 (sen9 89) t en?6 (8¢2 )} 0

separando as varidveis que dependam de r das varidveis que dependam de 6 e ¢, tem-se




13

1d [ ,dR 2mir? 11 0 oY 1 (0%
[m ( W) ~ W)‘EJ] -y Lene% (86”%) * sen®d (w)]

Logo, pela separacdo de varidveis, tem-se

1d 4 dR 2mir? B
[E% (’” %) — g V) - E]} = 1(I+1) (2.6)
1 1 0 oY 1 %Y
Y [senQ% <sen9%) T enZ0 (W)} = —l(l+1). (2.7)

A solucdo da equacgdo (2.7) € encontrada a partir de uma nova separacdo de varidveis, como
segue

Y(0,9) = 0(0)2(0), (2.8)

1 d i) .1 1820
[@ {senﬁﬁ <sen0E)} +1(l+ 1)sen 6’} + Y 0,

seja m? a constante de separacdo de varidveis, tem-se

é {sen@% (sen@%)} +1(l+1)sen®0 = m? (2.9)
é%{; = —-m’. (2.10)
A solugdo da equacdo (2.10) é dada por
() = A,

com m um inteiro, podendo ser negativo. A equacgdo para # é dada por

d o 0y o
senG@ (sen@E) + [l(I 4 1)sen*0 —m*]© =0 (2.11)

A solug@o para O(6) é dada pelos polindmios associados de Legendre, P,

©(0) = AP (cosb), (2.12)
onde
d ™
P(z) = (I — z%)mi/? — R, (2.13)
|

com P, o polindmio de Legendre, definido como

1 d°

P(z) = A da

(% —1)". (2.14)



14

ApOs a normalizacdo, tem-se que a solucdo angula da equacdo de Schrodinger € dada pelos

harmonicos esféricos, Y;", como segue

Vi'(60.0) = \/ L) o ),

(1 + [m))!

mudando-se a varidvel como segue
u(r) =rR(r),

logo, a equacdo (2.6) se transforma

2m dr? 2m  r?

2 2 2 1
_ﬁ_d_u+ {V_Fﬁ_l(l—i_ )} u = Fu.

A equagdo (2.16) € denominada de equagao radial.

(2.15)

(2.16)
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3  OSCILADOR HARMONICO
QUANTICO

O potencial do oscilador harmonico unidimensional € dado por
L
V(z) = Ekx , 3.1)

segue que a equacao de Schrodinger independente do tempo para o oscilador harmonico é dada

por
Hvy = EvY
Rd 1,
—_— = = H1. 3.2
2md1‘2+2mwxw v (3-2)

Definindo-se o operador momento, p, como sendo

_hd
p= i dx’

pode-se reescrever a equacao (3.2) como segue

1

[P + (men ] v = B,

Definindo-se dois operadores a_ € a,, como segue

1 .
ay = (Fip + mwz) . (3.3)
2hmw
Tem-se

1
a-ay = oo (ip + mwz) (—ip + mwz)

1
a_ay = —F/—— (p2 + ipmwx — 1mwxp + m2w2x2)

2hmw

1

a_a, = [p2 —imw(zp — px) + m2w2x2} .

2hmw
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Por outro lado, tem-se que [z, p] = xp — pz,

1
Aty = oo [p? — imwlz, p] + m*w’z?] . (3.4)
Seja f(x) uma fungdo qualquer, tem-se
[z.p] f(x) = (zp—pz)f(2)
[z,p] f(z) = apf(z)—pzf(z)
h d h d
el fa) = o)~ 0 af (@)
o d . d ,
e, f() = i e f(x) + ih () + i f(2)
[z,p] f(z) = ihf(x).
Logo, para f(z) =1
[z, p] f(x) = ih.
A equagdo (3.4) se torna
a_ay = ! [p* + (mwz)? + mhw]
T 2hmw
1 1
a-ap = o [P + (mwz)”] + 2
comparando com a equacao (3.2), tem-se
1 1
_ay = —H+ = 3.5
a_ay ﬁw ) ( )
1
H = hw (a_a+ — §> . (3.6)
Segue
1
hw (a_a+ — 5) v = E. (3.7)
Analogamente, pode-se escrever
1 , .
G4l = oo (—ip + mwz) (ip + mwx)
1
a,a_ = o7 (p2 — 1PMWIT + 1MwTp + m2w2x2)
mw
1
a a. = —— [pQ + imw(xp — px) + mzwzaﬂ

2hmw



aa_

aya._

s [p2 + imw(z, p] + miw?s?
1, » 1
T [p? + (mwz)”] — 5

O Hamiltoniano pode, entdo, ser escrito de forma anéloga,

ara_=——H — -

H:ﬁw(aJra_—l—l).

hew 2

2

Igualando as equagdes (3.6) e (3.8), tem-se

a_

ay =apa_ + 1.

|
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(3.8)

(3.9)

(3.10)

Aplicando-se a equagdo de Schrodinger para (a, %) e utilizando-se as equacdes (3.9) e

(3.10), tem-se

H(a,)
H(a,)
H(a, )
H(a,)

H(at1)

uw <a+a + %) (ay 1))
hw <a+a_a+ + %aJr) (0

1

hwa <a_a+ + 5) ()
1

hwa <a+a_ +1+ 5) (0

2

o o (asat5) + ] v

Utilizando-se a equagdo (3.9) e Hy = E1), tem-se

H(ar) = (E + hw) (a1).

(3.11)

A equacdo (3.11) mostra que se v satisfaz a equacgdo de Schrodinger com energia £, Hy) = E,

segue que a1 satisfaz a equacdo de Schrodinger para uma energia £+ hw. Analogamente para

a_1, pode-se mostrar que se v satisfaz a equacao de Schrodinger com energia F, Hy = E1,

a_1 satisfaz a equagdo de Schrodinger para uma energia £/ — fw, segue
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Ha v) = hw <+ - %) (a_v)
Hav) = hw (a_a+a_ - %a_) W
H(a_v) = hwa_ <a+a_ - %) (G
H(av) = hwa (aa+ . %) ”
H(av) = a {ﬁw (aa+ _ %) _ ﬁw} "
Ha) = a_ (H — hw)
H(o_$) = a_ (E — w)
Ha) = (E — 1) (a_). G.12)

Aplicando-se o operador abaixamento no estado fundamental, v, tem-se que (a_)) também

€ solucdo da equagdo de Schrodiger e
a_@/zo =0.

Segue pela defini¢do de a_ dada pela equacdo (3.3),

1 d
h— + mwzx =0
vV 2hmw ( dx )wo
diy __me

dx h
dolz) = Ael5),

Normalizando v, tem-se

JECOREE
/+OO A7) 4y = 1
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Segue para o estado fundamental

mw 1/4
Yo(z) = (—m) . (3.13)
. ) . . 3
Aplicando-se o operador a, em v, obtém-se 1, cuja energia é dada por £y = —hw,

5 2
aplicando-se a, em v, encontra-se 1, cuja energia é¢ dada por £y = ihw, segue que aplicando-
se a, duas vezes em 1)y encontra-se )y, analogamente, ao aplicar o aperador a; n vezes em 1)

encontra-se v,,, segue

Un(w) = Anlag)"do(x), (3.14)

1
com energia dada por E,, = (n + 5) hw e A,, uma constante determinada a partir da normalizagdo
da funcdo de onda. Seja 1/, uma fun¢do de onda do oscilador harmdnico, aplicando-se o oper-

ador levantamento em 1,,, tem-se

a+¢n = bnwn+17 (315)

com b,, uma constante determinada pela normaliza¢do. Analogamente, aplicando-se o operador

abaixamento, tem-se

a_thp = cpp_1. (3.16)

1
Utilizando a equacdo (3.7) e energia, F,,, como sendo F,, = hw (n + 5) , tem-se
1 1
tart =), = — | ,.
(a as 2)@/} (n+2>1/)

aya_th, = iy, (3.17)
a_ayy, = (n+1)Y,. (3.18)

Segue que

Sejam f(x) e g(x) fungdes que quando x tende a infinito, as fungdes vao a zero e quando

tende a menos infinito as fun¢des vao a zero, tem-se a partir da equagao (3.3)

+oo +oo
Flasg)de = / f*(

—00 e}

1
NoTTm (Fip + mw:)s)) gdx

+oo +oo 1 d
* dr = * h— d
. [*larg)dz /OO / (\/m <:F I -I—mwx))g x

+o0 1 +o00 dg +00
flarg)dz = NoTTm {/ :Fﬁf*%dx—i— f*mw:z:gdx} :

Por outro lado, tem-se que integrando por partes e usando-se as condi¢des de contorno para
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f(z)eg(x)
/+°° ﬁf*@dx = A(f(x))g(z) T2 - /+Ooﬁ (ﬁ)*dx
oo dx g > oo I\ da
e L dg o (dfYT
/_OO hf %dl’ = —/_OO hg(%> dx.
Segue
+oo +0o0 d * “+o0o
- fflarg)dr = Z;mw {:I:/_C>o hg (d_£> dz + N f*mw:cgdx]

+o0 +o00 *
. frlarg)dz = \/Z;LW {/_OO (iﬁ (%) +f*mwx) gda:}
400 400

Flasgs = [ aefygde

—0o0 o

Fazendo f(z) = g(z) = a £ ¢, (x), tem-se

+o00 +00
/ (axn)*(axtpy)dz = / (azaiip,) Ppdx

o0 e}

+o0 400
/_ (axthn) (azthn)dr = /_ (azas1)y) Ppda.

o0 o0

Utilizando-se as equagdes (3.15), (3.18) e os resultados da integral acima, tem-se

+o0 400
/_ (aern)*(aer}n)dx = /_ |bn|2|’¢n+1’2dl’

oo—’_OO —T—Ooo
/ (a*a+¢n)*¢ndx = / ’bn’2|wn+1’2dx
~ +oo —T—ooo
o+ 1) [ puPde = [Pl

Analogamente, encontra-se

+00 400
n / 2 = / el on P

oo —00

Logo, pode-se escrever

ba)> = n+1 (3.19)
len* = n. (3.20)

Os operadores de destruicao e criacao sao dados por

a4t = vV + 1¥n 4 (3.21)
a’—¢n = \/ﬁwn—l (3.22)
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Aplicando-se de forma recorrente o operador a, em 1)y tem-se que ¥y = a4y, Py = —(a )*vo,

1 1
3 = \/3_(a+) o, Yy = \/4—( ay) 'ty e segue para 1,

EH

1
V!

Considerando-se o oscilador harmdnico em duas dimensdes, tem-se que o hamiltoniano é dada

Uy, = (ay)"1o. (3.23)

como segue

+ —mw (x2 + yz) , (3.24)

2

n(d*y d*
H=—
2m<dm2+d2)

a equacao acima pode ser escrita como a soma de dois Hamiltonianos, um dependente de z, H,,

e o outro dependendo de y, H,,
H=H,+ Hy,

onde

A energia total €, entdao

Epy = (na +ny + 1) fiw. (3.25)
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4 ATOMO DE HIDROGENIO

O 4tomo de hidrogénio consiste em um préoton e um elétron que interagem por meio de um

potencial dado pela equacao (4.1),

2
Vir) = —-= 1 4.1

Areg T

A equacdo de Schrodinger apos a separacao de varidveis para o &tomo de hidrogénio é dada

coOmo segue

h d*u e? 1+ﬁ_2l(l+1)

2m dr? B dregr  2m 12

u = Fu. 4.2)

Seja k e py constantes reais, tais que

—2mkE
k= ——7— 4.3
5 (4.3)
2
me
= — 4.4
Po 2megh?k 4.4)
Fazendo a mudanca de varidvel
p = kr,
a equacao de Schrodinger se transforma da seguinte forma
d? I(l+1
Fu 1y W+ (4.5)
dp® p p?

Fazendo-se o limite p — oo, tem-se que a equacgdo (4.5) pode ser aproximada como

Segue que a solucgdo para essa condi¢do € dada pela seguinte combinagdo linear
u(p) = Ae™” + Be”,

com A e B constantes reais, uma vez que ¢’ — oo quando p — oo, segue que B € zero devido
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a normalizacao da funcdo de onda. A solucdo se torna
u(p) = Ae™”. (4.6)

Analizando para p — 0, tem-se que a equacdo (4.5) pode ser aproximada como segue

*u (14 1)
dp? - 02

u,

a solucdo € dada por
u(p) = Cp"™t + Dp™,

com C' e D constantes reais, analogamente a contante B, tem-se que D = 0. Segue
u(p) = Cp. 4.7

Utiliza-se, entA£o, uma solucdo que corresponde a multiplicacdo das duas solucdes para as
condic¢des de p grande e p pequeno e uma fungdo v(p), de forma que quando p seja grande a
solucdo tende a equacdo (4.6) e quando o mesmo for pequeno a solucdo tende para a equacao
(4.7). Segue como solugao

u(p) = ae"p'o(p), (4.8)

com a uma constante real. Calculando-se a derivada segunda da equacdo (4.8) e substituindo
na equacao (4.5), tem-se
2,

dv
,Od2+2(l+1—p)d—p+[P0—2(l+1)]v:0. (4.9)

Escrevendo v(p) como sendo uma série de poténcia, tem-se

o

op) =D ep, (4.10)

Jj=0

com ¢; constantes reais, seguce

= Z jejp’ ™t
=0

— = (j+Dejp. @.11)
§=0
Calculando-se a derivada segunda,
d2
i Zy G+ e (4.12)

Substituindo as equagdes (4.11) e (4.12) na equacdo (4.9), tem-se
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S5+ Do + 20+ 1) 3G+ Degaae? — 23 s’ + oo — 20+ 1) ch P =0
7=0 7=0 7=0
> G+ Dejen + 20+ 1) + e = 24+ [po = 20+ Ve o =0,
j=0

devido a independaécia linear das funcdes p’, tem-se
GG+ Dejn +2(0+1)(F + 1)eje1 — 2j¢; + [po — 2(1+1)]¢; =0
2 +1+1) = po

. , C;.
G+ +20+2)] 7
Alanlizando a série para j grandes, tem-se que

(4.13)

Cjt1 =

27
CJ ECO,
a fungdo v(p) é dada por
) = @)y
j=0
v(p) = cpe’
Logo, a solugao radial é dada por
u(p) = cop'tte?,

analisando-se essa solucdo, encontra-se que u(p) — oo quando p — oo, entdo essa solugdo nao
€ normalizada, segue que deve haver um ¢;, .. no qual c(;,,,.+1) = 0 para que a solu¢do possa

ser normalizada. A condi¢ao de normalizacdo e equacgdo (4.13), mostra que
2(Jmaz +1+1) — po = 0,
seja n um inteiro tal que
n = Jmaz +1+1, (4.14)
chamado de ndmero quantico principal, tem-se

2n = po. (4.15)
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A energia pode ser dada a partir das equacoes (4.3), (4.4) e (4.15)

m e2 \’| 1
En:_ ﬁ 47T€0 ﬁ (416)

A equagdo (4.13) pode ser reescrita em termos do ndmero quantico principal como segue

2(j+1+1—
U n) ] . (4.17)

e {(j +1)(j+20+2)

O estado fundamental € representado por n = 1 e a energia do estado fundamental é dada

por

m 62 2
By =— | — = 13,6 eV. 4.18
1 [2h2 (471'60) ] ) e ( )

No estado fundamental do 4tomo de hidrogénio [ = 0 e m = 0. Segue,
¢100(T, 0, ¢) = Rw(?")YoO(@, ¢), (4.19)
obtem-se da formula de recursividade (4.17) que 5 = 0 e a solucdo radial € dada por
Rio = %)e*r/a, (4.20)

com ¢ o raio de Bohr, definido como sendo

4meoh
me?

a =

Normalizando a fun¢do de onda, encontra-se

Co =

S

Por outro lado, Yy = entdo o estado fundamental é dado por

1
\/47r’

Y100(r, 0, ¢) = e, 4.21)

1
Va3
A partir da fomula de recorréncia dada pela equagdo (4.17), observa-se que v(p) representa 0s

polindmios associados de Laguerre,

v(p) = L4 (2p), (4.22)



onde o polindmio e seu associado s@o definidos como segue
d q
L) = 17 ()
d q
Lyx) = ¢€° (%) (e "),

ApO6s a normalizacio, a funcdo de onda do atomo de hidrogénio se torna

b= (B) LM (2 2 g 0.0

26

(4.23)

(4.24)

(4.25)
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5 O ATOMO DE HIDROGENIOE O
OSCILADOR HARMONICO

A equacdo de Schrodinger para o &tomo de hidrogénio (com £ < 0) é dada como segue

2 2
(_;L_Mv? = e_) ) = By, (5.1)

r

Sejam A\, « e a constantes reais tais que

B o
)\ = ﬁe,
8p
4 _
ﬁ2
He

Pode-se escrever a partir das equacdes acima

ae?

«

A equacido (5.1) pode ser reescrita em termos de A\, « e a

Sue?  8uk
2
<4v 5t )¢=0

<4v2 + % - a4> Y = 0. (5.2)

Sejam &4 e £p varidveis complexas que satisfazem as seguintes relacdes

T4 iy = 2646 (5.3)
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2= €aba — EpEp. (5.4)

As coordenadas x, i e z dependem, entdio, das coordenadas £4,6 € do médulo de £5. Tem-se

que em coordenadas esféricas r? = 22 4 12 + 22, segue
2 _ . , 2
= (x+y)(x —iy) + z°.
Por outro lado, = — iy = x + iy = 2£4&5, segue

= AE4%ER% + (6a€a — EnEp)’
P = A€4%€5° + (Ea8a)? — 26aEabnp + (EnEp)°
2 = 464257 + (€a8a)? — 26585 + (EsER)?
2 = (EaEa)’ +264%E5 + (€8ER)°
(€)% +264%5" + (E5°)°
o= (&)
(Eaéa + EBER)%

Pode-se escrever para r a seguinte equagao

r = (€a€a + EER). (5.5)

A equagio de Schrodinger pode ser expressa em termos das coordenadas &4, 4, &5 € &,

para isso precisa-se conhecer como o operador Laplaciano se transforma. Tem-se que

) (9 a9 9 )
Tv Q/J(l’,y,Z) - <8§A 3§_A + afB 35_3 ¢7 (56)

para mostra iSSO, tem-se
r+iy = 264&p
r—iy = 28Ep,

manipulando-se as equacdes acima, tem-se

v = &alp+Ealn
Yy = —i(ng_B - §_A§B)
z = &a€a — EaEa.

Segue tirando as derivadas parciais,



0 _ 0 0 — 0
_xszS =$=€B; —$=£A, =x=£A;
§a gA éB gB
dy y _ ... 9y y
- — _2637 - — Zng Z€A7 - — _ZgA?
§a gA fB gB
%_6_. _Z_g %___. _Z__g
gA As é_—A Ay é.B B é_—B B-
Por outro lado,
0 or 0 Lo dy 0 Loy dy 0
85,4 8£A 8::: 8§A 83/ (9£A 82
Substituindo as derivadas parciais, tem-se
0 — 0 —0 —0
96, 53% - ZfBa—y + fA%
Analogamente, tem-se
0 w0 wo wo
Oa 0401 DL 0y | 0L, 0%
0 0 0 0
0_5_,4 = §B%+@SB—+§A&,
0 _ om0 w0 o
8{3 n 8{3 ox 853 8y 6§B 82’
0 0
6 fA— + @fA - fB
0 _ im0 o o, o
0Ep 353 ox afB Ay O€p 07
0 . 0
@ = §A% —1§Aa—y —ng
Logo, tem-se
— 0 —0 —0 o .. 0 0
@E = 53% - @ﬁBa—y + §A$} {53% - 2533— + gAaz
o 0 _0? 0? 0? 0?
— s+ s+ s+
96 85,4 5353 foB fAfA foAa 5
_ 0? 0?
—iﬁBany +§A§Ba T §A§Ba 3y
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Analogamente, tem-se

o 0 —0 —0 0 o .. 0 0
il AT T 53&] [@a—x ~ g, T,
o 0 — 0 0? 82 — 0?
965 06, fAan + fAfA 5+ foB fA'me

82 2 2

_ )
—ZfAﬁBm —&éa=——— 920 +1i fAfBa 3y

O lado da equacao 5.7 € encontrada somando-se (ag% ag%) e <%a%>, segue

2 2 2
> 5353 0 >+ §B§B 0 >+ §A€A 8

2 2 2
YEabans a S+ Eaags a Bty 8

<8 0 N o 0
06p 0 064 0E4

(80 0 0

0? 0? 0?
— + — .
6§B 653 8§A 85,4 }

): (ng_A‘l'ng_B) {@‘f‘a—?ﬂ'f‘@

Utilizando-se a equacao (5.5), tem-se

(a 0 9 ‘9)_T(3_2+3_2+3_2>
Op 0fp 04 0€4)  \O022 Oy 022)°

, 9 9 9 a)
AR (c%AagA % 05) "

A equacio (5.2) pode ser reescrita utilizando-se a equagdo (5.7), como segue

Segue,

o 9 9 0 -
[4 <8§A0§A 853853)+/\_a (€A§A+§B§B):|'¢:0
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(5.7

Seja o uma varidvel definida como sendo o argumento o = arg(&4 +&p). As equagds (5.3)

e (5.4) si o satisfeitas com a seguinte escolha para £ 4, 4, £p € £ em coordenadas polares

§a =7 (6/2)

4 = 1cos(0)2)e 7 0FO)/2

Eg = 1Y%c05(0/2)e! " 9/2
(6/2)

&g = r2cos

(5.8)
(5.9)
(5.10)
(5.11)
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Utilizando-se as equagdes (5.3), (5.8) e (5.11), tem-se
z+iy = 2rcos(6/2)sen(8)2)e!7H)/2emil0=0)/2

r+iy = rsen(f)e”. (5.12)
Utilizando-se as equagdes (5.4), (5.8), (5.9),(5.10) e (5.11), tem-se
z = Eaéa—EBEn
2 = 12c05(0/2)e! O 21 20050 /2)e " THO2 11 2005(0/2) el 2p1 2 005(0 /2) e O HO)/2
z = rcos*(0/2) —rsen*(0/2).

A identidade trigonométrica fornece que cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b), logo

tem-se para z,

z =rcos(0). (5.13)

Aplicando-se o complexo conjugado na equacdo (5.12),

x — iy = rsen(f)e”". (5.14)

Pode-se somar as equacgdes (5.12) e (5.13) para encontrar o valor de x, como segue

2x = rsenf (eid’ + e_w)

<ei‘1’ + e‘i¢’)
r=rsen | ——
2
x = rsenbfcose. (5.15)

Pode-se subtrair a equacdo (5.13) da equagdo (5.12), para encontrar y
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21y = rsenf (ei‘ZS — e_i‘b)
9 _ ,—ig
y = rsenf (i)
21

y = rsenfcoso. (5.16)

O conjunto de equagdes (5.13), (5.15) e (5.16) representa as coordenadas polares esféricas.
Escrevendo ¢ = ¢(z,y, z), derivando-se parcialmente as equacdes (5.12) e (5.13) em relagdo a

o, encontra-se

or Oy
8_0+Za_0 =0
0z
% 0.

. 0 .
Entdo, a derivada 8_¢ pode ser escrita
g

Oy _ oz oy 0¢oz
do  0xdo  Oyoo 0200 -17)
9 (5.18)

Jo

Escrevendo ) = ¥(&,, €4, €, £p), pode-se calcular a derivada em relegiio a o como segue

O _ 00 a0 OEs DV s O s (5.19)

do  0¢s 0o 9E4 0o O&p Do g 0o

Utilizando-se as equacdes (5.8), (5.9), (5.10) e (5.11), pode-se calcular as seguintes derivadas

parciais

1/2 .
%{A = @'Tz cos(/2)elo+)/2
o
5 :
a _ ng

Jo 2
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7N 1/2 '
%ﬁ = —i%cos(@/Q)eZ("_‘WQ
o
0a i
90 T 2™
1/2 A
8853 = 2,7“2 sen(6/2)e'o+9)/2
o
dKp i
0 2%
T 1/2 '
%ﬁ = —z'?ﬁTsen(9/2)6’("_‘1’)/2
o
%p _ g
go — 2°F

A equacdo (5.19) pode ser reescrita utilizando-se as equagdes acima, segue

op i, 0 a0y i, O i 0P
90 = 2%, 25/*% 058, ~ 5 e
o i Y oY N =0
do (§A5’€A & N +§B@£B §BafB)

1 € independente de o, como ja foi mostrado antes, logo encontra-se a seguinte condi¢ao

oy — o N — oy

SAagA _5A85+£Bafg _SBaf_B =0
b b W 0
(e ae,) =~ (i, @a,) 520

Fazendo-se a seguinte mudanca de varidvel,

a4 = q1t+ig (5.21)
Er = q—ig (5.22)
§B = @3tiq (5.23)

§B = q3—iqs. (5.24)
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Multiplicando por i as equagdes acima, para encontrar g, em funcio de §; e f_j, comk =1,

2,30ud4ej=AouB,

€4 = 11— ¢

€4 = i1+ ¢

i€p = 1G3— Qu

ilp = g3+ -

Manipulando as equagdes acima, encontra-se qi, G2, q3 € G4,

G = % (g_A + §A)
w = 5 (8~ i)
g3 = % (5_3 + §B)
Qs = % (Z_B — ZfB)

Pode-se calcular as seguintes derivadas parciais

a1
0és 2
Oa _ 1
04 2
90 _ 1
0 2
Oas _ 1
s 2

Por outro lado, tem-se que

8(]1 0

R 9
0&a 084 Oqn
0w
I

0E4 0

I _ 1
0Ea 2
9@ _
0y 2
dgs _ 1
0y 2
994 _ v
04 2
9¢ 0
afA&Jz
92 9.
€4 0go

(5.25)
(5.26)
(5.27)
(5.28)

(5.29)
(5.30)
(5.31)

(5.32)



9 _ 94 9
353 353 0qs
9 _ 9u 9
0)3: OEp Oa

(9q3 0

85_3 Iq3
8q4 0
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Utilizando-se as derivadas parciais encontradas anteriormente, tem-se

% _ %a%_%a% (5.33)
% - %a%ﬁ%a% (5.34)
% _ %aiqg_%a% (5.35)
% _ %%*%a%' (5.36)

A equagdo (5.7) pode ser reescrita em termos de q1, q3 , q3 € q4, calculando-se as derivadas

parciais em relacio a &4, £4, £ € €,

99 _ 9 [li N ii]

§a&s 064 (201 20qs

99 _ Fi _ ii} Fi n Zi}

TN 201 20q2] [20¢1  20¢e

0 0 1 { 0? 0 o 0? 0? ]
= = = +1 —1 + .
§aéy 4 10q:0q: 0¢10q2 0102 0q20q

82
99201 )° segue

. . . . ~ s . . 02
Sabendo-se que as derivadas parciais mistas sdao iguais, ou seja 5000 ) =

0 0 1[ 07 82]
o9 _ Lo o) 5.37
§aéa 4 {&J% 9g5 637
Analogamente,
99 _ 90 Fi ii}
{Bép 08p |20q3  20qy
99 _ {li N ii] {li . ii]
Eg € 20q3 20qs] |20q3  20qu
0 0 1[ 0? 0 o 0? 0? ]
—= = - +1 —1 + .
{8 &R 4 10q30qs  0qi0qs 010y  0qu0qs



36

. . . .. . . 2 2
Devido a igualdade das derivadas parciais mistas, ou seja 52 = (2, tem-se
0q30qa 0q40q3

2 2
0 0 1[8 0 ] (5.38)

- = =4 —
£p &p 4 10¢5  Odq
Utilizando-se os resultados das equacdes (5.37) e (5.38), pode-se reescrever a equacao (5.7)

como segue

& o o 0? 4 . . . )
[(871% Tz tag ™" a_qz> + A= (@ +ig2) (g1 — ig2) + (g5 + i94) (g5 — zq4))] ¥ =(6.39)
82 82 82 82 4 2 2 2 . 9
02 " 82 92 042 - —=(6.40
KaQ%—i_aq%jL@qg—i_&qz)jL)\ @ (q1+q2+q3+ZQ4)}¢ 6.40)

A equacdo (5.40) representa a equacao de um oscilador harmonico, cuja frequéncia € dada

por w e energia €,

_ge\ M2
2 — R
= (=)

€
2 _ .
= g
8
A= -
a
€
A=

A equacdo (5.20) pode ser posta em termos de ¢1,42,93 € gy, substituindo &4, £p, §_A e 5_3 e

o valor das derivadas parciais encontrados anteriormente,

o (00 o
(5,4@—@@)— (53353 5385_3)

( _ g ) 1i+£i _( + 1 ) li_ii _
e 20, 20q0 e 20, 20qo B
i

(8
(10 i g (22 L9
B [<q3 — i) (50—% " 5@74) ~ iy (56_% . 56‘74)} '

0 0
— — (y—— = — —qs—| V. 5.41
[% X q2 (9%} (G [Q:% P q4 an (0 ( )
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A equagdo (5.41) mostra que pode-se tratar o oscilador harménico quadrimensional como se
fossem dois osciladores bidimensionais independentes, pois do lado esquerdo da equagdo possui
apenas varidveis que dependem de ¢, e ¢» e do lado direito apenas variadveis que dependem de

g3 € q4.

Fazendo uma separagiio de varidveis, (g1, gz, g5, 1) = (1, 425 (a5, 41), tem-se

7Y 0*a
a2 VB ap
qi qi
>*Y 0*1a
=Yp—5
aQQ 86]2
52?/1 0*Yp
a2 Vg
a3 a3
> 321/13
907 I#A
qy

a equacao (5.40) pode entdo ser reescrita como segue

02 0° 0? o
(% YA 4 gy a;/}f +a agf +9a a;?) +Moatp — alal + 6 + 65 + ) ¥ats = 0.
2 3

Manipulando a equagdo acima, tem-se

LOQ@DA i LE?%A 1 827703 ia%bB
Ya Oqf  Ya Og; Up 03 ¥a Oq

com A = A4 + A\, pelo método da separacdo de varidveis, tem-se que a equagdo desacoplada

+Aatat i+ a) =

—Ap+a g+ @+ @ +a))

para ¢4 € dada por

02 82
[a 7t gg Tt ala T q%)] Ya = cpa, (5.42)

onde ¢ é uma constante real dada pela separaccao de varidveis. Analogamente, para a equagao

desacoplada vz,

92 o2
{3 2 " o2 o5 TAsta g5+ %)] VYp = —cp. (5.43)
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6 CONCLUSAO

A semelhanca entre o oscilador harmoénico e o d&tomo de hidrogénio pode ser observada
devido as equagdos (5.42) e (5.43) representarem osciladores bidimensionais, segue, entdo, a
semelhanca entre dois temas aparentemente importante e distintos da fisica. Pode-se, entdo,
estudar o 4tomo de hridrogenio a partir do oscilador harmo6nico, por meio dos operadores de

criacdo e destruicao, podendo facilitar os cdlculos.
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