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RESUMO

Muitos fenomenos fisicos, como por exemplo a dinamica dos fluidos, eletromagnetismo, di-
fusao, mecanica quantica, entre outros, sao descritos por equacoes diferenciais parciais que
quando sao resolvidas numericamente produzem sistemas lineares de grandes dimensoes.
Neste trabalho utilizamos dois métodos iterativos, um para resolver o potencial elétrico
descrito pela equacao de Laplace e outro para resolver a equacao de conveccao-difusao.

Palavras-chave: Sistema Linear Esparso. Matriz Esparsa. Gradiente Conjugado. Gra-
diente Biconjugado.



ABSTRACT

Many physical phenomena, such as fluid dynamics, electromagnetism, diffusion, quantum
mechanics, and others, are described by partial differential equations that, when they are
solved numerically produce linear very large systems. In this work we used two iterative
methods, one to solve the electric potential described by the Laplace equation and the
other to solve the equation of convection-diffusion.

Keywords: Sparse Linear Systems. Sparse Matrix. Conjugate Gradient. Biconjugate
Gradient. .
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1 INTRODUCAO

1.1 Sistemas Lineares

Sistemas lineares sao formados por varias equacoes lineares. Seja o sistema formado

por n equacoes com m incégnitas dado por:

;

1171+ a12T2 + -+ ATy = by

211 + Q29T + -+ + Q2T = by
(1.1)

L Qp,1T1 + Qp 222 +-- 4+ ApmTm = bn

Usando a notacao de matrizes, o sistema linear acima pode ser representado pela

seguinte equacao matricial:

A-x=b (1.2)
onde A é a matriz dos coeficientes,
11 QAr2 -+ Qim
Q21 Q22 -+ A2m
A = (1.3)
Qp1 Ap2 Apm
nxm
x € o vetor das incognitas,
T
T2
X = (1.4)
wm
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e b é o vetor dos termos independentes

nx 1

Os métodos de resolucao de sistemas lineares podem ser agrupados em duas classes:
a dos métodos diretos e a dos iterativos. Os métodos diretos caracterizam-se por encon-
trarem a solucao exata do sistema linear, salvo erros de arredondamento, através de um
numero pré-definido de passos. Os Métodso de Eliminacao de Gauss, Decomposicao LU,
Decomposicao QR e Decomposicao de Cholesky sao exemplos de métodos diretos. Tais

métodos sdo encontrados em [18].

Ja os métodos iterativos buscam a solucao através de aproximacgoes sucessivas dos
valores das incégnitas do sistema até um limite aceitdvel de erro ou um nimero maximo
de iteracoes ser alcancado. Os Métodos de Jacobi, de Gauss-Seidel, Successive Over-
Relazation (SOR), Método do Gradiente Conjugado e Método do Gradiente Biconjugado
sao exemplos de métodos iterativos. Esses e outros métodos iterativos sao encontrados
em [3, 21].

Neste trabalho sao abordados dois métodos iterativos de resolucao, o método do Gra-
diente Conjugado e o método do Gradiente Biconjugado. Esses métodos foram escolhidos

por serem eficientes e simples na resolucao de sistemas lineares esparsos.

1.2 Organizacao do trabalho

O texto foi dividido em seis capitulos. Nesse primeiro capitulo é feita uma breve

apresentacao de sistemas lineares e os métodos de resolucoes.

No segundo capitulo é feita uma breve explicacao sobre o que sao matrizes esparsas.
Nele sao apresentados varios formatos de armazenamento de matrizes esparsas, mas com

foco no formato de coluna comprimida que é o usado neste trabalho.

Terceiro capitulo trata dos dois método iterativos utilizados nesse trabalho, o método

do Gradiente Conjugado e o método do Gradiente Biconjugado.

O quarto e o quinto capitulos sao reservados para as solucoes da equacao de Laplace

e da equacao de conveccao-difusao, respectivamente. E no sexto capitulo as conclusoes.
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2 MATRIZES ESPARSAS

Matrizes esparsas sao matrizes onde a grande maioria dos elementos sao nulos. Uma
matriz pode ser chamada esparsa quando técnicas especiais podem ser usadas para tirar
vantagem do grande nimero de zeros e sua localizacao. Equacoes diferenciais parciais sao

a maior fonte de problemas da algebra linear numérica onde se tem matrizes esparsas.

2.1 Meétodo de armazenamento de matrizes esparsas

Se uma matriz é dita esparsa, podemos utilizar métodos para armazenar apenas seus
elementos nao nulos e assim economizar um espaco significativo na memoria. Essa nao
¢ a Unica vantagem quando temos uma matriz esparsa, além de proporcionar otimizacao
no armazenamento, também podemos ter otimizagao nas operacoes algébricas, como por

exemplo, na multiplicacdo da matriz esparsa por um vetor.

A forma de armazenamento de uma matriz esparsa nao é unica. Dependendo de como
os elementos nao nulos se localizam na matriz, exitem formas indicadas de armazenar os
elementos. Abaixo temos uma lista de algumas das formas para armazenar os elementos
nao nulos de uma matriz dita esparsa:

e Compressed Sparse Row format (CSR)

e Compressed Sparse Column format (CSC)

e Coordinate format (COO)

e Diagonal format (DIA)

e Modified Compressed Sparse Row format (MSR)

o Symmetric Skyline format (SSK)

e Block Sparse Row format (BSR)
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Mais formas de armazenamento e como elas sao definidas sao encontradas em [20)].

2.1.1 Armazenagem por coluna comprimida (CSC)

A razao de escolher o formato CSC para o armazenamento de uma matriz esparsa é
por ser um dos algoritmos mais simples e apresentar vantagem na multiplicacao de um

vetor a direita da matriz esparsa.

Para a armazenagem por coluna comprimida sao utilizados trés vetores: val para os
valores nao nulos, a medida que eles sao percorridos coluna por coluna, row_ind para os
correspondentes indices de linha de cada valor e col_ptr para as locagoes nos dois arranjos
que iniciam uma coluna. Temos que, vallk] = Ali][j], entdo row_ind[k] = i. O primeiro
elemento nao nulo da coluna j estda em col_ptr[j] e o ultimo estd em col_ptr[j+1]—1. Dessa
forma col_ptr[0] é sempre zero, e por convencao definimos col_ptr[n] igual ao nimero de
elementos nao nulos. Vemos que a dimensao do vetor col_ptr é n + 1, onde n é o ntimero

de colunas da matriz A.

Para ilustrar como é o armazenamento CSC vamos utilizar a seguinte matriz

30 0 10
01 0 60
A=190 0 00
00 -1 0 2
10 0 80

5x5

Vemos que a matriz A possui 9 elementos nao nulos, logo os vetores val e row_ind
possuem dimensoes iguais a 9. J& o vetor col_ptr tem dimensao igual a 6, pois n = 5.

Abaixo temos um esquema para os vetores val, row_ind e col_ptr:

indicek |0|1]2]3]4|5]|6]|7]|8
val[k] 319 812
row.ind[k] [0 [2|4[1]|3 [0[1]4]3

—
—_
1
—_
—

indicei [0 |1 [2[3]4]5
colptrfi] (0|3 |4[5[8|9

Tabela 1: Esquema dos vetores para armazenagem por coluna comprimida.

Como ja foi dito, algumas formas de armazenar uma matriz esparsa possuem certas

vantagens nas operagoes algébricas. Um dos recursos mais importante de uma matriz
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no modo de armazenagem por coluna comprimida é multiplicar um vetor a sua direita.
Abaixo temos uma figura com o algoritmo para a multiplicacao de uma matriz esparsa,

no formato CSC, por um vetor a direita:

Algoritmo 1: Multiplicacao de uma matriz por uma vetor a direita
Entrada: Vetor x
Saida: Vetor y

1 for j < 0 to ncols-1 do
2 for i < col_ptr|j] to col_ptr[j + 1] — 1 do

3 | ylrow_ind[i]] = y[row_ind[i] + val[i] * x[j];
4 end
5 end

Figura 1: Algoritmo para multiplicar uma matriz esparsa, no formato CSC, por um vetor
a direita.

E também simples multiplicar a transposta da matriz por um vetor a direita. Abaixo

vemos o algoritmo para isto:

Algoritmo 2: Multiplicacao da transposta de uma matriz por uma vetor a
direita

Entrada: Vetor z

Saida: Vetor y

1 for 7 < 0 to ncols-1 do
2 for j < col_ptr[i] to col_ptr[i +1] — 1 do

s || uli) = ylil + vallj] * alrow_ind]i);
4 end
5 end

Figura 2: Algoritmo para multiplicar a transposta de uma matriz esparsa, no formato
CSC, por um vetor a direita.

Uma estrutura de dados escrita em C++ para o formato CSC e as operagoes descritas

pelas figuras 1 e 2 pode ser encontrada em [18].
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3 METODO NUMERICO

Os métodos iterativos de resolucao de sistemas lineares tém sido bastante utilizados
nos ultimos anos, pois quando se trabalha com matrizes esparsas de grande porte, os
métodos iterativos possibilitam otimizagoes no armazenamento, além de fornecerem a

resolucao de forma eficiente.

Os algoritmos iterativos, em geral, fazem uma aproximacao inicial da solucao do
sistema e, a cada nova iteracao, uma nova aproximacgao conforme as regras do método.

As iteracoes chegam ao fim quando o critério de parada é satisfeito.

Nesse capitulo vamos mostrar como construir os algoritmos para o Método do Gradi-

ente Conjugado e para o Método do Gradiente Biconjugado.

3.1 Método do Gradiente Conjugado

O método foi desenvolvido independentemente, no inicio dos anos cinquenta, por

Hestenes e Stiefel [13] e mostrado de forma didatica por Shewchuk [22].

O método do Gradiente Conjugado (CG) ¢é um dos métodos mais eficientes para

solucao de sistemas cuja matriz dos coeficientes é positiva definida e simétrica.

O algoritmo é baseado no objetivo de minimizar o seguinte funcional quadratico

F(ZL’):%X-A-X—b-X (3.1)

O funcional é minimo quando seu gradiente

VF=A-x—b (3.2)

é zero, isto é,
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A-x—b=0

A-x=b (3.3)

Minimizar F'(x) é equivalente a obter a solu¢ao do sistema linear n x n sempre que a

matriz A é positiva definida e simétrica.

O procedimento basico consiste em gerar uma sequéncia de solugoes aproximadas,
obter os residuos correspondentes e as direcoes de busca usadas para atualizar as solugoes
e os residuos. O vetor com a solucao aproximada é atualizado em cada iteracao por um
multiplo do vetor que armazena a direcao de busca

Xi41 = X; + o;P; (3.4)

Ja o vetor do residuo ¢é atualizado por

ri.1 = b—A- Xit+1 (35)

substituindo 3.4 em 3.5

rig=b—A-(x;+api)

I'Z'+1:b—A'Xi—OéiA'pi

ri1 =1 — CYZ'A - Ps (36)

O valor de a; é escolhido de forma que o residuo da iteracao seguinte seja ortogonal

ao residuo atual, isto é,

r; T =0

ri-r;,—o;r;-A-p;=0
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r, -r;

(3.7)

o = ————
ri-A-p;

O vetor da direcao de busca é atualizado através do vetor de residuo pela seguinte

relacao

Pit1 = Tit1 + Sipi (3.8)

Fazendo com que as diregoes de busca sejam A-ortogonais as direcoes de busca ante-

riores podemos obter o valor de 3; como

Pit+1 - (A : Pz’) =0
(rig1 + Bipi) - (A -pi) =0

rip1-A-p;+6pi-A-p;=0

ri - A-p;
f = ——— 3.9
pi-A-p; (39)
mas da equacao 3.6 podemos notar que
1
A-p;=——(riy1 — 1) (3.10)
e
api-A-p;=r;-1; (3.11)
substituindo 3.10 e 3.11 em 3.9 concluimos que
g = L Tl (3.12)
r,-r;
Da equacao 3.8 podemos ver que
r; = Pp; — Bi-1Pi-1 (3.13)

e assim obter a seguinte relagao
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ri-A-p,=(pi — Bi-1Pi-1) " A-p,=pPi-A-p; (3.14)

Podemos entao reescrever o valor de «; como

;= —i T (3.15)
pi-A-p;
O método do CG determina a solucao exata com no maximo n iteragoes, mas isso
SO ¢é possivel com aritmética exata. Numericamente, como hé erros de arredondamento
devemos entao, considerar o processo como um procedimento genuinamente iterativo,

para ser interrompido quando algum critério de tolerancia apropriado é atingido.

O critério para que o método seja interrompido pode ser obtido analisando a norma

do residuo. Podemos usar como critério [18]

i
<e€ (3.16)
bl

onde € é a tolerancia imposta, isto é, quando a razao entre a norma do residuo e a norma

do vetor b é menor ou igual a € o algoritmo ¢ interrompido.

Podemos resumir o método pelas seguintes relagoes:

o = — 3.17a
Xit1 = X+ o;P; (3.17b)
rivp, = Iy — OéZA Py (317C)

G, = Ti1 " Tit1 (3.17d)

r, -r;
Pit1 = Tit1+ Gipi (3.17e)

juntamente com o critério de tolerancia 3.16.

Na figura 3 temos o algoritmo para o método do CG. Neste algoritmo A é a matriz
dos coeficientes, b é o vetor do lado direito, xy é o vetor com a estimativa inicial para a
solucao, rg é o vetor residuo inicial, p;11 e p; sd@o os vetores com as direcoes de busca da
iteracao atual e da anterior respectivamente, «; e (3; sao escalares que guardam o passo

de procura e a correcao da direcao de busca respectivamente.
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Algoritmo 3: Método do CG.

Escolhe uma estimativa inicial xq;

=

2 Calcule rp = b — A - xq; po = ro;
31=0;

4 while ||r;||/|/b]| > € do

5 | o= (ri-1;)/(pi- A pi);

6 Xit1 = X; + Q4;P;;

7 ripn =T; — A - pg;

8 | Bi=(rig1-rig1)/(ri-1ry);

9 | Pit1 =Ty + BiPi

10 i=i+1

11 end

Figura 3: Algoritmo para o método do Gradiente Conjugado.

3.2 Método do Gradiente Biconjugado

Quando a matriz A nao é simétrica nao podemos usar o método do Gradiente Con-
jugado, pois os vetores residuais ndo podem ser feitos ortogonais [7]. O método do Gra-
diente Biconjugado [3, 21] usa uma outra abordagem, trocando a sequéncia ortogonal dos

residuos por duas sequéncias mutuamente ortogonais.

As relagoes de atualizacao para o método do Gradiente Biconjugado sao semelhantes
ao do método do Gradiente Conjugado, mas utilizando também a matriz transposta, AT

As duas sequéncias de residuos sao atualizados por:

ri.w.=1; — CkiA *P; (318)

rj, =1 — A" p; (3.19)

Ja as duas sequéncias de direcao de busca sao dadas por:

Pi+1 = Tit1 + Sipi (3.20)

Piy1 =Ti + 5ip; (3.21)
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e os valores de «; e [3; sao:

L (3.22)
O = — .
pz : A : p’L
r’.,-r;
f = L T (3.23)
r,-r;
A atualizacao da soluc@o continua a mesma
Xit1 = X; + Q;P;; (3.24)

Assim como no método do Gradiente Conjugado, o método Biconjugado deve ser
interrompido de acordo com algum critério de tolerancia. Podemos utilizar o mesmo

critério 3.16

[
<e€
bl

O método do Gradiente Conjugado é o caso especial do método do Gradiente Bicon-
jugado quando a matriz A é simétrica e escolhemos rj = ro. Entaor; =r; e p; = p;

para todo i.

Na figura 4 abaixo temos o algoritmo para o método Biconjugado, onde A é a matriz
dos coeficientes e AT sua transposta, b é o vetor do lado direito, x, é o vetor com a
estimativa inicial para a solugao, ry e rj sao os vetores residuais iniciais, p; e p; sao os
vetores com as dire¢oes de busca, «; e (; sao escaleres que guardam o passo de procura e

a correcao da direcao de busca respectivamente e € é a tolerancia.
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Algoritmo 4: Método do Gradiente Biconjugado.

W N =

© 0w N o O

10
11
12
13
14

Escolhe uma estimativa inicial xq;
Calcule rg = b — A - xg;
ko . _ . * *,
Iy = To; Po = Io; Py = Tp;
i=0;

while |[|r;||/||b|| > € do
a; = (] -1;)/(p; - A pi);
Xi+1 = X; T O4Pi;
ri1 =71, — A - p;;
I =1 — ;AT - pr;
Bi = (riyy - rip1)/(x] - 13);
Pit1 = rip1 + Bips;
Pii1 =TI + 5Py
i=i1+1

end

Figura 4: Algoritmo para o método do Gradiente Biconjugado.
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4 EQUACAO DE LAPLACE

Como exemplo para a utilizacao do método do Gradiente Conjugado vamos determinar
o potencial elétrico, em uma regiao sem cargas, descrita pela equagao de Laplace definida

por:

V2V =0 (4.1)

Para um problema bidimensional podemos escrever a equagao 4.1 como:

(?;TZ + 832?‘2/ =0 (4.2)
e com as seguintes condig¢oes de Dirichlet:

V(z,0) = wu(z) (4.3a)

V(z,a) = wus(z) (4.3b)

V(0,y) = us(y) (4.3¢)

V(by) = ul(y) (4.3d)

4.1 Discretizacao

Para resolver a equacao 4.2 com as condicoes de contorno 4.3 numericamente, devemos
discretizar a regiao. Utilizando o método das diferencas finitas [6] podemos escrever as

derivadas parciais como:

o*V - Vi(wi1,y5) = 2V (23, y;) + V(wig, y;) o Vicr; — 2Vi; + Vigaj
~ - (4.4)
dz? (Tig1 — x4)? (Ax)?
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PV V(wi,yj1) = 2V(wg,y;) + Ve, yi)  Vigoa —2Vig+ Vign

= 4.5
% - (a0 )

onde a malha produzida é dada pelos pontos:

com o0s pontos interiores dados por:
(i,y;) = 1Az, jAyY), 1<i<(n—-1),1<j<(m-1) (4.7)
Jé& as condicoes de contorno discretizadas ficam:

Vio = ui(iAx) i=1,...,n—1 (4.8a)
Vim = u2(iAx) i=1,...,n—1 (4.8b)
Vo, = us(jAy) j=0,...,m (4.8¢)

Substituindo 4.4 e 4.5 em 4.2 com Ax = Ay = h obtemos a equacao de Laplace

discretizada:

Vicw; —2Vij + Vi I Vij-1 =2Vij +Vijn

e % =0=

4Vii—=Vici; —Vigr; — Vijo1 = Vijs1 =0 (4.9)

Como a fungao V' é calculada em cinco pontos, esta discretizagao em diferencas finitas

para a equacao de Laplace é chamada de férmula dos cinco pontos.

Para cada ponto interior da malha obtemos uma equagao, logo temos um sistema
linear de (n — 1) x (m — 1) equagdes com o mesmo numero de incognitas. Nao existe uma
maneira fixa de ordenar os pontos da malha, assim nao podemos obter imediatamente
uma representacao matricial para o problema discretizado. Precisamos antes escolher
uma ordenacao para os pontos da malha, e como existem varias ordenacoes possiveis,
existem varias matrizes associadas. Talvez a forma mais simples de ordenacao seja a

ordem lexicografica. Nesta ordem, os pontos da malha sao percorridos linha por linha, da
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esquerda para a direita, de baixo para cima:

‘/1,17 ‘/2,17 R Vn—l,la ‘/1,27 ‘/2,27 LR Vn—1,27 """ ) Vn—l,l; Vn—l,Q; R Vn—l,m—l

Assim podemos escrever a matriz dos coeficientes como uma matriz (n — 1)(m — 1)
x (n —1)(m — 1) que pode ser escrita como uma matriz de (m — 1)? blocos de dimensao

(n—1) x (n — 1) na forma:

B I
I B -I
A - (4.10)
S
I B -I
1

(m—1) x (m—1)

onde I é a matriz identidade (n — 1) x (n — 1) e B é a matriz (n — 1) x (n — 1) dada por:

B= (4.11)

(n—1) x (n—1)

observe que a matriz A é uma matriz simétrica, pentadiagonal e esparsa.

J& o vetor dos termos independentes (n — 1)(m — 1) x 1 é dado por:

D,
D,
b=| : (4.12)

(m—1) x 1

onde
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ur(h) + uz(h)

D, = ; (4.13)
uy((n — 2)h)

wr((n — 1)h) + ua(h)

(n—1) x 1

uz(jh)
0
D, =| : j=2,...m—2 (4.14)
0
ua(jh) (n—1) x 1
ug(h) 4+ uz((m — 1)h)
ug(2h)
D, 1 — : (4.15)
us((n — 2)h)

ug((n — 1)h) 4+ ug((m — 1)h)

(n—1) x 1

Nao podemos esquecer do vetor das incognitas dado por:

Via
Vi

X = (4.16)

Vi-1m-1 (n—1)(m—1) x 1

Assim temos o seguinte sistema linear para resolver e encontrar o potencial em cada

ponto da regiao desejada:

A-x=b (4.17)

Para ilustrar melhor as matrizes vamos usar como exemplo o caso em que discretiza-



mos a regiao com n = 4 e m = 4. Dessa forma a matriz A é dada por:

onde a matriz B é:

B
A= |1
4
B=|-1
0

assim a forma explicita da matriz A é:

J& o vetor com o potencial de cada ponto da regiao é:

o O o o O

-1 0 -1
4 -1 0
-1 4 0
0O 0 4
-1 0 -1
0 -1 0
0 -1
0 0
0O 0 0

-1

Via
Vo
Vi1
Vig
Voo
Vs
Vis
Vo3

Vs

9x1

3x3

3 x3

e por fim temos o vetor dos termos independentes dado por:

o O o o O

9x9
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(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)



ui(h) + us(h)
u1(2h)

u1(3h) + uy(h)
ug(2h)

b = 0

uy(2h)
uz(h) 4+ us(3h)

ug(2h)
ug(3h) + uys(30)

E assim temos o seguinte sistema linear:

4 -1 0 -1
-1 4 -1 0
0 -1 4 0
-1 0 4
0 -1 0 -1
0 0 -1 0
0o 0 0 -1
0 0 O

0 0 O

4.2 Exemplo

0 0 O
0 0 O
0 0 O
-1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

-1 0
-1 4 -1
0o -1 4

9x 1

uy(h) + us(h)
uy(2h)
w1 (3h) + ug(h)
ug(2h)
0
uyg(2h)
ug(h) + us(3h)
us(2h)
us(3h) + us(30)
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(4.22)

(4.23)

com condig¢ao de contorno constante

Como exemplo, vamos estudar um sistema formado por duas placas metalicas infinitas

e aterradas que estao paralelas ao plano zz, uma em y = 0, e a outra em y = a. A

extremidade esquerda, em x = 0, esta fechada por uma faixa infinita isolada das duas

placas e mantida a um potencial constante.

A configuracao é independente de z, de forma que devemos resolver a equacao de

Laplace bidimensional.

oV OV _
ox2 oy

sujeita as seguintes condicoes de contorno:

0

(4.24)
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V(z,0) = 0 (4.252)
V(z,a) = 0 (4.25Db)
V(0,y) = & (4.25¢)
V(oo,y) = 0 (4.25d)
A solucao analitica é [11, 16]:
20 sen(my/a
V(z,y) = Toarctg <W) (4.26)

4.2.1 Solucao numérica

Para calcular a solucao numérica, devemos primeiramente dizer como vamos discreti-
zar a regiao. Observe que a regiao se estende para o infinito na direcao x, de modo que
nao podemos simular numericamente a condi¢ao de contorno 4.25d dessa forma. Vamos

reescrever a condi¢ao 4.25d como:

V(b,y) =0 (4.27)
com b grande o suficiente para simular a condi¢ao desejada.

Pela solucao analitica percebemos que o potencial cai muito rapidamente na direcao

x, podemos entao escolher b = 4a.

Vamos discretizar a regiao com n = 400 divisoes na direcao x e m = 100 divisoes na

direcao y, de forma que o espacamento entre os pontos da grade é:

a

= — 4.28
100 ( )

Ar=Ay=nh

Para &g =1 e a = 1 temos as seguintes condigoes de contorno discretizadas:



Vio; =

Vio =
%,100 -
Vo, =

1=1,.
1=1,.
7 =0,.
7 =0,.

.., 399
.., 399
.., 100
.., 100

Assim as matrizes associadas ao sistema linear sdo:

com

B -1
-1 B
-1
4 -1
-1 4
-1

-1

-1 B
-1

-1
B
99 x 99
-1
399 x 399

30

(4.29a
(4.29b
(4.29¢
(4.29d

—_—  ~—  ~—

(4.30)

(4.31)

Dessa forma vemos que temos um sistema linear com 39.501 equagcoes e incognitas.

O vetor dos termos independentes é:

onde

9 x 1

(4.32)
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D, =|: j=1,...,m—1 (4.33)

399 x 1

Armazenando a matriz A no formato de coluna comprimida, como descrito no capitulo
dois, vamos resolver o sistema utilizando o método do Gradiente Conjugado. Utilizando
como tolerancia e = 1077 conseguimos obter a solucao para o potencial rapidamente. As
figuras 5 e 6 mostram os graficos para o potencial calculado numericamente, pelo método

do Gradiente Conjugado, e analiticamente, pela equacao 4.26, respectivamente.

Percebemos que a solugao numérica estd perfeitamente de acordo com a solucao

analitica. Podemos ver que os métodos utilizados estao de acordo com a teoria.
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Figura 5: Grafico para o potencial elétrico obtido pelo método do Gradiente Conjugado
com e = 1077,

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 6: Grafico da solucao analitica para o potencial com &g =1e a = 1.
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5 EQUACAO DE
CONVECGAO-DIFUSAOQ
ESTACIONARIA

Agora, como exemplo para a utilizagao do método do Gradiente Biconjugado vamos

determinar a solucao numérica para a equacao de conveccao-difusao estacionaria:

V. (DVé) — V- (vd) =0 (5.1)

O primeiro termo da equacao 5.1 representa o processo de difusao e o segundo termo
o processo de conveccao ou adveccao, onde D é o coeficiente de difusao e v é a velocidade

com que a quantidade se move.

Vamos estudar o caso bidimensional com o coeficiente de difusao constante e o diver-

gente da velocidade v nulo. Podemos entao reescrever a equagao 5.1 como:

P ¢ o¢ 99
<8x2 * 83/2) “or ~ Way 0 (5:2)

com as seguintes condicoes de Dirichlet:

o(z,0) = w(z) (5.3a)
d(z,a) = us(z) (5.3b)
9(0,y) = us(y) (5.3¢)
o(b,y) = wa(y) (5.3d)
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Utilizando novamente o método das diferencas finitas, podemos escrever as derivadas

parciais como:

% ~ Git1,j — Pi-1,j
ox 2h

99 ~ Pij+1 — Pij+1
dy 2h

*¢ ~ Gi—1j — 205 + Gip1j
0x? h?

0%¢ ~ Gij—1 — 205 + Gij11
Oy? h?

Assim a equacao 5.2 pode ser discretizada como:

onde

agi; — Bidi—1j — B-dit1; — V4 Pij—1 — V-Gijr1 =0

As condigoes de contorno ficam:

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)



i0
Dism
Po,
Cbn,j

uy(ih) i=1,.
us(ih) i=1,.
ug(jh) j=0,.
ug(jh) j=0,.
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(5.14a
(5.14b
(5.14¢

)
)
)
(5.14d)

Assim como na equacao de Laplace, vamos ordenar os pontos na ordem lexicografica.

Obtendo a seguinte matriz para o sistema:

C
—+1

—~_1I
C

—+1

—v_1

—7+1

—~_I
C

—7+1

C

(m—1) x (m—1)

(5.15)

onde I é a matriz identidade (n — 1) x (n — 1) e C é a matriz (n — 1) x (n — 1) dada por:

Ja o vetor dos termos independentes fica:

onde

D,
D,

Dm—2
Dmfl

—B_
a —[f_
—B+  «a
(m—1) x 1

(n—1) x (n—1)

(5.16)

(5.17)
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Yyur(h) + Byus(h)
V+u1(2h)

D, = ; (5.18)
Y+ui((n —2)h)

Yrur((n— 1)) + B-ua(h)

(n—1) x 1
Byus(jh)
0
D, = : j=2,. . . m—2 (5.19)
0
B_ua(jh) (1) x 1
y—us(h) + Bruz((m — 1)h)
V-u2(2h)
D,,_1 = : (5.20)

Y-uz((n —2)h)
y_us((n — 1)h) + B_us((m — 1)h)

(n—1) x 1

Observe que a matriz A nao é mais simétrica, devido as derivadas parciais de primeira
ordem. Isso mostra que nao devemos usar o método do Gradiente Conjugado, mas sim o

método do Gradiente Biconjugado para resolver o sistema linear.

5.2 Exemplo com condicao de contorno constante

Como exemplo, sejam as seguintes condicoes de contorno:

é(z,0) = 0 (5.21a)
é(z,1) = 0 (5.21b)
6(0,y) = 1 (5.21c)
é(1,y) = 0 (5.21d)

Discretizando a regiao com n = 100 e m = 100 obtemos as seguintes condicoes de

contorno discretizadas:



bio
¢i,100
Po,

®100,5

1=1,...,99
1=1,...,99
j=0,...,100
j=0,...,100

dessa forma o espacamento entre cada ponto é h = 0,01:

Para (D,v,,v,) = (2,0,20) temos as seguintes matrizes:

C —380I
—4201 C
—4201

—380I

—3801
—4201 C —380I
—4201 C

99 x 99

onde I é a matriz identidade 99 x 99 e C ¢é a matriz 99 x 99 dada por:

1600 —400
—400 1600
—400

—400

e o seguinte vetor para os termos independentes:

onde

—400
—400 1600 —400
—400 1600
99 x 99

D,
D,
Dm72
Dy 99 x 1
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(5.22a
(5.22b
(5.22¢

~—_— ~—  ~—

(5.22d

(5.23)

(5.24)

(5.25)
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400

D, =| : j=1,...,99 (5.26)

99 x 1

Vemos que o sistema é formado por 9.801 equagoes e incognitas. Como ja foi dito,
a matriz A nao é simétrica, logo vamos utilizar o método do Gradiente Biconjugado,

mostrado na segao 3.2.

Armazenando a matriz A no formato de coluna comprimida e utilizando o método do
Gradiente Biconjugado, com a tolerancia ¢ = 1077 , conseguimos obter a solucdo para o

sistema e reproduzir o seguinte grafico para a quantidade ¢:

Figura 7: Gréfico da solugao numérica para equacao de convecgao-difusao estacionaria
para condigoes de Dirichlet constante.

Comparando as figuras 7 e 5 vemos que a solucao para a equagao de convecgao-
difusao obtida é semelhante a solucao da equacao de Laplace. Isso era de se esperar, pois
a diferencga entre os dois problemas foi que na convecgao-difusao tivemos o termo com a
velocidade. Pelos parametros utilizados era esperado que houvesse um deslocamento da

direcao y.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho tivemos como objetivo obter a solugao numérica de sistemas de equagoes
lineares de dimensoes elevadas. Vimos que a discretizacao de equacoes diferenciais parciais

sao fontes de sistemas lineares esparsos.

Foram utilizados dois métodos iterativos para obter a solugao de sistemas lineares,
o método do Gradiente Conjugado e o método do Gradiente Biconjugado. Usando o
formato de armazenagem por coluna comprimida para as matrizes esparsas conseguimos

otimizar os métodos iterativos.

No capitulo quatro vimos que a discretizagao da equagao de Laplace gerou um sistema
linear esparso, onde a matriz associada ao sistema era simétrica. Utilizando o método do
Gradiente Conjugado conseguimos obter a solucao para o potencial onde as condigoes de
Dirichlet eram constantes. Pelas figuras 5 e 6 observamos que a solucao obtida numeri-

camente esta perfeitamente de acordo com a solugao analitica.

Ja no capitulo cinco obtemos uma matriz nao simétrica a partir da discretizacao da
equagao de conveccao-difusao estacionaria. Nesse caso foi utilizado o método do Gradiente

Biconjugado para resolver o sistema gerado e assim obter o resultado esperado.

Por fim podemos concluir que os métodos aqui mostrados sao perfeitamente satis-
fatorios para a resolucao de sistemas de equagoes lineares comportados, podendo ser

aplicados para resolver um grande nimero de fenomenos fisico.
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