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Resumo

A formulagao da mecénica quéantica por integrais de caminho de Feynman surge como
uma terceira representacao da teoria quantica, analoga as outras duas representacoes,
de Schrédinger e de Heisenberg, de forma que sdo matematicamente equivalentes. En-
tretanto, na representacdo de Feynman o formalismo hamiltoniano é substituido pelo
formalismo lagrangiano como ferramenta matematica utilizada na construcao da teoria
quantica. Na integracao funcional da mecanica quantica, os operadores deixam de ser os
principais objetos de estudo, tal como sao nas outras duas representacoes, dando lugar
aos propagadores, que tem uma relagao intrinseca com o operador de evolugao temporal,
sendo responsavel direto pela evolucao do estado quantico. Este estudo inicia-se com
uma andlise matematica do formalismo lagrangiano, fundamental para o desenvolvimento
da teoria quantica por integrais de caminho de Feynman. Segue-se com a introducgao
do propagador quantico a partir da definicao do operador de evolucao temporal para
uma hamiltoniana independente do tempo (sistema auténomo isolado). A partir desses
conceitos, introduz-se a idéia da integral de caminho, onde agora tem-se que todos os
caminhos sao possiveis, ao contrario da acao classica na qual o tnico caminho possivel
seria aquele em que a agao ¢ um minimo. O estudo continua com a integral de trajetoria
e sua analogia com a integral de Riemann. Em seguida, investiga-se as regras para dois
eventos sucessivos, e também, as regras para varios eventos sucessivos. Por fim, utiliza-se
os conhecimentos obtidos da Integral de Caminho de Feynman para resolver o Oscilador
Harmonico Simples e o Oscilador Harmonico Forcado, calculando-se suas autofuncgoes e
autovalores através do propagador quantico, obtendo-se resultados semelhantes aos encon-
trados por Schrodinger e Heisenberg, comprovando-se a equivaléncia dessa representacao
com as outras duas representacoes da mecanica quantica.

Palavras-chave: Mecanica Quantica. Integrais de Caminho. Propagador de Feynman.



Abstract

The formulation of quantum mechanics by Feynman path integrals arises as a third
representation of the quantum theory, similarly the other two representations, Schrédinger
and Heisenberg, so that they are mathematically equivalent. However, the representation
of the Feynman Hamiltonian formalism is replaced by the Lagrangian formalism as a
mathematical tool used in the construction of quantum theory. In functional integration
of quantum mechanics, operators no longer the main objects of study, such as they are
in the other two representations, giving place to the propagators, which has an intrinsic
relationship with time evolution operator, being directly responsible for the evolution of
the quantum state. This study begins with a mathematical analysis of the Lagrangian
formalism, fundamental to the development of quantum theory of Feynman path inte-
grals. Following the introduction of the quantum propagator from the definition of the
time evolution operator for a time independent Hamiltonian (isolated system). From
these concepts , it introduces the idea of path integral, where now has that all paths are
possible, unlike the classical action in which the only possible way would be one in which
the action is a minimum. The study continues with the path integral and its analogy
with the Riemann integral. Then, it investigates the rules for two successive events, and
also, the rules for several successive events. Finally, it uses the knowledge obtained from
the Feynman path integral to solve the Simple Harmonic Oscillator and Forced Harmonic
Oscillator by calculating its eigenvalues ?7and eigenfunctions through quantum propaga-
tor, obtaining similar results to those found by Schrodinger and Heisenberg, proving the
equivalence of this representation with the other two representations of quantum mecha-
nics.

Keywords : Quantum Mechanics. Path Integrals. Feynman Propagator.
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1 Introducao

A mecanica quantica é definida como o ramo da fisica que estuda o comportamento da
matéria e da energia a nivel atomico, sendo indispenséavel para uma compreensao das forcas
fundamentais da natureza, com excecao da Forca Gravitacional, portanto fundamental
para entendermos as interacoes ocorridas pela Forca Eletromagnética, Forca Nuclear Forte

e Forca Nuclear fraca.

No final do século XIX e inicio do século XX alguns experimentos tornaram evidentes
que a teoria cléssica era falha ou ainda nao estava completa, na escala macroscopica dos
corpos muito massivos ou com velocidades muito grandes ou na escala microscopica das
particulas subatomicas a natureza comportava-se de forma diferente da previsao teorica
da fisica classica. Foi nesse contexto que surgiram a teoria da Relatividade Geral, que
respondia as questoes na escala macroscopica, e a teoria Quantica, que resolvia as questoes

na escala microscopica.

A mecénica quantica teve origem por volta do ano de 1900[1]|, quando Max Planck
publicou na revista alema Annalen der Physik um artigo chamado Sobre a Teoria da Lei de
Distribui¢ao de Energia no Espectro Normal[2]. A solugao de Planck para o problema da
Radiacao do Corpo Negro contida nesse artigo introduziu o chamado quantum de energia,
dado por € = h X v, em que Planck sugeriu que a troca de energia entre os elétrons da
parede da cavidade do Corpo Negro e da radiacao eletromagnética s6 deveriam ocorrer
em quantidades discretas, ou seja, F =n x €, com n = 0,1, 2, ... resolvendo o problema
para altas frequéncias onde a densidade de energia iria para o infinito, problema que ficou
conhecido como a catdstrofe do ultravioleta. Em 1905, Albert Einstein ao publicar um
artigo na revista alema Annalen der Physik sobre o Efeito Fotoelétrico[3] com o titulo
Sobre um ponto de vista heuristico a respeito da produgao e transformacao da luz|4),
propos que a luz (onda eletromagnética) era constituida de particulas chamadas fotons

(quantum de luz) com energia dada por £ = h X v e momento linear p = % onde v e A sao,
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respectivamente, a frequéncia e o comprimento de onda da luz e h = 6, 6260693 x 10734 J.s
¢ a constante de Planck. Em 1913, Niels Bohr|5] estudando o espectro de linha dos dtomos
verificou que assim como nos osciladores de Planck os 4tomos s6 podem trocar energia em
quantidades discretas. Bohr postulou entao que o momento angular do elétron no atomo
é dadopor L=nxhcomn=1,2,...e h = % E postulou também, que a mudanca
de um estado de energia inicial E; para um estado de energia final E; provoca a emissao
de um foton de energia ¢ = h x v, tal que hv = E; — Ey. Em 1924, Louis de Broglie
propos que as relacoes de Planck-Einstein fossem estendidas para particulas materiais,
com isso teria-se uma particula com energia FE, associada a uma onda com frequéncia
angular w, dada pela relagao w = %, e 0 momento linear p associado ao comprimento

de onda A dado pela relacao A = Essa proposta ficou conhecida como a Hipdtese

S

de De Broglie|6]. Outros eminentes cientistas, tais como Arnold Sommerfeld e Hendrik
Kramers, deram contribuicoes importantes para a chamada “Velha Mecanica Quantica”.
Mas foi a partir de 1925 com os trabalhos de Max Born, Erwin Schrédinger, Werner
Heisenberg e Paul Dirac, dentre outros fisicos importantes, que a mecanica quantica
comecou a se fortalecer como teoria, principalmente, com os trabalhos de Schrédinger e
Heisenberg que buscaram uma sistematizacao da teoria quantica desenvolvendo, paralela e
independentemente, representacoes da mecanica quantica, dando inicio a chamada “Nova
Mecanica Quantica”. Contudo, embora fossem abordagens diferentes tratava-se da mesma

teoria, apresentando resultados idénticos.

A representagao de Heisenberg|7| tinha em seu arcaboug¢o uma estrutura matricial em
que os operadores sao dependentes do tempo e os estados quanticos sao independentes
do tempol8]. Por outro lado, a representacao de Schrodinger|9] baseava-se nas evidéncias
experimentais de que o movimento das particulas nos sistemas microscopicos tem natureza
ondulatoria e, diferentemente da representacao de Heisenberg, na mecanica quantica de
Schrodinger os operadores sao constantes e agora sao os estados quanticos que evoluem

com o tempo.

Observe-se que, inicialmente, os dados experimentais da espectroscopia que levaram
os fisicos a estudarem as diferencas dos niveis de energia no atomo, juntamente com a
associagao feita entre a hamiltoniana de um sistema com sua energia total, fizeram do
formalismo hamiltoniano uma preferéncia tanto na representacao de Heisenberg quanto

na de Schrodinger.

Todavia, no ano de 1942 o fisico americano Richard Feynman durante a defesa de sua

tese de doutorado[10] adotou o formalismo lagrangiano como ferramenta matemética na
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andlise da teoria quantica, criando uma outra representacao da teoria quantica. Feynman
baseou-se num artigo de Paul Dirac de 1933 que tinha como titulo A Lagrangiana na
Mecanica Quantica|11]. A ideia de Feynman foi fazer uma descrigao dos sistemas quanticos
a partir da lagrangiana dos sistemas classicos correspondentes, estendendo o principio da
minima acao para a mecanica quantica através de uma analogia feita por Dirac em seu
artigo de 1933. Introduzindo a ideia de propagadores, Feynman utiliza-se do operador de
evolugao temporal para calcular as integrais de caminho que descrevem todas as trajetorias
possiveis para que uma particula saindo de um ponto inicial x; num certo instante inicial
to chegar a um ponto final y num instante final ¢;, onde o propagador significa uma
amplitude de transigdo para o sistema quantico evoluir de um estado inicial |V, ¢y > para

um estado final |V to;t >.

Neste trabalho, faremos uma anéalise da proposta de Feynman para a formulacao da
mecanica quantica por integrais de caminho, onde no capitulo 2 faremos uma revisao da
formulagao variacional da mecanica classica, prosseguindo no capitulo 3 com a introducgao
do propagador na mecanica quantica. No capitulo 4, faremos uma explicacao mais deta-
lhada das Integrais de caminho de Feynman, seguindo-se no capitulo 5 com uma aplicacao
das Integrais de caminho para resolver os problemas do Oscilador Harmonico Simples e
do Oscilador Harmonico Forcado. E no tltimo capitulo faremos a conclusao, discutindo

a importancia da aplicagao do método de Feynman para a mecanica quantica.
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2 Formulacao Variacional da
Mecanica Classica

2.1 O conceito de Funcional

No calculo diferencial busca-se um valor de = para o qual a funcdo y(z) tem um valor
de maximo ou de minimo. Ja no calculo das variacoes o que queremos é o valor da fungao
y(x) para o qual o funcional I[y(x)] alcanga um valor extremo (maximo ou minimo). O

funcional pode ser definido como uma fungao real cujo dominio é o espago das fungoes|12].

Dizer que I[y(x)] é um funcional da funcao y(z) significa dizer que I é um numero
cujo valor depende da forma da fungao y(z), em que = é apenas um parametro usado para

definir y(z). Portanto,

€2

ly(@)] = [ Fly(a).o)de. 21)

1

Ily(z)] é um funcional de y(x) uma vez que ele associa um nimero a cada escolha
da fung¢ao y(z), ou seja, sua integral. Podemos observar que a area sob uma curva é um
funcional da funcao que representa a curva, haja vista que para cada nimero que define

o funcional temos uma &rea associada.

Um funcional pode ter em seu argumento mais de um parametro, assim temos que:
Sso rto
I[z(t, s), y(t, 8)] = / / w(t, 8)y(t, s)dtds (2.2)
s1Jt1

Um funcional I[g(t)] pode também ser dado como uma série de fun¢des de um nimero

infinito de variaveis, onde as variaveis sao o valor da fun¢ao ¢(t) em cada valor de ¢ [12].



2.2 A formulacdo lagrangiana da Mecanica Classica 15

2.2 A formulacao lagrangiana da Mecéanica Classica

2.2.1 A acao classica

Em mecanica classica a acao é definida como um funcional de uma funcao L de
coordenadas generalizadas ¢(t) e velocidades generalizadas ¢(t) dada por [12]
t2

S= [ L(q(t),q(t))dt, (2.3)

t1

onde L é chamada de funcao lagrangiana que pode ser obtida pela diferenca entre as

energias cinética e potencial do sistema [13], de forma que:

L=T-V (2.4)

Utilizando-se as coordenadas e velocidades generalizadas e para um potencial V' (q)

podemos escrever a lagrangiana como:

L="T vy (25)

2.2.2 O Principio da Minima Acao

O principio de Hamilton também conhecido como principio da minima acao diz que
a evolucao do sistema de uma configuracao 1 para uma configuracao 2, no espacgo de
configuragoes, ocorre de maneira que a agdo ¢ um minimo [14]. Na figura 1, temos uma

representacao grafica da trajetéria de uma particula classica.

JJ

Figura 1: Caminho de uma particula cléssica do sistema no espago de configuragao.
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A condicao de extremo sugerida pelo principio de Hamilton é obtida pelo calculo

variacional em analogia com o calculo diferencial da seguinte forma:

0S5 = S[qg+dq] — S[g] =0
to
Slq + dq] =/t L(q+dq,q + 04,t)dt

1

t2 ) (0L OL\ |
Slg+dq] = /t1 [L(q,q,t) + 04 (aq) + 0q <8q> dt

‘2 oL OL\ |
S oql =9 0G| = oq | — || dt
lg+0q) = Slgl+ | [q<aq>+ q<0q>_
dL[® = [d (OL\ 0L
Sla+ o4 = Slal + 00 2| — | [(_)_]ﬁ 26
lg+ dq] = Sla] + dq 5il, " %\ \33) " g (2.6)
Entao temos que:
dL|* g [d (OL\ 0L
65:5——/6————dt 2.7
04|, " q[dt(@g) 3q] ’ (2.7)
mas nos extremos a condicao é que dq(t1) = dq(ta) = 0 (pontos fixos)[15], logo:
ta d (0L oL
- _ — =] -=1d 2.
5= [ | 5 (%) - 5 29
mas entre os extremos dg pode assumir valores arbitrarios, assim para termos 05 = 0,
temos que:
d (0L oL
— =) 2= = 2.
dt (8@) dq 0 (2.9)

esta equacao foi obtida por Euler sendo chamada de equacao de Euler-Lagrange por

utilizar a formulacao lagrangiana.

2.2.3 Leis de Conservacao

Se a coordenada generalizada g nao aparece explicitamente na funcao lagrangiana,
onde ¢ é chamada de coordenada ciclica |12], temos:

oL _ doL _ 0o — oL = cte (2.10)

9 " &oq 9
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logo %}; torna-se uma quantidade de interesse fisico, pois diante de certas condicoes, ela

se conserva. Devido a uma analogia com a mecanica Newtoniana essa grandeza sera

chamada de momento generalizado conjugado & varaidvel g, ou simplemente, momento

canonico. Podemos observar que quando a coordenada generalizada ¢ tem dimensao de

comprimento % serd o momento linear e quando tem dimensao de angulo essa quantidade
serd o momento angular. Representaremos essa grandeza fisica por:
oL
Di = 90 (2.11)
di

Observe-se que obtivemos essa lei de conservacao do momento a partir de uma simetria
da funcao lagrangiana, pois quando a lagrangiana nao depende, explicitamente, de uma

determinada coordenada ¢; ela apresenta uma simetria perante a acao desta coordenada.

Agora observemos uma outra lei de conservacao que surge a partir da derivagao da

lagrangiana em rela¢do ao tempo [14], ou seja,

dL oL . oL . OL
E—;%Qi+Z£Q¢+E

3 (2

AL (dOL. 0L\ 0L
dt < \dtog e dq; e ot
dL ) oL
PR n (2.12)

onde na segunda passagem foi utilizada a equagdo (2.9) de Euler-Lagrange e na terceira
passagem a definicdo do momento dada pela equagao (2.11). Mas, agora vejamos o caso

em que a lagrangiana nao depende explicitamente do tempo, tal que %—f = 0, e portanto:

d
% <sz% - L) =0 — szql — L =cte (2,13)

entdo, aqui surge mais uma quantidade que se conserva. Assim, quando a lagrangiana

nao depende explicitamente do tempo, a grandeza dada por:
H = Zpi(ii — L(q,49), (2.14)

que sera denominada de fun¢do hamiltoniana [14], se conserva. E veremos que para
alguns casos, como por exemplo um potencial independente do tempo, a hamiltoniana

serd a energia total do sistema.
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2.3 A formulacao hamiltoniana da Mecanica Classica

2.3.1 As equacoes de Hamilton

Na formulacao lagrangiana as variaveis independentes eram as coordenadas genera-
lizadas ¢, as velocidades generalizadas ¢ e o tempo t. A evolucao temporal do sistema
fisico era dado pela equacao de Lagrange. Agora, introduziremos uma formulacdo onde
as variaveis dadas sao as coordenadas generalizadas, o momento canénico e o tempo.
Essa nova formulacdo ¢ denominada de hamiltoniana [16]. Tomando a funcdo lagrangiana

L(q,4,t), tal que:

dL = Z dqz + Z dqz aaf dt
OL
dL = Z dql + Zpldql 5 —dt (2.15)

onde utilizamos a equagao (2.11) para substituirmos o momento canonico na tltima equa-
¢ao. Agora utilizando o artificio matemaético da diferenciacao, em que podemos escrever

piddg; = d(pig;) — ¢;dp;, e em seguida substituindo na equagao (2.15), teremos:

oL oL

d (sz‘q'i - L) = Z%d]?i - Z ?qdqi - adt, (2.16)

donde substituindo a equagao (2.14) na equacao (2.16) temos que:

. oL oL

(2

onde vemos agora que H é uma funcao de ¢, p e t, conforme fica claro pelas diferenciais

dg;, dp; e dt. Agora se reescrevermos a equagao (2.17) substituindo-se a por p;, temos:

. : oL
dH =} didpi = 3 pida; — T (2.18)

mas, por outro lado, como H = H(q, p,t) podemos escrever:

0L

dH = Z dqﬂrz dpz 5

“dt, (2.19)

agora comparando as equagoes (2.18) e (2.19), podemos deduzir que:

OH . 0H

onde as equagoOes acima sdo chamadas de equagoes de Hamilton [16].
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Em termos da fun¢ao hamiltoniana podemos definir a agdo como um funcional de q(t)
e p(t) dado por:

to

S = [ Ipt)att) — Ha(t), p(t). £)) dt (2.21)

t1

sendo que essa ¢ a forma canonica da acao.

2.4 A relacao com a Mecanica Quantica

Considere uma funcao A(g,p,t) com ¢ e p sendo, respectivamente, a coordenada ge-
neralizada e o momento canoénico conjugado e t é o tempo. Sua evolugdo temporal [12]

serd dada por:

0A 0A 0A

dA 3 0Adg; ~ OAdp; 0A
dt — “\0q dt = Op; dt ot
dA 0A . 0A, 0A
P z@: (aqlqz + 8plpz> + n (2.22)

agora utilizando as equagoes de Hamilton podemos reescrever a tltima equagao como:

dA 0AOH 0AOH 0A
— = — — 2.2
&~ (aqi on O aqi> o (2:23)
dA 0A
= {A,H} + N (2.24)
onde
0AOH 0AOH
A H} = — 2.2
{4, 1} ; (a% Op;  Op; aQi> (2.25)

¢ chamado de paréntese de Poisson [12] de A e H.

Os parénteses de Poisson apresentam algumas propriedades interessantes, a saber:

{A, B} = —{B, A} (2.26)
{A+B,C} = {A,C} +{B,C} (2.27)
{AB,C} = {A,C}B + A{B,C} (2.28)
(A {B,C}} + {C.{A, B}} + {B,{C,A}} =0 (2.29)
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Na mecanica quantica utilizamos operadores hermitinianos atuando sobre um func¢ao

de estado para obtermos os observaveis por meio de uma equacao de autovalor [17]:

Ay = arp (2.30)

A condicao para o operador A ser hermitiano decorre da necessidade do autovalor a
ser uma quantidade real. Na representagao de Schrodinger, a evolugao temporal [17] do

estado 1 ocorre da seguinte forma:
ihgw = Hy (2.31)
ot '

onde H é o operador hermitiano.

Utilizando o célculo diferencial podemos calcular a evolugao temporal do operador A

a partir da equagao:

ad, - 0
E(A?ﬂ) = a(@@/))
A L0y da o
il AL = — — 2.32
o T T W T (2:32)
mas temos da equagao (2.24) que %—Qf = %l{[z/z, logo a equacao acima fica:
DA 1 .. da 1 4
el — = — 2.
8t2/}+mAHw dtw—i—mH(w (2.33)

e substiuindo a equagao (2.23) na equagdo acima, temos:

%jw + ;Aw = ‘f;% + ;;LHAw (2.34)
;h(AH — HAYY + %’fw = fljiﬁ (2.35)
(;[A, H] + %f) v=" (2.36)

(Zl - Z_%[A, H] + %;1 (2.37)

onde [A, H] = AH — HA é chamado de comutador entre os operadores A e H.

Os comutadores também obedecem algumas propriedades [18], tal que:

[A,B] = — B, A] (2.38)
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[A+ B,C] =[A,C] + B, ] (2.39)
[AB,C] = [A,C] B + A[B, (] (2.40)
[A,[B,C]] +[C,[A, B]] + [B.[C, Al] = 0 (2.41)

Observe a semelhanca entre as propriedades dos comutadores e as propriedades dos
parénteses de Poisson. Isto sugere que a mecanica quantica pode ser obtida da sua cor-

responde cléssica fazendo-se a seguinte substituigao:

(A, B} — ;1 A, B (2.42)

Esse processo de quantizacao foi introduzido por Paul Dirac e recebeu o nome de

quantizag¢do candnica [12).
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3 O propagador de Feynman

3.1 O operador de evolucao temporal

Na mecanica quantica o tempo ¢ apenas um parametro, ou seja, nao ¢ um observavel,
onde na representacao de Schréodinger o tempo é um parametro da func¢ao de onda V(z,t)
que nos fornece o estado de uma particula, podendo também ser representado pelo estado
ket |¥ > na notacdo de Dirac. Assim, para evidenciar o tempo como um parametro

podemos escrever um estado ket arbitrario como:
|W, ty >, para o sistema em t = .
|W, to;t >, para o sistema em t > ty, que estava em |V, ¢y >, quando t = t.

Podemos, entao, nos perguntar como passamos de um estado ket inicial |V, ¢y > para
um estado ket futuro |, ¢p;¢ > na mecénica quantica. Sabemos que na mecanica classica
basta resolver a equagao de Euler-Lagrange, mas na mecanica quantica, segundo Dirac,
é impossivel obter uma equagao diferencial analoga a de Euler-Lagrange [10]. E como se
da essa evolucao do estado ket na mecanica quantica? A resposta nao poderia ser outra
senao através de um operador atuando no estado ket inicial. E quem seria esse operador?

O Operador de Evolug¢ao Temporal U(t,ty), de forma que:
’\Ij,to,t >= U(t,to)’qf,to > . (31)

O operador de evolucao temporal tem algumas propriedades [19] importantes que sao:

1) Unitariedade: o operador de evolugdo temporal é unitario. De forma que temos:

Ut(t,to) U(t, to) = 1. (3.2)
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A importancia dessa propriedade esta no fato de conservar a condicao de normalizacao
de um estado ket, devendo um estado ket que estava normalizado em ¢ = ¢, permanecer

nornalizado num tempo futuro ¢ > t;.

2) Composicao: o operador de evolu¢do temporal obedece a lei da composi¢ao, assim:
U(tg,to) = U(tg, tl) U(tl,to), para to >t > ig. (33)

Esta propriedade nos diz que para obtermos a evolugao temporal de um estado ket inicial
|W,ty > para um estado ket |U,tp;to > basta aplicar o operador de evolu¢ao temporal
duas vezes, primeiro para obter o estado ket |¥, tg;t; > e novamente para obter o estado

ket ’\D,to;tg >.

3) Infinitesimal: o operador de evolu¢do temporal pode ser representado de forma

infinitesimal, tal que:
|\I/,t0;to+dt >= U(to—l—dt,to”q/,to > . (34)

Podemos verfificar como uma importante consequéncia dessa propriedade que no limite
em que dt — 0, o operador de evolugao temporal se transforma numa matriz identidade,
ou seja, operador unitario, tal que:
lim Ut + dt, ty) = 1. (3.5)
dt—0
Agora que ja sabemos quais as propriedades do operador de evolugao temporal pode-
mos nos perguntar como calcular esse operador. Bem, partindo da equacgao de Schrodinger
num estado estacionario onde temos um operador hamiltoniano H independente do tempo,

que atuando no estado ket arbitrario nos fornece o valor esperado E da energia do sistema

que permanece constante, tal que:
L0 ~
Zha"y >=H|U >, (3.6)

com H = —%% + V(z).

Para resolvermos a equacao diferencial (3.6) podemos utilizar uma técnica bastante
conhecida dos fisicos, a técnica da separagao de variaveis [20], onde fazemos V(z,t) =
o(t)(x), ou seja, a fun¢do de onda aqui aparece como um produto de duas solugoes ¢(t),

que depende s6 do tempo, e ¥(z), que depende apenas da posi¢ao. Agora substituindo
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U(x,t) = ¢(t)(x) na equacao (3.6), temos que:

2
L (3.7)

zhz/)%  2m dx?

agora dividindo ambos os lados da igualdade por ¥ (x,t) = ¢(t)y(z), temos:

2 12

m;ﬁ _ —;lfl;f; V() (3.8)
entretanto essa ultima igualdade s6 pode ser verdadeira se os dois lados da igualdade
forem constantes. Assumindo como verdadeira a igualdade, chamaremos essa constante
de separacao de variaveis de F, logo temos para a parte que depende do tempo a seguinte

equagao [18]:

iy =B (3.9)
Cif - —%Edt (3.10)

dp i
/¢ - —ﬁE/dt (3.11)
Ing = —%Et (3.12)
o(1) = expl— 1] (3.13)

onde por simplicidade optamos por fazer t; = 0 e omitimos a constante arbitraria que
surge na ultima equacao, uma vez que pode ser absorvida pela parte independente do

tempo na equagao (3.6).

A constante E é a energia total do sistema, que surge como um autovalor do operador
hamiltoniano H aplicado nos autokets de energia, permanecendo inalterada no caso esta-
cionario. Podemos entdo escrever a equacao (3.6) em termos dos operadores He Ult, o),
tal que:

ihaat U(t, to) = HU(t, t), (3.14)

onde U(t, tg) = exp[—%f[(t —to)] € o Operador de Evolugcdo Temporal.

Agora, se multiplicarmos a equacao (3.14) por |, ¢ty > pelo lado direito nos dois lados

da igualdade |21], obtemos:

zh; Ut, to)| W, tg >= HU(t, )|, o >, (3.15)

mas veja que |V, ty > é o estado ket inicial para ¢ = ty, entdo com a atuagao do operador
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de evolucao temporal neste estado ket, temos:
L, 0 -

que é a equacao de Schrodinger dependente do tempo para um estado ket arbitrario.

A equacao (3.14) pode ser demonstrada fazendo-se uma expansao em série infinita|22]

do operador de evolucao temporal, tal que:

Sabendo que

2 ZL‘S n

:_ T x
Entao temos para

Ult, ty) = e~ wH(i=t0)

que:

A

H
Ult t) =1 — i (t —to) +

<—2'>2 (H “h‘“))z] b (3.17)

_%’]2[(

Agora tomando a derivada temporal[8] de U(t,ty) = e %) temos que:

~ ~ 2
0 i fy H H
-2 (tft) . s 2 .
o [e-# 0] i—+ |(=i) (n) (t—to)| +... (3.18)
agora multiplicando os dois lados da igualdade por ¢h, temos:
L0 i . iH(t —to)
Y (t—to)] — _ ua({t —1o)
zhat[eh o}_H[1 - +... (3.19)

assim, substituindo U(t,ty) que agora aparece nas duas formas, exponencial e expandido,
temos:
0

iho Ut o) = HU(t, t) (3.20)

que é exatamente a equagdo (3.14).

Quando um operador A comuta com o operador hamiltoniano H , de forma que os
autokets de A sdo também autokets de FI, chamados de autokets de energia, cujos auto-
valores sao denotados por E:

Hld >=FE_ ld > (3.21)

Podemos expandir o operador de evolugao temporal U(t,ty) em termos dos autokets

la" >, através do emprego do operador de projecio|21], dado por |a" >< a'| que obedece
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a relacao de completeza da mecanica quantica. Portanto tomando ¢y = 0, temos que:
exp <—Z];_;”> = ZZ la" ><a"|exp (—?) la' ><d|
exp( ZHt) sz >< a |exp< By t) la’ ><a|
exp <_Zﬁlt> ZZexp( 1By t) la" ><ad"|a ><d|

onde < a’|a’ >= 4, , assim:
Ht Ht\ | :
exp <_Zh> =) exp (—Zh> la ><a (3.22)

O operador de evolucao temporal escrito dessa forma nos permite resolver qualquer
o e s ~ ] / .
problema de valor inicial, uma vez que a expansao do ket inicial em termos de |a > é

conhecida. Exemplo: Suponha que a expansao do ket inicial seja

/
a

W tg=0>= |d ><d |Vt >= cyld > (3.23)

ou ainda,

Ht
W, t0—0t>—exp<—l)|\If to=0>

Ht
Wty =05t >= Zexp(—z) la ><a'|U,ty >

W, tg = 0;¢ >= ZZeXp(

Bt

) la" ><d'ld ><d|V,t) >

U, tg = 0;t >= Zc/ )a > . (3.24)
Neste caso, observamos que o coeficiente de expansao varia com o tempo, tal que:

a,(t) =cy(t =0)exp (—Zi;/t) : (3.25)

com seu modulo inalterado. Note que as fases relativas entre as varias componentes variam

com o tempo porque as frequéncias de oscilagoes, £/ /h, sdo diferentes.

Quando o estado inicial ¢ um dos {|a’ >}, ou seja, temos |V, ty = 0 >= |a’ >, podemos

escrever para tempos futuros que:

/ ’ E /t
W =a,ty=0;t>=|a >exp(—zg ) (3.26)
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Quando o operador hamiltoniano depende do tempo, mas comuta entre si para tempos
distintos, ou seja, f[(t) comuta com f[(t/), o operador de evolucdo temporal|23| pode ser
escrito como:

Ult, t) = exp Hﬁ t; dt' Fi(t )] | (3.27)

Quando o operador hamiltoniano depende do tempo, mas, ao contrario do caso an-
terior, nao comuta entre si em tempos distintos, escreveremos o operador de evolu¢ao

temporal com uma série, tal que:

T\ T t t1 th—1 ~ N A
U(t,to):1+z<—;> /tdtl t dtQ.../ dt,H(t\)H(ts) ... H(t,), (3.28)

Jto to
que é chamada de série de Dyson|21|, em homenagem ao seu criador.

Agora voltando ao caso do operador hamiltoniano H independente do tempo, podemos

calcular U(t, %) em termos dos autokets de H, tal que:
Ult,tg=0) = |a" ><a'le 7 |d ><d (3.29)

neste caso o espectro é discreto (autokets de energia). E como,

iEt , iEa/t
< a"]e’”; la >= e h (3.30)
temos entao, que:
iB gt ,
Ult,to=0)=> e 7 |a ><a| (3.31)
Considerando-se agora o espaco de configuracoes onde temos ¢ = (¢1, ¢, - - -, g;), sendo

j o numero de graus de liberdade do sistema, podemos descrever o estado inicial como
|go >. Com isso a probabilidade de encontrarmos uma particula no estado |¢'> sera dada
por:

P(q,qo;t) = | < QU to)lgo > |* = |K(q, qo; 1) (3.32)

onde,
K(q.t; g0, 0) =< ql U(t, to)|do > (3.33)

Definido dessa forma, veremos mais adiante que o kernel (nicleo) K é um propagador|21]
do sistema, passando-o do estado inicial |¢y > no instante ¢y, para o estado posterior | >
no instante posterior ¢t > t,, logo percebe-se que o kernel (nucleo) K representa uma,
amplitude de probabilidade para o estado ket inicial |¢y > avangar ao estado ket posterior
|7 >. Podemos também representar o kernel (nticleo) K em termos dos autokets |a >,

basta que tomemos o operador de evolugao temporal da equacao (3.31) substituindo-o na
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equagao (3.33), o que nos da:
iE St

K(q.t:45,0) = > _ W () V" (qo)e” (3.34)

n

onde temos que:
V() =< qla’ > (3.35)

3.2 O propagador na mecanica quantica

3.2.1 A origem do propagador

Como vimos na secao anterior podemos solucionar o problena da evolucao temporal
do sistema com um operador hamiltoniano H independente do tempo através da expansao

do estado ket inicial em termos dos autokets de um operador A que comute com H , de

modo que:
H(t—t
|W, tg;t >= exp —Z(ho)] (W, ty >
’ / ZE / t — t
W, tg;t >=|a >< a'|¥,ty > exp [_(710) : (3.36)
multiplicando ambos os lados da igualdade, pela esquerda, por < x'| temos:
’ ! / ! ZE / t - t
<z |Wtot >=) <zla ><a|lty>exp [—“(ho)l : (3.37)
que pode ser expresso por:
’ ' ! ! / iEa/ (t - to)
Uz ,t) =) c,(to)u,(z) exp - (3.38)
com
u,(z) =< z'la >,
sendo a autofuncao de A com autovalor a.
Podemos ainda calcular os coeficientes de expansao c,/, tal que:
<a |V, ty >= /dx/ <dlr >< |ty >, (3.39)

onde < a'| ¥, t) >= c,’, tal que:

e (ty) = / do v’ ()0 (x to). (3.40)
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Agora, podemos calcular a equacao (3.37) utilizando a equagao (3.39), onde veremos
que aparece um operador na forma de uma integral atuando na fungao de onda inicial ou

ket inicial, tal que:

" / "o ’ ro f E’t—t
Uz ,t)=> <z la > (/dx <alx ><x|\I/,t0>)eXp[_la(h0)
" , ! "o ot ZEa/(t—tO) ,
\Il(m,t):/darz<x|a><a|x>exp B — < 2|0, ty >

iBy (t —to)

(' t) = /diL’/ {Z <z'ld ><dl|z >exp [—“h

onde podemos reescrever como,
(" t) = /dx/K(xn,t;m,,to)\ll(a:,,to), (3.41)

vemos aqui que o kernel K surge, naturalmente, como o ntcleo do operador integral,

sendo o referido ntcleo o nosso propagador qudntico, que é dado por:

iEy(t = t) tO)] (3.42)

K@@' ta tg) =Y <a'ld ><d|z’ > exp [— -

a

3.2.2 Propriedades do propagador

O propagador apresenta algumas caracteristicas importantes das quais discutiremos

abaixo:

e Para um instante t > to, K(x",t; 2, to) satisfaz a equacio de Schrédinger dependente
do tempo nas variaveis e t, com = e to fixos.
Demonstra¢ao: A partir da equagao (3.42),
" / / ’ / ZE / t - t
K(z ,t:z,t)=> la ><alz >exp [_M] (3.43)

que pode ser escrita como,
" / E /t / E /t "
K(x ,t:x,ty) = Z{exp F 7‘; 0} u' (z )}exp {—Z 7; } ul(z)
Kz ' t:a ty) = Zu:/(a:,,to)uar(x”,t) (3.44)

a

COIO U,/ (x”, t) satisfaz a equacao de onda de Schrédinger, uma combinagao linear, desde
que £ e tosejam fixos, também satisfaz. Potanto, K também satisfaz essa equacio de

onda.



3.2 O propagador na mecanica quantica 30

e O limite de K (z",t: 2", ty) quando t — t, sera:

lim K (z,t;2 ,t) = 0°(x — )

t—to

Demonstracao: Usando a relacao de completeza da mecanica quantica para os autokets

’ ~
la > na equagao

K@@' o tg) =Y <a'ld ><d|r’ > exp [-ZE{Z/ (;— to)]
reduzimos a
Kz t;x 1) = d < x|z > exp l—iEal(th_tO)]
e agora usando a propriedade ortogojlal dos {|z’ >}, temos:
Kzt 1) = 6%z — ') exp l—iE“/(th_to)] (3.45)
agora tomando o limite quando t — ¢y tem-se:
lim K (2" t;2 ty) = 63 (a" — ). (3.46)

t—to

Devido a essas duas propriedades o propagador, quando considerado como funcao
de 2" & simplesmente a funcdo de onda, no instante ¢, de uma particula que estava
precisamente localizada no ponto = num instante inicial ¢,. De fato, esta interpretacao

segue da observacao que a equagao (3.42) também pode ser escrita como:

/

Bt —t
Byt (3.47)

K(:):N,t;x/,to) =< :1://|exp l— " -

onde o operador de evolucao temporal atuando sobre ]:E/ > é justamente o estado ket no

. . . ’ . . . e
instante ¢ de um sistema que estava localizado em = no instante inicial #, < t.

Se quisermos resolver um problema mais geral onde a fungao de onda nao esta loca-
lizada, mas distribui-se numa determinada regiao finita, devemos multiplicar a funcao de

onda ¥(z',t') pelo propagador K (z",t; 2", 1) e integrar sobre todo o espaco de 2, tal que:

W', 1) = /d%'K(x”, ta to) U (x, to) (3.48)
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3.2.3 O propagador como uma funcao de Green

Nesta secao nao discutiremos os métodos de resolucao da funcao de Green ou suas
diversas aplicagoes na fisica e na matematica. O que mostraremos aqui serd como a funcao

de Green esta relacionada com o propagador em mecanica quantica.

A func¢ao de Green|20| surge com a derivagao de um potencial eletrostatico no interior
de uma regiao fechada no espago em termos de seu valor na superficie da regiao. Dai,
pode-se generalizar o conceito da funcao de Green para identificar uma classe de solugoes

de equagoes diferenciais nao homogéneas com fontes pontuais.

As solugoes das equacoes diferenciais nao homogéneas com outros tipos de fontes
podem ser determinadas uma vez que sejam conhecidas as solucoes com fontes pontuais,

com as mesmas condi¢oes de contorno impostas a equagao original.

Em mecéanica ondulatoria a evolugao temporal de uma frente de onda pode ser deter-
minada uma vez que for conhecida a fun¢ao de Green independente do tempo que satisfaz

as condicoes de contorno impostas ao problema.

Se a funcao de onda é conhecida num particular instante t; num ponto xo do espaco,

entao a funcao de onda num instante t > ¢ty num ponto ¥ é dada por:

U(7,t) = / doG (T, t; 7, o) U (0, to) (3.49)
sendo G(Z,t; Tp, to) a fun¢ao de Green, que nesse caso é chamada de propagador. Observe-
se a semelhanaga da equacao (3.48) com a equagao (3.49).

A funcao de Green descreve a influéncia da funcao em zj no instante ¢y sobre a funcao

em 2 no instante t > tg.

O propagador pode ser considerado como uma funcao de Green para a equagao de

onda dependente do tempo:

hZ "2 7 X a 7 ’ . 3, 1 ’
[— (2m> Vo +V(z) - zha K(x ,t;x ,tg) = —thd(x — 2 )d(t — to) (3.50)

com a condigao de contorno,
Kz t;x 1) =0, t<t

logo temos que o propagador vai depender do tipo de potencial a qual o sistema serd

submetido.
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3.3 O propagador como amplitude de probabilidade

A mecéanica quantica difere da mecanica classica, dentre outros aspectos fisicos, pelo
fato de se trabalhar com probabilidades, obviamente que isso estd relacionado com os seus
postulados e com o principio da incerteza de Heisenberg, e portanto nao podemos medir
certas quantidades fisicas que s6 existem no plano complexo como a fun¢ao de onda, que
pode ser entendida como uma representacao matematica abstrata do estado do sistema.
Ela somente tem significado no contexto da teoria quantica. A partir da interpretacao
estatistica de Max Born que quantidades fisicas como a func¢ao de onda passaram a fazer

sentido no nosso mundo real.

Na representacao de Schrodinger da mecanica quantica e, utilizando a notacao de
Dirac[17], podemos definir a funcdo de onda como o produto interno de um bra < z’| fixo

com um ket |« tg;t > que evolui com o tempo, tal que:

Uz ,t) =< z|a, to;t >

Podemos também defini-la na representacao de Heisenberg como o produto interno
de um bra de posicao < z’,t| movendo no tempo em sentido oposto com um ket |a, ¢y >
fixo no tempo, tal que:

U,z t) =< 2, tla, tg >

Da mesma forma, podemos definir o propagador na mecanica quantica, utilizando a
ideia dos produtos internos e a relacao de completeza da teoria quantica, de forma que:

iEy(t— to)l

K(m”,t;x/,to):z<x"|a/ ><a'lr > exp [— ;
a/

” ’ " E/t / / Elt /
Kz iz, to) =) <z ]exp(—lfj )\a ><a\exp(2%0> |z >

K(z' t2 tg) =<z |z tp > (3.51)

! " ~ .
onde |z ,ty > e < x ,t| sdo, respectivamente, o autoket e o autobra do operador na

representacao de Heisenberg.

Na representagao de Heisenberg, o produto interno dado por < b',t\a' > representa
a amplitude de probabilidade de um sistema, inicialmente preparado no estado ket de
um operador A com autovalor ' num instante inicial to, ser encontrado num instante
posterior ¢ no estado ket do operador B com autovalor b, que se denominou de amplitude

transicao para ir do estado ket |a/ > para o estado ket ]b/ >.
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Agora podemos buscar uma analogia com a expressao que surge para o propagador,
K(ZL‘”,t;Il,to) =< ZL‘”,t|l‘/,t0 >

onde a diferenca entre esse produto interno e o anterior estd no fato do instante inicial
to = 0, todavia no caso do propagador estamos interessado na diferenga ¢ — t,. Portanto,
podemos identificar < ", t]:c/, to > como sendo a probabilidade da particula inicialmente
preparada no instante t, com o autovalor da posicdo z  ser encontrada num instante
posterior ¢ com autovalor da posicio z”. Entdo, em resumo, o propagador K(x”, t to)
é amplitude de probabilidade para uma particula ir de um estado localizado num ponto

do espaco-tempo (', %) para um outro ponto do espago-tempo (", t).

Uma outra forma de interpretar o propagador para a representacao de Heisenberg,
cujo o estado ndo evolui com o tempo e a base (auto estados do operador) evolui, onde
|x,, to > é um autoket da posicdo no instante ¢, com o seu autovalor z . Como podemos
escolher num instante qualquer os autokets de operador (observavel) como kets de base,
entao

< x//,t|x/,t0 >

pode ser considerado uma transformacao que faz a conexao entre os dois auto estados

(bases) em tempos distintos.

Usando uma notacao mais simétrica para os autokets de posicao na representacao de
Heisenberg, que formam um conjunto completo em qualquer instante arbitrario. Podemos

definir o operador identidade como:

/deN\:cN,t” ><ax b =1 (3.52)

Agora, podemos usar o operador identidade para escrever a evolu¢ao temporal de um
. ~ . . !/ . " o I o
sistema quantico do instante ¢ para o instante ¢ . Para isso, podemos dividir o intervalo

(t',t") em dois intervalos menores (t,¢") e (¢',t"). Assim,

"

< ,tm|x/,t/ >= /d3x// <z

"

A s< 2 )2 >, (3.53)

comt >t >t.

Esta é a propriedade da composi¢ao para a amplitude de transigao|21].

Podemos dividir o intervalo de tempo em subintervalos cada vez menores na quanti-
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dade que desejarmos. Logo:

< x’ t|1’/7 t/ >: / d3I/// / dgx// < :'UI///’ t///l |:L‘///, t//l >< I’H/’ t/// ‘x//7 t// >< x//’ t// |:El’ t/ >
(3.54)

1"

" 1" ! . .
comt >t >t >1,e assim sucessivamente.

E se de algum modo soubéssemos a forma de < $”,If//’l’/,t/ > para um intervalo de
tempo infinitesimal ¢ e ¢ +dt, poderiamos obter a amplitude < 2", t"|:r', t > para um
intervalo de tempo finito compondo amplitudes de transicao apropriadas para intervalos
de tempo infinitesimais de maneira aniloga a equacao (3.54). E foi exatamente esse o
raciocinio desenvolvido por Richard Feynman que o levou a uma nova formulacdao para a

mecanica quantica, denominada de Integrais de Caminho de Feynman.
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4 Integrais de caminho de
Feynman

4.1 A origem da Integral de Caminho

A proposta de Feynman surgiu a partir de um artigo de Paul Dirac de 1933, A
Lagrangiana na Mecanica Quantica|11], no qual Dirac mostra que o analogo quantico do
Principio da Minima A¢ao|10| para uma variavel dinamica que evolui entre os tempos T’

e t é dado por:

(lar) = [[ -+ [(@lam)dam (k)1 - (@la)dar(alar) — (4.1)

onde, na notagao utilizada nesse trabalho, (¢:|¢r) equivale a < zy,ty|z1,t1 > para os

tempos t =ty e T =t;.

Segunda o artigo de Dirac, considerando-se uma seqtiencia de tempos intermediarios
entre T e t, tal que:

T<t1,t2...tm_1,tm <t

da qual fazendo-se t; — t;_y = dt, isto resulta em

1 Qivst — q
(Qt+5t|Qt) ~ €Xp % {L (H;tt, Qt+6t) 54

Dirac mostra que L é, de fato, a funcao lagrangiana, usando o principio da correspon-

déncia de Bohr, pois quando h — 0,
t tm to t1 t
/ Ldt+/ Ldt+...+/ Ldt+/ Ldt:/Ldtzs,
- tm tm—l o tl T JT

onde S ¢é a agao classica do sistema classico correspondente[10].
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Diante das informacoes contidas no trabalho de Dirac, Feynman passa a analisar o
emprego da funcao lagrangiana nas solu¢oes de problemas em sistemas quanticos e chega

a conclusao que nao somente

L (M_Qtu qt+5t> 5t:| ;

~ exp
qi+6t|qt (St

h

mas na verdade, frequentemente, temos que sao iguais, tal que:

I (Qt+6t - Qt7qt+6t> &]

(Ge+otlan) !
= exp —
qt+6t|qt p St

h

E importante ressaltar que a diferenca entre a mecanica classica e a mecanica quantica
deve-se a associacao dos caminhos entre um ponto inicial e um ponto final da trajetoria de
uma particula. Enquanto na mecanica classica esse caminho é tinico, devido ao principio
da minima a¢ao, na mecanica quantica todos os caminhos possiveis sao considerados. E
no limite 7 — 0 a mecanica quantica reverte-se na mecanica classica. Segundo Stephen
Hawking|24|, "Feynman desafiou o pressuposto cldssico bdsico de que a particula possui
uma historia particular. Em vez disso, ele propds que as particulas se deslocassem de um
local para o outro ao longo de todas as trajetdrias possiveis no espago-tempo (...) Contudo,
no dia-a-dia, parece-nos que os objetos sequem uma unica trajetoria entre sua origem e
seu destino final. Isso estd de acordo com a idéia das historias multiplas de Feynman,
porque para objetos grandes, sua regra de atribuir nimeros a cada trajetoria, assequra que

todas as trajetorias, exceto uma, anulam-se quando suas contribuicoes se combinam”.

Adotaremos um tratamento unidimensional para a integracao funcional e substitui-

Nvezes
mn mn

remos a notacao utilizada no capitulo anterior x por xzy. Agora, com esta notacao
podemos considerar a amplitude de transicao para uma particula ir do ponto inicial dado
por (z1,%1) ao ponto final dado por (zy,ty), em que dividiremos o intervalo total entre
t1 e txy em N — 1 partes iguais (fig. 2), tal que:

tn —t

t: —t._1 =0t =
J j—1 N —1

onde, explorando a propriedade da composicao, temos:

< xN,tN|x1,t1 > :/dZEN_l/dZEN_Q.../dJZQ < xNatN’xN—17tN—1 >

< lCNfl,tN,1|$N,2,tN,2 > ... < l’g,tg‘l’l,tl > (42)

que é igual ao propagador K(xy,ty;x1,t1).
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Figura 2: Amplitudes de transicao para uma particula ir de ponto inicial ¢ = ¢p, num
instante inicial £ = 0, a um ponto final ¢ = ¢y_1, num instante final £ = T', com intervalos
de tempo infinitesimal dt, onde utilizamos coordenadas generalizadas ¢; em substitui¢ao
as coordenadas z; .

Postulados de Feynman

Lembrando que < xy,ty|r1,t; > é a amplitude de probabilidade para a particula ir

de x; num instante ¢; a xy num instante de tempo ty, temos entao que:

VvV < xn,ty|zi,t1 > é a soma de infinitas amplitudes parciais, sendo uma para cada
um dos caminhos que sai de (x1,) e chega a (zy,ty);
v/ A amplitude parcial < xy,ty|x1,t; >r associada a um desses caminhos I' é determi-
nada da seguinte forma: Seja St a acgdo classica calculada ao longo do caminho T', tal
que
Sp = / dt La(z, &)
™)

onde L é a lagrangiana classica. Logo, se < xy,ty|z1,t >r ~ exp (’SF) entao,

S
< ay,ty|zy,t > = Z < an,ty|zy,t >p ~ ZGXP <th)

4.2 A relacao com a equacao de Schrodinger

Em sua tese[10], Feynman estabelece uma expressao genérica para calcular a fungao
de onda a partir da relacao proposta por Dirac que envolve a funcao lagrangiana de um
sistema classico correspondente a um determinado sistema quéantico. Para tanto, inserindo
uma constante de normalizacao, A, no limite em que 0t se aproxima de zero, com \/qu

sendo o elemento de volume no espaco-q, temos que:

V(g 5t +0t) = / (Gt @) ¥ (g, 1) \/Tt )dg,

z&ltL qt+(5t qt q; 6t)\IJ ’ " \/Ed(] 43
/er + <Qt7 )A(5t) ( ‘ )
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portanto, essa expressao serve para qualquer funcao de onda como a da equacao de Schro-
dinger, e de fato é equivalente a essa equacao se a constante de normalizacao A(Jt), uma
funcao de dt, for escolhida adequadamente. Para ver como isso acontece, tomamos o caso
mais simples de uma particula de massa m movendo-se em uma dimensao em um campo de
forca dado pelo potencial V(). Assim, a funcdo lagrangiana classica ¢ L = imi? — V (),

onde substituiremos 6t — ¢, para ¢ infinitesinal, tal que a equacgao sera dada por:

ierm(x— 2 d
U(x,t+e) = /ef HER) V@l (Y (4.4)

Agora, substituindo y = n + = na integral, temos:

mp? d
VN (4, ) (45)

v :/ #
(x,t+¢) en ¥

Somente os valores de 1 proximo de zero irao contribuir para a integral, uma vez que, para
€ pequeno, outros valores de n fazem a expoxencial oscilar tao rapidamente que surgiriam
pequenas contribui¢oes para a integral. Somos, portanto, levados a expandir ¥(x + 7, 1)

numa série de Taylor em torno de = 0, obtendo, depois de reorganizar a integral:

ef%v(w)

A

oW (z,t)  n?0*V(x,t)
)

Vit +e) = oz D2

e [\If(x, t)+n +...[dn.  (4.6)

im 2

Agora, [°5 w2 dn = /22 (ver Pierces integral tables 487), e fazendo a diferenciagao

de ambos os lados com respeito a m, pode-se mostrar que:

/oo Pk B gy 2mhei hei 47
—00 m m

St

entretanto, a integral com 7 no integrando é zero, uma vez que ¢é a integral de uma funcao

impar. Portanto,

[ 2mhet ) )
U(z,t+e)= Tm.e*%v(x) {\If(x,t) - 7—;:2;] + 0(52)} (4.8)

analisando a equagao (4.8) verifica-se que quando ¢ — 0 devemos ter V(z,t+¢) — W(x,t),

2mhel Jsso deve-se ao fato de que a

mas para que isso seja verdade devemos ter A(e) =
medida de integracao no espaco complexo das trajetoérias possiveis para a particula nao é

positivo-definida.

Expandindo-se ambos os lados da equagdo (4.8) em termos de poténcia de £ em

primeira ordem, encontramos:

ov(x,t) i€ fiie 020 (z, 1)
—5 = U(x,t) — %V(x)\lf(x,t) + ——, (4.9)

U(x, t
(1) +¢ om  Ox2
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e portanto,
ROV B 9PV

ot om o2 + V()W (4.10)

que é a equacao de Schrodinger para o sistema em questao.

4.3 Analogia com a Integral de Riemann

Sabemos que na mecénica classica o que importa é o particular valor da trajetoria
num extremo (minimo) que contribui para a agao classica, agora a ideia é somar todas as
contribuicoes de cada trajetoria que contribui para a amplitude total de probabilidades
para uma particula ir de um ponto zy ao ponto zy. Cada trajetoria particular apresenta
uma fase de contribuicao que é a acao S propria a essa trajetoria, dada em unidades de

quantum de acao h.

K(ba)= Y ¢z(t)] (4.11)

traj. a—b

A contribuicao de uma trajetoria que possui uma fase proporcional & acao S é dada por
olx(t)] = Aexp {iS[x(t)]/h}, onde esta acdo ¢ a do sistema classico correspondente. Aqui
vemos que surge uma, constante A que serd calculada de forma que se possa normalizar

K(b,a).

Em seu livro sobre Integrais de Caminho[15], Feynman parte da definigdo da Integral
de Riemann, conforme ilustragdo abaixo (fig. 2), onde uma area A sob uma curva dada
por uma func¢do f(x) é, aproximadamente, a soma de todas as ordenadas da funcao tal

que

A~ Zf(l“z‘),

Ty Ty &3

Figura 3: Integral de Riemann sob uma curva f(x) e sobre o eixo das abcissas z, com
espacamento h entre x; e T;y.

onde a soma é calculada sobre o conjunto de pontos {xg, x1, ..., T;, Ti11,...}, € temos
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que (x;41 — ;) = h. Agora tomando o limite quando h tende a 0 e calculando A para

esse passo h constante, temos que:
A= ]lgr(l) (hZf €T ) . (4.12)

Agora, de forma analoga a integral de Riemann podemos definir a soma sobre todas
as trajetorias possiveis para uma particula ir de ponto zy num instante ¢y ao ponto fu-
turo xy num instante futuro ¢y. Inicialmente tomamos um subconjunto de trajetorias e
dividimos o tempo em subintervalos igualmente espacados, tal que a diferenca entre dois
instantes subsequentes serd . A cada tempo t; selecionamos especialmente um ponto
x;, € em seguida construimos uma trajetoria, interligando todos esses pontos selecionados
através de segmentos de linhas retas. E possivel entdo definir uma soma sobre todas as
trajetorias assim construidas, tomando uma integral multipla sobre todos os valores x;,

com ¢ variando entre 1 e N — 1, de tal forma que
N.Eztb—ta, €:ti+1—t1, tQ:ta, tN:tb, Ty = Tg, IN — Tp.

A equacao serd
K(b,a) // /¢ Ndardes . .. dey- 1. (4.13)

Os extremos zy e xy nao fazem parte da soma, por se tratarem das extremidades fixas
Ty € Xp.

Agora analisando o caso em que a lagrangiana é dada por L = %mx’z — V(x).

Como ja vimos na secdo 4.2 o fator de normalizacio para este caso serd A=Y, onde
A = (2mihe /m)*/?. Entdo, podemos escrever:

dry dx dxn_
K (b,a) = lim — // /exp (38 b, a]) /0] S EE (4.14)

onde a agao S|[b,a] = ﬁt; L(&,x,t)dt ao longo do caminho dado pelos pontos z; é a integral
de linha executada sobre a trajetoria poligonal composta pelos segmentos de reta que

conectam todas os pontos x;. A figura 3 ilustra o limite dado na equagao (4.14).

Também podemos escrever a soma sobre todas as trajetorias, agora usando uma

notacao mais compacta, tal que,

K(b,a) = / ’ exp { <;) S[b, a]} Dlx(t)], (4.15)

que sera denominada de kernel(ntcleo) da integral de caminho, simplificada pela notagao
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Dlx(t)] que representa a medida de integracao adequada, tal que,

e—0

Dlz(t)] = lim UN ]:r:[_j da:k]

A equagdo (4.15) é conhecida como a Integral de Caminho de Feynman]|15].

Figura 4: A soma sobre todos os caminhos é definido como um limite, em que a principio
o caminho é especificado, dado apenas pela sua coordenada x num nimero grande de
tempos especificados separados por intervalos muito pequenos €. A soma dos caminhos é,
entao, uma integral sobre todas essas coordenadas especificas.

4.4 As regras para dois eventos sucessivos

Para dois eventos em sucessao, analisaremos o caso de um ponto z., dado num instante

t., localizado entre os pontos x, e x;,, em que a acao para o cédlculo da trajetoria seréd

determinada pela soma das acoes dos dois eventos ocorridos entre o instante inicial £, e o
instante final ¢,, tal que:

S[b,a] = S[b, c] + S[e, a (4.16)

Agora substituindo a equagao (4.16) na equagao (4.15), podemos escrever o propaga-

dor (kernel) como:

K(b,a) = /exp { (;) S[b, c] + <;) Sle, a]} Dx(t). (4.17)

portanto, a trajetoria inicial pode ser dividida em duas partes, sendo que a primeira parte
terd como extremidades os pontos x, e x., enquanto a segunda terd como extremidades
os pontos x. e x,. Para obtermos a amplitude total devemos integrar sobre todos os
caminhos(trajetorias) de a para ¢ e em seguida de ¢ para b, e finalmente integrar sobre

todos os valores possiveis de x., num instante t,.

Assim teremos a amplitude total calculada entre os instantes t, e t;,, passando pelo
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instante t.. Podemos representar o propagador[15] por:

K(b,a) = / K(b,)K (¢, a)dz.. (4.18)

JTe

onde temos que esse resultado pode ser resumido pelas seguintes regras:

1. O propagador para uma particula ir de um ponto a para um ponto b serd dado pela
soma de todas as amplitudes de probabilidade de a para c e de ¢ para b, sobre todos os

valores possiveis de x;

2. A amplitude de probabilidade total para a particula ir de a para c e em seguida de ¢
para b serd obtida multiplicando-se o propagador de a para ¢, K(c,a), pelo progagador

de ¢ para b, K(b,c). A figura 3, ilustra as trajetorias para dois eventos sucessivos.

Figura 5: Amplitudes de probabilidades para dois eventos sucessivos partindo de um
ponto a para um ponto intermediario ¢, em seguida para o ponto b.

4.5 As regras para varios eventos sucessivos

Agora que sabemos quais as regras para dois eventos sucessivos podemos verificar
quais sao as regras para N eventos sucessivos. Para tanto serd necessario ampliarmos o

conceito que vimos na se¢ao anterior.

Iniciaremos buscando um expressao para o propagador de uma particula que vai de
um ponto a para um ponto b, mas agora passa por dois pontos intermediarios, primeiro c,
e em seguida d. Logo, pelo que vimos na se¢ao anterior, temos que esse propagador serd

dado por:

K(b,a) = /

J T

/ K (b, d)K(d, ) K (¢, a)dzodq. (4.19)

Observe-se que a particula, inicialmente, vai de a para ¢, depois de ¢ para d e por

ultimo vai de d para b, integrando-se sobre todos os valores de z. e xg4.

Para estendermos para N eventos, basta inserir N — 1 intervalos, entre os pontos
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inicial a e final b, no qual terfamos para o propagador a seguinte expressao:
K(b,a) = / / / K(b,N —D)K(N —1,N —2)...K(1,a)dzidzs . ..drx_1, (4.20)
Jxry Jro JTN -1

onde verificamos que as amplitudes para eventos que ocorrem em sucessao com a evolu-
¢ao temporal multiplicam-se, sendo portanto, uma extensao das regras para dois eventos

Sucessivos.
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5 O Oscilador Harménico

Utilizaremos aqui os resultados obtidos por Hagen Kleinert|23| na solugao do Oscilador

Harmonico por Integrais de Caminho de Feynman.

5.1 Oscilador Harmoénico Simples

A lagrangiana para o Oscilador Harmoénico em uma dimensao é dada por:

1 1
L(z, 1) = §,u:t2 - i,uwgzﬁ. (5.1)

Da equacao de FEuler-Lagrange, temos:

i e . 2 _
T 0 = i+4+wa=0 (5.2)

cuja solucao ¢ dada por,

x(t) = Acoswt + Bsenwt. (5.3)

Aplicando as condicbes de contorno, t = 0 et = T,

z(t=0)=zo=A (5.4)

z(t =T) = xp = xocoswT + BsenwT
T — rocoswT

senwT ( )
Assim,
xpsenwt + xosenw(T — t)
t) = 5.6
x( ) senwT’ ( )
(1) = xrweoswt — rowcosw(T —t) (5.7)

senwT
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Entao,
T . r Lo 1 5,
Sel :/ dtL(z, ) :/ dt( U= — = pw x)
0 0 2 2
L
TR
1 r . 2 Ko7
= —§,u/0 dtz]i + wz] + §a:x|0 (5.8)
mas 7 + w?z = 0, logo:
i .
= 5le(T)i(T) — z(0)2(0)]
Trw Tow
= % Sesz(xTcosz —Ty) — seTSwT (xp — xocoswT)
w
= 235an (27 + 23)coswT — 2x¢77] (5.9)
O fator de flutuacao é definido pela parte flutuante da acao,
T .
SUDIX] = / Odzf,g(x2 _ LX) (5.10)
0

e o calculo explicito é dado pelas multiplas integrais de caminho, com N aproximagoes de

infinitesimal de dimensao . Entao,

N ¢ oo - N1 -
o™ (T) = \/ 27rzhg 11 [/ 27thalX } exp{ —€ Z X;[— 909" — w2]ijk} (5.11)

Jj=1

Aqui usamos os operadores 9 e 9 definidos por

0¥ z(t) = ~[z(t +¢) — z(t)]

no limite continuo, temos:

lim 0z (t), g(s)x(t) — 0.

e—0

Entao, se esses operadores atuam como funcgoes diferenciaveis

m | =

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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Q)
o
8

.
Il

™M | =

Em particular, eles satisfazem a regra de soma por parte, que é analoga a integracao

por partes,
N+1 N

£ Z p;0 = pjzjlo T — z (a(‘E p]) Zj. (5.17)

3=0
Assim, temos alguns casos uteis:

1- Se xn11 = 29 = 0, temos
N N
Z PO wp == (a(e)pj> Ly
=0
2- 5e pp = pn41 € Top = T4, temos
N1 N+1

Z p;0 == (a(s)pJ) x

Jj=1

Para funcoes cujos pontos extremos se anulam, dessas relacoes anteriores temos,

N+1 () 2 N+1 9 N ()
7=0

J=1 Jj=1

que podem ser apresentados como uma matriz-padrao

Y ~©) al =)
~Y 2,090z, = = Y 2,(099 )z,
j=0 4,k=0

em que a matriz (N + 1)z(N + 1), com 8(5)5(6), simétrica, é dada por

2 -1 0 0

-1 2 -1 0

0 -1 2 ... ... ... 0
8(5)8(5):8(6)8(5):; (5.19)

0 2 -1 0

0 -1 2 -1

0 0 —1 2

Essa é obviamente a versao da derivada 9? no limite continuo. Usando as componentes



5.1 Oscilador Harménico Simples 47

da expansao da integral de Fourier, em que usamos a decomposicao,
0o )
x(t) = / dwe " x(w), (5.20)
—00

vemos facilmente que as componentes de Fourier sao autofuncoes das derivadas discretas,

10 =Wt = Qe (5.21)
i) et = Qeivt (5.22)
com o0s respectivos autovalores,
1 .
Q= g(e we—1) (5.23)
_ 1 .
Q=——(e"™ —1). (5.24)
€

Esta claro que no limite continuo

limQ,Q — w,
e—0

isto ¢, tanto 2 quanto Q tornam-se autovalores de i9;. De (5.23) e (5.24) vemos que

Q = O, tal que o operador —9©99 = 59 ¢ real e tem valores nio negativos,
— 9 gt = i[2 — 2coswele” ™! (5.25)
g2 '
ou seja,

[2 — 2coswe] > 0.

Voltemos agora a solugao da equagdo (5.11). Podemos escrever essa equacao como,

o™ (T) =/ a ﬁ [/OO a dan} ﬂ exp {iM(QnQTL - w2)a2} (5.26)
2mihe = [)—oo V 2mihe it h2 ")

em que a, sdo os coeficientes da expansao de Fourier de X (7).

Calculando essa integral, temos uma importante distincao para os autovalores,

— 1
0,9, —w= = {2 — 2cos (7;16)] —w?, (5.27)

22
do operador na exponencial do integrando da equacao (5.26). Ele podera ser negativo

para casos em que o intervalo de tempo, T' =t — t, seja suficientemente grande.

Primeiro, vamos considerar os autovalores inteiramente positivos. A férmula gaussiana
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nos da

N
N _ H 1
MO = o g (525)

introduzindo uma nova variavel para a frequéncia, w, que satisfaz

EW  Ew
sen— = —
2 27

o produto dos autovalores pode ser decomposto em resultados conhecidos para o fator de

flutuacao. Assim,

ﬂ (1 B sen?b )) _ 1 sen(2(N + 1)b) (5.20)

8677,2 (2(;\;"11) 8€n2b (N + 1)

n—

temos

naturalmente, usando b = =7,

N N 2ew
= I 2.9, 1 (1 - ‘ze”;) . (5.30)
m=1 n=1 Sen (m)
Como resultado, chegamos em
2/ 9e ¢ 2 il 2 B 5 senw T
dety(=e*(0°0 —w?)) = [] (200 —w*) = ——=, (5.31)
n=1 sene w

e o fator flutuante total serd

Ny = M | Y 5.32
¢ ( ) 2mih \ esenw T ( )

Esse resultado é valido para autovalores positivos, em particular para o intervalo de tempo

que satisfaz
s
T = (t — to) < =.
w

Se o intervalo de tempo T' = ¢ — ty aumentar e ficar maior que =, o menor autovalor

01 — w? se torna negativo e a amplitude resultante carregard um fator de fase extra

] T 3 1 2 .
e~"2 que sera valido até T = t — ¢, tornar-se maior que 2%, em que o segundo autovalor
w

. . , , . . ~ T
se torna negativo também e é necessario a introducao de um outro fator de fase e™*z, e

assim por diante.
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No limite continuo € — 0, o fator de flutuacao serd entao

(1) = [ (5.33)

2mih V senwT’

Logo o kernel seré:

K(xp,T;20,0) =< 27, T|20,0 >= €%Scz¢(T)

— i i 2 2 B
B Wem {znsean [(xT T “:0) coswT QxOxT} } ; (5.34)

que é a expressao da amplitude de evolucao temporal para um oscilador harmonico.

Autofungoes e Autovalores do Oscilador: para obter os autoestados e autovalores de ener-

gia, precisamos reformular o propagador, equacao (5.34), de tal forma que permita uma

comparacao direta com a representacao espectral do propagador de Feynman dado por

K (a0, T;a',0) = n(T) 3 ga(@)g(x)e i, (5.35)
em que n(7T) ¢ a fungio degrau de Heaviside. Se definirmos a variavel z = e=*7 podemos
escrever,

11—22
senwl = — : )
21 2z
¢ 2
1
coswT = +z :
2z

Além disso, definimos § = \/&°z0 e & = (/B ar.

Assim, expressamos o propagador do oscilador harmonico como:

w

2
K(z7,T; 20,0) = szh(l — %) T exp { ] _122 [250&2 — (& +€7) (1 EZ )]}

= ﬁZ7Th(1 - zz)_% exp {—;(53 + f%)} exp {

w

2608z — (&5 + &3)7°
1 — 22 ’

(5.36)
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em que usamos a identidade

1+ 22 1 22
T
21—22) 2 1—22

Agora vamos considerar a formula de Mehler

N Y AR

1 2”'

n

(2] <1).  (5.37)

Entretanto, devemos tomar algum cuidado ao usar a equagao (5.37) na equagao (5.36),
pois |z] =1 e a formula de Mehler requer |z| < 1. Esse problema pode ser solucionado se
adicionarmos uma parte imaginaria em w, nominalmente, se fizermos w — w — i€, e apos

os calculos a condigao de ¢ — 0. Assim, se usarmos a eq. (5.37), a eq. (5.36) tera a forma

R T ) = s (7 +68)) 5 0, (o) . ()
(5.38)

em que usamos x = £y = \/%l’T e y==%& = /5.

Comparando a eq. (5.38) com a eq. (5.35), a representacao espectral, temos:
1\2 Jw e e )
n = — * H 9 "
oul®) (2%!) (m) (v 7 (5.39)

E, = <n + ;) hw (5.40)

que sdo os conhecidos resultados para as autofungdes (a menos de um fator de fase) e os

autovalores de energia do oscilador harmonico.

5.2 Oscilador Harmoénico Forcado

A lagrangiana para o Oscilador Harménico Forcado de massa pu e frequéncia w, é dado
por
1

1
L= §,ui2 - §,uw2x2 +af(t), (5.41)

em que f(t) representa uma forca externa dependente do tempo que pode ser devida a um
campo externo como por exemplo, o campo elétrico de acoplamento através da interacao

de um dipolo a uma particula carregada.
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Podemos escrever o kernel, utilizando a aproximacao semiclassica, como

K(ayti2:,0) = [ Dot

De acordo com a equacao anterior, podemos obter o kernel para todos os caminhos pos-
siveis comecando em z; quando ¢ = 0 e terminando em x; quando ¢t = ¢. E conveniente

decompor os caminhos em
x(s) = zq(s) +£(s), (5.42)

em que s é uma variavel auxiliar temporal, onde o caminho classico z4(0) = z;, x4(t) =

xy e uma parte da flutuagao quantica & desaparece no contorno, isto é, £(0) = £(t) = 0.
O caminho classico tem que satisfazer a equacao de movimento
P + pwirg = f(s), (5.43)
que é obtida da lagrangiana.

A acao é dada por
t
S = / dtL.
0

Substituindo a lagrangiana na relagao acima
ot 1
S = / ds <M$2 — —pw?x? + xf(s)) :
0 2 2
e usando a equacgao (5.42)

t 1
S = / ds (M:i:il — —pwir? + xclf(s)) +
0 2 2

/t ds (,u:i:clf — Tl + ff(s)) +
0

/Ot ds <g§2 - ;uw2§2> . (5.44)

Para o nosso caso, de um potencial harmonico, o terceiro termo é independente do
valor de contorno z; e x; assim como condi¢oes externas. O segundo termo desaparece
em consequéncia da expansao em torno do caminho classico. Isso pode ser visto pela

integracao por partes e usando o fato de que x., é solucao da equacao de movimento
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classica,

/Ot ds (,ux'clf — iz € + ff(s)) = — /Ot ds (ujcl + ey — f(s)) £=0 (5.45)

Vamos agora proceder em duas etapas, primeiro determinando a contribuicao do ca-
minho cléssico e, em seguida, abordando as flutuacoes quanticas. A solugao da equacgao

de movimento classica que satisfaz as condi¢oes de contorno é dada por

(s) senws senw(t — s) N 1
Ta(s) =x T —
: I senwt senwt w
" t
[/o dusenw(s — u) f(u) — izzzd; /0 dusenw(t —u) f(u) (5.46)

em que v também é uma varidvel auxiliar temporal.

A ideia de avaliar a acdo do caminho cléssico pode ser simplificada por uma integracao

por partes

1
Se = / ds (2 x5 — §,uw2le + xclf(s))

Bttt (R 1
= 5Tald . —/0 ds (Qxczxcz + 2uw xy — a2 f (s ))
Mmoo . L st
=5 (xfEa(t) — x24(0)) + 5/0 dsx(s)f(s), (5.47)

em que usamos a equacao de movimento classica para obter a terceira linha. Da solucao,
eq. (5.46), temos:

. Ty — ricoswt /
«0) = - d t— 0.48
ta(0) =w senwt ,usenwt ssenw(t —s)f(s) ( )
_ Trcoswt — xl /
alt) = d 5.49
Ta(t) = w sont ,usemut ssenwsf(s). (5.49)

Inserindo as velocidades inicial e final na eq. (5.47), encontramos a agao classica

Sy = 2sg:wt Kmf + x?) coswt — Qxixf} +

/ dssenwsf(s) + / dssenw(t — s)f(s) —

senwt senwt
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- /Ot ds /0 " dusenwusenw(t — s)f(s)f(u). (5.50)

sendo t o tempo necessario para deslocar da posi¢ao inicial x; para a posicao final x¢.

Como um segundo passo, temos que calcular a contribuicao das flutuacoes quanticas,

que é determinada pelo terceiro termo da eq. (5.44). Depois de uma integracao por partes,

5(2):/0tds<u§2—; ) /ds <+w>§ (5.51)

Aqui, o nimero (2) acima de S indica que esse termo corresponde a uma contribuigao de

esse termo fica:

segunda ordem em &. E apropriado expandir a flutuacio &,

= i anén(s), (5.52)

em autofuncoes de

d2
com £,(0) = &,(t) = 0. Como autofungdes de um operador autoadjunto, &,, sao

completos, e podemos também dizer que sao ortonormais. Resolvendo a eq. (5.53), temos

&n(s) = \Esen (mi) (5.54)

e os correspondentes autovalores

para as autofuncoes

2
Ap = — (T) + w? (5.55)

Devemos enfatizar que a (5.52) ndo ¢ uma série de Fourier usual, em um intervalo ¢.

Uma expansao semelhante pode ser usada na forma

\/>Z an cos 27mt) — 1) + sen <27mj)] : (5.56)

que nos garante que as flutuacoes desaparecem nos contornos. se refizermos as contas

substituindo por (5.56), vamos observar que no final encontramos o mesmo propagador.

A integracao sobre as flutuagoes agora se torna uma integracao sobre os coeficientes

da expansao, a,. Inserindo a expansao (5.54) na ac¢ao, encontramos

4R tE[ s e



5.2 Oscilador Harmoénico Forcado 54

Como esse resultado mostra, a agao classica é somente um extremo da acao, mas
nao necessariamente um minimo, embora este seja o caso para pequenos intervalos de
tempo ¢ < Z. A existéncia de pontos conjugados nos tempos T,, = “* mostra aqui um
desaparecimento do autovalor \,. A acao é independente de a,, o que implica que para
um intervalo de tempo T, todos os caminhos =, + a,&, com coeficientes arbitrarios a,,

sao solucoes da equacao de movimento classica.

Depois da expansao das flutuagoes em termos das autofuncgées (5.54), o propagador

tem a forma
1 e (T 9
K(xg,t;2;,0) ~ exp {hsd] / I das ) exp ~35 > Anan| (5.58)
n=1 n=1

Como o determinante de Jacobi é independente da frequéncia de oscilacao, podemos
comparar com a particula livre. Resolvendo as integrais de flutuagao gaussianas, encon-

tramos a relacao entre os faotres dos propagadores K, e K, do oscilador harmonico e da

Kuetoae _ [D 5.59
Koe_%sclvﬂ VD (5:59)

Aqui introduzimos o determinante da flutuacao para o oscilador harmoénico

particula livre,

2

d ) o
D = det <d82 +w ) = n];[l s (5.60)

e o da particula livre
d2 00

n=1

Os autovalores para a particula livre

sao obtidos dos autovalores do oscilador harmonico colocando a frequéncia w igual a zero

em (5.55). Usando o fator do propagador de uma particula livre

10
2miht

Koo S0 — (5.62)

e a equacao (5.59), o propagador do oscilador harmoénico fica

H DO ig.
K (g, t;2:,0) = | sy [ e Sito, 5.63
(b0 =\ orime D " (5:63)

Cada um dos determinantes (5.60) e (5.61) diverge por si s6. Entretanto, estamos
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interessados na relagao entre eles, que ¢ bem definida,

50 _ ﬁ ll_ <wt)2] _ senwt

el ™ wt

Colocando esse resultado em (5.63), temos a forma final do propagador do oscilador

harmonico for¢cado

W i
- 'LL eﬁscl
2mihsenwt

W 1 T m
_ Lo (T LT 64
2mh|senwt| =P {hsd ' (4 * RQ)] ’ (5:64)

com a acado classica definida em (5.50).

w

O indice de Morse n no fator de fase é dado pela parte inteira de ;t E interessante

notar que o fator de fase e em (5.64) implica que:
2T
K <xf, w;xi,0> = K(x4,0;2;,0) = =6(xf — z;),

ou seja, a funcao de onda depois de um periodo de oscilacao difere da funcao de onda
original por um fator —1. O oscilador retorna ao seu estado original somente apds dois
periodos, sendo portanto parecido com uma particula de spin % Esse efeito pode ser
observado no caso do oscilador harmoénico deixando interferir as ondas de dois osciladores

com frequéncias diferentes.

Esse resultado tem grande importancia em muitos problemas avancados, em especial
quando aplicamos em eletrodindmica qudntica, devido ao fato do campo eletromagnético

poder ser representado como um conjunto de osciladores harménicos forgados.
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6 Conclusoes

Analisando os resultados teéricos obtidos na realizacdo deste trabalho, concluimos
que através da formulagao das integrais de caminho de Feynman encontramos resultados
conhecidos da mecanica quantica formulada por Schrodinger e Heisenberg. Enquanto que
nas representacoes de Schrédinger e Heisenberg da mecanica quantica, trabalhamos com
operadores que atuam sobre vetores de estado, na representagao da integral de caminho
Feynman trabalharemos apenas com fung¢oes. Todavia, as trés formulagoes (Schrodinger,

Heisenberg e Feynman) sao equivalentes.

Podemos concluir também que a formulacao da mecanica quantica por integrais de
caminho de Feynman é uma representagao matematica da teoria quantica, que generaliza
o principio de Hamilton, também conhecido como principio da minima acao, extendendo-
0 a mecanica quantica, em que esse formalismo substitui a nogao classica de uma tnica
trajetoria, dado pelo principio da minima a¢ao, por um funcional integral, sobre o qual
podemos ter uma infinidade de trajetorias possiveis para calcular a amplitude de proba-

bilidade do caminho quantico[25].

Durante os célculos das integrais de caminho nos deparamos com problemas que
apresentaram, em sua formulagdo, algumas classes de integrais gaussianas, sendo que
este é o maior desafio na técnica. Na tentativa de solucionar esses problemas buscamos
fazer uma aproximagcao, através de uma expansao em série de Taylor do potencial V (g, t)

até segunda ordem, tornando-o equivalente ao potencial de um oscilador harmonico.

A integral de caminho de Feynman reproduz a equacao de Schrodinger, as equacoes
do movimento de Heisenberg, e as relagoes canonicas de comutacao e mostra que elas sao
compativeis com a relatividade, mas agora a unicidade da teoria quantica ja nao é tao

evidente, porém pode-se verifici-la alterando variaveis para uma representacao canodnica.

No caso da mecanica quantica nao-relativistica, o conhecimento das amplitudes de

probabilidade dadas pelas integrais de caminho sao suficientes na solucao dos problemas.



6 Conclusoes 57

Entretanto, a grande importancia dessa formulacao da mecanica quantica aparece na
Teoria Quantica de Campos, onde as funcoes de Green sao as quantidades que buscamos

calcular através de métodos perturbativos e nao-perturbativos.

Devido a engenhosidade mateméatica na solucao dos problemas por integrais de ca-
minho de Feynman, geralmente, essa formulacao da teoria quantica nao é estudada nos
cursos de graduacao das universidades brasileiras, onde se faz opcao pelas formulagoes de

Schrédinger e Heisenberg para a mecanica quantica.
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