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Resumo

A formulação da mecânica quântica por integrais de caminho de Feynman surge como
uma terceira representação da teoria quântica, análoga as outras duas representações,
de Schrödinger e de Heisenberg, de forma que são matematicamente equivalentes. En-
tretanto, na representação de Feynman o formalismo hamiltoniano é substituído pelo
formalismo lagrangiano como ferramenta matemática utilizada na construção da teoria
quântica. Na integração funcional da mecânica quântica, os operadores deixam de ser os
principais objetos de estudo, tal como são nas outras duas representações, dando lugar
aos propagadores, que tem uma relação intrínseca com o operador de evolução temporal,
sendo responsável direto pela evolução do estado quântico. Este estudo inicia-se com
uma análise matemática do formalismo lagrangiano, fundamental para o desenvolvimento
da teoria quântica por integrais de caminho de Feynman. Segue-se com a introdução
do propagador quântico a partir da de�nição do operador de evolução temporal para
uma hamiltoniana independente do tempo (sistema autônomo isolado). A partir desses
conceitos, introduz-se a idéia da integral de caminho, onde agora tem-se que todos os
caminhos são possíveis, ao contrário da ação clássica na qual o único caminho possível
seria aquele em que a ação é um mínimo. O estudo continua com a integral de trajetória
e sua analogia com a integral de Riemann. Em seguida, investiga-se as regras para dois
eventos sucessivos, e também, as regras para vários eventos sucessivos. Por �m, utiliza-se
os conhecimentos obtidos da Integral de Caminho de Feynman para resolver o Oscilador
Harmônico Simples e o Oscilador Harmônico Forçado, calculando-se suas autofunções e
autovalores através do propagador quântico, obtendo-se resultados semelhantes aos encon-
trados por Schrödinger e Heisenberg, comprovando-se a equivalência dessa representação
com as outras duas representações da mecânica quântica.

Palavras-chave: Mecânica Quântica. Integrais de Caminho. Propagador de Feynman.



Abstract

The formulation of quantum mechanics by Feynman path integrals arises as a third
representation of the quantum theory, similarly the other two representations, Schrödinger
and Heisenberg, so that they are mathematically equivalent. However, the representation
of the Feynman Hamiltonian formalism is replaced by the Lagrangian formalism as a
mathematical tool used in the construction of quantum theory. In functional integration
of quantum mechanics, operators no longer the main objects of study, such as they are
in the other two representations, giving place to the propagators, which has an intrinsic
relationship with time evolution operator, being directly responsible for the evolution of
the quantum state. This study begins with a mathematical analysis of the Lagrangian
formalism, fundamental to the development of quantum theory of Feynman path inte-
grals. Following the introduction of the quantum propagator from the de�nition of the
time evolution operator for a time independent Hamiltonian (isolated system). From
these concepts , it introduces the idea of path integral, where now has that all paths are
possible, unlike the classical action in which the only possible way would be one in which
the action is a minimum. The study continues with the path integral and its analogy
with the Riemann integral. Then, it investigates the rules for two successive events, and
also, the rules for several successive events. Finally, it uses the knowledge obtained from
the Feynman path integral to solve the Simple Harmonic Oscillator and Forced Harmonic
Oscillator by calculating its eigenvalues ??and eigenfunctions through quantum propaga-
tor, obtaining similar results to those found by Schrödinger and Heisenberg, proving the
equivalence of this representation with the other two representations of quantum mecha-
nics.

Keywords : Quantum Mechanics. Path Integrals. Feynman Propagator.
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1 Introdução

A mecânica quântica é de�nida como o ramo da física que estuda o comportamento da

matéria e da energia a nível atômico, sendo indispensável para uma compreensão das forças

fundamentais da natureza, com exceção da Força Gravitacional, portanto fundamental

para entendermos as interações ocorridas pela Força Eletromagnética, Força Nuclear Forte

e Força Nuclear fraca.

No �nal do século XIX e início do século XX alguns experimentos tornaram evidentes

que a teoria clássica era falha ou ainda não estava completa, na escala macroscópica dos

corpos muito massivos ou com velocidades muito grandes ou na escala microscópica das

partículas subatômicas a natureza comportava-se de forma diferente da previsão teórica

da física clássica. Foi nesse contexto que surgiram a teoria da Relatividade Geral, que

respondia as questões na escala macroscópica, e a teoria Quântica, que resolvia as questões

na escala microscópica.

A mecânica quântica teve origem por volta do ano de 1900[1], quando Max Planck

publicou na revista alemã Annalen der Physik um artigo chamado Sobre a Teoria da Lei de

Distribuição de Energia no Espectro Normal [2]. A solução de Planck para o problema da

Radiação do Corpo Negro contida nesse artigo introduziu o chamado quantum de energia,

dado por ε = h × ν, em que Planck sugeriu que a troca de energia entre os elétrons da

parede da cavidade do Corpo Negro e da radiação eletromagnética só deveriam ocorrer

em quantidades discretas, ou seja, E = n × ε, com n = 0, 1, 2, ... resolvendo o problema

para altas frequências onde a densidade de energia iria para o in�nito, problema que �cou

conhecido como a catástrofe do ultravioleta. Em 1905, Albert Einstein ao publicar um

artigo na revista alemã Annalen der Physik sobre o Efeito Fotoelétrico[3] com o título

Sobre um ponto de vista heurístico a respeito da produção e transformação da luz [4],

propôs que a luz (onda eletromagnética) era constituída de partículas chamadas fótons

(quantum de luz) com energia dada por E = h×ν e momento linear p = h
λ
onde ν e λ são,
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respectivamente, a frequência e o comprimento de onda da luz e h = 6, 6260693×10−34 J.s

é a constante de Planck. Em 1913, Niels Bohr[5] estudando o espectro de linha dos átomos

veri�cou que assim como nos osciladores de Planck os átomos só podem trocar energia em

quantidades discretas. Bohr postulou então que o momento angular do elétron no átomo

é dado por L = n × h̄ com n = 1, 2, ... e h̄ = h
2π
. E postulou também, que a mudança

de um estado de energia inicial Ei para um estado de energia �nal Ef provoca a emissão

de um fóton de energia ε = h × ν, tal que hν = Ei − Ef . Em 1924, Louis de Broglie

propôs que as relações de Planck-Einstein fossem estendidas para partículas materiais,

com isso teria-se uma partícula com energia E, associada a uma onda com frequência

angular ω, dada pela relação ω = E
h̄
, e o momento linear ~p associado ao comprimento

de onda λ dado pela relação λ = h
p
. Essa proposta �cou conhecida como a Hipótese

de De Broglie[6]. Outros eminentes cientistas, tais como Arnold Sommerfeld e Hendrik

Kramers, deram contribuições importantes para a chamada �Velha Mecânica Quântica�.

Mas foi a partir de 1925 com os trabalhos de Max Born, Erwin Schrödinger, Werner

Heisenberg e Paul Dirac, dentre outros físicos importantes, que a mecânica quântica

começou a se fortalecer como teoria, principalmente, com os trabalhos de Schrödinger e

Heisenberg que buscaram uma sistematização da teoria quântica desenvolvendo, paralela e

independentemente, representações da mecânica quântica, dando início a chamada �Nova

Mecânica Quântica�. Contudo, embora fossem abordagens diferentes tratava-se da mesma

teoria, apresentando resultados idênticos.

A representação de Heisenberg[7] tinha em seu arcabouço uma estrutura matricial em

que os operadores são dependentes do tempo e os estados quânticos são independentes

do tempo[8]. Por outro lado, a representação de Schrödinger[9] baseava-se nas evidências

experimentais de que o movimento das partículas nos sistemas microscópicos tem natureza

ondulatória e, diferentemente da representação de Heisenberg, na mecânica quântica de

Schrödinger os operadores são constantes e agora são os estados quânticos que evoluem

com o tempo.

Observe-se que, inicialmente, os dados experimentais da espectroscopia que levaram

os físicos a estudarem as diferenças dos níveis de energia no átomo, juntamente com a

associação feita entre a hamiltoniana de um sistema com sua energia total, �zeram do

formalismo hamiltoniano uma preferência tanto na representação de Heisenberg quanto

na de Schrödinger.

Todavia, no ano de 1942 o físico americano Richard Feynman durante a defesa de sua

tese de doutorado[10] adotou o formalismo lagrangiano como ferramenta matemática na
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análise da teoria quântica, criando uma outra representação da teoria quântica. Feynman

baseou-se num artigo de Paul Dirac de 1933 que tinha como título A Lagrangiana na

Mecânica Quântica[11]. A ideia de Feynman foi fazer uma descrição dos sistemas quânticos

a partir da lagrangiana dos sistemas clássicos correspondentes, estendendo o princípio da

mínima ação para a mecânica quântica através de uma analogia feita por Dirac em seu

artigo de 1933. Introduzindo a ideia de propagadores, Feynman utiliza-se do operador de

evolução temporal para calcular as integrais de caminho que descrevem todas as trajetórias

possíveis para que uma partícula saindo de um ponto inicial xi num certo instante inicial

t0 chegar a um ponto �nal xf num instante �nal tf , onde o propagador signi�ca uma

amplitude de transição para o sistema quântico evoluir de um estado inicial |Ψ, t0 > para

um estado �nal |Ψ, t0; t >.

Neste trabalho, faremos uma análise da proposta de Feynman para a formulação da

mecânica quântica por integrais de caminho, onde no capítulo 2 faremos uma revisão da

formulação variacional da mecânica clássica, prosseguindo no capítulo 3 com a introdução

do propagador na mecânica quântica. No capítulo 4, faremos uma explicação mais deta-

lhada das Integrais de caminho de Feynman, seguindo-se no capítulo 5 com uma aplicação

das Integrais de caminho para resolver os problemas do Oscilador Harmônico Simples e

do Oscilador Harmônico Forçado. E no último capítulo faremos a conclusão, discutindo

a importância da aplicação do método de Feynman para a mecânica quântica.
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2 Formulação Variacional da

Mecânica Clássica

2.1 O conceito de Funcional

No cálculo diferencial busca-se um valor de x para o qual a função y(x) tem um valor

de máximo ou de mínimo. Já no cálculo das variações o que queremos é o valor da função

y(x) para o qual o funcional I[y(x)] alcança um valor extremo (máximo ou mínimo). O

funcional pode ser de�nido como uma função real cujo domínio é o espaço das funções[12].

Dizer que I[y(x)] é um funcional da função y(x) signi�ca dizer que I é um número

cujo valor depende da forma da função y(x), em que x é apenas um parâmetro usado para

de�nir y(x). Portanto,

I[y(x)] =
∫ x2

x1

F (y(x), x)dx. (2.1)

I[y(x)] é um funcional de y(x) uma vez que ele associa um número a cada escolha

da função y(x), ou seja, sua integral. Podemos observar que a área sob uma curva é um

funcional da função que representa a curva, haja vista que para cada número que de�ne

o funcional temos uma área associada.

Um funcional pode ter em seu argumento mais de um parâmetro, assim temos que:

I[x(t, s), y(t, s)] =
∫ s2

s1

∫ t2

t1
x(t, s)y(t, s)dtds (2.2)

Um funcional I[q(t)] pode também ser dado como uma série de funções de um número

in�nito de variáveis, onde as variáveis são o valor da função q(t) em cada valor de t [12].
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2.2 A formulação lagrangiana da Mecânica Clássica

2.2.1 A ação clássica

Em mecânica clássica a ação é de�nida como um funcional de uma função L de

coordenadas generalizadas q(t) e velocidades generalizadas q̇(t) dada por [12]

S =
∫ t2

t1
L
(
q(t), q̇(t)

)
dt, (2.3)

onde L é chamada de função lagrangiana que pode ser obtida pela diferença entre as

energias cinética e potencial do sistema [13], de forma que:

L = T − V (2.4)

Utilizando-se as coordenadas e velocidades generalizadas e para um potencial V (q)

podemos escrever a lagrangiana como:

L =
mq̇2

2
− V (q) (2.5)

2.2.2 O Princípio da Mínima Ação

O princípio de Hamilton também conhecido como princípio da mínima ação diz que

a evolução do sistema de uma con�guração 1 para uma con�guração 2, no espaço de

con�gurações, ocorre de maneira que a ação é um mínimo [14]. Na �gura 1, temos uma

representação grá�ca da trajetória de uma partícula clássica.

Figura 1: Caminho de uma partícula clássica do sistema no espaço de con�guração.
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A condição de extremo sugerida pelo princípio de Hamilton é obtida pelo cálculo

variacional em analogia com o cálculo diferencial da seguinte forma:

δS = S[q + δq]− S[q] = 0

S[q + δq] =
∫ t2

t1
L(q + δq, q̇ + δq̇, t)dt

S[q + δq] =
∫ t2

t1

[
L(q, q̇, t) + δq̇

(
∂L

∂q̇

)
+ δq

(
∂L

∂q

)]
dt

S[q + δq] = S[q] +
∫ t2

t1

[
δq̇

(
∂L

∂q̇

)
+ δq

(
∂L

∂q

)]
dt

S[q + δq] = S[q] + δq
∂L

∂q̇

∣∣∣∣∣
t2

t1

−
∫ t2

t1
δq

[
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q

]
dt. (2.6)

Então temos que:

δS = δq
∂L

∂q̇

∣∣∣∣∣
t2

t1

−
∫ t2

t1
δq

[
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q

]
dt, (2.7)

mas nos extremos a condição é que δq(t1) = δq(t2) = 0 (pontos �xos)[15], logo:

δS = −
∫ t2

t1
δq

[
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q

]
dt, (2.8)

mas entre os extremos δq pode assumir valores arbitrários, assim para termos δS = 0,

temos que:
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0, (2.9)

esta equação foi obtida por Euler sendo chamada de equação de Euler-Lagrange por

utilizar a formulação lagrangiana.

2.2.3 Leis de Conservação

Se a coordenada generalizada q não aparece explicitamente na função lagrangiana,

onde q é chamada de coordenada cíclica [12], temos:

∂L

∂q
= 0 → d

dt

∂L

∂q̇
= 0 → ∂L

∂q̇
= cte (2.10)
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logo ∂L
∂q̇

torna-se uma quantidade de interesse físico, pois diante de certas condições, ela

se conserva. Devido a uma analogia com a mecânica Newtoniana essa grandeza será

chamada de momento generalizado conjugado à varaiável q, ou simplemente, momento

canônico. Podemos observar que quando a coordenada generalizada q tem dimensão de

comprimento ∂L
∂q̇

será o momento linear e quando tem dimensão de ângulo essa quantidade

será o momento angular. Representaremos essa grandeza física por:

pi =
∂L

∂q̇i
. (2.11)

Observe-se que obtivemos essa lei de conservação do momento a partir de uma simetria

da função lagrangiana, pois quando a lagrangiana não depende, explicitamente, de uma

determinada coordenada qi ela apresenta uma simetria perante a ação desta coordenada.

Agora observemos uma outra lei de conservação que surge a partir da derivação da

lagrangiana em relação ao tempo [14], ou seja,

dL

dt
=
∑
i

∂L

∂qi
q̇i +

∑
i

∂L

∂q̇i
q̈i +

∂L

∂t

dL

dt
=
∑
i

(
d

dt

∂L

∂q̇i
q̇i +

∂L

∂q̇i
q̈i

)
+
∂L

∂t

dL

dt
=
∑
i

piq̇i +
∂L

∂t
(2.12)

onde na segunda passagem foi utilizada a equação (2.9) de Euler-Lagrange e na terceira

passagem a de�nição do momento dada pela equação (2.11). Mas, agora vejamos o caso

em que a lagrangiana não depende explicitamente do tempo, tal que ∂L
∂t

= 0, e portanto:

d

dt

(∑
i

piq̇i − L
)

= 0 →
∑
i

piq̇i − L = cte (2.13)

então, aqui surge mais uma quantidade que se conserva. Assim, quando a lagrangiana

não depende explicitamente do tempo, a grandeza dada por:

H =
∑
i

piq̇i − L(q, q̇), (2.14)

que será denominada de função hamiltoniana [14], se conserva. E veremos que para

alguns casos, como por exemplo um potencial independente do tempo, a hamiltoniana

será a energia total do sistema.
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2.3 A formulação hamiltoniana da Mecânica Clássica

2.3.1 As equações de Hamilton

Na formulação lagrangiana as variáveis independentes eram as coordenadas genera-

lizadas q, as velocidades generalizadas q̇ e o tempo t. A evolução temporal do sistema

físico era dado pela equação de Lagrange. Agora, introduziremos uma formulação onde

as variáveis dadas são as coordenadas generalizadas, o momento canônico e o tempo.

Essa nova formulação é denominada de hamiltoniana [16]. Tomando a função lagrangiana

L(q, q̇, t), tal que:

dL =
∑
i

∂L

∂qi
dqi +

∑
i

∂L

∂q̇i
dq̇i +

∂L

∂t
dt

dL =
∑
i

∂L

∂qi
dqi +

∑
i

pidq̇i +
∂L

∂t
dt (2.15)

onde utilizamos a equação (2.11) para substituirmos o momento canônico na última equa-

ção. Agora utilizando o artifício matemático da diferenciação, em que podemos escrever

pidq̇i = d(piq̇i)− q̇idpi, e em seguida substituindo na equação (2.15), teremos:

d

(∑
i

piq̇i − L
)

=
∑
i

q̇idpi −
∑
i

∂L

∂qi
dqi −

∂L

∂t
dt, (2.16)

donde substituindo a equação (2.14) na equação (2.16) temos que:

dH =
∑
i

q̇idpi −
∑
i

∂L

∂qi
dqi −

∂L

∂t
dt, (2.17)

onde vemos agora que H é uma função de q, p e t, conforme �ca claro pelas diferenciais

dqi, dpi e dt. Agora se reescrevermos a equação (2.17) substituindo-se ∂L
∂qi

por ṗi, temos:

dH =
∑
i

q̇idpi −
∑
i

ṗidqi −
∂L

∂t
dt, (2.18)

mas, por outro lado, como H = H(q, p, t) podemos escrever:

dH =
∑
i

∂H

∂qi
dqi +

∑
i

∂H

∂pi
dpi +

∂L

∂t
dt, (2.19)

agora comparando as equações (2.18) e (2.19), podemos deduzir que:

ṗ = −∂H
∂q

e q̇ =
∂H

∂p
, (2.20)

onde as equações acima são chamadas de equações de Hamilton [16].
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Em termos da função hamiltoniana podemos de�nir a ação como um funcional de q(t)

e p(t) dado por:

S =
∫ t2

t1
[p(t)q̇(t)−H(q(t), p(t), t)] dt (2.21)

sendo que essa é a forma canônica da ação.

2.4 A relação com a Mecânica Quântica

Considere uma função A(q, p, t) com q e p sendo, respectivamente, a coordenada ge-

neralizada e o momento canônico conjugado e t é o tempo. Sua evolução temporal [12]

será dada por:

dA =
∂A

∂t
dq +

∂A

∂t
dp+

∂A

∂t
dt

dA

dt
=
∑
i

(
∂A

∂qi

dqi
dt

+
∂A

∂pi

dpi
dt

)
+
∂A

∂t

dA

dt
=
∑
i

(
∂A

∂qi
q̇i +

∂A

∂pi
ṗi

)
+
∂A

∂t
(2.22)

agora utilizando as equações de Hamilton podemos reescrever a última equação como:

dA

dt
=
∑
i

(
∂A

∂qi

∂H

∂pi
− ∂A

∂pi

∂H

∂qi

)
+
∂A

∂t
(2.23)

dA

dt
= {A,H}+

∂A

∂t
(2.24)

onde

{A,H} =
∑
i

(
∂A

∂qi

∂H

∂pi
− ∂A

∂pi

∂H

∂qi

)
(2.25)

é chamado de parêntese de Poisson [12] de A e H.

Os parênteses de Poisson apresentam algumas propriedades interessantes, a saber:

{A,B} = −{B,A} (2.26)

{A+B,C} = {A,C}+ {B,C} (2.27)

{AB,C} = {A,C}B + A{B,C} (2.28)

{A, {B,C}}+ {C, {A,B}}+ {B, {C,A}} = 0 (2.29)
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Na mecânica quântica utilizamos operadores hermitinianos atuando sobre um função

de estado para obtermos os observáveis por meio de uma equação de autovalor [17]:

Âψ = aψ (2.30)

A condição para o operador Â ser hermitiano decorre da necessidade do autovalor a

ser uma quantidade real. Na representação de Schrödinger, a evolução temporal [17] do

estado ψ ocorre da seguinte forma:

ih̄
∂

∂t
ψ = Ĥψ (2.31)

onde Ĥ é o operador hermitiano.

Utilizando o cálculo diferencial podemos calcular a evolução temporal do operador Â

a partir da equação:

∂

∂t
(Âψ) =

∂

∂t
(aψ)

∂Â

∂t
ψ + Â

∂ψ

∂t
=
da

dt
ψ + a

∂ψ

∂t
(2.32)

mas temos da equação (2.24) que ∂ψ
∂t

= 1
ih̄
Ĥψ, logo a equação acima �ca:

∂Â

∂t
ψ +

1

ih̄
ÂĤψ =

da

dt
ψ +

1

ih̄
Ĥaψ (2.33)

e substiuindo a equação (2.23) na equação acima, temos:

∂A

∂t
ψ +

1

ih̄
AHψ =

da

dt
ψ +

1

ih̄
HAψ (2.34)

1

ih̄
(AH −HA)ψ +

∂A

∂t
ψ =

da

dt
ψ (2.35)

(
1

ih̄
[A,H] +

∂A

∂t

)
ψ =

dA

dt
ψ (2.36)

dA

dt
=

1

ih̄
[A,H] +

∂A

∂t
(2.37)

onde [A,H] = AH −HA é chamado de comutador entre os operadores A e H.

Os comutadores também obedecem algumas propriedades [18], tal que:

[A,B] = − [B,A] (2.38)
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[A+B,C] = [A,C] + [B,C] (2.39)

[AB,C] = [A,C]B + A [B,C] (2.40)

[A, [B,C]] + [C, [A,B]] + [B, [C,A]] = 0 (2.41)

Observe a semelhança entre as propriedades dos comutadores e as propriedades dos

parênteses de Poisson. Isto sugere que a mecânica quântica pode ser obtida da sua cor-

responde clássica fazendo-se a seguinte substituição:

{A,B} −→ 1

ih̄
[A,B] (2.42)

Esse processo de quantização foi introduzido por Paul Dirac e recebeu o nome de

quantização canônica [12].
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3 O propagador de Feynman

3.1 O operador de evolução temporal

Na mecânica quântica o tempo é apenas um parâmetro, ou seja, não é um observável,

onde na representação de Schrödinger o tempo é um parâmetro da função de onda Ψ(x, t)

que nos fornece o estado de uma partícula, podendo também ser representado pelo estado

ket |Ψ > na notação de Dirac. Assim, para evidenciar o tempo como um parâmetro

podemos escrever um estado ket arbitrário como:

|Ψ, t0 >, para o sistema em t = t0.

|Ψ, t0; t >, para o sistema em t > t0, que estava em |Ψ, t0 >, quando t = t0.

Podemos, então, nos perguntar como passamos de um estado ket inicial |Ψ, t0 > para

um estado ket futuro |Ψ, t0; t > na mecânica quântica. Sabemos que na mecânica clássica

basta resolver a equação de Euler-Lagrange, mas na mecânica quântica, segundo Dirac,

é impossível obter uma equação diferencial análoga a de Euler-Lagrange [10]. E como se

dá essa evolução do estado ket na mecânica quântica? A resposta não poderia ser outra

senão através de um operador atuando no estado ket inicial. E quem seria esse operador?

O Operador de Evolução Temporal U(t, t0), de forma que:

|Ψ, t0; t >= U(t, t0)|Ψ, t0 > . (3.1)

O operador de evolução temporal tem algumas propriedades [19] importantes que são:

1) Unitariedade: o operador de evolução temporal é unitário. De forma que temos:

U†(t, t0)U(t, t0) = 1. (3.2)
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A importância dessa propriedade está no fato de conservar a condição de normalização

de um estado ket, devendo um estado ket que estava normalizado em t = t0 permanecer

nornalizado num tempo futuro t > t0.

2) Composição: o operador de evolução temporal obedece a lei da composição, assim:

U(t2, t0) = U(t2, t1)U(t1, t0), para t2 > t1 > t0. (3.3)

Esta propriedade nos diz que para obtermos a evolução temporal de um estado ket inicial

|Ψ, t0 > para um estado ket |Ψ, t0; t2 > basta aplicar o operador de evolução temporal

duas vezes, primeiro para obter o estado ket |Ψ, t0; t1 > e novamente para obter o estado

ket |Ψ, t0; t2 >.

3) In�nitesimal : o operador de evolução temporal pode ser representado de forma

in�nitesimal, tal que:

|Ψ, t0; t0 + dt >= U(t0 + dt, t0)|Ψ, t0 > . (3.4)

Podemos ver��car como uma importante consequência dessa propriedade que no limite

em que dt→ 0, o operador de evolução temporal se transforma numa matriz identidade,

ou seja, operador unitário, tal que:

lim
dt→0

U(t0 + dt, t0) = 1. (3.5)

Agora que já sabemos quais as propriedades do operador de evolução temporal pode-

mos nos perguntar como calcular esse operador. Bem, partindo da equação de Schrödinger

num estado estacionário onde temos um operador hamiltoniano Ĥ independente do tempo,

que atuando no estado ket arbitrário nos fornece o valor esperado E da energia do sistema

que permanece constante, tal que:

ih̄
∂

∂t
|Ψ >= Ĥ|Ψ >, (3.6)

com Ĥ = − h̄2

2m
∂2

∂x2 + V (x).

Para resolvermos a equação diferencial (3.6) podemos utilizar uma técnica bastante

conhecida dos físicos, a técnica da separação de variáveis [20], onde fazemos Ψ(x, t) =

φ(t)ψ(x), ou seja, a função de onda aqui aparece como um produto de duas soluções φ(t),

que depende só do tempo, e ψ(x), que depende apenas da posição. Agora substituindo
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Ψ(x, t) = φ(t)ψ(x) na equação (3.6), temos que:

ih̄ψ
dφ

dt
= − h̄2

2m

d2ψ

dx2
φ+ V (x)ψφ (3.7)

agora dividindo ambos os lados da igualdade por Ψ(x, t) = φ(t)ψ(x), temos:

ih̄
1

φ

dφ

dt
= − h̄2

2m

d2ψ

dx2

1

ψ
+ V (x) (3.8)

entretanto essa última igualdade só pode ser verdadeira se os dois lados da igualdade

forem constantes. Assumindo como verdadeira a igualdade, chamaremos essa constante

de separação de variáveis de E, logo temos para a parte que depende do tempo a seguinte

equação [18]:

ih̄
1

φ

dφ

dt
= E (3.9)

dφ

φ
= − i

h̄
Edt (3.10)∫ dφ

φ
= − i

h̄
E
∫
dt (3.11)

lnφ = − i
h̄
Et (3.12)

φ(t) = exp[− i
h̄
Et] (3.13)

onde por simplicidade optamos por fazer t0 = 0 e omitimos a constante arbitrária que

surge na última equação, uma vez que pode ser absorvida pela parte independente do

tempo na equação (3.6).

A constante E é a energia total do sistema, que surge como um autovalor do operador

hamiltoniano Ĥ aplicado nos autokets de energia, permanecendo inalterada no caso esta-

cionário. Podemos então escrever a equação (3.6) em termos dos operadores Ĥ e U(t, t0),

tal que:

ih̄
∂

∂t
U(t, t0) = ĤU(t, t0), (3.14)

onde U(t, t0) = exp[− i
h̄
Ĥ(t− t0)] é o Operador de Evolução Temporal.

Agora, se multiplicarmos a equação (3.14) por |Ψ, t0 > pelo lado direito nos dois lados

da igualdade [21], obtemos:

ih̄
∂

∂t
U(t, t0)|Ψ, t0 >= ĤU(t, t0)|Ψ, t0 >, (3.15)

mas veja que |Ψ, t0 > é o estado ket inicial para t = t0, então com a atuação do operador
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de evolução temporal neste estado ket, temos:

ih̄
∂

∂t
|Ψ, t0; t >= Ĥ|Ψ, t0; t >, (3.16)

que é a equação de Schrödinger dependente do tempo para um estado ket arbitrário.

A equação (3.14) pode ser demonstrada fazendo-se uma expansão em série in�nita[22]

do operador de evolução temporal, tal que:

Sabendo que

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+ . . .

Então temos para

U(t, t0) = e−
i
h̄
Ĥ(t−t0)

que:

U(t, t0) = 1− iĤ
h̄

(t− t0) +

(−i)2

2

(
Ĥ(t− t0)

h̄

)2
+ . . . (3.17)

Agora tomando a derivada temporal[8] de U(t, t0) = e−
i
h̄
Ĥ(t−t0) temos que:

∂

∂t

[
e−

i
h̄
Ĥ(t−t0)

]
= −iĤ

h̄
+

(−i)2

(
Ĥ

h̄

)2

(t− t0)

+ . . . (3.18)

agora multiplicando os dois lados da igualdade por ih̄, temos:

ih̄
∂

∂t

[
e−

i
h̄
Ĥ(t−t0)

]
= Ĥ

[
1− iĤ(t− t0)

h̄

]
+ . . . (3.19)

assim, substituindo U(t, t0) que agora aparece nas duas formas, exponencial e expandido,

temos:

ih̄
∂

∂t
U(t, t0) = ĤU(t, t0) (3.20)

que é exatamente a equação (3.14).

Quando um operador Â comuta com o operador hamiltoniano Ĥ, de forma que os

autokets de Â são também autokets de Ĥ, chamados de autokets de energia, cujos auto-

valores são denotados por Ea′ :

Ĥ|a′ >= Ea′ |a
′
> (3.21)

Podemos expandir o operador de evolução temporal U(t, t0) em termos dos autokets

|a′ >, através do emprego do operador de projeção[21], dado por |a′ >< a
′| que obedece
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a relação de completeza da mecânica quântica. Portanto tomando t0 = 0, temos que:

exp

(
−iĤt

h̄

)
=
∑
a′

∑
a′′
|a′′ >< a

′′ | exp

(
−iĤt

h̄

)
|a′ >< a

′ |

exp

(
−iĤt

h̄

)
=
∑
a′

∑
a′′
|a′′ >< a

′′ | exp
(
−iEa

′ t

h̄

)
|a′ >< a

′ |

exp

(
−iĤt

h̄

)
=
∑
a′

∑
a′′

exp
(
−iEa

′ t

h̄

)
|a′′ >< a

′′ |a′ >< a
′ |

onde < a
′′|a′ >= δa′a′′ , assim:

exp

(
−iĤt

h̄

)
=
∑
a′

exp

(
−iĤt

h̄

)
|a′ >< a

′| (3.22)

O operador de evolução temporal escrito dessa forma nos permite resolver qualquer

problema de valor inicial, uma vez que a expansão do ket inicial em termos de |a′ > é

conhecida. Exemplo: Suponha que a expansão do ket inicial seja

|Ψ, t0 = 0 >=
∑
a′
|a′ >< a

′ |Ψ, t0 >=
∑
a′
ca′ |a

′
> (3.23)

ou ainda,

|Ψ, t0 = 0; t >= exp

(
−iĤt

h̄

)
|Ψ, t0 = 0 >

|Ψ, t0 = 0; t >=
∑
a′

exp

(
−iĤt

h̄

)
|a′ >< a

′|Ψ, t0 >

|Ψ, t0 = 0; t >=
∑
a′

∑
a′′

exp
(
−iEa

′′ t

h̄

)
|a′′ >< a

′′ |a′ >< a
′|Ψ, t0 >

|Ψ, t0 = 0; t >=
∑
a′
ca′ (t)|a

′
> . (3.24)

Neste caso, observamos que o coe�ciente de expansão varia com o tempo, tal que:

aa′ (t) = ca′ (t = 0) exp
(
−iEa

′ t

h̄

)
, (3.25)

com seu módulo inalterado. Note que as fases relativas entre as várias componentes variam

com o tempo porque as frequências de oscilações, Ea′/h̄, são diferentes.

Quando o estado inicial é um dos {|a′ >}, ou seja, temos |Ψ, t0 = 0 >= |a′ >, podemos

escrever para tempos futuros que:

|Ψ = a
′
, t0 = 0; t >= |a′ > exp

(
−iEa

′ t

h̄

)
. (3.26)
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Quando o operador hamiltoniano depende do tempo, mas comuta entre si para tempos

distintos, ou seja, Ĥ(t) comuta com Ĥ(t
′
), o operador de evolução temporal[23] pode ser

escrito como:

U(t, t0) = exp
[
− i
h̄

∫ t

t0
dt
′
Ĥ(t

′
)
]
. (3.27)

Quando o operador hamiltoniano depende do tempo, mas, ao contrário do caso an-

terior, não comuta entre si em tempos distintos, escreveremos o operador de evolução

temporal com uma série, tal que:

U(t, t0) = 1 +
∑
n

(
− i
h̄

)n ∫ t

t0
dt1

∫ t1

t0
dt2 . . .

∫ tn−1

t0
dtnĤ(t1)Ĥ(t2) . . . Ĥ(tn), (3.28)

que é chamada de série de Dyson[21], em homenagem ao seu criador.

Agora voltando ao caso do operador hamiltoniano Ĥ independente do tempo, podemos

calcular U(t, t0) em termos dos autokets de Ĥ, tal que:

U(t, t0 = 0) =
∑
|a′′ >< a

′′ |e−
iĤt
h̄ |a′ >< a

′| (3.29)

neste caso o espectro é discreto (autokets de energia). E como,

< a
′′ |e−

iĤt
h̄ |a′ >= δa′′a′e

−
iE
a
′ t

h̄ (3.30)

temos então, que:

U(t, t0 = 0) =
∑

e−
iE
a
′ t

h̄ |a′ >< a
′ | (3.31)

Considerando-se agora o espaço de con�gurações onde temos ~q ≡ (q1, q2, . . . , qj), sendo

j o número de graus de liberdade do sistema, podemos descrever o estado inicial como

|~q0 >. Com isso a probabilidade de encontrarmos uma partícula no estado |~q > será dada

por:

P (~q, ~q0; t) = | < ~q|U(t, t0)|~q0 > |2 = |K(~q, ~q0; t)|2 (3.32)

onde,

K(~q, t; ~q0, 0) =< ~q|U(t, t0)|~q0 > (3.33)

De�nido dessa forma, veremos mais adiante que o kernel (núcleo) K é um propagador[21]

do sistema, passando-o do estado inicial |~q0 > no instante t0 para o estado posterior |~q >
no instante posterior t > t0, logo percebe-se que o kernel (núcleo) K representa uma

amplitude de probabilidade para o estado ket inicial |~q0 > avançar ao estado ket posterior

|~q >. Podemos também representar o kernel (núcleo) K em termos dos autokets |a′ >,
basta que tomemos o operador de evolução temporal da equação (3.31) substituindo-o na
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equação (3.33), o que nos dá:

K(~q, t; ~q0, 0) =
∑
n

Ψa′ (~q)Ψ
∗(~q0)e−

iE
a
′ t

h̄ (3.34)

onde temos que:

Ψa′ (~q) =< ~q|a′ > (3.35)

3.2 O propagador na mecânica quântica

3.2.1 A origem do propagador

Como vimos na seção anterior podemos solucionar o problena da evolução temporal

do sistema com um operador hamiltoniano Ĥ independente do tempo através da expansão

do estado ket inicial em termos dos autokets de um operador Â que comute com Ĥ, de

modo que:

|Ψ, t0; t >= exp

[
−iĤ(t− t0)

h̄

]
|Ψ, t0 >

|Ψ, t0; t >= |a′ >< a
′ |Ψ, t0 > exp

[
−iEa

′ (t− t0)

h̄

]
, (3.36)

multiplicando ambos os lados da igualdade, pela esquerda, por < x
′| temos:

< x
′|Ψ, t0; t >=

∑
a′
< x

′|a′ >< a
′|Ψ, t0 > exp

[
−iEa

′ (t− t0)

h̄

]
, (3.37)

que pode ser expresso por:

Ψ(x
′
, t) =

′∑
a

c
′

a(t0)u
′

a(x
′
) exp

[
−iEa

′ (t− t0)

h̄

]
, (3.38)

com

u
′

a(x
′
) =< x

′ |a′ >,

sendo a autofunção de Â com autovalor a
′
.

Podemos ainda calcular os coe�cientes de expansão ca′ , tal que:

< a
′ |Ψ, t0 >=

∫
dx
′
< a

′ |x′ >< x
′|Ψ, t0 >, (3.39)

onde < a
′|Ψ, t0 >= ca′ , tal que:

ca′ (t0) =
∫
dx
′
u∗a′ (x

′
)Ψ(x

′
, t0). (3.40)
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Agora, podemos calcular a equação (3.37) utilizando a equação (3.39), onde veremos

que aparece um operador na forma de uma integral atuando na função de onda inicial ou

ket inicial, tal que:

Ψ(x
′′
, t) =

′∑
a

< x
′′ |a′ >

(∫
dx
′
< a

′|x′ >< x
′|Ψ, t0 >

)
exp

[
−iEa

′ (t− t0)

h̄

]

Ψ(x
′′
, t) =

∫
dx
′
′∑
a

< x
′′ |a′ >< a

′|x′ > exp

[
−iEa

′ (t− t0)

h̄

]
< x

′ |Ψ, t0 >

Ψ(x
′′
, t) =

∫
dx
′


′∑
a

< x
′′|a′ >< a

′|x′ > exp

[
−iEa

′ (t− t0)

h̄

]Ψ(x
′
, t0)

onde podemos reescrever como,

Ψ(x
′′
, t) =

∫
dx
′
K(x

′′
, t;x

′
, t0)Ψ(x

′
, t0), (3.41)

vemos aqui que o kernel K surge, naturalmente, como o núcleo do operador integral,

sendo o referido núcleo o nosso propagador quântico, que é dado por:

K(x
′′
, t;x

′
, t0) =

∑
a′
< x

′′ |a′ >< a
′ |x′ > exp

[
−iEa

′ (t− t0)

h̄

]
(3.42)

3.2.2 Propriedades do propagador

O propagador apresenta algumas características importantes das quais discutiremos

abaixo:

• Para um instante t > t0,K(x
′′
, t;x

′
, t0) satisfaz a equação de Schrödinger dependente

do tempo nas variáveis x
′′
e t, com x

′
e t0 �xos.

Demonstração: A partir da equação (3.42),

K(x
′′
, t : x

′
, t0) =

∑
a′
|a′ >< a

′|x′ > exp

[
−iEa

′ (t− t0)

h̄

]
(3.43)

que pode ser escrita como,

K(x
′′
, t : x

′
, t0) =

∑
a′

{
exp

[
iEa′ t0
h̄

]
u∗a′ (x

′
)
}

exp
[
−iEa

′ t

h̄

]
u∗a′ (x

′′
)

K(x
′′
, t : x

′
, t0) =

∑
a′
u∗a′ (x

′
, t0)ua′ (x

′′
, t) (3.44)

como ua′ (x
′′
, t) satisfaz a equação de onda de Schrödinger, uma combinação linear, desde

que x
′

e t0 sejam �xos, também satisfaz. Potanto, K também satisfaz essa equação de

onda.
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• O limite de K(x
′′
, t : x

′
, t0) quando t→ t0 será:

lim
t→t0

K(x
′′
, t;x

′
, t0) = δ3(x

′′ − x′)

Demonstração: Usando a relação de completeza da mecânica quântica para os autokets

|a′ > na equação

K(x
′′
, t;x

′
, t0) =

∑
a′
< x

′′ |a′ >< a
′ |x′ > exp

[
−iEa

′ (t− t0)

h̄

]

reduzimos a

K(x
′′
, t;x

′
, t0) =

∑
a′
< x

′′ |x′ > exp

[
−iEa

′ (t− t0)

h̄

]

e agora usando a propriedade ortogonal dos {|x′ >}, temos:

K(x
′′
, t;x

′
, t0) = δ3(x

′′ − x′) exp

[
−iEa

′ (t− t0)

h̄

]
(3.45)

agora tomando o limite quando t→ t0 tem-se:

lim
t→t0

K(x
′′
, t;x

′
, t0) = δ3(x

′′ − x′). (3.46)

Devido a essas duas propriedades o propagador, quando considerado como função

de x
′′
é simplesmente a função de onda, no instante t, de uma partícula que estava

precisamente localizada no ponto x
′
num instante inicial t0. De fato, esta interpretação

segue da observação que a equação (3.42) também pode ser escrita como:

K(x
′′
, t;x

′
, t0) =< x

′′ | exp

[
−iEa

′ (t− t0)

h̄

]
|x′ >, (3.47)

onde o operador de evolução temporal atuando sobre |x′ > é justamente o estado ket no

instante t de um sistema que estava localizado em x
′
no instante inicial t0 < t.

Se quisermos resolver um problema mais geral onde a função de onda não está loca-

lizada, mas distribui-se numa determinada região �nita, devemos multiplicar a função de

onda Ψ(x
′
, t
′
) pelo propagador K(x

′′
, t;x

′
, t0) e integrar sobre todo o espaço de x

′
, tal que:

Ψ(x
′′
, t) =

∫
d3x

′
K(x

′′
, t;x

′
, t0)Ψ(x

′
, t0) (3.48)
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3.2.3 O propagador como uma função de Green

Nesta seção não discutiremos os métodos de resolução da função de Green ou suas

diversas aplicações na física e na matemática. O que mostraremos aqui será como a função

de Green está relacionada com o propagador em mecânica quântica.

A função de Green[20] surge com a derivação de um potencial eletrostático no interior

de uma região fechada no espaço em termos de seu valor na superfície da região. Daí,

pode-se generalizar o conceito da função de Green para identi�car uma classe de soluções

de equações diferenciais não homogêneas com fontes pontuais.

As soluções das equações diferenciais não homogêneas com outros tipos de fontes

podem ser determinadas uma vez que sejam conhecidas as soluções com fontes pontuais,

com as mesmas condições de contorno impostas a equação original.

Em mecânica ondulatória a evolução temporal de uma frente de onda pode ser deter-

minada uma vez que for conhecida a função de Green independente do tempo que satisfaz

as condições de contorno impostas ao problema.

Se a função de onda é conhecida num particular instante t0 num ponto ~x0 do espaço,

então a função de onda num instante t > t0 num ponto ~x é dada por:

Ψ(~x, t) =
∫
dx0G(~x, t; ~x0, t0)Ψ( ~x0, t0) (3.49)

sendo G(~x, t; ~x0, t0) a função de Green, que nesse caso é chamada de propagador. Observe-

se a semelhanaça da equação (3.48) com a equação (3.49).

A função de Green descreve a in�uência da função em ~x0 no instante t0 sobre a função

em ~x no instante t > t0.

O propagador pode ser considerado como uma função de Green para a equação de

onda dependente do tempo:[
−
(
h̄2

2m

)
∇′′2 + V (x

′′
)− ih̄ ∂

∂t

]
K(x

′′
, t;x

′
, t0) = −ih̄δ3(x

′′ − x′)δ(t− t0) (3.50)

com a condição de contorno,

K(x
′′
, t;x

′
, t0) = 0, t < t0

logo temos que o propagador vai depender do tipo de potencial a qual o sistema será

submetido.
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3.3 O propagador como amplitude de probabilidade

A mecânica quântica difere da mecânica clássica, dentre outros aspectos físicos, pelo

fato de se trabalhar com probabilidades, obviamente que isso está relacionado com os seus

postulados e com o princípio da incerteza de Heisenberg, e portanto não podemos medir

certas quantidades físicas que só existem no plano complexo como a função de onda, que

pode ser entendida como uma representação matemática abstrata do estado do sistema.

Ela somente tem signi�cado no contexto da teoria quântica. A partir da interpretação

estatística de Max Born que quantidades físicas como a função de onda passaram a fazer

sentido no nosso mundo real.

Na representação de Schrödinger da mecânica quântica e, utilizando a notação de

Dirac[17], podemos de�nir a função de onda como o produto interno de um bra < x
′| �xo

com um ket |α, t0; t > que evolui com o tempo, tal que:

Ψα(x
′
, t) =< x

′|α, t0; t >

Podemos também de�ni-la na representação de Heisenberg como o produto interno

de um bra de posição < x
′
, t| movendo no tempo em sentido oposto com um ket |α, t0 >

�xo no tempo, tal que:

Ψα(x
′
, t) =< x

′
, t|α, t0 >

Da mesma forma, podemos de�nir o propagador na mecânica quântica, utilizando a

ideia dos produtos internos e a relação de completeza da teoria quântica, de forma que:

K(x
′′
, t;x

′
, t0) =

∑
a′
< x

′′ |a′ >< a
′ |x′ > exp

[
−iEa

′ (t− t0)

h̄

]

K(x
′′
, t;x

′
, t0) =

∑
a′
< x

′′ | exp
(
−iEa

′ t

h̄

)
|a′ >< a

′| exp
(
iEa′ t0
h̄

)
|x′ >

K(x
′′
, t;x

′
, t0) =< x

′′
, t|x′ , t0 > (3.51)

onde |x′ , t0 > e < x
′′
, t| são, respectivamente, o autoket e o autobra do operador na

representação de Heisenberg.

Na representação de Heisenberg, o produto interno dado por < b
′
, t|a′ > representa

a amplitude de probabilidade de um sistema, inicialmente preparado no estado ket de

um operador Â com autovalor a
′
num instante inicial t0, ser encontrado num instante

posterior t no estado ket do operador B̂ com autovalor b
′
, que se denominou de amplitude

transição para ir do estado ket |a′ > para o estado ket |b′ >.
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Agora podemos buscar uma analogia com a expressão que surge para o propagador,

K(x
′′
, t;x

′
, t0) =< x

′′
, t|x′ , t0 >

onde a diferença entre esse produto interno e o anterior está no fato do instante inicial

t0 = 0, todavia no caso do propagador estamos interessado na diferença t− t0. Portanto,
podemos identi�car < x

′′
, t|x′ , t0 > como sendo a probabilidade da partícula inicialmente

preparada no instante t0 com o autovalor da posição x
′
ser encontrada num instante

posterior t com autovalor da posição x
′′
. Então, em resumo, o propagador K(x

′′
, t;x

′
, t0)

é amplitude de probabilidade para uma partícula ir de um estado localizado num ponto

do espaço-tempo (x
′
, t0) para um outro ponto do espaço-tempo (x

′′
, t).

Uma outra forma de interpretar o propagador para a representação de Heisenberg,

cujo o estado não evolui com o tempo e a base (auto estados do operador) evolui, onde

|x′ , t0 > é um autoket da posição no instante t0 com o seu autovalor x
′
. Como podemos

escolher num instante qualquer os autokets de operador (observável) como kets de base,

então

< x
′′
, t|x′ , t0 >

pode ser considerado uma transformação que faz a conexão entre os dois auto estados

(bases) em tempos distintos.

Usando uma notação mais simétrica para os autokets de posição na representação de

Heisenberg, que formam um conjunto completo em qualquer instante arbitrário. Podemos

de�nir o operador identidade como:∫
d3x

′′ |x′′ , t′′ >< x
′′
, t
′′ | = 1. (3.52)

Agora, podemos usar o operador identidade para escrever a evolução temporal de um

sistema quântico do instante t
′
para o instante t

′′′
. Para isso, podemos dividir o intervalo

(t
′
, t
′′′

) em dois intervalos menores (t
′
, t
′′
) e (t

′′
, t
′′′

). Assim,

< x
′′′
, t
′′′ |x′ , t′ >=

∫
d3x

′′
< x

′′′
, t
′′′ |x′′ , t′′ >< x

′′
, t
′′|x′ , t′ >, (3.53)

com t
′′′
> t

′′
> t

′
.

Esta é a propriedade da composição para a amplitude de transição[21].

Podemos dividir o intervalo de tempo em subintervalos cada vez menores na quanti-
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dade que desejarmos. Logo:

< x, t|x′ , t′ >=
∫
d3x

′′′
∫
d3x

′′
< x

′′′′
, t
′′′′ |x′′′ , t′′′ >< x

′′′
, t
′′′ |x′′ , t′′ >< x

′′
, t
′′ |x′ , t′ >

(3.54)

com t
′′′′
> t

′′′
> t

′′
> t

′
, e assim sucessivamente.

E se de algum modo soubéssemos a forma de < x
′′
, t
′′ |x′ , t′ > para um intervalo de

tempo in�nitesimal t
′

e t
′
+dt, poderíamos obter a amplitude < x

′′
, t
′′ |x′ , t′ > para um

intervalo de tempo �nito compondo amplitudes de transição apropriadas para intervalos

de tempo in�nitesimais de maneira análoga a equação (3.54). E foi exatamente esse o

raciocínio desenvolvido por Richard Feynman que o levou a uma nova formulação para a

mecânica quântica, denominada de Integrais de Caminho de Feynman.
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4 Integrais de caminho de

Feynman

4.1 A origem da Integral de Caminho

A proposta de Feynman surgiu a partir de um artigo de Paul Dirac de 1933, A

Lagrangiana na Mecânica Quântica[11], no qual Dirac mostra que o análogo quântico do

Princípio da Mínima Ação[10] para uma variável dinâmica que evolui entre os tempos T

e t é dado por:

(qt|qT ) =
∫∫

. . .
∫

(qt|qm)dqm(qm|qm−1)dqm−1 . . . (q2|q1)dq1(q1|qT ) (4.1)

onde, na notação utilizada nesse trabalho, (qt|qT ) equivale a < xN , tN |x1, t1 > para os

tempos t = tN e T = t1.

Segunda o artigo de Dirac, considerando-se uma seqûencia de tempos intermediários

entre T e t, tal que:

T < t1, t2 . . . tm−1, tm < t

da qual fazendo-se tj − tj−1 = δt, isto resulta em

(qt+δt|qt) ∼ exp
1

h̄

[
L
(
qt+δt − qt

δt
, qt+δt

)
δt
]

Dirac mostra que L é, de fato, a função lagrangiana, usando o princípio da correspon-

dência de Bohr, pois quando h̄→ 0,∫ t

tm
Ldt+

∫ tm

tm−1

Ldt+ . . .+
∫ t2

t1
Ldt+

∫ t1

T
Ldt =

∫ t

T
Ldt = S,

onde S é a ação clássica do sistema clássico correspondente[10].
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Diante das informações contidas no trabalho de Dirac, Feynman passa a analisar o

emprego da função lagrangiana nas soluções de problemas em sistemas quânticos e chega

a conclusão que não somente

(qt+δt|qt) ∼ exp
1

h̄

[
L
(
qt+δt − qt

δt
, qt+δt

)
δt
]
,

mas na verdade, frequentemente, temos que são iguais, tal que:

(qt+δt|qt) = exp
1

h̄

[
L
(
qt+δt − qt

δt
, qt+δt

)
δt
]

É importante ressaltar que a diferença entre a mecânica clássica e a mecânica quântica

deve-se a associação dos caminhos entre um ponto inicial e um ponto �nal da trajetória de

uma partícula. Enquanto na mecânica clássica esse caminho é único, devido ao princípio

da mínima ação, na mecânica quântica todos os caminhos possíveis são considerados. E

no limite h̄ → 0 a mecânica quântica reverte-se na mecânica clássica. Segundo Stephen

Hawking[24], "Feynman desa�ou o pressuposto clássico básico de que a partícula possui

uma historia particular. Em vez disso, ele propôs que as partículas se deslocassem de um

local para o outro ao longo de todas as trajetórias possíveis no espaço-tempo (...) Contudo,

no dia-a-dia, parece-nos que os objetos seguem uma única trajetória entre sua origem e

seu destino �nal. Isso está de acordo com a idéia das historias múltiplas de Feynman,

porque para objetos grandes, sua regra de atribuir números a cada trajetória, assegura que

todas as trajetórias, exceto uma, anulam-se quando suas contribuições se combinam".

Adotaremos um tratamento unidimensional para a integração funcional e substitui-

remos a notação utilizada no capítulo anterior x
Nvezes
′′′′′...′′′′ por xN . Agora, com esta notação

podemos considerar a amplitude de transição para uma partícula ir do ponto inicial dado

por (x1, t1) ao ponto �nal dado por (xN , tN), em que dividiremos o intervalo total entre

t1 e tN em N − 1 partes iguais (�g. 2), tal que:

tj − tj−1 = δt =
tN − t1
N − 1

onde, explorando a propriedade da composição, temos:

< xN , tN |x1, t1 > =
∫
dxN−1

∫
dxN−2 . . .

∫
dx2 < xN , tN |xN−1, tN−1 >

< xN−1, tN−1|xN−2, tN−2 > . . . < x2, t2|x1, t1 > (4.2)

que é igual ao propagador K(xN , tN ;x1, t1).
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Figura 2: Amplitudes de transição para uma partícula ir de ponto inicial q = q0, num
instante inicial t = 0, a um ponto �nal q = qN−1, num instante �nal t = T , com intervalos
de tempo in�nitesimal δt, onde utilizamos coordenadas generalizadas qi em substituição
as coordenadas xi .

Postulados de Feynman

Lembrando que < xN , tN |x1, t1 > é a amplitude de probabilidade para a partícula ir

de x1 num instante t1 a xN num instante de tempo tN , temos então que:

√
< xN , tN |x1, t1 > é a soma de in�nitas amplitudes parciais, sendo uma para cada

um dos caminhos que sai de (x1, t1) e chega a (xN , tN);
√

A amplitude parcial < xN , tN |x1, t1 >Γ associada a um desses caminhos Γ é determi-

nada da seguinte forma: Seja SΓ a ação clássica calculada ao longo do caminho Γ, tal

que

SΓ =
∫

(Γ)
dtLcl(x, ẋ)

onde Lcl é a lagrangiana clássica. Logo, se < xN , tN |x1, t1 >Γ ∼ exp
(
iSΓ

h̄

)
então,

< xN , tN |x1, t1 > =
∑
Γ

< xN , tN |x1, t1 >Γ ∼
∑
Γ

exp
(
iSΓ

h̄

)

4.2 A relação com a equação de Schrödinger

Em sua tese[10], Feynman estabelece uma expressão genérica para calcular a função

de onda a partir da relação proposta por Dirac que envolve a função lagrangiana de um

sistema clássico correspondente a um determinado sistema quântico. Para tanto, inserindo

uma constante de normalização, A, no limite em que δt se aproxima de zero, com
√
g(q)dq

sendo o elemento de volume no espaço-q, temos que:

Ψ(q
′

t+δt, t+ δt) =
∫

(q
′

t+δt|q
′

t)Ψ(q
′

t, t)
√
g(q

′
t)dq

′

t

=
∫
e
iδt
h̄
L(

q
′
t+δt

−q
′
t

δt
,q
′
t+δt)Ψ(q

′

t, t)

√
gdq

′

A(δt)
(4.3)
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portanto, essa expressão serve para qualquer função de onda como a da equação de Schrö-

dinger, e de fato é equivalente a essa equação se a constante de normalização A(δt), uma

função de δt, for escolhida adequadamente. Para ver como isso acontece, tomamos o caso

mais simples de uma partícula de massammovendo-se em uma dimensão em um campo de

força dado pelo potencial V (x). Assim, a função lagrangiana clássica é L = 1
2
mẋ2−V (x),

onde substituiremos δt→ ε, para ε in�nitesinal, tal que a equação será dada por:

Ψ(x, t+ ε) =
∫
e
iε
h̄
{m

2 (x−2
ε )

2
−V (x)}Ψ(y, t)

dy

A
(4.4)

Agora, substituindo y = η + x na integral, temos:

Ψ(x, t+ ε) =
∫
e
i
h̄
{mη

2

2ε
−εV (x)}Ψ(x+ η, t)

dη

A
(4.5)

Somente os valores de η próximo de zero irão contribuir para a integral, uma vez que, para

ε pequeno, outros valores de η fazem a expoxencial oscilar tão rapidamente que surgiriam

pequenas contribuições para a integral. Somos, portanto, levados a expandir Ψ(x + η, t)

numa série de Taylor em torno de η = 0, obtendo, depois de reorganizar a integral:

Ψ(x, t+ ε) =
e−

iε
h̄
V (x)

A

∫
e
i
h̄
m
2ε
η2

[
Ψ(x, t) + η

∂Ψ(x, t)

∂x
+
η2

2

∂2Ψ(x, t)

∂x2
+ . . .

]
dη. (4.6)

Agora,
∫∞
−∞ e

i
h̄
m
2ε
η2
dη =

√
2πh̄εi
m

(ver Pierces integral tables 487), e fazendo a diferenciação

de ambos os lados com respeito a m, pode-se mostrar que:

∫ ∞
−∞

η2e
i
h̄
m
2ε
η2

dη =

√
2πh̄εi

m

h̄εi

m
. (4.7)

entretanto, a integral com η no integrando é zero, uma vez que é a integral de uma função

ímpar. Portanto,

Ψ(x, t+ ε) =

√
2πh̄εi
m

A
.e−

iε
h̄
V (x)

{
Ψ(x, t) +

h̄εi

m

∂2Ψ

∂x2
+ O(ε2)

}
(4.8)

analisando a equação (4.8) veri�ca-se que quando ε→ 0 devemos ter Ψ(x, t+ε)→ Ψ(x, t),

mas para que isso seja verdade devemos ter A(ε) =
√

2πh̄εi
m

. Isso deve-se ao fato de que a

medida de integração no espaço complexo das trajetórias possíveis para a partícula não é

positivo-de�nida.

Expandindo-se ambos os lados da equação (4.8) em termos de potência de ε em

primeira ordem, encontramos:

Ψ(x, t) + ε
∂Ψ(x, t)

∂t
= Ψ(x, t)− iε

h̄
V (x)Ψ(x, t) +

h̄iε

2m

∂2Ψ(x, t)

∂x2
, (4.9)
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e portanto,

− h̄
i

∂Ψ

∂t
= − h̄2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ V (x)Ψ (4.10)

que é a equação de Schrödinger para o sistema em questão.

4.3 Analogia com a Integral de Riemann

Sabemos que na mecânica clássica o que importa é o particular valor da trajetória

num extremo (mínimo) que contribui para a ação clássica, agora a ideia é somar todas as

contribuições de cada trajetória que contribui para a amplitude total de probabilidades

para uma partícula ir de um ponto x0 ao ponto xN . Cada trajetória particular apresenta

uma fase de contribuição que é a ação S própria a essa trajetória, dada em unidades de

quantum de ação h̄.

K(b, a) =
∑

traj. a→b
φ[x(t)] (4.11)

A contribuição de uma trajetória que possui uma fase proporcional à ação S é dada por

φ[x(t)] = A exp {iS[x(t)]/h̄}, onde esta ação é a do sistema clássico correspondente. Aqui

vemos que surge uma constante A que será calculada de forma que se possa normalizar

K(b, a).

Em seu livro sobre Integrais de Caminho[15], Feynman parte da de�nição da Integral

de Riemann, conforme ilustração abaixo (�g. 2), onde uma área A sob uma curva dada

por uma função f(x) é, aproximadamente, a soma de todas as ordenadas da função tal

que

A ∼
∑
i

f(xi),

Figura 3: Integral de Riemann sob uma curva f(x) e sobre o eixo das abcissas x, com
espaçamento h entre xi e xi+1.

onde a soma é calculada sobre o conjunto de pontos {x0, x1, . . . , xi, xi+1, . . .}, e temos
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que (xi+1 − xi) = h. Agora tomando o limite quando h tende a 0 e calculando A para

esse passo h constante, temos que:

A = lim
h→0

(
h
∑
i

f(xi)

)
. (4.12)

Agora, de forma análoga a integral de Riemann podemos de�nir a soma sobre todas

as trajetórias possíveis para uma partícula ir de ponto x0 num instante t0 ao ponto fu-

turo xN num instante futuro tN . Inicialmente tomamos um subconjunto de trajetórias e

dividimos o tempo em subintervalos igualmente espaçados, tal que a diferença entre dois

instantes subsequentes será ε. A cada tempo ti selecionamos especialmente um ponto

xi, e em seguida construímos uma trajetória, interligando todos esses pontos selecionados

através de segmentos de linhas retas. É possível então de�nir uma soma sobre todas as

trajetórias assim construídas, tomando uma integral múltipla sobre todos os valores xi,

com i variando entre 1 e N − 1, de tal forma que

N.ε = tb − ta, ε = ti+1 − t1, t0 = ta, tN = tb, x0 = xa, xN = xb.

A equação será

K(b, a) ∼
∫∫

. . .
∫
φ[x(t)]dx1dx2 . . . dxN−1. (4.13)

Os extremos x0 e xN não fazem parte da soma, por se tratarem das extremidades �xas

xa e xb.

Agora analisando o caso em que a lagrangiana é dada por L = 1
2
mẋ2 − V (x).

Como já vimos na seção 4.2 o fator de normalização para este caso será A−N , onde

A = (2πih̄ε/m)1/2. Então, podemos escrever:

K(b, a) = lim
ε→0

1

A

∫∫
. . .
∫

exp [(iS [b, a]) /h̄]
dx1

A

dx2

A
. . .

dxN−1

A
, (4.14)

onde a ação S[b, a] =
∫ tb
ta
L(ẋ, x, t)dt ao longo do caminho dado pelos pontos xi é a integral

de linha executada sobre a trajetória poligonal composta pelos segmentos de reta que

conectam todas os pontos xi. A �gura 3 ilustra o limite dado na equação (4.14).

Também podemos escrever a soma sobre todas as trajetórias, agora usando uma

notação mais compacta, tal que,

K(b, a) =
∫ b

a
exp

{(
i

h̄

)
S[b, a]

}
D[x(t)], (4.15)

que será denominada de kernel(núcleo) da integral de caminho, simpli�cada pela notação
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D[x(t)] que representa a medida de integração adequada, tal que,

D[x(t)] = lim
ε→0

[
1

AN

N−1∏
k=1

dxk

]

A equação (4.15) é conhecida como a Integral de Caminho de Feynman[15].

Figura 4: A soma sobre todos os caminhos é de�nido como um limite, em que a princípio
o caminho é especi�cado, dado apenas pela sua coordenada x num número grande de
tempos especi�cados separados por intervalos muito pequenos ε. A soma dos caminhos é,
então, uma integral sobre todas essas coordenadas especí�cas.

4.4 As regras para dois eventos sucessivos

Para dois eventos em sucessão, analisaremos o caso de um ponto xc, dado num instante

tc, localizado entre os pontos xa e xb, em que a ação para o cálculo da trajetória será

determinada pela soma das ações dos dois eventos ocorridos entre o instante inicial ta e o

instante �nal tb, tal que:

S[b, a] = S[b, c] + S[c, a] (4.16)

Agora substituindo a equação (4.16) na equação (4.15), podemos escrever o propaga-

dor (kernel) como:

K(b, a) =
∫

exp
{(

i

h̄

)
S[b, c] +

(
i

h̄

)
S[c, a]

}
Dx(t). (4.17)

portanto, a trajetória inicial pode ser dividida em duas partes, sendo que a primeira parte

terá como extremidades os pontos xa e xc, enquanto a segunda terá como extremidades

os pontos xc e xb. Para obtermos a amplitude total devemos integrar sobre todos os

caminhos(trajetórias) de a para c e em seguida de c para b, e �nalmente integrar sobre

todos os valores possíveis de xc, num instante tc.

Assim teremos a amplitude total calculada entre os instantes ta e tb, passando pelo
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instante tc. Podemos representar o propagador[15] por:

K(b, a) =
∫
xc
K(b, c)K(c, a)dxc. (4.18)

onde temos que esse resultado pode ser resumido pelas seguintes regras:

1. O propagador para uma partícula ir de um ponto a para um ponto b será dado pela

soma de todas as amplitudes de probabilidade de a para c e de c para b, sobre todos os

valores possíveis de xc;

2. A amplitude de probabilidade total para a partícula ir de a para c e em seguida de c

para b será obtida multiplicando-se o propagador de a para c, K(c, a), pelo progagador

de c para b, K(b, c). A �gura 3, ilustra as trajetórias para dois eventos sucessivos.

Figura 5: Amplitudes de probabilidades para dois eventos sucessivos partindo de um
ponto a para um ponto intermediário c, em seguida para o ponto b.

4.5 As regras para vários eventos sucessivos

Agora que sabemos quais as regras para dois eventos sucessivos podemos veri�car

quais são as regras para N eventos sucessivos. Para tanto será necessário ampliarmos o

conceito que vimos na seção anterior.

Iniciaremos buscando um expressão para o propagador de uma partícula que vai de

um ponto a para um ponto b, mas agora passa por dois pontos intermediários, primeiro c,

e em seguida d. Logo, pelo que vimos na seção anterior, temos que esse propagador será

dado por:

K(b, a) =
∫
xc

∫
xd

K(b, d)K(d, c)K(c, a)dxcdxd. (4.19)

Observe-se que a partícula, inicialmente, vai de a para c, depois de c para d e por

último vai de d para b, integrando-se sobre todos os valores de xc e xd.

Para estendermos para N eventos, basta inserir N − 1 intervalos, entre os pontos
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inicial a e �nal b, no qual teríamos para o propagador a seguinte expressão:

K(b, a) =
∫
x1

∫
x2

∫
xN−1

K(b,N − 1)K(N − 1, N − 2) . . . K(1, a)dx1dx2 . . . dxN−1, (4.20)

onde veri�camos que as amplitudes para eventos que ocorrem em sucessão com a evolu-

ção temporal multiplicam-se, sendo portanto, uma extensão das regras para dois eventos

sucessivos.
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5 O Oscilador Harmônico

Utilizaremos aqui os resultados obtidos por Hagen Kleinert[23] na solução do Oscilador

Harmônico por Integrais de Caminho de Feynman.

5.1 Oscilador Harmônico Simples

A lagrangiana para o Oscilador Harmônico em uma dimensão é dada por:

L(x, ẋ) =
1

2
µẋ2 − 1

2
µω2x2. (5.1)

Da equação de Euler-Lagrange, temos:

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
= 0 ⇒ ẍ+ ω2x = 0 (5.2)

cuja solução é dada por,

x(t) = Acosωt+Bsenωt. (5.3)

Aplicando as condições de contorno, t = 0 e t = T,

x(t = 0) = x0 = A (5.4)

x(t = T ) = xT = x0cosωT +BsenωT

⇒ B =
xT − x0cosωT

senωT
. (5.5)

Assim,

x(t) =
xT senωt+ x0senω(T − t)

senωT
(5.6)

ẋ(t) =
xTωcosωt− x0ωcosω(T − t)

senωT
(5.7)
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Então,

Scl =
∫ T

0
dtL(x, ẋ) =

∫ T

0
dt
(

1

2
µẋ2 − 1

2
µω2x2

)

=
∫ T

0
dt

[
1

2
µ
d

dt
(xẋ)− 1

2
µxẍ− 1

2
µω2x2

]

= −1

2
µ
∫ T

0
dtx[ẍ+ ω2x] +

µ

2
xẋ|T0 (5.8)

mas ẍ+ ω2x = 0, logo:

=
µ

2
[x(T )ẋ(T )− x(0)ẋ(0)]

=
µ

2

[
xTω

senωT
(xT cosωT − x0)− x0ω

senωT
(xT − x0cosωT )

]

=
µω

2senωT
[(x2

T + x2
0)cosωT − 2x0xT ] (5.9)

O fator de �utuação é de�nido pela parte �utuante da ação,

S(fl)[X] =
∫ T0

0
dt
µ

2
(Ẋ2 − ω2X2) (5.10)

e o cálculo explícito é dado pelas múltiplas integrais de caminho, com N aproximações de

in�nitesimal de dimensão ε. Então,

φN(T ) =

√
µ

2πih̄ε

N∏
j=1

[∫ ∞
−∞

√
µ

2πih̄ε
dXj

]
exp

 ih̄ µ2 ε
N+1∑
j,k=0

Xj[−∂(ε)∂
(ε) − ω2]jkXk

 (5.11)

Aqui usamos os operadores ∂(ε) e ∂
(ε)

de�nidos por

∂(ε)x(t) ≡ 1

ε
[x(t+ ε)− x(t)] (5.12)

∂
(ε)
x(t) ≡ 1

ε
[x(t)− x(t− ε)] (5.13)

no limite contínuo, temos:

lim
ε→0

∂(ε)x(t), ∂
(ε)
x(t)→ ∂t. (5.14)

Então, se esses operadores atuam como funções diferenciáveis

∂(ε)xj ≡
1

ε
(xj+1 − xj) 0 ≤ j ≤ N (5.15)
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∂
(ε)
xj ≡

1

ε
(xj − xj−1) 1 ≤ j ≤ N + 1 (5.16)

Em particular, eles satisfazem a regra de soma por parte, que é análoga a integração

por partes,

ε
N+1∑
j=1

pj∂
(ε)
xj = pjxj|N+1

0 − ε
N∑
j=0

(
∂(ε)pj

)
xj. (5.17)

Assim, temos alguns casos úteis:

1· Se xN+1 = x0 = 0, temos

N+1∑
j=1

pj∂
(ε)
xj = −

N∑
j=0

(
∂(ε)pj

)
xj.

2· Se p0 = pN+1 e x0 = xN+1, temos

N+1∑
j=1

pj∂
(ε)
xj = −

N+1∑
j=1

(
∂(ε)pj

)
xj.

Para funções cujos pontos extremos se anulam, dessas relações anteriores temos,

N+1∑
j=1

(
∂

(ε)
xj

)2

=
N+1∑
j=1

(
∂(ε)xj

)2
= −

N∑
j=0

xj∂
(ε)∂

(ε)
xj. (5.18)

que podem ser apresentados como uma matriz-padrão

−
N∑
j=0

xj∂
(ε)∂

(ε)
xj = −

N∑
j,k=0

xj(∂
(ε)∂

(ε)
)xk

em que a matriz (N + 1)x(N + 1), com ∂(ε)∂
(ε)
, simétrica, é dada por

∂(ε)∂
(ε)

= ∂
(ε)
∂(ε) =

1

ε2



2 −1 0 . . . . . . . . . 0

−1 2 −1 . . . . . . . . . 0

0 −1 2 . . . . . . . . . 0
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

0 . . . . . . . . . 2 −1 0

0 . . . . . . . . . −1 2 −1

0 . . . . . . . . . 0 −1 2



(5.19)

Essa é obviamente a versão da derivada ∂2
t no limite contínuo. Usando as componentes



5.1 Oscilador Harmônico Simples 47

da expansão da integral de Fourier, em que usamos a decomposição,

x(t) =
∫ ∞
−∞

dωe−iωtx(ω), (5.20)

vemos facilmente que as componentes de Fourier são autofunções das derivadas discretas,

i∂(ε)e−iωt = Ωe−iωt (5.21)

i∂
(ε)
e−iωt = Ωe−iωt (5.22)

com os respectivos autovalores,

Ω =
1

ε
(e−iωε − 1) (5.23)

Ω = −1

ε
(eiωε − 1). (5.24)

Está claro que no limite contínuo

lim
ε→0

Ω,Ω→ ω,

isto é, tanto Ω quanto Ω tornam-se autovalores de i∂t. De (5.23) e (5.24) vemos que

Ω = Ω∗, tal que o operador −∂(ε)∂
(ε)

= −∂(ε)
∂(ε) é real e tem valores não negativos,

−∂(ε)∂
(ε)
e−iωt =

1

ε2
[2− 2cosωε]e−iωt (5.25)

ou seja,

[2− 2cosωε] ≥ 0.

Voltemos agora à solução da equação (5.11). Podemos escrever essa equação como,

φN(T ) =

√
µ

2πih̄ε

N∏
n=1

[∫ ∞
−∞

√
µ

2πih̄ε
dan

] N∏
n=1

exp
{
i

h̄

µ

2
(ΩnΩn − ω2)a2

n

}
, (5.26)

em que an são os coe�cientes da expansão de Fourier de X(T ).

Calculando essa integral, temos uma importante distinção para os autovalores,

ΩnΩn − ω2 =
1

ε2

[
2− 2cos

(
πn

T
ε
)]
− ω2, (5.27)

do operador na exponencial do integrando da equação (5.26). Ele poderá ser negativo

para casos em que o intervalo de tempo, T = t− t0, seja su�cientemente grande.

Primeiro, vamos considerar os autovalores inteiramente positivos. A fórmula gaussiana
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nos dá

φN(T ) =

√
µ

2πih̄ε

N∏
n=1

1
√
ε

2
(ΩnΩn − ω2)

, (5.28)

introduzindo uma nova variável para a frequência,
∼
ω, que satisfaz

sen
ε
∼
ω

2
=
εω

2
,

o produto dos autovalores pode ser decomposto em resultados conhecidos para o fator de

�utuação. Assim,

N∏
n=1

1− sen2b

sen2
(

nπ
2(N+1)

)
 =

1

sen2b

sen(2(N + 1)b)

(N + 1)
, (5.29)

naturalmente, usando b = ε
∼
ω
2
, temos

N∏
n=1

ε2(ΩnΩn − ω2) =
N∏
m=1

ε2ΩmΩm

N∏
n=1

[
ε2(ΩnΩn − ω2)

ε2ΩnΩn

]

=
N∏
m=1

ε2ΩmΩm

N∏
n=1

1−
sen2 ε

∼
ω
2

sen2
(

nπ
2(N+1)

)
 . (5.30)

Como resultado, chegamos em

detN(−ε2(∂ε∂
ε − ω2)) =

N∏
n=1

ε2(ΩnΩn − ω2) =
sen

∼
ω T

senε
∼
ω
, (5.31)

e o fator �utuante total será

φN(T ) =

√
µ

2πih̄

√√√√ senε
∼
ω

εsen
∼
ω T

. (5.32)

Esse resultado é válido para autovalores positivos, em particular para o intervalo de tempo

que satisfaz

T = (t− t0) <
π
∼
ω
.

Se o intervalo de tempo T = t− t0 aumentar e �car maior que π
ω
, o menor autovalor

Ω1Ω1 − ω2 se torna negativo e a amplitude resultante carregará um fator de fase extra

e−i
π
2 que será válido até T = t − t0 tornar-se maior que 2π

∼
ω
, em que o segundo autovalor

se torna negativo também e é necessário a introdução de um outro fator de fase e−i
π
2 , e

assim por diante.
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No limite contínuo ε→ 0, o fator de �utuação será então

φN(T ) =

√
µ

2πih̄

√
ω

senωT
. (5.33)

Logo o kernel será:

K(xT , T ;x0, 0) =< xT , T |x0, 0 >= e
i
h̄Sclφ(T )

=

√
µω

2πih̄senωT
exp

{
iµω

2h̄senωT

[(
x2
T + x2

0

)
cosωT − 2x0xT

]}
, (5.34)

que é a expressão da amplitude de evolução temporal para um oscilador harmônico.

Autofunções e Autovalores do Oscilador: para obter os autoestados e autovalores de ener-

gia, precisamos reformular o propagador, equação (5.34), de tal forma que permita uma

comparação direta com a representação espectral do propagador de Feynman dado por

K(x, T ;x
′
, 0) = η(T )

∑
n

ϕn(x)ϕ∗n(x
′
)e−

i
h̄
EnT , (5.35)

em que η(T ) é a função degrau de Heaviside. Se de�nirmos a variável z = e−iωT , podemos

escrever,

senωT =
1

2i

1− z2

z
,

e

cosωT =
1 + z2

2z
.

Além disso, de�nimos ξ0 =
√

µω
h̄
x0 e ξT =

√
µω
h̄
xT .

Assim, expressamos o propagador do oscilador harmônico como:

K(xT , T ;x0, 0) =

√
µ

ω
zπh̄(1− z2)−

1
2 exp

{
1

1− z2

[
2ξ0ξT z − (ξ2

0 + ξ2
T )

(
1 + z2

2

)]}

=

√
µ

ω
zπh̄(1− z2)−

1
2 exp

{
−1

2
(ξ2

0 + ξ2
T )
}

exp

{
2ξ0ξT z − (ξ2

0 + ξ2
T )z2

1− z2

}
,

(5.36)
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em que usamos a identidade

1 + z2

2(1− z2)
=

1

2
+

z2

1− z2
.

Agora vamos considerar a fórmula de Mehler

(1− z2)−
1
2 exp

{
2xyz − (x2 + y2)z2

1− z2

}
=
∞∑
n=0

Hn(x)Hn(y)
zn

2nn!
(|z| < 1). (5.37)

Entretanto, devemos tomar algum cuidado ao usar a equação (5.37) na equação (5.36),

pois |z| = 1 e a fórmula de Mehler requer |z| < 1. Esse problema pode ser solucionado se

adicionarmos uma parte imaginária em ω, nominalmente, se �zermos ω → ω − iε, e após
os cálculos a condição de ε→ 0. Assim, se usarmos a eq. (5.37), a eq. (5.36) terá a forma

K(xT , T ;x0, 0) =

√
µω

πh̄
exp

{
−µω

2h̄

(
x2
T + (x2

0

)} ∞∑
n=0

Hn

(√
µω

h̄
xT

)
Hn

(√
µω

h̄
x0

)
e−iωT(n+ 1

2)

2nn!
,

(5.38)

em que usamos x = ξT =
√

µω
h̄
xT e y = ξ0 =

√
µω
h̄
x0 .

Comparando a eq. (5.38) com a eq. (5.35), a representação espectral, temos:

ϕn(x) =
(

1

2nn!

) 1
2
(
µω

πh̄

) 1
4

e−
µω
2π
x2

Hn

(√
µω

h̄
x
)
, (5.39)

e

En =
(
n+

1

2

)
h̄ω (5.40)

que são os conhecidos resultados para as autofunções (a menos de um fator de fase) e os

autovalores de energia do oscilador harmônico.

5.2 Oscilador Harmônico Forçado

A lagrangiana para o Oscilador Harmônico Forçado de massa µ e frequência ω, é dado

por

L =
1

2
µẋ2 − 1

2
µω2x2 + xf(t), (5.41)

em que f(t) representa uma força externa dependente do tempo que pode ser devida a um

campo externo como por exemplo, o campo elétrico de acoplamento através da interação

de um dipolo a uma partícula carregada.
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Podemos escrever o kernel, utilizando a aproximação semiclássica, como

K(xf , t;xi, 0) =
∫
Dxe

i
h̄
S(x)

De acordo com a equação anterior, podemos obter o kernel para todos os caminhos pos-

síveis começando em xi quando t = 0 e terminando em xf quando t = t. É conveniente

decompor os caminhos em

x(s) = xcl(s) + ξ(s), (5.42)

em que s é uma variável auxiliar temporal, onde o caminho clássico xcl(0) = xi, xcl(t) =

xf e uma parte da �utuação quântica ξ desaparece no contorno, isto é, ξ(0) = ξ(t) = 0.

O caminho clássico tem que satisfazer a equação de movimento

µẍcl + µω2xcl = f(s), (5.43)

que é obtida da lagrangiana.

A ação é dada por

S =
∫ t

0
dtL.

Substituindo a lagrangiana na relação acima

S =
∫ t

0
ds
(
µ

2
ẋ2 − 1

2
µω2x2 + xf(s)

)
,

e usando a equação (5.42)

S =
∫ t

0
ds
(
µ

2
ẋ2
cl −

1

2
µω2x2

cl + xclf(s)
)

+

∫ t

0
ds
(
µẋclξ̇ − µω2xclξ + ξf(s)

)
+

∫ t

0
ds
(
µ

2
ξ̇2 − 1

2
µω2ξ2

)
. (5.44)

Para o nosso caso, de um potencial harmônico, o terceiro termo é independente do

valor de contorno xi e xf assim como condições externas. O segundo termo desaparece

em consequência da expansão em torno do caminho clássico. Isso pode ser visto pela

integração por partes e usando o fato de que xcl é solução da equação de movimento
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clássica,∫ t

0
ds
(
µẋclξ̇ − µω2xclξ + ξf(s)

)
= −

∫ t

0
ds
(
µẍcl + µω2xcl − f(s)

)
ξ = 0 (5.45)

Vamos agora proceder em duas etapas, primeiro determinando a contribuição do ca-

minho clássico e, em seguida, abordando as �utuações quânticas. A solução da equação

de movimento clássica que satisfaz às condições de contorno é dada por

xcl(s) = xf
senωs

senωt
+ xi

senω(t− s)
senωt

+
1

µω

[∫ s

0
dusenω(s− u)f(u)− senωs

senωt

∫ t

0
dusenω(t− u)f(u)

]
(5.46)

em que u também é uma variável auxiliar temporal.

A ideia de avaliar a ação do caminho clássico pode ser simpli�cada por uma integração

por partes

Scl =
∫ t

0
ds
(
µ

2
ẋ2
cl −

1

2
µω2x2

cl + xclf(s)
)

=
µ

2
xclẋcl

∣∣∣∣t
0
−
∫ t

0
ds
(
µ

2
xclẍcl +

1

2
µω2x2

cl − x2
clf(s)

)

=
µ

2
(xf ẋcl(t)− xiẋcl(0)) +

1

2

∫ t

0
dsxcl(s)f(s), (5.47)

em que usamos a equação de movimento clássica para obter a terceira linha. Da solução,

eq. (5.46), temos:

ẋcl(0) = ω
xf − xicosωt

senωt
− 1

µsenωt

∫ t

0
dssenω(t− s)f(s) (5.48)

ẋcl(t) = ω
xfcosωt− xi

senωt
+

1

µsenωt

∫ t

0
dssenωsf(s). (5.49)

Inserindo as velocidades inicial e �nal na eq. (5.47), encontramos a ação clássica

Scl =
µω

2senωt

[(
x2
i + x2

f

)
cosωt− 2xixf

]
+

xf
senωt

∫ t

0
dssenωsf(s) +

xi
senωt

∫ t

0
dssenω(t− s)f(s)−
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1

µωsenωt

∫ t

0
ds
∫ t

0
dusenωusenω(t− s)f(s)f(u), (5.50)

sendo t o tempo necessário para deslocar da posição inicial xi para a posição �nal xf .

Como um segundo passo, temos que calcular a contribuição das �utuações quânticas,

que é determinada pelo terceiro termo da eq. (5.44). Depois de uma integração por partes,

esse termo �ca:

S(2) =
∫ t

0
ds

(
µξ̇2

2
− 1

2
µω2ξ2

)
= −

∫ t

0
ds
µ

2
ξ

(
d2

ds2
+ ω2

)
ξ. (5.51)

Aqui, o número (2) acima de S indica que esse termo corresponde a uma contribuição de

segunda ordem em ξ. É apropriado expandir a �utuação ξ,

ξ(s) =
∞∑
n=1

anξn(s), (5.52)

em autofunções de (
d2

ds2
+ ω2

)
ξn = λnξn (5.53)

com ξn(0) = ξn(t) = 0. Como autofunções de um operador autoadjunto, ξn, são

completos, e podemos também dizer que são ortonormais. Resolvendo a eq. (5.53), temos

para as autofunções

ξn(s) =

√
2

t
sen

(
πn

s

t

)
(5.54)

e os correspondentes autovalores

λn = −
(
πn

t

)2

+ ω2 (5.55)

Devemos enfatizar que a (5.52) não é uma série de Fourier usual, em um intervalo t.

Uma expansão semelhante pode ser usada na forma

ξ(s) =

√
2

t

∞∑
n=1

[
an

(
cos

(
2πn

s

t

)
− 1

)
+ sen

(
2πn

s

t

)]
, (5.56)

que nos garante que as �utuações desaparecem nos contornos. se re�zermos as contas

substituindo por (5.56), vamos observar que no �nal encontramos o mesmo propagador.

A integração sobre as �utuações agora se torna uma integração sobre os coe�cientes

da expansão, an. Inserindo a expansão (5.54) na ação, encontramos

S(2) = −µ
2

∞∑
n=1

λna
2
n =

µ

2

∞∑
n=1

[(
πn

t

)2

− ω2

]
a2
n. (5.57)
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Como esse resultado mostra, a ação clássica é somente um extremo da ação, mas

não necessariamente um mínimo, embora este seja o caso para pequenos intervalos de

tempo t < π
ω
. A existência de pontos conjugados nos tempos Tn = nπ

ω
mostra aqui um

desaparecimento do autovalor λn. A ação é independente de an, o que implica que para

um intervalo de tempo Tn todos os caminhos xcl + anξn com coe�cientes arbitrários an

são soluções da equação de movimento clássica.

Depois da expansão das �utuações em termos das autofunções (5.54), o propagador

tem a forma

K(xf , t;xi, 0) ≈ exp
[
i

h̄
Scl

] ∫ ( ∞∏
n=1

dan

)
exp

[
− i
h̄

µ

2

∞∑
n=1

λna
2
n

]
. (5.58)

Como o determinante de Jacobi é independente da frequência de oscilação, podemos

comparar com a partícula livre. Resolvendo as integrais de �utuação gaussianas, encon-

tramos a relação entre os faotres dos propagadores Kω e K0 do oscilador harmônico e da

partícula livre,
Kωe

− i
h̄
Scl,ω

K0e
− i
h̄
Scl,0

=

√
D0

D
. (5.59)

Aqui introduzimos o determinante da �utuação para o oscilador harmônico

D = det

(
d2

ds2
+ ω2

)
=
∞∏
n=1

λn, (5.60)

e o da partícula livre

D0 = det

(
d2

ds2

)
=
∞∏
n=1

λ0
n. (5.61)

Os autovalores para a partícula livre

λ0
n = −

(
πn

t

)2

são obtidos dos autovalores do oscilador harmônico colocando a frequência ω igual a zero

em (5.55). Usando o fator do propagador de uma partícula livre

K0e
− i
h̄
Scl,0 =

√
µ

2πih̄t
(5.62)

e a equação (5.59), o propagador do oscilador harmônico �ca

K(xf , t;xi, 0) =

√
µ

2πih̄t

√
D0

D
e
i
h̄
Scl,0 . (5.63)

Cada um dos determinantes (5.60) e (5.61) diverge por si só. Entretanto, estamos
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interessados na relação entre eles, que é bem de�nida,

D

D0

=
∞∏
n=1

[
1−

(
ωt

πn

)2
]

=
senωt

ωt

.

Colocando esse resultado em (5.63), temos a forma �nal do propagador do oscilador

harmônico forçado

K(xf , t;xi, 0) =

√
µω

2πih̄senωt
e
i
h̄
Scl

=

√
µω

2πh̄|senωt|
exp

[
i

h̄
Scl − i

(
π

4
+ n

π

2

)]
, (5.64)

com a ação clássica de�nida em (5.50).

O índice de Morse n no fator de fase é dado pela parte inteira de ωt
π
. É interessante

notar que o fator de fase e−in
π
2 em (5.64) implica que:

K
(
xf ,

2π

ω
;xi, 0

)
= K(xf , 0;xi, 0) = −δ(xf − xi),

ou seja, a função de onda depois de um período de oscilação difere da função de onda

original por um fator −1. O oscilador retorna ao seu estado original somente após dois

períodos, sendo portanto parecido com uma partícula de spin 1
2
. Esse efeito pode ser

observado no caso do oscilador harmônico deixando interferir as ondas de dois osciladores

com frequências diferentes.

Esse resultado tem grande importância em muitos problemas avançados, em especial

quando aplicamos em eletrodinâmica quântica, devido ao fato do campo eletromagnético

poder ser representado como um conjunto de osciladores harmônicos forçados.
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6 Conclusões

Analisando os resultados teóricos obtidos na realização deste trabalho, concluimos

que através da formulação das integrais de caminho de Feynman encontramos resultados

conhecidos da mecânica quântica formulada por Schrödinger e Heisenberg. Enquanto que

nas representações de Schrödinger e Heisenberg da mecânica quântica, trabalhamos com

operadores que atuam sobre vetores de estado, na representação da integral de caminho

Feynman trabalharemos apenas com funções. Todavia, as três formulações (Schrödinger,

Heisenberg e Feynman) são equivalentes.

Podemos concluir também que a formulação da mecânica quântica por integrais de

caminho de Feynman é uma representação matemática da teoria quântica, que generaliza

o princípio de Hamilton, também conhecido como princípio da mínima ação, extendendo-

o à mecânica quântica, em que esse formalismo substitui a noção clássica de uma única

trajetória, dado pelo princípio da mínima ação, por um funcional integral, sobre o qual

podemos ter uma in�nidade de trajetórias possíveis para calcular a amplitude de proba-

bilidade do caminho quântico[25].

Durante os cálculos das integrais de caminho nos deparamos com problemas que

apresentaram, em sua formulação, algumas classes de integrais gaussianas, sendo que

este é o maior desa�o na técnica. Na tentativa de solucionar esses problemas buscamos

fazer uma aproximação, através de uma expansão em série de Taylor do potencial V (q, t)

até segunda ordem, tornando-o equivalente ao potencial de um oscilador harmônico.

A integral de caminho de Feynman reproduz a equação de Schrödinger, as equações

do movimento de Heisenberg, e as relações canônicas de comutação e mostra que elas são

compatíveis com a relatividade, mas agora a unicidade da teoria quântica já não é tão

evidente, porém pode-se veri�cá-la alterando variáveis para uma representação canônica.

No caso da mecânica quântica não-relativística, o conhecimento das amplitudes de

probabilidade dadas pelas integrais de caminho são su�cientes na solução dos problemas.
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Entretanto, a grande importância dessa formulação da mecânica quântica aparece na

Teoria Quântica de Campos, onde as funções de Green são as quantidades que buscamos

calcular através de métodos perturbativos e não-perturbativos.

Devido a engenhosidade matemática na solução dos problemas por integrais de ca-

minho de Feynman, geralmente, essa formulação da teoria quântica não é estudada nos

cursos de graduação das universidades brasileiras, onde se faz opção pelas formulações de

Schrödinger e Heisenberg para a mecânica quântica.
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