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RESUMO

Neste trabalho, investigamos os padroes produzidos por um campo magnético externo nas
densidades de correntes dos autoestados de trés tipos de ponto quantico de grafeno (QD).
Os autoestados sao obtidos diagonalizando-se o Hamiltoniano tight-binding. Considera-
mos os casos de um ponto quantico de grafeno quadrado, triangular com borda zig-zag e
triangular com borda armchair. Primeiramente, verificamos como o espectro de energia
desses pontos quanticos de grafeno se comporta na presenca de um campo magnético
externo e analisamos como as geometrias e os tamanhos influenciam nesse resultado. Em
seguida, encontramos a distribuicao das densidades de correntes locais na presenca de um
campo magnético aplicado, para cada geometria citada anteriormente. Por fim, verifi-
camos se existem estados de vortices para essas densidades de correntes e como estes se
relacionam com estados de momento angular, em analogia com o que temos para o caso
de pontos quanticos semicondutores.

Palavras-chave: Grafeno, Pontos quanticos, Voértices, Campo Magnético, Fisica da
matéria condensada.



ABSTRACT

In this work, we investigated the current densities pattern induced by a perpendicular
external magnetic field on eigenstates of three types of graphene quantum dot (QD).
Eingenstates are obtained by numerical diagonalization of the tight-binding Hamiltonian.
We consider graphene quantum dots with square and triangular geometries with zig-
zag armchair edges. First, we obser how the energy spectrum of these quantum dots
behaves in the presence of an external magnetic field and analyze how the geometries and
sizes influence this result. Then we find the distribution of local current densities in the
presence of an applied magnetic field, for each geometry mentioned above. Finally, we
check if there are vortex states for these current densities, and how they relate to angular
momentum states, in analogy to what we have for the case of semiconductor quantum
dots.

Keywords: Graphene. Quantum dots. Vortex. Magnetic Field. Condensed matter
physics.



LISTA DE FIGURAS

(L

Numero de publicagoes sobre grafeno: (a) de 1990 a 2010 e (b) das

principais Universidades brasileiras até Julho de 2013, [8L 9. . . . . . .

p. 16

Representacao das hibridizacoes sp°, sp” e sp , respectivamente, do 4tomo

de carbono [I8[. | . . . . ...

Estrutura cristalina do (a) diamante e do (b) grafite. | . . . . . . . . ..

(a) Fulereno Cgp, (b) ciipula geodésica e (c) projeto do B. Fuller. | . . .

Geometrias de NCPS: (a) armchair, (b) zig-zag, (c) chiral. A estrutura

esquematica de NC desenrolado é mostrada em (d).| . . . . . . ... ..

Imagem utilizando um microscopio eletronico de transmissao de uma

nanoespuma de carbono| . . . . . ... ...

Utilizacao da técnica da clivagem micromecanica para produzir grateno:

(a) coloca-se um tipo especial de fita adesiva em um cristal de grafite,

(b) a fim de se obter algumas camadas de grafeno. Em seguida (c) as

camadas sao pressionadas sobre um substrato (Si0,) e ao remover a fita

(d) algumas camadas ficam no substrato [29]. | . . . . . . ... ... ..

18

[lustracao da adesao dos pelos ceratinados das lagartixas: (a) pelos mi-

crométricos tocando a superficie e (b) ilustracao da forga de van der

Waals-London [26]] . . . . . . .. ...

Filmes de grafeno: (a) Fotografia de uma multicamada de grafeno relati-

vamente grande com espessura ~ 3nm sobre SiO,, (b) imagem de AFM

de uma area de 4 um? proximo da sua borda(SiO, na cor marrom e a

cor laranja esta 3nm acima do Si0,) e (¢) imagem do grafeno obtida por

AFM. Adaptadoda Ref.J6[] . . . . ... .. ... ... ... ... ...




[0

Imagens do experimento: (A) Imagem de micrografia eletronica de um

floco de grafeno sobre o substrato de 51 com os seus furos. Na regiao

I e II, temos um poro parcialmente e totalmente coberto por grateno,

respectivamente, e a regiao Il mostra uma fratura devido a indentacao.

(B) Imagem do poro antes de ocorrer a AFM sobre o floco de grafeno.

A linha continua representa o perfil da altura da linha tracejada, que

possui cerca de 2.5nm. (C) Visao esquematica do procedimento de na-

noindentagao e da membrana de grafeno. (D) Fratura da monocamada

de grafeno apds a realizacao da AFM [35]] . . . . . .. ... ... ...

M1

Transmitancia do grateno. Note que uma tnica camada absorve apenas

2.3% da luz que incide, enquanto que a bicamada absorve aproximada-

mente 4,6%. [36]] . . . . ...

M

Figuras ilustrativas de (a) um biosensor baseado em monocamada de gra-

feno e (b) um nanoporo de grafeno utilizado para fazer o sequenciamento

de uma molécula de DNA, BS[] . . . . ... ... ... ... ... ...

3

(a) Estrutura de rede do grafeno formada por duas sub-redes triangulares

interpenetradas A e B. Os vetores unitarios sao definidos por a; e ds, 0

primeiros vizinhos sao localizados por d; (i = 1,2, 3) e a distancia entre os

atomos de carbono ¢é igual a 1.42 A. (b) Primeira zona de Brillouin. Os

cones de Dirac, aos quais iremos nos reportar logo mais, estao localizados

nos pontos K e K’ [44]| . . .. ... ...

p-31

T4

Regiao circular (verde) de raio R onde os elétrons estao confinados devido

a existencia de uma regiao de massa infinita (atomos azuis e vermelhos)

que é obtida considerando-se um potencial igual a +0.9 (—0.9eV) nos

sitios da sub-rede A (B)] . . . . ... oo oo oo

I

Rede quadrada discreta de ladoa 48| . . . ... .. ... ... ...

p. 32

p-33

M6

(Quatro primeiros vizinhos com os hoppings no calibre de Landau para

um rede quadrada de ladoa.. . . . . . . . ..o

p.34

7

Mapeamento da rede hexagonal em uma rede retangular. Equivaleéncia

topologica: cada sitio possul outros trés primeiros vizinhos, a area das

rede sao iguais a 3v/3a%/2 e os vetores unitarios que geram as sub-redes

sao equivalentes para as duasredes. | . . . . ... ... ... ... ...

p-35



IE

Pocos de potenciais periodicos com largura a representando uma linha

de atomos. Quando o potencial é infinito (vermelho), a probabilidade

|
|
do elétron tunelar e zero, logo, a funcao de onda fica confinada apenas |
|

dentro do poco. Por outro lado, se o poco de potencial for finito (cor azul)

o eletron tera probabilidade nao-nula de tunelar de um poco a outro. | .  p.36

(19

Estrutura da matriz pentadiagonal correspondente ao modelo tight-binding

para uma rede bidimensional-2D. A diagonal principal (linha continua

tes de zero, enquanto que a sub-diagonal pontilhada vermelha possuem

|
|
azul) e a sub-diagonal pontilhada azul possuem todos os termos diferen- |
|
|

termos nao-nulos e zeros de forma intercalada. Todos os outros elementos

fora dessas diagonais sao nulos. Cado bloco representa uma matriz qua- |

drada de ordem [/, o numero de linhas dos sitios da rede. O numero de |

colunas dos sitios da rede, define o nimero de blocos (J). Logo, o nimero |

total de elementos na matriz Hrp em duas dimensoes sera: [ x [ X J x J.| p.38

Relacao de dispersao eletronica do grafeno, entatizando o ponto de Dirac |

T I p. 40

Estrutura de rede dos pontos quanticos de grateno com geometria circular

(a), quadrada (b), triangular armchair (c) e triangular zig-zag pontos

entre ' — C' ¢ igual a 0.142nm. Os atomos das sub-redes sao denotados

quanticos. Os vetores da rede sao representados por @ e b e a distancia |

por circulos azuis e vermelhos. Nz € o numero de atomos de C' em cada

P2

Niveis de energia de um ponto quantico de grafeno circular com R = |

250 nm. As linhas pretas representam os valores computacionais (TBM), |

enquanto que os pontos azuis e vermelhos representam os valores analiticos |

para K e K’ repectivamente. |. . . . . . .. .. ... ... p. 48

P3

Espectro de energia para um ponto quantico de grateno triangular zigzag,

Figl21b). com Ng = 50, em um campo magnético B perpendicular a

denota o quanta de fluxo e é dado por h/e e Nr é o numero de aneis de

|
|
superficie, como tuncao do fluxo ¢ = BA através da superficie A, ¢q |
|
|

carbono em cada lateral. A linha vermelha representa o primeiro nivel

de Landau.| . . ... .. ... ... p-49




22!

Niveis de energia para um ponto quantico de grafeno triangular zigzag,

estrutura da Fig|21{(d), enfatizando a regiao onde ocorre um cruzamento.

Os vértices para os estados de (a) a (f), bem como as densidades de

probabilidade eletronica, sao ilustrados nas Figs. 27 e[28]| . . . . . . ..

p. 50

25

Espectro de energia para pontos quanticos de grateno circular com raio

igual (a) 48nm, (b) 5lnm e (¢) 56 nm; pontos quanticos de grafeno

tringular zig-zag com (d) 45, (e) 50 e (f) 55 aneis de carbono em seus

lados; ponto quantico de grafeno quadrado com (g) 30, (h) 35 e (i) 40

aneis de carbono na lateral; pontos quanticos de grateno tringular arm-

chair com: (a)30, (b) 36 e (c¢) 42 aneis de carbono em seus lados. | . . .

26

Nivels de energia para um ponto quantico de grafeno triangular z1¢zag,

estrutura da Figf21{(b), enfatizando a regiao onde ocorre um anticruza-

mento. Os vortices para os estados de (a) a (f) bem como as densidades

de probabilidade eletronica, estao ilustrados nas Figs. [29]e |30} respecti-

vamente.| . . ... L. L e e e

27

Vortices em um ponto quantico de grafeno triangular zigzag, estrutura

da Figl21{d). As funcoes de ondas correspondente as energias de (a) a

(f) da Figf24| foram usadas para gerar estes graficos|. . . . . . . . . ..

R

Densidade de probabilidade eletronica para um ponto quantico de grateno

triangular zigzag. estrutura da Figl21|(b). As funcoes de ondas correspon-

dente as energias de (a) a (f) da Figl32| foram usadas para gerar estes

graficos. Alta (baixa) densidade é representada por regioes na cor azul

(vermelho)| . . . ..

[29

Vortices em um ponto quantico de grafeno triangular z:zgzag, estrutura

da Figf21{(b). As funcoes de ondas correspondente as energias de (a) a

(f) da Figl26| foram usadas para gerar estes graficos.. . . . . . . . . ..

[30

Densidade de probabilidade eletronica para um ponto quantico de grafeno

triangular zigzag. As funcoes de ondas correspondente as energias de (a)

a (f) da Figl26| foram usadas para gerar estes graficos. Alta (baixa)

densidade é representada por regioes na cor azul (vermelho).| . . . . . .




BI

Espectro de energia para um ponto quantico de grateno quadrado, estru-

tura da Figl21fc), com Nr = 35, em um campo magnético B perpendi-

cular a superficie, como funcao do fluxo ¢ = BA através da superficie A,

¢o denota o quanta de fluxo dado por h/e e N é o numero de aneis de

carbono em cada lateral.| . . . . . ... ...

[32

Niveis de energia para um ponto quantico de grafeno quadrado, estrutura

da Figl21|(c), enfatizando a regiao onde ocorre um anticruzamento. Os

vortices para os estados de (a) a (f) bem como as densidades de proba-

bilidade eletronica, estao ilustrados nas Figs. |33 e |34] respectivametne.|

B3

Vértices em um ponto quantico de grafeno quadrado, estrutura da Fig21{(c).

As fungoes de ondas correspondente as energias de (a) a (f) da Figl32|

foram usadas para gerar estes graficos.| . . . ... .. ... ... .. ..

[34

Densidade de probabilidade eletronica para um ponto quantico de grateno

quadrado, estrutura da Fig[21[c). As fungoes de ondas correspondente

as energias de (a) a (f) da Figl32|foram usadas para gerar estes graficos.

Alta (baixa) densidade é representada por regioes na cor azul (vermelho).| p.60

[35

Espectro de energia para um ponto quantico de grateno triangular arm-

chair, estrutura da Figf21{d), com N = 36, em um campo magnético

B perpendicular a superticie, como funcao do fluxo ¢ = BA atraves da

superficie A, ¢g denota o quanta de fluxo dado por h/e e Ng é o numero

de aneis de carbono em cada lateral.| . . . . ... ... ... ... ...

p.61

[36

Espectro de energia para um ponto quantico de grateno triangular amr-

chair, estrutura da Figl21{d), enfatizando a regiao onde ocorre um anti-

cruzamento. Os vortices para os estados de (a) a (f) e as densidades de

probabilidade estao ilustradas nas Figsl37 e [38] respectivamente.| . . . .

p. 62

[37

Vortices em um ponto quantico de grafeno triangular armchair, estrutura

da Figf21{d). As funcoes de ondas correspondente as energias de (a) a

(f) da Figl36| foram usadas para gerar estes graficos.|. . . . . . . .. ..

p-63

[38

Densidade de probabilidade eletronica para um ponto quantico de grafeno

triangular armchair, estrutura da Figl21j(d). As fungoes de ondas cor-

respondente as energias de (a) a (f) da Fig|36| foram usadas para gerar

estes graficos. Alta (baixa) densidade é representada por regioes na cor

azul (vermelho).|. . . . . . ...




SUMARIO

1 INTRODUCAO)|

(1.1 ~Vortices e estados de momento angular{ . . . . . .. ... ... ... ..

(1.2 Escopo da monografia| . . .. ... .. ... ... 0L

2 CARBONO: DO GRAFITE AO GRAFENCQ|

2.1 O atomo de carbono| . . . . . . . . . ...

[2.2  Formas alotropicas do carbono|. . . . . . ... ... ... 0.

P21

O grafite e o diamante] . . . . . . . .. ..o

P22

Fulerenos| . . . . . . . ...

P23

Nanotubos de Carbono| . . . . . . . . .. ... ... .. .....

R34

Nanoespumas de Carbono| . . . . . . . .. ... .. ... ....

B25

Grafeno| . . . . . ...

I3 MODELO TEORICO|

[3.1  Modelo Twght-binding e a equacao de Dirac|. . . . . . . . ... ... ..

p. 18

p-20
p-20
p.21
p-21
p-22

p-22

p-24

p- 30

p-30

BI1

Modelo T%ght-binding com um campo magnéetico homogeneo apli-

B.12

B13

B.14

Aproximacao do continuo| . . . . . . .. ... ...

4 RESULTADOS

p. 32
p. 36
p. 38

p-39

p-42



4.1 Modelo analitico e computacional para o espectro de energia de um ponto |

[ quantico circular| . . . . .. ... p.42
[4.2  Ponto quantico de grafeno triangular com borda zig-zag|. . . . . . . . . p-49
[4.3  Ponto quantico de grateno quadrado|. . . . . . . . ... ... ... ... p.5H2
[4.4  Ponto quantico de grafeno triangular com borda armchasr| . . . . . . . p. 58

I5 CONCLUSAO)| p. 65

6 APENDICE] p.67

[6.1 Conservacao da densidade de corrente de probabilidade na equacao de

| Schrodinger | . . . . . . . . . p. 67

[6.2  Calculo da densidade de corrente de probabilidade no modelo tight-binding| p. 68

[REFERENCIAS| p.71




15

1 INTRODUCAO

Em dezembro de 1959, o fisico Richard FeynmanE] proferiu uma palestra no Instituto
de Tecnologia da Califérnia que viria a ser considerada o marco inicial da nanotecnologiaﬂ,
embora nao tenha utilizado este termo durante o encontro. Em sua palestra, intitulada
There’s Plenty of Room at the Bottomf] Feynman sugeriu que os d4tomos poderiam ser
manipulados e organizados individualmente, conforme necessidade, dando origem a novos

materiais com propriedades inteiramente diferentes daquelas existentes [].

A nanotecnologia, de forma simples e direta, pode ser compreendida como sendo o
estudo da matéria em uma escala atomica e molecular, com capacidade de criar novos
objetos uteis utilizando-se técnicas e ferramentas especificas. O desenvolvimento da na-
notecnologia deu um passo muito importante em 1981, quando Gerd Binning e Heinrich
Roher, do laboratério da IBM em Zurique, desenvolveram o microscopio eletronico de
varredura por tunelamento (scanning tunneling microscope - STM), permitindo mani-
pulacoes nanomeétricas. Tal feito rendeu a G. Binning e H. Rober, juntamente com Ernst
Ruska, o prémio Nobel em fisica de 1986. Com o passar dos anos, outros microscopios
foram sendo desenvolvidos, tais como: microscépio de varredura por sonda (SPM), de

campo préximo (NFM) e de for¢a atomica (AFM).

Em 1985, um grupo de pesquisadores descobriu uma série de compostos inteiramente
feitos de carbono: os fulerenos [2]. O sonho de Feynman, comecava a se tornar reali-
dade: os d4tomos de carbono do fulereno possuem hibridizacao sp?, tornando-os moléculas
mais reativas do que os sistemas arromaticos comuns. Isso permite a adicao de grupos

funcionais aos fulerenos, dando origem a novas estruturas (fulerenos funcionalizados).

A descoberta dos fulerenos deixou a comunidade cientifica entusiasmada, de forma que

'Richard Philips Feynman (Nova lorque, 11 de maio de 1918 — Los Angeles, 15 de fevereiro de 1988)
foi um renomado fisico norte-americano do Séc. XX, um dos pioneiros da eletrodinamica quéantica e
Nobel de Fisica de 1965.

20 termo nanotecnologia foi cunhado pela primeira vez por Norio Taniguchi em 1959, para descrever
as tecnologias que permitiam a construcao de materiais a uma escala de 1nm.

3Em traducdo livre: H4 muito espaco no fundo.
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em 1991, Sumio [ijima descobriu e caracterizou pela primeira vez os nanotubos de carbono
[3], estruturas com dimensionalidade 1D e com caracteristicas tinicas. Até entdo, ja se
conhecia estruturas exclusivamente de carbono com dimensionalidades 0D (Fulerenos)
e 3D (Grafite e Diamante). Durante muito tempo, acreditou-se que nao era vidvel a
existéncia de um material com dimensionalidade 2D. Segundo Rudolf E. Peierls [4] e
Lev D. Landau [5], cristais estritamente bidimensionais (2D) eram termodinamicamente

instaveis e nao poderiam existir.

Porém, em 5 de Outubro de 2010, Konstantin Novoselov e Andre Geimﬁ viriam a
ganhar o Prémio Nobel de Fisica pelo estudo pioneiro das propriedades eletronicas do
grafeno (estruturas bidimensionais-2D, em forma de favo de mel, ou, simplesmente, uma
monocamada de grafite) [6]. Usando uma técnica experimental conhecida como clivagem
micromecanica, Novoselov e Geim, juntamente com o seu grupo, conseguiram obter uma
unica camada de grafite. Teoricamente, tudo comegou em 1947, quando o fisico canadense
Philip Richard Wallace (1915-2006) estudou a estrutura de bandas do grafite [7]. A
importancia deste material se da pelo fato do grafeno possuir propriedades eletronicas,
mecanicas, Opticas, térmicas e quimicas unicas, tornando este material extremamente

promissor para aplicacoes industriais.

Desde a descoberta do grafeno em 2004 houve um aumento significativo no niimero
de publicagoes pela comunidade cientifica mundial sobre grafeno, como mostra a Fig(a).

Nacionalmente, a Universidade Federal do Ceara é a segunda que mais publica artigos

com o tema grafeno, como podemos ver na Fig[l]b).

a)

5000

4500

4000 B Number of publications on graphene -
£ 3500 ]
= 4
= 3000
2 i
= 2500
2 ]
- 2000
= -
5 1500
< =
£ 1000
: -
7 500 I

| A — = m = mmmnll I -
1991 1994 1997 2000 2003 2006 2009 59'”%‘" 0 20 40 60 80
. Q?\ = Number of publications
Year Yy
QQ

Figura 1: Numero de publicagoes sobre grafeno: (a) de 1990 a 2010 e (b) das principais
Universidades brasileiras até Julho de 2013, [8 9.

4Andre Geim, foi o primeiro cientista a ganhar o prémio IgNobel [10], concedido a descobertas mais
estranha do ano, e o Nobel.
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1.1 Voértices e estados de momento angular

Em materiais supercondutores, a formacao de vértices na presenga de um campo
magnético aplicado ja vem sendo estudada hd muito tempo [11]. Quando o supercondutor
é submetido a um campo magnético, as supercorrentes de pares de Cooper em seu interior
se ajustam de maneira a expulsar o campo, o que é conhecido como efeito Meissner.
Porém, especialmente em ligas supercondutoras, se o campo for maior que um certo
campo critico, ele é capaz de penetrar na amostra supercondutora, formando uma linha
de fluxo magnético quantizado, ao redor da qual se forma um vértice na supercorrente.
A medida que o campo aumenta, mais vortices vao entrando na amostra de maneira
quantizada e se agrupando em uma rede triangular. Porém, em 2003, Chibotaru e co-
autores estudaram supercondutores de tamanho mesoscépico com varias geometrias e
verificaram que o padrao de vértices formado nessas estruturas nao sé segue a formacgao
da rede triangular, como também acompanha a mesma simetria do sistema [12]; desta
forma, se o sistema é quadrado, por exemplo, esperam-se padroes de vortices com tal

simetria.

Inspirados por essa tendéncia de se estudar a geometria da rede de vortices em sis-
temas mesoscépicos, em 2005, Slachmuylders et al. investigaram um efeito parecido em
pontos quéuntico{] semicondutores. A idéia geral é a seguinte: se elétrons em um sis-
tema semicondutor plano de geometria circular sao submetidos a um campo magnético
perpendicular externo, as energias dos autoestados formam um padrao com uma série
de cruzamentos entre estados no espectro como funcao do campo. Como o momento
angular neste caso comuta com o Hamiltoniano, os autoestados de energia também sao
autoestados de momento angular, e os cruzamentos no espectro, na pratica, representam
cruzamentos entre estados diferentes de momento angular. Porém, se essa simetria circular
é quebrada por um potencial de confinamento triangular, ou quadrado, é necessario que
haja anti-cruzamentos, ao invés de cruzamentos, no espectro, uma vez que autoestados de
momento angular nao sao mais autoestados do sistema. Isso indica a possibilidade de um
estado exatamente sobre um desses anti-cruzamentos ser uma combinacao de estados de
momento angular diferentes. Mais ainda, como o sistema nao é circular, circulos menores
de corrente eletronica induzidos pelo campo magnético dentro da geometria confinante

podem ser responsaveis pela quantizacao de momento angular no sistema. Tais correntes

SPontos quanticos (QDs) sdo estruturas pequenas nos quais os portadores de cargas estdo confinados
em todas as trés dimensdes espaciais (isto é, confinamento zero-dimensional 0D). Devido a este tipo de
confinamento, os elétrons em um QD possuem sua energia quantizada em valores discretos, como em um
atomo. Por esta razdo, pontos quanticos sdo por vezes chamados atomos artificiais [13].
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circulantes seriam analogas aos vortices em supercondutores, enquanto a quantizagao de
momento angular seria analoga a quantizacao do fluxo magnético. A analogia parece se
justificar ainda mais quando percebemos que a primeira equacao de Ginzburg-Landau,
que descreve a densidade de pares de Cooper no supercondutor, é, na verdade, a mesma
equacao de Schrodinger que rege elétrons no semicondutor, mas com um potencial nao-
linear adicional. A possibilidade de se combinar estados de momento angular positivo e
negativo nos estados dos anti-cruzamentos do espectro do ponto quantico semicondutor,
prevendo assim a existéncia de uma rede de vértices e anti-vortices, torna ainda mais
interessante este tipo de estudo. Uma investigacao bastante completa foi feita entao para
se estudar estes estados de vortices em pontos quanticos semicondutores quadrados e tri-
angulares e sua comparacao com o esperado em supercondutores mesoscopicos similares

4.

Com a descoberta do grafeno, surge agora um novo sistema para se investigar a
formagao deste tipo de vortice. Na verdade, um padrao de vértices nas conexoes de Berry
de um ponto quantico de grafeno com geometria triangular zigzag (ver Fig. 19), no modelo
continuo, foi feito em 2010 por Ezawa [15]. Porém, esforcos no sentido de se estudar a
formacao de vortices induzidos por campos magnéticos nesta e em outras geometrias e
outros tipos de borda ainda sao escassos na literatura. Mais uma motivacao para este
estudo surge quando lembramos que, diferentemente dos semicondutores, onde elétrons
de baixa energia obedecem a equacao de Schrodinger do modelo de massa efetiva, e dos
supercondutores, onde pares de Cooper obedecem a equacgao de Schrodinger nao-linear,
no grafeno, os elétrons de baixa energia obedecem a equacao de Dirac para particulas
sem massa, como veremos mais adiante nessa monografia. Torna-se entao interessante
investigar se ha de fato a formacao de texturas de vértices de correntes em algum dos
autoestados de energia dessas estruturas de grafeno e, se hd, entao, sob que condigoes de
intensidade de campo, geometria e tipo de borda, e como estes vortices se relacionam com

estados de momento angular.

1.2 Escopo da monografia

Neste trabalho, estudamos a formacao de vértices nos estados confinados em pontos
quanticos de grafeno, induzidos pela presenca de um campo magnético aplicado perpen-

dicularmente. Para realizar este estudo, dividimos nosso trabalho em quatro partes:

e No Cap.2 apresentamos uma visao das propriedades do carbono e seus alétropos,



19

dando énfase a obtencao, caracteristicas e aplicagoes do grafeno.

Em seguida, no Cap.3, descrevemos a teoria utilizada nesta monografia para efetuar

as simulacoes necessarias ao desenvolvimento do trabalho.

Depois, no Cap.4, mostramos os resultados obtidos nesta monografia comegando
pelo caso em que temos pontos quanticos de grafeno circulares e em seguida para
as outras trés geometrias de QD de frafeno (triangular zig-zag, triangular armchair

e quadrada).

Por fim, apresentamos no Cap.5 as conclusoes obtidas a partir dos resultados do
Cap 4.
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2 CARBONO: DO GRAFITE AO
GRAFENO

2.1 O atomo de carbono

O carbono, nome dado por Lavoisier em 1789, deriva do latim carbone, que signi-
fica carvao. Este elemento é responsavel pela existéncia de uma enorme variedade de
compostos organicos e inorganicos. Devido a sua estrutura atomica, o carbono pode se
unir de diversas formas originado outras substancias exclusivamente formadas por car-
bono, chamados de alétropos. O dtomo de carbono possui seis elétrons e sua configuragao
eletronica no estado fundamental é 1522s22p2. Os dois elétrons do orbital 1s? estao for-
temente ligados ao ntucleo e nao participam das ligagoes quimicas, chamados elétrons de
caroco. Os quatro tltimos elétrons, que ocupam os orbitais 252 e 2p? , sao chamados de
elétrons de valéncia. Quando comparada com a energia de ligacdo quimica, a diferenca de
energia entre o nivel superior 2p e inferior 2s é pequena. Com isso, as fungoes de onda dos
quatro ultimos elétrons podem se misturar umas com as outras mudando a ocupacao dos
orbitais 2s e 2p originando orbitais hibridos [16]. Como o nome sugere, essa combinagao

¢ chamada de hibridizagao.

Existem trés tipos de hibridizacao para o 4tomo de carbono: sp, sp? e sp?, ilustrados
na Figl2l A hibridizacdo do tipo sp ocorre quando o dtomo de carbono realiza duas
ligacoes o e duas ligagoes 7, originando uma geometria linear. Quando um atomo de
carbono se liga a outros trés atomos, ocorre hibridizacao do tipo sp?, com trés ligacoes o
e uma ligacao 7, formando uma estrutura trigonal planar. Por fim, a hibridizacao sp* é
caracterizada por possuir quatro ligacoes o, dando origem a uma geometria tetraédrica
regular [I7]. O tipo de hibridizagao é responsavel pela formacao dos alétropos do carbono

(grafite, diamante, grafeno, etc.).
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a) b) c
120°

Figura 2: Representacao das hibridizacoes sp?, sp* e sp , respectivamente, do dtomo de
carbono [18§].

2.2 Formas alotrépicas do carbono

Como exposto anteriormente, a forma com que os orbitais do elemento carbono se hi-
bridizam implica diretamente na morfologia, propriedades e caracteristicas dos compostos

formados exclusivamente de carbono.

2.2.1 O grafite e o diamante

Os dois alétropos do carbono mais estaveis e conhecidos sao o grafite e o diamante
(Fig. Devido ao fato de possuir hibridizacao sp? , o grafite conduz eletricidade, dife-
rentemente do diamante, que nao conduz eletricidade e possui orbitais hibridos do tipo
sp3. Outra caracteristica que vale a pena ressaltar sao as ligagoes do tipo 7 (interacao de
Van der Waals) entre os planos paralelos do grafite. Como a interagao planar é fraca, é

possivel isolar uma tnica camada do grafite, obtendo-se o grafeno.

Figura 3: Estrutura cristalina do (a) diamante e do (b) grafite.
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2.2.2 Fulerenos

Em 1985 Harold. W. Kroto, Robert F. Curl e Richard E. Smalley, obtiveram uma
série de estruturas quimicas formadas exclusivamente por carbonos, que viriam a ser
denominadas de fulerenos. De acordo com a literatura, Kroto e sua equipe buscavam
compreender os mecanismos para a formacgao de longas cadeias de carbono observadas
no espaco interestelar. O experimento consistia na vaporizagao de discos de grafite em
rotagao irradiando pontualmente laser de alta energia, em uma atmosfera de hélio, a
uma temperatura aproximadamente de 10*°C. As amostras obtidas eram analisadas
utilizando-se espectrometria de massa, permitindo a deteccao de aglomerados de carbono
com quantidade variada de atomos. Porém, observou-se que a estrutura mais estavel do

fulereno é constituida por 60 atomos de carbono(Cgp).

Devido a essas amostras de carbono possuirem forma geométrica semelhantes a de
uma cipula geodésica (Fig, esses aglomerados de carbono foram rotulados de fulerenos,
homenageando um dos maiores arquitetos do XX, o norte-americano Buckminster Fullelﬂ,
mentor das cipulas geodésicas [19]. Essa foi a primeira nova forma alétropa do carbono
a ser descoberta do século XX. Tal feito, rendeu a H. W. Kroto, R, Curl e R. Smalley o
Prémio Nobel de Quimica de 1996.

Figura 4: (a) Fulereno Cyg, (b) ctipula geodésica e (c) projeto do B. Fuller.

2.2.3 Nanotubos de Carbono

A fronteira da fisica do carbono viria a ser expandida novamente em 1991, quando
Sumio lijima descobriu os nanotubos de carbono (NC). Os NC sao formados de arranjos

hexagonais de carbono que originam pequenos cilindros. Normalmente, possuem uma

'Richard Buckminster Fuller (1895 - 1983) - Foi um visiondrio, designer, arquiteto, inventor e escritor
estadunidense.
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faixa de diametro de poucos angstroms a dezenas de nanometros e podem ter comprimento

acima de varios centimetros [20].

Estruturalmente, os NC podem ser vistos como uma folha de grafite enrolada na
forma cilindrica, com dois tipos distintos: os de paredes simples (NCPS) e os de paredes
multiplas (CNPM). Quando dois sitios cristalograficamente equivalentes coincidem em
uma rede de grafite enrolada, temos um NCPS. O vetor c , denominado chiral, define
a posigao relativa de dois sitios, sendo este definido por dois numeros inteiros (n,m) e
pelos vetores unitarios a, e as (C_” = na; + may) da rede hexagonal. Os valores de (n,m)
determinam a classe do NCPS, que podem ser: armchair, quando n = m e ¢ = 30°,
zig-zag, n = m = 0 e ¢ = 30, ou chiral, n # m # 0 e 0 < ¢ < 30°. A Fig[|ilustra as
geometrias dos NCPS e a formacao de nanotubos de carbono a partir de uma folha de

grafite [21].

Figura 5: Geometrias de NCPS: (a) armchair, (b) zig-zag, (c) chiral. A estrutura es-
quemdtica de NC desenrolado é mostrada em (d).

2.2.4 Nanoespumas de Carbono

Em 1997, uma equipe de fisicos da Grécia, Austrélia e Russia, liderados por Andrei
V. Rode, descobriram as nanoespumas de carbono [22]. As nanoespumas de carbono,
ilustradas na Figl6] sdo consideradas hoje em dia o quinto alétropo do carbono. Esse
novo material é um aglomerado de carbonos interconectados de maneira aleatoria com
diametros médios entre 6 e 9 nanometros, dispostos em uma estrutura em forma de teia.
Dentre os sélidos, possui a menor densidade que se conhece (apenas dois miligramas
por centimetro cubico), baixa condutividade elétrica e é a primeira forma alotrépica do

carbono a mostrar ferromagnetismo, ainda que temporario, a temperatura ambiente.
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Figura 6: Imagem utilizando um microscépio eletronico de transmissao de uma nanoes-
puma de carbono

2.2.5 Grafeno

A obtencao do grafeno, ultima forma alotropica do carbono, se deu em 2004. A
técnica utilizado por Geim, Novosolev e colaboradores é relativamente simples e consiste
em utilizar um tipo especifico de fita adesiva, para separar camadas do grafite, até se

obter apenas uma (Ver Figl[7).

a)

Figura 7: Utilizacdo da técnica da clivagem micromecéanica para produzir grafeno: (a)
coloca-se um tipo especial de fita adesiva em um cristal de grafite, (b) a fim de se obter
algumas camadas de grafeno. Em seguida (c) as camadas sdo pressionadas sobre um
substrato (SiO3) e ao remover a fita (d) algumas camadas ficam no substrato [23].

H& muitos séculos, os cientistas tentaram entender o mecanismo de adesao, nas pa-
redes, dos pés das lagartixas formados de pelos ceratinados (uma representacao pode ser
vista na Fig. Se considerarmos apenas um pelo, a forca suportada por este serd pe-
quena (~10~7N), por outro lado, milhoes desses pelos produzem uma adesdao da ordem
10N/ecm? em decorréncia de forgas do tipo van der Waals-London [24]. Geim e sua es-

posa Irina V. Grigorieva, juntamente com Novoselov, S. V. Dubonos, A. A. Zhukov e S.



25

Yu. Shapoval desenvolveram em 2003 microfitas biomiméticas que faziam o papel dos pés
das lagartixas [25]. Esse foi, sem divida, um dos principais passos dado pela equipe de

pesquisadores em busca da monocamada de grafeno.

a) b)
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Figura 8: Tlustragdo da adesdo dos pelos ceratinados das lagartixas: (a) pelos mi-
crométricos tocando a superficie e (b) ilustracao da forga de van der Waals-London [26].

Gein e sua equipe esfoliaram camadas de um cristal de grafite com a fita adesiva obtida
pelo grupo, conseguindo obter flocos formado de algumas camadas de grafite e em seguida
as depositaram sobre um substrato de 6xido de silicio (SiO3) com espessura de 315 nm.
Sabe-se que nao é possivel visualizar filmes de grafite com espessuras inferiores a 50 nm,
pois os mesmos ficam transparentes. Porém, devido a uma adi¢do no caminho ético,
camadas de diferentes espessuras produzem diferentes padroes de interferéncia sobre o
substrato de SiOs, definindo a regiao onde a monocamada devera ser encontrada utilizando
microscopia de forga atomica (AFM). No entanto, ndo era possivel observar mudangas
no padrao de interferéncia para filmes com espessuras aproximadamentes iguais a 1,5
nm, separando os filmes em duas classes: grafeno de poucas camadas (FLG) e grafeno
de muitas camadas (MLG). Por fim, a equipe de Geim e Novoselov utilizou microscopia
eletronica de varredura para identificar a monocamada a partir de amostras contendo FLG

[27]. Uma adaptagao das imagens obtidas pelo grupo de pesquisadores estd ilustrada na
Fig[]
A partir dai, o grafeno passou a ser obtido de diversas maneiras, como por exemplo,

utilizando a técnica de segregacao metdlica [30] e esfoliagdo em liquido [31]. Uma vez

isolado, iniciou-se os estudos das propriedades fisicas do grafeno.
(i) Propriedades Eletronicas

Ainda em 2005 [32], Novoselov e seu grupo demonstraram que os portadores de carga

do grafeno podem se comportar continuadamente como elétrons e buracos em concen-
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Figura 9: Filmes de grafeno: (a) Fotografia de uma multicamada de grafeno relativamente
grande com espessura ~ 3nm sobre SiO,, (b) imagem de AFM de uma édrea de 4 ym?
préximo da sua borda(SiO, na cor marrom e a cor laranja esta 3 nm acima do SiOs) e (c)
imagem do grafeno obtida por AFM. Adaptado da Ref.[6].

2 e com uma mobilidade (u) que pode ultrapassar os

tracoes na ordem de 103 cm™
15.000 cm? /Volts mesmo estando & temperatura ambiente (~ 300K). Porém, a de-
pendéncia da mobilidade eletronica do grafeno com a temperatura é limitada por im-
purezas, uma vez que a temperatura afeta fracamente, dessa forma p pode chegar a
atingir valores da ordem de 100.000 cm?/volts, superando alguns semicondutores, como
por exemplo, o antimoneto de indio (InSb), que possui uma mobilidade p em torno de

77.000 cm?/Volts & temperatura ambiente.

No capitulo 3, iremos calcular analiticamente a relagao de dispersao para os elétrons no
grafeno e iremos mostrar que os mesmos se comportam como quasi-particulas relativisticas
de spin 1/2, sem massa, obedecendo a uma equagao do tipo Dirac. Essa peculiaridade dos
elétrons no grafeno, talvez a mais notavel, foi observada por Novoselov e seu grupo ainda
na Ref. 18. Eles observaram que os portadores de cargas poderiam atingir velocidades
altas ( chamada develocidade de Fermi (vr), dada por vy = 10°m/s) e sofriam pouco
espalhamento, esse fato caracteriza um transporte balistico. Sendo assim, o tratamento
dos elétrons no grafeno nao mais poderia ser através da equagao de Schrodiger, mas
sim pela equacao de Dirac. Logo, eles concluiram que esses portadores de cargas se
comportavam como férmions de Dirac sem massa. Diante dessas caracteristicas, o grafeno
pode ser utilizado para diversas observagoes experimentais, como por exemplo, o efeito
Hall quantico (EQH) e a fase de Berry [33] e o tunelamento de Klein [34], e uma vasta

gama de aplicagoes industriais.
(ii) Propriedades Mecanicas

Em 2008, os pesquisadores Changgu Lee, Xiaoding Wei, Jerey W. Kysar e James Hone,
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estudaram as propriedade elasticas do grafeno utilizando a técnica de indentagao instru-
mentadaEl através de um microscépio de forga atomica [35]. O grupo colocou flocos de
grafeno sobre um substrato de silicio (Si) com vérios furos circulares com diametros de
1pum e 1,5um, ambos com profundidade de 500 nm, distando 5nm um do outro. So-
bre o substrato, eles colocaram uma camada muito fina de éxido de silicio (SiO3), com
aproximadamente 300 nm de espessura. Utilizando microscopia otica, o grupo localizou
uma regiao onde havia apenas uma monocamada de grafeno e utilizaram espectroscopia
Raman para se certificarem que era de fato uma tunica camada de grafeno. Em seguida,
a membrana de grafeno foi submetida a uma forga até o limite de sua ruptura. A Fig[10]

mostra algumas imagens do experimento.

Figura 10: Imagens do experimento: (A) Imagem de micrografia eletronica de um floco
de grafeno sobre o substrato de Si com os seus furos. Na regiao I e II, temos um poro
parcialmente e totalmente coberto por grafeno, respectivamente, e a regiao III mostra
uma fratura devido a indentacdo. (B) Imagem do poro antes de ocorrer a AFM sobre o
floco de grafeno. A linha continua representa o perfil da altura da linha tracejada, que
possui cerca de 2.5nm. (C) Visao esquemdtica do procedimento de nanoindentagao e da
membrana de grafeno. (D) Fratura da monocamada de grafeno apés a realizacao da AFM

I33].

Incrivelmente, o valor experimental encontrado pelos pesquisadores para o ponto de

ruptura foi de 42 N/m, cerca de 10 vezes maior do que o ago, superando a de qualquer

2Também conhecida como nanoindentacao. Com essa técnica é possivel medir a dureza (H) e o médulo
de eslasticidade (E). Para se medir a dureza, uma for¢a P é aplicada a um identador, que pode ser uma
ponta de diamente com uma forma especifica, em contato com a amostra e a partir dai, é possivel medir
o modulo de elasticidade da amostra.
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outro material existente.
(iii) Propriedades Opticas

Além das propriedades ja citadas, o grafeno apresenta propriedades opticas que o torna
um material diferente de qualquer outro existente. A comecar, uma unica camada de
grafeno absorve apenas 2,3% da luz incidente [36], como mostra a Fig, tornando-o um
material transparente. A absorcao da luz pela monocamada de grafeno cresce linearmente,
de forma que é possivel obter a constante de estrutura fina (a) experimentalmente. Isso

porque ma, que é o mesmo que we?/he, é aproximadamente igual a 2,3% (0.023).
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Figura 11: Transmitancia do grafeno. Note que uma tnica camada absorve apenas 2,3%
da luz que incide, enquanto que a bicamada absorve aproximadamente 4,6%. [36].

(iv) Aplicagoes

Devido a suas propriedades, o grafeno é um dos materiais mais promissores da atualidade.

A idealizacao das suas aplicagoes é bastante vasta e se aplica desde engenharia genética

a industria aeroespacial.

Em consequéncia da alta sensibilidade a estimulos externos (moléculas, campos elétricos,
campos magnéticos, etc), o grafeno é capaz de detectar variagdbes minimas de corrente.
Por exemplo, pesquisadores holandeses e norte-americanos desenvolveram uma técnica
promissora, na qual utilizam grafeno para fazer sequenciamento genético [37]. Utilizando

uma folha de grafeno, os pesquisadores fizeram passar uma molécula individual de DNA
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Figura 12: Figuras ilustrativas de (a) um biosensor baseado em monocamada de grafeno
e (b) um nanoporo de grafeno utilizado para fazer o sequenciamento de uma molécula de

DNA, [38].

por um pequeno furo na folha, no qual batizaram de nanoporo. A medida que a molécula
de DNA deslizava pelo nanoporo, uma corrente era induzida e detectada por um chip, no
qual era possivel fazer o mapeamento genético. Utilizando-se dessa sensibilidade peculiar

do grafeno, também é possivel criar biosensores [39].

Como o grafeno é praticamente transparente, uma outra possivel aplicacao é na op-
toeletronica [40], painéis fotovoltaicos [41], células fotodetectoras, telas sensiveis ao toque

(touch-screen) [42], etc .

Por fim, devido a ser leve, forte e altamente resistente, uma possivel utilizacao do
grafeno é na industria aeroespacial, como por exemplo, no revestimento de aeronaves,

tendo papel de prote¢ao mecanica e de blindagem elétrica [43].
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3 MODELO TEORICO

Faremos neste capitulo uma rapida descricao estrutural do grafeno, bem como uma
breve explanacao do modelo tedrico utilizado no desenvolvimento dessa monografia. Par-
tindo do hamiltoniano tight-binding, escrito no formalismo de segunda quantizacao, iremos
mostrar que o problema de um elétron com baixa energia sob a influéncia apenas do po-
tencial devido aos infinitos atomos de carbono que compoem a rede do grafeno, se reduz
ao problema de uma quasiparticula sem massa, obedecendo a equacao de Dirac. Por fim,

iremos falar um pouco sobre vértices, principal motivacao deste trabalho.

3.1 Modelo Tight-binding e a equacao de Dirac

Estruturalmente, o grafeno é definido como sendo uma monocamada de atomos de
carbono organizado em um rede hexagonal (favo de mel). A cela unitéria do grafeno,
descrita na Fig(a), nao é uma rede de Bravais, mas pode ser considerada como sendo

duas redes triangulares interpenetradas A e B, onde podemos descrever os vetores da rede

CcOmo:
3a 3a
= —21 J 1
ay 5 + 5 Y (3.1)
e
N 3a . 3a .

ondea = 1.42A é o parametro de rede, ou seja, a distancia entre C — C da rede do grafeno

e T e g sao os vetores unitarios. Os vetores que definem a rede reciproca, mostrado na

Fig[13(b), sao dados por:
- 2T 2\/§7T .

e 3
2w 2/ 3m
by = —2 — . 4
2 Bax 3a Y (34)

A zona primeira zona de Brillouin do grafeno, Fig.(b)7 possui seis pontos e devido
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Figura 13: (a) Estrutura de rede do grafeno formada por duas sub-redes triangulares
interpenetradas A e B. Os vetores unitarios sao definidos por d; e @y, os primeiros vizinhos
sao localizados por 5; (1 =1,2,3) e adistancia entre os atomos de carbono é igual a 1.42 A.
(b) Primeira zona de Brillouin. Os cones de Dirac, aos quais iremos nos reportar logo
mais, estdo localizados nos pontos K e K' [44].

N . . . ~ . / ~
a simetria, apenas dois destes sao independentes, chamados de K e K . Esses pontos sao
de extrema importancia para o grafeno, como veremos mais adiante. Suas posicoes no

espaco reciproco sao dadas por:

- 2m 21 - 2r 27
K=|—, - K =(—, . 3.5
(3a 3\/§a) (3Cl 3\/5@) (8:5)

Em um situacao mais realistica, as solugoes da funcao de onda para um elétron em

um cristal estdo parcialmente localizadas em sitios da rede (que levam a uma descrigao
em termos de orbitais atomicos) e outras que estdo espalhadas pelo cristal e que sao
independentes das solucoes anterioresﬂ Diante dessas dificuldades, o modelo tight-binding
¢ uma boa aproximacao para descrever estados intermediarios entre essas duas solugoes.
Desta forma, considera-se que cada elétron 7 , ou seja, do orbital p,, associado a um
atomo de carbono, possui probabilidade diferente de zero de ser encontrado nos vizinhos
mais proximos. Logo, cada elétron pode migrar de um vizinho a outro ao longo da rede.
Apesar de ser uma abordagem microscopica simples, o método tight-binding funciona é
amplamente usado em trabalhos tedricos sobre grafeno, uma vez que a interacao entre os

segundos vizinhos ¢ bem menor [45].

O hamiltoniano que descreve os dtomos de carbono no grafeno pode ser escrito da

1Se fossemos estudar o problema nesta situacao, terfamos que incluir termos que representariam a
energia de interagao entre os elétrons e os sitios atomicos, elétron-elétron, elétron-buraco, elétron-fénons,
etc. Logo, seria extremamente complicado analisar o problema levando em consideragoes todas as estas
interacoes.
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seguinte forma [40]:

Hrp = Z(Ez + Mz‘)CICz‘ + Z(Tijczcj + Ti§cicg) (3.6)

i (4,9

T

onde o operador ¢ (¢;) cria (aniquila) um elétron no sitio ¢, com energia ¢;, a soma
ocorre apenas entre os primeiros vizinhos ¢ e j, 7;; = 2.7eV representa o parametro de
hopping e, por fim, o termo M; representa um potencial que depende do sitio ¢ estar
na subrede A ou B, assumindo um valor +0.9eV e —0.9eV, respectivamente. Este tipo
de potencial alternado foi demostrado em um trabalho experimental, onde mostrou-se
como usé-lo para controlar o gap da estrutura de bandas do grafeno [47] o que, como
mostraremos mais adiante, é analogo a se alternar a massa efetiva do elétron no sistema.
Por exemplo, podemos confinar os portadores de cargas em um ponto quantico de grafeno

circular utilizando-se exatamente essa ideia, como ilustra a Fig[l4]

Figura 14: Regido circular (verde) de raio R onde os elétrons estdo confinados devido
a existéncia de uma regido de massa infinita (dtomos azuis e vermelhos) que é obtida

considerando-se um potencial igual a +0.9 (—0.9eV) nos sitios da sub-rede A (B).

3.1.1 Modelo Tight-binding com um campo magnético homogéneo
aplicado

Podemos incluir o efeito do campo magnético no modelo TB fazendo a substituicao
proposta por Peierls [49] no termo de hopping do Hamiltoniano. Aplicada ao nosso pro-
blema, a substituicao de Peierls leva a inclusao de uma fase complexa no parametro de

hopping, tal que: .
7,;(B) = 7;;(0)exp l@%/ A dlj (3.7)
J
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Figura 15: Rede quadrada discreta de lado a [48].

onde B é o campo magnético e os limites ¢ e j indicam os sitios que correspondem
aos primeiros vizinhos da rede e A é o potencial vetor magnético que define o campo
(B=V xA).

Quando a integral de linha da Eq.(3.6) é feita sobre uma caminho fechado, pelo

teorema de Stokes e a lei de Gauss, temos:

%X-dfz//(VXZ)-dd’://é-dazcb (3.8)
S

c S

onde a integral de superficie representa o fluxo magnético ® através da area limitada.

Para simplificar o nosso problema, vamos considerar primeiramente uma rede qua-
drada de lado a, como mostra a Fig[I5] Nesse caso, um sitio ¢ da rede tem coordenadas
cartesianas (z,y) = (na,ma), onde n e m sdo numeros inteiros e a é o parametro de
rede. Existem duas formas convenientes de definir um campo magnético homogéneo na
diregao Z perpendicular ao plano da rede. A primeira, seria utilizando o gauge de Lan-
dau A = (0, Bzx,0), que sera utilizado neste trabalh, e a outra seria utilizando o gauge
assimétrico A = (By/2, —By/2,0). Como (z,y) = (na, ma), podemos reescrever o gauge

de Landau como sendo:

—

A = (0, Bna,0) (3.9)

2Como a quantidade fisicamente observada é o campo magnético B, todos os potenciais vetores A que
satisfacam B = V X A serao fisicamente equivalentes.
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Considerando que 7;;(0) = 7 e substituindo a Eq.(3.8) na Eq.(3.6), vemos facilmente
que o hopping na diregdo & serd 7,.(B) = T , pois A -d# = 0. Por outro lado, o hopping

entre os primeiros vizinhos ao longo g serd igual a:
1,(B) = Texp {% /ff dg]] = Texp {i%nBaﬂ] (3.10)

onde os sinais — e + correspondem a translagoes nas direcoes +y e —y, respectivamente.
Considerando ® = Ba? como sendo o fluxo através de apenas um tnico quadrado e

®y = e/h como sendo o quanta de fluxo magnético, a Eq.(3.9) pode ser reescrita como:

)
1,(B) = Texp [ii%mao] (3.11)

A figura abaixo (Fig, ilustra os hoopings para quatro primeiros vizinhos de um

sitio (n,m) qualquer para uma rede quadrada de lado a.

n mt+l

7

f
F—zZﬁn% {
TE

T

Figura 16: Quatro primeiros vizinhos com os hoppings no calibre de Landau para um rede

quadrada de lado a.

Propondo considerar uma rede topologicamente equivalente a rede hexagonal, Waka-
bayashi, etc al [50], sugeriu mapear a rede hexagonal através de uma rede retangular.
Essa ideia proposta por Wakabayashi pode ser aplicada a rede do grafeno, como mostra

a Figll7] facilitando o estudo dos efeitos do campo magnético nesta estrutura.
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Figura 17: Mapeamento da rede hexagonal em uma rede retangular. Equivaléncia to-
polégica: cada sitio possui outros trés primeiros vizinhos, a area das rede sao iguais a
3v/3a? /2 e os vetores unitarios que geram as sub-redes sdo equivalentes para as duas

redes.

Veja que, de fato, as duas redes da Fig[l7] sdo equivalentes: cada sitio possui outros
trés primeiros vizinhos, a drea da rede hexagonal é igual a Ag = 3v/3a? /2, bem como da
rede retangular e, por 1ltimo, os vetores unitarios que geram as sub-redes sao equivalentes

para as duas redes.

Com base no mesmo raciocinio desenvolvido para a rede quadrada, podemos incluir

os efeitos do campo magnético para a rede de grafeno. Escolhendo o gauge de landau

A = (0, Bz,0) e substituindo na Eq.(3.6), temos que o hopping permanece constante na

eBx [ V3a
(8]

como i = 2w /h | ® = 3y/3a?/2 e ®y = h/e, onde ® é o fluxo magnético através de uma

direcao z, equanto que na direcao y:

B
1,(B) = Texp [i%/Bxdy] = Texp [z% /dy} = Texp

unica cela hexagonal e &y é o quanta de fluxo magético, temos:
1,(B) = exp {:l:z——] (3.13)

onde os sinais — e + correspondem a integracoes nas direcoes +y e —y, respectivamente.
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Figura 18: Pogos de potenciais periddicos com largura a representando uma linha de
atomos. Quando o potencial é infinito (vermelho), a probabilidade do elétron tunelar é
zero, logo, a funcao de onda fica confinada apenas dentro do pogo. Por outro lado, se o
pogo de potencial for finito (cor azul) o elétron tera probabilidade nao-nula de tunelar de
um poco a outro.

3.1.2 Hamiltonianos do tipo Tight-binding

Podemos considerar o modelo TB como sendo um rede de pogos de potencial em cada
sitio que podem confinar um elétron, o qual possui probabilidade nao-nula de tunelar de

um poco a um outro primeiro vizinho.

Primeiramente, vamos considerar o caso em que temos uma linha periédica de atomos.
Este sistema pode ser representado por uma rede unidimensional de pogos quanticos.
Considerando que as barreiras entre os pocos possuem altura infinita, o elétron teria
probabilidade zero de tunelar, e chamando o Hamiltoniano deste sistema de H,,, temos
Hy |1;) = Eq|1s), ou seja, um elétron preso no i-ésimo pogo é um autoestado do sistema,
com energia do estado fundamental do pogo Ey, para qualquer valor de i. Mas se a
barreira entre os pocos for finita (Fig, havera uma probabilidade nao-nula do elétron
tunelar, de forma que ndo podemos mais garantir que |1;) seja um autoestado do sistema.
Porém, podemos estimar que aplicando-se H sobre |¢;), onde H é o Hamiltoniano do

sistema com pocos finitos, obtemos uma aproximacao:

H ) = .4+ Tic1 [Yic1) + Eo |s) + Tia [Yig1) + - (3.14)

onde 7; representa a energia de hopping do elétron entre os pogos i e j, dado pela Eq.(3.12).
Note que os estados [¢);), com i = 1,2,3, ..., onde |¢;) representa um elétron confinado

em cada poco, sao ortogonais, pois no caso em que tinhamos pocos infinitos, um elétron
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nao poderia ocupar dois sitios simultaneamente. Logo, estes estados formam uma base
ortonormal, de forma que podemos escrever qualquer estado do sistema com potencial
finito, como |¥) = > a; [1);). As autoenergias e os coeficientes a; dos seus autoesdados
podem ser determinédos escrevendo-se H nesta base e diagonalizando-o. Mas, como
a Eq.(3.13) possui infinitos termos, essa diagonalizacao seria extremamente trabalhosa.
Uma saida para contornar esta dificuldade, é levar em conta o hopping apenas para os

primeiros vizinhos na Eq.(3.13) e descartar todos os outros. Assim, o Hamiltoniano sera:

H ;) = 11 [ic1) + Eo |¥s) + Tiga [Yiga) - (3.15)

Logo, se tivermos a base |¥) = > a;[¢);), o Hamiltoniano H pode ser escrito como
5

uma matriz tridiagonal esparsaﬂ:

H =~ Hyp = (3.16)

o o o O

Se a rede considerada for finita, podemos resolver o problema de forma bastante
simples, uma vez que ja existem rotinas computacionais preparadas para diagonalizar

matrizes como a da Eq.(3.15), como por exemplo, a rotina IMTQL2 da EISPACKH

Como o nosso problema de interesse é bidimensional, temos que reescrever o Hrp,
Eq.(3.15), em duas dimensoes. Para isso, basta considerar dois indices i e j, ao invés de
apenas um, i, para que se possa definir a posi¢ao atomica de maneira tinica. Se tomarmos
a rede retangular da Fig.13, 7 representaria a linha e j a coluna, por exemplo. Dessa

forma, a Eq.(3.15) se torna:

H i) = +Eo [ig) 47615 [$6-1).5) 76115 [Pa40.5) G- [$iG-0) HTiG405 [$iG;s)
(3.17)

Essa nova matriz, diferentemente da unidimensional (Eq.15), ird conter cinco diago-

3Matrizes esparsas, sdo matrizes nas quais a maioria das posicdes sdo iguais a zero. Neste tipo de
estrutura, armazena-se apenas os valores significativos, afim de se obter um melhor desempenho na
execucao do cdlculo numérico.

4EISPACK ¢ uma colecdo de 75 sub-rotinas desenvolvidas em Fortran, para o cdlculo de autovalores
e autovetores.
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Figura 19: Estrutura da matriz pentadiagonal correspondente ao modelo tight-binding
para uma rede bidimensional-2D. A diagonal principal (linha continua azul) e a sub-
diagonal pontilhada azul possuem todos os termos diferentes de zero, enquanto que a
sub-diagonal pontilhada vermelha possuem termos nao-nulos e zeros de forma intercalada.
Todos os outros elementos fora dessas diagonais sao nulos. Cado bloco representa uma
matriz quadrada de ordem I, o nimero de linhas dos sitios da rede. O ntimero de colunas
dos sitios da rede, define o nimero de blocos (J). Logo, o nimero total de elementos na
matriz Hrp em duas dimensoes sera: I x I x J x J.

nais nao nulas, ou seja, sera uma matriz pentadiagonal esparsa, a qual podemos separar
em blocos, como mostra a Fig[I9 Note que cada temo das diagonais secunddrias da ma-
triz da Fig. representa a ligacao entre um atomo e seus vizinhos superior e inferior (com
i's diferentes), no caso das azuis, e da direira e esquerda (com j's diferentes), no caso das
vermelhas. Como as ligagoes para a direita e esquerda ocorrem de forma alternada (ver

Fig, as subdiagonais vermelhas terao valores nulos e nao nulos de forma alternada.

3.1.3 Espectro de Energia do grafeno

Partindo do hamiltoniano TB dado pela Eq.(3.6) podemos obter o espectro de energia
do grafeno. Por motivos de simplificacao, vamos considerar B = 0, M; =0ee=0. Dessa

forma, temos:

(:9)
onde a,, (al) e b, (b] ) aniquilam (criam) um elétron no m-ésimo sitio das sub-redes A e B,

respectivamente. Considerando que a rede seja infinita, podemos fazer uma transformada
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de Fourier do Hamiltoniano Hrpg, obtendo:
Hrp =7y [a(R)(afbe + 9" (F)blar)| (3.19)
k

onde o fator de estrutura g(k)é dado por:

g(k) = e 4 2¢ik=a/2 ¢ (kya\/§/2> (3.20)

Veja que o Hamiltoniano TB da Eq.(3.18) pode ser escrito como:

Hrp =Y (U |Hy| Ty) (3.21)

onde V) = [ag bp]T e Hy representam, respectivamente, o estado eletronico e o Hamil-
toniano para um dado k. Dessa forma, podemos reescrever o Hamiltoniano da Eq.(3.18)

em uma forma matricial, tal que

Hrp = ( 0 (k) ) . (3.22)
Tg*(k) 0

Diagonalizando o Hamiltoniano acima, encontramos o espectro de energia do grafeno,

Fig20, dado por:

E(E) = 47,13+ 2cos (kya\/§> + 4 cos (kx?)?a) coS (ky%g). (3.23)

O grafico da Fig nos mostra uma regiao no qual a banda de valéncia (£ < 0) toca
a banda de conducao (F > 0) quando E = 0 em seis pontos localizados nos vértices da
primeira zona de Brillouin. Nesses pontos, conhecidos como pontos de Dirac, o gap é nulo
e a relagao de dispersao é conica para pequenos valores de |E|. Desta forma, para entender
a dinamica dos elétrons nesta regiao, é necessario considerar o operador Hamiltoniano do

tipo de Dirac, também linear. E o que faremos na proxima secao.

3.1.4 Aproximacao do continuo

Para demonstrar que o elétron de baixa energia no grafeno se comporta como uma

quasi-particula sem massa de Dirac, vamos expandir o fator de estrutura g(k), Eq.(3.20),



40

IO o
AN
gy ;:"’;:.!,{ /

RN

|\ N

Energia

Figura 20: Relagao de dispersao eletronica do grafeno, enfatizando o ponto de Dirac [51].

em torno de K , Eq.(3.5). Considerando apenas os termos até primeira ordem, temos:

dg
Ok,

dg
k=K aky

g(5K) ~ g(K) + (k, — K. (3.24)

k=K

onde 6k = K — k. Apos avaliar g(lg) e suas derivadas de primeira ordem nos respectivos

pontos, obtemos a seguinte expressao:

g(0k) ~ sa (-ﬁ + z'1> K — sa (—ﬁ + ¢1> ik, (3.25)

2 2 2 2 2 2
logo
5];: ~ 3a k/ -k/ i57/6 2

De forma analoga, podemos desenvolver o mesmo procedimento para K’ assim:

- 3 .
g(ok) ~ 7“(_/@; — ik, )e™m/S, (3.27)

Comparando as Eqgs. (3.26) e (3.27), podemos notar que as duas nao sao equivalentes de-

vido aos sinais + ¢ — no termo k, tanto na Eq.(3.26) como na Eq.(3.27), respectivamente.

Substituindo as Eqgs. (3.26) e (3.27) no Hamiltoniano definido pela Eq.(3.22), temos

o seguinte Hamiltoniano:

0 LK, — ik
HE = ho; (ke —iky) ) (3.28)
(&K, + ik?) 0
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onde vy = 3at/2h é a velocidade de Fermi e os sinais + e — representam elétrons de baixa
energia em torno dos pontos K e K’, respectivamente. O Hamiltoniano acima é semelhante
ao de Dirac, exceto que temos a velocidade de Fermi (vy) ao invés da velocidade da luz
(c). E por esse motivo, que costuma-se dizer que os elétrons no grafeno se comportam

como férmions sem massa de Dirac.

O procedimento desenvolvido para se obter a Eq.(3.28) pode ser repetido na presenga
de um campo magnético B e de um potencial externo M (7) que depende do sitio da rede

do grafeno. Neste caso teriamos um Hamiltoniano mais geral e dado por:

Hp = |vs(p+ e/T) . 5’+7‘M(F)az] ,

onde o moédulo da carga do elétron é denotado por e, Aéo potencial vetor, vy é a
velocidade de Fermi e & sdo as matrizes de Pauli (6 = (0,,0y)), que levam em conta
as contribuicoes das duas diferentes sub-redes do grafeno. As funcgoes de onda, neste
caso, sao pseudo-espinores 1 (r, ) = [y (1, @), s (r, p)], com ¥y (r, ) e Py (1, ¢) sendo
a probabilidade de se encontrar o elétron na sub-rede A ou B, respectivamente. Podemos
notar que a forma da expressao para Hp é exatamente a forma do Hamiltoniano de Dirac
para uma particula com velocidade v, ao invés da velocidade da luz, onde o potencial
dependente do sitio M; no Hamiltoniano TB da Eq.(3.6) é introduzido no Hamiltoniano
de Dirac como um potencial relacionado a massa M (7). O fator 7 poderd assumir valores
iguals a +1 (-1) para o vale K (K’). A massa da particula na equacao de Dirac é
responsavel por abrir um gap no seu espectro, o que justifica o gap encontrado na Ref. [47]

para um unica camada de grafeno submetida a um potencial que depende do sitio.
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4 RESULTADOS

Neste capitulo, inicialmente, iremos calcular analiticamente o espectro de energia
para um ponto quantico de grafeno circular com raio R, estrutura mostrada na Fig.(a),
sujeito a um campo magnético B aplicado perpendicularmente e comparar este resultado
com o modelo computacional. Em seguida, iremos investigar como o aumento dos sistemas
influencia nos seus niveis de energia. Por fim, iremos mostrar os resultados do espectro
de energia, densidade de corrente e de probabilidade para pontos quanticos de grafeno

com diferentes geometrias (triangular zig-zag, FigRIj(b), quadrada, Fig2Ijc) e triangular
armchair, FigR1|(d)).

4.1 Modelo analitico e computacional para o espectro
de energia de um ponto quantico circular

Os niveis de energia para pontos quanticos de grafeno circular na presenca de um
campo magnético foi estudado analiticamente por S. Schnez et al. no caso especial em

que considera-se as condi¢oes de contorno de massa infinita [53].

Primeiramente, o Hamiltoniano de Dirac, para elétrons no grafeno com baixas ener-
gias, em coordenadas cilindricas, com um campo magnético perpendicular a folha de

grafeno e um potencial relacionado massa, ¢ dado por:
H = <ﬁ+e/f> G+ TM (7)o, (4.1)

onde o moédulo da carga do elétron é denotado por e, Aéo potencial vetor, vy é a
velocidade de Fermi e & sao as matrizes de Pauli (6 = (04, 0,)), que levam em conta as
contribuicoes das duas diferentes sub-redes do grafeno. Esta equacao é valida para os
estados do vale K. Vamos assumir que os elétrons estao confinados em uma area circular
de raio R, F ig(a), que é modelado por uma massa infinita fora do ponto quantico, isto
é: M (1) = 0 parar < Re M(F) — oo para r > R, onde r é coordenada radial em

coordenadas cilindricas. A consequencia disto é que teremos uma condicao de contorno
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L=(3Nx-2)a/2

Figura 21: Estrutura de rede dos pontos quanticos de grafeno com geometria circular (a),
quadrada (b), triangular armchair (c) e triangular zig-zag pontos quanticos. Os vetores
da rede sao representados por a e b e a distancia entre C' — C é igual a 0.142nm. Os
atomos das sub-redes sao denotados por circulos azuis e vermelhos. Ny é o niimero de
atomos de C' em cada lado.

de massa infinita, de forma que: /1Yy = Tiexp[ip] para o confinamento circular [52],
onde Y1 (1, ¢) e Yy (1, p) sao os pseudo-espinores da fungao de onda. O parametro 7 pode
assumir os valores 1 para distinguir os vales K e K’ descritos pela equacao de Dirac e

discutidas no Cap.3. A equacao de Dirac é, portanto:

Hv (T, 90) = Ey (7“, @) ) (4'2)

com a fun¢ao de onda sendo definida por dois pseudo-espinores, ¥ (r, @) = [ty (1, @) , Y2 (7, ©)],
e o Hamiltoniano dado pela Eq.(4.1).

Podemos usar o gauge simétrico para o vetor potencial, escrito da seguinte forma
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- B
como x = rcosy e y = rseny, onde ¢ ¢é angulo polar, temos
A=

B
— (—rsenp,rcosp, ). 4.4
2

Considerando r < R , podemos reescrever a Fq.4.1 como
H = vy <—ZV + eff) -7, (4.5)

lembrando que o operador nabla em coordenadas cilindricas é V = 70, + %gbap e sabendo
que os vetores unitarios podem ser escritos como 7 = cospT + senyy e p = —senpr +
cospy, a Eq.(4.5) se torna

o i 0
H = vy [—z’(cosg&i + senpy)— — 3(—sencpic + cospy) —
r

or Op
eBr . eBr R 0 11\ . 0 —7\ .
———senpt + ——cospy| - T+ g| (4.6)
2 2 10 i 0
H— . 29 L ? .0 eDBr .
= vy | —icospio Tsengpx(,)gJ 5 senyl

) .1 0 eBr R 0 11 . 0 —i \ .
—18enYy — —CoSPY—=—— + ——Cospy| - T+ ) gl (4.7)
r i 2 10 i 0

0 cos 0 1 0 isen 0
H=vy |—i A + - L
cosp 0 or 15enp 0 dp

n eBri 0 1seny , 0 —1senyp \ 0

p— /l —

2 15eny 0 15enp 0 or

. 0 . . 0 —
i 1coSp 2 n eBri cosp (4.8)
"\ icosp 0 dp 2 cosp 0
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H = |—i 0 cosp 2 n 1 0 15enp 3
cosp 0 or r 15enp 0 dp
. eBri 0 15enp ) 0 —iSeny 0
J— /l —
2 15eny 0 15enp 0 or
1 0 —cos 0 Bri 0 —cos
Lt v\ 0 n eBri ® C(19)
"\ cosp 0 dp 2 cosp 0
agrupando os termos, temos
0 cos 0 —1
cosp 0 15eny 0 or
1 0 —cosp N 0 15enp 0
r cosp 0 1seny 0 ofte
Bri 0 - 0 '
eBri cosp N isenp (410)
cosp 0 1seny 0

2
= cosf + isenf, podemos escrever a Eq.(4.10) da seguinte forma

i [ 0 e %\ 9 N 1 0 —e ¥ ) N eBri 0 —e
=vs |— — 4+ = — )
e e ar  r\ e 0 Oy 2 eie 0
(4.11)

Desde que o Hamiltoniano descrito pela Eq.(4.11) comute com o operador momento angu-

_|_

Pela fémula de Euler, e

lar tota]r'_] J, =1l,+ho,/2,isto é, [H, J,| = 0, podemos construir autoespinores simultaneos

para H e J,:

b (r.p) = e™? ( xalr) ) . (4.12)

e xa(r)

Substituindo as Eqgs. (11) e (12) em (2) e considerando o comprimento magnético

Devido ao acoplamento entre o momento angular orbital I, e o pseudospin /o, /2, 0 momento angular
total foi definido como sendo J, =1, + ho, /2.
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como lg = 1/veB, temos:

0 —ie %0, — e [— <8 + it ﬂ
i e [ (0, 4120)] S

( " oxalr) )—keim¢< ) ) (4.13)
2, (1) i xalr)

Resolvendo a Eq(4.13), iremos obter duas equagoes diferenciais parciais de primeira

onde k = E/vy.

ordem acopladas. Podemos obter a primeira equacao a partir do termo a;; e a segunda a
partir do termo a5 da matriz obtida ao se multiplicar as duas matrizes do lado esquerdo
da Eq.(4.13):

2
{—ie‘i‘p& —e E (&p + zr—>] } e M2y o (1) = k™2 (1) (4.14)

212,
o . 1 . .
|:_Z-ewez(m+1)90ar —ew (;&P + Z#) ez(m+1)<p:| X2(T) — kezm@X1<T) (4.15)
B
r

o . ) 1 ) )
|:_Z-ewez(m+1)@aT —_e W (M + ZW) ez(m+1)<p} XQ(T) — kelmwX1(T>, (4.16)
B

dividindo por e™?_ teremos a primeira equacio:
b

{—zar i <(m +1 L)} yo(r) = i (). (4.17)

r 2%

A segunda expressao, sera:

. 11 2 . ;
{—iewar + e {— (8 + 227;2 >] } ey (r) = kel TDPy (1) (4.18)
[—ieweim‘p@r + €% ( Oy + Z#) mw] x1(r) = ke xs(r) (4.19)
{—ie_we"(m“)“"ar + €' (T + Z2l2 ) eim“”] x1(r) = ke xo(r), (4.20)

dividindo tudo por ¥ temos a segunda expressao:
{—z@ +i (m 2; )} Xa(r) = kxa(r). (4.21)

Substituindo x»(r) da Eq.(4.21) na Eq.(4.17), teremos:

[—18 - (%—“Hé)} [ id, +z< 2;)} i (1) = k2 (r) (4.22)
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{—afxl(r) + ar%(r) yo,.220) ((m th ) oxa(r)

" 213 r 22,
(m+1) r m T
+< . +W ?—FW x1(7) =k2X1(T) (4.23)
B B
e my L my Ly Ty
T2 T 2 287 T T 2187
m* m (m+4+1) m o’
—t+3 o o =k’ 4.24
T m S PIOEYGRCED

[—82—1 m 1 m* m (m+1) m r?

ﬁ + % ﬁ + 2 + W + @ + @1 Xl(r) = ]{2)(1(7“) (4'25)

bro =Mt T S i) =0 (4.26)

A fim de resolver a Eq.(4.26), vamos supor que a solucao seja do tipo xi(r) =

rmexp [—r?/4l5] € (1), que gera a seguinte equagao diferencial associada de Laguerre:

T k212, — 2 1
{f8§+<m+1—%)5?+ po2imt )}5@:0, (4.27)
B B

com 7 = 7% A solucdo é £(r) = cL(k*%/2 — (m+1),m,7/2l%), onde L (a,b,z) sdo
os polinomios de Laguerre generalizados e ¢ um constante de normalizacao. A segunda
solugao linearmente independente da Eq.(4.27) sao as fungdes hipergeométricas conflu-

entes regularizadas. Desta forma, as fungoes de onda podem ser escritas como

k212,

U (r, @) = ce™ermy s L ( 5 (m+1),m, 7"2/21%) (4.28)

- i(m+1)p, m, . —r2 /414 r/lp K21 2 1672
Wy (1, @) = cie ermr v L T—(m+2),m,r/213
B

k12
+L (TB —(m+1),m+ 1,7‘2/2%)1 . (4.29)

Utilizando-se a condigao de contorno do nosso problema com 7 = 1, ¥y /1)1 = iexp [ig],
e a partir das Eqs. (4.28) e (4.29), podemos chegar a uma expressao onde finalmente

podemos determinar k:

kip kzl% 2 /572 kzl% 2 /972
1 L —(m+1),m,R*/2l5 )+ L —(m+2),m+1,R*/2l; | =0.
R/ly 2 2
(4.30)
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Como os polinomios de Laguerre generalizados sao funcoes oscilatorias, existird um
nimero infinito de k,,’s para valores de B, m e 7 que satisfaga a Eq.(4.30). Isto define um
nimero quantico radial que rotula as raizes da parte esquerda da Eq.(4.30). Para este

resultado, nos limitaremos apenas a parte positiva de k, de forma que k; > 0.

Logo, a partir da ideia desenvolvida no final da Sec.3.1, e da Eq.(4.30), podemos fazer
uma comparacao entre os valores analiticos e computacionais (TB) para o espectro de
energia F(n, m, T) dos elétrons confinados em um ponto quantico de grafeno circular como
fungdo do campo magnético. A Figl22]ilustra a comparacao entre esses dois resultados.
As linhas pretas pontilhadas, representam os valores obtidos utilizando-se o modelo tight-
biding, enquanto que os pontos azuis e vermelhos representam resultados analiticos paraos
vales K e K’, repectivamente. Podemos verificar também, que existem valores de momento
angular total m associado a cada autoestado. A relaggo —FE(n,m,7) = E(n,m,—71) é

devido a relac@o de simetria entre elétron-buraco [53].

Note que s6 com o resultado tight binding, nao temos as informagoes qualitativas que
obtivemos agora com a solugao analitica, que nos informa quais os momentos angulares
dos estados que compoem essas curvas e em que vales esses estados estao. Estas serao
informacgoes fundamentais para o entendimento dos estados de vértice que discutiremos

mais adiante.

O/ 0,

Figura 22: Niveis de energia de um ponto quantico de grafeno circular com R = 250 nm.
As linhas pretas representam os valores computacionais (TBM), enquanto que os pontos
azuis e vermelhos representam os valores analiticos para K e K’, repectivamente.
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4.2 Ponto quantico de grafeno triangular com borda
zig-zag

Primeiramente, calculemos o espectro de energia da estrutura mostrada na F ig(b):
um ponto quantico triangular zig-zag. Chamando de Ng o nimero de anéis de carbono ao
longo da lateral da geometria, o nimero total de &tomos de carbono para essa estrutura é
N2+4Ng+1, enquanto que para o triangulo armchair é 3N%+3Ng [54]. O comprimendo
do lado do triangulo zig-zag é simplesmente dado por a(Ng + 1)\/3, onde a = 0.142nm
¢ a distancia entre cada dtomo de carbono. Logo, o QD triangular zig-zag com Ng = 50

possui 2.701 dtomos de carbono em sua estrutura e lado igual ~ 12.5 nm.

1.2 . , . . . ; . .

E (eV)

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

Figura 23: Espectro de energia para um ponto quantico de grafeno triangular zigzag,
Fig(b). com Nr = 50, em um campo magnético B perpendicular a superficie, como
funcao do fluxo ¢ = BA através da superficie A, ¢y denota o quanta de fluxo e é dado por
h/e e Ng é o numero de aneis de carbono em cada lateral. A linha vermelha representa

o primeiro nivel de Landau.

Podemos observar, a partir da Fig23] o espectro de energia para o ponto quantico
de grafeno triangular zig-zag com Ni = 50, como funcao do fluxo magnético e os nivels
de Landauﬂ para baixas energias: n = 0, com energia zero (devido a estados de borda),

e para n = 1 , onde podemos verificar a dependéncia da energia com a raiz quadrada

20 espectro do Hamiltoniano de Dirac na presenca de um campo magnético é dado por E, =
+./2hvseB; |n| /c, onde vy é a velocidade de Fermi, ¢ é a velocidade da luz, e n é o indice dos niveis de
Landau [55].
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do campo magnético, caracteristico de sistema de grafeno. A Figl24] ilustra um zoom
em uma regiao particular do espectro de energia onde ocorre um cruzamento entre os
estados que aumentam a energia com o aumento do fluxo magnético com aqueles que
diminuem quando o fluxo cresce. Podemos observar a partir da Fig[25] a simetria do
espectro em relagao ao zero de energia, nao s6 para o ponto quantico triangular zig-zag,

Figs. [25(d)+25(f), como também para as outras duas geometrias utilizadas.

0.6 . T T v w [ B Jd
.o"i'!°0000001
I o®

0.5
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% 0.4
N
m
°
03 [ ] P ° -
e
O
®9
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o
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02 L ' 1 ' 1 N | .. N L
0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025
/9,

Figura 24: Niveis de energia para um ponto quantico de grafeno triangular z1gzag, estru-
tura da Figl21|(d), enfatizando a regido onde ocorre um cruzamento. Os vértices para os

estados de (a) a (f), bem como as densidades de probabilidade eletronica, sao ilustrados

nas Figs. 27 e [28]

Os vértices ilustrados na Fig[27] sdo obtidos a partir das fungdes de onda correspon-
dentes a cada energia, rotuladas como (a) a (f) na Fig[24 Imediatamente, ao se obervar
a imagem das Figs. [27(a){27(c), podemos notar que o padrao de vértices nao muda.
Na Fig(a) existem trés voértices no sentido horario, permanecendo igual ao padrao
da Fig.(c), enquanto que existe somente um vortice no sentido anti-horario nas Figs.
27(d) 7).

A densidade de probabilidade eletronica ilustrada na Fig[28] corresponde aos mesmos
estados de (a) a (f) da Fig[24) utilizados para gerar os vértices da Fig27 As regices azuis
e vermelhas da Fig[28|ilustram uma alta ou baixa densidade de elétrons, respectivamente.

Desta forma, podemos perceber claramente trés regides azuis, bem definidas, nas Figs.
24(a)24)(c) e apenas uma regiao azul nas Figs. 24(d){24](f), como era de se esperar.
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Figura 25: Espectro de energia para pontos quanticos de grafeno circular com raio igual
(a) 48nm, (b) 51 nm e (¢) 56 nm; pontos quanticos de grafeno tringular zig-zag com (d) 45,
(e) 50 e (f) 55 aneis de carbono em seus lados; ponto quéantico de grafeno quadrado com
(g) 30, (h) 35 e (i) 40 aneis de carbono na lateral; pontos quanticos de grafeno tringular
armchair com: (a)30, (b) 36 e (c) 42 aneis de carbono em seus lados.
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O interessante mesmo ocorre para estados de energia que formam um anti-cruzamento,
Fig[26] cujo os respectivos vértices para os estados de (a) a (f) estdo ilustrados na Fig[29]
bem como a densidade de probabilidade, Fig[30]

0.675
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0.625

E (eV)

0.600

f

0575 L (d) ° ()

—~

b o
Y [ ]
e
0550 . I 1 n 1 L
0.0035 0.0040 0.0045 0.0050

Figura 26: Niveis de energia para um ponto quantico de grafeno triangular zigzag, es-
trutura da FigRIj(b), enfatizando a regiao onde ocorre um anticruzamento. Os vértices
para os estados de (a) a (f) bem como as densidades de probabilidade eletronica, estao

ilustrados nas Figs. 29 e [30] respectivamente.

As imagens mostradas nas Figs. 29(a){29(c), as quais correspondem aos niveis de
energias superiores (a), (b) e (¢) da Fig26| mostram uma mudanca no padrao de vértices.
A transi¢do do padrao da Fig[29(a) para a Fig29(c) se dd pela criagio/destrui¢ao de
vortices, onde podemos notar que os vortices mais proximos dos cantos da Fig(a)
saem pelos cantos do triangulo, originando o padrao da Fig.(b), até sobrar apenas um
vértice no centro do tridangulo, Fig[29(c). Para as energias (d), (e) e (f) da Fig[26] ocorre
o contrdrio. Na Figl29[(d) temos apenas um vortice, logo em seguida, na Fig.Fig29(e),
mais trés vértices entram pelas laterais, por fim, temos o padrao da F ig(f) com seis
vortices. A densidade de probabilidade eletronica, Fig[30] nos auxilia para reforgar toda

a argumentacao anterior.

4.3 Ponto quantico de grafeno quadrado

Outra situagdo interessante ocorre quando se tem uma simetria quadrada, FigR1fc).

Para essa estrutura, o ntiimero total de atomos de carbono é dado por 2N3 + 3Ny + 1,
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Figura 28: Densidade de probabilidade eletronica para um ponto quantico de grafeno
triangular zigzag. estrutura da Fig(b). As funcoes de ondas correspondente as energias
de (a) a (f) da FigP32| foram usadas para gerar estes graficos. Alta (baixa) densidade ¢
representada por regides na cor azul (vermelho).
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usadas para gerar estes graficos.
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Figura 30: Densidade de probabilidade eletronica para um ponto quantico de grafeno
triangular zigzag. As fungdes de ondas correspondente as energias de (a) a (f) da Fig[26]
foram usadas para gerar estes graficos. Alta (baixa) densidade é representada por regioes
na cor azul (vermelho).
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logo, para N i = 50, teremos 2.556 atomos nesta estrutura e cada lado igual a ~ 7.3 nm.

O espectro de energia para o QD de grafeno quadrado com N = 50, como funcao do
fluxo magnético, é mostrado na Figl31] e um zoom em uma regiao particular do espectro,
onde ocorre um anti-cruzamento, é mostrado na Fig[32l Os vértices para os estados de
(a) a (f) e a densidade de probabilidade eletronica, correspondentes as energias de (a) a
(f) da Fig[32] sao ilustrados nas Figs. [33] e [34] respectivamente.

1.0 T T y T T T T T

E (eV)

0.0 . I s I . I . 1 :
0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020 0.0025

0/,

Figura 31: Espectro de energia para um ponto quantico de grafeno quadrado, estrutura
da Fig.(c), com Ni = 35, em um campo magnético B perpendicular a superficie, como
funcao do fluxo ¢ = BA através da superficie A, ¢y denota o quanta de fluxo dado por

h/e e Nr é o numero de aneis de carbono em cada lateral.

Analisando as Figs. e podemos notar que os padroes de vortices seguem a
mesma geometria do QD. As fungoes de onda correspondentes as energias de (a) a (c)
da Fig[32] foram utilizadas para determinar o padrao dos vértices das Figs. [33|(a){33(c).
Inicialmente, Fig[33[a), temos quatro vértices, enquanto que na Fig[33|(c) temos apenas
um. Como era de se esperar, as Figs. 33|d)83]f), vértices obtidos a partir das funcdes de
onda correspondente as energias mais baixas da Fig[32] (d), (e) e (f), mostram exatamente
a situacao oposta das Figs. (a)(c): em (e), temos apenas um vértice préximo as
quatro pontas do quadrado e, com o aumento do fluxo magnético, passamos a ter quatro
vértices na Fig[33(f).

A densidade de probabilidade ilustrada na Fig[33] mostra quatro regides azuis na
Fig[33(a) e apenas uma na Fig[33|(c). O oposto ¢ ilustrado nas Figs. B3(d) e Figl33[f),
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Figura 32: Niveis de energia para um ponto quantico de grafeno quadrado, estrutura
da Fig[21|(c), enfatizando a regiao onde ocorre um anticruzamento. Os vértices para os
estados de (a) a (f) bem como as densidades de probabilidade eletronica, estao ilustrados

nas Figs. 33 e [34] respectivametne.

lembrando que uma alta (baixa) densidade de probabilidade é representado pela cor azul
(vermelho). A densidade de probabilidade também nos ajuda a inferir uma assimetria
da posicao do vortice com relagao ao eixo vertical. Essa assimetria simplesmente reflete
a assimetria do potencial de massa, que nao pode ser feito simétrico no caso do ponto
quadrado, uma vez que as laterais esquerda e direita desse ponto sao compostas por bordas

zigzag de atomos de souberdes diferentes.

4.4 Ponto quantico de grafeno triangular com borda
armchazir

O espectro de energia para o QD triangular armchair com Nr = 36, como funcao do
fluxo magnético, ¢ mostrado na Fig[35]e um zoom em uma regiao particular do espectro,
onde ocorre um anti-cruzamento, é mostrado na Fig[36l O nimero total de dtomos de
carbono dessa estrutura é 3.996 e o comprimento de cada lado é ~ 7.7nm. A formacao
dos padroes de vortices (Figl37) e densidade de probabilidade (Fig[38) para o QD de
triangular armchair sao andlogos ao do QD triangular zigzag. Os vértices para os estados
de (a) a (f) e a densidade de probabilidade eletronica, correspondentes as energias de (a)
a (f) da Fig, sao ilustrados nas Figs. e , respectivamente.

O padrao de voértices ilustrados na Figl37] e obtidos a partir das fungoes de ondas

correspondentes as energias de (a) a (f) da Fig[36] refletem, mais uma vez, a simetria
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Figura 34: Densidade de probabilidade eletronica para um ponto quantico de grafeno
quadrado, estrutura da Fig(c). As funcoes de ondas correspondente as energias de
(a) a (f) da Figl32] foram usadas para gerar estes graficos. Alta (baixa) densidade é
representada por regides na cor azul (vermelho).
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triangular do ponto quantico de grafeno. Na Fig.(a) temos trés vortices proximo a
cada ponta do triangulo, resultando em apenas um vértice na regiao central da Fig.(c).
Novamente, ocorre o inverso para os padroes de vértices correspondentes as autoenergias

de (d) a (f) da Fig[36} inicialmente se tem apenas um vortice na Fig[37(d), resultando
em trés na Fig37](f).
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Figura 35: Espectro de energia para um ponto quantico de grafeno triangular armchair,
estrutura da Fig.(d), com Nr = 36, em um campo magnético B perpendicular a su-
perficie, como fun¢ao do fluxo ¢ = BA através da superficie A, ¢y denota o quanta de

fluxo dado por h/e e Ny é o niimero de aneis de carbono em cada lateral.
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Figura 36: Espectro de energia para um ponto quantico de grafeno triangular amrchair,
estrutura da F ig(d), enfatizando a regiao onde ocorre um anticruzamento. Os vértices
para os estados de (a) a (f) e as densidades de probabilidade estao ilustradas nas Figs|37]

e [38] respectivamente.

As densidade de probabilidadea dos elétrons, mostradas na Fig[38] refletem exata-
mente o padrao dos vértices da Fig37 na FigP3§|a), temos trés zonas azuis, uma em
cada canto do triangulo, e em seguida. na Fig(c), apenas uma. Por outro lado, temos

uma regiao azul e trés regices azuis nas Figs. [38(d) e [3§(f), respectivamente.
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Figura 37: Vortices em um ponto quantico de grafeno triangular armchair, estrutura da
Figl21|(d). As funcoes de ondas correspondente as energias de (a) a (f) da Fig[36] foram
usadas para gerar estes graficos.
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Figura 38: Densidade de probabilidade eletronica para um ponto quantico de grafeno
triangular armchair, estrutura da FigRI|(d). As funcoes de ondas correspondente as
energias de (a) a (f) da Fig[36) foram usadas para gerar estes graficos. Alta (baixa)
densidade é representada por regides na cor azul (vermelho).
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, foram apresentados os resultados de uma série de investigacoes que
fizemos sobre os padroes de vortices induzidos por um campo magnético externo, per-
pendicular e homogéneo para trés geometrias de pontos quanticos de grafeno (quadrado,
triangular zigzag e amrchair). Para isso, foi utilizado o método computacional tight-

binding, onde levou-se em conta somente as interacoes entre os primeiros vizinhos.

Abordando o problema numericamente, conseguimos identificar o padrao de densida-
des de correntes dos autoestados para os trés tipos de QD de grafeno utilizados, os quais
formam voértices na presenca de campos magnéticos. Até entao, a andlise qualitativa do
padrao de vortices em pontos quanticos de grafeno, com tais geometrias, ainda nao tinha
sido feita. Desta forma, o estudo que foi exposto neste trabalho é inédito e importante
para que possamos compreender um pouco mais sobre as propriedades eletronicas deste

material tao promissor para o desenvolvimento da industria eletronica.

Verificamos que a solucao computacional para o espectro de energia de um QD de
grafeno circular estava coerente com a solugao derivada analiticamente, Eq.(4.30). Apartir
da comparacao entre esses dois resultados, foi possivel identificar as autoenergias para os
vales K e K’, bem como o momento angular para cada autoestado, ja que o método TB

nao nos dar essa informacao.

Ao se aumentar o tamanho dos pontos quanticos de grafeno, foi possivel notar uma
diminui¢do no gap dos espectros de energia ilustrados na Figf25] Era de se esperar,
pois para um elétron confinado em um poco quadrado infinitd', por exemplo, sabe-se
que a energia é inversamente proporcional ao quadrado da largura do pogo, E, o< 1/a®.
Logo, no caso de pontos quanticos de grafeno, espera-se que, aumentar o valor da area
de confinamento, resultara em um espectro de energia com gap menor. Desta forma, é
possivel concluir que qualitativamente o espectro de energia nao é afetado pela variacao

do tamanho do sistema, apenas qualitativamente.

IPor motivo de simplicidade, escolhemos um poco quadrado infinito para fazer a analogia. As energias
para este caso sao dadas por: E, = n?72h%/2ma>.
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O espectro de energia dos pontos quanticos de grafeno triangulares exibiram mais
regioes com anti-cruzamento do que o espectro de energia do QD de grafeno quadrado. Isto
é consequéncia da reducao da simetria do QD ja que os anticruzamentos sao consequéncia
da combinacao de diferentes estados de momento angular, os quais sao autoestados do
sistema para estas geometrias. De fato, o espectro de energia nao eixibiu nenhum anti-

cruzamento para o QD de grafeno circular, o que era de se esperar.

Quanto ao padrao de vortices para estados de energia que se cruzam, foi possivel notar
que nao hd mudanca no padrao de vértices quando se segue a linha de um mesmo nivel
eletronico. Nota-se também que estados nos quais a energia diminui com o aumento do
campo, energias de (a) a (c) da Fig24] possuiam vortices no sentido hordrio, enquanto
que os estados que aumentam a energia com o aumento do campo, energias de (d) a (f)
da Fig, possuiam anti-vortices (vortices no sentido anti-horario). O padrao de vortices

reflete exatamente a geometria do QD de grafeno.

Por outro lado, o padrao de vértices sofreu mudancgas para os estados que formaram
anti-cruzamento. Regides onde ocorrem anti-cruzamentos correspondem a mudangas nos
valores esperados do operador (L) /h e, consequentemente, a entrada/saida de vortices

no sistema ocorrerd nestes anti-cruzamentos.

Foi possivel notar a semelhanga entre os niveis mais baixos de energia dos QD de
grafeno triangular zig-zag, triangular armchair e quadrado e do espectro de energia do
QD de grafeno circular. Em um QD de grafeno circular, a vorticidade é exatamente o
momento angular correspondente aos autoestados ((L,) /h é um bom nimero quantico),
diferentemente do caso em que se tem QD de grafeno quadrado e triangular, onde [H, L] #
0. Como consequéncia, (L,) ndo é quantificado e varia continuamente a medida que o
campo magnético varia também. Como (L) /h estd relacionado com a vérticidade, isto
implica que vortices ou anti-vértices terao que entrar/sair da amostra para obter valores

menores ou maiores de (L,).
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6 APENDICE

6.1 Conservacao da densidade de corrente de proba-
bilidade na equacao de Schrodinger

Na mecanica quantica, a conservagao da probabilidade também resulta é uma equacao
de continuidade. Lembrando que o produto interno de uma dada fungao de onda, norma-

lizavel, com ela mesma ¢ igual a

@@JHMLﬂ)z/MW@JNWLWM:l, (6.1)

—0o0
onde esse resultado deve-se ao fato de que uma funcao de onda representa uma amplitude
de probabilidade de se encontrar a particula em uma determinada posicao do espaco,

podemos obter a equacao da densidade de corrente de probabilidade.

Considerando que ¥(z, t) seja um autoestado do sitema, chamemos p(z, t) = |¥(z, t)|?
de densidade de probabilidade. Logo, temos como objetivo encontrar uma equacao de
continuidade para p(z,t). Para isto, vamos escrever a equacao de Schrodinger e sua

conjugada, da seguinte forma:

0 1 n? 0
0 1 n o?
—yf S I T
V(@) m{%mﬁ+4@@ﬁ' (6.3)

Como p(z,t) é a densidade de probabilidade de encontrar uma pérticula em um certo

tempo ¢ em uma posicao x, temos que:

op(x,t) 0
o —QNWﬁWNW (6.4)

logo,

Op(z,t) _ OV (z,t) 0V (x,t)

5 o Ul (z,t). (6.5)

U(z,t) +
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Substituindo as Eqgs (6.2) e (6.3) na Eq(6.5), podemos obter uma equacao, tal que:

Op(x,t) _ ih O
ot 2mox

X t X
xp*(g;,t)a‘l’ét’t) —\D(x,t)w | (6.6)

Assim, podemos percebe que a Eq.(6.6) é uma equagao de continuidade e reescrevé-la

da seguinte forma:

op(x,t) 0

5 + _6x](x’ t) =0, (6.7)
com o.t) @1
ih oV (x,t oV (x,t
; - 2\t )
j(x,t) o U(z,t) e Ul(x,t) e (6.8)

sendo denomidado densidade de corrente de probabilidade.

6.2 Calculo da densidade de corrente de probabili-
dade no modelo tight-binding

As densidade de correntes de probabilidade locais ilustradas nas Figs. , ,
137) e podem ser calculadas numericamente com o método desenvolvido na Ref.[50].
Desta forma, podemos escrever a corrente de probabilidade j em termo da equacao da
continuidade, de forma que a corrente local no sitio ¢, discretizada, sera:

. 0
Ji = Jir = Qg Piy (6.9)

onde p;; = (i |p]i) s@o os elementos matriciais do operador de densidade p = |¥) (¥[, e a

derivada temporal é determinada pela equacao do movimento para p

0 7
(4)

onde U; = (n|¥). Assim, considerando as interagdes somente entre os primeiros vizinhos,

isto é, H; ; = 0 quando |m — n| > 1, nés podemos obter uma expressao igual a

0 1 1
i = 5 (Wl Hiva = HignWen )| 4+ 5 | (0] Hom i = Hig i)
(6.11)
que pode ser facilmente escrita da seguinte forma:
0 2 2
ap“ = _ﬁ% |:\I/i\I/;-r+1Hi+177;:| + ﬁ% [qji—l\PIHi,i—l . (612)



69

Comparando as Eqgs. (6.9) e (6.12), podemos identifica a densidade de corrente de proba-
bilidade no sitio ¢ como:
2
Na verdade, de uma forma mais intuitiva, podemos partir da definicao de densidade

de corrente de probabilidade no espago continuo e usar diferengas finitas (com df /dz =

(fi = fi1)/Dx) e obter
e Wi (6.14)

Ji = mizx

Por outro lado, utilizando-se diferencas finitas na equacao de Schrodinger teremos uma

equacao de autovalores igual a:

h? h? h?
BV =(——" ), - Ui+ (), 1
‘ ( QmAa:Z) Z+1+( mAxQ) Z+( QmA:UQ) b (6.15)

que é equivalente ao modelo TB unidemensional considerando-se somente as interagoes

entre os primeiros vizinhos, onde o parametro de hopping é equivalente a 7 = —#?/2m/Ax
e a distancia Ax é equivalente a distancia entre os primeiros vizinhos. No caso do grafeno,

temos que Az = a. Portanto, podemos rescrever a Eq.(6.14) como:

2

Observe, no entanto, que os elmentos H;;_; da matriz do Hamiltoniano sao, na verdade,

os parametros de hopping 7, assim:

2
ji - —ga% [\pj\Ijilei,ifl} 5 (617)

que ¢ exatamente a Eq.(6.13).

Até aqui, ainda nao mensionamos a existéncia de um campo magnético, porém, po-
demos inclui-lo apenas fazendo a substituicao de Peirls no parametro de hopping, como

mostramos na Sec. (3.1.1).

Como o grafeno é uma rede hexagonal, as componentes da corrente nas direcoes x
e y terao formas diferentes e dependenderao do sitio. Definindo a localizacao dos sitios

através de linhas (i) e colunas (j)] da rede do grafeno, podemos obter:

c . a
jx(Z,]) = j:ﬁ {2% [\Di,j\p;’r,jilﬂl,jil} -3 [\Ifﬁj\lf;ril’jﬂ'_l’j] -3 [\I,i,j\l,j+1,j7-i+l,j} } (618)

L V3a
jy(Z,j) = :ET {% [‘Pi,j‘lj;[+1,j7i+1,j] BN [\Iji,jqjg_LjTifl,j} } s (619)

'Para mais detalhes, consultar Ref.[57]
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onde o sinal + em j, serd positivo (negativo) se o dtomo da posicao (i,j) pertencer a

sub-rede A (B) e 7;; é o parametro de hopping definido na Sec. (3.1.1).
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