UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE FiSICA
GRADUACAO EM FiSICA

RONDINELLY OLIVEIRA

GRAVITACAO, SOLUCAO
SCHWARZSCHILD E MODELO
BUMBLEBEE

FORTALEZA
2014



RONDINELLY OLIVEIRA

GRAVITACAO, SOLUCAO
SCHWARZSCHILD E MODELO
BUMBLEBEE

Monografia de Bacharelado apresentada a
Coordenagao da Graduacao do Curso de
Fisica, da Universidade Federal do Cear4,
como requisito parcial para a obtencao do
Titulo de Bacharel em Fisica.

Orientador: Prof. Dr. Carlos Alberto Al-
meida

FORTALEZA
2014



RONDINELLY OLIVEIRA

GRAVITACAO, SOLUCAO
SCHWARZSCHILD E MODELO
BUMBLEBEE

Monografia de Bacharelado apresentada a
Coordenacao da Graduacao do Curso de
Fisica, da Universidade Federal do Ceara,
como requisito parcial para a obtencao do
Titulo de Bacharel em Fisica.

Aprovada em 2/12/2014

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Carlos Alberto de Almeida (Orientador)
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. José Euclides Gomes (Coorientador)
Universidade Federal do Cearda (UFC)

Prof. Dr. Roberto Vinhaes Maluf Cavalcante
Universidade Federal do Ceard(UFC)

Prof. Dr. Victor Pereira do Nascimento Santos
Universidade Federal do Cearda(UFC)



Dados Internacionais de Catalogacao na Publicacao
Universidade Federal do Ceard
Biblioteca do Curso de Fisica

AQ00p  Oliveira, Rondinelly.
Gravitagao, Solugao Schwarzschild e Modelo Bumblebee / Rondinelly Oliveira.
— Fortaleza, 2014.
50 f.:il.

Monografia (bacharelado) - Universidade Federal do Ceard, Centro de Ciéncias,
Departamento de Fisica, Fortaleza, 2014.

Orientagao: Prof. Dr. Carlos Alberto Almeida

1. Relatividade Geral, . 2. equagdo de Einstein,. 3. Metrica de Schwarzs-
child,. 4. Violacao de Lorentz, . I. Titulo.

CDD:000.0




Aos Meus Pais



AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a Deus, aos meus pais, Francisco de Sales Oliveira e Maria Licia
de Oliveira, aos meus amigos e colegas. Ao meu orientador Prof. Dr. Carlos Alberto de
Almeida e coorientadores José Euclides Gomes, Roberto Vinhaes Maluf,Victor Pereira do
Nascimento Santos.



RESUMO

O presente trabalho tem como finalidade, introduzir o estudo sobre relatividade geral.
Iniciamos nosso estudo com um pouco da histéria da gravitacao, com os trabalhos de
[saac Newton, até culminar com os artigos de Einstein sobre relatividade restrita e relati-
vidade geral. Com o estudo preliminar de relatividade geral, daremos enfoque especial na
construcao das equacoes de campo de Einstein. Para tal intuito, deduziremos o tensor de
curvatura de Riemann-Christofell e suas propriedades. Com isso, determinaremos umas
das mais importantes solugoes das equagoes de Einstein, a solugao de Schwarzschild. E ve-
remos que, a solucao de Schwarzschild produz uma singularidade aparente, caracterizada
pelo raio de Schwarzschild R, e uma singularidade onde as equagoes de campo de Einstein
deixam de valer. E na parte final desse trabalho, veremos um pouco sobre a quebra de
simetria de Lorentz. Focaremos nossa atencao a uma possivel consequéncia do modelo
padrao estendido, que a quebra de simetria acarreta. Um dos modelos proposto que que-
bra espontaneamente a simetria de Lorentz, foi o modelo bumblebee ¢. Comentaremos as
possiveis consequéncias, para a solucao de Schwarzschild.

Palavras-chave: Relatividade Geral, equacao de Einstein, Metrica de Schwarzs-
child, Violacao de Lorentz,

“Um dos mecanismos de quebra de simetria, proposto por Kostelecky em seus artigos



ABSTRACT

The present work aims introduce the study of general relativity. Begin our study with
a bit of history of gravitaion, with the work of Issac Newton, culminating with articles
about Einstein restricted relativity end general relativity. With preliminary study of ge-
neral relativity, with special focus on the construction of the field equations of Einstein.
For such purpose, deduct the curvature tensor of Riemann-Christofell and its properties.
Based on that, determine one the most important solutions of the Eintein, the solution
Schwarzschild. And we see that solution Schwarzschild produces an apparent singula-
rity, characterized by the radius of Schwarzschild Ry and a singularity where the field
equations Einstein fail to enforce. We focus our attention to a possible consequence of
default extended model, the symmetry breaking leads. One of the models proposed that
spontaneously breaks the symmetry Lorentz model was bumblebee And in the final part
of this work, we will say something about the Lorentz symmetry breaking. Will comment
on the possible consequences that this entails for the Schwarzschild solution.

Keywords: General Relativity. Einstein’s Equation. Schwarzschild Metric. Lorentz
Violation. .
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1 INTRODUCAO

A humanidade sempre buscou entender os fenémenos da natureza ao longo de toda a
sua existéncia. Inicialmente adotou explica¢oes mitoldgicas para explicar esses fenémenos.
Posteriormente o homem percebeu que havia um padrao determinado, de como os fenémenos
se relacionam. Entao passamos a usar o conhecimento cientifico sistemético, como forma

coerente de qualificar e quantificar os padroes da natureza.

No inicio do século XX, houve um salto no progresso cientifico muito maior, do que em
qualquer outra época. Com o advento da teoria da relatividade e da mecanica quantica,
pudemos construir um panorama geral do que vem a ser um entendimento profundo da
natureza. A teoria da relatividade, concebida por Einstein, possibilitou as ferramentas
necessarias, para desvendarmos a origem do universo. As equacoes da relatividade geral,
com base na geometria diferencial de Riemann, mostrava que a gravidade pode ser descrita
como uma curvatura do espago-tempo, cuja a fonte é a energia e 0 momento armazenada
nos campos de matéria. Essas equagoes da gravidade apontavam, para a surpresa de
Einstein, para um universo nao estatico. Isso foi comprovado com as observacoes feitas
pelo, astrénomo norte americano Edwin Hubble, de que o universo estava em expansao.
Isso mostrava que em um dia o universo era muito pequeno, denso e quente. De modo que,
podemos podemos reconstruir sua origem a partir das equacoes de campo de Einstein.
Entao o cerne desse trabalho sera encontrar as equagoes de campo de Einstein, com base

no principio da equivaléncia e na forma mais elegante no principio da covariancia geral.

Um dos aspectos maias notaveis da equagoes de campo de Einstein, é a previsao de
buracos negros, estruturas tao densas que nem mesmo a luz pode escapar. Veremos
que a solucao de Schwarzschild, a primeira solucao das equacoes de Einstein, prever
que para um corpo simetricamente esférico de massa M e sem rotagao possui um raio
de Schwarzschild Rg. O raio de Schwarzschild o horizonte de ventos do buraco negro.

Nessa regiao, a velocidade de escape de qualquer corpo é igual a da luz. A solucao de
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Schwarzschild ainda prever o comportamento para a regiao onde r < Rg. Quando o raio
se torna arbitrariamente pequeno, rumamos para a singularidade, onde a solugao prever
a existéncia de um ponto de densidade e gravidade infinita. Veremos como a partir das
equagoes de campo, obteremos a solucao de Schwarzschild e como essa solu¢ao depende

da métrica considerada.

transformacoes de lorentz, constituem uma simetria, isto é, minhas equacoes nao
mudam ao passarem por transformagoes dessa natureza. As transformacoes de Lorentz
mostra que, em outras palavras, as mudancas de referencial inercial ndao ocorrem com
direcao preferencial. Contudo, alguns dos modelos tedricos que tentam incorporar a gra-
vitacao com o modelo padrao estendido,! exige que a simetria de Lorentz seja violada.
Mostraremos com um exemplo simples, como a simetria é violada com a presenca de
campo de fundo, com uma orientacao preferencial. Os artigos de V. Alan Kostelecky que
a simetria de Lorentz, pode ser quebrada espontaneamente pela presenca de campo ve-
torial de fundo. Tau campo teodrico, chama de campo Bunblebee, deve assumir um valor

nao nulo no vacuo.

!Spontaneous Lorentz violation, Nambu-Goldstone modes, and gravity Robert Bluhm and V. Alan
Kostelecky, PHYSICAL REVIEW D 71, 065008 (2005)
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2 HISTORIA DA GRAVITACAQO

Em meados do século XVII, o fisico inglés, Isaac Newton ! ( 1642 - 1724) formulou a
teoria da gravitacao universal. Com o intuito de explicar o movimento de queda de corpos
dotados de massa; que vai além de uma pequena maca, ao movimento orbital dos planetas
ao redor do sol. Newton inferiu que para variar o momento de um corpo, era necessario
que uma forca fosse aplicada ao corpo. Décadas antes, o fisico italiano Galileu Galilei
ja havia provado, experimentalmente que corpos em queda livre caem com velocidade
acelerada e igual para qualquer corpo. Dessa forma é facil ver que a queda de corpos
em campos gravitacionais independente de sua massa, logo Newton percebeu que para
que corpos caissem com velocidade acelerada, era necessario que uma forca intrinseca a
massa fosse responsavel por esse movimento. Newton determinou, com base nos trabalhos
experimentais e tedricos de Galileu, que forca gravitacional era diretamente proporcional
a massa dos corpos e inversamente proporcional ao quadrado da distancia que separa os

corpos. Esse resultado pode ser escrita como:

- D it MM
— i#g [T A
Fij=-G 5 T4 (2.1)
onde 7;; = %, e r;; ¢ a distancia que separa as particulas i e j. Com a ideia de Newton de
ij

que massa atrai massa, surgiu o conceito de campo gravitacional, ou seja, se considerarmos
um corpo de prova, com massa m que esteja a uma certa distancia d de um corpo de massa
M, esse corpo de prova deve experimentar uma forca gravitacional continua. Qualquer
mudanca de d vai gerar imediatamente no corpo de prova uma variac¢ao na forca inicial.
Isso, como veremos posteriormente, nao € consistente com a teoria da relatividade restrita
de Einstein. duante os séculos seguintes, teoria da gravitacao universal de Newton, se
mostrou um grande sucesso para a descricao de uma enorme gama de fendmenos. Até
que em 1905, o fisico alemao Albert Einstein, em uma série de artigos revolucionarios,

propos a teoria da relatividade especial. A nova teoria para descricao do movimento, que

1Stephen Hawking, Os Génios da Ciéncia
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depende do referencial, langa mao de dois postulados ( o primeiro postulado diz que a
velocidade da luz é a mesma para todos os referéncias inerciais, e o segundo diz que as
leis da fisica sdo as mesmas em todos os referénciais inerciais ). Com base nesses dois
postulados Einstein rompe com o paradigma da velha fisica newtoniano, onde o conceito
de éter estava fortemente enraizado. Devemos lembra que o conceito de éter tentava
explicar a propagacao de ondas eletromagnéticas no espaco aparentemente vazio. Porém
o experimento de Michelson e Morley, no final do século XIX, nao encontrou evidéncias

do éter e posteriormente as ideias de Einstein suplantaram o éter.

A forma como a teoria da relatividade restrita, descreve um movimento de uma
particula de um referencial inercial para outro, se da pelas transformacoes de Lorentz.
Tais transformagoes sao consequéncia direta dos dois postulados de Einstein. Se conside-
rarmos dois referenciais inerciais K e K, onde K se move com velocidade v em relacao
a K e por simplificacdo, dizemos que as origens dos referenciais O e O coincidirem nos
instantes t = t = 0 e para caso particular da velocidade v esta na direcdo x. Entdo as
coordenadas (x,y, z,t), (z',y,2,t) atribuidas a um mesmo evento, pelos observadores

fixos nos dois referencias, podem ser relacionadas por:

/

r =y(z —vt), (2.2)

12 .
onde v = (1 —v?/c?) / , disso, as outras componentes seguem:

y=y, (2.3)
2=z, (2.4)
{ = (t - ‘if) . (2.5)

Podemos facilmente generalizarmos as transformacoes de Lorentz, para um vetor posicao

7= 7r(z,y, z) qualquer, de modo que:

B B-7. , 3.7
7P =7+ (v )?5—70515 ¢ t =~(t— Wc) (2.6)
Fazendo a convencao usual das coordenadas;
D =ct, st=zx 2*=y, 2*=2 (2.7)

podemos usar a notacao tensorial x#, com p = 0, 1, 2, 3.
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Além disso podemos reunir todas as transformacoes em uma matriz:

v =By 00
— 0 0
VN I (2.8)
0 0 00
0 0 00
Onde 8 = v/e, logo as transformagoes de lorentz pode ser escrita como;
H = APt (2.9)

usando aqui a famosa convencao de soma de Einstein, se os indices se repetem omitimos

o somatorio.

Uma consequéncia muito importante das transformacoes de Lorentz, é que as equagoes
de Maxwell sao invariantes para tais transformacoes, isso quer dizer que, as equagoes
de Maxwell sao naturalmente relativisticas. O fato é que as transformacoes de lorentz
constituem um grupo de simetria com importantes implicagoes fisicas, como veremos
posteriormente. Pela equagao (2.6) vemos que, a nogao de medida de distancia espacial
e a medida de intervalo de tempo da por relégios, depende do referencial do observador.
Desse modo, somos forcados a abandonar a concepsao de acao instantanea a distancia e
a nossao de que o espaco e tempo sao conceitos distintos, como Newton acreditava, mas
sim como uma s6 entidade, chamada de espaco-tempo de Minkoviski. No espago-tempo
de Minkoviski definir um vento como um ponto que se limita dentro o na superficie de um
cone de luz, um evento fora desse cone, nao representa um evento conectado com relacao
causa-efeito a qualquer outro evento. Podemos definir uma quantidade no espago-tempo
de Minkoviski, que seja invariante sobre as transformacoes de Lorentz, e mas que relaciona
as coordenadas do espaco com o tempo. Essa quantidade é chamada de elemento de linha

invariante do espaco-tempo, definido por:
dr? = napdzda’, (2.10)

onde 7,43 ¢ chamado de tensor de Minkowshi, que dado por;

Jap = ) (2.11)
"l o
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a equacao 2.2 diz como ¢ a forma como medimos distancias no espago adotado, no caso

da métrica de Minkowski estamos lidando com uma espaco plano.

Posteriormente a concepcao da teoria de relatividade especial, Einstein percebeu que
sua teoria poderia ser generalizada para incluir referénciais acelerados. Considerando que
referénciais nao inerciais podem descrever campos de forca como a gravidade, ja que em
queda gravitacional, todos os corpos caem com a mesma aceleragao. Entao é possivel
encontrarmos um referéncial que se mova com a mesma aceracao que os corpos em queda,
de modo que nesse reféncial a forga gravitacional é nula, esse é o principio da equivaléncia
de Einstein, que motivard nosso estudo na relatividade geral. A relatividade geral es-
tende a descricao de refencias em sistemas de coordenadas curvilineas, em que saimos da
geometria euclidiana para a geometria reimanniana, que trata de espacos curvos, desse
modo Einstein consegui associar a gravidade como uma consequéncia da geometria do
espacco-tempo. Por exemplo, se adotarmos um referéncial de coordenadas genérico z*

sobre o espaco-tempo curvo, podemos reescrever a equacao 2.10 como:

or® 0xP
dr? = nyg——dat ——dz” 2.12
T = Nap g dat o dr (2.12)
=
dr* = g, dr*dx” (2.13)
onde g,, = %gif é definido como o tensor métrico.

A relatividade geral foi um monumental sucesso, com a comprovagao experimental,
em 1919, do desvio dos raios de luz emitido por uma estrela, ao passar préximo do sol, e a
correta descricao da precessao do periélio de mercirio. nessa concepgao 0s corpos seguem
geodésicas no espago- tempo curvo, isso rompe com conceito de campo de forca, que se
havia estabelecido pelos predecessores de Newton. Em 1915, no mesmo ano que Einstein
publicou seu artigo sobre a relatividade geral, o alemao Karl Schwarzschild apresentou
uma solucao para as equagoes de campo de Einstein. A solucao de Schwarzschild, expressa
pela métrica de Schwarzschild, representa uma corpo massivo esféricamente simétrico,
sem carga elétrica e momento angular, ou seja lidamos com uma solucao estatica. Essa
solugao apenas descreve uma regiao local, para uma distancia r > Rs onde Ry é o raio
de Schwarzschild, para uma distancia » < Ry a solu¢ao descreve o préprio buraco negro.

Porém, como veremos nos proximos capitulos, a solucao de Schwarzschild fala na descrigao
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pontual, ou seja, r — 0

Porém, a tedria geral da relatividade falha para descrigao em escalas ultramicroscopicas
do espaco tempo. Em escalas dessa ordem temos que usar a mecanica quantica. A te-
oria quantica é uma tedria de comprovacao experimental de enorme precisao, de forma
analoga, essa teoria falha para escalas macroscépicos. O fato é que, as duas tedrias, pila-
res da ciéncia moderna, sao completamente imcopativeis. No caso da mecanica quantica,
podemos usa-la para descrever as interacoes das particulas no espgo-tempo, usando o for-
malismo da téoria de campos. J4 no caso da relatividade geral, a forca da gravidade é
descrita pela deformacao do prépio espaco-tempo. Mas se considerarmos uma particula
numa regiao proxima a um horizonte de eventos. Onde teremos campos gravitacionais sao
extremamente fortes, e se a regiao em consideraao for da ordem das escalas atémicas, te-
mos que levar em conta os efeitos quanticos, sobre a descricao do movimento das pariculas.
Logo ficou evidente, a necessidade de uma tedrica quantica da gravidade, nao sé pela

estética, mas para termos um entendimento mais profunda das leis da natureza.

Muitas abordagens foram propostas no decorrer do século X X para se construir uma
teoria da gravitagao quantica. Inclusive o proprio Albert Einstein tentou uma unificacao.
Einstein precisou descrever o eletromagnético com base na tedria geral da relatividade,
porém sem sucesso. A teoria da gravitacao de Einstein esta baseada na geometria di-
feréncial de Riemann. A geometria de Riemann descreve um espaco continuo-diferenciavel
em que o proprio espago é dinamico. Além da teoria geral da relatividade ser completa-
mente deterministica, assim como a velha teoria Newtoniano. Mas na mecanica quantica
temos que lidar com observaveis fisicas que dependem de funcoes densidade de proba-
bilidade. Essas funcoes densidade de probabilidade, temos que introduzir uma incerteza
no valor das observaveis, na construcao do formalismo quantico. Esses contrastes im-
pedem que as duas teorias serem compativeis. Outro grande dificuldade é problema da
hierarquia, onde a forga gravitacional é extremamente fraca em comparacao com as outras
forg as do modelo padrao, algo como varias ordens de grandeza (~ 10*3). Sabemos hoje,
com base nas modernas abordagens tedricas, que a gravitagao se compara em intensidade
com as outras forcas do modelo padrao, na escala de Planck, com uma energia da ordem
101 GeV. Naturalmente, essa escala esta fora de alcance dos experimentos atuais. Mas
podemos inferir indiretamente os efeitos da teoria unificada, se observarmos pequenos des-

vios nos valores das classicas; um desses desvios da teoria, seria a observacao da violacao
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de Lorentz localmente. Como por exemplo, uma consequéncia da violagao de Lorentz,

seria uma variacao da velocidade da luz com o tempo.
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3 INTRODUCAO A
GRAVITACAO

Nesse capitulo abordaremos os elementos matematicos necessarios para construgao
da solucao das equacoes de campo de Einstein. Para isso partiremos das defini¢oes do
principio da equivaléncia e da covariancia geral. Com as equacoes de campo de Einstein
em maos poderemos no préximo capitulo obter a solu¢ao de Schwarzschild. Definiremos

também a acao gravitacional.

Como vimos no capitulo anterior, a relatividade geral surgiu como uma generalizagao
da teoria da relatividade restrita, que se limitava apenas a descricao de referéncias iner-
ciais. Quando Einstein percebeu que corpos em queda gravitacional caem a mesma ve-
locidade aceleracao; constituindo uma pista para descrever referéncias nao-inerciais em
termos da relatividade, e essa nova abordagem leva naturalmente a uma teoria da gra-
vidade. Para construirmos uma teoria da gravitacao, partimos da definicao do principio
da equivaléncia. Onde temos duas versoes, a versao fraca que estabelece a equivaléncia
entre massa gravitacional e massa inercial, e a versao forte diz que a forca gravitacio-
nal que atua sobre uma particula qualquer, se anula para uma escolha conveniente de

coordenadas. Entao podemos escrever a seguinte equagao.
' =0, (3.1)

a equagao (3.1) presenta um sistema de coordenadas inercial. Agora podemos definir o
principio da covariancia geral, o qual é uma formulacao mais elegante para o principio
da equivaléncia de Einstein. Esse principio diz que as equacoes das leis fisicas sobre
campos gravitacionais sao as mesmas para 0 caso que os campos gravitacionais sao nulos,
e recaimos na relatividade restrita. E que as equagoes mantém a forma quando fazemos
uma troca de coordenadas.

r—> X
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, 0 principio da covariancia geral é poderoso o bastante para relacionarmos os campos

gravitacionais com a geometria do espago-tempo.

3.1 Tensor de Curvatura

Para podermos construir as equagoes de campo de Einstein, necessitamos antes defi-
nirmos o tensor de curvatura. Serd esse tensor responsavel pela coneccao entre o espago
curvo com a campo gravitacional. O tensor de curvatura é construido como uma con-
binacao das primeiras e segundas derivadas do tensor métrico. Partiremos da deduducao

do tensor métrico semelhante do Steven Weinberg !. Definindo o conector da afinidade

por:
o A 62 a
p o0 08 (3.2)
H 0&> Qxhoxv
se transformarmos o conector de afinidade para um outro referéncial, ficamos:
, ox'> 0x™ 0x° ox'* 0%
r )I\/ = ., / / ﬁa A, a0y (33)
i Oxr Oz’ Oz'v OxP 0x'*ox'v

Notamos que a transformacao do conector de afinidade posuie um termo nao-homogéneo,

que o impedi de se transforma como um tensor.Tomando agora a transformagao inversa.

/ ’ ’
A ox* 9z'P ox'° ,  Ox* 0%a7

= N i
w9’ Ok Oxv T P7 0x'T QxtOxv’ (3-4)

. ~ A~ . . /
isolando o termo nao-homogéneo e mutiplicando ambos os menbros por dz ™\dz?*, obte-

remos,
PxT axTF,\V_ 0x P 0x'o - (3.5)
dxktdxv  OJxr M ox™ Jxv  *
diferenciando a eq(3.5) com respeito a z*,
o x| 0%’ ox' _, 0%x7 02’ ' (3.6)

Or0zrdry  Owkdr> ™ Oxrdzt Oxv P dxrdxY Oty 7

Usando a eq (3.5) podemos reescrever a eq (3.6) como:

n o _
Oxn " Qxr Oxv "¢

PP’ N (027 OxPOro . "
Y- v PH}\ - r o | I o
Oz OrHOxy o\ Qan oxr Oz ° PT D

ox'? (65" ox' Ox'E /g>

e 027 (02, DuM0x'E Ly, | a7 0Ly, Ox' 0a'r Oa™ ory,
PT dgv \ Oz M Qrm Qgm M oz Oxk oxY Ozt Oxt Ox's

IGRAVITATION AND GOSMOLOGY,PRINCIPES E APPLICATIONS OF THE GENERAL THE-
ORY OF RELATIVITY chapter 6 curvature,page 132 a 134
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. Podemos agora reunir os termos semelhantes e contraindo os indices, de modo que;

B3’ ox'™ (0T} o0x'P 0x' 9z (OT'T o o
i _ 9 ( “”4-1“771“*)— roor 9 ( ”"—F&F%—F{J,&)

OxrcoxtOxy  Ox™ \ Oxk By Ozt Oxv Ozt \ Ox'"

/

, ‘o ‘p P ‘p
_pr 92 (rA Or” 02" 02 ) (3.7)

PT DA H Ok Ok R Oxv

Considerando a eq (3.7) com v e k trocados e subtraindo da mesma equagao obteremos,

ox'™ <8Ff;u B ar),.

8x/\ orrk oxr? pYT KT pR= V]

+ TN r*)

ox'P 0x'7 dx'" <3F;Z aF/an

- I7Yre —T7T2 | =0. 3.8
Oxt Qzv Ozt \ dx'm  Ox'° T et An po) (3.8)

Podemos multiplicar a eq (3.8) por ox'™ /Oz* e obtemos a seguinte regra de transformagao:

B ox'™ Ozt Ox” Ozt _,

By = oz ox'r Q' dx'm M (3.9)
onde temos que,
or or
A v K A A
R, = 83:12 — 8;’ + 0, =, (3.10)

. Vemos que a eq (3.9) defini um novo tensor, chamado de tensor de curvatura de Riemann-
Christoffel, que depende das derivadas primeiras e segundas do tensor métrico. Como
sabemos o tensor métrico diz a forma da geometria do espago-tempo. E natural que o

tensor de curvatura nos diga o quanto curvo é o nosso espaco-tempo.

Analisaremos agora algumas propriedades do tensor de curvatura, que sera de grande
utilidade para dedugoa das equacgoes de Einstein. Podemos por, o tensor de curvatura na
forma covariante,

R)\,uym = gAaRZW{- (311)

A coneccao afim, pode ser escrita como uma funcao das derivadas do tensor métrico 2 e

usando a eq (3.10) podemos reescrever o tensor de curvatura como,

1 0 0 09 0Gu 1o (0 g, O
RMWH:QQAU@:E,{.QUP< gPH + gp _ g;u' > ﬂ( gpy, + gp _ gu )

oz oz oxr | 20z ozt ozt oxP
+9x (T7,07, = T2,.I7,). (3.12)

2ver Steven Weinberg,pag 75
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Usando o seguinte artificio matematico,

a g, g, 8 a
Doy 97" =075 e = =97 (T Gno + T7ogn)

apos algumas manipulagoes algébricas e cancelamentos dos termos I'T" obteremos,

R _ 1 < a29/\1/ 829;11/ 82g)\m 829,tm >
AUVKE 5

Ozrdzr  Orrdxr*  OxvOxt = OxvOr
o (TIAT, =TT, (3.13)

. Pela eq (3.13), podemos ver claramente as propriedades do tensor de curvatura, que
sao,

(A) Simétria:

Ry = Ry, (3.14)
(B) Antisimétria:
Ryjwn = —Ryww = =Ry = Ry, (3.15)
(C) Ciclicidade:
Rypvr + Ruvex + Rueaus (3.16)

podemos contrair o tensor de curvatura para obtermos o tensor de Ricci
Ry = 9™ Ry, (3.17)
obviamente pela propriedade (A), o tensor de Ricci é simétrico
R, = Ry,. (3.18)

Pela propriedade (B) o tensor de Ricci, é o tinico tensor de segunda ordem que pode ser

formado por contragao de R, € que,
g/\'uR/\;wn = gVHR)\,uun = 0.

Podemos ver que, pela propriedade (B) s6 ha um tinico modo de construir escalar; por

contracao do tensor de curvatura,
R = g)‘”gwR/\um- (3.19)

Com base no tensor de curvatura e suas propriedades, podemos derivar as identidades de

Bianchi. Essas identidades, serao de grande importancia para o nosso presente trabalho.
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Se adotarmos um sistema de coordenadas para descrever um ponto de uma regiao local,
em que o Ffw seja nulo, mas nao suas derivadas primeiras, ou seja, estamos em referencial
inercial. Agora se derivarmos parcialmente o tensor de curvatura com respeito a x”

obtemos,

10 829)\V a2guu 829)\5 829;1&
Dy = — — — ) 2
Fexunin 2 0x" <8x“8x“ Oxrdx>  Oxrdxv  JzvOx? (3:20)
Se trocarmos v, k e 7 ciclicamente, de modo a obtermos:
10 82g>\n 629;”7 829>\u 8 Guv
e = = — — 21
B = 5 <8x”8x“ 909 | Owrdx | Danda (3.21)
7 1 0 ([ 0% g 02y g
Rpn = 5 s R N = 3.22
Ausr; 2 0xv (895’78:5“ OxtOx"r 83:“81:” oxrdx? (3:22)

Entao obtemos as identidades de Bianchi, somando as equagoes (3.20), (3.21) e (3.22)
R)\,uw@m + R}\/,L'f]l/;/{ + R)\,Lmn;y =0. (323)

Podemos contrair a equagao (3.23) com ¢, para encontrarmos uma forma mais compacta,

Rmm - R#”] R + R,Lmn v 07 (324)

onde usamos a propriedade;

g/\VR/\uan = — R
. Contraindo a equagao (3.24) com g"* obtemos,

R,—- R, — Ry, =0 (3.25)
Finalmente, escrevemos:

1
(ry — SouR) =0 (3.26)

essas identidades forma muito importantes, quando Einstein, e seu colaborador, o ma-

tematico Marcell Grosmann, obtiveram o resultado final para suas equagoes de campo.

Deduzimos o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel usando apenas argumentos
puramente matematicos. Através de apenas manipulagao de tensores, porém necessitamos
de introduzir uma argumentacao com base fisica e de forma mais elegante, na deuducao
do tensor de curvatura. Entao antes de prosseguirmos com o formalismo das equades de

Einstain, apresentaremos uma segunda versao da deduc¢ao do tensor de curvatura. Isso
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sera feito, com base na equacao de transporte-paralelo, essa dedugao pode ser encontrada
com mais detales no livro do Bernard Schutz ® Se imaginarmos uma quadri-vetor contra
variante V¥ (7) definido em um ponto arbitrario sobre um curva z(7)* parametrizada pelo
invariante 7. Por exemplo, essa curva pode ser escrito sobre a superficie de uma esfera.
Se quisermos levar o nosso vetor de um ponto A para um ponto B ao longo da curva,
podemos usar a equacao de transporte, dada por:

DVe _ dar
Dr  dr

A
u/\ dx
M dr

N VIR v (3.27)

. A equacao 3.27 diz a forma como nosso vetor varia, quando transportado pelo caminho

que vai da A para B. Se o vetor é equipotente ao longo de toda a curva, ou seja, nao varia,

Dvr

entao temos i)
-

= 0. Podemos considerar um referencial inercial, onde uma pariticula
se desloca sobre uma tragetoria definida, em que nao sofre mudangas no seu movimento,
como uma consequeéencia dessa propriedade. Voltando ao exemplo de uma curva sobre uma
esfera, considerando que a curva esja fechada. Queremos deslocar nosso vetor, de modo
que ele percorra toda a curva. Podemos levantar a questao, como sera a dependencia da
variacao do vetor com relagao a curva esclhida. J& que a eq(3.27) depende do caminho
escolhido, veremos que isso esta relacionado a curvatura da superficie. Consideremos o

V'=a,2! = a+da,

caso de uma curva fechada extremamente pequena, dada pelas curvas: x
2?2 = b, 2% = b+6b. Quando o vetor V¥ é paralelamente transportado, em outras palavras,
varia sua forma, do ponto A ao ponto B entao pela equagao (3.27):
ove
oxt

A (3.28)

Integrando de A a B, obtemos.

« o « B 8Va 1
VeB) = V(A) + [ Fdt =
Ve(B) = VE(A) — / T Vida!. (3.29)
z2=b
Similarmente para os caminhos CB e C'D
Ve(C) = Ve(B) — / L TpVida?, (3.30)
rt=a+oa
VYD) =VYC)+ Fl‘le“dxl, (3.31)

22=b+65b

entao qundo o vetor retorna ao ponto de partida (ponto A), temos:

Viima(A) = V(C) + rggv“dx? (3.32)

rl=qa

3Bernard Schutz, A first course in GENERAL RELATIVITY
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A variagao do vetor V*(A), serd um vetor §V*(A) dado pela adigao das Egs.(3.29)- (3.32);

5Va(A) = Vfozfnal(A) -V (A) =

inicial

« 1 o' 1 a 2 a 9
/x oy, iV’ /I  ToVrida! - /x o TVrda® /x L Tnveds (339

tomando agora a variacao de caminho infinitesimal e considerando até a primeira ordem,

obtemos;

sV — _/bb+6b 5a 0 (FﬁQV”) dl'2+/aa+6a 5bi (I‘Z‘IV“> dr! ~

Oz! 0x?
9 ra 0 ra
Sadh [_fhl (e, v+ + o (rmw)] . (3.34)
Derivando as expressoes entre parénteses,
ore,  ore
SV = badb [ 8;21 - &Cﬁf + 9,00 — rglr;] %3 (3.35)

Vemos que a variagao do vetor V¢ é proporcional ao elemento de area delimitado pelo
caminho fechado, essa constante de proporcionalidade definida pela Eq(3.35) é a curva-
tura da superfi cie do elemento de area. Podemos generalizar para uma hipersuperficie

qualquer, de modo que,

e} ara!f @I‘Ot)\ «@ v « 14
oV = dadb 890/& — 8;’ + I, — el | V. (3.36)
Entao definimos o tensor de curvatura como,
ey arao' FOé)\ a 7w a v
pAoe a;)\ - axua + FV/\FMU - Fuar,u)\' (337)

Neste ponto em que, definimos em bases matematicamente consistente o tensor de
curvatura. Estamos prontos para desenvolvermos formalmente as equagoes de campo de
Einstein. Nos apoiaremos, como foi mencionado, na teoria da covariancia geral. Essas
novas equacoes devem, naturalmente terem como caso limite a equacao de Newton. Entao

de antemao mostraremos como a equagao da geodésica,

d*zt da?
7z T 5 =0, (3.38)
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se reduz ao caso newtoniano. Se a particula descrita pela equagao (3.38) e suficientemente

lenta, logo podemos fazer:

do _ cdt
dr dr
Entao obtemos, ,
2
C;f; + T (jﬁ) = 0. (3.39)
Podemos reescrever a equacao (3.2) em termos das derivadas primeiras do tensor métrico,
de modo;
=50 e @40
Pela equacao (3.39) e considerando os campos estéticos, dessa forma vem,
oy = —;g“”gg;yo. (3.41)

como estamos lidando com campos fracos, podemos considerar o tensor métrico como

aproximacao do tensor de Minkowski,

Gap = Nap + ha/g. (342)

Onde |hys| < 1. Para primeira ordem, a equagao (3.41) fica,

o 1 o 8h00
I =—5 o5

Uiy (3.43)

Substituindo isso na equagao (3.39) e considerando que a métrica de Minkowski sejd

unitaria, obtemos;

271 (dt)
—=—| = hoo. 44
dr? 2 <d7’> Voo (3.44)
Comparando isso com o classico resultado newtoniano,
d*z
— = —Vo. 3.45
v (3.45)
isso leva a;
hoo = 2¢ + constante (3.46)

¢ representa o potencial gravitacional dado por

o= M (3.47)

r

Para grandes distacias hgg se anula, concluirmos que a constante é nula, de modo que
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hoo = 2¢ substituindo isso na equacao (3.42) para a componente tempo-tempo.

goo = 7o + oo
onde 199 = 1; isso leva:

goo = (1 +2¢). (3.48)
Para facilitar o calculo da equacao (3.48) fizemos ¢ = 1; de modo que podemos fazer

goo =1+ 2; (3.49)

3.2 Equacoes de Campo de Einstein

As equacoes de Maxwell descrevem como as cargas e correntes elétricas, geram e
afetam os campos eletromaginéticos, por sua vez as equagoes de Einstein descrevem como
a energia e o momento afetam a métrica do espago-tempo. Contudo as equacoes de campo
gravitacional sao bem mais complicadas do que as equacoes do eletromagnetismo, porque
os campos eletrognéticos nao transportam a sua prépria carga elétrica. Ja os campos
gravitacionais transportam a sua propria fonte - a inércia associada ao momento e a
energia dos campos - isso nos leva a procurar equacoes diferencias parciais nao lineares.
A nao linearidade descreve o efeito dos campos gravitacionais sobre si mesmo. Einstein
se baseou na equacao de Poisson, da gravitacao newtoniana, como funcao protétipa. em

que a vercao geral deve-se reduzir, para o caso de campos gravitacionais fracos,
V3¢ = 4nGp. (3.50)

Como queremos que a equacao procurada relacione o tensor momento-energia com as
derivas primeira e segunda da métrica. Entao percebemos que o lado direito da equagao

(3.49) esta relacionado com uma componente do tensor momento-energia,

agora pela equacao (3.48) para campos fracos, substituindo isso na equacao (3.49) obte-
remos,

V2g00 = 87GTy. (3.52)

Com base nesse resultado, podemos buscar uma generalizacao apropriada. Lembrando

que estamos adotando localmente um sistema de referécia inércial, de modo que podemos
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fazer

Ga/g = 87TGTO¢/3. (353)

Usando o principio da equivalancia, podemos representar a equagao (3.52) em sistema

mais genérico de coordenadas em que incluir campos fortes, entao temos:
G, = 87GT),,. (3.54)

Onde o tensor G, se reduz a G, para o caso de campos fracos, esse tensor deve satisfazer

certas propriedades:

(A) por definigao G, deve ser um tensor de segunda ordem.

(B) devemos assumir que G, contenha somente derivadas de até segunda ordem do

tensor e cobinagoes desses

(C) por coveniéncia 7T}, deve ser simétrico entdo G, também o é.

(D) queremos que o tensor T}, seja conservado (por derivacao covariante) entao es-
peramos que G, também serd.
Gy, =0 (3.55)

(E) para um campo fraco estacindrio produzido por uma corpo de massa m nao
relativistico, devemos obter.

Goo ~ VZgoo (3.56)

a maneira natural de determinarmos G, que satisfaca as propriedades (A) e (B) é através

de combinacoes do tensor de curvatura contraido. Sabemos que os tnicos tensores que

podemos construir a partir do tensor de curvatura sao tensor de Ricci R, = Rfm, eo

escalar de curvatura R = Rf,. De modo que G, fica,
G,Lw = ClR,uzz + CQg,LLl/R (357)

onde C] e (5 sao constantes, que precisao ser determinadas. Podemos aplicar as identi-
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dades de Bianchi na equacao (3.57) obtemos o seguinte resultado,

i
Gr = (2 + 02> Ra. (3.58)
pela propriedade (D) temos que, ou Cy = —C/2 ou R, = 0, como queremos o tensor 7},

nao nulo rejeitamos a segunda possibilidade, e podemos escrever

G = Cy (R - ;guyR> (3.59)

Podemos determinar a constante C pela propriedade (E), para o caso de um sistema nao

relativistico de modo que |Too| > |T};] e pela equacao (3.58) devemos ter

1

onde para campos fracos devemos ter g,g =~ 1,3 € 0 escalar de curvatura sera reescrito

€omo;

R~ Roo - Rkk ~ ROO — ;)R = 2R00 (361)

onde Ry, ~ gu R = 50f R = 3 R. Substituindo agora a equagao (3.60) na equagao (3.58)

e por meio das utimas consideracoes obteremos

Goo =~ 2C71 Roo (3.62)
A componente Ry, pode ser calculada agora pela equagao (3.17)

Ry = 9™ Ryun (3.63)

recordando que

1 aQQAV . a2g,u,1/ . aZQAH 829;“%
2 \ 9zroxr  Oxrox>  OxvOxt  Ox¥Ox?

R)\,uwc -

) + Ino (FZ)\FZ,'@ - FZ)\FZV) ) (364)

concluirmos que para campos estataticos as componentes temporais se anulam de modo

a obtermos ,
1 9goo
0000 e 00 = 5 9rigp
. Pela equagao (3.62) podemos escrever finalmente;
i 1 9 goo 1
Roo = §7 Rigjo ~ -’ ——— ~ -V?
00 = 9" Ltiojo 277 Ol — 92 9oo

. Voltando a equagao (3.61)]
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Goo = 2C (Rioio — Roooo) = C1 Voo, (3.65)
recordando a propriedade (E) concluimos que C; = 1. Entao G, pode ser escrito como,

1
G =R — EgWR' (3.66)

Da equagao (3.53) obtemos as equagoes de campo de Einstein;

1
R = 59w R = 87GT,,,. (3.67)

Falaremos um pouco do tensor de momento-energia T"”, com base no trabalho de

Filipe Franca Faria 4

. Para que a energia e momento seja conservado em um sistema
fechado, temos que;

v, " = 0. (3.68)

Em relatividade geral, as quantidades que descrevem o momento e a energia, depende
de no maximo da derivada primeira do tensor métrico g,,. Isso implica que, essas quan-
tidades nao sejam covariante, ou seja, essas quantidades depende dos sistemas de coorde-
nadas. Desse modo, temos que usar pseudo-tensores de momento-energia para descrever
essas quantidades. Como estamos lidando com pseudo-tensores nao é possivel determinar
de maneira tnica a energia gravitacional numa regiao finita do espago, ja que, iremos
obter resultados diferentes para sistemas de coordenadas diferentes. O uso de pseudo-
tensores possibilita apenas a obtencao da energia total de um espago assintoticamente
plano, pois para sistemas assintoticamente planos (integrando sobre todo o espaco), os
pseudo-tensores de energia-momento se tornam independentes do sistema de coordena-
das. Einstein foi um dos primeiros a tentar obter o pseudo-tensor de momento-energia.
Sua ideia foi expressar a lei de conservagao do tensor momento energia que descrevem os

campos de matéria, na presenca de campos gravitacionais. De modo que obtemos;

1 1
VMT# = ﬁaﬂ( \% _gT#) + iTuaaugua = O, (369)

4Fluxo de Momento-Energia Gravitacional, Tese de Mestrado, Universidade de Brasilia
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usando a equagao (3.68) obtemos a lei de conserva¢ao de momento-energia, como;
v, T} =90,T" = 0. (3.70)

Apoés série de céalculos, obtemos o pseudo-tensor de momento-energia total de Einstein

€Omo;

7/ = ko, { %&f —9(¢g" = g"°g™)] } , (3.71)

onde k£ é uma constante. Esse pseudo-tensor total, foi base para construcao de outros

pseudo-tensores de momento-energia.

Se estivermos em uma regiao do espaco na auséncia de fonte, 7, = 0, implica que
R,, = 0 e que R = 0. Contudo nao quer dizer que o tensor de curvatura de Riemann-
Christoffel seja nulo, isso porque como ja foi mencionado antes, o campo gravitacional é
nao linear, ele pode interagir consigo mesmo. Para termos auséncia de campo gravitaci-
onal, teremos R),,, = 0, e voltamos para um espaco plano de espago Minkowski. o fato
de lidarmos com equacoes diferenciais parciais nao lineares, nos impede de obtermos uma
solugao geral, para equacoes de campo de Einstein, ficamos com alguns casos restritos,
que admitem solucao analitica, mas podemos tratar de muitos problemas nao analiticos
por simulagoes computacionais, que sao de grande valor para a pesquisa na drea. Um
dos poucos casos com solucao analitica é a solucao de Schwarzschild, que sera o tema que

abordaremos no préximo capitulo.

Se contrairmos a equagao (3.66) por g" obteremos um importante resultado
R—2R = —-8rGT}! = R =8nGT} (3.72)
substituindo o ttimo resultado na equagao (3.66) podemos redefinir o tensor métrico como

1
Ry, = —87G (TW -3 gWT;\) (3.73)

Se retornarmos a prépriedade (B) e analisarmos bem, estamos livres para adicionar ao
Guv o proprio tensor métrico multiplicado por uma constante, de modo que podemos

reescrever a equacao (3.66)

1
Ry, — §gWR — Agu = —87GT,. (3.74)
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Esse novo termo Ag,, foi posteriormente introduzido por Einstein para corrigir um
aparente erro. Onde suas equacoes originais pareciam dizer que o universo nao era estatico,
como ele acreditava, esse termo adicional,onde A é a chamada de constante cosmologica.
Essa constante torna o universo estatico. Podemos ver que as prépriedades (A), (C) e
(D) sao satisfeitas para esse termo, porém nao a prépriedade (E) entdao devemos assumir
que A é muito pequena de modo a nao interferir com os resultados da teoria Newtoniano.

A menos em consideracao contraria assumiremos A = 0.

3.3 Acao do Campo Gravitacional

Podemos provar que as equacoes de campo de Einstein derivam de um principio varia-
cional, assim como muitas equagoes importantes da fisica, como as equacoes de Lagrange.
Essa propriedade tem como consequéncia a fato de as trajetorias fisicamente realizaveis
em um espaco-tempo curvo sao geodésicas. Nossa deducao se baseard no formalismo
adotado por Aldrovandi® mesclado com o formalismo adotado no livro do Weinberg ©

Partindo da acao de Hilbert-Einstein.

— / V—gRd'z (3.75)

onde g = Det(g,, ) é conveniente usar R = g*”R,,,. Tomando agora a variacdo de equacao

(3.70) , obtemos;

3Sg] = / (6v=99)" Rud'z+ / V=9 (39" R),, d'z + / V=gg" (6R,) d*z. (3.76)

O primeiro termo do segundo membro da equagao (3.71) pode ser desenvolvido por:

0/—g = (—9) (3.77)

7_(5
podemos desenvolver agora 0 (—g), lembrando que estamos adotando em nosso trabalho

uma métrica diagonal, entdao Det(g,.,) = goog11922---Yii-

g
d(—g) = +ﬂ5900911922 Oii + 900 5911922 -Gii + 900911 5922933‘1‘
goo g11 922

gn 23 v
iGii e+ G " 2895 = 99" 0900 + 99"t + ... + 99" = 99" g, (3.78)

i

5R.Aldrovandi e J.G.Pereira,General Relativity
6Steven Weinberg GRAVITATION END COSMOLOGY, pag 290 end pag 364
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Usando agora a identidade; gg"*0g,, = —¢9,,09" e substituindo na equagao (3.72)

obtemos.

99 09"

1
N N T (3.79)

Podemos tratar o terceiro termo do segundo membro da equagao (3.71), usando a identi-

dade abaixo,
ORu = (0T0) = (1) - (3.80)

Essa equacao ¢ nula por uma Integracao sobre todo o espaco; por razoes fisicas, sobre
um extensao infinita do espago o campo gravitacional é nulo. Finalmente substituindo a

equagao (3.74) na equagao (3.71) obteremos;

0S[g] = /\/—_9 (RW - ;QWR> 6g" = 0. (3.81)

Vemos que a equacao de campo de Einstein é naturalmente derivado de um principio

variacional. Isso é propriedade fundamental.
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4 SOLUCAO DE
SCHWARZSCHILD

As equagoes de Einstein (3.66) descrevem elegantemente as interagoes dos campos gra-
vitacionais, seu formalismo matematico sendo muito robusto em comparacao a equacao
da gravitagao universal de Newton(2.1), onde a nogao de forga de agao instantanea é subs-
tituida por uma curvatura do espago-tempo gerada pela distribuicao de massa e energia
.Porem pagamos um preco ao adotarmos a teoria da gravitacao de Einstein; a busca por
solucoes sao as vezes extremamente dificeis, como ja foi mencionado do capitulo anterior
as equacoes de Einstein constituem um grupo de equacgoes diferenciais nao-lineares, onde
o campo gravitacional pode interagir com sua propria fonte. Nao obstante as solucoes
nao-triviais mais bem conhecidas sao para o caso de auséncia de fontes gravitacionais.
Podemos separar em duas categorias as solugoes; as solugoes em ”pequena’escala, onde
tratamos localmente nosso espago-tempo curvo como,por exemplo préximo a uma estrela.
E as solugoes em ”grande” escala, onde lidamos com as interagoes gravitacionais no ambito
cosmolégico. Paro nosso propodsito, estudaremos apenas a solucao para ”pequena’ escala.
A solucao de Schwarzschild, coincidiste em encontrarmos uma solugao para as equagoes
de Einstein, para uma regiao do espago proximo ao uma fonte de campo gravitacional (
uma estrela, um buraco negro ou mesmo um planeta). Porém precisamos fazer importan-
tes consideragoes sobre nossa métrica, primeiramente queremos uma métrica mais geral
possivel que torne o intervalo infinitesimal de tempo préprio dr? = g, dz"dz” seja estatico
e que a métrica seja isotropica, e também, seja a mesma de qualquer direcao do espaco.
Entao nosso métrica tem que ser estatica e isotrépica, para um corpo esférico adotamos

usa simetria e escrevemos o intervalo invariante como:
dr? = e’dt? — erdr® — r? (d92 + sen92d¢2> (4.1)

onde v e A sao funcoes estaticas e exclusivamente de 7.
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Nesse caso a métrica covariante é dada por;

Guv = . (4.2)

E métrica contravariante é

eV 0 0 0
0 —e? 0 0

g = (4.3)
0 0 —r2 0

Entao as componentes nao nulas da métrica sao:
v A 2 2. 2
goo = €, g11 = —€", gag = —1°, g33 = —1°sen’h, (4.4)

como ja dissemos estamos em regiao de vacuo ao redor da fonte de campo gravitacional,

entdo a equagao (3.66) fica.

1
R;w - ig/u/R = 07 (45)

isso leva a condicao R, = 0 para provar isso contraimos a equacao (4.4) com ¢g"” obtere-
mos;

1 1
g Ry, — 59“”9,“,]% =0=R—- §R = R=0=¢"R, =0. (4.6)

como o tensor métrico g nao pode ser nulo, entao R, = 0 para determinarmos a solugao
de Schwarzschild,temos que calcular o tensor de Ricci, mas antes precisamos determinar

o conector de afinidade, dado por:

o _ 1 vo <ag,ul/ + a.g)\l/ _ ag#k) ) (47)

Aw 59 Oz ozt oxv

Para a componente '), temos,

1 990, . 9900 Ogoo 1 9400 1 dv
0 __ v0 _ 0 __ 00 _
Foo = 39 (mv*mo—wu epara v =0 ficamos oo =507\ 500 | = 2car

1 990, . O dgo1 1 0900 1dv
F(]:il/(] v — — 00 :*7:F0 I10:
10 29 <6x1 + 00 oxv 29 ozt 2 dr 10 H

00 020 oxv

1 20 (aglu (9911/ _ 3911) _ lgoo <_8911> . i V_)\@ Fl 1 vl <8g01, I 390u 890())

29 oxl oxl oxV 2 ox0 | 206 dt 00 = 59
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020 ox! oxv

1 0 1 d 1 991,  0go, O 1 40
_11(_ 900>:€y_,\V Il =Tl = y1<91 n 90 901>:11 g

29 ox! 2 dr 59 29 00

2 oxl oxl oxY 27 9zl 2dr

2106;;\ Fil = ;911 (aglu + aglu agll) _ 1 llag11 — 1@

1 092 092 092 1 0go1  0ga1  0gao _
Lo v _ _ 1 u _ _ A
22 29 <8x2 + ox? ox” 2 0x? + 0x? ozl ©r
1 g3, 0g3,  Ogss 1 dgs1  0gs1 Ogss _
Lo _ _ Lt _ — e Asen20
3= 99 (83&3 * ox3  Oxv 2 o0x3 * Or3 Ozt e een

oxl 0x? oz

1 0go, 0g1, O 1 0 0 0 1
F%2_2gu2< 92 4 ) 912>_ 22( 912+ g12 912>

— = - =17
oxt 0x? 0x? r =

1 g3, 0g3,  Ogss 1 Ogsa  0g32  Ogss .
2 1 o9 ) _
I = 59 (81’3 + ox3  Oxv | 59 ox3 + or3 022 ) —sinfcosf

oxl + ox3 oz

ox! ox3 ox3

29

29 -

1 dgs, 0¢y, O 1 0 19) 0
Fgl),s_ V3< g3 q 931) _ 33( 933+ 913 931) =F§1

1 0goy 092, Ogas 1 0gs2  Og3o 0932
1—\3 _ v3 _ — _ 33 — = Fg = — . 4
= 29 (8333 + 0x? oxY 29 0x? * o0x3 o0x3 32 cotf. (4.8)

Todos os outros gamas sao nulos para as demais componentes e como nossa métrica é
supostamente estatica, as derivadas temporais sao nulas. Nosso proximo passo é calcular
as componentes do tensor de Ricci, comecemos por Ryy. Usando a equagao (3.17) ela

pode ser reescrita como:

_ Ol 01,

Ry = 528 — =22 —T0 I + T, (4.9)
entao;
ars,  org , ,
Roo = a;;o — ax%p —T% Ty + 0T, (4.10)

Os quatro termos da equagao (4.9) devem ser calculados agora como;

org, ory, ory, ori, org,
oxP  Ox0 + ozl + 0x? + ox3

(4.11)

org, org,  org  org, ol

or®  9z0 oxV oz oxY (4.12)

FZ,%FSO = anrgo + Flfnr(l)o + FSHF(%O + anrgo
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Essa termo pode ser aberto como,
0 0 10 1 10 2 10 3 10
I'6:L00 = Tool'oo + To1l'oo + L'o2l'00 + ol oo

FTnF(l)O = F[1)0P(1)0 + I‘hFéO + F%2F(1)0 + Fi’sr(l)o

anrgo = Fgorgo + F%IF(Q)O + F32F(Q)0 + ngrgo
I Too = T80 + D To + T30 + Dasloo- (4.13)

E também,
0L, = Tolto + Toaly + T2, + oLty

FBOFSO = F801180 + F?Or(l)o + Fgorgo + Fgorgo
lezlrgl = F(1)1F81 + Fhrtl)l + Fé1rg1 + F§1Fg1
Fizrgz = F82F82 + F%zréz + F§2F32 + F§2F32
F33F63 = F33F83 + F?sr(l)s + F§3F33 + F§3Fg3 (4.14)

Comparando as equagoes (4.11) a (4.14) com os resultados da equagao (4.8) e substituindo

na equagao (4.10) obteremos;

ort
Roo = _Wolo —Tgo (Fh + 15, + T35 — F(ln) ; (4.15)
com isso ficamos
1y 1didv 1 (dv\® 1dv
Ron = | —=——= - | = _— (V_A), 4.16
00 ( 2dr2+rdrdr 4<dr> rdr)e ( )

Calculamos agora para a componente Ry e usando a equagao (4.9) de sorte que;

ore,  ore } }
— 871’} _ a;{’ + T8 Y —TOTY,, (4.17)

Rll

onde,
ory, ory, ~ory ory o org
drr  Ox0 ozt 02 ox3’

(4.18)

or{, o9, ory, ar:, ord
orl Ol + ox! + ox! * oxl’

(4.19)

Y.l = Lol + T 0 + T2,0, + ol =
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Fgorﬁ - F801%1)1 + F(l)()rh + Fgori + Fgori
Filrlﬁ = Fclnr(l)l + F%lr%l + F%lﬁl + Félﬁﬁ
F1212FT1 = F(%QF% + F%Qﬂl + F§2F%1 + F§2F§1

Fi?)rlljl = FSSF(I)l + F?Z’)Fh + F%Z’)F%l + Fg3ri’1 (420)

E para o ultimo termo temos;

FllleTp = Fgll_‘(l)p + Flljlrip + Fgl]i%p + Fglri)p =

FSIF?p = F811—‘(1]0 + F(1)1F(1)1 + F(2)11?2 + FS1F?3
Ffl)lr%p = F(l]lrio + F%lrb + F%lrb + F%F%?)
FSIF%/} = Fgll—‘%O + F%1F%1 + 1%11?2 + F§1F%3

Fgll—{fp = Fglrio + lenri)l + F:Qalrifz + F§1F?3
comparando os gamas das equagoes (4.18) a (4.20) com os termos da equagao (4.8) de
modo que a equagao (4.17) fica;

0

1= Ol (F(fo + F?z + F?za) - Fh (Fél + Fgl + Fgl) + (Fgl)z + (F%2)2 + (F??’)Q' (4'21)

R

Onde obtemos,

1d?  1dvdrx 1 (dv\® 1dx

Ri=-—5—-""—F—7—+4+-|—| ———. 4.22
M9 gy 4drdr+4<dr> rdr (422)

Repetimos o processo anterior para Rs de modo que;

ors,  ors . .

Rop = 52 = a;; — T T%, + T0,TY . (4.23)

Calculando agora os quatro termos da equagao (4.23)
org, ory, ory, ors or, (4.24)

orP  Ox0 oxt Ox? or3
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ors,  ory, n ors, n or3, n ors,

ox2  Ox? 0z 0x2  Ox? (4.25)
Iy, l5 = ngrgz + FTpF%Q + FSPF§2 + ngrg2 =
FSpFSQ = PgoFgQ + F(1)1Fg2 + I1(2)21182 + FggrgQ
Fﬁl,pré2 = F(1]0132 + Fhlﬂ%z + F%2F%2 + F?:sréz
ngFgQ = F(Z)OF%Q + F%1Fg2 + F32F§2 + F§3F32
ngrgz = Fg0F§2 + Fil’,lrg2 + F?ﬂrgz + F§3F32 (4‘26)
7,15, = F82F(2)p + Ffzrép + F§2ng + F§2F§p =
Ff)’2r(2);; = F82r(2]o + FéQFgl + F?mrgz + ngrgz
F/1)2F§p = P(IJQF%O + F%QF% + F%QF%Z + F?2F53
F§2F§p = F32F§0 + F%QF% + F§2F§2 + ngrgz
F§2ng = Fg2rgo + F§2F§1 + F§2F32 + F§2F§3 (4-27)

Comparando agora as equagoes (4.42) a (4.27) com os termos da equagao (4.8) e substi-

tuindo agora na equagao (4.23) obteremos;

ors, ors )
Ry = 8;12 _ ax223 + F%Q (Fgl + Fh + Fgl — 1—‘31) — (1"33) (4.28)
o que implica;
1 dv 1 dA
=l+5rg —5rg ) ! 42
Ras ( + 5" I 2rdr>€ (4.29)

orh, oI ,
Ras = ax?f - a;g’ + 1% Ty — T0T (4.30)
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Abrindo os quatro termos separadamente,

oLy, _ or§, ori, or3, ory,

Oxe 020 = Ox' 022  OxB (4:31)
Iy lss = ngrgs + FT,OF;)?) + ngrgs + ngng =
ngrg:s = P801123 + F(lnrgza + F(Q)Jgg + F?)?)Fg?)
F/fprzlss = Fcl)orés + Fhrzlss + F%zrzlazs + F?:stl),?,
ngr?s:s = F20F§3 + 1%11%3 + F%2F§3 + F§3F§3
ngrgs = Fgorgs + F;)ngS + F§2F§3 + F§3F§3 (4.33)
75T, = F83ng + Fll)3rép + FS?)F?‘}p + F§3F§p =
F83ng = Fggrgo + F(1)3Fg1 + ngrgz + Fg:ng?,
Fll)3]‘—‘flip = F(1)311:130 + F%3F§1 + F%3F§2 + 11(1)31%0
F,2)3F§p = Fggrgo + F%3F§1 + ngrgz + F§3F§3
ngrgp = Fg?,rgo + P§3F§1 + F§3F§2 + F§3F§3- (4-34)

Comparando as equagoes (4.31) a (4.34) com a equagao (4.8) e substituindo na equagao
(4.30), obteremos;

orl, or3,
ox! 0x?

1 dx 1d
Rs3 = sen’0 (e_’\ (1 — —r—+ TV> — 1) . (4.36)

RSS =

— Dl (T + Ty + T3, = T%) + D3l (4.35)

onde obtemos,
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Equagao pode ser rescrita se a compararmos com a equagao (4.29),
R33 = RQQS@TLQQ. (437)
Como o escalar de curvatura é dado por;

R=g¢g"R, = 9" Roo + "' Ri1 + g”*Rao + g% Ry3 =

o 1d  tdxdv 1 [(dv\® 1dv\ _, ( 1d% ldvdx 1 [dv\?
R=e?|—z2—=+-——"->|=—] ——— |-+ —-=|=]| +
2dr?  rdrdr 4 \dr rdr 2dr?  4drdr 4 \dr

2 1 dv 1 d\\ _, ,
—— 14+ =r——=r—]e " =1 reoganinzando esses termos, obtemos;
r2 2 dr 2 dr

d*>v  ldidv 1 (dv 2 2d\A  2dv
R=et|——4-"FT— (= |-+ 22 4.38
‘ [ dr2+2dr dr 2 <d7‘> r2  rdr rdr] (4.38)
Agora estamos aptos para calcular Gy da por;
1 ldx 1 1
Goo=Roo— =gooR=0=>Gp=¢ " |-— — = | + = 4.39
00 00 — 5900 = G =€ (7’ dr 1”2) 2 (4.39)
de modo analogo encontramos Gt
1 ldv 1 1
Gi=Ry—-guR=¢*|-——4+ = | - =. 4.40
11 11 2911 € (7" dr r2> 2 ( )

Fazendo Goy = 0 e G;; = 0, j& que estamos no vacuo, e somando as duas equagoes

obteremos;
dv  dA
— 4+ — = ()’ 4.41
dr  dr ( )
essa equagcao s sera valida se os dois termos do primeiro membro forem constantes, de
modo que v = —\ substituindo essa relagao na equacao (4.40) e a rescrevendo, de modo
que;
dv d
e'r—4e"'=1=—(re’)=1 4.42
dr dr (re”) ( )
onde k é uma constante. Integrando agora a equagao (4.42), obtemos;
k
e’ =1+ —. (4.43)
r

O que implica,

e = (1 - k) h : (4.44)

)

rdr

|
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Comparando a equacdo (4.43) com a equagdo (3.48) encontramos que k = —2%Y¢
disso substituimos as equagoes (4.43) e (4.44) na equagao (4.1),
2GM 2GMN\ !
dr? — (1 - ) Adt? — (1 - > dr? =12 (A6 + sent®dg?) . (4.45)
c?r c2r

Karl Schwarzschild apresentou essa solucao em 1916, pouco tempo apds Einstein ter pu-
blicado seu artigo sobre relatividade geral. Observando a equagao acima Vemos que ha

uma singularidade, quando;
2GM

c2?

r=R,=

(4.46)

Ry é o chamado de raio de Schwarzschild, esse raio defini uma regiao na qual interna-
mente a velocidade de escape é maior que a da luz, por tanto, totalmente inacessivel para
observadores externos, essa regiao é chamada de horizonte de eventos. Como R, depende
diretamente da massa do corpo fonte, podemos calcular que para um corpo com a massa
do sol R, =~ 3km e para um corpo com a massa da terra R, ~ 0.9cm. Contudo essa
singularidade é apenas aparente, pois podemos remove-l4 por uma escolha conveniente
de coordenadas; mas quando temos r — 0 a equagao (4.45) deixa de ser vélida, nesse
ponto é que reside a singularidade. Vale ressaltar que obtivemos a equagao (4.45) em
uma regiao do espago proximo a fonte gravitacional, onde a distribuicdo de matéria é
nulo, ou seja, T, = 0, sendo que a solucao de Schwarzschild nao ¢ vélida para o caso
contrario (7, # 0). Outro caso interessante é quando temos r — oo, que a solugao de

Schwarzschild se reduz a métrica de Minkowski.
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5 QUEBRA DE SIMETRIA DE
LORENTZ E CAMPO
BUMBLEBEE

5.1 Violacao da simetriaa de Lorentz Plana

Esse presente capitulo, iniciamos o estudo preliminar sobre o chamado modelo padrao
estendido. O modelo padrao estendido surgiu nos artigos de V. Alan Kostelecky !. Esse
modelo propoe que a teoria da gravitacao geral deve ser incorporado ao modelo padrao
de particulas. Veremos que Uma das maneiras para fundamentar essa proposta, sera
necessario considerar a abordagem da quebra da simetria de Lorentz. E uma maneira
de fazer isso é considerar um campo de fundo escalar especial, que adquiri um valor
nao nulo no vacuo. Por fim, mostraremos que a violagao de lorentz leva a modificagao
do acao gravitacional, isso leva também, a modificacao das equacoes de Einstein como

consequencia disso. E podemos refletir como isso modificaria a solucao de Schwarzschild.

Sabemos que as teoria da relatividade e quantica, tiveram um fabuloso éxito em
explicar a natureza da realidade, a mecanica quantica para explicar o comportamento dos
atomos, e a relatividade geral para explicar comportamento de corpos em escala cosmica
( como aglomerados de galdxias). Em meados dos anos de 1920, fisicos como, Paul
Andrien Maurice Dirac, usaram o formalismo da relatividade restrita na teoria quantica
para criar a teoria quantica de campos, que descreve as particulas subatémicas, como
modos excitados que se propagam através dos campos. A teoria quantica de campos é a
base para construcao do modelo padrao, como haviamos dito antes, o modelo padrao é de
extraordinaria precisao quanto a predicao tedrica de propriedades das particulas e a sua

respetiva comprovagao experimental. Porém, o mesmo nao acontece quando tentamos dar

!Physics Department, Indiana University, Bloomington, IN 47405 (Dated: TUHET 461, December
2003; accepted in Physical Review D)
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Figura 1 - IHustragao da quebra espontanea da simetria
Figura 1: Quebra espontanea de simetria.

uma descricao quantica a teoria da relatividade geral. Mas como sabemos é fundamental
termos um teoria quantica da gravidade, para que os modelos cosmoldgicos posam explicar
os instantes iniciais do universo. As teorias mais recente sugerem que um modelo padrao
que incorpore a gravidade, o chamado modelo padrao estendido (SME), deve quebrar

naturalmente a simetria de Lorentz.

Podemos entendermos o conceito de quebra espontanea simetria, por um exemplo
muito simples, se imaginarmos um haste perfeitamente cilindrica e em seguida a com-
primirmos, de modo que ela enverga. Como nao, temos como saber para onde a haste
vai envergar, dizemos que houve uma quebra espontanea da simetria, como podemos ver
na figura acima. Agora se considerarmos uma particula, um elétron por exemplo, temos
dois modos para descrevermos, esse elétron. Podemos realizar uma rotagao passiva (mu-
danga de observador), onde dois observadores inerciais distintos descrevem o elétron. E
a rotacao ativa, onde mantemos o observador fixo, e rotacionamos o ponto P onde se
encontra inicialmente o elétron, para um ponto P’. Para exemplificarmos isso, tomamos

a rotacao de coordenadas:

:c: _ cosp  seng x ' (5.1)

Y —seng cosp Y

Considerando agora, apenas aproximacgao em primeira ordem da matriz de rotacao passiva,

ficamos
z 1 9 x
| = ¢ , (5.2)
y —0¢p 1 y
apds algumas manipulagoes algébricas, obtemos;
ox 0 1 x
=0¢ . (5.3)

oy -1 0 Y
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Figura 2 - Como se chegar & matriz de rotagio passiva

Figura 2: Matriz de rotagao passiva.

Agora para a rotacao ativa, temos que manter o sistema de coordenadas fixo e rotaciona-

mos o ponto em consideragao,

/

x cos¢p —sen x
= ¢ ¢ , (5.4)
Yy seng  cos¢ Yy
de maneira andloga a equagao (5.3) obtemos,
ox 0 —1 x
=0¢ . (5.5)
oy 1 0 Y

Vemos que uma rotagao passiva, rotaciona em um angulo ¢, enquanto que uma rotagao

ativa rotaciona em um angulo —¢, como vemos as duas descri¢goes preservarao a simetria.

Se considerarmos agora o elétron dentro de uma capacitor de placas paralelas, com
o respequitivo vetor posicao 7 = (0, a,0) perpendicular ao campo elétrico. fazendo uma
rotagao passiva em 7/2, os dois observadores concordarao que o vetor posigao 7 continua
perpendicular ao campo. Agora para uma transformacao ativa, rotacionamos o ponto
em —m/2, veremos o vetor posigao agora é 7 = (0,0, —a), surpreendentemente, o caso
ativo constituem uma configuracao distinta do caso passivo, quando tratamos de campo
de fundo. Esse campo de fundo quebra naturalmente a simetria de Lorentz. Outra
consequencia interessante da violacao da simetria Lorentz, que a velocidade da luz, nao
¢ mais constante. Observacoes no espectro de algumas estrelas distantes, sugerem que a

62

constante de estrutura fina (a = «Th) esta sofrendo pequenas variagoes ao longo do tempo,

pode ser que a constante que esteja variando seja ¢, ainda nao se sabe.
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Figura 3 - Como se chegar & matriz de rotacio ativa.

Figura 3: Matriz de rotacao ativa.
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Figura 4 - Rotacao passiva de angulo ¢ em presenca de um campo
de fundo.

Figura 4: Rotagao passiva de um angulo ¢ na presenca de campo de fundo.
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5.2 Campo Bumblebee

Usamos um campo elétrico de fundo como exemplo, para mostrar que a simetria
de lorentz é violada, para o caso de rotacoes que satisfazem a transformacao de Lorentz.
Podemos introduzir um campo que tenha a funcao de quebrar a simetria de Lorentz, para o
caso de um espaco-tempo curvo esse o campo bumblebee, utilizado por Kostelecky em seus
artigos. O campo de bumblebee é um dos possiveis mecanismo de quebra espontanea, que
abordaremos brevemente. O potencial do campo bumblebee sera gerado pelo quadrivetor

B,, e campo de forga serd dado por:
B, =90,B,—0,B,, (5.6)

o campo vetorial de bumblebee B, deve adquirir um valor nao nulo em algum vécuo,

como citado no trabalho de R.V.Maluf ? de modo que;
(Bu) = by, (5.7)

assim, o vacuo escolhe uma direcao preferencial no espago-tempo.

A agao do campo bumblebee pode ser dado simplesmente por;

1 2
Sp = / d'z/—g [—4BWBW + SB”BM -V (B"B, ¥ 52)] : (5.8)

12
O potencial V' pode assumir diversas formas, as mais comuns sao:

V=X (B.B" ¥ 1), (5.9)

onde envolve um multiplicador de Lagrange A e ¢ linear em B, B*.

V= ;)\ (B.B"F1)", (5.10)

nesse potencial A depende quadraticamente de B, B* e,
1 u 9\ 2
V= n (BuB" ¥ 1), (5.11)

nesse ultimo exemplo também é quadratico em B, B*, porem s é uma constante.

2Einstein-Hilbert graviton modes modified by the Lorentz-violating bumblebee field
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Podemos adicionar a densidade lagrangiana do campo bumblebee a densidade lagran-
giana do campo gravitacional, de modo a obtermos uma densidade mais geral:

1

Lp = 167G

1 1 1
(R —2A) = 1 B" B, + 572D, B,D"B" + -5, B"D,B"

01B"B" R, + 02D, D"R — V(B,B" F b°) + L\ (5.12)

onde as constantes 7y, T, T3, 01 € 0o determinam a forma dos termos cinéticos do campo
bumblebee. Aqui usamos novamente na parte gravitacional, a constante cosmolégica

Quando deduzimos as equagoes de campo de Einstein, suprimos essa constante do
resultado final. Isso porqué, pelo menos localmente - a extensao do espago proximos a
estrelas e planetas - o efeito da contante cosmoldgica deve ser muito pequeno. Porém
no modelo padrao estendido, devemos inserir esse termo juntamente com os termos do

campo bamblebee.

Vemos que a acao deve ser modificada para incluir a agdo do campo de quebra de

simetria de Lorentz, de modo que podemos escrever,

Sp = /d4x\/—g£5, (5.13)

onde Lz é dado pela equagao (5.12). A variagao funcional da agao Sp deve gerar equagoes
de campo, de modo semelhante a deducao das equacoes de campo de Einstein como fizemos

na seccao 3.3.
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6 CONCLUSAO

Nesse, trabalho fomos apresentados as primeiros aspectos da relatividade geral, conce-
bida por Albert Einstein. Vimos que, a primeira versao da teoria da relatividade - teoria
da relatividade restrita - diz qua as leis da fisica sao as mesmas para qualquer referen-
cial inercial, assim como a velocidade da luz. Isso nos permitiu tratarmos os referencias
com mesmo pé de igualdade. Nessa nova concepcao, a separacao temporal e espacial dos
eventos depende do referencial adotado. Somos levados dessa forma, a adotarmos o con-
ceito de espago-tempo de Minkovisky. no espaco-tempo de Minkovisky, pudemos definir
uma quantidade invariante, que é independente do referencial adotado, que relaciona as

coordenadas espaciais com a coordenada temporal.

Posteriormente, mostramos como Einstein generalizou a teoria da relatividade restrita,
para incluir referencias nao-inercias, ou seja, referencias acelerados. Através do principio
da equivaléncia, que diz que, sempre podemos encontrar um sistema de coordenadas em
que referencial acelerado seja inercial. O principio da equivaléncia permitiu que Einstein
inclui-se a gravidade na teoria da relatividade geral. De modo que, passamos do espago-
tempo plano de Minkovisky para espago-tempo curvo de Riemann-Christofell, onde a
gravidade pode ser interpretada como a curvatura desse espaco tempo. Definimos o
tenso de curvatura de Riemann com base nas derivadas primeira e segunda do tensor
métrico e com isso preparamos o formalismo necessario para construcao das equagoes de
Einstein. Vimos que Einstein partiu da equagao de Poisson (3.50) como um caso limite da
equacao mais geral descrita na relatividade geral. Pelo o principio da covariancia geral,
como ja haviamos visto, diz que as equagoes da natureza que descrevem algum evento na
presenca de fortes campos gravitacionais, devem valer na auséncia desse campos. Essa
Argumentagao, levou a concepcao da equagao (3.67), onde a geometria curva do espago
esta diretamente relacionado com a inercia da energia e do momento contidos no proprio

espaco-tempo, cuja a fonte sendo a matéria.
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No capitulo 4, tratamos de uma das mais simples e relevantes solucoes de das equacoes
de Einstein, solugao de Schwarzschild. Expomos de forma explicita todo o tratamento
matematico para obtermos a métrica de Schwarzschild, com base na métrica esférica e
estatica, com os parametros A e v a serem determinados. Mostramos que a soma das
derivadas radias dos parametros é uma constante, de modo que eles sao complementares.
Quando comparamos a equagao (3.48) com a equacao (4.43) obtivemos a forma explicita
de A e v, disso chegamos a equagao (4.45). Essa importante solugao, diz que para uma
distancia menor certo raio, a velocidade de escape excede a da luz, isso representa um
buraco negro. Outro caracteristica peculiar que encontramos, é que para r — 0 temos
uma divergéncia na métrica de Schwarzschild, em outras palavras, a métrica deixa de

valer, estamos lidando com uma singularidade.

Por fim busca introduzir um pouco, do chamado modelo padrao estendido (SME),
busca incorporar a violagao de Lorentz no modelo padrao. Nosso intuito de abordarmos
esse assunto, foi para mostrar a possivel generalizacao das teorias de Einstein, que mesmo
tentou com afinco durante o resto de sua vida. Mostramos de maneira muito simplifi-
cada, como a quebra espontanea de simetria Lorentz ocorre, ja que os modelos de (SME)
exigem isso. Vimos com a citacao dos artigos de V.Alan Kostelecky, que podemos nos
valer de campo vetorial, chamado de campo bumblebee, para quebrar espontaneamente a
simetria. Podemos naturalmente construir uma acao do campo bumblebee, de modo a ser
incorporada a acao de Einstein-Hilbert, que usamos na sessao 3.3, para deduzir de modo
alternativo as equagoes de Einstein. A nova agdo modificada dado pela equacao (5.13)
deve gerar uma nova equacao de campo, que incorpora os efeitos de violagao de lorentz.
Temos que corrigir nossa métrica desse modo. Porem foge do nosso escopo, deduzir essas
equacoes por um principio variacional. Ficando essa investigacao para um trabalho pos-
terior. Mas podemos nos perguntar como as novas equagoes de campo gravitacional, que
incorpora a violagao de Lorentz, vai modificar a solu¢ao do buraco negro de Schwarzschild.

Sera que o horizonte de eventos sera modificado?
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