UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
CURSO DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
MESTRADO EM MATEMATICA

JoBsoN DE QUEIROZ OLIVEIRA

GRAFICOS RADIAIS COMPLETOS SOBRE §*!

Fortaleza
2007



Jobson de Queiroz Oliveira

GRAFICOS RADIAIS COMPLETOS SOBRE §"*!

Dissertacao submetida a Coordenagao
do Curso de Poés-Graduagao em Ma-
tematica, da Universidade Federal
do Ceard, para obtencao do grau de
Mestre em Matemaética.

Orientador: Prof. Dr. Abdénago Alves
de Barros.

Fortaleza
2007



Oliveira, Jobson de Queiroz
O47¢g Gréficos Radiais Completos Sobre §**!

Jobson de Queiroz Oliveira. - Fortaleza: 2007.
32f. Orientador: Prof. Dr. Abdénago Alves de Barros.

1- Geometria Diferencial CDD 516.36




folha de aprovacgao



Dedico este trabalho aos meus amigos



Agradecimentos

Gostaria de agradecer inicialmente ao professor Abdénago Barros por ter
aceitado me orientar e pela paciéncia durante este periodo.

Ao professor Pacelli Bessa, por seus conselhos.

Ao professor Luquésio Jorge por mostrar que Matemadtica deve ser um
prazer e ndo um trabalho.

A Andréa pela eficiéncia e paciéncia.

Aos amigos: Alisson, Carpegiani, Cicero, Darlan Girdo, Darlan Portela,
Feliciano, Gleydson, Ivy, Janio, Joserlan, Luiza, Michel, Paulo, Ronny,
Silvana, Tony.

A minha turma de Mestrado pelo apoio.

A CAPES pelo apoio financeiro.



“O rio atinge seus objetivos porque apren-
deu a contornar obstdculos.”
(Lao-Tsé)



Resumo

Seja $"! a esfera euclidiana n+1-dimensional e py € $"*!. Dado r > 0,
considere o conjunto S"(r) = {g € $"*';dist(q,po) = r}. Seja M" c G
grafico radial completo sobre S"(r). Demonstraremos que se M" tem cur-
vatura média constante ndo nula entdo M" serd totalmente umbilico. Na
demonstragdo serdo utilizados a primeira férmula integral de Minkowski,
juntamente com um resultado devido a Sousa (2004), que fornece uma

expressdo para o Laplaciano da funcdo suporte da imersdo x : M" — §"*!
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de superficies compactas com curvatura média constante no
espaco euclidiano tridimensional foi um dos principais problemas da Ge-
ometria Diferencial Classica. Um dos primeiros resultados acerca desse
problema, devido a Delanay, diz que toda superficie de revolucdo com-
pacta com curvatura média constante é uma esfera redonda. Em 1853,
Jellet mostrou que toda superficie estrelada M C IR, com curvatura média
constante é uma esfera redonda. Posteriormente, Hopf mostrou que se uma
superficie © ¢ R® com curvatura média constante é homeomorfa a uma
esfera, entdo X também é uma esfera redonda. A generalizacdo das curva-
turas média e gaussiana para uma hipersuperficie M" no espaco euclidiano
(n+1)-dimensional sdo as r-ésimas curvaturas médias H,,r = 1,...,n, que
sdo definidas pelos r-ésimos polindmios simétricos elementares avaliados
nas curvaturas principais de M". Posteriormente, Stiss (1952) mostrou
que se uma hipersuperficie M" no espago euclidiano é compacta, con-
vexa, com H, constante, para algum r = 1,...,n, entdo M" é uma esfera.
A demonstragdo de Siiss baseia-se nas férmulas integrais de Minkowski,
no entanto, tal demonstracdo ndo se aplica a hipersuperficies compactas
quaisquer. Alexandrov (1956) mostrou que toda hipersuperficie compacta

mergulhada no espaco euclidiano que tem curvatura média constante é

9



CAPITULO 1. INTRODUCAO 10

uma esfera redonda. Ros (1987) estendeu o resultado de Alexandrov mos-
trando que a esfera redonda é a tinica hipersuperficie compacta, mergu-
lhada no espago euclidiano com curvatura escalar constante. Em seguida,
Ros (1988) estendeu este resultado para qualquer curvatura de ordem su-
perior, mostrando que a esfera é a tinica hipersuperficie compacta mergu-
lhada no espaco euclidiano com H, constante. Apds este trabalho, Montiel
e Ros (1991) obtiveram um resultado semelhante para o espaco hiperbélico
e para a esfera euclidiana, sendo que, para esta tiltima, com a hipétese adi-
cional de a hipersuperficie estar totalmente contida num hemisfério. A
hipétese de estar totalmente contida num hemisfério é essencial pois um
produto de esferas gera hipersuperficies da esfera euclidiana com curva-
tura média constante. Revisitando o teorema de Jellett, Barros e Sousa
(2006) estenderam tal teorema para hipersuperficies da esfera. Nosso
objetivo principal neste trabalho é apresentar uma demonstracdo desse

resultado. Mais precisamente temos o seguinte teorema:

Teorema 1 Seja M" C $"*! um grifico radial completo sobre uma esfera de raio
R contida em $"1. Se M" tem curvatura média constante ndo nula entdo M" é

uma esfera geodésica.

Na sua demonstragdo sera utilizada a primeira férmula integral de Min-
kowski, juntamente com um coroldrio do teorema a seguir, obtido por
Sousa (2004).

Teorema 2 Seja M uma variedade riemanniana de dimensdo n+1e V um campo
conforme em M. Seja M uma hipersuperficie de M e n um campo de vetores

unitdrio, normal a M em M. Defina f : M — R por
f(p) = (V(p), n(p)) entdo

Af = —n(V, grad Hy — (Ric (1)) + |1A,*) f — n(H + n[y]),

onde H é a curvatura média de M, grad H ¢ o gradiente de H, |A,| é a norma da
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segunda forma fundamental de M, 1 é o fator de conformidade do campo V e A é

o Laplaciano de M na métrica induzida por M.

Corolério 1 Seja x : M — Q" uma imersio isométrica com curvatura média
constante H de uma variedade riemanniana orientdvel M. Considere o campo

tangente V = S.grad p entdo

Af: _lAanf_nH@cr

onde A é o Laplaciano em M, n é normal a imersdo, |A,| é a norma da segunda
forma fundamental A, da imersio, p : M — R é a distdncia intrinseca a um ponto

po € M" fixado, S. = sinp e 6, = cos p.

Finalmente, vamos enunciar a primeira férmula integral de Minkowski

que sera ttil na demonstragdo do teorema 1:

Teorema 3 (Primeira Férmula Integral de Minkowski): Seja M" uma va-

riedade riemanniana compacta e x : M" — Q™! uma imersio isométrica, entio

f HgdA = — f 0.dA,
M M

onde H e g sio a curvatura média e a fungdo suporte da imersdo.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados basicos

que serdo utilizados ao longo deste trabalho.

Denotaremos por M", ou simplesmente M, uma variedade riemanniana
de dimensdo n. A conexdo de M sera denotada por V e (, ) representara
sua métrica. Designaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores
de classe C* em M e por D(M) o anel das fung¢des reais de classe C*
definidas em M. Se p € M, entdo T,M denotard o espaco tangente a M
em p. Enunciaremos agora um importante teorema, cuja prova pode ser

encontrada em do Carmo (1988).

Teorema 4 (Levi-Civita) Seja M" uma variedade riemanniana. Entdo existe
uma tinica conexdo afim V em M satisfazendo, VX,Y,Z € X(M), as sequintes

condigoes:
a) V é livre de torcio, isto é, VxY — VyX — [X, Y] = 0;
b) V é compativel com a métrica, isto é,

Z(X,Y) =(VzX, Y) + (X, VzY).

12
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2.1 Curvaturas

Nesta secgdo relembraremos defini¢des e propriedades bésicas a
respeito das curvaturas seccional, escalar e de Ricci.
O tensor curvatura R de uma variedade riemanniana M" é uma cor-
respondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacdo linear
R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z = VvaZ — VyVXZ + V[X,y]Z ,

VYZ € X(M).
Verifica-se que o tensor curvatura satisfaz as seguintes propriedades

para quaisquer X, Y, Z, T € X(M)

a) (R(X,Y)Z, T)+(R(Y,2)X, T) +(R(Z, X)Y, T) = 0 (1°Identidade de Bian-
chi);

b) (RX,V)Z,T) = =(R(Y, X)Z,T);
o) (RX,)Z Ty = —(R(X, )T, Z);
d) (RX,Y)Z,T) = (R(Z, )X, Y).

Lema 1 Sejam M uma variedade riemanniana e p € M. Defina uma aplicagio
trilinear R" : T,M X T,M x T,M — T,M por

(R(X, Y, W), Z) =X, WXY, Z) - (Y, WKX,Z),V X,Y,Z, W € T,M.

Entdo M tem curvatura seccional constante ¢ se e somente se R = ¢cR’, onde R é a

curvatura de M.

Sejao C T,M um subespago bidimensional do espaco tangente T,M e sejam
x,y € o dois vetores linearmente independentes. Definimos a curvatura

seccional K de M em p segundo o por

(R(x, y)x, y)
K= e

7
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onde |x A y* = (x, x)(y, y) — (x, y)*.
Seja X € T,M um vetor unitario. Tomemos {zi,...,z,-1,2z, = X} uma
base ortonormal de T, M.

A curvatura de Ricci de M na dire¢do de X em p é definida por

n-1
. 1
Ric,(X) = p— z (R(X,z)X, zi) -
i1

A curvatura escalar de M em p é definida como

S(p) = % Z Ric ,(z)) -
j=1

2.2 Gradiente, Divergente e Laplaciano

Nesta seccdo serdo provados alguns resultados bdsicos envolvendo

o gradiente e o Laplaciano de fungdes reais de classe C* definidos em M e
a divergéncia de campos de vetores em M.

Seja f € D(M). O gradiente de f é o campo de vetores em M, definido

pela seguinte condigdo
(grad f,X) = X(f), VX € X(M) .
Decorre da defini¢cdo que se f, g € D(M) entdo:
1. grad (f + g) = grad f +grad g;
2. grad (f.g) = fgrad g + ggrad f.

Seja X € X(M). A divergéncia de X é a fun¢do Div X : M — R, definida

por
DivX(p) = tr[Y(p) = (VyX)(P)].
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As propriedades abaixo decorrem diretamente da definicdo.
1. Div(X+Y)=DivX+DivY;
2. Div(f.X) = f.DivX +(grad f,X) ,

para quaisquer X, Y € X(M) e qualquer f € D(M).
Seja f € D(M). O Laplaciano de f é o operador A : D(M) — D(M)
definido por
Af = Div(grad f).

Usando as propriedades do gradiente e divergente, prova-se facilmente

que
L A(f+9) = Af +Ag;

2. A(f-8) = fAg + gAf + 2(grad f, grad g),

para quaisquer f, g € D(M).

Proposicao 1 Sejam (xi,...,x,) um sistema de coordenadas locais em M e f €

D(M). Entdo
n af 8

grad f = Zgl] ox; dx;’
i,j=1 ] !

onde g;j = <ax ' x; 2y e (g') é a inversa da matriz (g;;).

Prova: Como grad f € X(M) e {aixl, e, %} constitui uma base, podemos

escrever
n

0
grad f = ;”ia_xi .
Portanto

n

<gradf,aixj> Z‘ <8xl 8x]> Z a;gij = Zgljal (2.1)

i=1
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Assim considerando as matrizes F = ((grad f, a%j)) A = (@)ux1 € G =
nx1
(8ij)nxn, decorre que F = GA. Entdo sendo G invertivel temos A = G 'Fe

com isso um elemento genérico de A se escreve como

aFig”fj,

onde f; = (grad f ) = f . Portanto

grad f

{ag

Il
1=
oq.
Fly
o

Proposigﬁo 2 Sejam (x1,...,x,) um sistema de coordenadas locais em M e X =

Z Aj5- a um campo de vetores em M. Entdo

p}
divX = Z[Z 1"Z 8a1]’

onde Ff]. sdo os simbolos de Christoffel da métrica em M.

n

Prova: Por definicao, div X = tr[Y — VyX]. Entdo
d . d
2|5 |7 Vs [‘W]
=1 ] =1 ]

aiVo=—+=—=—1|.
P 7i OXj 8xi ox;

VaoX Vv

axi

Faga V 275 ax ; I’l] 5.+ para obter

VX
dx;

é?ﬂj 0
(9x1 ox; f
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n
Como divX = Z g" <V%X,

: >
—— ), temos que
il=1

&xl

l

div X = ;P:P %I

Proposigéo 3 Sejam (x1,...,x,) um sistema de coordenadas locais em M e X =

Z ai== a um campo de vetores em M. Entdo

1 v« 0
divX = — —(@; Q)
V8 ;‘ 7, V8
onde g = det ().

Prova: Temos, inicialmente, que

T S wl I A A g
L = 2;[&3(1,8]1"' ax],glz ax,g”lg :

Entao

n i n n a a a i
2;61;% T L {IZ |a—xigﬂ tox ST (9—36181‘]'] g’}
1]= 1L,]=

L - agll i . ag i
= Zalax]gl Za]a gl_Z ]a ]gl (2-2)

Trocando i por I na primeira parcela, temos que (2.2) se reduz a

gh ; - é’gz ;
ZZ% Z]wyz % S @3)

i,jl=1 ijl=1 i,jl=1

Logo, usando (2.3) e a Proposigdo 2, temos

n

y|ay e 3211

i=1 |~ jl=t

) zi 311 -

i=1

div X
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n a a
Usando o fato de que Z 781 _ l—g , obtemos

=1 l

. - uilﬁg 861,'
divX = leiga—xl'i'a—%]

1

<l
1=
[r—

¥

<|

Y%
]

||
Proposicdo 4 Sejam (xi,...,x,) um sistema de coordenadas locais em M e f €

D(M). Entdo
FLa (e

1]1

Prova: Por defini¢do temos que
Af = Div(grad f) .
Assim, pela Proposicdo 1, temos que

— ) _Z
grad f Z g 8x] 8xi )

i,j=1

Usando a Proposicdo 3, obtemos que
. < i a.f

Div (grad f) = Z o, [[Z == ] \/§}
Lo (5

\/g z,]Zzl 8xi \/gg ox j !

Af

onde g = det (gi;)-
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Seja f € D(M). Definimos o Hessiano de f em p € M como o operador
linear Hess f : T,M — T,M, dado por

(Hess f)Y = Vygrad f , VY €T,M .

Podemos considerar Hess f como um tensor tal que para cada par de

campos X, Y € X(M), temos

(Hess f)(X,Y) = ((Hess f)(X), Y).

2.3 Campos de Jacobi em variedades com curva-

tura constante

Seja M" uma variedade riemanniana e p € M" e seja y : [0,a] — M"
uma geodésica de M". Um campo de vetores | ao longo de y é um campo

de Jacobi se vale:

DZ
T RO/ (1), J(1)y'(t) =0,V t € [0,4]
Tome agora M variedade riemanniana com curvatura seccional constante
¢,y :10,a] - M geodésica normalizada em M e ] um campo de Jacobi ao
longo de y, normal a .
Segue do lema 1 da se¢do 2.1 e do fato de |[y’| =1 que R(y’, J)y’ = cJ.

De fato, para todo campo T ao longo de y temos

RO DY Ty =y y )T = TXEY N = e T
Donde R(y’, ])y’ =c].
Temos entdo que a equagdo de Jacobi se escreve
D?]

d—t2+C]:O.
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Seja w(t) um campo paralelo ao longo de y com ()’(t), w(t)) =0 e lw(t)| = 1.

Temos que o campo J(t) dado por

tw(t), se c=0
sin( \/Et)a)
Jh = Ve
sinh( \/—_ct)w

V), se <0

\/—_C

é solucdo da equacdo de Jacobi, com condiges as iniciais J(0) = 0 e J'(0) =

(t), se ¢>0

@(0). Portanto, os campos de Jacobi numa variedade riemanniana com

curvatura seccional constante sdo da forma J(t) acima.

2.4 Imersoes Isométricas

Considere (M", ¢) e (M " g) variedades riemannianas. Uma aplicagdo
diferenciavel x : M — M é uma imersao se dx, : T,M — Ty, M for in-
jetiva Vp € M. Se, além disso, x for um homeomorfismo sobre x(M), com
x(M) munido com a topologia induzida por M, diz-se que x é um mergulho.
Quando x*g = g, ou seja, a métrica em M é o pull-back, via x da métrica em
M, dizemos que x é imersio isométrica. Por simplicidade, denotaremos g e

gpor(, ). Assim x*g = g significa que
(z, w)p = (dxp(z), dxp(w)>x(p) .

As conexdes riemannianas de M e M serdo denotados por V e V, respecti-
vamente. Considerando x : M — M uma imersdo isométrica temos que x
é localmente um mergulho, ou seja, ¥ p € M, existe uma vizinhanca U ¢ M
de p tal que x(U) C M é subvariedade de M. Isso nos permite, para efeito

de simplificacdo, identificar cada ponto p € M com sua imagem x(p) € M
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e cada vetor tangente v € T,M com dx,(v) € Ty,M. Desse modo temos a
decomposicao
T,M = T,M & (T,M)*

em cada ponto p € M, ja que é possivel estender campos de vetores defi-
nidos numa vizinhanca U de x(p) em M. Nesse mesmo contexto prova-se
que V = §T, isto é, VxY = Wyl_/)T, onde X,Y € X(M) e X,Y sdo extensdes
de X)Y, respectivamente a X(M).

Considerando X, Y € ¥(U) e X, Y extensdes de X,Y a ¥(x(UI)) temos que
a aplicacdo A, : X(U) x X(U) — X(U)*, dada por

a(X,Y) = VxY — VxY,

é bilinear e simétrica, onde X(U)* é o conjunto dos campos de vetores
normais a x(U) ~ U. Assim, dado 1 € (T,M)", definimos uma forma

bilinear e simétrica H, : T,M X T,M — R por
Hy(X,Y) = (a(X, Y), 1) -
A forma quadratica II", definida em T,M por
1I"(X) = H,(X, X),

é denominada segunda forma fundamental da imersdo x segundo o vetor
normal 1. A forma H, podemos associar um operador linear auto-adjunto
A, : T,M — T,M, satisfazendo

(A)(X),Y) =Hy(X)Y) .

Por abuso de linguagem também designaremos A, por segunda forma fun-
damental da imersdo x segundo o vetor normal 7.

Assim, é facil provar que,sep € M, X € T,M e n € (T,M)*, entdo

AyX) =—(Vx)T,
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onde 7] é uma extensdo local de n normal a M. A férmula de Gauss é um
resultado fundamental no estudo das imersdes e pode ser encontrada em

do Carmo (1988), que estabelece o seguinte:

Teorema 5 (Equacdo de Gauss) : Sejam p € M, X, Y vetores ortonormais de
T,M. Entio

K(X,Y) = K(X, Y) = (a(X, X), a(Y, V) = la(X, V)I*,

onde K(X,Y) e K(X, Y) denotam, respectivamente, as curvaturas seccionais de M

e M com relacdo ao plano gerado por X e Y.

Agora consideremos uma imersdo x : M" — M Sejam p € M,
n € (T,M)* e {e,...,e,} uma base ortonormal de T,M para a qual A, é
diagonal. Por simplicidade denotaremos A, por A, ja que a codimensao
da imersdo é um. Temos A(e;) = kie;, os auto-valores ks sdo as curvaturas

principais de M em p. Entao
H(e;, e;) = k; .
Portanto a equagdo de Gauss se escreve como
K(ei, ej)) — K(ei, ej) = kikj, Vi # j .
Em particular, se a curvatura K de M for constante e igual a ¢, obtemos
K(ej, ej) = c + kik;.

Lema 2 Seja x : M" — §™! uma imersio isométrica entio |A* > nH? e vale a

igualdade se e somente se M é umbilica.

Prova: Considere os vetores v; = (ki, ko, ..., k,), 02 = (1,1,...,1) € R”,

entdo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos (v, 0) < |o1Plosf* e
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vale a igualdade se e somente se v; = kv,, com k € R. Donde obtemos

%(k1+k2+...+kn)2skf+k§+...+kﬁ.

Mas |AP = k; +K5+...+ ki enH? = n(; Y., kj)* = (ki +ka +.. . +k,)* donde
segue o resultado. Se vale a igualdade entdo k; =k, Vj =1,...,nisto é, M

é umbilica. m

Lema 3 Nau esfera euclidiana §"*! vale a seguinte relagio
Hessp(X,Y) = —L (X, Y) - XpYp]
ess = — -
Pl senp' prpl

onde p é a distancia intrinseca a um ponto py € §™! fixado e senp é solugio da

equagdo y” + y = 0 com condigdes iniciais y(0) = 0 e y’(0) = 1.

Prova: Seja py € §"*! fixado e considere a fungdo p : "' — R dada por
p = distgi1(p, po) entdo temos que p = 6 onde 0 é o angulo formado pelos

vetores p e py, portanto

<PI p0>
Ipllpol

cosp = ={p, po)-

Dado um campo de vetores X em $"*! temos

Xcosp = —senpXp.

Por outro lado,

Xcosp = X{p, po) = (X, po)-

Donde (X, py) = —senpXp.

Derivando agora com relagdo a um outro campo de vetores arbitrario Y
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em $"*!, obtemos

YXcosp = Y(—senpXp)

—senpYXp — cospY pXp.

Mas
Y(X,po) = (VyX, po) = (VyX + a(X, Y), po),

ondeV éaconexdiodo R ea(X,Y)a segunda forma fundamental de 5"+
vista como hipersuperficie de R"*'.

Na esfera $"*! sabemos que a(X, Y) = —(X, Y)p daf temos
—senpYXp — cospYpXp = (VyX = (X, Y))p, po),
isto é,
—senpYXp — cospXpYp = (VyX, po) — (X, Y)cosp.
Note que (VyX, po) = VyX{p, po) = VyXcosp = —senpVyXp.

Substituindo na expressao acima, obtemos
—senpYXp — cospXpYp = —senpVyXp — (X, Y)cosp.

Donde
cosp[{X,Y) — XpYp] = —senpVyXp + senpYXp.

Como Hessp(X,Y) = XYp — VxYp = (Vxgrad p, Y), vem que
—senpVyXp + senpYXp = senpHessp(X, Y).

Logo,
Hessp(X,Y) = —P (X, Y) - XpYop]
pxY) = oK, pYpl,

como queriamos demonstrar.



Capitulo 3

A Primeira F6rmula Integral de

Minkowski

3.1 Funcao Suporte

No que segue Q"*! denotard uma variedade riemanniana (n+1)-dimensional,
completa, simplesmente conexa com curvatura seccional constante c.
Seja x : M" — R™! uma imersdo isométrica e tome p, € R™!, defina
X @ M" - R"™ por x(p) = p — po onde aqui fazemos a identificagdo
x(M) = M.

Defina g : M" — R a fung¢do suporte da imersdo x por

g(p) = (x(p), N(p)),

onde N é o vetor unitdrio normal a M em p e {,) é o produto interno
candnico do R,

Desejamos agora estender as noc¢des de vetor posicdo e func¢do suporte
para variedades com curvatura seccional constante ndo-nula. Para isso
utilizaremos a nogdo de campos de Jacobi em variedades com curvatura

constante.

25
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Sejam y : (—€,€) — Q! uma geodésica normalizada tal que y(0) = po, E(t)
campo paralelo aolongo dey com ()’(t), E(t)) = 0, |[E(t)] = 1 e J(t) = S.(t)E(t)
o campo de Jacobi normal ao longo de y que se anula em ¢t = 0. Fixado
po € Q"' considere a funcdo p : Q"' — R dada por p(p) = dist (p, po) onde
dist é a distancia intrinseca de Q"*! e denote por grad p o gradiente da
fungdo p em Q"*.

Se ¢ = 0 temos, fixando py = (a1, ...,a4+1)

p(p) = dist(p, po) = llp — poll = \/(xl —a1)? + .+ (X — @)

Ip Ip

dx1” """ dxpg

Como ¢ = 0 entdo grad p = ( ) onde

dp 1 1 (pi—a) pi—a
=— = zllp = poll 22(x; — aj) = - = :
2 L T TR T
Logo
p1 — Pre1 — A1, X(P)
rad = e, = : = rad .
grad p(p) = ( o) o) ) o) x(p) = p(p)grad p(p)

Por analogia com o caso ¢ = 0 definiremos o campo de vetores xy como
X(p) = Sc(p(p))grad p(p). Este campo é chamado de vetor posi¢do com ori-
gem py.

Seja M" uma variedade riemanniana orientavel e x : M" — Q! uma
imersdo isométrica. Como estamos identificando M" = x(M") entdo pode-
mos definir, para todo p em M", o vetor N(p), normal a M" = x(M") em x(p).
Novamente por analogia com o caso c = 0, definimos a fungdo g : M" — R
por:

8(p) = x(p), N(p)),
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onde x(p) = Sc(p)grad p é o vetor posicdo com origem py € M" e (,) é o
produto interno dado pela métrica i de Q.

A funcdo g definida acima é chamada de fun¢do suporte da imerséo x.
Uma interpretagdo geométrica para a fun¢do g no caso ¢ = 0 é que |g(p)| é
a distancia de py ao hiperplano tangente a x(M) em x(p).

De fato, note que se ¢ = 0 entdo temos x : M" — R dai
[Kx(p), N(p))l

[Kx(p), N(p)|
IN(p)P?

— |PTO]X(p)(p)|
= dist (pOI TpM)/

lg()l
IN(p)I

ou seja, |g(p)| é a distancia de py ao hiperplano tangente a x(M) em x(p).
No casoc¢ > 0 podemos assumir, sem perda de generalidade, que Q"' é a
esfera de raio \f no R™*2. Neste caso, |¢(p)| é igual a distancia euclidiana do
ponto py ao hiperplano que contém a hipersuperficie totalmente geodésica
tangente a x(M) em x(p).

Inicialmente, note que podemos escrever
sin(vep(p))

rad p.
Ve g p

po = cos (Vep(p))p —

De fato, sejam p,pp € 3 L C R"*? entdo

po = ap + Ap,po) = — cos 0,

|grad pl

onde (, ) é o produto interno canénico do R"*2. Logo

%cos 0 ={p,po) = a% + b{p, grad p)

, gradp gradp
lgrad p|” |grad p|”

grad p
lgrad p|

1 1
- = {po, po) = azz + 2ab{p, y+b
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Sendo (p, grad p) = 0 entdo segue que
a = cos 0 = cos(Vep(p))
b = 1(1 - cos°0) = 1sinz@
c c
Donde b = —% sin (Vcp(p)). Logo
po = cos (Vep(p))p — Mgrad P,
Ve
dai
(p,N(p)) = (cos(NVep(p))p - %\/Czp(p))grad P, N(p))
= cos (Vep(p))(p Np) - %\;Ep(p))@rad o, N
SIVPDD (4 at p, N
Ve
Portanto
(po,N(p)) = —M@rad p,N(p))
Ve
= —x(), N@p)
= =8
E entdo [g(p)l = | — g)| = Kpo, N(p))| que é a distancia euclidiana de py

ao hiperplano gerado por N(p) que contém a hipersuperficie totalmente

geodésica tangente a (M) em x(p).

Defini¢do 1 Uma subvariedade M C Q" é dita totalmente geodésica se para

todo v € TM, v, geodésica de Q"' que passa por p e tem vetor velocidade v em

p estd totalmente contida em M ou, equivalentemente, se toda geodésica de M é

goedésica de Q1.
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3.2 Laplaciano da Func¢ao Suporte

Definic¢ao 2 Seja w € T'(M), isto é, w é um r-tensor covariante e V.€ X(M). A
derivada de Lie de w com respeito a V, denotada por Lyw é definida por:
(Lv)a)(Xl, N ,Xr) = V[a)(X1, . ,Xr) — Z;Zl a)(Xl, ey [‘/,X]], . .,Xr).

Exemplo 1 Se w é a métrica (, ) de M entdo:

Lyw(X,Y)

VXX VYD) (V. X]Y)

(VX Y) + (VY X) (X [V, Y] = <[V, X], )
(VyX = [V.X]) +<(VvY - [V, Y], X)

(VxV, Y) +(VyV, X),

onde na tiltima igualdade usamos o fato de V ser simétrica.

Definicao 3 Seja V € X(M), dizemos que V é conforme se existe 1) € C*(M) tal
que Lv(,) = 2¢x, ).

O préximo teorema, provado inicialmente em Sousa (2003) serd um dos

ingrediantes principais na demosntra¢do do nosso principal resultado.

Teorema 6 Seja M uma variedade riemanniana de dimensdo n+1 e V um campo
conforme em M. Seja M uma hipersuperficie de M e n um campo de vetores
unitdrio, normal a M em M. Defina f : M — R por

fp) = V(p), n(p)) entito

Af = -n(V,grad H) — (Ric (1)) + |A,*)f — n(YH + n[y]),

onde H é a curvatura média de M, grad H é o gradiente de H, |A,| é a
norma da segunda forma fundamental de M, 1) é o fator de conformidade

do campo V e A é o Laplaciano de M na métrica induzida por M.
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Corolario 2 Seja x : M — Q"' uma imersio isométrica com curvatura média
constante H de uma variedade riemanniana orientdvel M. Considere o campo

tangente V = S.grad p entdo

Af = —|A, P f — nHE,,

onde A é o Laplaciano em M, n é normal a imersdo, |A,| é a norma da segunda
forma fundamental A, da imersio, p : M — R é a distincia intrinseca a um ponto

po € M" fixado, S. = sinp e 6, = cos p.

Prova: Para usar o teorema acima devemos mostrar que o campo V dado
por V = S.grad p é conforme, ou seja, devemos mostrar que existe uma
fungdo ¢ € C*(M) tal que Ly{, (X, Y) = 2¢y(X, Y), VX, Y € X(M).

Sabemos que Ly(X,Y) = (?XV, Y)+ (?YV, X)esendo S. = S.(p) entdo

VxS.grad p S.Vxgrad p + X(S.)grad p

S.Vxgrad p + 0.(Xp)grad p.
Logo

Ly(, )X, Y) = (VxScgradp,Y)+(VyS.gradp, X)
= SC<§Xgrad p,Y) +20.(grad p, X){gradp,Y) + SC<§ygrad p, X)
= S(Vxgradp,Y) +20.X(p)Y(p) + S(Vygrad p, X).

Mas
(Vxgradp,Y) = %[(X, YY) - XpYpl.
Dai
0. 0.
Lv( )X Y) = S{TUXY) = X(p)Y(p)] + KX Y) = X(p)Y(p)I} +20.X(p)Y(p)

= 04X Y)-0.X(p)Y(p) + 04X, Y) - 0. X(p)Y(p) +20.X(p)Y(p)
= 204X Y).
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Logo V = S.grad p é conforme.

Pelo teorema acima temos que

Af = —f(Ric,(n) +|A,P) — n{grad H, V) — n(yH + nv])

Sendo grad H = 0 e V = S.grad p conforme vem que

~(Ric,(n) + AP f = n(H + nly])
—(Ric,(n) + A, f = n(pH + nly]).

Af

Note que 1[S.(p)] = S/ (p){grad p,n). Como S + cS. = 0e f = (S.grad p, 1)
obtemos 7n[S.(p)] = —cf.

Portanto n(n[S.(p)]) = —cnf.

Mas Ric (1) = Z}Ll(R(n, e;)n,e;), onde {ey, ..., e,} é base ortonormal de T,M.
Dai

n

Ric, (1) = Z(R(m ej)n,ej) = Z ¢c=nc

j=1 j=1
donde
Ric,(n)f = ncf.

Temos entdo que
Af = —|A,l f — nHO..

Teorema 7 (Primeira Férmula Integral de Minkowski): Seja M" uma va-

riedade riemanniana compacta e x : M" — Q™! uma imersio isométrica. Entdo
f HgdA = - f 6.dA,
M M
onde Hé a curvatura média da imersdo.

Prova: Seja X o vetor posi¢do com origem em p, € M e {E;, ..., E,} referen-

cial ortonormal de TM. Denote por Divy o divergente em M e por X e X+
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as componentes tangente e normal do vetor X.

Note que (X+,E;) = 0,Vj, dai, sendo V a conexao riemanniana de Q™! vem
que

0= E{X*,Ej) = (Vg X Ej) + (Vg Ej, X1), isto &,

(Ve, X E)) —(Vg,Ej, X*5)
~((Vg,E)™ + (VEE)*:, X*)
—((VE,Ej)*, XY

—~((Vg,E)*, X).

Sabemos que Divy(X) = tr(Y(p) — ?YX(p)). Logo

Divp(X")

Y (Ve XT,Ej)

j=1

= ) (Ve (X=X, E))
j=1

= Y (VeXE)- ) (Ve X4 E)
=1 =1

= Y (Ve XEp+ ) (Ve E), X).
j=1 j=1

Afirmacao: 21]?:1<§ij/ E;) = n6O., onde X = S.(p)grad p.

Prova: Inicialmente, note que
?E].Sc(p)grad p = Sc(p)ﬁ;].grad p + Ei(S.(p))grad p

= Sc(p)ﬁgjgrad p + S.(p){grad p, Ej)grad p.

(Ve Sc(p)grad p,E;) = (Sc(p)Ve,grad p + S(p){grad p, E;)grad p, E;)
Sc(p)(ﬁ;jgrad p,E;) + O (grad p, E;)*.
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Temos entdo que

Y (VeXE) = Y (VeSdp)gradp, Ep)
j=1 j=1

n

Y 15:(p)(Ve,grad p, Ej) + Oc(p)igrad p, E;)?)

=

S:(p) Y (Vegrad p, Ej) + 0.(p) Y (grad p, E;)

j=1 j=1

Usando que
Frgrad p, W) = SV, W) — VpWp), ¥ V, W € ¥(QI™),
obtemos em particular

_ 6,
(VEjgrad p,Ej) = S_C(l —(grad p, Ej>2)-

Portanto
i(ﬁs]x/ E;)) = S.p) i(ﬁ;jgrad p,Ej) + 6.(p) i(grad p, E;)?
=1 =1 =1
= Scdp) Zn;(g—li(l —(grad p, E]->2) + 0.(p) Zn;(grad 0, E]->2
j= j=
- sc(mzn; o
=
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Note que (Z’;:l(?EjE]’)l, n) = nH pois
1

)
- %Zn;mnusj), E)
-
= Ly e e
=1
- 1y @yt
j=1
- Ay @
j=1
Logo nHn = Z?zlﬁng j)*. Temos entdo que

Divy(XT)

Y (Ve X Ep+ ) (VeE):,X)
j=1 j=1

= n0c+() (Ve )", X)
j=1
= n0O.+(nHn, X)

= n6O.+nHg.

Integrando sobre M" obtemos

fDiUM(XT)dA:fn(GC+Hg)dA.
M M

Pelo Teorema da Divergéncia
f Div(XT)dA = (XT,N)YdA =0,
M oM

pois M é compacta sem bordo. Dai

O:fDivM(XT)dA:fn(GC+Hg)dA.
M M
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Logo,
f(@c + HQ)dA =0,
M

ngdAz—f@ch.
M M

ou seja

35



Capitulo 4

Graficos Radiais

4.1 Graficos Radiais

Seja M" c R™! um grafico radial sobre $"(r) e considere X : U C R" —
§"(r) parametrizagdode $"(r)e Y : U C R" — M" parametrizacdo de M". Se
o(uy, ..., uy,) = Y(u,...,u,) > 0entdo Y = 0X. Considere agora a funcdo
f : M" — R definida por f(Y) = (Y, Ny), onde Ny é um campo unitdrio
normal a M".

Y
Observe que Y; = = 0X; + 0;X. Daf

T,
(X, (oXq + o*ll)Q ﬁ\\ . //: (;I)lin + onX)> _ (X, (a}li);z 2 e 2 ;a}lin)>.
Portanto " ”
fN) = (X TR
o)
WAy T
_ X3 Ao A Xl n+11<0

YA AY T

36
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Aqui tomamos Nx = —1X o campo unitério, normal a $"(r) de modo que a
curvatura média Hs(,) seja estritamente positiva.

Sejam py € $"*! e r > 0 e tome o conjunto §"(r) = {g € $"*!; dist (g, p,) = 1}
Seja entdo M" C §"*! gréfico radial sobre $"(r). Supondo M" c §"*1 —
[po, —po], considere a projecdo estereogréfica P : $"*! — [pg] > R™! e Vg

0 campo vetor posi¢do com base pp em $"*!. Entdo temos o seguinte lema:

Lema 4 Nas condigoes acima, a fungdo f : M" — R, definida por

f(p) = (Vs (p), Ny(p)),

tem sinal bem definido.

Prova: Sejam X, Y parametriza¢des de 5"(r) e M" respectivamente. Entdo
P(X) é uma esfera em R"*! e P(Y) é grafico sobre P(X). Como P é aplicagdo

conforme entdo existe e? € D(M") tal que

(dP,V,dP,W) = &%V, W),¥ V,W € T,M",

ou seja, dP, preserva o angulo entre os vetores V e W, logo, existem fungdes

g1, &2 : P(Y) = R continuas, ambas positivas ou ambas negativas tais que

dpq(VSnﬂ) =& V]R”‘fl

dP,(Ny) = &2Np(y).

Dai
€2¢<V5n+1,NY> = <dpq(VSn+1),qu(Ny)> = <glV]R”+11g2N7)(Y)> > 0(01/[ < O)

Como ¢* > 0 segue que a funcdo f tem sinal bem-definido.

Passemos agora ao resultado principal deste trabalho.
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Teorema 8 Seja M" C §"*' um grifico radial completo sobre o conjunto $"(r)
definido acima. Se M" tem curvatura média constante nio nula H entdo M" é

uma hipersuperficie totalmente umbilica.

Prova: Pelo Coroldrio 1, do capitulo 3, considerando f = (Vs.1(p), Ny(p))

temos que

Af: _lAanf_nHGcr

onde A, é a segunda forma fundamental de M". Dai, integrando sobre M

f AfdA = f AP fdA = - f nHOdA.
M M M

Pelo Teorema da Divergéncia temos

fMAfdA = 0.

obtemos

Logo

f |A, P fdA = - f nHOdA.
M M

Da Primeira Férmula Integral de Minkowski vem que

fodAz—f@ch.
M M

Multiplicando ambas por nH e usando que H é constante ndo nula temos

f nH>fdA = — f nHOdA = f A FdA.
M M M

Note agora que, como o sinal da fun¢do f é bem definido segue que,
supondo f ndo negativa, temos, pelo Lema 2, que |A,[*f > nH?f.
isto implica que [ |A,2fdA > [ nHfdA.



Gréficos Radiais

Como vale a igualdade entre essas integrais entdo

f (A, f —nH?f)dA = 0.
M

Conseqtientemante, pelo Lema 2 do capitulo 2 vem que M é umbilica.
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