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HB8te trabalho, baseado em notas nao publicadas do

Professor Herminio Borges de Neto, |N|, estudamos Corpos de -

Fungoes Algébricas de uma variivel com género zero.

No Capitulo I estudamos os fundamentos'da Teorda "
das valorizagOes e dos corpos reais, maisrpregisamenfe as’
~trocas de Artin-Schreier e Kummer. Jé,nngapitulo IT estuda -

mos o teorema de Riemann-Roch, para corpos de fungdes algébri

para se caracterizar os corpos de género zero em termos de

equagoes algébricas entre geradores.

Finalmente no Capitulo III,;caracterizamos os Cor -
pos de Fungoes de género zero nos casos em que k.& finito e no

caso em que o grau do fecho algébrico de k sobre k érfinito.n

0l

cas, o qual serd fundamental para a determinagdo do género, e




1 - CONCEITOS BASICOS

1.1. - Preliminares

k representa um corpo 'arbitrdrio fixo com 1 # 0.
Seja Elk»uma extensao de corpos. e S E;’Lémbramosvf:~

gue S & chamado um subconjunto algebricamente independente SO

jbre k, se k[}] é naturalmente k-isomorfo- ao anel de'polind —_T3
mios kEf], onde T & um conjunto de indefgxminadps sobre k,comm ‘
merma cardinalidade que S, isto &, dados:f(tlgtz,;..;tn)ek[ﬁﬂ

e Xl’XZ""fxn € S com f(xl,xz,...,xn) =0 temos f = 0. Caso.

contrario diz-se que S & algebricamente. dependente sobre k.Um
conjunto algebricamente independente maximal' & chamado uma

base de transcedéncia de E|k. Pode-se provar (veja [L],Cap;x)

que duas bases de transceda@ncia de Elkﬂtém mesma ca:dinalida—iy¢
de; essa cardinalidade comum & chamada o grau de transcedén -
cia de Elk. | - ,

Se E' = k(S); corpo quociente dghkﬂé] em E;-S base |
de transcendéncia, tem-se E"|E algébricagpée:E =E' diz-se '_Qi,

que E|k & transcendente pura . A extensdp E|k & dita fintta -

mente gerada ou de tipo finito.se E ='k(S), e S & um conjunto 5

finito; nesse caso, se existe uma base,de,transcedénciats'~de-féﬁ
E|lk tal que B|k(S') & algebricamente separavel diz-se que se .

trata de uma extensao separavelmente gerada.
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1.2. - Valorizacoes

1.1.2. Definicao

Seja E um corpo. Uma valbrizagéo ( de posto 1) de E-

é uma aplicacdo

V:E » RU{«} (R € o corpo dos reais)
tal que:

(1) vix.y) = vi(x) + v(y)¥Vx,y € E
(ii) vix+y) » mim {v(x),v(y)} Vx,y € E

(iii) v(x) = «» se, somente se; x = 0.

O conjunto de valotes {v(x); x € E; x #0 } & :um;g,

»

subgrupo de R, que &€ chamado de Grubo de Valores de»v,.que'de-»&T

*
notamos por v(E ).

Convencionamos que:

(1) ® +h = o, para cada n em R
(2) et w=e
(3) n < », para cada n € R. &
Para uma valorizagdo v,sio safiﬁ;éééas:aSQSQQuiﬁtes,,f.v

propriedades:

(1) v(+ 1) =0

1

(2) v(x_ ) -v(x) ¥ X € E*

(3) v(-x) = v(x) V X e E
Uma valorizagdo v diz-se discreta, se o grupo de va-

* * ’ ;
lores v(E ) é discreta, isto &; Vv(E ) ="7Z.r, onde r & um nimex

: *
ro real positivo. v & normalizada; se V(E ) =%,
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Se E € uma extensdo do corpo K.e v .uma valorizagao de

E, entdo a restricao de v 3 K define uma valorizacao de K. No

*
caso de v(x) = 0 para todo x € K dizemos que v & trivial sobre

K e_v € uma valorizacdo de E sobre K.

Exemplos:

(1) Seja p(x) e k[x] frredutivel scbre k:
Definimos a aplicagao Vp! k[x > 4 U {=} da segutnte

forma

(
©,se £ =0

vp(f) =
4 Expoente de p(x) na decomposigao de
f(x) em fatores irredutiveis, se
£ # 0.
L.

cionais k(x) de k[xJ,por vp&ﬁé@)= Vp(f) -~vp(g). Desta forma}?‘

vy € uma valorizagdo de k(x) sobre k, chamada;a valorizacdo

p(x) - 3dica de k(x) sobre k.

* .
(2) Ainda sobre k[x] definimos a fungao v&:k[ﬁ] > 7 como -
v (f) = -grau de f = -3f., ’
Da mesma forma, estendemos v, para k(x) por;.

Vo (£/9) = v_(£) = v_(g) = 3g-9f. Assim v, & uma.valorizacio de

k(x) sobre k, chamada valorizacao infinita de k(x) sobre k.

1.2.2. - Lema

Sejam E um corpo e xl,x ,...,xn pertencentes a E e -

2

vV uma valorizacao de E. Ent3o:




(1 v(xl Xyt ...t x ) > mim {v(xl),v(xz),...,v(xn)}

(2) Se o minimo € assumido uma {nica vez, ent3o

vixy + x,+ ...+xn) = mih{v(xl),v(xz);a..,v(xn)}

Demonstracao: Veja, [0]

1.2.3. - Proposicao

Seja v uma valorizagao de E. O conjunto

A, = {x e E; vix) >0 }

€ um sub-anel de E, denominado anel de valorizacio de v sobre

E, tendo m, = {x € E; v(x) > 0 } o seu @inico ideal maximal.

* -
Além do mais, dado x € E , x ou x~L pertence. a A_:.

Demonstracao: Veja [E] capitulo II.

E facil ver que, x € A, € unidade se, somente se

v(x) = 0. O conjunto U = {x ¢ E*; v(x) = 0¥ chamamos grupo das

uniidades de AV.

Dizemos que duas valorizes v e wde:K sao equivalentes

se existe A > 0, tal que v(x) = A0(x) ¥'xie-Ki . . Sl E e

Observemos que se v e v' s3o equivalentes entdo elas.

tém o mesmo anel de valorizacdo.

1.2.4. - Proposicao

Se duas valorizagdes v e v' de E tém o mesmo anel de
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valorizagao, entdo elas sdo equivalentes:

Demomtnag&o: Como A = A, = A entao V. €A, v(x) >0 se,-
someﬁte se, w(x) > 0.

Consideremos v a valorizacao nao trivial, ent3o exis.
te z € E tal que v(z) < 0, assim v(z) # 0 e w(z) %0 portanto
w(z) < 0 também.

Para todom, n € ’Z com n>0 e paa:aalgamif’”nao nulo de

E temos
By Y% eonv(z) 3 nv(nepvizM > vix e
n v(z) ,
vﬁzm) S v s 04=>v(gm/xn) > 04 w(z'/x™) >0
w(zl) - u(x") > Ocvmw(z) > nw(x) 4=
m_ m(x)

n w(z)

!
b
temos assimque ¥m,n e Z, n >0n #0, € E

m_o, v, m o w(x) logo wix) _ _v(x)
n v(z) n w(z) w(z) v(z)
dal v(x) = 22l y(x). yxe E.
w(z)

!

seja A = —¥{Z) 5 0 dal v(x) = Aw(x) wx € E
w(z)

isto &, v & equivalente a w.
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1.2.5. - Definigdo

Sejam E uma extensdo do corpo k e v uma valorizagao
de E. Define=se o corpo de residuos de v como sendo o;unCieg

te.Ev = AV/MV.

Exempfos+Consideremos E = k(x), sendo & transcendente sobre k,
e v uma valorizacdo de Elk e f/g € E escrito na sua forma irre-

dutivel.

7k (x)

R

(1) Se v & trivial entao, M = (0) e E,

(2) Se v € a valorizagao infinita entao .

A, = {f|g; 9g > 9f} e M = {f|lg; 8g > 3f }

Portanto E_ {f|lg + M_; 3g » 3f I.

Sejam f(x) = ag + a;x + ...+ anXn e
= + b n
g(x) by ¥t ..t me
a ' n-1 n-1 a n-1
L =2+ 1 b xY- 2 Pbx e+ 1 g X |/g
? Pn k=1 k=1 °n * k=1
i
a n-1 a I
g =1 - r(—=2 kak - ak)Xk /9 . Assim
g bn k=1 bn
I§-"0= ag . Deste modo, vemos, trivialmente, que Ev=k.
(g> b
(3) Sse v & a valorizagdo p(x) - &dica, entdo

A ={f/9;pXg} e M, = {f/9; pif e-ﬁ\g}
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Portanto, E_ = {f|g + M_; flg € Aé};

kbl

(p(x))

Cdnsideremos O AV

F. gl

flg

® & bem definido, pois se, (£/9) h/£) com p{g e pfh temgs,:;

(f8-hg) /g€ =0  ££ =hg £.Z = h.3. paf .3 % = 5.7,
¢ & um homomorfismo sobrejetor com niicleo M. Pelo‘Teotema
Fundamental dos Homomorfismos E, é isomorfo a k[x]/(p). As -

sim Ev € uma extensao algébrica finita de k, Ev = k(a), o  :

raiz de p(x), o pertencente ao fécho‘al‘gébrico de k.

1.2.6. - Proposicio

-

Sejam E = k(x) um corpo de fungaes racionais sobree;;; 

k e v uma valorizacdo de E sobre k. Entdo; ou v & trivial ou -

v & equivalente a valorizacio p(x)-38ica para um polindmio '
irredutivel p(x) em k[ﬁ], ou v & equivalente a valorizacao
infinita. | |
h
Demonsthacao:

VYamos supor que v & n3o trivial;~Se,v(x) < 0; afig;'§}

mamos que v & equivalente a valorizagdo infinita, v_:

De fato, se f(x) = a_ + a,X %~;;.+anxn, aﬁ 70, 95; ;3
- tao v(f(x)) » mim {iv(x)} = nv(x) e sendé,v(aixi) todos dis=-
tintos, temosgiié?k)) = ny(x). -
Notemos que v(£f(x) = (-v(x) (~n) = Av_(£(x)), onde
A = -v(x) > 0. Portanto v e v, diferem em k[kﬂ por um fator

positivo.
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Em k(x) temos v(f|g) = v(£) - v(g) = Av_(£f)-Av_(g) =
= av (flg). Isto &, v e v_ diferem em k(x) pelo mesmo, fator po.

sitivb A. Logo v € equivalente a v,

Se v(x) > 0, seja P, MVfU<Eﬂ. Afirmamos que -
p, # (0).

De fato, como v(x) > 0 temos k[i]c:Av, isto &
v(f) 20 ¥V £ e k[x]. se P, = (0) entao v(£f) =0 fek[x] ,

e portanto v seria trivial. Logo P # (0).

-

Como kEg]c:Av e Mv,é maiimal em A, temos que L "e%'
maximal em k[il e portanto P, = (P(x)) para glgum p(x) irredu-
tivel em k[x]. ) | |
| Afirmamos que v & equivalenteAa valorizagao p(x)-édiﬂl
ca.

Para provarmos este fato vamoé?provar que’os-ané;s
das valorizacoes v e o coincidem. . |

Sejam A e A__ andis de valorizagdo de v e v, requgi?
tivamente. | |

Seja £/g9 € A, com (£,9) = 1;,
Como p\g temos que g ¢ gv' Mas v(g) 2 0} pois v(x) > 0 e assim
v(g) = 0. Logo fyg = £.1/g ¢ A, isto,é;§N§C'Av.

Reciproeamente, consideremos fyg € A, com (f,90 = 1
€ suponhamos gue plg. Entao p\f, e assim:y(f) = 0, isto éfi
f ¢ M, Como p\g temos que g ¢ Pv e conseguentementeGV(g).> 0. é,
Assim v(f g) = v(f) - v(g)< 0, o que € um absurdo, poie £ pOisf?

/g € A . Entdo p\g, logo A, C Avp.

1.2.7. - pefinicao

O grau de uma valorizagao v € o grau de E, sobre k




e sera denotado por d(v).

Observemos que em k(x) a valorizagao inffnita v_ tem

grau 1l..

1.2.8. - Teorema

Sejam K um corpo e B um subanel local de K. Entdo
existe um anel de valorizagao A de K tal que B A, e
M=BMN M, onde M & o ideal maximal de B e M, © ideal maximal

de Av.

Demons tracdao: Veja [Q] Capitulo IX E 1, proposigdo 9.

1.2.9. - Teorema (Krull)

Sejam E um corpo e K um subcorpo de E.

Toda valorizacao v de K admite ao memos uma extensao
a uma valorizacao w de E.
LA “k
Notemos se EE:K] é finito, ent3o o niimero de exten -

soes & finito.

Demonstracdo: Veja [L], capitulo XII, E 4, Teorema 1.

1.2.10. - Lema

Sejam E uma extensao algébrica do corpo K e v uma1v§'

lorizagdo n3o-trivial de E. Ent3o v & ndo-trivial sobre k, is-

to & V(K*) # {0}.




Demonstracdaos:

Suponhamos, por absurdo, que existe uma valorizagido w
de E que é trivial sobre K. Seja y € E tal que w(y) < 0. Como

é algébrico sobre K, existem c,,C,,...,C_ nem todos nulos
y El 1°2 n

n-1

e K tal qﬁe yn + cY +...+cn_ly + c_ =0, Como w é trivial sO-

n

bre K, vale w(ci) =0 ou», paracada i, 1 = 1,...,n. Logo

m(yn) < m(ciyn—l) para i = 1l,...,me «®© = w(0)=w(yn+.,.+cn) =-
* .

= nw(y) < @, absurdo. Logo w(K ) # {0}.

a

1.2.11. - Proposicao

Sejam K um corpo e E uma extensao algébrica.finita
de K. Sejam v uma valorizagao de K e v' uma extens3o de v a E.
Entao:

-

(1) v é trivial se, somente se, v' & trivial.
(2) v € discreta (de ponto 1) se, e somente se, v' & discreta

(de ponto 1).

Demonstragao : (Veja Valuation Theory, O. Endtee Cap. II).
' a8

Sejam E uma extensao algébrica finita do corpo K e*
v uma valorizagdo de K e v; Os prolongamentos. de v & E. Comor
V(K*) € um subgrupo de vi(E*) para cada. i;chamamos (Vi(E*):v(K*)
de Indice de Ramificagdo de v, a E, que denotamos por e .
Considerando E|K uma extens3o algébrica finita de. K?{

e w uma valorizacgdo de E e v= Wik temos' que A A e:

MV=M(\AV.
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Logo temos uma imersao candnica

X+ A X+ M
v w

i ifi E . Chamamos E :K de Indice de
na qual identificamos Kv w _ l W'ty | |

Inércia de w a K, e denotamos por f | .
wlv

1.2.12. - Teorema - Desigualdade Fundamental

Sejam E uma extensao algébrica finita de um corpo K,
v uma valorizacao discreta de K com posto finito e.wl,wz,..wm;
as valorizagoes discretas de E inequivalentes entre.si que pro .

longam v a E. Se ej,e,s-..,e sdo os Indices de ramificagaq de

n

Wy W “""mm avef ,fz,;..,fm seus respectivos indices de -

2 1

inércia, temos

+ . 80 + f < :
elfl en n |E:K

Demonsthacdo: Veja |Z,Slz. Cap. VI, & 11; Teorema 19.

&

1.3. - Teorema de Artin-Schreier

Neste trabalho faremos:uso de um teorema clissico da .
teoria dos corpos reais, o Teorema de Artin-Schreier. Para tan
to faremos uma breve apresentacao do que serid necessirio desta

teoria.




1.3.1. - Definicdo

Seja K um corpo. Uma ordem de K € um subgrupo P de:

*
K tal que:

(1) Dado X € K temos que ou X € P ou -x € P ou x = 0 onde ou

é, exclusivo.

(2) Se x ey e P, entao x +y € P e X.y €-P

P € também chamado de conjunto de elemento positivos de K e

dizemos que K & ordenado por P.

1.3.2.” - Proposicao

Seja K um corpo ordenado por P. Entdo:

(1) 1e x.'l EPY¥Y XeP

(2) A caracteristica de K é zero.

2

(3) x 2

€eP YV x e P e portanto I x{ €Pa h3o ser se todo x

=0,
i

i

Demonstracdo:

(1) Como 1 # 0 temos que 1 € P ou -1 € P; Mas 1 = 22(-1)2. Lo-::

go 1 € P. Segue que ~1 ¢ P.

1

- , ‘ -1
Suponhamos que X € P mas X ~ ¢ P, Neste caso,-x €P .

Assim x.(—x_l) = -1l € P 0o que € um absurdo, pois -1 € P. Lo

go x L e P X € P.




(2) Pela definigao de ordem de K e como 1 # 0 temos que
n.l = 1+1...+41 € P, isto é n.1 # 0 neN-’
Logo, K tem caracteristica zero.

(3) Como x.€¢ Ke x # 0 temos que x e P ou =X € P e portanto'x2

€ positivo. Assim ¢ xi € P a nao ser se todo Xi = 0,
i . ) o

Observemos que o produto de somas de quadrados em K & também so

mé de quadrados e se x,g € K, s3o somas de quadrados com y # 0,

entao x/y € soma de quadrados pois, (x/g) = x.y(y—l)z. |
Concluimos assim, que o conjunto de somas de quadra -

dos em K estd contido em toda ordem de K..

1.3.3. - Proposicio

-

Sejam pJr e P2 duas ordens de um corpo K. Ent3o

p P_ implica Pl =P

1 2 2°

Demonstracdo

b

2 - Pl. Entao

-x e Py P,, 0 que & uma contradigao. Logo Py = P,.

Suponhamos Py # P, e seja x e P
B

Um corpo K & dito real se -1.n3o &€ soma de quadrados
em K. O corpo dos reais ( R ) & um corpo real enquanto os com-
plexos ( C ) nao é real.

Um corpo K é dito real fechado, se for real e se
ndo possui extensdo algébrica que seja real. O corpo dos reais

€ real fechado.
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1.3.4. - Proposicao

Seja K um corpo real.
(1) Se x € K, entdo K(/X) & real ou K(/=x) & real. Se . x & soma

de gquadrados em K, entdo K(v¥X) & real. Se K(v¥x) & nao real

entao -x &€ soma de quadrados em K.

(2) Se £ & um polindmio irredutivel de grau Impar em K[x] e

o uma raiz de £, entao K(o) & real.

Demonstracao

(1) Seja x € K. Se x & um quadrado em K; entdo K = K(VX) e

K(vVX) é real.

(]

Vamos supor que x nao & guadrado em K. Se K(vX)

nao real, entao existem b, e c, € K tais que

_ 2 2 2
-1 = :?_(bi + VR = :Yl (bi + 2bici/§‘+ ci x)
&
Como VX ¢ K e como -1 € K temOS»Zbici/§‘= 0,
logo -1 = Zb§‘+ b:9) C? .
- CoTi
i i

Se x é soma de quadrados em K; temos uma contradigao.-

Portanto concluimos que

2

1+ ?bi

1

e
i

- N
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a primeira afirmacao.

(2) Provaremos a sequnda afirmagdo usando inducdo finita sobre

o grau de f£f.

(i) Se o grau de £ é 1 entao £(x) = ax+b, a, b € K e se

o = -b/a e K, K(a) =K que & real., ... * . - .. e

(ii) Suponhamos a afirmagao verdadeira para todo polindmio p de
K[x], irredutivel de grau impar tal que dp < 3Jf.
Suponhamos que K(a) nao é real, entdo podemos escre -
ver ~1 = % gi(oc)2 com 9; € K[ﬁ% agi < 9f-1.
Como f(x) = irr(o,K), temos que f(x) divide.
2 gi(x)2 + l: Logo existe h ¢ K[x] tal que

i .

(*¥) -1 = Ig; (xP + h(x). £(x)
i

- O polinOmio ?gi(x) tem grau par e maior do que zero,
pois caso contrario _1lseria soma de quadragos em K; e gsse i
grau € menor ou igual a 2(3f-1). Dai, %h é‘impar e menor ou

~igual a n-2. Portanto %h < 3f. Sem perda de generalidades, va-

mos considerar § irredutivel sobre K.

Se B & uma raiz de h; pela equagﬁo (*), temos que

e
-1 = Egi(B) .

Isto &, -1 & soma de quadrados em K(B). Logo K(B) & nao real,o
que contradiz a hipdtese de indugdo. Concluimos assim que K(o)

€ real.
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1.3.5. - Definicao

Seja K um corpo real. O fecho algébrico real de K, &

um corpo R que é real fechado contendo K e tal que RJK‘é algé-

brica.

Exemplo: Seja Q@ o corpo dos rachkonais e @ seu fecho algébrico..

O corpo R} § €& o fecho real de 0.

1.3.6. - Teorema (Artin-Schreier) - Seja K um corpo real. En -

tao

(1) Existe um Gnico fecho real de K.
(2) Se R € um fecho real de K, entdo R tem uma Ginica ordem,cu-

jos elementos positivos sao quadrados em R.

(3) Todo elemento positivo & quadrado e todo polindmio irredu-

tivel de grau impar em R[k] tem raiz em R. Temos assim

R = R(/-1). i

Demonstracao: Veja [P] £ 3, teorema 3.3.

l.4. - Teoria de Kummer

Apresentaremos agora uma breve exposicao da teoria

de Kummer.

Sejam k um corpo e m um inteiro positivo. Uma exten-

sao Galosiana K de k com grupo de Galois G € dita de expoente
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mseo™ =1, 0o ¢ G.

Vamos investigar as exténsBes-cujo grupo de Galois &
abeliano de expoente m. Assumiremos que m € um nlimero primo ';:A
com a caracteristica de k e que k contém as raizes m-8simas |
primitivas da unidade.:

Denotaremos porﬂz% o grupo dasvraizes m-&simas da uq£~
dade e assumiremos que toda extgnséo algébrica de kgesté.cont;%‘
da em seu fecho algébrico k de k. 7 | k‘ |

Seja a € K. Embora o simbolo a;/m}ﬁéo estéje.bem dé;;i

finido, pois se o = a e £ & umairafz n:ésima.da,uniiade; en - .

. - m . ) . L g C
tao também (£a) = a, Assim vamos usar o simbolo a » para deng

tar algum tal elemento o, o qual seri chamado de uma rafz.m-8si

Como as raizes da unidades estao no corpoﬁynobserva-

mos que o corpo k(o) & sempre o mesmo, na" 1mportando a m-&ési-

ma raiz dede a que escolhamos. Denotamos”f;cqxpo dag;mresimas“

raizes de a, por k(a /m'"i

NSejam o =}{xm;:x.e ki x #0 };é B um subgrupo de’

* ‘*m
k contendo k

) ou Kﬁﬁo éompésiio-de todos’

1/m

Vamos denotar por k(B

os corpos k(a /m)pom a e B, isto & K, & o menor subcorpo  de

B

k contendo k e todos os corpos k(a;ﬁﬁngale B. Ky é unidamente

determinado por B como um sub corpo de K. .

Sejam a € B e o uma rafz m-&sima de a. O polindmioc '

2 .

- Im ‘ - - ‘

X —-a fatora-se em fatores lineares em K ;-e dai K e-Galqgianai;
sobre k, pois todas as raizes de x" - a estdo em Ky YaeBe:

as raizes sao distintas.

éhk e 0 € G. Entéo

¢(a) = wy-0 para alguma m-8sima rafz. da unidade mg € Z Ck

i

Sejam G o grupo de Galois de K
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, é é .
pois 0 leva raiz em raiz. ,

Seja a aplicagdo ¢:G - Z definida por ¢ + w . Como.

g(a)

podemos escrever wo = » afirmamos que a aplicagdo ¢

(1]

o .
bem definida, pois a e o' s3o m-8simas raizes de a, entdo

*
~a'=Efu para algum £ e?Zm, dafi

o(a') _ o(&k) _ _E o(a) _ _ola)

o' Ea o o

;, isto & a raiz daf 

unidade We independe da escolha da m—ésima;rafz de a;;obviamegf;

te ¢ € um homomorfismo de G em %,

ole o -
Vamos denotar w, = ——éfl~ por <o,a>; A aplicagao

¢: G x B ~» % dada por: (0,a) + <g,a> & bilinear: Defﬁ‘

fato, sejam a e b

Ld

G, entdo (a.g)™

E LN 0
0 que demonstra a linearidade da!segunda;wgriével;ipados c e.

0' pertencentes a G,
p

o(a) ! ;ai(a) A

-_—

I T A

(005") (@) =0(0"(2) ) = O(u (@) = w0

isto mestra a linearidade da primeira variivel.

1.4.1. - Teorema

Sejam k um corpo, e m > 0 um inteiro. primo com a.ca -
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, ~ . ; : = £ . 4.
racteristica de k,.e assumimos que a m-ésima raiz primitiva da

junidade esti em k.

. 1 v o, *m i = 1/m
Seja B um subgrupo de k contendo k- e sefa KB—k(B ) :
 Entdo, KBPk & Galoéiana e abeliana de expoente m. Seja G seu gru-

éd de Galois. A aplicagao bilinear

$: G xXx B =+ Zm dada por (o,a),4kgg,a>?'

Entao ¢:

(1) Tem nicleo a esquerda 1l e a direita k m
- - , g b .k
(2) A extensao KBlk é finita se, somente se;, (B:k ) e finito e.

neste caso temos

[ gk 1= (B:k*m) .

Demonstracdo: Veja, Algebra, Serg Lang,;éé§?§VII,u§£8;

a




2 - TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

2.1. - Preliminares

2.2.2. - Definigdo

Sejam k um corpo e K uma extensdo de k. Dizemos que K.

& um corpo de funcdes algébricas de uma variavel sobre k se K-

o

uma extensao de k do tipo finito e se o grau de transcedéencia

de K sobre k e 1.

Seja K um corpo de fungoes algebrlcas de uma variavel

sobre k 'Se x pertence a K e & transcedente sobre k, entao K é

uma extensao de grau finito de k(x). De fato,wcomo oAgrau,A de

transcedéncia de K sobre k é 1, o conjunto {x} & uma base de

transcedéncia para K sobre k.

Seja y € K—k O conjunto {x y} 8: algebricamente depen
dente sobre k logo y é algebrico ‘sobre k(x) Portanto X e-alge

brlco sobre k(x). Sendo K:uma extensio deqtipoAfinito:de k, en-

tdo K & uma extensio de grau finito de k(x

Assim, a extensao K de k se decompoe em duas exten

| soes, uma transcedente pura e a outra algebrica de grau finito:

O diagrama abaixo ililstra esta decomposicao.

K + EBorpo de fungoes algebricas de 1 variavel sobre K

+ K|k (x) algébrica de grau.finito.

k{x) /k transcedente pura.
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Assim, cada elementosde K-k pode assumir o papel da

variavel.

2.2. - vValorizacdes de um corpo de funcoes algébricas

Os trés teoremas seguintes nos dardao uma caracteriza--
cdo para as valorizagGes de um corpo K de fungoes algébricas de:

uma variavel sobre k.

2.2.1. - Teorema

Seja K um corpo de fungdes algébricas de umé variavel

sobre k. Toda valorizagdo n3o trivial v, de K sobre k & discre-.

ta. .

Demonsd trhacao

Sejam v uma valorizagao de K sobre k, x € Ky transce—;

dente sobre k, e w = a restricao de v para k(x) como umaf

“;k ()’
valorizagao de k(x) sobre k &€ equivalentes ag p(x)- adicas ou-

a infinita, e portanto discreta, . temos qﬁé{m & discreta. Logo
X 3] . ) B

v € também discreta (Veja proposigao 1.2#12){3
A
2.2.2. - Teorema

Seja K um corpo de fungdes algébricas de uma varidvel:

*
sobre k. Para todo x € K tem-se:

(1) O nfimero de valorizacdes discretas normalizadas v de K|k ;*

-

tal que v(x) # 0 & finito.

(2) v(x) = 0, para toda valorizagdo v de K|k, se; somente se, x
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é algébrico sobre k.

Demonstracao

(1)

(2)

Consideremos x € K transcedente sobre k. Naszvalorizagaes
de k(x) sobre k, x s tem valor diferente de zero na x-adi[

ca, v,s € na infinita, v,, ou nas equivalentes. Como K éi;i
uma extensad algdbrica de grau finitgkde k(x); entao v, e?;
v_ tem um nimero finito de extensdes & K: Dal as valorizaf{ 
goes discretas normalizadas de K|k tais que v(x) # 0 s§o i

em nimero finito.

De (1) temos que se x € K & transcedente sobre k, existe '.

uma valorlzagao v de K|k tal que v(x) # 0. Portanto se;fx,

v(x) 5 0 para toda valorlzagao v de K[k‘fentao x e algebrlff

co sobre k.

» * . z‘?': - E "’ ‘ = - 3 : B
Reciprocamente; sejam X € K algebrico sobre k; v Vo

. uma valorlzagao de KIk e al,...,an € K nem todos nulos tais i:é‘

que € um absurdo. Logo, se x & algébrico; . entdo v(x)

Se v(x) < 0, temos, bor um lado=%.

v(xn + see + an) =& e por outro lado

vix© o+ .. +,an) nv(x) # o que éjum absurdo.

Se v(x) > 0, logo v(x" + .. +-an) =-V(an) =0 # o

0 para

toda valorizacido v de K|k.

2.2.3. - Teorema

Sejam K um corpo de fungdes algébricas de uma varia -
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vel sobre k e v uma valorizagéd de K sobre k. Entao o grau * de

v € finito.

Demons tracdo

Sejam v uma valorizagég de Klk;;xeiK transcendente so.
‘ W - |
bre k e Vﬂk(x)' | | | :
Como K & uma extensdo algébrica finita de k(x), pela
desigualdade fundamental Ekv=Kw];6 EK;k(x)] < e, Como? ,
[k,:k] < = segue-se que EKv;k]=[KV:Kw];LKw:h]f'Portgpto‘temosvw;

provado o resultado.

2.2.3.1. - Corolario

Se k & algebricamente fechado,;.entdo K = k' para toda:
valorizagao v de Klk e portanto.tpda valqrigagéo temagrau l,negf-

te caso.

2.3. - Divisores de K sobre k

Doravante vamos cobnsiderar K corpo de fungdes algébri-

cas em um variavel SObre k, com k algebridamente fechado em K:f

Denotamos o grupo aheliano liné; gerado pelo conjun+J§

to das valorizagOes disceetas normalizadas de K|k por Div(K|¥): -

Un elemento deste grupo serd chamado de um Divisor de .
K|k.
Indexamos as valorizagdes discretas normalizadas de

K|k por um conjunto de Indices I, -de modo que para cada p €.I.
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Vo denota uma {inica valorizacdo discreta normalizada de K|k.Um

divisor X serd denotado por:

X = I npvp, onde np € um inteiro quase sempre nulo.
Pel

(quase sempre nulo significa exceto para um nﬁmero finito de.

indices).

Dado um divisor X = I n_v.; chamamos de.grau de X,

Pel ‘ ' '
o inteiro d(X) = I n _d(v_ ), onde d(v ).-& o grau de v_.
Pel P p. o

Claramente temos que d(X) e:gﬁé que d(XiX')=d(X)jd(X?)
Ainda € cdaro que os divisores de graqdégyo formam um subgrupb ,
de Div(K|k). A titulo de exemplo,conétﬂexemos k = k(x) ; x trans.
cendente sobre k. Um divisor X de K|k & da dorma : |

.

X = i n v .+ n,v, onde i percorrextpdos os polinqmios:ngfé

nicos irredutiveis em k[x], e n_ quase sempre nulo. O grau de -

Xe

a(xd= ﬁ'nnd(vn) + nmdsvw) = iA?ﬂ§ﬁ+«n® :

";ﬁﬁkk

.k . : ' :
Para cada elemento x € K , podemos formar o divisor

TV (x)vp (Isto tem sentido, pois as valorizagdes de K|k '
Pel :

tais que v(x) # 0 s3o em nimero finito); que & chamado de Eif,};,

visor Principal. determinado por x e denotado por  (x).

Como v(xy)=v(x)+v(y) e vix L =-v(x) para toda valo-
rizagao v, temos (xy) = (x)+(y) e (x—l)¥f -(x).

.
A aplicagdo f+ K = Div(K|k) &

X > (x)

um homomorfismo de grupos cuja imagem & o conjunto dos divisp-
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.. . - - } *
res principais e cujo nicleo & o conjunto dos elementos de K

que sdo algébricos sobre k, que no caso por ser k algebricamen

te fechado em K; & k.

Dado x € K » Os divisores (®#)) = I v (x)v e
0 4 (x) >o
() = =L v_(x)v_ sao chamados, respectivamente; de,Divi-f
® v (x)<0 P P , ‘ .
- P
sor de zero de x e Divisor de polos de x;.
Evidentemente (x) = (x)o - (x)é§
2.3.1. - Teorema

Sejam K um corpo de fungdes algébricas de uma varid

vel sopbre k e x € K, transcendente sobre'if:; ‘Entao:

(1) dflx) ) cﬂ(X) = [Kik (=]
(Z)dibd) , 0 grau de um lelSOI prlncipal e zero, -
Demonéinag&a

A afirmagdo (%) é'cqnsequénciaiﬁz (1).
Para (1) basta mostrar que d«i)o) = EK:k(#)]; pois
o =v %1/x)>0 vp(l/x)vp qﬁ )ix)<0-vp(X)sz(X)cQ ’
p p
isto &, os divisores de zero de 1/x sao»os g¢ivisores de polos dé
X e vice~-versa e como k(x) = k(1l/x), se d((x) o = [K: k(x)] entao :
d(x) ) = [K:k(x)]=[K:k(l/x)]=d'((1/x)°) d(dx) ) .

Assim mostraremos que d(ix)o)=[K:k(x)].

Sejam v uma valorizacdo discreta normalizada de»Klk,.
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tal que v(x) >0 e w = 1w
: Ik(x)
Como w(x) > 0, entao w e equlvalente a valorizagao

x-adica nao havendo mais que um nimero finito de valorizagdes
discretas normalizadas, Vl,;.a,Vé de K|k equivalentes aos
]

prolongamentos vy, Vé,;--,vé_de w & K. Como v; & equivalente

a vy entao v, = eivi Vi,i =1,...,s, onde ei & o Indice de . -

ramificagao de Vi sobre w. Tomando w(x) =. 1 entao vi(x)=l Vitfﬂi
i=1,...,5 e dal vy(x) 11V14 i=1,.i.,8.  "
=K :k]= : . H = otk =f,;
Sendo d(vi) L vy k] [Kvi kw] [me k] L (Kvi km} f%'f,
indice de inércia de vy sobre W, temos assim que :
s : R
d((x) ) = Z vy (x)d(v,) = I e,f,. Pela desigualdade fundamen-
© i=11 17 4o 104 E , R
tal, d((x) ) = % e £ < [Kik(x].

i=1 1 ' - P
Vamos mostrar que a igualdade d((x) ) = EK:k(x)],ses}'

verifica.

Sejam A o anel de valorizagao de w e
(s

s = k[x]- :d{[x]cA . E claro que 1 € S e S S cS (isto &;

€ um sistema multlpllcativo)

s [%JCon51deremos A como Sendo o fegho integral de A, .-
S em K e]CDﬂ' o fecho 1ntegral de k[x] em K.‘f |

£ ficil ver-que A, —:k[x] . Comguk[k] é um domInio~‘iu

de 1ntegr1dade ‘finito sobre o corpo k e K e uma extensao fini‘

ta de k(x), entdo k'[x] & um k[x] - mddulo. finlto,(VeJa [z g]l,_
Capitulo vV, & 4 , teorema 9), Assim k[x] 1= Z k[x] u,; onde’ .

i
i=1
reeesd } & uma base finita de]<Dﬂ‘

(k[ f' = k[x]ng = ( z k[x]u

{ul,u2

I

Como A!
w

m [_ ] m
T ki{x] u, = I A uy
i=1 s 1 4oy wid

Portanto, Aé € um Aw - modulo tipo finito. Pelos teoremas 19 e
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20 do £ 11 Cap. VI de [z,é]z temos que

eifi = [K:k(x)] = d((=) )

Decorre da demonstragdo da proposic@o anterior, que.

se K & um corpo de fungbes algébricas de uma varidvel sobre k; -

m #
vale a igualdade EK:k(x)1= z eif_, chamada igualdade fundamen:.
i=1 1 e T
tal.
B

2.3.2. - Defini@ao

Dois divisores X e X' sdo ditos Lineamento. Equivalen

tes se X-X' = (x) para.algumfx e K, isto;é; se X e X' diferem -

de . um lelSOI pr1n01pal.
Observemos que dois lelsores linearmente equivalen-;fj
‘tes tém mesmo grau.

O grupo dos divisores de K & um- érupo Parcialmente ,

ordenado, considerando a segulnte relagao.. de ordem, z npvp >
: pex

. In'v se, somente se, n $n ¥ e I.
per PP ' "p p & P

Em particular dizemos que um divisor I npv- é posi- =
' o Pel
tivo se n, 8 0¥YPelI.

Dado um divisor X = I n,v, consideremos o conjun-

to Pel

L =4 x e K5 (0 > -X}ulo}



.. LX) a= £ v (x).v_ > = In_v >V (X)> -n_ ¥ P € I:;
,j,’ASSlI.nl x € L(X) PeT p 4 p p4==$ p( )2 P B e 3

2.3.3. - Lema L(X) € um k-subespago vetorial de K. .

Demons trhacao

e

Sejam x,x' e L(X). Entdo v (%) > -n e v (x') > n,

¥Pe I, ecomo vp(x+x') 3 mim{vp(x),vpggi)}-; -an Peltes

mos x+x' & L(X).

Se A ek exe (X, VP(KX) = Vp(x) + vp(x); -n,

¥V Pe I, portanto Ax e L(X).
' | <}

Vamos denotar por K(x),é dimensép de L(X) sobre k:'o\i 

nosso objetivo neste Capitulo é;@eterminat~£(x);

'253.4. - Proposicdo

. : ‘ la
Sejam X e X' dois divisores:.tais que X' > X. Ent3o

L(x') 2 L(x).

 (2) se X = 0, entdo L(X)

i
o

{0}

(3) Se X < 0, entdo L(X)

Demonstracio

(1) Se x € L(X) entdo (x) » -X zv—x‘;lLogo x e L(X') e
L(x) & L(x"). |




30

(2).E claro que se X =0, k L(X).

Reciprocamente, se x € K-k, x & transcendente sobre k e por -
tanto, existe uma valorizacdo v tal que v(x) % 0. Neste ca-.

so x ¢ L(0). Logo L(0) k.

(3) Temos que X € L(x) se, somente se, (x) > =X > 0.
Se x € L(x), x # 0, entdo d(%k)) > 0 que & um absurdo, pois
d((x)) = 0. (Veja (2.3.1) (2)).

Logo L(X) = {0}.

2.3.5. - Lema

Se X e X' s3o linearmente equivalentes ehtao L(X) e -

L(X") séo k-isomorfos.

Demonsthacao

Basta provar no caso em gue X #.X'.

Seja y € k tal que X-X' = (y) Obsetvemos que se x ¢ L(X), en '5ﬂ

st

- tao,; (xy,%f-x erdai (xy)—(x)+(yii -X+(y) = X'. Logo xy € L(X' ).
Se x £ L(X") entdo (xka -Xx' &+dail-
(xy71) = x-(y)3-X'-(y)= -X, portanto xyf%ﬁg'Lun.

Consideremos agora Os homomorfigmo

hiL(X) + LX) e h™ Y L(X') 4 L(X)

R
X * Xy X * Xy

onde h e h™1 s3o reciprocos temos o k-isomorfismo entre L(X) éﬂ

L(x"),
&




Sejam X um divisor de K|k e P ¢ I. Entado, L(X)

subespago de L(X+vp), e

(L(X%—v ) )
di < d(v
R\ Lx) p

vale:

-

e: um

Se L(X+v ) tem dimens3o finita sobre k, a desigual-:
P

dade acima € equivalente a

F(X+vp)—£(x) g d(vp);

Demons tracao

Como X + v, 2 X, L(X) & um k-subespago de L(X+Vp)‘.0;¥ﬁ

lema é evidente se L(X+v;) = L(X), pois d(vp) > 0.

No outro caso, seja x-€ b(x+vP)—b(X).

4 » o
Facam os. X= I n V . Para todo p # q temos

qer 9 9

vq(x) > -n e - vp(x) = -(np+l).

g

: ta > - +1
Se y € b(x+%9» entao vp(y) (np )

vp(yx—l) > 0, que acarreta yxpl~emnv .
P

: ) By
Sendo ¢ L(X+$J > Vp

=1 *
y * oyx T+ M
p

= vp(x)




Como v & trivial sobre k, a aplicagdao ¢ & k-linear.
Para que y pertenga ao niicleo de ¢ & necessario e
suficiente que yx_l e M_ . Isto & equivalente a vp(yx-l) =

P
= Vp(y) - vp(x) > 0. Daf vp(y) > vp(x) =-(np+l)f Portanto

=

Vp(y) > —np. Assim niicleo de ¢ & L(X). Deste modo, podemos

identificar L(X+vp)/h(X) como um subespago vetorial de Kv ; va“
, 0 A

/lendo

. ‘ dimk(L(X+Vp)/L(X)) < [ Kvpzk 1 = av)
- ] c ‘

2.3.7. - Lema

Sejam X e X' divisores de K|k tais que X'>X: Ent&o

dim (LX) /LK) € A®')-d(X) .

Em particular, se K(x‘) e finitQétemos,

L& -dX®') < L(x)-a(x).

Demons trhacao

Seja X'=X+v 4V +...+v , com vilValorizaQBes n3o ne - -

cessariamente distintas de K|k. Considerando a cadeia

X < (R+vq) <(XHv +v,) < .e <Rty teoitv) = XP
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e denotando Xi = X + vl+..;+vi, temos a sequéncia

- t { !
L(x)C L(xl)c .o c:L(xn) = L(X"')

Da Algebra Linear Classica, segue-se que

dimk(b(x')/b(x»=dimk(L(xn)/L(xn_l»+,.;+d§mk(L(xl)/L(x»

pelo lema 2.3.6 aim (E(X')/L(XNE a(vy)+is:+alvy) —A (K- =

= d(x")-4d(x .

se L(%X) e L(%') sdo espagos vetoriais deidimenséo finita sobre;?

k, entao

CR(®') -L(X) g dA(xX")-d(X). Ou, equivaientemente-‘j
¢ (x1)-d(X") < (R) -d (¥) .
@ A

2.3.7.1. - Corolario

para todo divisor X, L(X) & finita.

Demons thacao

pDado um divisor X, existe um-diVisor Y tal que ¥ & X

$ n v_& suficiente. tomar

e Y < 0. Por exemplo para X =
' Pel




34

nv - v onde v_ ¢& uma componente de X.
<0 P o o ’
P

como L(X)/L(¥) = L(X)/{0} temos

L(X) /L(Y) =L(X). Pelo lema 2.3.7,£(X)< d(k)—d(g). Isto nos mos-

tra que £(X) € finito.
1]

2.4. - Desigualdade de Riemann-Roch

2.4.1. - Teorema
) N
Péra_todo divisor X de K|k £(X)-d(¥) tem uma cota in-.

ferior.

Demonstracao

O lema anterior nos diz que ahfungéb £(X) - (%) € de

crescente em X, sendo suficiente mostrarho teorema para'k~z 0. -
pois para x < 0 £(X) =0 e £(R) -4 (%) —-d(ﬁ) tem o zero como co—ll
ta inferior. se X nao for nem > 0 ®© *nenr< .0 podemos: substltuir;;
X por X' tal que X' > 0 e X' > X.e pelo-lema 2.3.7 continua vaf;
lendo a condigdao de decrescimento.

Vamos mostrar que para todo divisér X >0 existe um
divisor X' e um inteiro n > 0 tal que Xi?~ X e X' § n¥.

Provaremos primeiramente, que.para umn >. 0, n sufi‘j;

cientemente grande temos £(n¥Y) > nd(Y)-h onde h é'umazconstante?

que n3o depende de n.

seja ¥ = (y) . Afirmamos que £(n¥) > n d(Y)-h,; para
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n suficientemente grande e h uma constante gque ndo depende de .

n.

Consideremos d=d(Y) = [K:k(y)] e seja'{Zlfzz,...,Zd}‘
uma base de K sobre k(y). Como K & uma extensao'algébrica - de .
k(y), os 25 sao algébricos sobre k(y); multiplicando-os por-

elementos convenientes de k[y], podemos sem perda de generali -

dades, supor que os Zj sdo inteitos sobre:k[y]. Para toda valo-

rizagdo Vp nao figurando em Y temos vp(y) >0 e dal y e A . Co-"

mo k < AV, entdo kly] C Av, e dai, Zj € Avp:Xj=l,;;.,d); pois,

os 7 sao inteiros sobre k[y].

seja -h; = mim{v_ (z,)} onde v. sdo valorizagdes

: i, 5 Pi 3 i : g
gue figuram em Y, isto & os prolongamentos normalizados a K da.
valorizagao v_ de k(y).

.

Consideremos os elementos ytzj;tais que 0$+$h-ﬁi_oni§i4

de n & um inteiro conveniente. PortantoAvb (ytzj) =tv_ (y) +_
) o, Y N i
+ v_ (z,) e desde que v. (y) < 0, temos '
Py J Py

1

t . _ _? ;
vpi(y zj)zvpi(zj)+(n—bl)vpi(y) > hl + (n’?;)vpify)

>

> nvpi(y) - (l+vpi(y))hl.

Como‘l+vp (y) € 0 temos vp (ytzj) >nv_ (y). Por ou —%.

i i i
tro lado, v (ytz-) > 0¥ v #v . '
Dado que nY = = I nv_ (y) v temos y z, € L (n¥).Co
: Pel Pi Py J

mo os_ytzj sao linearmente independentes sobre k, temos

L(nyY) > d(nY-hl). Logo £(nY) > nd(¥)-h onde h dhy & uma cons-; -

tante que nao depende de n.

Supondo que X = xi+x2 ondez.X1 e X, sd3o0 dois divisores

e que existem outros dois divisores‘xi e Xé e dois inteiros
,(-’ .
Lo



' X' . w a8 Y aaf
€ n;, > 0 tais Xé e Xl < nlY g}&z $'n,Y e dai
\

‘1
+ &, o~ Xy Xy ¢ (ng + n,)¥. Portanto € suficiente toma

2 1
remos Xi =.xi + xé - Assim temos que o nosso problema & aditi-:
vo. |

Vamos agora determinar X‘ e o'inteiro n >.0. Se,'
X = Vp' dois casos temos a congiderar; Ou.temos vp £ Ye aii
nao apresenta dificuldades, pois & suficiente tomarmos. x' = vpif
en =1, Ou temos vp(y) > 0, isto §&; vpvnéo & componente dé;;
Y. Isto nos mostra que a restringdo w de-vP a k(y) nao & a
valorizagao infinita de k(y). Como MO k[&] =M entdo Mm

€ um ideal principal, existindo um pollnomlo 1rredutivel F(y) Vﬁ"'
em k[y] tal que M = <F(y)>. Como Vp e um zero de F(y), entdo
(F(y)) > vp € como os polos de F(y) estao em Y, entao existe ',45

um intéiro n tal que (F(y))» v,mny. Tomemos entdo ¥i=v V(F(?»

e dal temos que x' ~vp e X' ¢ nv.

Seja X' < nY e X' ~ ¥X: Ent3o

7/

£(X) -d(x)=£(x') -d(x') 2£(nY) -d(nY) >-h.

Assim £(x)-d(x) tem uma cota inferios ¥ x & Div (K|k):-

B8
2.4.2. - Definicdo

O inteiro g, dado por infx(l(xléd(x))=-g+l é chamado
género do corpo K de fungoes algébricas de uma variavel sobre
k.

Notemos que £(X)-d(X)2-g+l e pg;tanto géo menor-i£ ;;

teiro que satisfaz a desigualdade £(3f2d(3§—g+l;'chamada Desi-.

1 e.

gualdade de Riemann-Roch, e que se-X =0, entio £(%)




0. Logo 1 = 1-0 = £(0)=-d4(0) -3 =g+l e g > 0.

2.4.3. - Proposicao

Existe um inteiro N tal que se d(X) 3 N, &(x)=
= d(X)-g+l. .

L™

Demons thacdo

Da desigualdade de Riemann-Roch existe um divisor Y
tal que £(Y)=d(Y)-g+l. Seja N = a(¥)+g-1.-

Seja X um divisor tal que d(X) 3 N. Pela desigualda-

de de Riemann-Roch

T

L(X-Y) 3d(X-Y)-g+l = d(X)-[d(¥)+g-I] = d(XA)-'-Nf

Assim, existe z # 0 tal que z ¢ LﬂX*Y); isto €;

(z2) » -X+Y, X » ¥-(2), seja X' =¥=(2). Como d(X') = a(¥) e

CR(x") = £(Y), (pois sao equivalentes)

£(X') = d(X') - g+l

8

Como ¥ 2 X', pelo lema 2.3.7, g = d(is')—2(,;2§,')+1sd(?$)'5£(2$)+1\<g
Logo £(X) =d(X)-g+l. A R

- FOormula de Riemann-Rech

2.5,

Dado um divisor X chamamos de Indice de especialida-

Riemann-Roch temos que i(X) > 0 para todo divisor X.

de de X oiinteiro i{X) = £(X)-4(X)+g-1. Dafdesigualdade de .fgf
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A funcao £(X)-d(X) & decrescente pois se Xe X' s3o

dois divisores tais que X" > X pelo lema 2.3.7 temos

L(x')-d(x') ¢ £(X)-d(X). Assim a fungdo 1i(X) & decrescente e
assume o valor zero para X suficientemente Q;ande por exemplo f{
se tomarmos X nas condigdes da proposigéo’2,4;2.

Dados dois divisores X e X' gom %' > X, vamos dar uma
interpretagao para a diferenca i(g)—i(xf); Para tanto vamos #n-
troduzir a nogao de Adele.

Considerando I como o gonjunto de Indices que indexa.
as valorizacoes discretas normalizadas~de_K]k:damos a seguinte‘.'

definicao:

2.5.1. - Definicdo

»

. P

Um gdele € uma familia o= (x»)ﬁéi‘de KI=fiﬁK, com ;.
PPeI Pel o
(Xﬁ) pertencente a K e vp(xﬁ) > 0, exceto para um niimero fini-.~

to de Indices p.
Denotamos por M, o conjunto dos adeles;.E claro ver {i

o ] i , o :
que 4}, &€ um subanel de K,

Dado um adele o= (xp)P escrevém05~vp(a) ao invés ' . -

de vp(kp). Consideremos a aplicaggo que associa um elemento x
de K ao elemento (xp)P€I onde xp = x para todo P ¢ I; Assim |
(xp) = (X,..,%,..,). Como v (x) # 0 para um niimero finito de
p pertencentes a I e v_(x) = 0, para toda valorizagao 5 de
K|k se, somente se, x & algébrico sobre k,;.temos gue (xp_)PeI
pertence a 4\ . A aplicagao definida de K em/a,ﬁkévum homomor - -

fismo injetivo de andis. Tais adeles s3o chamados de Princi -

pais e formam um sub-anel de 41, o qual iy identificamos com,f?

K. Dizemos ainda, que K esta diagonalmente imerso em/ﬂ,._-




o

Para qualguer divisor X = ¥ n_v., consideremos
PP

. Pel

conjunto

A x = Ha /A vp(u) > -0, Vp e I }.

Observemos que A (x) & um espago vetorial sobre k e

que L(x) =/Al(x) A\ K. Além do mais, se X"z X, entdo

) 2> A0

2.5.2. - Lema

SOzt )
Tem-se dim ;_6(,—————2_ = dlvy) e; mais geralmente
(x)

se X,X¥' sao dois divisores tals que X' >2§; entao

aim ("WX')> = dx')-d(x) .
A (%)

.

Demonstracdo

LY

ma valorizagao Ve

Seja X = ; nR?R' Entao

/ék(x) = {a s/ﬂ,; vR(d) > -ng ¥ RelIl.

Seja a € K tal que vp(a) = -(npfl)

Consideremos a aplicagao k-linear

Vamos supor, inicialmente, que)@‘ =)¢+vp. para algu~-




wtéL(x+vp) - KV

(i) ¢ & bem definida, pois,

-1 3 -1 e .
vp(a xp)—vp(a )+Vp(xp) vp(a)+vp(xp)§ np+l+vp(xp) >0,

(ii) ¥ € um homomorfismo de k-espagos vetoriais.

(iii) o nucleo de ¢ elxl(x), pois w(yp) 0 se, e somente, se:
-1 . - -1

e M isto &, v _(a ) > 1.

a 'y, e M, ’ 1p( Y * o

a = “YY 4w e portanto =0 se;*

Mas vp( yp) Vp(a ) gp(yp) P ¢(YP) . s &

somente se v {y ) > =-v (a ™) = 1-(n_+1)=-n ; isto &
< P P P P P

se, somente se (yp) € A(X) .

(iv) ¢ é sobrejetivo, pois se Z € Kv + consideremos o adele

Pp ot
(xp)ReI tal que Xp = 0O Y R#Pe XP =" aZ. Temos a551m que .
(xp) € um adele em /4Z(X&vp) e dai-y € sobrejetiva.
: b
Pelo Teorema Fundamental dos Homomorfismq/ﬂxx+v )Ad*p)
. é . k-isomorfo a K, +¢© portanto

P

M (Rv )
dim B = d(v,_)
LX) P

mostramos assim a primeira afirmacao.
Para o caso geral consideremos agora,

X' = X4V1+V2+--°+Vnr vi valorizagées de KIk;;e O |




a cadeia

X <X+ v, <X+v, +v, <.e<X+vVv + ... +v =X
A 1 2 1 n

obtemos assim a sequéncia

AEEC Alxtv) C L C ARV Vo bty ) = AKY)

-

Da Algebra Linear Clissica, temos.
P .

dim (O (')A (%)) =aim (A (X )/( A F ) +dim (A VA (éin__z) +

Fouuot dimk(/uxl)/(/ux)).

»

Como ja provamos na redugdo que -

dimkg/l(xi+l)4éz(Xi))=d(vi) Vi, i=1,.::yn, temos

_dimkszl(x')461(X)=d(vn)+d(vn_l)+...+dim(vl{“= d(vn+vh_l+..;+vl) =

d(X'-X) = 4d(X')-4(X).

@

2.5.3. - Lema

Sejam X e X' dois divisores tais que X' > X

Entao

dimy ((AL(X')+K) /( (X) +K) ) =1 (X) -1 (X")




Demonstracao

Como X' > X,%ﬂAX) C:Aﬂ(XF), e

(xR i;l(x')+yi(x)+x>

Seja E = (A(x‘)+x)/%\gx)'+x); ‘
Pela primeira lei dos mbdulos (Veja [P ,s] 2) -
E = (A(X")+$ﬂ(X‘) +K))/(/A(X) +K) E/a(x.')'(j‘;ﬂ:();"‘)(\ (/4(;Q+K).
Como (A (X')N (/&\,(lx) +K) ) = (%) +,A(‘:'c')('\;.'=,4,(.j’§)» + L(.},c_').
tempg B 20(X') /(A (¥ +L(X')). Pela segunda lei dos. mddulos
E = Q[k(x')é&L(X))/(géL(x) + h(X’))[/i(%P
Novamente'pela primeira lei dosmddulos temos

E = (AKX /(A X)/(LE) /AR N LKD)

=
i

(A (") /6L () /(L(x") /LX) , pois

L") NA(X = (/L(x')ﬁK) N & (x) =/ﬂ.(x) N K = L(x).

Podemos entao escrever,

42




—»dimk(Al(X')(xl(X))~dimk(L(X')/L($?)

[axn-a] -l -£(x)]

L -am] - [exn)-amy]

= [i0-g+1]-[i(x)-g+1] = 5% -1(%").

- Lama

Seja X um divisor qualquer. Entdo

dim (AN, 00 +K)) = 1(X)

Demonstracao

Mostraremos primeiramente qué thonjunto.dos adeles

— ' -~ - . @ ' o
. /6k*'Ux'z§¢l(x ).e em congequencia /R é%ﬂ%(x )+K) uma vesz,
que A(X') C ALX)+K, e ainda (AZ(A (X)+K )= (U, x(,d.(X‘) +

'>
+ K) /(A X))+ K).

Sejam o = (x_) € X= Inyv e
’ Prpcr per PP’

faz X'»X. Como vp(a)z—np ¥ PeI temos que acA(X'), e e
: X").
AKC:Ux'ax (%1

Como oU ‘ X! i = U_,
/0L U, (X') concluimos que/41 %

(%

'2x

n' = maX{np,—mim(O,—vp(a)}‘ Temos o diwisor X'= I nv satis:

).
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1 e X2

> X existe um divisor X3 tal que &3 > X, € XB > XZ' Assim ;

Se X sdo dois divisores tais que X; > X e

X

2
sem perdas de generalidades, podemos dizer que A1=Ux.>XQ4L(Xf)+K)
’d .

tal que (Q(x') O ((x) para X' > X.
Para X' suficiente grande temos i(i') = 0 e portanto

para tal X', pelo Lema 2.5.3., temos

dim (( A (X")+K) /(A (0 +K)) . 1(X).

Seja. X" um divisor tal que X" > X', onde X' & como

acima.

(x")+K) /( (x")+K))=1(x")=i(x") = 0, dal

Assim, dimk((

+ (x")4+K = (x')+K

Como cada elementosde A estd contido em algum espago
L(R") para X" suficientemente grande,7X¢ > X' concluimos que
L +K f,él' Provamos entdo, que

{,

max{dim ((A (x') +K) / (/1 (X) +K) ) = i(x) . a

Isto mostra quelitﬂﬂﬁ(k)+K & a reunifio de espagos vetg

riais de dimens8o menor ou igual a i(X).; e sendo a maior dimen -

sio assumidd.

Logo dimk(/ﬂZ(/K(x)+K)) = i(x)

Vamos considerar formas k-lineares sobre/ﬂ,que B30 nu-. -

188 sobre os sub-espacos vetoriais da forma/pL(X)+K); para um

divisor X conveniente. Uma tal forma & chamada de uma Biferencial.

de Weil ou Duadele.

~~~~~




Dado um divisor X, denotamos por Q(x) o espago veto-

rial sobre k, dos duadeles nulos sobre/ﬂjx) + K) isto é&:

w:/l + k; wséL(X)+K) =0

Q(x) =

®w k-linear .

Como Q(X) & o dual do espago vetorial /¢L4/L(X)+K sobre ¥, que
- € de dimens3o finita, temos que dim (2(X))=1(X).
Um duadele w anulando-se enle(XJ) e /Ji(x") anula -

-se também em A (x') +/61(xi), pois w & uma forma k-linear.
[/

2.5.5. - Definicdo

.

Sejam X' = I n'v e X" = I n'"v_divisores.
i per P P Pel
Definimos sup{X',X"} como sendo o divisor cujas coordenadas sao

dadas por max{n',n"l}.
Pp P

2.5.6. Proposicao

)+ e = (sup(x,2)
/ / ,

Demonstracao

Trivialmente /{1(X')+/ﬂix")Cl/ﬂ(sup(x',xf).

Consideremos agora o = (

xp)PeI elﬂﬂ(sup(x X" .

Se X' = ¥n'v e x" = I n"v entio v (a)z-supi{n',n" }.
PeT Pp 4 per PP P ~ P P’ P

a4
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Sejam I' = {P € I; n'>n"} e I" = {P € I; n' < n"}.:
P P P P
Em I' o méx{né,n; le né e em I" & ng. : o
Consideremos os adeles o' = (xé) e a" = (xg) tal que
x' =X ¥ P e lI'ex' =019% PeI" e x" = Q¥PclI' e )
P P P 4
" =x ¥ € I". Temos assim a' € A(X') e a" e A &E" e
"= x Ve y) L)

= 1 " ' X" .
a =o'+ a e/ﬂ (x )+/(( )
’ ]

2.5.7. - Proposicao

Dado um duadele w, nao nulo, existe um maior divisor

X tal que uﬂﬂk(X)+K) = 0.

Demownsitracao

Afirmamos que existe um inteiro N, tal que para ca -
da divisor Y tal que d(Y) > N, entao Q(Y) ={0}.

De fato, pela desigualdade de Riemann-Roch, sabemos
gue se Y & um divisor qualquer, entdo i(Y)=£(Y)-d(Y)+g-1>0 e
que existe um inteiro N tal que se Y & u%\divisor com
d(Y) >,N;nehtao i(Y) = £(Y)-4(Y)+g-1 = 0.

Pelo lema 2.5.4. temos que para cada divisor X,

i(® = dimk(/ﬂ//&t(x) +K) ,

Assim, se d(Y) > N temos
- 1 = i == L
0 = i(¥) = aim (A/ (¥)+K). Logo/l / (X) +K,
portanto Q(Y) #tOJ-
Agora, veja w m duadele n3o nulo. Por definicgao, .

existe um divisor X tal que w € 2(X), isto & mgﬂiX)+K) = 0.Pe=""

la afirmagado anterior, temos que d(X) < N. Logo podemos esco -




47

¥ ?1her um divisor X' tal que:

(i) w(A(X"') +K) =0

{(i1) d(X") & o maior possiﬁel (ja que d(X') < N).

Afirmamos qgora que um X' obtido ac1mé tem a proprle—
dade desejada. De fato, seja x" um outro divisor tal que
(M/K(X")+K) = 0. Ent3ao m((/ﬂlx )f/l(x"))+K) =
tﬂ/l(sup(x!,x")+K) = 0.

Naturalmente, sup(X',x") & um divisor, e temos
sup(X',x") 3x' lodo d(sup(x',x")>d(X'). Mas ent3o,
d(sup(x',x"))= d4d(x), pela maximalidade de d(X'). Temos assim
sup (X' ,x") > x' e d(sup(x',x") = d(x'). Enta@o sup(x',x") = x'
e portanto x' > x",

Assim, para qualquer outro divisor X",tal que
Mﬂl(x")+K) =0, temos x' > x". Isto &, x' & o maior divisor.

s m
LI

Seja w um duadele nZo nulo. Chamamos divisor de w.

{

300 maior divisor X tal qué ngx(x)+K) = 0.

Denotamos o divisor de w por (w) que chamamos de

livisor candnico de w . Assim, podemos definir Q(%) como sendo:

QX)) = {w; (w)>x} :

%.5.9. - Proposicio - Existe duadele nio nulo.
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| Demonstracao

Seja X e Div(K|k) tal que X < 0 e d(x) <1 por exem -
lplo, X = ¥ (nv ‘)-v ronde v_ & uma valorizacdo tal que
n<o O (@]
la(v)) = 1.Pcomb Z(X) = 0, a foérmula £(X)—d(x)—g+l+1(x) nos
a3 i(X) = g-(d(X)+1) e como g > 0 e (d(x)+1) <0, entao i(x)>0.
Ccomo dimk(Q(X))"l (X)' V X € Div(k|k) temos que existe duadele
nao nulo,
Seja w um duadele e x ¢ K, x # 0. Definimos xw como

sendo o duadele tal que (xw)o = w(xw) ¥ & € . Temos assim que

xw & uma aplicagdo k-linear, que (xw)(K) = 0, pois se a € K en

talo x.a € K logo 0 = w(ox) = (xw) (a). Alédm do mais m(ﬂx(x))= 0
se, somente se, xw(/a' (?§+(x)) = 0. De fato, sejam
f= Inv eaqa= (x) eﬂ, X+ (%) =2[n_+v (x) ]v_. Temos:
te e Qux+(x) )@VPFB(P) >-[n +v (x))@vp(x x,) > -n, xogd(x) .
fgora w( A(X)) = 0 entao Y a i/ﬂ(x+(x)), xw(a)= w(xa) = 0, is
to & xw&{l(x+(x))) = 0.

Reciprocamente, se xw( A(x+(x)) = o0, entao, para

s
tada o s/djx), o = x(x-l.a), x #0, X .o elﬂ(x+(x)). Por -
- /

tanto, xw(x la) =09 w(a) =0,

Assim temos que (xw) = (%) + (w).

a8

f.5.8. - Teorema Os duadeles formam um espago vetorial de

limensao 1 sobre K., isto &:

dimk B(x) =1
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Pelo corolario (2.5.8.1{, sabemos que Q(X # {0}.

Suponhamos por absurdo que existem dois duadeles que
fejam linearmente independentes sobre K, digamos w' € Q(x') e
ﬁ e Q(X'). Seja X um divisor tal quexXx < X' e X € X'. Entao
®) 2 2X') e 0(X) D Q(X"). Assim, o' e w" pertehcem a Q(x) .

Seja Y um divisor arbitririo e seja {z_,z ,...,zm}

1" 2
@a_kvbése de L(Y). Entao ziw', ziw" € Q(x—(zi), € Q(x~-y)
?U i=1,...,m, pOiS‘(Zi)>—Y Vi.

Como w' e w" sao linearmente independentes sobre K,
{COMO 29425700 ,2, sao linearmente independentes sobre k,con
{luimos que z,m',...,zmw e zlw"/...,zmw" sao linearmente in-
 kpendentes sobre k. Em particular'zm‘s i(x-¥%).
Aplicando aos divisores Y e X-Y a equagdo

U

%M) = £(X) + d(X)-g+l obtemos:

{a(v) +1-g=1 (v) ] <€ (X-Y) -d(X-Y) -1+g, isto &,

iW) g £(X-Y)-d(X)-3+3g-2i(Y) para cada divisor Y.
Escolhamos Y tal qgue [d(Y)]= n, n suficientemente
%ﬁnde. Entdo i(Y) = 0 e 4(X-¥)< 0. Logo 4£(X-Y) = 0.
Portanto d(Y) & -d(X)-3+3g, contradicao pdis,

7%Y)1=n, n suficientemente grande.

Provamos, assim que dimKQ(X) =1
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2.5.9.1. - Carolario

Os divisores dos duadeles n3o nulos em 2(X , X fixo,

sao todos linearmente equivalentes,

Demonstracao

Sejam w e w' dois duadeles, n3o nulos. Entao existe
X £ Kvtal que w' = xw. Logo (w') = (x)+(®) o que mostra serem

(W) e (w') equivalentes.

2.6, - Teorema Geral de Riemann-Roch

2.6.1. - Teorema

Seja C um divisor candnico de um duadele. Para todo

k!
divisor X, temos

i(x) = £(c-x) e L(X) = d(X)—g+l + £(C-X)

Demonstracdo

Sejam w € Q(x) tal que C=(w) e x € X

Temos (xw)> X4 (X) + (W) 3 X amo (%) 3 X=(w) 4ob
X € L(-X+(w)). Como [(B-X) & um espago vetorial sobre k de di-
mensao LL(C-X) e como os duadeles xy, tal que (xp) > X forma um

subgspago de Q(X), de dimens3o i(x), temos entao

i(x) = p(c-x), dal p(x) = d(x) +g+1+p (C-X)
@
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Como K_ =k, entdo d(v,) = [K_ :k]=f,. Seja X o divisor dado
Vo i vy i
por X = I e,v,. Entao

;i

d(x) = § eié(vi) = Zeyf, = [R:k(x)]= of =A2.

Assim, X pode ter as segquintes fprmas:

=f_=f_, chamada de forma decomposta.:

(i) X = vl+v ;- Com ei=e2 1~5

2

(ii) X = Vi, com e, = le fl = 2, chamada de forma Inerte.

(iii) X = 2vi, com el=2 e fl=l, chamada de forma ramificada.

Observemos que z € L(nX) se, somente se, (z)32-nX

se, somente se, v,(Z)?-nei Vi' v(z) 2> 0 para v # v s
. i

.

2,6.,2. - Lema

Sejam k um corpo de caracteristica # 2 e K=k(x,y) um

corpo de funcoes algébricas de uma varidvel sobre k; com

~Y2=f(X), onde f(x) & um polindmio livre de quadrados'em'k[x];'  

Sejam v; os prolongamentos da valorizagao infinita deuk(x)-‘ e -

.Y

e; seus respectivos Indices de ramificagdo e X = I eiv, um di--
. b . .

1

visor de K|k. Se z € L(nX), entdo z =vé(X)‘+ yb(x) com aa(x),eE 

b(x) pertencentes a]cDﬂ;

Demons trnacao

Sendo y2 = £(x) entdo os elementos de K sép'da forméf;

z =a(x)+ykh(x) com a(x) e b(x) pertencentes a k(x).-

Consideremos’ o automorfismo ¢ de K|k(x) definido por.
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2.6.1.1. - Corolario - .-=

(1) £(c) =g
(2) d(C) = 2g-2

(3) Se X € um divisor tal que d(X) ¥ 2g-2

entao Z(k) = d(x)-g+l

Demonstracao

0, entao 1i(0)

7 (1) Sendo X £(C) = 1+g=1l = g

(2) Sendo X C, entao £(C) d(C)—g+l+lu16go

d(C) = g+g = 2 e dal d(C) = 2g-2.
(3) Se d(X) > 2g-2, entdo d(C-X) = dA(C)-d(X) ¢ 20-2-2g+2 = 0. . -
Assim d(C-X) < 0, para d(X) > 3g-2: j e
* * o L b ’ :
Como para todo x € K , d(x)) = 0, temos L(C-X) & {0}; pois.

se 0 # x m L(C-X) entfo (x) > X-C e como 0 = d((x))3d(X-c)

> 0 temos um absurdo. Logo L (C-X) =f{p} e‘dai‘L(CiX) =0 .
pelo Teorema Geral de Riemann—Roch,L(X%_fxd(x) -g+l.:

Como aplicagdo pritica do-teorema de Riémann—Roch-xéﬁf

mos determinar um algoritmo para encontraﬁ-c género -de um cor=-:

|

| po de fungaesvalgébricas de uma variavel sobre k, Klk;kno caso;;,

k em que a caracteristica de k éldiferentejde;z e K = k(x;é) cqmé}j‘
yzéf(x), f(x) € k[ﬁ] um polindOmio sem faﬁcres_mﬁltipios;- Paré%€5'

| tanto vamos fazer algumas consideragBesfsobre os prqlongamentésfl
da valorizagaé infinitq, Vr © sobre um diVisor bem‘éartiCularz? 

de Klk.
Sejam v_ a valorizacao de k(x)Lg‘vi os-seuS»prolonggfj'

mentos 3 K, k algebricamente fechado em K, e e

1 © £, seus Indi

ces de Ramificacao e Inércia, respectivamente,
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o( a(x)+yb(x) 2 a(x)-yb(x).

Se v # v_ entao (veo) (a(x)+yb(x))=v(a(x)=-yb(x)) > 0.

Logo w( a(x)-yb(x))>0 para cada valorizagdo w de Klk-que nao
prolonga v_. Como [a(x)+yb(x)]+[a(x)-yb(x)] = [é(x)+yb(x)]
[a(x)-yb(x)] t&m valores positivos para: toda valorizagdo Cde
k(x) . Concluimos que [a(x)+yb(x)] +[aa(x)-yb(x)] e
[a(x;+yb(x)1.[é(x)-yb(x)] pertencem a k[x] e como a caracteris o

tica de k € # 2 temos que a(x)ek[k] e como £ & livre de quadra_i

dos em k[x] temos que f(x)b (x) € k[x] e portanto b(x) e k[x]:
B

Sob as hipdteses do lema 2.6.2 vamos agora determi -
nar £(nX) para n suficientemente grande. Para tanto; vamos coam -
siderar em separado o caso em que o grau de £ & par do caso em

que o grau de f & Impar.

Caso 1 - O grau de £ & Impar

Como v_(x) = .-1, entao Vi(x) 3-—ei e vi(f(x))=-eia£:i”
Sendo y2=f(x); entao 2vi(y) = -ei(2m+l); domo vi(y):é-z.entéc;f*
ey é par. Temos entdo o caso em que X éaramificado,¥portan£o ;g;i
wexiste uma Gnica valorizagao, v, com e,=2 e £f; = 1, dal X=2v1;i
‘Assim z € L(nX) se, somente se, vl(z)ra -2n e w(z)> 0 ¥ w # Vye
Como vl(a(x) = =-29(a(x)) e vl(yb(x)) = vl(y)+vl(b(x)= —(2m+l)‘-_
i - 23(b(x)), entdo v,(alx)) # v;(yb(x)) e portanto vl(z)-= mim
{-23( a(x)),-29b(x)-(2m+1)}. Portanto, vl(z)z—Zn, se;<somentef‘,

se, 9( a(x)sn e 23(b(x)) < n-m-1/2. Mostramos - assim que.

- £(nX) = (n+l)+(n-m~1+1) = 2n-m+l.
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Caso 2 - O Grau de f & par, digamos 3f = 2m

- =-.-—l_... ——-—1'_.._ = . *
Com? vi(X) 1, vi(y) 3 vi(f)- 5— 8f = -m. Logo

vi(y/xm)= 0. Sendo f de grau par, podemos escrevé-lo como sen- -

do:
' 2m 2m-1 ' v
£(x) =a X+ oax oot a, s By

3 e k, a, #0

j = 0'1,'..’2m.
. m 2 _ A a 2m
Temos' (y/x )% = a_ + (al/X) + .. 2m/X ).

Sejaa_ o anel de valorizagdo de v, € M seu ideal maximal.

i v
i i
Consideremos o homomorfismo canonico
Av,
h;: A > i
i V.

1 Mv.

i

b4 + X+ M

Vi

.

sendo v,_(x) < 0, entdo v_(1/x) > 0. Entao vi(i/x) > 0.

Logo'hi(l/x) =.0 e portanto hi((y/xm)z) = hi(ao) = ao,

G, 0 2 -
Se _ad.¢ k~, entao hi(y/xm) ¢ k, portanto k € K _ ,

v,
isbo mostra que 1 < EKV‘:k] £ 2. Logo, fi = 2, Temos assfm lo
caso em gue X,é;Inerte,listo &, X = vy come, =1le £ =2,

Seja;% = é(x) + yb(x), com
a(x) ='coxs+:f’+c3’ com cj e k, cO # 0
b(x) = cé xs’+‘,,,+ c ,r com Cé e k, Cé # 0
satisfazendo a equacgdo, da(x)=3b(x) + —EELEL, isto &, s = s'+m.

2
Notemos que vl(a(x) = -5 e vl(yb(x)) =-(s'+m) . Uma nova expres-

sdo para z é: . -

= ' _I._. S ]
Z (co+cO = ) X7+ (c1 + c:

x

s=1 '
L= 5Tk (et —iﬁf )

X




com a hipltese de s = s'+m. Para vl(Z)>mim{vl(a(X))leSYb(X))}e

precisamos que vl(co+cé _Xﬁ ) >0, isto & equivalente a

c

h (e ore! y/x") = 0. Como hy(¥/%x") = -( =) ek, temos

o

- hl( m )2 = (=% )21 portanto aj E‘kz o que .contraria .

, '
X 'co

o

a escolha do a_. Portanto, devemos ter vi(co+cé d_)y=0 e

m
X
consequentemente v, (z) = mim{vl(a(x)ivi(yb(X))};

‘x.,

A condigao vq(z)» -n & equivalente a 3 ( a(x)) £ne

d(b(x))<n-m e portanto K(nx)=n+l+(n-m+l)§2n-m+2.

posto comoBf = 2 entdo vi(y) = v, (y) =M—m£

dar v, (z) quando z ¢ L(nX), z = a(x)+yb(x) com a(x), b(x) per—
tencentes a k(x) e da(x)=0b(x) + 3f ;?
Suponhamos vi(Z) > mim{V (a(X)),V (yb(x))}:para

i=1,2, Para tanto precisamos vj (C +Co Yé

Lo e

vi(yb(x))}. E dal £(nX) = 2n-m+2.

Em Resumo:

(i) se grau de £ é Impar £(nX) = In-m+k

(ii) Se grau de f & par £(nX) = 2n-m +22
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Se_a_ € kz, neste caso X = vi}vzi isto €, X é_decogf

2 .
Como no caso de aq ¢ k5 estamos reduzidos a estu -g;’

) >0 para ‘cada 1,k’i,_.

X
1 me _ r - - .
temos hi(co+cO y/x) =0 e daf c, co hi(y/x ), p
m _ m — . — ' - et S s

Como h,(y/x7) = a e h,(y/x7) = -a, temos c =+ C, a e ¢, =ca ?;r
assim 2co=0. Sendo a caracterfistica de k # 2 temos que ‘¢ =0,

= m o = .1 .
0 que € um absurdo. Logo vi(co#_co y/x) E;O ¥ i=1,2, e, 
isto nos mostra que v;(z) = -s, isto &; vy(z) = mim{vi(a(x)):;'
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2.6.3. - Teorema | : .

Sejam k um corpo de caracteristica # 2 e K = k(x,y).
um corpo de fungdes algébricas de uma variével sobre k, tal
que y2 = £(x), £ ¢ k[x] & um polindmio livre de quadrados.

Se g € o género de K. Entao

Demons thacao

Se 3f = 2m+1, n\ezzaJ ent3o £(nX)=2n-n+l. Para
n > 2g-2, o teorema de Riemann-Roch nos da £(nX)=4(nX)-g+l.

Logo 2n—m+1=ﬁ(hx)—g+l=2n—g+l. Dai m=g.

»

Se 3f = 2m, me %, m 2> 1, temos £(nX)=2n-m+2.. o ‘,f
Para n ¥ 2g-2, pelo teorema de Riemann-Roch temos

£(nX) = 2n-g+l. Assim, 2n-m+2 = 2n-g+l, logo g & m-1.

Dos dois casos concluimos que g: = [.2511]. -




3 - CORPOS DE GENERO ZERQ.

3.1. - Preliminares

Neste Capitulo caracterizamos os corpos de género ze-

ro.

3.2. - Corpos de Gé€nero Zero

3.2.1., - Teorema

Toda extensdo transcendente pura; k(x) de_k;é de géne -
ro zero.

-

Demonstracdo

Seja v_ a valorizagdo infinita de k(x) e consideremos -

o espago einv,)= {y € k[x]; (y)> -nv_}. Se y € L(nv); entio -
v_(y) » -n e v(y) > 0 para toda.valorizagdo v de‘k(X)ikf V#vagf;'
Como v _(y) = -3y ey e k[x], temos que L(ngm) e o subespago ve4 l
torial de k[}ﬂ,vformado pelos polinamios‘yfek[xﬂ tais que 3Y$n¢{

ziéi;,xn} e daifa‘dimen -

Uma base para L(nv_) sobre k & {1,x,x
sdo de L(nvy) &n + 1.

Se tomarmos n>2942 temos i(nvm).=»0 e pelo Teorema defg
Riemann-Roch, £(nv_) = d(nv) - g+l. Como'd(nvm) = n, temos k
n+l = n-g+1 dal g = 0. s |

3.2.2, - Teorema

Todo corpo K de género zero; admite uma valorizacio,
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bre k de grau 1 ou 2.

Demons tnacao

X ,
Seja E ={d(X); Xe Div K|k)}. Assim E € um ideal de

cz,e portanto principal. Logo existe um inteiro d>0vtal que
E =4%

Sendo o grau.de um divisor candnico C igual a 2g-2- ei
como g = 0, temos gque 2 . edZ, isto &, d divide Z/., logo d = 1 ou-d |
d=2. |

Consideremos X um divisor de grau d. Pela-desigualda-
de de Riemann-Roch,£(X)>d(X)-g+1>2, e portanto L(X) n&o & forma

do apenas por constantes, isto &, existe'§<gb(x)l y # k. Neste:

caso (y) 3> -X. Assim o divisor ¥ = X+(y)> 0, é'positivq e 'def'
grau d. )

i ' o

Sejam Y um divisor positivo com graud-€ v’ uma valori-.

zagao que seja uma componente de Y. Como Y3 0, v g Y e portantoﬁ;

1¢ d(v)gd(¥) = d. Se @ = 1 entdo d(v) = l.
Se d = 2 temos d(v) = 1 ou d(v) = 2, De qualquer modo

d(v) = 1 ou d(v) = 2.

&
B

3.2.3. - Teorema

% Um corpo K, admitindo uma valorizagdo de grau 1 tem

género zero se, e somente se, K & racional:

Demonsdtragdo

Consideremos. v uma valorizacao de Klk tal gque’

d(v) = 1. Da desigualdade de Riemann-Roch £(v)2d(v)-g+1=2, pois
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g = 0. Portanto existe na funcdo ndo constante x e.L(v), tal.

que (x) > ~-v. Assim (%), = V e como

d((x),) = [K:k(xj] = d(v) =1, K = k(=)

| , A reciproca é trivial pelo teorema 3.2.1.
B
3.2.3.1. - Corolario

Seja K um corpo de género zero. K & racional se, so- .

mente se, existe um divisor de grau impar.

Demonstracdad

»

Basta mostrar que a existéncia de.um divisor de grau
impar implica na existéncia de um divisor de grau 1l.:
i Sejalh D um divisor de grau Iimpar, digamos
d(D) = 2n+lyn 8724é Q,um diviso:.can&niCOf.Como(y“tem grau —2, 5
e temos que D+(nC) & um divisor de grau l; v ’ |
‘ b
1

3.2.4. - Teorema

Todo corpo K de caracteriétiqé;diferente de dois e

de género zero & da forma K = k(x,y), onde x,y estdo relaciona. -

dos pela equagdo y2 —ax> +b, a, b k, a# 0.
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" Demonsthacdo

Suponhamos que K admite uma valorizacdo de grau l. En
tao K = k(t).
Basta considerar X =Yy = tea=1leb=0e mostra -
mos que K = k(x,y) com y2 = ax2 + b.
Suponhamos agora que K|k admite,valqrizag'éo de grau ¢

dois. Seja Vg uma tal valorizagao. Como d(vp) = 2>Zg—2=—2,témos

pela formula de Riemann-Roch

K(vp) = d(vp)—g + 1 = 3..

Seja {l,u,t} uma base de L(v) sobre k. Entao (n) > -véc.-sv (u) ==#1,
como u ¢ k entao (u) m>0,portanto (u) .= Vo Assim [K k(u)] = 2.
De marreira andloga [K:k(t)]= 2 e (t) = Vo Se te k(u) entdao os
polos de t estao sobre a valorizagao infinita de k(u) e portan-:
to t € k[u].
Sendo (t)_= vy isto nos mostra que a(t) = 1.

Assim podemos escrever t = clu + c2 com Cqj c2 e k.
Como u e t sao k-linearmente iﬁdependentes temos uma contradi -

cio. Assim t ndo pertence a % (u) . Analogarlente u ¢ k(t). Vemos :

assim que [k(u,t) :k(u)j# 1 e como

Ksk (u, 0] . (e (u,t) ik (0)]=[K:k(w)]= 2, temos

[K:k(u,t)]= 1 dai K = k(u,t).

seja £(U,2) € k[U, | um polinomio irredutn.vel tal que

f(u,t) = 0. Como t & de grau dois sobre k(u) e u & de grau dois-

sobre k(t) temos,
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BU(f) = JTEf = 2.

. 2.2 2 2 2. .
= U + a U uT :
Assim, £(U,T) a0,0 T 0,1 T + al'0 + aO,ZU‘ + allUT +:
a T2 4+ a U + a T 4+ anne
2,0 1,2 2,1 227
com a. . € k.
r - .
Suponhamos a, g # 0. Como 0 = £(u,t) =uavougt2‘+
[ - A
2 2 2 2 : S
+ ut + a ut” + + a ut +a. _t7 + a u+ a t +
al.o 0,1 3 ,2" 1,1 72,0 1,2 2,1 :
+ a2 12.
Temos: wf
2,2 2 2 2. ‘ , 2
* - = N
(*) a000u t al,Ou t + ao'lut + alozu + al’lut + aZ;Ot +
. al’zu + az’lt + a22.

Aplicando vp a(*) temos -4> -3 o que é-umﬂabsurdo,~logo=a0_0=0; }:
Suponhamos agora que &; ; #0 e que al 0 # 0. Podemos- 5

entdo escrever vp[ut(aollu_+ al,Otﬁ]’ -2 e dai

Vp(ao,lu + allot)Z'O.

Como aO,ln’+ al'otre L\vp), entao (ao’lu +;i1’0t)z —vp;e dal'-

Vq(éo,lu + a. .t)20 ng%; Assim mostramos-que;v(a0 lu+a1 Ot)zo"

1,0

para toda valorizacgdo v e dai N + i Ot € k. Exéste; entdo c:
14

c e k tal que a, lu+a t = ¢ 0 que contradizza independéncia
, v

1,0

linear de 1l,u e t. Portanto a; 9 = 0.
- 14

3,1
Suponhamos agora,as 5 = 0. Temos«ent§o¥‘
14 -

2
a0,2u + al'lut

pelo argumento do pardgrafo anterior temos a, ,U + 2. lt e k
) I

o0 que nos lewa a um absurdo, porque contratia a independéncia

=’u(a0,2u+al'lt) dai'vplu(a0,2u+alilt)|>~—1;

linear de 1, u e t. Logo a # 0 e podemos entao supor

2,0

ay, o = 1. Assim temos.a equacgio.
r .

. 5 , _
(*¥) t2+(al’lu+a2'l)t + ag, 2u + a; u a2 2 =
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: 2
F nd = u+ - -
azendo, x = ut[(a ja, =22, )/(a] 1= 4 2y ;)]

vy = t+ [(al,lu + az'l)/2']
- - 4

a (al,l 4a0'2)/
.2 _ .2 2 _,.

b —[(az'l 42, J)-(a) 13, j-2a] ,)/(a] . 4a0'2)]/4

e substituindo em (**) e observando que a caracteristica de k &-

diferente de dois, obtemos

y2 = ax® + b com a;, b € k. Assim, concluimos que

K = k(u,t) = k(x,y)
i)

Afirmacio 2: Em um corpo K de género zero, todo divisor de: . . .

grau zero € principal.
_ I ,
De fato, seja X um divisor de grau zero. Como 0 > -2; pelo teo"
rema geral de Riemann-Roch, £(-X) = d(-X)=gtl = 1, Assim exis~ ~
te x € L(-X)-k. Mas x € L(-X) se, somente se, (x)-X > 0. Como
(xX)-X & um divisor positivo‘com grau zero, devemos‘ter

(x)-X

0, isto &, (x) = X.

3.2.5. - Lema

Os elementos geradores de k(x) sobre.k,Aséo‘elementos

da forma
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+
y=——§'-—-—2-}5-—,ad-bc;£0
c + dx
DeMoﬁAtnagﬁo

Seja K = k(x). Se y € k(%) entdo y € da forma
y = £(x)/g(x) com (£(x),g(x)) = 1. Se y € um gerador, entao
[k:k(y)]= ay),) =(ay) ) = 1.

Para efeito de raciocinio, suponhamos inicialmente -
que 3f 3 g e W uma valorizagdo tal que v(y) > O.

Como v & equivalente a valorizagao VO (p(x)-adica)
e sendo (f,g) = 1 temos v(g) = 0 e como v(y) = v(f)-v(g)' e
dai v(y) = v(f) > 0. Portanto (y)O = I ‘v(y).v.=v(i)>ov(f);v=:
= (£)_; vig) >0

y v(f)v = L v(f)v + I v (f).v°°
v v(£) >0 v(f) <0 %

1

Como (f)

(£)

(f)o - 3fv_, entao (¥) g = (£) + 3V .

Sendo (y)o um divisor positivo de grau 1l; temos que
S .
1= d((y)o) = d((f)) + 9fd(v)_) = 9f. Logo 3f = 1.
Considerando agora 3f ¢ 3y e tsando o mesmo racioci—

nio para os polos de y. temos

fy)_=- I vly)vssendo v(y) <0 e v(g)<0, mas
v(y) <0

(v)_ = (/y) = e/ = ).

Como (g) =% v(glv = I v(g)v'+ Py v, (g)w
v v(g) >0 v(g) <0 &
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(g) & (q) - agv, dal (¥) = (g) + 83gv_, logo
9g = 1. Assim y = ax £ b . Evidentemente at-bc # 0, pois
. cx + 4
x € k(y).
Reciprocamente, se ¥y = ax + b ; ‘ad-bc. # 0
cx + d

se b # 0 [Kik(y)]= dl(y))) = dlatbx) = 5 (atbx) = 1.
Se b =0, temos d # 0 e EK:k(yf]= d((y)$);f 3(c+dx) =‘1;

Portanto y € gerador.

Consideremos K = ki(x,y), com y2s= ax2+b, a#0
a,b e ke caracteristica de K diferente de dois. Dizemos que
o pontp'(xo,yo) ¢ k x k &8 uma solugdo racional para
2 .2 2 .2
y ax” + b se y_ = X + b.

Se b € k2, o ponto (0,/b) & uma‘SOlugao racional pa

2
ray = ax + b.

A equagao %% + yz = 3 sobre @ ndo possui solugdo ra -
m
cional. De fato, suponhamos que ( —%—,-nl' ) & uma solucao de
. i -

x2+y2 = 3 em Q. Assim .m

m2 ' 2
S e

n n

1
n’m? +‘nv.m§
= 3
2 1 ,
n~ . n,

2 2 2 2 _ 2 2
nl m +n ml 3n nl

‘Efetuando,Atodas as possiveis simplificagBes,'sam perda deggegw

neralidades, podemos considerar a,b e c inteiros positivos
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" dois 3 dois primos entre si, tais que.

(%) a® + b2 = 30

Se a’= 0 mod (3) entao 3\a e 3\a? pela equagao (*) temos que
3\b2 e portanto Nb. Isto nos mostra que 3\c: Logo a,b e c
nio s3o dois & dois primos. -

e o = 1 mod(3) entdo a® = 1 mod (3) e b°=1 mod(3).
Como b # 0 mod(3) entdo b = 1 mod(3) ou b = 2 mod(3). Sendo

b # 0 mod(3), logo b = 1 mod(3) oub = 2 mod(3). Assim, temos

n

qhe a® = 1 mod(3) e b2 = 1 mod(3). Logo a2+p? = 2mod(3), dal
3¢%22 mod(3) o que & um absurdo, pois,. 3X 2.

Assim %% 4 yz = 3 nao tem ponto racional sobre Q.

3.2.6. = Lema

Sejam k um corpo com.caracteristica diferente, de
dois e K = k(k,y), com y2 = ax? % b, um corpo de género zZero.
Klk & racional se, somente se, a equagao y2 = ax® + b tem so-
lucdo em k x k. "

Demonstracao

Suponhamos , inicialmente que-(xo,y 3 € I{X k seja
) o} .
~ -~ 2 "
uma solugdo racional da equagao y2 = ax" + b, a # 0,ea;,b € k.
Consideremos u = Xtx, e V = y+yo, logo x = u-x_ €

y = V-Yg* Substituindo estes valores em y2 = ax2 + b obtemos

(v—yo)2 = a(u—xoi2 + b
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2 2 2 ; 2
v - = - +
2vyO + yO au 2auxo aXO + b
2 2 _ 2
Como y2 = axz + b temos que v -2vy_ = au -2ax u e
"o = .0 o o .
v2 - 2y Vv + 2ax u + au2 = 0.
o o

Dividindo esta Gltima igualdade por uz'temos:

v 2 v 2ax :
(— )7 = 2y + —Lt+ a =0
o u2 u

—-—

v 2 v 1 v = - _ o
( -;— ) B (2y0 - + 2axo) - + a 2 0.,Assim»temosﬂque l/uu.
pode ser escrito como fungdo de (v/u) isto &, u ¢ k(u/v) o

gue acarreta v € v € k(v/u). Estando k(v/u) ¢ k(u,v) e como’

u,v € k(u,v) temos k(u,v) = k(v/u)ydai_K;=vk(u,v) que &€ ra -

cional.
Reciprocamente, suponhamos K racional, istéfé;
K = k(. |
Como d((y)w) = [K:k(yX] = 2 temos que egiste uma valorizacgao

Vg de grau 1 na qual y nao tem polos, isto & vp(y)zyo;
Sendo vp%y) > 0 temos que vp(yg).z 0. Assim

2 - ) 3 R 0 ) -
vp(y ) = vp(ax§+b) > mim{vp(axz),vp(b)} §}O entao

v (axz) > 0= v (x) 20. Logo x,y € A. ;, em K temos
p P V.. o A e
Yy = ax + b. Como [Kv :E] = 1 entao Kv = k, havendo uma

solugcdo racional para a equagao y2 = ax27+ b, a saber (%,5)

Resumindo:

3.2.7. - Teorema

Um corpo K de funcdes algébricas de uma varidvel
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tem género zero, se, somente se, ele & um dos seguintes tipos:

(1) K € um corpo de fungdes racionais, isto é, K = k(x).
(ii). K = k(x,y) , um corpo de funcdes de mma cdnica
Y2 = aX2 + b, a#0, a b ¢ k.

Mais ainda um corpo do tipo (ii) se torna do. tipo-

(i) se, somente se, a candnica contém um ponto racional.

3.3.‘— Classificacéo dos Corpos_de GéneroAZero

Neste Capitulo consideramos K umAcorpo de fungoes al ;
gébricas de uma variavel sobre k, com caracterlstlca de k dlferg'
rente de dois. Indicamos por k o fecho a;ﬁebrlco de k. |

Vamos apresentar uma melhora-. da: equagao dg;ganénica'

(y2 = ax2 + b, a, b € k) no caso em que [k k] é finito e no .

caso de k ser finito.

3.3.1 - Teorema
kS |
seja Klk um-corpo de género zero. se 1< [E:k]<¢,

entio K & racional ou € da forma K = k(x,y) com y2+X2+l = 0.

Demonsthacdo

como 1 < |k:k| < =, da teoria de Artin-Schreier
temos [K:k] =2 e % = k(/=1), k & real fechado e de caracte- 3

ristica zero. Além disso k & ordenado pelos elementos que sao

guadrados.
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&bl
Fazendo a mudanga de X por 1;5 -X."..@ y por bly, a.equagéo
y2 = ax2 + b torna-se y2 +x2+'l = 0. De fato, .
s
SR b
Byl =a (—— )% + b
8
2
b
2.2 2 1 2 2
By =3 T F o b
1
2 2 2 2 2 2 2
bly = —blx - bl = bl(—x -1)
y2 = -x%-1 daf y2 Fx2 41 = 0.

Como k & formalmente real, -1 nao & soma de quadrados:
' .2 2 S < )
em k. Logo a equagdo y + X + 1 = 0 nao tem solugao racional

2 - e
em k. Portanto K nao e racional.ia

Concluimos assim que guando EE:K] = 2 ha dois tipos -

de corpos de género zero gue sao; os corpos racionais-e oS -
2 2.
corpos da forma K = k(x,y) comy  + x~ + .1 = 0.
b

Apresentaremos mma outra demonstragao para o teorema

3.3.1.

A existéncia de um divisor de grau impar ou de solu-
~ . ~ 2 . i -
g¢do racional para a equagao y = ax2 + b,.acarreta que K-e um:
corpo racional. Assim basta analisar o caso em que a € b néo

gao quadrados.

2 - B
Seja X, e k=k" e x ek, x = /§B;;Por argumento de

- 2 - - -
graugk = k(x). Se y € k-k entao Yv'e k e como k = k(x) temos:.
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Pela teoria de Kummer, (cap. 1, § 4), se tomarmos

* ~
B = k teremos a composigao de todos 0s COXpos k(al/m) acB

—

igual a k , isto &, Ky = k e

[KB:k]=[k:k]= (B:k")?2 = (k*z‘kfzj = 2

Assim, k /k ° = {-1,1}, isto'e; um elemento nao nu-.

lo de k, ou & quadrado ou seu simétrico: e quadrado.

Como sabemos OS corpos Klk de fungoes algébricas de;
uma varidvel cujo género é zero e caracterlstlca é diferente

de dois caracterizam-se por serem da forma K = k(x,y) com

y2 = ax2 + b, a#0, a,b e k. Seb & quadrado o ponto (0, /”7

& uma solugdo para y2 = ax2+b Portanto K e racional (Veja
T2 o - S ,
No caso em gue b nao g gquadrado, mas a é; quadrado;ﬂsubstituig:;

‘ 2
do x por 1/vemy = ax2 + b obtemos:

v
2 2 *
(yv) = atbv .
. S 2 ~
Seja yv = z, assim z = a+bv’, Pelas condigoes anteriores,K|k

& racional. Assim, se a ou b- for quadrado temos: que K é racio-:
nal.

Reshasnos analisar o caso em qgg a e b n3o s3o qua -
drados.

Se a e b n3o sao quadrados,‘entéo podemos escrevé'—ff’

los assim:

2 2
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/§‘= Yo + Y X com ¥, ,¥q e k, Yy # 0, dal. |,

LY

2 2 2
y = yO + 2y0ylx + ylx .
2

sendo Xz = X e k ey € k o termo que contém . x: € nulo, além

do mais, ' e x nao sao nulos. Logo yo = (0. Portanto,

2 2 . 4 _ .2 . 2 2 .
y = yl x° = leO' Entao.y[x0 = yl, isto &, k-k"=k xa, isto e,
y/x0 & um quadrado em k. Assim se a e b nao sdo quadrados en-

a/x

tao a/xO e b/x0 sao quadrados e a/b = -0 2z um quadrado
b/x
70

em k.

Efetuando a mudanga de X por ¥

St
HA

v b/xa-v, em y2 = ax2 + b, com a,b € k-kg'dbtemos:

VE7R P = al/B/a e v

-

b V2 - a ___u2 + b
X
0 . ¢
2
v =X0u+X0
Portanto no caso em que |[K:k] = 2 temos dois tipos

~ Ao »
de corpos de género zero, que sao os raclonais e os do tipo

K = k(x,y) com y2 = CX2+C, Vg k.

se /=1' e k, a equacgdo y2 = c(x%+1) tem ponto racio-
nal e portanto K & racional.

se v~1' ¢ k, podemos tomar x = =1 e a equagao
y2 = ax2 + b torna-se y2 + x>+ 1=0 que tem ponto racional
se -1 & soma de quadrados. | |

No caso de k = B (corpo dos reals) h& dois tipos de

corpos de fungdes de género zero, que s3o os racionais e os

2 - ~ ) .
do tipo IR(x,y) com y +x2 4+ 1 = 0 que € nao racional.
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o Vamos agora classificar oOs corpos (de género zero quan
do k & um corpo finito. Para tanto faremos uso das seguintes ob.

servagoes:

Observacao_1l: Sejam F = Fq corpo finito com caracteristica d;
*n

e L = Fn uma extensao de grau n de Fq sefE e F o, £E#1, ent3o

n
£ 9 =1 3 gerador de F*.
g-1 d

Observacao 2:

(g-1) e (qn—l)/(q—l) s3a0 priﬁosventre si.
De fato, se (qn—l)/(q—l) n3o fosse primo com (g-1), entao
n

- *
_ﬂ__l' geraria um subgrupo de Fq com cardinalidade
g-1 _

g-1
M.D.C. {(g-1) ; (g"=1) /(g-1)}

n x ‘
Como . _ﬂ_:l_-gera F , entao M.D.C.{q—l,(qn—l)/(q-l)} =
&g—l g9 :

'Y

Seja E uma extensado finita do corpo K. Para o € E,
seja ap, € Hom (E,ED a K—transformagao llnear induzida no espa-
go vetorial E sobre K pela multiplicagao a esquerda por a, is-
to €, aL(B) = o.8, B € E.

Define-se a Norma de E sobre K como sendo-a aplica =

~

cao

N :

Fx

E
B - NE/K(u) = det(aL), o€ E
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Onde det(aL) & o determinante da matriz associada a transforma

gao linear a, em relagdo a uma base de E. sobre K.

4

Exemplo 1l: Considere Q(i), onde Q & o corpo dos racionais e

2
i

-1. O elemento (x+iy) €& Q(i) com x e y € Q, induz, pela
multiplicagdao a esquerda, a Q-transformagao linear de Q(i),cu-

ja matriz em relagao a base‘{l,i}»de‘Q(i) e:

X -y
y X
. .22
Portanto, N, . (x+iy) = x"+y~ .
‘D(l)lQ

Notemos que NE/K(u.a')= NE/K(Q).NE/K(u')

3.3.2. - Definicao

Seja E uma extens3ao algébrica-de um corpo K, e seja
o corpo E_ = {0 € E; o & separavel sobre R}. O grau de separa
bilidade de E sobre K & o indice EES:K] e o de iseparabilida-

de [E:ES]. ‘

3.3.3. - Teorema

Sejam L2EDK, corpos; onde L & algebricamente fecha

do e [EK] = n. Sejam‘ns = [ES:K] e"?i = [E:ES] e 01'02'”'0315

K—isomorfismoé distintos de E em L.

Entdo para cada o € L
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L5 e o
NE/K(u) = tzl ct(a) . (Veja [Ll.)ié

Se E, K sdo dois corpos finitos, KCE a func3o norma
€ sobrejetiva.
De fato, consideremos K = Fq e E = Fg uma extensao de grau n de
K Como o grupo de Galois de E sobre K & gerado pelo automorfis
mo ' Y: E + E tendo K como corpo fixo.

X""Xq

- * ’ -
Assim, se & &€ um gerador de E ; a norma.de £ e

2 n-1 n .

N(E)E/K = g.3,9 ... =g-9=1 . xg também um gerador
* ' g-1. v

de K . Portanto a norma & sobrejetiva, poils transforma gerador

em gerador.

3.3.4. - Teorema
Seja K um corpo de fungoes algébricas uma varidvel so.
pood - ‘k -
bre K, de genero zero e caracteristica de k; # 2. Se k € um cor:

- po finito, entao K e um corpo racional.

Demonstracao

Como K € um corpo de género zero e de caracteristica,
# 2, K caracteriza-se por ser da forma K = k(x,y) com:
y2 = ax? +b, a#0, a,b e R. Se a ou b sao quadrados entao K
é racional.

) . - 2
Resta-nos mostrar a existencia de solugao em k para

~ 2 _
a equagao y = ax2 + b com a e b nao quadrados.-
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De Y2 = ax2 + b obtemos b =_y2 - axz.
No corpo k (/a) temos

b = :\‘,2__51}{2 = (y+/ax) (y_fé'x) = N‘k(/a)i .(3‘7+/—a",x)
. k

Logo b = N, ~ (y+v/ax). Como N & sobrejetiva entao a equa-
k(/a) ‘k

2

fl

cdo y ax2+b, a,b ¥ k“ tem uma solugao racional.

N
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