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RESUMO

Nesta tese foi analisada a localizacdo e ressonancias de férmions de spin 1/2 em cendrios de
mundo-brana de Randall-Sundrum de co-dimensdao um. Considera-se os casos em que a mem-
brana é do tipo delta de Dirac, parede de dominio nao-deformada e deformada. Além de ana-
lisar a influéncia do espago-tempo D também considera-se trés tipos de acoplamentos: (i) o
acoplamento de Yukawa padrdo com um campo escalar e parametro 7y, (i) um acoplamento
Yukawa-Dilaton com dois pardmetros 1 e A e por fim (iii) um acoplamento de derivada do
dilaton com parametro 4. Juntos com o pardmetro de deformacao s, tem-se cinco parametros li-
vres que foram considerados. A localiza¢do do modo zero € dependente da dimensionalidade do
espaco-tempo, porque a representagao espinorial muda quando a dimensionalidade € impar ou
par e, portanto, deve ser tratada separadamente. Para o caso (1), encontrou-se que em dimensodes
impares somente uma quiralidade pode ser localizada e em dimensdes pares um espinor de Di-
rac ndo-massivo pode ser confinado sobre a brana. Nos casos (ii) e (iii) encontrou-se que,
para dimensdes impares, espinores de Weyl com diferentes quiralidades podem ser localizados
através de uma escolha apropriada dos parametros citados. Em dimensdes pares, encontrou-se
também que um espinor de Dirac é localizado com uma escolha adequada dos parametros li-
vres. Também calculou-se numericamente os coeficientes de transmisscao para a andlise dos
modos resssonantes, através do método da matriz de transferéncia. Encontrou-se que os picos
de ressonancia podem aparecer com o aumento da dimensionalidade do espago-tempo. Por
exemplo, o caso D =5 ja analisado na literatura ndo induz modos ressonantes, mas quando
considera-se D = 10, um pico de ressonancia € encontrado. Portanto, no caso de campos espi-
noriais, a introducao de mais dimensdes no espaco-tempo muda drasticamente a localiza¢do do
modo zero e as ressonancias, 0 que nao acontece para os campos bosonicos.

Palavras-chave: Relatividade (Fisica). Teoria de Campos. Férmions. Gravita¢ido.Branas.



ABSTRACT

In this thesis was analyzed the zero mode localization and resonances of 1/2—spin fermions
in co-dimension one Randall-Sundrum braneworld scenarios. We consider delta-like, domain
walls and deformed domain walls membranes. Beyond the influence of the spacetime dimension
D we also consider three types of couplings: (i) the standard Yukawa coupling with the scalar
field and parameter 1, (ii) a Yukawa-dilaton coupling with two parameters 1, and A and (iii)
a dilaton derivative coupling with parameter 4. Together with the deformation parameter s, we
end up with five free parameter to be considered. For the zero mode we find that the localization
is dependent of D, because the spinorial representation changes when the bulk dimensionality
is odd or even and must be treated separately. For case (i) we find that in odd dimensions
only one chirality can be localized and for even dimension a massless Dirac spinor is trapped
over the brane. In the cases (i1) and (ii1) we find that for some values of the parameters both
chiralities can be localized in odd dimensions. In even dimensions we obtain a massless Dirac
spinor is trapped over the brane. We also calculated numerically resonances for cases (ii) and
(ii1) by using the transfer matrix method. We find that, for deformed defects, the increasing of
D induces a shift in the peaks of resonances. For a given A with domain walls, we find that
the resonances can show up by changing the spacetime dimensionality. For example, the same
case in D = 5 do not induces resonances but when we consider D = 10 one peak of resonance
is found. Therefore the introduction of more dimensions, diversely from the bosonic case, can
change drastically the zero mode and resonances in fermion fields.

Keywords: Relativity (Physics). Field Theory. Fermions. Gravitation. Branes.
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1 INTRODUCAO

As intera¢des fundamentais da narureza sao, até o presente momento, descritas pelo
Modelo Padrao de Particulas (MPPC) e a Teoria da Relatividade Geral (TGR). Estas teorias fo-
ram originalmente formuladas em um espaco-tempo quadrimensional e obtiveram sucesso em
predizer e medir quantidades fisicas. A TRG € uma teoria cldssica que inclui a interacdo gra-
vitacional através da covaridncia sob transformacdes gerais de coordenadas do espago-tempo.
Ja o MPPC € a formulacao das interagdes nao-gravitacionais fundamentais da natureza como
uma consequéncia do principio de invariancia local de gauge, generalizando a Eletrodinamica
Classica (SALVIO, [2007). Por causa da natureza de suas formulagdes, elas sao incompativeis,
e portanto ndo podem ser unificadas.

A unificagdo de teorias tem sempre atraido a atencao dos fisicos tedricos ao longo
da histéria da fisica como ciéncia. Por volta da década de 1920 Theodor Kaluza (1885-1954)
e Oscar Klein (1894-1977) formularam um modelo cujo o objetivo principal era a unificacdo
da Eletrodindmica e a Gravitagdo. Este Modelo ficou conhecido como modelo de Kaluza-
Klein (KALUZA| 1921). O modelo que eles propuseram considerava um espaco com cinco
dimensdes, sendo quatro espaciais € uma temporal. Para explicar o fato de ndo existir nenhum
efeito detectado que revele a existéncia dessa dimensao extra, o modelo de Kaluza-klein (KK)
leva em conta a consideracdo de que essas dimensdes eram compactas. Embora esse modelo
fosse completamente inovador, a teoria de Kaluza-Klein apresentava certos problemas. Dentre
eles pode-se destacar a falta de estabilidade do raio da dimensao extra (SALVIO, [2013).

Embora ndo haja qualquer evidéncia experimental da existéncia de dimenss extras,
universos com dimensdes maiores do que quatro sao importantes. Este € o caso da Teoria
de Cordas, que surgiu por volta da segunda metade do século XX a partir do estudo de es-
palhamento de hadrons. Nesse cendrio, um modelo de ressonédncia dupla foi descrito, sendo
que o espectro dos estados no modelo foi verificado como sendo o espectro de uma corda vi-
brante. A motivacao referente a dimensdes extras € devido ao fato do modelo ser consistente
com 26 dimensdes se a teoria for bosonica, ou 10 dimensdes se a teoria for supersimétrica
(POLCHINSKI, [1994), (POLCHINSKI, [2007)). A Teoria de Cordas foi inicialmente formulada
para descrever interacdes fortes tendo uma escala hadrénica da ordem de GeV definida pela
tensdo da corda. Nesse ponto, a presen¢a de um modo ndo massivo de spin 2, sem particula
hadrénica equivalente conhecida, mostrava-se inconsistente. Foi entdo que se procurou rela-
cionar tal modo com o grdviton, substituindo entdo, a escala hadrdnica pela escala de Planck
gravitacional Mp; = 10~ 1°GeV. A partir desta substituicio, a teoria de cordas foi entdo a pri-

meira fusdo da teoria gravitacional com a mecanica quantica. As dimensodes adicionais sao in-
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visiveis devido a escala natural de comprimento ser da ordem da escala de Planck, em torno de
10~33¢m. Dessa forma as massas dos estados excitados sdo da ordem da escala de planck Mp,,
o que infelizmente torna dificil a viabilidade experimental da teoria. Para ilustrar esta situagdo,
considera-se como um exemplo, o problema do pogo infinito com uma dimensdo extra com-
pacta ilustrado por (ZWIEBACH, 2006). Dimensdes compactas sdo construidas intuitivamente
“ligando” as fronteiras de uma semi-reta. Matematicamente isso € chamado de identificacdo.
Por exemplo, a identificacdo de uma reta resulta numa circunferéncia de um determinado raio

R. A notacgdo para uma identificacdo deste tipo, na dimensao y, é x ~ x4+ 27R.

Figura 1 — Esquerda: O poco de energia potencial em uma dimensdo. Uma particula
encontra-se confinada no intervalo 0 < x < a. Direita: O mesmo problema, mas com uma
dimensao extra compactificada. A particula deve-se encontrar somente na superficie cilindrica.

V(x) oo Y

Z

2rRA------------1

< ------->

() )

Figura extraida de (ZWIEBACH, 2006).

Entdo, a equagdo de Schrodinger para este problema €

9%y Jy
—% (W—Fa—)ﬂ) =FEvy. (1.1)

Usando o método de separagdo de variaveis y(x,y) = y(x)¢(y), e as condi¢des de contorno

y(0,y) = y(a,y) = 0 na dimensao x € possivel chegar nas seguintes solugdes

nmwx
valx) = ansen<7>, n=1,273,.. (12)
o0y = b,sen<l%)+c,cos(l%y>, 1=0,1,23, ... (1.3)

Por outro lado, ndo aplica-se as mesmas condi¢des de contorno na dimensao y. A condi¢do
de contorno vird da imposi¢ao de identificago, isto é, a func¢do de onda ¢ (y) devera satisfazer
0(y) = ¢(y+27R). A solugdo resultante serd uma combinagio de senos e cossenos. Paral =0
nota-se o seguinte: tem-se ¢o(y) = co. Esta condigdo sera de vital importincia na compreengio
do porqué que uma dimensdo extra ndo altera a fisica da dimensdo visivel, neste caso, a di-

mensao X.
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Os autovalores de energia para as fungdes de onda y,; sdo

Y N AN
Eu=s |(5) 4 (%) |- 14
L om a + (R ) (1.4
Nota-se claramente que a dimensao extra modificou o espectro de energia. Uma vez que / =0 ¢

permitido, tem-que E, o = E,, isto €, os niveis de energia sem a dimensdo extra. Entdo conclui-

se que o estado fundamental deste problema é

a2 (1)
E :——(—) ). 15
11 =517 + < R> (1.5)
Entretanto se R < a, entdo os autovalores de energia ficam
212
Ei1~— (=] . 1.6
L~ o ( R) (1.6)

Comparando este resultado com o autovalor de energia E,, do problema sem a dimensao extra,

encontra-se que
ne ——. (1.7)

Uma vez que R € muito menor que a, n deve ter valor absoluto muito grande. Assim, pode-se
concluir que, para detectar as dimensdes extras, deve-se acessar valores de energia muito altos.

Em outra linha, os modelos de dimensdes extras surgiram em um contexto de que-
bra espontanea de simetria pelo campo de Higgs em teorias de gauge ndo abelianas. Nesse
caso, a dependéncia espacial do valor esperado para o campo de Higgs demanda por defeitos
topoldgicos para modelar particulas elementares. Tal motivagdo foi resultado do surgimento de
modelos em que o universo quadrimensional € descrito por um defeito topolégico chamado pa-
rede de dominio (RUBAKOV; SHAPOSHNIKOV, 1983), que oculta a dimensado extra para as
forcas forte, fraca e eletromagnética. O mesmo nao pode ser feito para a gravidade, o que nesse
caso, restringe qualquer dimensdo extra a uma escala invisivel no nosso universo observavel.
Esta € a ideia principal do que conhecemos sobre modelos de mundos em membranas ou “bra-
neworlds”. Posteriomente uma parede de dominio foi considerada em teorias de supercordas,
sendo adotada como o local onde terminam as cordas.

O conceito de dimensdes extras microscopicas foi usado posteriormente por Arkani-
Harmed, Dimopoulos e Dvali (ADD) para calcular o tamanho permitido para dimensdes extras,
tendo como principal propdsito solucionar o problema da hierarquia. Esse problema diz res-
peito & grande discrepancia entre as escalas de massa gravitacional e eletrofraca, Mp; = 10°
GeV e Mgr = 10°GeV, respectivamente. A escala de Planck é definida pela equivaléncia entre

a massa e energia a partir da massa de Planck, que por sua vez é representada pela unidade
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de massa no sistema natural de unidades. Mais precisamente o valor de massa é dado por
my, = \/W ~ 1,2209 x 10'9GeV/c?, onde ¢ é velocidade da luz no vécuo, G a constante gra-
vitacional e 7 € a constante de Planck reduzida. A escala eletrofraca por sua vez é determinada
por v = (Gpv/2)/2, onde Gr é a constante de Fermi.

Neste contexto, por volta de 1999, Lisa Randall e Raman Sundrum propuseram
um modelo que resolveia satisfatoriamente o problema da hierarquia de Higgs, chamado de
Modelo Randall-Sundrum (MRS). Este modelo foi formulado assumindo a priori que o espago-
tempo é pentadimensional (D = 5) e que existe apenas uma unica dimensao extra. Este modelo
¢ sudividido em dois: Modelo Randall-Sundrum tipo I (MRS-I) e tipo II (MRS-II). De acordo
com (RANDALL; SUNDRUM, 1999a), no primeiro modelo, a dimensao extra é compactificada
sobre uma circunferéncia cujas metades inferior e superior sdo identificadas. Formalmente, essa
estrutrura é um orbifold, S'/Z,, que é justamente um conjunto dotado de sua topologia (no
caso aqui abordado o conjunto é uma circunferéncia S') orientado por um grupo de simetria
discreto Z, = {—1,1}. Nesta construcdo, tem-se dois pontos fixos na dimenséo extra: um na
origem fixado em ¢ = 0 e outro fixado na extremidade do circulo identificado ¢ = 7. Em
cada uma destas fronteiras existe uma hipersuperficie quadrimensional imersa numa variedade
pentadimensional, chamada de 3-brana. Em ¢ = 0, ou seja na 3-brana chamada de visivel,
encontra-se nosso mundo, descrito pelo MPPC e a TRG quadrimensional. O modelo Randall-
Sundrum tipo I explica como uma hierarquia entre as escalas de massa pode ser gerada. Ja
o MRS-II assume a existéncia de uma tunica 3-brana localizada na origem que a dimensdo
extra nao € mais compacta. Neste os autores (RANDALL; SUNDRUM], [1999b) mostram que a
gravidade pode ser confinada na 3-brana e calculam a correc@o no potencial newtoniano devido

a dimensao extra.

Figura 2 — Orbifold S /Z,.
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Figura extraida de (MANNHEIM, [2005)).

Ap6s a concepcdo do MRS-II, surgiram vérios trabalhos que estudaram os cam-
pos cléssicos de matéria no proprio modelo (BAJC; GABADADZE, 2000). Isto deu origem

a um ramo de pesquisa chamado o problema da localizacdo de campos, cuja preocupacao € a
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criacdo de mecanismos para que os campos de varios spins fiquem presos, ou confinados, so-

bre a membrana. Para uma melhor compreencgdo, considere que S (D)

represente a acdo de um
campo de spin arbitrdrio em um espago-tempo que possua D > 4 dimensdes. Para o caso em
que existe somente uma unica dimensdo extra, como no modelo Randall-Sundrum, sempre é

possivel escrever
—+oo
sP =520 [ aylo P, (1.8)

onde S~ ¢ a acdo efetiva e ¢(y) é uma funcao da dimensdo extra y (CSAKI et al., 2000).
Um campo € dito ser localizavel se a integral de localiza¢do
+oo 5
1= dylo(y)l (1.9)

for finita, ou seja, a fungdo ¢(y) deve ser uma fun¢do de quadrado integravel, como as fungdes
de onda na Mecanica Quantica ndo-relativistica (LANDAU; LIFSHITS, 1991). Assim € possivel
usar a representacao de Schrodinger da Mecénica Quantica para estudar estes modelos. De ma-
neira geral, os problemas de localizacao de campos em espacos-tempo com D dimensdes com
uma Unica dimensao extra sdo chamados de problemas de co-dimensdo um. O artigo (BAJC;
GABADADZE, 2000) publicado no ano 2000 trata o problema da localizacdo de campos de
varios spins para D = 5 no contexto do MRS-II. Neste trabalho os autores mostram que, além
do modo zero da gravidade, o modo zero do campo escalar também permanece confinado na 3-
brana, ou seja, os modos zero de campos de spin 0 e spin 2 s@o localizados, pois para estes casos
a integral de localiza¢do (I.9) permanece finita. No entanto no mesmo trabalho os autores mos-
tram que, por outro lado os modos zeros do campo de gauge (spin 1) e do campo spinorial (spin
1/2) ndo sao localizados. Isto se torna um problema, porque o modelo ndo seria fisicamente
aceitdvel, uma vez que ndo contemplaria a Eletrodindmica com suas extensdes, bem como a
matéria ordindria, composta por férmions. Além disso, 0 MRS possui uma descontinuidade em
virtude da presenca de membranas tipo delta de Dirac, o que motivou o aparecimento de MRS
com fatores de dobra “suaves”, introduzido na literatura por (KEHAGIAS; TAMVAKIS! 2001).
Neste modelo € introduzido um campo escalar dependente exclusivamente da dimensdo extra
y, responsavel por gerar a 3-brana dinamicamente, isto €, através das equagdes de movimento.
Ainda neste contexto, os autores mostram que, além dos modos zero da gravidade e campo
escalar, férmions de quiralidade esquerda (ou fermions de quiralidade direita, mas nio os dois)
sao localizados, mas o campo de gauge ainda continua nao-localizado. Com tudo, os autores re-
solvem o problema para o campo de spin 1 introduzindo outro campo escalar, chamado dilaton,
que representa um novo grau de liberdade adicionado no modelo. Por outro lado, recentemente,
os autores (ALENCAR et al.l 2015 JARDIM et al.l, 2016; ALENCAR et al., [2016) mostraram
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que é possivel localizar campos de gauge sem a necessidade do dilaton, mas € preciso considerar
acoplamentos ndo-minimos com a gravidade. Uma vez que estes acoplamentos ndo introduzem
novos graus de liberdade, e s6 possuem elementos da propria geometria do modelo, eles sdao
chamados de acoplamentos geométricos. Mas todos estes trabalhos consideram somente D = 5
e até o presente momento ninguém estudou as condicdes para localizacao de modos zero destes
campos, exceto para g-formas (LANDIM et al., 2012).

Como jd mencionado no paragrafo anterior, campos espinoriais possuem problemas
de localizagdo. Este fato t€ém atraido vérios pesquisadores no ramo de Fisica de Altas Energias,
como por exemplo (LIU et al., 2009; ZHAO; LIU; LI, 2010; LI et al., 2011; /ALMEIDA et al.,
2009; BARBOSA-CENDEIJAS; MALAGON-MOREJON; MORA-LUNA, 2015). No contexto
do MRS-II, o modo zero para férmions livres ndo € localizado em membranas tipo delta de
Dirac, as quais sdo chamadas na literatura de branas finas. Para se obter sucesso na localiza¢io
de tais campos de matéria, deve-se introduzir um termo de interacao na acdo do modelo dos
férmions com um campo escalar da forma q)?‘P (JACKIW; REBBI, (1976). No contexto do
modelo Randall-Sundrum suave, conforme ja mensionado no paragrafo anterior, férmions de
Weyl de quiralidade esquerda ou direita sdo localizados. Os autores do artigo (LIU et al.,
2014)) mostraram que o mecanismo de localizacao em interacdes tipo Yukawa funciona porque
o acoplamento entre os férmions e o refereido campo escalar € uma fun¢@o impar da dimensao
extra. Entretanto os mesmos autores mostraram também que, se o campo escalar for uma fun¢do
par da dimensdo extra, este mecanismo ndo funciona mais. E assim sendo os mesmos autores
mostraram que deve-se introduzir um novo mecanismo de localizacdo. No entanto, em todos
estes trabalhos mencionados, o problema da localizacdo de férmions de spin 1/2 s6 € abordado
o casoem que D = 5.

Em outra direcdo, torna-se também importante analisar o potencial gerado pelas
membranas em MRS suaves. Esta andlise deve ser nimerica, em virtude da complexidade dos
potenciais. O espectro de massa gerado pela equacgdo tipo Schrodinger € importante no estudo
da existéncia e comportamento dos modos ressonantes, o que € feito nos trabalhos (LANDIM
et al., 2011; LANDIM et al., 2012; ALENCAR et al., [2013). Nesta anélise, o primeiro passo
€ encontrar a equagcdo de movimento para o campo em D dimensdes, que geralmente possui a

forma
Od(x,y) =0, (1.10)

onde O € um operador diferencial em D dimensdes. O proximo passo € separar o operador

diferencial em um operador da p-brana (OD_ 1) e um da dimensao extra (Oy) na seguinte forma

O=0p-1+0,. (1.11)
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Depois disso, usa-se o método de separacdo de varidveis (ARFKEN G. B., 2013) no campo
®(x,y) = 09(x)f(y), onde ¢(x) e f(y) sdo fungdes escalares (na maioria dos casos). Dessa

maneira fica possivel escrever

A

00(x)  Oyf(y) >
(

0(x) O

onde m? é a constante de separacio. A motivagio para a escolha desta constante fica clara

(1.12)

quando escreve-se O¢ (x) = m>¢(x), que é a equacio de massa do campo na p-brana. Assim a

equagdo anterior torna-se

Oyf(y) = —m*f(y). (1.13)

As solucdes desta equacao fornecem o espectro de massa visivel na p-brana. Em todos os casos,

ela sempre possui a forma

{ d2 / d 2
POV V)| £0) = ne0)0) (1.14)

onde o “linha” representa derivada com relagdo a y. O problema € que esta equacdo nao € de
imediato uma equacao tipo Schrodinger, sendo necessdrio fazer um conjunto de transformagdes
para obter

d? _ _
{—d—Z2+U(Z)] 0(z) =m*9(2), (1.15)

que ¢ uma equagdo diferencial na varidvel z sendo U(z) o potencial a ser analisado. Nesta tese,
os potenciais que serdo apresentados sempre obedecerdao a condi¢dao

lim U(z) =0. (1.16)

7—rtoo

Assim, fazendo uma analogia com a Mecanica Quantica nao-relativistica, nota-se que para estes
potenciais ndo existem modos discretos para m> > 0, ou em outras palavras a massa nio é
quantizada.

Os capitulos desta tese e seus conteudos estdo organizados da seguinte forma: No
capitulo 2| é apresenta-se uma revisao da literatura do MRS-II no contexto de co-dimensao um,
descrevendo as principais caracteristicas da geometria, determinando-se as equacdes de movi-
mento e introduzindo-se os defeitos topoldgicos ndo-deformados e deformados, bem como o
dilaton. E por fim, neste capitulo analisa-se a localiza¢do de alguns campos bosdnicos como
campo escalar e o campo de gauge, e depois apresenta-se 0 Método da Matriz de Transferéncia
para o estudo dos modos ressonantes. No capitulo [3] revisa-se as representagdes espinori-

ais em dimensdes arbitrarias. Primeiro inicia-se construindo-se o homomorfismo do grupo
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SO(1,D — 1) com o grupo complexo unitario que representa os espinores. Depois procura-
se construir uma representacdo das matrizes de Dirac para um espago-tempo de dimensao ar-
bitraria. Em seguida apresenta-se as representacdes espinoriais de Dirac e Weyl. Depois de feito
tudo para o espaco de Minkowski, constroi-se as mesmas representagdes espinoriais no espago
curvo de Riemann, por meio dos vierbeins, finalizando assim este capitulo. O dltimo capitulo
(cap. M) € o capitulo que contém os novos resultados e formam o cerne desta tese. Nele sdo
discute-se a equacao de massa de Dirac em dimensdes arbitrarias, assim como suas principais
caracteristicas. Também nele € apresenta-se e discute-se as condi¢des de localizagdo do campo
espinorial usando a geometria do MRS-II de co-dimensdo um, introduzidas no capitulo 2] E,
por fim, aplica-se o0 método numérico da Matriz de Transferéncia para anélise dos potenciais e

modos ressonantes.
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2 MUNDO-BRANA

Neste capitulo serd introduzido uma generalizacao do MRS-II no contexto de codi-
mensao 1, ou seja serd considerado um espago-tempo D-dimensional com uma tnica dimensao
extra ndo-compacta. Semelhantemente ao modelo original, para construir tal generalizagdo sera
usado a TRG.

2.1 Equacoes de Einstein

A interacdo gravitacional € de carater universal, isto é, todos os corpos estao su-
jeitos a ela. Albert Einstein (1879-1955) foi um dos pioneiros a formular uma teoria para a
gravitagdo compativel com a Relatividade Especial e que no limite da Mecanica Cléssica a
equacao de Poisson seja reproduzida. A TRG € uma teoria relativistica para o o campo gravita-
cional formulada por Einstein por volta da segunda década do século XX. Essa teoria relaciona
matéria-energia com a geometria do espaco-tempo de uma forma bastante peculiar. Ela permite
determinar a métrica g,y de onde se obtem a informagdo geométrica (campo gravitacional)
produzida por uma distribui¢do de matéria-energia. Para construir tal teoria, Einstein baseou-se
em uma observagdo, que posteriormente se tornou um principio, chamado principio da equi-
valéncia. Basicamente esse principio diz que todas as leis da Fisica se reduzem localmente a
relatividade especial, através de uma escolha adequada do sistema de referéncia (LANDAU;
LIFSCHITS, |1975).

Na TRG a geometria do espaco-tempo € modificada pela existéncia de matéria-
energia gerada por campos que podem ser acoplados com a gravidade através do Tensor Energia-

Momento Métrico. Dado uma agdo que representa uma certa teoria de campo D-dimensional

St = / dPxr/ =8 L, 2.1)
Q

de acordo com (WEINBERG!, 1972), o tensor energia-momento da matéria Ty, fica definido

como

1
8 = — /Q Tun 8N v —gdPx, 2.2)

onde g e gV sio, respectivamente, o determinante e a inversa da métrica em D dimensdes.

Como um exemplo, considere a acdo de um campo escalar real ndo-massivo e autointeragente,

s=— [x/g Bawa% +v(9)|, 23)
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onde V(¢) é o termo de interagdo. Aplicando a defini¢do e usando a identidade §v/—g =
5V 88MN 8gMN, encontra-se que

Tyy = O ONd — %gMN [8A¢8A¢ +v(e)]. (2.4)

Uma simetria essencial para a acdo da matéria € a invariancia por difeomorfismo

(transformacdes gerais de coordenadas) x¥ — x. Considere a transformacao infinitesimal
M =M eM(x) (2.5)

onde €M é um vetor que funciona como um parimetro infinitesial arbitrdrio. Nas teorias fisicas,
a lagrageana da matéria possui dependéncia explicita da métrica g”V e dos campos e de suas
derivadas de primeira ordem, ou seja, Lour = Lonar (8YY, 0,01 0). Essa simetria implica na
conservacao do tensor energia momento. De fato, através de expansdes em série de Taylor
(LANDAU; LIFSCHITS, |1975), mostra-se que 0gyn = Vyéen + Vney, e impondo que a a¢do

da matéria seja invariante sob as transformacdes (2.5 obtém-se
SSmar = / dPx/—gVNT"Ney =0 = VyTMN =0, (2.6)

onde V), significa derivada covariante. Pode-se entdo dizer que a conservacao do tensor energia-
momento € uma consequéncia direta de exigéncia de que os sistemas fisicos existam indepen-
dente da escolha do sistema de coordenadas.

Uma vez dada uma teoria que descreve a matéria, como relaciond-la com a geome-
tria do espaco-tempo? Nesse caso, deve-se construir uma agao escalar por transformacdes gerais
de coordenadas que possa ser acoplada com a matéria e que fornega a informacao geométrica
do espaco-tempo. Em seguida, usa-se o cdlculo de variagdes para obter a equagdo que descreve
a dinamica de geometria, ou seja, a dindmica de gyv (NAKAHARA| 2003). A agdo que des-
creve a dinamica da métrica foi proposta por David Hilbert (1862-1943), conhecida como agao
de Einstein-Hilbert. Se o espago tempo em sua forma fundamental possuir D dimensdes, tal

acdo ¢é definida como

Sgy = 2MP2 / dPx\/—g (R—2A), (2.7)

onde M fornece a escala de energia da gravitacdo em D dimensdes. Para o caso quadrimensional
a escala de energia é chamada de escala de Planck e tém-se que MP—2 = Mlz,l =1/167G sendo
que G é a constante da gravitagio universal de Newton. A quantidade \/—gd”x é o elemento

de volume invariante e R € o escalar de Ricci que € dado por

R=g" Ry, (2.8)
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e Ryv € o tensor de Ricci, dado por
Run = LT yn — OnTEpn + TP ynThLp — TP pyu T np 2.9

Dessa formas as equacdes tensoriais que descrevem a dinamica da geometria sdo obtidas pela
aplicagdo do principio variacional na agdo S = Sgy + S, resultando nas equagoes de campo de

Einstein, ou seja

1
oS = ZMP/QR\/ —ngx (RMN — EgMNR'i'AgMN -
1
" Ruy — 58unR+ Mgy = € Ty (2.10)

onde definiu-se k(P) = 1/4MP—2,

2.2 O Modelo Randall-Sundrum de Co-dimensao Um
2.2.1 A geometria no modelo

Em um espago-tempo D-dimensional curvo, chamado aqui de bulk, o intervalo infi-

nitesimal entre dois eventos € escrito como
ds* = gundxMdx", (2.11)

onde os indices maitsculos denotam as coordenadas do bulk. Nele serd admitido a existéncia de
uma hipersuperficie de dimensdo p = D — 2, chamada de p-brana, que representard o universo
na qual o MPPC esta estabelecido. Nesse cendrio existe uma coordenada transversal a p-brana,
que é chamada de dimensdo extra, rotulada pela varidvel y. A configuracdo aqui construida é
chamada na literatura de modelo p-brana de co-dimensdo um (SALVIO, [2013).

A acido que representa 0 RSM-II é dada por (KIM et al., [2004))

S =2MP / dPx\/=g(R—2A) + S (2.12)

onde M € a escala fundamental de energia da teoria, A € uma costante cosmoldgica D-dimensional
que desenvolvera um papel extremamente importante na determinacdo do tipo de geometria do
bulk e por fim S,,,; € a acdo da matéria de interesse (RANDALL; SUNDRUM, 1999a; RAN-
DALL; SUNDRUM, 1999b). No caso que serd estudado, esse ultimo termo representara a acao

da brana.
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Figura 3 — O cenario do modelo de p-brana de codimensao 1.

dimensio extra (¥)

Adaptado de (KIM et al., 2004).

2.2.2 A métrica

Como o cenario de mundo-brana é construido baseado no formalismo da TRG,

deve-se construir a métrica do modelo. Para isso toma-se (2.11) reescrita como
ds* = guvdxtdx" + 2gdx* dy + gyydy?, (2.13)

onde a priori guv = guv(x,Y), € &yy = &yy(¥). Aqui impdéem-se uma simetria de reflexdo y — —y
(que € uma simetria de orbfold) sobre essa métrica, e assim o termo cruzado 2g,,dxdy se

anula. E portanto
ds* = guydxtdx’ + gyydy*. (2.14)

Nesse momento, como o primeiro termo contém a geometria sobre a brana, exige-se que ela
possua invaridncia de Poincaré na p—brana. Isso € possivel se guv = e2A0) Nuv. De fato,
AN ydx/tdxY = A0 (AR nuyAY 6 )dxtdx® = A0, cdx* dx®. Assim (2.14) fica

ds? = A0, vdxtdx” + f2(y)dy*. (2.15)

No segundo termo do membro direito, é possivel fazer uma mudanga de variavel dy = f(y)dy,
visando uma simplificagdo para a expressdao da métrica. Assim, a métrica isotrépica e estatica

mais geral para o modelo de branas, sujeita as simetrias de Poincaré e reflexdo, é
ds? = 240 Nuvdxtdx” + dy’. (2.16)

Essa métrica representa uma geometria ndo-fatorizdvel, pois nao é possivel escrever a variedade
D-dimensional do bulk como um produto de uma variedade Riemanniana pela variedade da

dimensao extra.

2.2.3 A dindmica

Uma vez que a métrica do modelo foi construida, existe a necessidade de extrair a

dindmica do modelo através das equacdes de Einstein. Os simbolos de Christoffel diferentes de
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Zero sao
Dy = —A' (1), (2.17)
Iy = A'()5). (2.18)

Dessa forma as componentes nao nulas do tensor de Ricci sdo

Ry = —[A"()+(p+ DA% (y)]e* )y, (2.19)
Ry = —(p+1)A"(y)+A% (). (2.20)

E o escalar de Ricci fica dado por
R=—(p+1)2A"(y) + (p+2)A%()]. 2.21)

E com esses resultados as componentes nao-nulas do tensor de Einstein sdao

+1
Guv = p A”@)+%A’2<y> My, (222)
1
Gy = ”(I’T)A’Z(y). (2.23)

Agora deve-se dar atencdo a matéria do modelo, isto €, a acdo da matéria presente
em (2.12)) deve ser conhecida. Para esse trabalho serd usado uma extensdo dimensional do
modelo Randall-Sundrum tipo II (RANDALL; SUNDRUM]| (1999b). Baseado nisto, a acao da

p-brana serd
Spar = —V / \/ —g®dP1x, (2.24)

onde a constante V representa a densidade de energia de vacuo sobre a brana na auséncia de
excitacdes de particulas, que normalmente € chamada de fensdo da p-brana e g(B) ¢ o determi-

nante da métrica induzida sobre a p-brana, que obedece a condi¢ao de contorno

2uv(x,y =0) = g (x). (2.25)

Uma vez de posse da a¢do pode-se determinar o tensor densidade de energia-momento da p-

brana por meio de (2.2)),
Tun =V 8(y)8uv 3,6y, (2.26)

onde a fung¢do delta de Dirac indica a localizacdo da p-brana na dimensio extra e gy =
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e2A0) Nuv- As equagdes de Einstein resultantes desse modelo sdo

" pp+1) .n _ vV
PATD) + = AT +A = 2 56() (2.27)
@A’z(yH—A — 0 (2.28)

Integrando li sob a condi¢do A(0) = 0, obtém-se A(y) = £/ —2A/p(p+ 1)y =k,y. Nesse

caso toma-se o sinal negativo para que a métrica seja finita quando y — co. Além disso a métrica
exibe uma simetria de paridade na coordenada y. Isso € possivel se A(y) =k, |y|. Logo a solugdo

para as equacdes de Einstein resultates do modelo Randal-Sundrum é
ds® = e_Zk/"y‘nuvdx“dxv +dy’. (2.29)

Observe que a constante cosmoldgica A deve ser negativa, para que a constante k), seja real. Isso
¢ tipico de um espaco anti-de Sitter. A partir da solu¢do A(y) encontrada, é possivel mostrar
que existe uma relagdo constitutiva entre a tensao da brana V' e a cosntante cosmoldgica A. Para
isso integra-se a equagdo (2.28)) no intervalo [—&, €] e dpois toma-se o limite em que € — 0, que

resulta em
V= SpMpkp, (2.30)

mostrando que, no MRS a constante cosmoldgica desempenha um papel fundamental, ndo po-

dendo ser nula.

A(y)

Figura 4: Fator exponencial A(y) no cenério do modelo Randall-Sundrum.

] 4w

Y
Figura 5: Fator de dobra ¢*0) no cendrio do modelo Randall-Sundrum.
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Outro detalhe importante sobre a métrica do MRS-II € que existe uma transformacao
conforme que a deixa plana. Para provar que esta transformagao existe, primeiro deve-se con-

trair as equagdes de Einstein do modelo de modo a determinar o escalar de Ricci

2 (T
R=-—"_(———DA). 231
2-D (4MP ) 23D

Substituindo este resultado nas equacgdes de Einstein,

1 T
Ryy = —— | T; — | = (D+1)A 2.32
MN 4MP(MN+2_D) (D+1)Agmn, (2.32)

onde T € o traco do tensor energia-momento. Na auséncia de matério, i.e., Tyyy =0e A =0, as

equacgoe de Einstein tornam-se
Ruy = 0. (2.33)
Por outro lado, fazendo a mudancga de variavel dz = e AV )dy no intervalo (2.16)), encontra-se
ds? = 9 (nuydx*dx’ +dz%) . (2.34)

o que foi feito na verdade, foi uma transformagdo conforme na métrica, isto €, uma transformagao
do tipo gun(x) — p(x)gmn(x). Mediante uma transformagio conforme, o tensor de Weyl, de-
finido por (NAKAHARA| 2003)

(gmPRno — 8MoRNP + gnoRMP — 8NPRMO) 4R (8mMPENO — MOENP)
D—2 D-1)(D-2) '

Cunro = Runpo —

onde Ryypg € o tensor curvatura de Riemann. Uma transformacdo conforme anula as compo-
netes do tensor do tensor de Weyl, i.e., Cyyypp = 0. Além do mais, substituindo as equagdes
de Einstein no vdcuo (2.33) no tensor de Weyl, mostra-se que Ryypg = 0, comprovando real-
mete que € a matéria que produz curvatura na variedade espaco-temporal. Trazendo isso para
o MRS-II, observa-se que a matéria so existe na p-brana. Por este motivo que na literatura, a
métrica ¢ chamada de conformalmente plana. Para o caso da métrica (2.29), a mudanga

de varidvel torna-se dz = ek?"ldy, que resulta em

P P (2.35)

A(z) = —In(kylz] + 1). (2.36)
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2.3 Gerando a p-Brana

Até agora foi introduzido a idéia de brana como uma superficie hiperfina em relagcdo
a dimensao extra. No entanto muito antes que o modelo Randall-Sundrum fosse concebido,
existia a proposta de que nosso universo poderia ser um defeito topolégico tal como paredes de
dominio ferromagnéticas. Essa parede de dominio pode ser representada por um campo escalar
real que depende somente da dimensao extra, de forma que o MRS possa ser reestabelecido em
um limite apropriado. Para descrever esse cendrio, usa-se um ansatz semelhante ao da equagdo
. No entanto exige-se agora que a func¢do A(y) seja uma fungéo suave de y (KEHAGIAS;
TAMVAKIS, 2001).

A acdo que descrevera o cendrio sera,

S— /dD_lx/dy\/—_g {ZM”R— %(a(p)z—\/((p)}, (2.37)

onde é o campo escalar ¢ que serd responsdvel por formar a brana e V(¢) é o potencial res-
ponsavel por gerar solugdes tipo bounce. As componentes diferentes de zero do tensor energia-

momento Tjsy, para a métrica (2.16)), sao

Tyy = —e*0ny, BW +V (¢>] : (2.38)

1
Ty = 07 —V(¢). (2.39)

E portanto, neste caso as equagdes de Einstein ficam

" (P+1) / 1 1,

A (Y)JFTAz()’) = T {E‘P 2+V(¢)] , (2.40)
(P+1) ,n _ 1 1.n
0wy = i 597V @41

Em geral, o sistema de equagdes diferencias parciais acima € bastante arbitrario, em virtude da
auséncia de condicdes de contorno especificas. No entanto, pode-se resolver este sistema de ma-
neira relativamnte simples com o auxilio da técnica do superpotencial. Segundo (KEHAGIAS;
TAMVAKIS, 2001)), considera-se a existéncia de uma funcdo W(¢), chamada de superpoten-

cial, definida por meio da equacao

o'(y) = 50 (2.42)

onde

¢(y) = atanh(by) (2.43)
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¢ a solugdo de kink desejada. Dessa maneira o superpotencial fica

W(9) = ab ( ” ) : (2.44)

3a?

Determinado o superpotencial W (¢), as equacdes (2.40) e (2.41) podem ser combinadas de

maneira que

1
"0) = =0 (2.45)
Substituindo (2.42)) em (2.43)), obtém-se
1
A0 ==V (@) (2.46)

Depois de determiado o superpotencial, resolve-se a equagao (2.46)) por meio de uma integracao

para A(y), resultando em
1
A(y) = =By |Incosh® (by) + 5 tanh® (by)| , (2.47)

onde usou-se B, = a®/12pM”, e A(0) = A’(0) = 0. Nota-se que a fungdo A(y) também repre-
senta um fator de dobra localizado, assim como no caso do MRS puro. No entanto, a diferenca
fundamental € que o fator de dobra € “suavisado” pelo campo escalar, que € responsavel por for-
mar a p-brana, como mostrado na Fig. [/l No caso do MRS, um termo de constante cosmoldgica
na acdo € responsdvel por representar a p-brana.

Agora determina-se o potencial V(¢), o qual é feito tomando a equagio con-
siderando a definicao do superpotencial por meio da equacao (2.42). O resultado é

_low (P+1)W2

(0)=335 ~smr (2.48)

Entao observa-se que, uma vez escolhido o superpotencial, todas as outras grandezas ficam

determinadas.

A(y)

Figura 6: Fator exponencial A(y) no cendrio do modelo Randall-Sundrum “suave”.
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Y

Figura 7: Fator de dobra no cenério do modelo Randall-Sundrum “suave”.

2.4 Acoplamento com o Dilaton

Em teorias de campo multidimensionais € comum, além de adicionar a p-brana com
o auxilio de uma campo escalar ¢(y), que exibe dependéncia somente na coordenada da di-
mensao extra, também inclui-se um novo grau de liberdade chamado dilaton. Esse novo campo
¢ um campo escalar dependente da dimensdo extra, o qual serd representado aqui por 7(y).
Esse campo € usado com frequéncia na localizagdo de campos de gauge em cinco dimensdes
(KEHAGIAS; TAMVAKIS, 2001) ou de maneira mais geral para D dimensdes, introduzido
pelos autores (LANDIM et al., 2012).

A acdo que descreve perfeitamente esse cendrio de p-brana dilatdnica é

S= /lex/dy\/—_g {ZM”R — %(a¢)2 — %(37:)2 —V(¢, n)] : (2.49)

O tensor densidade de energia-momento agora fica dado por

1 1
Tun = O PONG + OmTONT — gun {5(8@2 +5(0m)* +V <¢,n)} : (2.50)

e as equacOes de movimento resultantes da acdo (2.49) sdao

1 1 1
Gun = 50 {8M¢8N¢+8Mnam gMN[ (a¢)2+§(an)2+v(¢,n)”, (2.51)
—3M (v—gg"™onx) = ad (2.52)
V= x’

onde ¥ = ¢, . Nesse contexto, ndo se pode usar o ansatz para a métrica (2.16)), mas de acordo
com (KEHAGIAS; TAMVAKIS, 2001) pode-se usar

ds? = AV, ydxtdx” + 2BV dy?, (2.53)

onde a fungdo B(y) representa o dilaton na métrica do bulk. Usando a métrica , nota-se
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que os simbolos de Christoffel ndo nulos quando se introduz o dilaton no cendrio sdao

Fyuv — A (y)ez[A(Y)*B(y)} Nuv, (2.54)
My = AG)S), (2.55)
I_‘yyy = BI(Y)a (2.56)

e as componentes do tensor de Ricci diferentes de zero sdao

Ry = —[A"(y)+(p+1)A%(y) — A (y)B (y)]e2 O -E0n (2.57)
Ry = —(p+1)A"(y)+A(y)—A'(»)B ()], (2.58)

e o escalar de Ricci
R=—(p+1)24" () + (p+2)A”(y) —24'(y)B'(y)]e V). (2.59)

Por fim, as componentes ndo nulas do tensor de Einstein

Guy = p A//(y)—i— (p_;—l)Alz( )—A (y)B’(y) ez[A(y)_B(y)}Tluv, (2.60)
1 / /
G = LD [pang) 1 4B ). @61

O jacobiano, neste caso é \/—g = e(PTDAV+B0) e como esperado, também depende da di-
mensdo do Bulk.

Com isso as equagdes de Einstein para esse modelo sdao

" 1), / , 1 ,

20) + TR A20) - A0 0) =~ s 30 3m e ) e
(P+1) v 1 l ”n l 12 2B(y)
AR = {2¢ +577 e yV(q),n)]. (2.63)

As equacdes de movimento dos campos escalares ¢(y) e 7m(y), representados por um tnico
campo X (y), para a métrica (2.53)) sdo

av

2P+ DAG) B0 =5 (2.64)
O sistema de equagdes diferenciais (2.62) - (2.64) ndo possui solucdo tnica, pois

nenhuma condi¢do de contorno foi especificada. Aqui pode-se usar mais uma vez o método do

superpotencial. Tomando novamente as equagdes (2.42) e (2.43), é possivel obter uma equagio
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semelhante a (2.46]), mas com o superpotencial dependente de ¢ e

1
4pMP

Al(y) = W(9). (2.65)

Substituindo (2.65)) em (2.63)), levando em conta a definicdo do superpotencial mediante a

equagao (2.42)

_ oy | L [(OW 2_(P+1) 2 15
V(9,m)=e 280 [2<a¢> spr V@) 57 | (2.66)

Aqui serd considerada a seguinte entre as fun¢des A(y) e B(y) (FU; LIU; GUO, 2011)

B(y) = rA(y), (2.67)

onde r é uma constante real positiva. Assim, substituindo (2.66) em (2.62) levando em conta a

equacao , determina-se a derivada do dilaton 7(y) em funcdo do superpotencial

' (y) = % rpMPW (9). (2.68)
Comparando e (2.68), determina-se 7(y) em fungio de A(y)

n(y) = —2+/rpMPA(y). (2.69)
Substituindo (2.69) em (2.67)), tem-se que

BO) ==\ /50 TO) (2.70)

Com estes resultados, pode-se escrever o potencial V (¢, ) em termos do superpotencial W (¢)

V(9,7) = exp [\/p% ) E @—3)2 - %W(m] | @)

De acordo com (FU; LIU; GUO, 201 1), deve-se investigar os valores que o parametro

como

r pode assumir. Isto serd feito mediante anélise da densidade de energia 7pg. Usando as proprias
equacdes de Einstein, é possivel escrever Ty;y = 4MPGyyy. Entdo para a métrica (2.53)), O ten-

sor energia momento 7po fica

Too = —4pMP [A”(y) + (#) A’2(y)} 2(1-1A(y) (2.72)

Assintoticamente, quando y — oo, tem-se que A(y) — —23,|y|, e portanto o tensor Ty torna-se

Too(y) — 8bpMPB, [28(y) — (p+1—2r)b] e 217781, (2.73)
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Portanto o comportamento de Ty quando y — oo €

0, O<r<1
—8b2pMPB,(p—1), r=1
Too(lyl = 00) = { —oo, 1<r<(p+1)/2. (2.74)
0, r=(p+1)/2>1
L > r>(p+1)/2

Como deseja-se que a densidade de energia seja finita, os valores que o parametro r pode as-
sumirsio 0 <r < 1,r=1er=(p+1)/2 > 1. Na literatura, usa-se frequentemente r = 1/4,
como por exemplo (KEHAGIAS; TAMVAKIS, |2001; LANDIM et al., 2012, 2012).

2.5 A p-Brana Deformada

O numero de dimensdes extras define o tipo de defeito topoldgico a ser usado. Em
teorias de mundo-brana com uma unica dimensio extra, € natural usar modelos com defeito
topoldgico de parede de dominio, como foi feito na secdo anterior, usando os kinks. Nesta
secdo serd introduzido um cénario onde a p—brana possuird uma estrutura interna, através de
uma generalizacdo simples do modelo de brana espessa, abordada anteriormente. Este tipo de
defeito, chamado de deformagdo, foi introduzido em teorias pentadimensionais por (BAZEIA;
LOSANO; MALBOUISSON, [2002).

O método de deformacao basea-se na introdu¢do de um parametro s, chamado de
pardametro de deformagcdo, que assumird assume valores impares. O papel dele é controlar o tipo
deformacdo, cuja funcio serd simular as diferentes classes de p-branas. Primeiramente, este
parametro € introduzido no cendrio da brana acoplada com o dilaton. Para este caso escreve-se

o intervalo como
ds® = 0, dxtdx 4 2BV g2 (2.75)

Para resolver as equacdes de movimento do modelo, também serd usado o método do superpo-

tencial. No entanto, a soluc¢do de kink é modificada por

b
6,(y) = atanh® (—y> s=1,3,5,.... (2.76)

S

Primeiramente, neste caso onde existe deformagdo na p-brana, deve-se determinar o superpo-
tencial deformado W;(¢). Pela definicdo da técnica, isto €, de acordo com a equacao (2.42),

mas introduzindo o pardmetro s por meio da equagdo do kink (2.76), tem-se

1/s 1/s
¢ (y) = boy [(i) - (%) ] = %—V;f. 2.77)
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Portanto

Wy(9) = b9 | -— (ﬁ)l/s— . (9)1/3 (2.78)
: 2s—1 \ ¢ 2s+1 \a ' '

Assim, semelhante ao que foi feito nas se¢des anteriores, pode-se escrever uma equacao mate-

maticamente igual a (2.46), na qual pode ser integrada resultando em

a*b s ) by s by
Aly)=— tanh® ! [ =2 ) — ——tanh®>*! [ 2 2.7
0) 4pMp/{2s—l an (s) 25+ s )P 279)

onde foi usado a féormula de recorréncia (ABRAMOWITZ; STEGUN| 1964)

1
/ dutanh"u = — . tanh" ' u+ / dutanh" 2 u+C, (2.80)

n—

para n # 1. Assim encontra-se

by 2s by ‘<1 by
_ ] 2s o o 2n
As(y) = —Bp,stanh <—S ) 51 {ﬁm [lncosh (_s ) ,12:1 3 tanh - , (2.81)

a2

onde B, = Wﬁ' A forma da func¢do Wy(¢) juntamente com o potencial Vy(¢@, ) forma
um novo cendrio de brana mais rico e complexo do que aquele gerado por uma solucao tipo
kink.

2.6 Localizacao de Campos Bosonicos

Como ja mensionado na introducdo desta tese, a concepcao de modelos tipo Randall-
Sundrum possibilitou o aparecimento de uma nova linha de pesquisa tedrica em Fisica de Altas
Energias, chamada localiza¢do ou confinamnto de campos numa p-brana. Aqui serd exposto em
detalhes a problematica da localizag¢do para dois campos bosonicos (campos escalar e vetorial).
O autor da desta tese julgou necessario expor o assunto aqui, porque a localizagdo de campos
bosOnicos serve como um exercicio e um treinamento para a compreensao do mecanismo de
confinamento de férmions, que € completamente diferente, em virtude da sua prépria natureza

de representacao.

2.6.1 Campo Escalar

Considere um campo escalar real livre, ndo-massivo, acoplado minimamente com a

gravidade. Sua acao é (NAKAHARA, 2003)

1
So =3 V—8dPxdy @M ®. (2.82)
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A equagao de movimento para o campo escalar fica
I (v/—gg N oy®) = 0. (2.83)
Usando a métrica (2.16), a equacdo de movimento pode ser escrita como
R+ (p+ 1A (y) 0@ +e 9P =0, (2.84)

onde 92 = n"Vd,dy é o operador d’ Alembertiano sobre a p-brana. Por meio do método de
separagdo de variaveis ®(x,y) = ¢(x) f(v), e com a equagdo de movimento com uma dimensao

reduzida 9?¢ = m?¢, obtém-se a equacio diferencial

F'0)+ (p+ DA ) f (v) +mPe A0 f(y) =0, (2.85)

onde f'(y) = df/dy. Quando m = 0, a respectiva soluc¢do, denotada por fy(y), é chamada de

modo zero. Assim, para o modo zero, a equagao diferencial (2.85]) admite como solugdes

for0) =€, fualy) = f dye(rH0A0), (2.86)

onde C é uma constante real. Como condi¢do de contorno, admite-se que fo(y — o) = 0.
Desta forma, somente fj; (v) obedece esta condi¢ao. No mecanismo de Localiza¢ao, o proximo
passo € substituir a solugdo encontrada na acdo (2.82)) e determinar se acdo efetiva em D — 1

dimengdes € finita. Resultando em

~+o0

1
So =5 [ 4 12,04 0() | [ aselr 013 ) 28)

Assim, para que a a¢do efetiva para o campo escalar real ndo-masivo em D — 1 dimensoes seja

efetivamente confinada sobre a p-brana, a integral de localizacao
e 1)A 2
Iy= [  adye?" VA0 f5,(3)]?, (2.88)

deve ser finita, caso contrdrio o campo € dito ser nao-localizdvel. Para o caso da solu¢@o obtida
é facil ver que para qualquer A(y) <0 e p > 1, 0o modo zero do campo escalar é efetivamente
localizado sobre a p-brana, como o trabalho dos autores (BAJC; GABADADZE, 2000) mostra
para o caso em que D = 5. No caso do modo zero do campo escalar, nota-se que a dimesio-
nalidade do espaco-tempo nao influencia no mecanismo de localizacdo, ou seja, para qualquer

dimensao D > 5 o campo escalar € permanentemente confinado.
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2.6.2 Equacao Tipo Schrodinger

Na sec¢do anterior, foi feito a andlise de localizacdo para o modo zero. Mas como
proceder para os casos em que m # 0?7 O mesmo procedimento pode ser feito mais facilmente
e de maneira geral, transformado a equagdo numa equac¢ao semelhante a de Schrodinger
da Mecanica Quantica nao-relativistica. Na verdade, este procedimento pode ser feito para

qualquer equacao diferencial do tipo

a2, d
[—d—yz +P (y)@ + V(y)} FO) =m*Q()f(y) (2.89)
as quais podem ser convertidas numa equacao tipo Schrodinger
d? - -
-0 T =T, 290)
através das transformacdes
dz _
& h(y), f(y)=QH)f(2), (2.91)
com
_ =~ onn | PO —1/4
h(y) =vQ0), Q) =exp|—=100)"", (2.92)
e

Viy) , PP (y) —Q"(y)
h(y)? Q) fy)?* 7’

onde a linha representa derivada com relacdo a y. Depois de efetuadas as transformacoes para a

Ulz) = (2.93)

varidvel z, € interessante notar que a condi¢do de finitude da integral de localizacao é traduzida

na equacgao

oo _
/ |/ (2)|*dz = finita, (2.94)

que ¢ justamente a condi¢ao que func¢des de quadrado integrivel satisfazem na Mecanica Quantica
ndo-relativistica. Aplicando para o caso do cagmpo escalar, de acordo com a equagio (2.85)

tem-se P'(y) = (p+ 1)A’(y), O(y) = e 240 e V(y) = 0. Assim encontra-se que

h(y) = e D), Q(y) = P40/ U(z)zg A”@H@A’(y)z A0 (2.95)

Na varidvel z, o potencial U(z) possui a forma esbogada na Fig. chamado de
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Figura 8: Potencial gerado pelo campo escalar para o caso em que D = 5.

volcano. Ele obedece a condi¢ao

lim U(z) =0. (2.96)

Z—>doo

Portanto em analogia com a mecanica quantica nao-relativistica, pode concluir que ndo existe
um espectro discreto para m > 0. Além disso, qualquer solug¢do para m positivo possuil uma
contribuicdo oscilatéria, fazendo com que a funcdo de onda f(z) ndo seja de quadrado in-
tegravel. Como consequéncia deste fato, de acordo com a equacao , tem-se que f(y)
nao ¢ finita, quando y — 0. Baseado no que foi exposto, pode-se concluir que somente modos

de massa zero sao efetivamente localizados sobre a p-brana.

2.6.3 Campo Vetorial

A localizacido do campo vetorial de gauge € de extrema importincia porque, obvi-
amente, o Eletromagnetismo existe sobre a p-brana. Por este motivo, varios autores estudaram
e estudam mecanismos de localizacdo para este tipo de representacdao do grupo de Lorentz. A

acdo do campo vetorial de gauge X, no bulk D-dimensional € definida por
Sy = —i / dPx/—gY"Nyyn, (2.97)
onde Yy v = dyXy — dnvXy. As equacdes de movimento resultantes desta acio sdo
oy (\/—_ggMPgNQYpQ> —0. (2.98)

Usando o gauge d,X* = X, = 0, tem-se o conjunto de equagdes diferenciais parciais

92X, +e (P=IAD) g, [AP—I)A(MXM} —0. (2.99)
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usando o método de separacdo de varidveis

Xu(x,y) = Au(x) (), (2.100)

onde A, (x) é o vetor potencial sobre a p-brana, que satisfaz a equagdo de Klein-Gordon 94, =
mzAu e a defini¢do do tensor intensidade do campo eletromagnético Fyy = auAv — BVA#. As-

sim, a equagdo diferencial ordindria em y para a func¢ao f(y) fica

d? d B
= DAY L] 70 = e 210, @101
As solugdes para o modo zero, sao
fo()=C,  foly)= / dy e~ (P~DAD), (2.102)

onde C é uma constante real. Como A(y) < 0, entdo a solucdo fj»(y) ndo é normalizavél, tem-se

como solugdo localizada somente fy;(y) = C. A agdo efetiva para esta solugdo torna-se
_ Yo gy 2 [T 4y o(D-9A0) 91
SX__Z xF" Fyy |C - ye . (2.103)
Entao a integral de localizacao fica definida por
2 A
Ix=C / dy eP=)A0), (2.104)

Nota-se que para D > 5 a integral de localizacdo € finita e portanto o campo vetorial de gauge
¢ confinado sobre a p-brana. Mas se D =5, tem-se o oposto: a integral de localizacdo diverge
comprometendo o mecanismo de localiza¢do. Neste contexto, torna-se necessario a introdugao
de outros elementos, como por exemplo o dilaton.

A ago do campo vetorial acoplado com o dilaton 7(y) de acordo com (KEHA-

GIAS: TAMVAKIS, 200T) é
|
s =— / dPx/—ge MTO)yMNy, (2.105)

onde A € a constante de acoplamento com o dilaton. Deve-se tomar cuidado porque quando
introduz-se o dilaton, a métrica do bulk ndo é mais e sim Ii ,com /—g= e(PHDAD)+B(),
Ultilizando-se 0 mesmo procedimento do caso anterior (sem o dilaton), levando-se em conta a
secdo [2.4| chega-se na seguinte equagdo para y(y)

2

a oy 4 _ 2 2B()-A()]
02 +ap A'(y) dy fy)=—me fO), (2.106)
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onde

O, =p+1—r+24\/rpMP. (2.107)

A tnica solug¢@o normalizada para o modo zero € idéntica ao caso sem o dilaton, isto é, f(y) =cte.

Desta maneira, a agdo efetiva toma a forma
1 Feo
SX — _Z/dD—lx F'qu/J,V |:C2/ dy e(D—5+r+27L\/rpMP)A(y) , (2108)

e a integral de localizac¢do fica definida por

Foo —
K(AW) =C [ dy o[PS HAVAODMOZ]A) (2.109)

Logo, para que o mecanismo de localizac¢do seja bem sucedido, deve-se ter D —5+2A+/rpMP >
0, que implica em

1> 2—D=r (2.110)

24/r(D—2)MP-2

como exposto anteriormente, a introdu¢do do dilaton no mecanismo de localiza¢cdo do modo

zero do campo vetorial de gauge sé € necessario se a dimensionalidade do bulk for igual a

cinco. Nestes casos, para r = 1/4, a constante de acoplamento do dilaton obedece a condi¢do

A > —1/4v3M3.
2.7 O Método da Matriz de Transferéncia

Agora discute-se em detalhes o algoritimo computacional ultilizado para o calculo
do coeficiente de transmissdo, chamado de matriz de transferéncia (LANDIM et al., 2011}
LANDIM et al., 2012; ALENCAR et al., 2013). Primeiro torna-se necessario escrever a
equacdo diferencial f(y) como uma equagao tipo Schrodinger, através das transformagdes mos-
tradas na se¢do [2.6.2] Devido a semelhanca com a Mecénica Quéntica ndo-Relativistica, pode-
se calcular o coeficiente de transmissdo numericamente, pelo referido método da matriz de
transferéncia. A idéia do método € extremamente simples, pois basea-se no conceito de barreira
de potencial.

Considere como exemplo o caso de uma barreira de potencial dupla, mostrada na
Fig. @ E um fato conhecido dos cursos de Mecanica Quéntica em nivel elementar, que as
solugcdes da equagdo de Schrodinger antes e depois da barreira de potencial sdao ondas planas.

Para cada regido j = 1,2,3,4,5, a solucdo da equacao tipo Schrodinger € dado por

fi(z) = A+ Bie* =, k;=/2(E-Uj). (2.111)
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De posse da solucdo, pode-se plotar o grafico do coeficiente de transmissao 7" como funcao da

energia E. Como mostrado na Fig. [I0} observa-se dois picos de ressonancias.

U(z)
1 2 3 4 5
z
Figura 9: Barreira de potencial dupla.

T
10}
0.8]
0.6
04
0.2}

) - S ¢

1 2 3 4

Figura 10: Perfil de ressonancias da barreira de potencial dupla da Fig. @

A 1déia € aplicar estes resultados oriundos da Mecanica Quantica para o caso geral.
Para este propdésito, aproxima-se o potencial U(z) por uma série de barreiras de potencial de
acordo com a Fig E A equagdo tipo Schrodinger deve ser resolvida para cada intervalo z; 1 <

z < zj, onde a seguinte aproximagao se torna valida
U(z)=UZj-1)=Uj—1, Zj-1=1(zj+zj-1)/2. (2.112)
A solugdo neste intervalo é

fii@@ =AM 4B, 1eM1% ki = /m2—Uj_. (2.113)
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—RZmax Zmax

i

\J

Figura 11: Potencial aproximado por uma sucessdo de barreiras de potencial.

A continuidade da fungo de onda f;_;(z) e de sua derivada 7;-,1 (z) em z = z; fornece

(Aj ) —M; < Aj-1 ) (2.114)
B; Bj_,

E assim, da equacdo anterior, tem-se

1

M — — 2.115
=3 @.115)

(kj+kj1)eCkini (kj — kg )emkithim)e)
(kj—kj_1)ekitki-0a (k4 kj_p)elkimki-1)z) '

Fazendo o processo iterativamente, tem-se

(AN>:M(AO), (2.116)
By Bo

M = MyMy_,...M>M,;. (2.117)

onde,

O coeficiente de transmissao € portanto dado por

1

Esta expressdo deve ser fun¢ido de m?. Para obter os valores numéricos das ressonancias, foi
escolhido z,,4, de tal maneira que U (zq:) ~ 107* e m? fique de Upip = U (Zmax) @ Upax (valor
maximo do potencial). A varidvel 2z,,,, foi dividida por 10% or 10°, resultando em 10* + 1 or

10° + 1 matrizes de transferéncia.
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3 ESPINORES EM D DIMENSOES

3.1 Representacao Espinorial

A teoria de grupos foi um marco essencial na Fisica Tedrica de Altas Energias. Por
meio dela foi possivel formular teorias de forma consistente, tais como Mecanica Quantica e as
teorias da Relatividade Especial e Geral. Aqui nessa secdo serd abordado o grupo de Lorentz
em D dimensoes.

Seja (¢,x',x%,...,xP~1) as coordenadas de um evento no espago de Minkowski D
dimensional. O grupo de Lorentz, denotado por SO(1,D — 1), é caracterizado pelo conjunto de

transformacoes lineares
M=A"yN, M N=0,1,2,....D—1, (3.1
que deixam a forma quadratica
ds? = undMdx" = —dr® + (dx')? + (dx®)* + ... + (dxP~1)?, (3.2)
invariante. Impondo essa condi¢do no intervalo, obtém-se

nun = A ymasABy, (3.3)

que é a relacio de fechamento do grupo de Lorentz. E importante salientar que compdem esse
grupo transformacdes de Lorentz puras, que sdo os chamados boosts, (translagdes dos eixos
coordenados com velocidade constante caracterizados por D — 1 parametros), e as rotagoes
espaciais, que é um grupo de Lie caracterizado por (D — 1)(D + 1)/2 parimetros em D — 1
dimensdes espaciais. Essa quantidade de parametros independentes € 0 mesmo nimero de
componentes independentes de um tensor antissimétrico de segunda ordem. Isso aparece de
maneira natural quando trabalha-se com transformagdes de Lorentz infinitesimais da forma
AMy = 51{‘,/[ +8wMy, onde oMy sio os parametros da transformacio, que obedecem & Wy =
—dawny (RAMOND, 1981).

Na teoria quantica, as simetrias sdo representadas por operadores unitarios (ou anti-
unitarios) (WEINBERG;, 2005). Isso implica que para cada transformacao de Lorentz € possivel
associar um operador unitario U(A). Esses operadores lineares devem obedecer a seguinte

relacdo de fechamento

UNA) =UN)U(AN). (3.4)
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Essa € a esséncia da teoria das representacoes de grupo (TUNG, [1985). Como o grupo de

Lorentz € um grupo de Lie, define-se uma transformacao infinitesimal por
U(l+8w) EI+%5wMNLMN, (3.5)

onde I é o operador identidade e LMY sio os geradores do grupo de Lorentz. Considerando a
relacdo de composicao (3.4) para o caso de transformacdes infinitesimais, demonstra-se que os

geradores LMV transformam-se como
U N (AIMNU(A) = AMpAN oLF2. (3.6)

Essa transformacdo caracteriza uma representacio tensorial no grupo de Lorentz. Por meio
dessa equacdo pode-se determinar a dlgebra de Lie do SO(1,D — 1). Para isso, basta substituir

as transformagdes de Lorentz infinitesimais em (3.6)), que resulta em

Como no grupo de Lorentz estdo incluidos rotagdes e boosts, pode-se identificar as componetes

do momento angular J e as componentes dos boosts, respectivamente por meio das equacoes

1
Jo= EeabcLbC, (3.8)

K, = LOaa (39)

onde os indices latinos mintsculos a,b,c,... representam componentes espaciais em D di-

mensoes. Essas quantidades obedecem a algebra

[Jav*]b] = igabc*]w
[Jaa Kb] - igachw (310)
[Km Kb] - _igabc-]c-

Para desacoplar essa dlgebra, define-se os operadores nao-hermitianos

Ny

1
5(JmLiKa),

1 .
N} 5 Ua—iKa) (3.11)

Com isso, mostra-se que esses novos operadores satisfazem de maneira independente a dlgebra

de Lie do grupo de rotagdes, isto é,

[NaaNb] - igachm
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NENG] = deae (3.12)

NoNf| = o

As equacoes informam que os geradores N, e N obedecem, de forma in-
dependente, a mesma dlgebra do momento angular. Assim € possivel representar o grupo
de Lorentz por meio do grupo de rotagdes, através dos operadores de Casimir N,N = N? e
NIN™ = N2, possuem autovalores n(n+ 1) e n'(n’ + 1), respectivamente. Esses autovalores
assumem os valores n,n’ = 0,1/2,1,3/2,2,.... Esses indices rotulam as representacdes irre-
dutiveis do grupo de Lorentz quanto ao seu spin.

Seré abordado aqui a representagdo (1/2,1/2) do grupo de Lorentz, a qual é cha-
mada de representacdo espinorial. O objetivo agora € construir esse tipo de representacao.
Primeiro, nesse contexto, considere que os geradores matriciais do grupo de Lorentz possam

ser definidos por

(LMN)P _ aAPQ

= Jouy (3.13)

=0
Com essa definicdo, pode-se determinar a forma explicita desses geradores. Para tal basta

derivar a relagdo de fechamento do grupo de Lorentz (3.3]) com relagio aos pardmetros e depois

toma-los como zero. Assim, obtém-se
(L") po = —(LM"N) gp. (3.14)

J4 sabia-se que os geradores matriciais eram antissimétricos nos indices interiores (M e N), e
agora por meio da defini¢do (3.13]) observa-se que eles sdo antissimétricos também nos indices

matriciais. Logo pode-se construi-los apartir de tensores invariantes no espaco de Minkowski,
(LY%)ep = —i(8285 — 85 88). (3.15)

Uma forma de construir uma representagdo espinorial € postular que cada vetor do

espaco de Minkowski x4 estd associado a uma matriz X por meio da relagio
X =Ty, (3.16)
onde I é um conjunto de matrizes, até aqui, arbitrarias. Calculando-se X 2 obtém-se
X% = %{FA,FB}xAxB, (3.17)

onde {T", T8} =M1 4+ 8T € o anticomutador das matrizes I'. Como X? no possui indices
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de Lorentz ele deve reproduzir X = n4Bx,xp. Isso é possivel somente se
{r4 18} =208, (3.18)

Essa relagdo, obtida também no desenvolvimento de Dirac na busca de uma teoria que repre-
sentasse o elétron, é chamada de dlgebra de Clifford das matrizes {T*} de Dirac.

A matriz X mediante transformagdes de Lorentz, obedece X’ = S(A)XS~'(A). No
entanto, por outro lado, de acordo com a equagdo (3.16)), essa mesma matrix se transforma como

M’ = A.BT™xp. Combinando essas equagdes chega-se a
S(ATASTHA) = Ap?TE, (3.19)

onde as matrizes S(A) séo os elementos da representagdo espinonial do grupo de Lorentz. Os

geradores dessa representacdo podem ser definidos como

yAB — 95 . (3.20)

a,
'‘AB ©=0

Derivando a equagdo (3.19) com relagdo aos pardmetros do grupo de Lorentz e usando a

defini¢do dos geradores, demonstra-se que

C
(248 1€) = 3’;’:3 . (3.21)

No entanto a derivada da equagiio acima pode ser determinada com o auxilio da relagio A4 gA,¢ =

55 . Assim, escreve-se
[T€,2AB] = (1AB)C P, (3.22)

Substituindo (3.15)) em (3.22]), obtém-se a expressdo para os geradores da representacio espi-

norial,

TAB _ —i[rA,rB]. (3.23)

Calculando o comutador [£48, ¥¢P] pode-se mostrar que os geradores da representaco espino-
rial obedecem também a dlgebra de Lie do grupo de Lorentz, da mesma forma que os geradores

LAB. Agora fica ficil determinar os elementos S(A), via teorema de Lie (TUNG, |1985).

3.2 Representacdo das matrizes I

Na secdo anterior foi introduzido as matrizes de Dirac, bem como a dlgebra que elas

obedecem. No entanto muitos aspectos sobre essas matrizes ficaram obscuros, como a ordem
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desses matrizes, suas representagdes e o nimero de matrizes que fecham a algebra.

Primeiro, prova-se que a ordem dessas matrizes deve ser par. Para isto, toma-se a
algebra de Clifford comA =0e B =1, e aplica-se o determinante em ambos 0s membros
da igualdade, obtendo det(—I) = 1 = (—1)¥ = 1, onde I é a matriz identidade e k é um inteiro.
Logo conclui-se que n deve ser par.

Baseado nessa prova, nota-se que o menor inteiro positivo € o nimero 2. Assim,
pode-se dizer que a ordem minima das matrizes de Dirac € também 2. Como a métrica esta
presente na dlgebra de Clifford, quando n = 2, o espaco-tempo também serd bidimensional.
Logo com base na informagao que o espaco-tempo deve possuir dimensionalidade par D, pode-
se introduzir D = 2k+2,onde k=0,1,2,... .

As representacOes das matrizes de Dirac serdo contruidas usando uma algebra se-
melhante ao oscilador harmonico, por meio de operadores de levantamento e abaixamento de

estados (POLCHINSKI, [2007). Para isso define-se k+ 1 operadores

l—v():t

Fa:l:

%(il"o +1h (3.24)

1
E(aniil“za“), a=1,2, ...k, (3.25)

que satisfazem as relagdes de anticomutacao,

{rov o=y = 1, (3.26)
{(rot ro+y = {r\-,r'-y =o, (3.27)
{ret re-} = §9, (3.28)
{ret 'ty = {11’ =o, (3.29)

como também (I''F)? = (I'“*)2 = 0. Todas essas equagdes podem ser provadas mediante o uso

de (3.18). Definindo os operadores nimero

A

No = 110, (3.30)
N = 1efre, (3.31)

similares ao oscilador harménico na mecanica quantica, € facil ver que eles formam um con-
junto de observaveis compativeis bem como o mesmo conjunto de autovetores. Suas respectivas

equagoes de autovalor sdo

Nolno,na) = nolno,na), (3.32)
Nlno,na) = nalno,na), (3.33)
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e eles obedecem as relacdes de comutagao

[No,T9%] = £, (3.34)
[N, 1%5] = 41, (3.35)

Nota-se entiio que 't e I'** fazem o papel de k + 1 operadores de levantamento enquanto
que T'%~ e I'’~ fazem o papel de k + 1 operadores de abaixamento similares e ao oscilador
harmonico. Os autovalores ng e n, assumem somente os valores O ou 1.

Como existem k+ 1 operadores de criacdo e aniquilagdo de estados, e cada operador
tem a possibilidade de atuar ou ndo em um estado, tem-se que a dimensao do espacgo de estados
dessa representacio espinorial é 271, Como D = 2k + 2, entdo a dimenséo do espaco fica
2IP/2] "onde [ ] representa o menor inteiro.

A representac@o espinorial pode ser construida definindo n = s+ 1/2, na qual s =
+1/2, forma-se uma base s = (so,s1,...,5¢) onde agora o estado de “vacuo” é definido pelo
espinor { =|—1/2,—1/2,...,—1/2), tal que

0T so=—1/2,51 = —1/2,....5.=—1/2) =T T* ¢ =0. (3.36)

Entdao um estado generalizado pode ser escrito como sucessivas aplicagdes dos operadores de

levantamento, de maneira indutiva,
|S0,S1, ...,Sk> = (rk+)sk+1/2”'(1—\1+)s1+1/2(1—\0+>s0+1/2g (3.37)

Considerando D = 2, observa-se que existem apenas os operadores de levanta-
mento/abaixamento I e T, que atuam nos estados |so = +1/2) = [+) e |so = —1/2) = |-)

da seguinte forma

M4 = )
=) = |+) (3.38)
L) = 1) =0

e pode-se construir as matrizes I'Y e I'! por meio de

( (+[0+)  (+]T|-) )
(—T1+) (~IT]-)

(3.39)

na qual I e I'! ficam dadas por

W:(O 1),1“1:(01). (3.40)
1 0 10
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Para D = 4 o espago de estados é composto por {|+,+),|+,—),|—,+),|—,—)} e
existirdo os operadores escada I T''* cuja atuacio é regida por (3.37). Entdo, dessa forma,

as representacdes matriciais para as matrizes I' podem ser escritas como

r = <S/17S6|F|507S1>
= (511 ® (s0/Tls0) @1s1)
= (@ (=@ ) TEHUrI) - @ |-) (3.41)

onde a,b,c,d = 0,1. Na equagao anterior estd implicito um produto direto de duas matrizes
2 x 2; a primeira é dada pela combinacdo dos indices a (linha) e b (coluna) enquanto que a
segunda matriz que faz parte produto € construida a partir dos indices c¢,d, € podemos escrever
as duas primeiras matrizes de Dirac como () — y<°‘) @ X(® onde, somente aqui, (a) =0,1,

Y% s30 as matrizes de Dirac em duas dimensdes e X () ¢ uma matriz a ser determinada. Usando

(3.41)), encontra-se que

-1 0
r(OC)ZY(O‘)®<0 1>:—¢”®&,(M=QL (3.42)
Para as matrizes 2 e [
r®Y) = (—|@ (-4 ) TErH4rrn’-y e |-)

= (=@ ([T L) e|-)
= L (—|(C')TE)r "))
= 1Lex?23, (3.43)

A partir das matrizes X (2’3), obtém-se

> 01 | 3 0 —i 2
I"f=1L® Lo =1l®o , I"'=0L&| 0 =1®o0", (3.44)
I

2 3

onde o!, 62 e 63 sdo as trés matrizes de Pauli definidas no apéndice
A generalizacdo para D = 2k + 2 ocorre de forma indutiva. Deve-se primeiro conhe-
cer a representagdo das matrizes de Dirac em D — 2 dimensdes, as quais podem ser denotadas

por ¥4 e que possuem ordem 2, e a partir delas constréi-se as matrizes de Dirac
r®=_4dgs’ 1P 2=1%02 I’ '=1x0, (3.45)

onde (o) =0,1,..,D—3. Até aqui deve ficar bem claro que a dimensionalidade do espago-

tempo deve ser par. Questdes sobre a dimensionalidade impar no contexto de representacoes
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espinoriais ficardo claras na proxima se¢ao.

3.3 O Espinores de Dirac e Weyl
3.3.1 Representagdo de Dirac

Seguindo a linha de raciocinio de (POLCHINSKI, [2007), foi visto anteritomente
que a principal estrutura presente na representacdo espinorial sdo as matrizes de Dirac. As-
sim uma das principais representagdes para férmions relacionadas a algebra de Clifford é a
representacdo de Dirac. Ela consiste em vetores colunas que possuem a mesma dimensao da
algebra de Clifford (isto é 2[D/2]) Egse vetores colunas satisfazem uma equacao especial, cha-
mada equagdo de Dirac, a qual serd construida nesse momento.

Historicamente a equacdo de Dirac foi proposta para solucionar problemas relaci-
onados a equacao de Klein-Gordon, os quais sdo expostos claramente em (RYDER, |1996). O
proprio Dirac notou que para eliminar tais problemas, o hamiltoniano deveria possuir somente
termos de momento elevados a primeira poténcia. No entanto, para isso ser consistente com a
equacao relativistica da energia, houve a necessidade da introducdo das matrizes I'. Ele postu-
lou, (LAHIRI; PAL, [2005)

H=ip-M), (3.46)

onde M € a massa da particula. Com essa relacdo, ao elevar esse hamiltoniano ao quadrado,

tem-se

L, o ~
H? = (T 100} pypy — M{TOT, 1) py — M2 (I°) (347

Por comparagio direta com a expressio para a energia relativisica de Einstein H = E = p> + M?,

tem-se
{r'r/ r'r%y = 28, (3.48)
{r'r’,r% = o, (3.49)
(' = -1. (3.50)

Manipulando adequadamente estas equacdes, mostra-se que {I/,[°} =0 e {IV,I’*} = 28/,
Logo torna-se possivel reproduzir a dlgebra de Clifford (3.18). A partir dela, demonstra-se a
propriedade

TH" =1rro. (3.51)

Por meio da equagdo de Schrodinger, com o Hamiltoniano dado por (3.46), chega-se na equagao
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de movimento para particulas de spin 1/2. Assim,

i%‘l’(x) =HY(x), (3.52)

onde aqui x representa as dimensdes espago-temporais e ¥(x) é um vetor coluna de dimensio
2[D/2], para que a equacao fique consistente. Esse vetor coluna é chamada de espinor de Dirac.

Substituindo o Hamiltoniano proposto por Dirac na equacao de Schroedinger, obtém-se
(T4 94 — M)¥(x) = 0. (3.53)

que € a famosa equacdo de Dirac, que descreve férmions massivos. No entanto também ¢é
possivel escrever essa equagdo na sua forma adjunta, a qual é satisfeita por um vetor linha,
chamado de espinor adjunto. Para isso toma-se o conjugado hermitiano na propria equagao de

Dirac e multiplica-se a direita por I'Y a equacdio. Com essas operacdes chega-se a
— =
P (x)(I 9 4 +M) =0, (3.54)

onde ¥ (x) = ¥’ (x)I'V é o espinor adjunto e ¥T* 9 4= 0,0,

Tratando o espinor de Dirac como um campo espinorial, é de extremo interesse
construir uma a¢do que fornega a equagdo de Dirac obtida anteriormente. Essa acio deve satis-
fazer os requisitos: (1) invariancia por taransformagdes de Lorentz e (ii) hermiticidade. Na acdo
deve-se ter quantidades escalares como P e WI 9, W, pois o espinor de Dirac se transforma
como ¥’ = S(A)¥, ou P =gl (A)¥. Logo, escreve-se a agdo do campo espinorial de Dirac

em D dimensdes como
Sijp = / dPXP(x) (TA s — M)W (x). (3.55)

Mais a frente, no estudo da localizagdo do modo zero, M serd substituido por um termo de

interacao.

3.3.2 Representacdo de Weyl

A representacdo de Dirac ndo € uma representagdo espinorial irreredutivel, do grupo
de Lorentz SO(1,D —1). O interesse aqui entdo é saber como construir outra representacao.

Para investigar isto, introduz-se a matriz
D—1
r=i*[]r'=i*rr..re-!, (3.56)
=0
que satisfaz as equagoes

(0)?=1, {r,r'}=o, [,*=o, (3.57)
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Os autovalores de I', os quais serdao chamados daqui para frente de quiralidades, sdo +1. An-
tes, na representacdo de Dirac a dimensdo do espaco de estados é 27!, Agora tomando por
referéncia os autovalores da matriz I', o espaco de estados fica dividido em duas partes inde-
pendentes; os 2* estados com quiralidade +1 formam uma representacdo de Weyl da dlgebra
de Lie do grupo de Lorentz, enquanto os outros 2* estados com quiralidade —1 formam uma
segunda representacdo independente de Weyl. Nessa representacdo torna-se conveniente definir

os operadores de projecao

1 1
PREE(I-I-F), PLEE(I—F), (3.58)
os quais satisfazem as propriedades
Pa=Pg, PP=P, Pr+P =1 PpPL=PPr=0. (3.59)

Esses operadores devem ser invariantes por transformac¢ds de Lorentz. Atuando esses operado-

res em um espinor de Dirac ¥ obtém-se novos espinores

Yr=RY, Y. =PV, (3.60)
chamados espinores chirais ou de Weyl. Eles satisfazem vinculos covariantes de Lorentz

[Wg =Yg, T'Y,=-Y.. (3.61)

Dessa forma fica claro que Wg e W, s@o as formas de Dirac dos espinores de Weyl de quiralidade
direita e esquerda.
Para D = 2k + 2, a relacdo entre as dimensionalidades das representacdes de Dirac

e Weyl sdo

2t = 2o + Liveyt (3.62)

Dirac

onde o lado esquerdo da igualdade é a dimensionalidade da representacao de Weyl. O “linha”
significa quiralidade —1.

Para o caso em que o niimero de dimensdes é impar, pode-se escrever D = 2k + 3.
Mas como construir as representacdes espinoriais do SO(1,2k + 2) nesse caso? Uma forma
bastante simples de resolver esse aparente problema consiste em acrescentar uma nova matriz ao
conjunto de matrizes I" do caso em que a dimensionalidade do espago-tempo € par de tal forma
que a 4dlgebra de Clifford continue sendo satisfeita (POLCHINSKI, 2007). Boas candidatas
seriam as matrizes I’ =T" ou I'® = —T"isso por causa das duas primeiras equacdes de (3.57).
Dessa forma resolve-se o problema e nota-se que a dimensao da representagdao nesse caso € a

mesma do caso par.
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Nao existe uma forma Unica para representar a matrizes Gamma de Dirac. Uma

forma bastante util que seréd usada nesta tese, serd (PARK, 2005)
@ =9y?gel 1P2=yxoc', M’ '=120, (3.63)

onde (o) =0,1,2,...,D—3, %0‘), Y e 1 sdo 2k x 2k matrizes de Dirac, quiralidade e identidade
em D — 2 dimensdes, respectivamente. Portanto, as matrizes gamma em dimensdes pares podem

ser escolhidas de maneira que possuam diagonal secundéria em blocos.

3.4 Espinores em Espacos Curvos

Uma vez introduzidas as representagdes espinoriais no espaco de Minkowski, agora
deseja-se construi-las na presenca de gravidade. Uma forma relativamente simples de estabe-
lecer uma conexao entre as representacdes do grupo de Lorentz no espaco de Minkowski e no

espaco curvo € usando o formalismo de vierbeins (RAMOND, 1981)).

3.4.1 Vierbiens

Na auséncia de gravidade as Leis da fisica sdo invariantes por transformacgdes de
Lorentz globais, isso € o que afirma o principio da relatividade. Para incorporar gravidade
nesse contexto € necessario recorrer ao principio da equivaléncia de Einstein, no qual € sempre
possivel escolher um sistema de referéncia tal que a gravidade desapareca localmente, chamado
de “referencial de queda livre”. Existe a necessidade de relacionar quantidades que estdo em
um referencial inercial com outras que estao no referencial do campo ou, em termos técnicos,
como relacionar quantidades no espaco “flat” com as do espaco curvo (também chamado de
espaco fisico)?

A resposta para esse questionamento estd na transformacdo de coordenadas. Seja
{xM } um sistema de coordenadas D dimensional curvo associado a variedade curvada Q e {ﬁA}
sdo as coordenadas “flats”(locais) tangente a variedade. Aqui deve-se fazer uma distin¢@o nos
indices relacionados as coordenadas locais e globais: Quando forem K,L,M N, ...,, se tratam
do sistema de coordenadas curvo e quando forem A, B,C, ..., J se tratam das coordenadas locais,
e ambos variam de 0 a D — 1. Quando as coordenadas forem (D — 1)-dimensionais, usa-se 0s
correspondentes gregos, isto é, o, 3, ... para as coordenadas locais e A, 1L, ... para as coordenadas
globais.

Esclarecido a notagao dos indices, realiza-se uma transformacdo de coordenadas
{xM} — {£4} e com isso pode-se escrever £4 = &4 (xM) ou de forma equivalente,
_9¢!
T oM

d&? dxM (3.64)



57

onde as derivadas sdo avaliadas no ponto de interesse. Os elementos da matriz de transformacado

entre as coordenadas envolvidas sdo chamados de vierbeins, definidos como

9EA

(%)

sendo que os indices sobrescritos designam a linha e os subscritos a coluna da matriz. Dessa

forma (3.64) se torna
dEA = ey (x)dxM (3.66)

e os elementos da matriz da transformagao inversa sao os vierbeins inversos,

dxM = %d A= esM(x)dEA. (3.67)

A relacdo entre esses vierbeins obtida de

dEA = M pypdx™ = e dEB = A yrep™ = 55, (3.68)
como também

dM = e,MdE? = eyMel ydxY = eMety = 8. (3.69)

A métrica do sistema de coordenadas curvo pode ser escrita em termos da métrica
“flat”, levando em conta que na transformagdo {&4} — {x} o tensor métrico pode ser escrito

na forma

gMN(x) = eAM(x)eBN(x)nAB. (370)

E, de maneira andloga, a métrica inversa é escrita como gV = e,M (x)eg" (x)n8. Pode-se ve-
rificar facilmente, usando (3.70) e a inversa da métrica que gMLgLN = 5,{‘,4 . De maneira aniloga

Nap pode ser escrita em termos das tetradas inversas da forma

Nas = eaMep” gun (3.71)

e a inversa fica dada por N8 = e4)efygMN. A dlgebra de Clifford (3.18) na presenga de

gravidade se torna
{r", 0¥} =24M% (3.72)

onde se torna necessario definir a relacao entre as matrizes de Dirac no espaco plano e no espago

curvo M = ¢, M1,
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3.4.2 Representacdo de Dirac

A acdo de Dirac no espaco de Minkowski possui uma simetria com relagdo as
transformacoes de Lorentz globais, isto é, transformagdes de Lorentz que ndo exibem de-
pendéncia das coordenadas espago-temporais. De fato, como foi mostrado anteriormente, no
caso da representagdo espinorial de Dirac, um espinor W(x) transforma-se de acordo com
Y(x) — S(A)¥(x), com S(A) independendo das coordenadas do espago-tempo.

No entanto, na presenca de gravidade, nao ¢ da mesma forma. Isso acontece princi-
palmente porque o grupo de simetria relativo ao espaco-tempo nao € independente das coorde-
nadas, devido ao fato da gravidade ser a propria geometria. Assim deve-se exigir que a a¢do de
Dirac seja invariante por transformagées de Lorentz locais, que dependerdo das coordenadas do
espaco-tempo. Em outras palavras, agora as transformagdes de Lorentz sofrerdao modifica¢des
em cada ponto do espaco tempo, por meio dos vierbeins. Nessas condicdes, o espinor de Dirac

ird se transformar localmente como
¥ (x) = S(x)¥(x), (3.73)
onde S(x) = S(A(x)), e a derivada do espinor se transforma como
(OP) = A (x) IS (x)F + Ap” (x)S(x)OnP. (3.74)

Note que no caso em que S ndo depende de x a covariancia da transformacgao é mantida, mas no
caso exposto aqui, ela é quebrada. Esse problema pode ser resolvido introduzindo uma derivada

spin-covariante Dy, definida por
Dy = esM (O +Qu), (3.75)

onde o campo Qy € a conexdo de spin. Ela desempenha um papel similar ao da conexdo afim
para o caso de derivadas de vetores e tensores em geometrias curvas (BIRRELL; DAVIES,
1984). Aqui ela € introduzida para que a derivada de um espinor no espago curvo mantenha
seu carater espinorial. Para que essa definicdo surta o efeito desejado, impde-se que Dys'V

transforme-se como um espinor, isto €,
(Dy¥) = ABS(x)Dp¥, (3.76)
e como consequéncia, descobre-se a lei de transformacgdo da conexdo de spin
Q) = —0uS(x)S™ 1 (x) 4+ S(x) QS (x). (3.77)

Agora para determinar a forma da conex@o de spin, considera-se transformacdes de lorentz
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locais,
A'p =85 +Swp(x), (3.78)

onde os @ p(x) sdo os parAmetros do grupo de Lorentz local e continuam obedecendo a
relacdo S wap(x) = —O @pa (x). A matriz S(x) em sua forma infinitesimal, que compde a representagio
espinorial do grupo de Lorentz local, possui a mesma forma de S(A) no caso sem gravidade,

que é

S(x) =1+ %ZAB&OAB : (3.79)

onde X4p continua sendo dado por (3.23). Assim substituindo na transformagio da co-
nexao de spin (3.77)), obtém-se

Qhy~ Quy — ézABaMswAB(x) — %[QM,ZAB]SwAB(x). (3.80)
Por outro lado, os vierbeins se transformam como
M u(x) = Ag(x)ePy(x) = My (x) + S p(x) el (x). (3.81)
Assim pode-se avaliar a transformacio da quantidade e*; VyseBL até a primeira ordem em S ®:
"V ye'BL ~ AV eB + 8M5a)BanC +808ce? [ VieCt + 8w’ 1€V el

Multiplicando essa equagéo por iX4p5/2 e comparando com (3.77)), pode-se inferir que a quanti-
dade ie?; VyePLlyap /2 satisfaz a equagdo de transformag@o para Q. Logo, baseado nesse fato,

pode-se escrever a conexao de spin como

i
Qu =" L Ve Eap = (e + T yne™)ap = S Q" T, (3.82)

onde os /48 sdo chamados de coeficientes da conexio de spin, que satisfazem a relacio de

antissimetria QA% = —Q)P4. Com esses resultados a derivada spin covariante fica escrita
como
M 1 4B
Dy =ey o + ZQM I'Al'p |, (3.83)

bem como a a¢do de Dirac

Sip= /dDXW(X) [FM (9M + %QMABFAFB) —Ml ¥(x), (3.84)



60

e a respectiva equacao de movimento

{FM (aM + %QMABFAFB) —M] ¥(x)=0. (3.85)

Esta é a equacgdo de Dirac acoplada com gravidade. No proximo capitulo, ela serd analizada no

contexto do MRS-II de co-dimensdo um.
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4 LOCALIZACAO DE MODO ZERO E RESSONANCIAS DO CAMPO
ESPINORIAL

Neste capitulo analisa-se a localizagdo do modo zero do campo espinorial sobre a
p-brana. Aqui obtem-se as condicdes para que a acao efetiva de Dirac seja bem definida. Logo
neste capitulo encontram-se solucdes da equagdo de movimento tais que a integral (1.8) seja

finita, o que € justamente a condi¢do de quadrado integravel na Mecanica Quantica.
4.1 Equacao de Dirac em Modelos de Mundo-Brana de Co-Dimensao Um

Como mencionado na introdug@o e na se¢ao o espectro de massa dos campos
no MRS-II € determinado por uma equagdo tipo Schrodinger. Nesta secdo serd obtida esta
equagao para o caso do campo espinorial levando-se em conta um espago-tempo com dimensao
arbitraria. Os resultados desta se¢do em diante foram o objeto de estudo desta tese e publicados
na forma de artigo cientifico intitulado “Spinors Fields in Co-dimension One Braneworlds”
(MENDES; ALENCAR; LANDIM, 2018).

Aqui serdo usados os contetdos introduzidos nos capitulos de revisao[2]e[3] Como
ponto de partida, considera-se a seguinte acdo D-dimensional para férmions de Dirac ndo-

massivos no espago curvo
Sip = [ P/ =g B Dy~ F (9, %) ~T™ouH (9, m)T1¥, @1

onde F(¢,m) e H(¢, ) sdo termos de interacdo que envolvem o campo escalar ¢ e o dilaton 7.

A equagio de Dirac resultante da acdo (4.1)) é
[TYDy — F (¢, ) —TY 9y H(¢, m)T] ¥(x,y) = 0. (4.2)

Os vierbeins diferentes de zero para a métrica de Randall-Sundrum |i sdo %y = AV) 5;} e

eAy = B0 3;‘. Desta maneira, as componentes nao-nulos da conexao de spin sio
1 -
Q= EA/(y)eA(y) BT, I,. (4.3)

Com o resultado dos coeficientes da conexdo de spin, pode-se avaliar o operador de Dirac
YDy P (x,y):

MDy¥(x,y) = (TH9y +THQu +eTVDy) ¥(x,y),

_ {eA(y) {ruau + %A/@)eA(y)B(y)ry} eB(y)Fyay}‘P(x,y),

onde usou-se ['*I";, = p+ 1 das matrizes gamma de Dirac e I'* = ¢4*I"* E, portanto, a equagio
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de Dirac nesta geometria pode ser escrita como

{r“a”+ef‘ {8 + (p;I)A (y)] I, — A [F(¢,n)+8yH((p,7t)]}‘I’(x,y):0. (4.4)

Como mensionado no capitulo (3| a representacdo espinorial do grupo de Lorentz muda com
relac@o a dimensionalidade do espago-tempo. Sendo mais especifico, quando D é impar, existe
um matriz que divide o espinor de Dirac em duas representagdes disjuntas, a qual sao chamadas
de representacao de Weyl, e quando D ¢é par, esta matriz nao existe e portanto nesta dimensi-
onalidade trabalha-se somente com a representacdo de Dirac. Assim, nas proximas secoes a

representacdo espinorial serd analisada separadamente, ou seja, casos em que D é impar ou par.
4.2 Reducao Dimensional

4.2.1 Dimensionalidade impar

Mais uma vez, de acordo com o que foi exposto no capitulo 3| a equacdo (4.4)
admite uma separacao de varidveis da forma W(x,y) = y(x) f(y), onde y(x) é o espinor de Dirac
na p-brana e f(y) € uma funcdo escalar da dimensdo extra y. Uma vez que a dimensao do bulk
neste caso € impar, conclui-se que a dimensionalidade da p-brana € par, pois o modelo é de co-
dimensao um. Entdo sobre a p-brana, além da representacdo de Dirac, existe as representacoes
de Weyl vy, (x) e y_(x) selecionadas pela matriz de quiralidade 7y, por meio de Yy, (x) =
Yot (x) € YW,—(x) = —y,—(x). Logo, pode-se admitir a seguite decomposi¢ao para os modos
de Kaluza-Klein

¥(x,y) Z Wit (X) frt (9) + W (%) fr- ()] - (4.5)
n
As equacdes massivas para os espinores na p-brana sao

YWt (x) = muy—(x), (4.6)
Y¥0uWn—(x) = muWi(x). 4.7)

Assim, substituindo em (4.4), as equagdo diferenciais para as fungdes f;+ (y) tornam-se
{9+ [F(9,m)+ QH©@, W]} fu- () = mae®O A0V 1 (), (48)
{0 =POF(0,m)+H(9.7)]} fus () = —maPO AL () 49)

Substituindo uma equacio na outra, obtem-se duas equacdes diferenciais ordindria de segunda

ordem, semelhante a (2.89). Entdo de acordo com a discussdo da se¢do [2.6.2] obtem-se duas
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equagoes tipo Schrodinger, cujos potenciais sao

—B(y)

Us(z) = A0 [F(¢,7) + 0,H(9,m))* + O, {*0) [F(¢,7)+AH(9,m)]}.  (4.10)

Diferentemente dos campos bosoOnicos, para os férmions, a dependéncia com a dimensionali-

dade do espago-tempo nao aparece explicitamente nas equagdes dos potenciais.

4.2.2 Dimensionalidade par

Para o caso em que a dimensionalidade do espago-tempo € par, a separacdo de
variaveis usada anteriormente nao € mais valida. Para explicar isto de maneira clara, sabe-se do
capitulo que a dimensao da representagado espinorial tem a forma 210/2] onde [D/2] representa
a parte inteira da divisdo D/2. Entdo, para D = 4, o espinor de Dirac € uma matriz coluna com
22 = 4 linhas. Para D = 5 o espinor de Dirac tem o mesmo nimero de componentes do caso
quadrimensional; mas para D = 6 o espinor de Dirac é uma matriz coluna de 23 = 8 linhas. O
problema reside na volta: quando a dimensao € reduzida de seis para cinco, o espinor de Dirac
deve reduzir o nimero de componentes de oito para quatro. Por isso que a simples separacao de
variaveis como foi feita no caso em que a dimensionalidade era impar, ndo € mais vélida. Entdao
a separac¢@o de varidveis consistente com esta situa¢do deve ser do tipo ¥ (x,y) = w(x) ® E(y),
onde y(x) é o espinor de Dirac sobre a p-brana, o qual possui 2!°/2/~1 componentes, & (y) é um
bi-espinor (matriz coluna com duas colunas) e & representa o produto de Kronecker (Apéndice
[A)) ou produto direto de duas matrizes. Entdo a decomposi¢do dos modos de Kaluza-Klein pode

ser da forma
Wlxy) = T A0 Y () @ &), (“.11)
n
Desta feita, de acordo com com as equagdes (3.45)), o operador I'*dy, pode ser escrito como
[%0g =9 + TP 205 = [%“ )+ Y0p- 2} ®0o' = (y%0y4) @ ¢! (4.12)
e escolhe-se I'y = P~ Assim, o termo I'*9,'¥(x,y) presente na equagio torna-se

T%u®(x,y) = (Y%9)@cle 3HAV an )@ &)

p+l

- Zyaaall/n ®0o gn( )

Usando a equag@o de Dirac Y*dg W, (x) = m, Wy, (x), a equagdo anterior torna-se

%0, ¥(x,y) =e —a Zmn% R 0E (). (4.13)
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Usando as propriedades das matrizes de Pauli expostas no apéndice |B| chega-se na seguinte
equagdo diferencial para & (y)

d&,(y)
dy

_ B0 { [F(§,7) + d,H(¢,7)] 6> — m,le*A@)ioz} E.(y) = 0. (4.14)

A matriz 62 é a matriz de quiralidade em duas dimensdes considerando IV = ic? e I'! = ¢!

como as matrizes de Dirac. Desta maneira, escreve-se o bi-espinor &,(y) como

Eus () ]
Ei(y) |

onde &, (y) e &,—(y) sdo fungdes complexas. Portanto, substituindo (4.15)) em (4.14)), chega-se

no seguinte sistema de equacdes diferenciais

Sn(y) = [ (4.15)

{0+ F (0, 1)+ H(9,7)] } &) = muefIA0E, (), (4.16)
{0,— PO F (9, 1)+ H(9, 7))} 6 () = —mePIA0E (). @1

Estas equacdes sdo idénticas ao caso em que a dimensionalidade era impar. E, portanto, a forma
matematica dos potenciais associados a cada equacdo tipo Schrodinger também sdo identicos
ao caso impar. No entanto a interpretacdo de cada potencial é diferente do caso impar. Se D é
fmpar, sobre a p-brana existe espinores de Weyl com quiralidades direita (y;,+(x)) e esquerda
(y,—(x)), e portanto, os potenciais sdo associados a cada espinor de Weyl. J4 quando D é par,
a representacdo espinorial proibe a existencia de espinores de Weyl sobre a p-brana. Assim,
sobre a membrana, existe apenas férmions de Dirac. Logo, quando a dimensionalidade € par, os
potenciais Uy (z) estdo associados ao mesmo espinor de Dirac. Entdo, foi percebido pelo autor
desta tese que no caso em que a dimensionalidade € par, existe uma maior liberdade de escolha
para os bi-espinores &, (y) e &, (y). Por exemplo, na préxima se¢do serd mostrado que as
escolhas &, (y) #0e &,_(y) =0ou &,4(y) =0 and &, (y) # 0 podem localizar o modo zero
do espinor de Dirac. No entanto estas escolhas particulares implicam na proibicao de modos
massivos sobre a membrana. Este fato pode ser verificado por substitui¢do direta nas equacoes
@.17). No estudo das ressonancias, esta escolha ndo pode ser levada em conta, pois
deve-se tomar m,, # 0.

O procedimento feito nesta secdo € equivalente tomar, de inicio, na equacdo de
Dirac (4.4), os espinores de Weyl

, Yoy =Y ()@ (4.18)

n

)
E(v) |

Este procedimento ndo € verdade para o caso em que a dimensionalidade é impar, em virtude

Wy (x,y) = Z‘/’n(x) ®

Ent ()
0
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da inexisténcia da matriz de quiralidade no bulk. Estes resultados serdo usados para o estudo da

localizagao do modo zero e das ressonancias de férmions em dimensdes arbitrarias.
4.3 Analise das Condicoes de Localizacao

Nesta secdo faz-se uma andlise geral acerca da localizacdo do modo zero, levando
em conta a acdo (4.1) e a equagdo de Dirac (4.4). Aqui também serd analizado em quais
condicdes o espinor de Dirac € localizado sobre a p-brana, como a localizagao depende da

dimensionalidade e quais parametros sd@o fundamentais para o sucesso do mecanismo.

4.3.1 Dimensionalidade impar

Para o caso em que a dimensionalidade do espago-tempo € impar, deve-se tomar as
equagdes (4.8) e (4.9). Para o modo zero elas fornecem

Fro®) F LV F (9, 7)+0yH (9, 7)) fro(y) = 0. (4.19)

Tém-se aqui um conjunto de duas equagdes direrenciais de primeira ordem independentes.

Logo, suas solugdes sao

fro(y) = Cyexp {i / dy' ) [F(o (), n(y') +HH (9 (), n(¥))] } : (4.20)

y

onde o indice (+) refere-se a quiradidade direita e o indice (-) corresponde a quiralidade es-
querda dos espinores de Weyl e C1 s@o constantes de integracdo arbitrdrias. A seguir mostra-se
que, neste cendrio, o termo de interacdo € fundamental para o sucesso da localizacdo do modo

zero. De fato, substituindo-se (4.5) em (4.1)), a acdo efetiva (D — 1)-dimensional torna-se
—+oo
Si2= /dD_leO—}—yuaﬂwo-l- {/_ dye_A(y)+B(y)’f0+()’)’2] +

—+oo
- / d" ' x Yo Y duvo- { dye A0HB)| £, (y)lz} : 4.21)

Nota-se entao que a localizacdo do modo zero depende da convergéncia das integrais
T _AB)+B0) 2
Iimpari — dye 3 Y ‘fO:I: (y)| . (422)

Portanto, usando as solugdes (4.20), tem-se

too /
Lmpars = dyexp{—A(yHB(y)iz /y dy’eB<y>[F<¢>7n>+8yH<¢,n>J}. (4.23)

—00

Como mencionado anteriormente, se os termos de interagdo ndo estivessem presentes na acao,

as integragdes (4.23)) ndo iriam convergir, pois teriam-se integragdes de uma func¢ao exponencial
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crescente em toda a dimensdo extra, o que acarretaria em uma divergéncia. Logo, dependendo

da forma funcional dos termos de interacdo, a localizacao pode ser bem sucedida.

4.3.2 Dimensionalidade par

Agora a atencdo serd voltada para a dimensionalidade par. Neste caso, as equagdes

e para m = 0 tornam-se
&0 () F LV IF(9.7) +0,H(9. 7)) o (v) =0, (424)

com solucdes
o (y) =Erexp {i /y dy V) [F(9(y),m(y) + HH(9(Y), m("))] } 7 (4.25)

onde Ei sdo constantes complexas arbitrarias. Semelhantemente ao que foi feito na subsecao
anterior, substitui-se (4.11)) em (4.1). Como resultado, tem-se que a agdo efetiva de dimensao
D — 1 para o modo zero é

oo

Sij2= / A x o auwe | dye O (180, ()P + 180~ ()] (4.26)

Semelhantemente ao que foi feito no caso anterior, também analisa-se a convergéncia da integral
T —AG)+B) 2 2
Ipar = | dye P |80 ()7 + |80~ (0)I7] (4.27)

Portanto, substituindo as equagdes (4.25) na integral I,,, mostra-se que
Ipar = Iimpar+ +Iimparf ) (4.28)

onde I par+ $30 dados pela equagio (#.23). De acordo com a equagio (#.28), o espinor de Dirac
Wo(x) s6 é localizado se limpar+ € Limpar— convergirem simultdneamente. No entanto, na mai-
oria dos casos, essa condi¢do ndo € obedecida, comprometendo o mecanismo de localizacdo.
Este aparente problema pode ser resolvido, somente para o0 modo zero, escolhendo apropriada-
mente as fun¢des complexas & (y) e &— () de tal maneira que elas continuem satisfazendo as
equagoes diferenciais e (4.17). Nesta tese a escolha feita foi &y (y) #0e §_(y) =0sea
integral J;;,,pqr— for divergente, e portanto a equagao torna-se Ipar = limpar+, OU Eor(y)=0
e Eo—(v) # 0 se a integral L pq for divergente, e com esta escolha a equacdo (4.28) toma a

forma Iyar = Limpar—-
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4.4 Casos Especiais
4.4.1 Brana Fina

Primeiro serd analizado a localizacio do modo zero para o caso de uma p-brana
tipo delta de Dirac, que foi introduzido na se¢éo Substituindo A(y) = —kpl|y|, F(¢,7) =
H(¢,7) =0e B(y) = 0 nas equagdes e ([4.25), encontra-se que fy(y) =constante e &y(y)
como sendo um espinor constante também. Para este caso, a integral de localizacido toma a

forma
— 2 kply| %)
IimpaH— = Iimpar— =I= |C| / dye P — o, (4.29)

Portanto, pode-se observar que férmions de Dirac ndo sdo localizados tanto em dimensdes
impares como em dimensdes pares. O trabalho de (BAJC; GABADADZE, 2000) analizou o
caso particular em que D = 5. Logo o resultado encontrado foi uma generalizacdo do caso
pentadimensional. No contexto de p-branas tipo delta de Dirac a localizacdo s6 € bem sucedida
para o caso de membrandas de tensdo negativa (k, < 0). No entanto os casos de membrana com
tensdo negativa devem ser analizados com maior cuidado, em virtude de nao satisfazerem as
condicdes padroes de energia positiva e a presenca de singularidades (BURGESS et al., 2002).
Assim para localizar férmions de spin 1/2 no contexto de MRS-II usa-se 0 mecanismo proposto
por (KEHAGIAS; TAMVAKIS, 2001), que consiste na introdu¢do de um termo de interagao

dos férmions com campos escalares.

4.4.2 Brana espessa sem acoplamento com dilaton

Quando considera-se o0 modelo Randall-Sundrum suave, sem a presenca do dilaton,

a fungdo A(y) do fator de dobra é dada por (2.47) e pode ser escrita ainda por

B
) _ exp [{tanhz(by)]
[cosh(by)

(4.30)

O tipo de interagdo escolhida aqui serd a de Yukawa, dada por F(¢,7) = F(¢) = 110, onde 1;
¢ uma constante de acoplamento e ¢(y) o campo escalar que fornece solu¢do de Kink. Desta

forma as integrais de localizacdo (4.23)) tornam-se
2 [T 2(Byan, /b) Bp. .»
linpars = C+? [~ dylcosh(by) 2rem /P exp | 22 ant? by |. (431)

A avaliagdo deste tipo de integracdo deve ser feita assintoticamente. Para y — 4o, 0 integrando
possui um comportamento proporcional a e22l¥(BoEani/b) ¢ 3 integral |j ird convergir se

bﬁp.

Imi| > —= (4.32)
a
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Portanto quando a dimensionalidade do bulk for impar, os espinores de Weyl de quiralidade es-
querda yp_ (x) serdo localizados se a condigdo 1y > 0 € satisfeita. Entretanto, se 17; < 0 somente
espinores de Weyl de quiralidade direita yg, (x) s@o localizados, isto se a mesma condigdo so-
bre 1 for verdadeira. Logo, pode-se concluir que quando a dimensionalidade do espago-tempo
¢ impar, espinores de Weyl com quiralidades diferentes nao podem ser localizados simultanea-
mente.

Quando a dimensionalidade do espaco-tempo € par, como ja mensionado varids
vezes, ndo existe espinores de Weyl na p-brana, assim os sinais + estdo relacionados as funcdes

complexas &y (y). Portanto, de acordo com a se¢do fermions de Dirac sdo localizaveis,

paran; > 0se & (y) =0e E_(y) ZOouparan; <0se & (y) #0e E_(y) =0.

4.4.3 Brana espessa com acoplamento com dilaton

Nesta se¢do serd analizado a localiza¢cao do modo zero de férmions quando o dilaton
é inserido. Neste contexto, considera-se H(¢,7) =0, F (¢, ) = ny¢e 7, onde 1> é uma cons-
tante de acoplamento da interac¢@o tipo Yukawa e A é uma constante de acoplamento referente
ao dilaton 7(y). Neste caso considera-se a fung¢do A(y) também dada por mas B(y) # 0
agora ¢ dada por (2.67). Assim a integral de localiza¢ao (4.23) para a dimensionalidade par fica

+oo ,
Limpar = |C<*> | dyexp [(r—l)A(y):l:Zanz / dy e 2AVIPMP)AY) (anh(by') | . (4.33)
e y

Aqui define-se o, = r+2A+/rpMP, e portanto existirdo dois casos a serem analizados: (i)
o, =0e(ii) o # 0.

4431 Casol: o =0

Neste caso a integral de localizagao (#.33)) pode ser escrita como

+oo ﬁ[’(r71>t h2 b
Iimpar:l: == |C:|:‘2 dye{ : ank y)}

[Cosh(by)]z[ﬁp(1—’)ian2/b]‘ (4.34)

Novamente a avaliagdo destas integrais serd feita assintoticamente. Quando y — =oo, tem-se

que

oo o)
dyexp (iaTnz\y\), forr=1,

o (4.35)
/_w dyexp{2[B,b(1 —r)£am]|y|}, forr+ 1.

Iimpar:l: &

Para r = 1 e considerando dimensionalidade impar, tem-se um resultado semelhante ao caso de
brana espessa, i.e., somente férmions de quiralidade esquerda (direira) sdo localizados, isto se

n2 > 0 (2 < 0). Quando a dimensionalidade do espaco-tempo € par, férmions de Dirac sdo
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localizados somente se for escolhido &y (y) =0 e Ey_(y) # 0 para 12 > 0 ou &p4(y) #0 e
&o—(y) =0 para 1, < 0. Entretanto, para r # 1, a andlise é mais delicada, porque a densidade
de energia deve ser finita. Neste caso, a localizagdo ird ser bem sucedida se B,b(1 —r) &
any < 0.

Para 0 < r < 1, esta condi¢do pode ser escrita como |1>| > B,b(1 —r)/a e portanto
conclui-se que, quando a dimensionalidade é impar e quando 1, > 0, fermions de Weyl de
quiralidade esquerda sdo localizados. Mas por outro lado, se 17, < 0, entdo somente férmions
de Weyl de quiralidade direita sdo localizados. Para dimensdes pares, o espinor de Dirac yp(x)
serd localizado se for escolhido &y (y) =0e &y_(y) A0 paran, >0ou &y (y) #0e&—(y) =0
para 1, < 0.

Para r = (p+1)/2 > 1, a condigdo de localizagdo pode ser escrita como |1z| <
Bpb(D —3)/2a, onde D é a dimensionalidade do bulk. Portanto, tanto para 1, > 0 como para
M2 < 0, o espinor de Dirac yp(x) € localizado em dimensdes pares e impares. Além disso, neste
caso, o mecanismo de localizagdo é melhorado com o aumento da dimensionalidade, ou seja,

quanto maior a dimensionalidade mais confinado o espinor de Dirac serd sobre a p-brana.

4432 Caso2: a,#0
Neste caso, pode-se definir a integral
1(y) = / dy'e®0") tanh(by'), (4.36)
y
e portanto para y — oo tem-se que

1
1(y) —ﬁe—“ply‘, (4.37)
14

e entdo a integral de localizagio (#.33)) torna-se

—+oo
dyexp (:Faa—me_al’|y|) , forr=1;
Limpar P P 4.38
impars + d anz o,y (439
yexp —(r—l)ﬁpb|y\$a—e , forr=#1.
e »

Diferentemente do caso anterior, para cada valor de r deve-se analizar o sinal de ¢,. Assim,
para r = 1 tem-se duas situagdes: ¢, < 0 and @, > 0. Quando @, < 0, de acordo com (4.38),
para dimensdes impares férmions de quiralidade direita yo(x) sdo localizados somente se
N2 > 0. Por outro lado, férmions de quiralidade esquerda sao localizados somente se 1, < 0.
Assim pode-se concluir que espinores com diferentes quiralidades ndo sdo localizados simulta-

neamente. Quando a dimensionalidade do bulk é par o espinor de Dirac yy(x) serd localizado

mediante a escolha &y, (y) 0 e & _(y) =0 para 3 > 0 ou &y (y) =0 e E_(y) # 0 para
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12 < 0. Quando ¢, > 0, a primeira integral ¢ sempre divergente, e portanto neste caso,
nao € possivel localizar espinores tanto em dimensdes pares como em dimensdes impares.
Para 0 < r < 1, também sera feita a andlise levando em conta os casos o, < 0 e
o, > 0. Quando o), < 0, tem-se que a integral de localiza¢@o I, pqr+ torna-se assintoticamente
idéntica ao caso anterior (r = 1), gerando os mesmos resultados. Quando o, > 0, a integral

Iimpar:l: fica
e 1 b
Timpars. = / dye BBy oo, (4.39)

Desta maneira, observa-se que nao € possivel localizar campos espinoriais tanto em dimensoes
pares quanto impares.

Por fim, quando r = (p+1)/2 > 1 e o, < 0, nota-se que os mesmos resultados
do caso r =1 e o, < 0 sdo gerados. Isto se deve ao fato de que quando y — oo 0 termo
$a—nze*“ﬂ‘y | ¢ dominante sobre o outro temo — (r — 1)B,b|y| do integrando da segunda equagdo
(4.38). Entretanto para ;, > 0 a segunda equagdo torna-se

oo (D-3)
Limpar+ o dye*Tﬁl”bU| < oo, (4.40)

—o0

e pode-se concluir que o espinor de Dirac yp(x) é localizado tanto na dimensionalidade par
quanto impar, independentemente do sinal do parametro 1;. Este € um resultado que chamou
muita aten¢@o, porque uma escolha adequada deste parametro r, que € exclusivamete relacio-
nado ao bulk, elimiou qualquer escolha do sinal da constante de acoplamento 1),. Isso ndo foi
encontrado na literatura cientifica da atualidade, porque a maioria dos pesquisadores da drea
quase sempre adota a escolha r = 1/4. E, como mostrado anteriormente, este valor de r ndo é

uma boa escolha para localizar férmions.

4.4.4 Acoplamento derivativo com o dilaton

Agora serd analizado a localiza¢do do modo zero para F (¢, ) =0 and H(¢,7) =
hr(y), onde i é uma constante de acoplamento real. Este assunto é abordado por (LIU et al.,
2014)) mas somente para D = 5 e r = 1. Aqui, faz-se uma anélise mais completa. Para o caso

em questdo, a integral de localizagdo (4.23)) torna-se

oo MP
Tipare = CI? [ dyexp | (r—1DA(y) F 4hy | P2 eO)

=) r

(4.41)
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Para verificar a convergéncia ou a divergéncia desta integral, deve-se analizd-la assintotica-

mente. Quando y — oo, tem-se

—+oo
dyexp (:F4h\/le’e_2bﬁ"|y|> , forr=1,
Iimpari & _+<x> 14 (442)

M |
dyexp | —2bB,(r— 1)|y| F4h pTe*ZbBP’M , forr#1.

Para r = 1 a integral [ pqr+ diverge, pois e 2B —5 quando y — Foo, € por-
tanto F4h/pMPe2bPr| tende para uma valor constante. Dessa forma conclui-se que o campo
espinorial de spin 1/2 ndo sdo localizados tanto para a dimensionalidade par quanto impar.

Para 0 < r < 1, a integral I;, 4+ torna-se
b1
Limpar+ ¢ / dye?PPr(1=rbl 5 oo (4.43)

E portanto, mais uma vez, tanto para as dimensionalidades impares quanto para as pares, nem
férmions de Weyl nem de Dirac sdo localizados.

Parar= (p+1)/2 > 1, tem-se que
e (D-3)
Limpar+ / dye~ P < o) (4.44)

mostrando, diferentemente dos casos anteriores, que o campo espinorial de Dirac € localizado
sobre a p-brana, tanto para o caso em que a dimensionalidade € par, como para o caso impar.

Este resultado mostra mais uma vez a influéncia do paramatro » no mecanismo de localizagao.
4.5 Ressonancias

Agora a atencdo serd voltada para os modos massivos, em especial para a possibi-
lidade de existéncia de modos ressonantes sobre a p-brana. A andlise serd baseada no método
numérico apresentado na secao e € estritamente dependente do tipo de potencial exibido
pela equagdo tipo Schrodinger. Nesta sec¢do serd considerado o modelo de membranas geradas
por campos escalares tal como encontrado em (KEHAGIAS; TAMVAKIS, 2001}, no entanto
sempre observando se a dimensionalidade do bulk influencia o aparecimento de picos de res-

sonancias.

4.5.1 Acoplamento Yukawa-Dilatonico

Nesta subsecdo a andlise é baseada nos potenciais (4.10) para o caso em que F (¢, ) =
N2¢e ** and H(¢,n) = 0, para as dimensionalidades do bulk fixadas em D = 5,10, levando
em conta os seguintes valores para o parametro de deformacdo s = 1 (ndo-deformado), s = 3

e s = 5, atribuindo os seguintes valores para a constante de acoplamento do dilaton A = 0,4 e
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A =1//pMP.
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Figura 12: Potenciais U(z) e coeficiente de transmissdo 7'(m?) para férmions de Weyl de
quiralidade esquerda (D = 5) e férmions de Dirac (D = 10) escolhendo &,_(x) e N, = 1 com
A = 0,4. A linha continua representa o potencial para D = 5 enquanto que o pontilhado
representa o potencial para D = 10,e s =1 (a,d), s=3 (b,e) and s =5 (c, ).

Tabela 1: Picos de ressonéncia para férmions de quiralidade esquerda (D = 5) e para férmions
de Dirac (D = 10, escolhendo &, (x)) para A = 0,4.

Defeitos Topoldgicos Picos de Ressonéncia (m?)
s=1 - - - - - -
s=3 0,35 - - 1,5 - -
s=5 0,36 | 0,75 | 1,1 | 1,75 | 2,3 | 2,85

Dimensionalidade D=5 D =10

Para o caso em que A = 0,4, analisa-se fermions de Weyl de quiralidade esquerda e
direita (D = 5) e o espinor de Dirac (D = 10). Mostra-se os respectivos potenciais e coeficientes

de transmissdo na Figs. [12]e[I3] Particularmente, em dimensdes pares, se o coeficiente de
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Figura 13: Potenciais U(z) e coeficiente de transmissdo 7'(m?) para férmions de Weyl de
quiralidade direita (D = 5) e férmions de Dirac (D = 10) escolhendo &, (x) e n; = 1 com
A = 0,4. A linha continua representa o potencial para D = 5 enquanto que o pontilhado
representa o potencial para D = 10,e s =1 (a,d), s=3 (b,e) and s =5 (c, ).

Tabela 2: Picos de ressonancia para férmions de quiralidade direita (D = 5) e para férmions de
Dirac (D = 10, escolhendo &, (x)) para A = 0,4.

Defeitos Topolégicos | Picos de Ressonéncia (m?)
s=1 - - - -
s=3 0,63 | - |0,65 1,8
s=35 048109 | 1,4 1,9
Dimensionalidade D=5 D=10

transmissio relacionado a &, (x) ou &, (x) mostra um pico de ressonancia para m> < U,
entdo esta ultima condic¢do € suficiente para a existéncia de modos ressonantes sobre a p-brana.
No caso de dimensdes impares, como existem espinores de Weyl com diferentes quiralidades,

a andlise dos modos ressonantes deve ser feita de maneira separada, isto €, deve-se plotar os
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gréaficos dos potenciais e coeficientes de transmissado relativas a cada quiralidade.

O potencial para férmions de quiralidade esquerda para s = 1 € similar a uma bar-
reira de potencial dupla, assim € possivel que exista modos ressonantes (LANDIM et al., 2011}
LANDIM et al., 2012; ] ALENCAR et al.| 2013). Por outro lado, para férmions de quiralidade
direita, quando s = 1 isto ndo é verdade, porque o potencial tem a forma de uma barreira sim-
ples. No entanto pode-se observar que mesmo o potencial mostrado na Fig. (a) sendo da
forma de uma barreira de potencial dupla, ndo apresenta modos ressonantes. Também pode-
se observar nestes casos que os defeitos topoldgicos deformados sao responsaveis diretos pelo
aparecimento de picos de ressonncias. Observa-se, que para o caso em que A = 0,4 (Fig. [12),
que o numero de picos de ressonancia aumenta com o aumento do parametro de deformacgao
s, 0 que ja era esperado. No entanto, um aspecto novo € o deslocamento destes picos com o
aumento da dimensionalidade, como mostra a Fig. [[2]e a tabela[I] para os casos s = 1,5.

Os potenciais e coeficientes de transmissdo para férmions de quiralidade direita
(D = 5) e férmions de Dirac (D = 10) usando a fungéo &, N (y) sdo mostrados na Fig. Neste
caso, observa-se que o potencial para o caso s = 1 possue a forma de barreira Unica, e portanto
ndo apresenta modos ressonantes. No entanto para os casos em que s = 3,5, isto €, na presenga
de defeitos topoldgicos deformados, apareceram picos de ressonancia como mostrado na tabela
Entao mais uma vez os resultados obtidos reforcam a afirmacao de que as ressondncias sao
fortemente dependentes do parametro de deformacao s.

De acordo com os resultados obtidos até aqui, observou-se que defeitos topoldgicos
deformados sdo os principais responsaveis pelo aparecimento de picos de ressonancia, mos-
trando que o aumento na dimensionalidade do espago-tempo ndo influenciam em nada neste
aspecto. No entanto, apés estas observagdes, analiza-se o caso em que A = 1/(2,/p) (Fig.
(d)), e observou-se a formacgao de um pico de ressonancia para D = 10 sem a presenca de defei-
tos topoldgicos deformados. Este fato faz cair por terra o argumento de que somente defeitos
topoldgicos deformados contribuem para o aparecimento de picos de ressonancia. O autor desta
tese descobriu que modos ressonantes podem aparecer quando aumenta-se a dimensionalidade
do espaco-tempo. A tabela [3{ mostra um pico de ressonancia formado em m? ~ 10,5, quando

D = 10, enquanto que para D = 5 ndo existem modos ressonantes.

4.5.2 Acoplamento derivativo com o dilaton

Nesta subsecd@o considera-se um caso que ainda nao foi estudado na literatura, que
¢ o estudo dos modos ressonantes para um acoplamento do tipo F(¢,n) =0e H(§,7) = hr.
O que foi feito na literatura encontra-se no trabalho (LIU et al., 2014) somente para D =5 e
sem defeitos topoldgicos deformados. Entdo o autor desta tese propds uma generalizagdo para

modelos de co-dimensido um, a luz do Método da Matriz de Transferéncia.
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Figura 14: Potenciais U (z) e coeficiente de transmissdo 7' (m?) para férmions de Weyl de
quiralidade esquerda (D = 5) e férmions de Dirac (D = 10) escolhendo &,_(x) e 1, = 1 com
A =1/(2,/p). A linha continua representa o potencial para D = 5 enquanto que o pontilhado
representa o potencial para D = 10,e s =1 (a,d), s=3 (b,e) and s =5 (c, ).

Tabela 3: Picos de ressonéncia para férmions de quiralidade esquerda (D = 5) e para férmions
de Dirac (D = 10, escolhendo &,_(x)) para A = 1/(2,/p).

Defeitos Topologicos Picos de Ressonancias (m”)
s=1 - - - | 10,5 - -
s=3 04(15] - | 28 40| -
s=35 08 12| 1,7 3,0 | 3,6 |42

Dimensionalidade D=5 D=10

Mostra-se na Fig. [I3] (a) os gréificos dos potenciais para fermions de quiralidade
esquerda (D = 5) e de férmions de Dirac (D = 10) tomando a fungéo &,_(x) para o caso do
acoplamento derivativo com o dilaton. Na Fig. [I5](d) mostra-se o coeficiente de transmissdo

para D = 5,10 e s = 1. Neste caso, embora o potencial possua a forma de uma barreira de
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Figura 15: Potenciais U (z) e coeficientes de transmissdo T (m?) para férmions massivos de
quiralidade esquerda para D = 5 (linha continua) e para férmions de Dirac para D = 10
(pontilhado) escolhendo a fungdo &, (x) comh=1es=1(a,d),s=3(b,e)and s =5 (c, )
considerando um acoplamento derivativo com o dilaton.

Tabela 4: Picos de Ressonancia relacionados com a Fig.

Defeitos Topoldgicos | Picos de Ressoancias (m?)
s=1 - - - -
s=73 0,16 - 0,65 -
s=5 0,02 | 0,17 | 0,15 -

Dimensionalidade D=5 D=10

potencial dupla, ndo foi observado a presenca de modos ressonantes. Nas Figs. [I3] (b), (c) e
E] (e), (f) também mostra-se os potenciais e coeficientes de transmissao para os casos em que
existem defeitos topoldgicos deformados para s = 3,5. Nestes, ouve a formagdo de picos de
ressonancia, como mostra a tabela [4]

Para o caso de férmions de quiralidade direita (D = 5) e férmions de Dirac tomando
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Figura 16: Potenciais U (z) e coeficientes de transmissdo T (m?) para férmions massivos de
quiralidade direita para D = 5 (linha continua) e para férmions de Dirac para D = 10
(pontilhado) escolhendo a fungédo &, (x) comh=1es=1(a,d),s=3(b,e)and s =15 (c, )
considerando um acoplamento derivativo com o dilaton.

Defeitos Topoldgicos | Picos de Ressonancias (m?)
s=1 - - - -
s=3 033 | - 1025 -
s=15 0,07 | 0,23 | 0,05 | 0,19

Dimensionalidade D=5 D =10

Tabela 5: Picos de Ressonancia relacionados com a Fig.

agora a fung@o &, (x), tem-se a Fig. onde novamente sdo mostrados os potenciais e coefici-
entes de transmissdo. Mais uma vez observa-se que os defeitos topolégicos deformados ficaram
responsdveis pelo aparecimento de picos de ressonancia.

De maneira geral, para o caso de um acolamento derivativo com o dilaton, conside-
rando D =5, 10, observou-se que o aumento da dimensionalidade do espaco-tempo nao exerceu

qualquer influéncia para o aparecimento de picos de ressonancia. Uma hipotese baseada na Fig.
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(d), é que para dimensdes superiores a 10, pode existir algum pico de ressonancia, para
fermions de quiralidade esquerda ou para espinores de Dirac tomando a fungdo &,_(x). Ou-
tro resultado que foi observado nesta subse¢do foi o deslocamento descendente dos picos de

ressonancia, como mostrado nas tabelas M e [5]
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5 CONCLUSAO E PESPECTIVAS

Nesta tese de doutorado foram analizados a localizacdo do modo zero e as res-
sonancias de férmions de spin 1/2 no contexto de modelos tipo Randall-Sundrum de co-dimensao
um. Como mensionado no texto desta tese, 0o modelo de co-dimensao um € um modelo de branas
com bulk D-dimensional com uma dnica dimensao extra. O assunto de localizacao de férmions
e a analise dos modos ressonantes € extensivamente abordado na literatura atual, mas somente
para o caso em que D = 5,6. O autor desta tese em conjunto com o orientador e co-orientador
generalizaram para mais dimensdes e procuram explorar a influéncia do nimero de dimensoes

no mecanismo proposto. Os resultados da localizagdo do modo zero encontram-se sumarizados

nas tabelas (6] e (7).

Tabela 6: Resumo dos resultados da localizagao do modo zero para férmions de spin 1/2 em
dimensdes impares. Os espinores Yy (x) e Yo+ (x) representam espinores de Dirac e Weyl sobre
a brana, respectivamente.

Modelo Parametros Resultados
Brana Fina k, >0 - Yo (x) nao—logahzados

k, <0 - Yo+ (x) localizados

Brana espessa sem o dilaton m >0 - Yo (x) local}zado

m <0 - Yo+ (x) localizado

O<r<l .
>0 P Yo (x) localizado
Brana espessa com o dilaton (¢, = 0) ! z (<p :—<1 )1/ 2 Yoz (x) localizados

Yo+ (x) localizado

N2 <0 r=
r=(p+1)/2 Wo(x) localizado
O<r<l1 .
>0 P Yo+ (x) localizado se ¢, < 0
r=(p+1)/2 Yot (x) localizados
Brana espessa com o dilaton (a, # 0) 0 j 1 <1 vo_ (x) localizado se ot < 0
Mm <0 4+ 1))2 Yo (x) localizado se a, < 0
—\P Yo (x) localizado se ¢, > 0
0<r<1 Yo+ (x) ndo-localizados
Derivada do dilaton h#0 r=1 Yo (x) ndo-localizados
r=(p+1)/2 Vot (x) localizado

Foi encontrado no caso de membranas tipo delta de Dirac, tanto para dimensoes
impares quanto pares, que o0 modo zero de férmions ndo sdo localizados, exceto para o caso em

que a tensdo na brana € negativa (k,, < 0). Para o caso de branas espessas sem dilaton, observou-
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Tabela 7: Resumo dos resultados da localizagdo do modo zero para férmions de spin 1/2 em
dimensdes pares. Os espinores Yy (x) e Yo (x) representam espinores de Dirac e Weyl sobre a
brana, respectivamente.

Modelo Parametros Resultados
Brana fina ky, >0 - Yo (x) nao-logahzado
k, <0 - Wo(x) localizado
. n1 >0 - W (x) localizado se &y (y) =0
Brana espessa sem o dilaton <0 - v (x) Tocalizado s &_(y) = 0
O0<r<l1 )
m >0 — Wo(x) localizado se &y (y) =0
Brana espessa com o dilaton (¢, = 0) r=(p+1)/2 Yo(x) localizado
O<r<l (x) localizado se y—(y) =0
N2 <0 r=1 Vo 0-\Y) =
r=(p+1)/2 Wo(x) localizado
0<r<l1 Yo (x) localizado para ¢, < 0
M2 >0 r=1 and §_(y) =0
r=(p+1)/2 Yo (x) localizado
Brana espessa com o dilaton (¢, 7# 0) O<r<l Yo (x) localizado para o, < 0
n2<0 r=1 C§0+(y):0
r=(p+1)/2 Yo (x) localizado para ¢, < 0
e o+ () =0
Vo (x) localizado para o, > 0
0<r<l1 Yo (x) ndo-localizado
Derivada do dilaton h+#0 r=1 Wp(x) nao-localizado
r=(p+1)/2 Wo(x) localizado

se que para uma interacdo dos férmions com o campo escalar do tipo Yukawa F(¢) = 119,
somente férmions de quirais sdo localizados em dimesdes fmpares se a condigdo |n;| > B,b/a
fosse satisfeita. Neste contexto férmions de quiralidade esquerda sdo localizados se 171 > 0 ou
férmions de quiralidade direita se 177 < 0. Entretanto para a dimensionalidade par descobriu-se
que o espinor de Dirac é localizado se &y (y) =0 e & _(y) # 0 para 7y > 0 ou &y, (y) #0
e &—(y) = 0 para n; < 0. Quando o dilaton é inserido, por meio do acoplamento F(¢, ) =

moe **

observou-se que o mecanismo dependia de dois parametros livres 1, e r, como mostrado na

, a localizagdo do modo zero foi dividida em dois casos: @, =0 e Q, = 0, onde

tabelas @ e . Quando o, = 0 analizou-se a influencia do sinal de 1), junto com os valores
possiveisde r. Paran; >0 (M2 <0)e0<r<loumn; >0(n <0)er=1tem-se que férmions
de quiralidade esquerda yp_(x) (direita Yy (x)) sdo localizados para dimensdes impares e o
espinor de Dirac yy(x) era localizado se Ey_(y) # 0 (o1 (y) # 0) e & (y) =0 (Eo—(y) = 0.
Quando ¢, # 0, férmions de quiralidade direita Wy, (x) (esquerda y_ (x)) sdo localizados nos
casos 2 >0 (M <0)0<r<landr=1if a, <0. Parar=(p+1)/2 o espinor de Dirac

€ localizado independentemente de ¢, tanto para dimensdes impares quanto para dimensdes
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pares, independente do sinal de 1,. Por fim, para o caso de um acoplamento derivativo com o
dilaton H(¢,m) = hm, o parAmetro h ndo influencia no mecanismo localiza¢do e férmions de
Dirac sao localizados somente se r = (p+1) /2 > 1.

Para o estudo das ressonincias nos modelos Randall-Sundrum ndo-deformados e
deformados, foi usado o método da Matriz de Transferéncia. Em todos os modelos considera-
dos nesta tese transformou-se as equagdes diferenciais nas dimensdes extras em equagdes tipo
Schrodinger, dando atencdo aos potenciais gerados. De maneira geral, os resultados obtidos
reforcam a afirmacdo de que o aparecimento de picos de ressonancia estdo intimamente ligados
aos defeitos topoldgicos deformados. A grande explicacdo para isso € porque estes defeitos to-
poldgicos deformados aumentam a distancia entre as barreiras de potencial, como mostrado na
Fig. por exemplo. No entanto, descobriu-se que os defeitos topoldgicos nio sao os tinicos
responséveis pelo aparecimento de picos de ressonancia. Quando A = 1/2/pMP, especifica-
mente para D = 10 (p = 8), um pico de ressonéncia é formado (Fig. [12)), mostrando que o
aumento da dimensao do bulk influencia sim no aparecimento de picos de ressondncia. Isso
acontece por que sabe-se que o aparecimento de picos de ressonincia sdo dependentes também
das constantes de acoplamento 7, e A. Quando aumenta-se a dimensionalidade, de acordo com
a Fig. [T12] o valor maximo do potencial ¢ aumentado, que pode ser interpretado como um au-
mento no valor da constante de acoplamento 7. Outro aspecto intereesante que foi observado
foi o deslocamento (ascendente Figs. (c), ) e (e), (f) ou descendente no caso do
acoplamento derivativo com o dilaton) dos picos de ressonancia com o aumento da dimensi-
onalidade. Fenomenologicamente estes fatos podem ser interpretados como uma mudanca na
escala de energia.

Finalmente, pdde-se concluir que a dimensionalidade do espaco-tempo infuencia
tanto a localizacdo do modo zero como o aparecimento e deslocamentos de picos de res-

sonancias. Os principais resultados desta tese pode ser resumidos como:

1. Para dimensdes pares, o0 modo zero do campo espinorial de Dirac pode ser localizado,

proibindo a existéncia de modos massivos

2. Para dimensdes impares, na auséncia do dilaton, somente uma das quiralidades pode ser

localizadas. Mas na presenca do dilaton espinores de Dirac podem ser localizados.

3. A localizagdo do modo zero depende fortemente das constantes de acoplamento e do

parametro r.

4. Os picos de ressonancia dos modos massivos podem sofrer deslocamentos quando aumenta-

se a dimensionalidade.
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Embora o assunto de localizacdo e o estudo sobre a existéncia de modos massivos
ressonantes ja seja aplamente explorado na literatura, o autor e os orientadores propuseram uma
generalizagdo que incorporou novos resultados. Assim o assunto exposto nesta tese nao foi
esgotado, mas apenas iniciado. Como pespectivas pretende-se aplicar o mecanismo discutido
nesta tese para espinores Elko, generalizando assim os trabalhos (LIU et al., 2012), (JARDIM
et al., 2015) e (ZHOU et al., 2017). Além disso também pretende-se fazer o mesmo com o
campo espinorial de Rarita-Schwinger, pouco explorado na literatura. E pelo menos até o pre-
sente momento, também deseja-se analisar a localizacdo e ressonancias de todos estes campos
espinoriais na geometria de Weyl (uma generalizacao da geometria de Riemann, proposto por
H. Weyl e retomado recentemente por (ROMERO; FONSECA-NETO; PUCHEU, 2012)), ge-
neralizando os trabalhos (LIU et al.,[2008b)) e (LIU et al., 2008a)).
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APENDICE A - PRODUTO DE KRONECKER

Neste apéndice apresenta-se a definicao e principais propriedades do produto direto
de matrizes, também conhecido como produto de Kronecker. Usou-se como base a referéncia
(ARFKEN G. B., 2013).

Sejam A e B duas matrizes do tipo mn e p x g. O produto de Kroneceker, denotado

por A ® B, resulta numa matriz C do tipo mp X ng definida por

anB --- a;,B
C=A®RB= . (A.1)

amlB amnB

Por outro lado, os elementos de C pode ser dados por
Cup = AijBy, (A.2)

onde a=p(i—1)+keb=gq(j—1)+1. Baseado nesta defini¢cdo, pode-se demostrar que este

tipo de produto satisfaz as seguintes equacoes realcionadas a bilinearidade e associatividade:

A®(B+C)=A®B+ARC, (A.3)
(A+B)®@C=ARC+B®C, (A4)
(kA)® B=A® (kB) =k()A®B, (A.5)
(A®B)®C=A® (B®C(C), (A.6)

onde A, B e C sdao matrizes e k é um escalar. assim como o produto ordindrio de matrizes, o
produto de Kronecker nao € comutativo. No entanto pode-se relacionar o produto de Kronecker

com o produto ordinério de matrizes por meio da equagao
(A®B)(C®D) = (AC) ® (BD). (A.7)

Outro aspecto importante do produto direto € com relagdo a inversao de matrizes. Sejam A e B

duas matrizes invertiveis, cujas inversas sejam A~! e B!, entdio

A®B) '=A"loB ™. (A.8)
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A transposicao ou a conjugacao hermitiana (dagger) também sao distributivas,
AB)T=AToBT ¢ (A®B) =A"®B". (A.9)

E por fim, como dtima propriedade elementar deste tipo de produto é com relagao ao determi-

nante:
det (A® B) = (detA)" ® (detB)". (A.10)

Existem ainda inumeras definicdes, operacoes e propriedades relacionadas ao produto de Kro-

necker. No entanto estas estdo fora do escopo deste trabalho.
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APENDICE B - PROPRIEDADES ELEMENTARES DAS MATRIZES DE PAULI

As matrizes de Pauli foram primeiramente introduzidas por W. Pauli (1900-1958) na
teoria nao-relativistica do spin no estudo de 4tomos com um elétron apds a formulacdo matricial
de W. Heisemberg (1901-1976) (PAULL 1926). Neste apéndice sao definidas tais matrizes bem

como suas principais propriedades algébricas. As matrizes de Pauli sdo definidas como

Glz(o 1), 62:<0 _i), 63:<1 0). (B.1)
1 0 i 0 0 —1

A primeira propriedade que ird ser apresentada acerca destas matrizes, serd com relacdo a sua

hermiticidade. E fécil obervar que elas sdo hermitianas, isto &,
(e)'=0', (0°)"=0%(c") =0, (B.2)

e portanto seus autovalores sao reais (COHEN-TANNOUDIJI C.| 1977). Sendo mais especifico,
resolvendo a equacdo secular de autovalor det(Gk — A1;) para A, encontra-se que cada matriz
de Pauli possui autovalores +1.

A partir da definicao das das matrizes de Pauli, mostra-se que o determinante e o

traco de cada matriz sdo

deto? = —1. (B.3)
tro® = 0. (B.4)

As matrizes de Pauli satisfazem uma estrutura algébrica, chamada de dlgebra de Clifford, dada
por (SAKURAL 2007)

{o% 6"} =28%, (B.5)

onde 8% é o delta de Kronecker, que assume valor nulo se a # b e é unitdrio se a = b. Elas

também satisfazem a relagdo de comutacao

(6%, 6% = 2ieo,, (B.6)
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onde £%¢ ¢ o simbolo de permutagio de Levi-Civita tridimensional, definido por meio de

I, para permutagdo par de abc
g = _1, para permutacdo fmpar de abc (B.7)
0, para indices repetidos.

Com o auxilio da algebra de Clifford e a relacao de comutacdo, prova-se que, para dois vetores

tridimensionais quaisquer a e b, vale
(c-a)(o-b)=1,(a-b)+ic-(axbh). (B.8)

Se todas as componentes de um vetor a sio reais entio (o -a)% = 1,||a||%.
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