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RESUMO

O rotor impulsionado por um potencial-δ é um sistema dinâmico que apresenta comportamento
caótico dependendo da intensidade da pertubação (impulso) aplicado. Cassati e Chirikov estu-
daram as propriedades dinâmicas do rotor clássico e mostraram que a o comportamento caótico
do sistema leva a uma difusão dinâmica caótica do momento. Niels Bohr formulou que o
comportamento dinâmico de uma sistema quântico reproduz o comportamento dinâmico de seu
correspondente clássico. O que significa que se um sistema clássico apresenta comportamento
caótico o seu correspondente quântico também irá apresentar. Cassati mostrou que a presença
do caos clássico no rotor leva a uma supressão difusa da equação de onda no espaço dos mo-
mentos, no correspondente quântico. Esta supressão da difusão é também conhecida como
localização dinâmica, que é o análoga a localização de Anderson para sistemas periódicos no
tempo. Utilizando operador de Floquet, estudamos numericamente o rotor impulsionado sobre
os efeitos de uma variação aleatória da intensidade do impulso (ruı́do). Considerando que, na
natureza, nada é realmente aleatório, estudamos os efeitos de sequências aleatórias correlacio-
nadas na localização dinâmica do rotor impulsionado sobre efeito de ruı́do.

Palavras-chave: Rotor impulsionado. Sistemas dinâmicos. Caos. Localização Dinâmica.



ABSTRACT

The δ-kicked rotor is a dynamic system that can present chaotic behavior depending on the
intensity of the perturbation (kicked) applied on it. Cassati and Chirikov study the dynamical
properties of the classical kicked rotor model and shown that the chaotic behavior of the classic
model leads to a chaotic dynamical diffusion of the momentum. It was formulated by Niels
Bohr that the dynamics of a quantum system reproduce the dynamics of the equivalent classical
system in the classical limit. Which means that if a classical system has a chaotic behavior the
quantum correspondent is also chaotic. Cassati showed that the presence of classic chaos kic-
ked rotor leads to a diffusion suppression of the wave function in the momentum space, on the
quantum correspondent system. This diffusion suppression is known as dynamical localization,
which is the analogous phenomenon of the Anderson localization for time periodic systems.
Using the Floquet operator, we numerically studied kicked rotor under a random variation of
the kick intensity (noise). Considering that, in nature, nothing is truly random, we study the ef-
fects of long-range correlated random sequence affects the dynamical localization on the noised
kicked rotor.

Keywords: Kicked rotor. Dynamical Systems. Chaos. Dynamical Localization.
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8.0), para os casos clássico e quântico. Notamos que para o sistema quântico
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1.3 Analise semiclássica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4 Localização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Caos clássico

Boa parte dos problemas tratados nos livros de mecânica clássica são de uma classe

de sistemas chamadas de integráveis [1]. Um sistema é dito integrável quando é possı́vel inte-

grar as equações de movimentos e encontrar uma solução analı́tica que descreva seu comporta-

mento.

Um exemplo simples (e um dos mais abordados nos livros de fı́sica básica) é o

oscilador harmônico simples. O lagrangiano que descreve o sistema é dado pela equação,

L = m
ẋ2

2
− kx

2

2
(1.1)

e a equação diferencial, cuja solução nos dá o comportamento da partı́cula, é dada por,

m
d2

dt2
x+ kx = 0. (1.2)

Como já foi comentado, o sistema descrito pela equação diferencial (1.2) é da classe

de sistemas ditos integráveis e possui uma solução analı́tica conhecida. Em vez de resolvermos

a equação (1.2) iremos analisar os possı́veis estados de energia que o sistema possui, através da

análise das trajetórias de energia do sistema. Assim, consideramos a energia total do oscilador

harmônico dada por,

m
ẋ2

2
+ k

x2

2
= E. (1.3)

A figura (1) nos mostra um gráfico gerado a partir da equação (1.3). Podemos

interpreta geometricamente [2] a equação (1.3) como conjunto variáveis (x, ẋ) relacionadas por

uma constanteE, sendo a constanteE a energia do sistema. O gráfico mostrado na figura (1) é o

espaço de fases do sistema e nos mostra a relação entre o grau de liberdade do sistema (variável

x) e o seu momento conjugado [1] (neste caso ẋ) para diversos valores de E. As trajetórias

presentes no espaço de fases são as superfı́cies de energia do sistema que definem os possı́veis

valores de (x, ẋ) para uma determinada energia. Com isso, podemos, em um único gráfico,

estudar o comportamento do oscilador analisando as diversas trajetórias de energias a partir

das condições iniciais do sistema. Esta análise geométrica é de grande utilidade no estudo de

sistema dinâmicos mais complexos, pois este método nos permite uma análise mais qualitativa

do sistema, analisando-o com relação a sua integrabilidade.

Para sistemas integráveis (regulares) apenas um conjunto de estados no espaço de
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Figura 1: Espaço de fases para oscilador harmônico simples.

fases é acessı́vel para uma certa energia. Assim, os possı́veis valores de (x, ẋ), gerados a partir

de uma condição inicial, se encontram restritos a uma superfı́cie de energia. Com o aumento da

pertubação as órbitas de energia começam a serem destruı́das e uma região maior do espaço de

fases é acessado. Podemos então relacionar a entropia do sistema com o quão caótico o sistema

é. A entropia de um sistema é calculada a partir do conjunto de microestados acessı́veis (Γ) [3],

dado a equação,

S = kBlnΩ. (1.4)

Sendo kB a constante de Boltzman.

Assim quanto maior for a região acessada pelo sistema no espaço de fases maior

será a entropia do sistema.

1.1.1 Caos e o Teorema KAM

Quando nos deparamos com problemas mais complexos geralmente utilizamos o

método das pertubações [4,5] analisar o sistema. Este método consiste utilizar um sistema cuja

a solução já nos é conhecida e, a partir da aplicação de uma pertubação, encontrar soluções

aproximadas para o problema que queremos estudar.

H = H0 + εHp. (1.5)

A equação (1.5) nos mostra um contexto geral de como a pertubação é aplicada.

Considerando um sistema, cuja solução analı́tica nos é conhecida, dado pelo hamiltoniano H0,

aplicamos então uma pertubação dada pelo hamiltoniano Hp, cuja a intensidade da pertubação
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é controlada pelo fator ε.

O Teorema KAM (Kolmorogoff, Arnold e Moser) [5, 6] analisa os efeitos do au-

mento da pertubação no espaço de fases do sistema. Como foi comentado anteriormente o

espaço de fases para sistema integráveis é composto por trajetórias (órbitas) de energia. O Te-

orema KAM estabelece que para pequenas pertubações as trajetórias de energia no espaço de

fases sofrem deformações e, à medida que a pertubação aumenta, estas órbitas começam a se-

rem destruı́das uma à uma até que não restem mais nenhum trajetória regular. A presença de

órbitas irregulares (destruı́das) caracteriza o caos no sistema. Sistemas cujos espaços de fa-

ses apresentam tanto órbitas regulares quanto trajetórias irregulares são denominados sistemas

mistos [7].

Um problema muito estudado na literatura, e que nos mostra os efeitos do aumento

da pertubação em um sistema, é o bilhar [7]. O bilhar consiste de uma partı́cula confinada por

uma barreira. A partı́cula se move em linha reta dentro da região e interage com a barreira por

meio de colisões elásticas. Estas colisões caracterizam completamente a dinâmica do bilhar e

nos permitem construir o espaço de fases relacionando o comprimento de arco até o ponto de

colisão e a projeção do ângulo de colisão com a reta tangente ao ponto de colisão.

r(θ) = r0 + ε cos(θ), (1.6)

A equação (1.6) nos mostra a equação do bilhar deformado na forma de um ovoide.

r0 representa o raio do bilhar circular (sistema integrável) e a pertubação cos(θ) altera o valor do

raio deformando-o na forma de um ovoide, sendo (ε) o parâmetro que controla a intensidade da

deformação. As figuras (2) e (3) nos mostram os efeitos do aumento da deformação no bilhar.

Figura 2: Espaço de fases para ε = 0.0, 0.1, 0.2. À medida que a pertubação no sistema
aumenta as orbitas começam serem deformadas.

Iremos utilizar o sistema para introduzirmos mais um outro conceito utilizado para

analisar sistemas clássicos através do espaço de fases. Quando analisamos as trajetórias de

energia nas figuras (2) e (3), vemos que há trajetórias fechadas e trajetórias abertas (ambas

periódicas). Essas orbitas fechadas e abertas, encontradas no espaço de fases são chamadas,
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Figura 3: Espaço de fases para ε = 0.3, 0.4, 0.5. Com o aumento da pertubação as orbitas na
superfı́cie de energia começam a serem destruı́das até que todos os pontos da superfı́cie de
energia seja igualmente acessado.

respectivamente, de libração e rotação [8]. A figura (4) nos mostra o espaço de fases do bilhar

elı́ptico e a trajetória do bilhar em si para dois tipos de dinâmica. As órbitas de rotação carac-

terizam uma dinâmica semelhante ao bilhar regular, onde qualquer ponto da fronteira pode ser

“acessado”. Enquanto que, para órbitas de libração, há certas regiões da fronteira onde partı́cula

não irá incidir [7].

Figura 4: Podemos ver que a trajetórias da partı́cula, em um bilhar elı́ptico, podem
caracterizadas pelas órbitas no espaço de fases. A dinâmica do sistema é caracterizada ou por
uma libração (a esquerda), ou por uma rotação (a direita).

O fato de podermos analisar o tipo de dinâmica que a partı́cula possui é de grande

utilidade para estudarmos a classe de problemas a qual o rotor impulsionado pertence.
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1.2 Caos quântico

O caos em sistemas quânticos não é evidenciado da mesma forma que em sistemas

clássicos. Em sistemas clássicos o comportamento caótico é devido a sensibilidade em expo-

nencial às condições iniciais [2]. Os conceitos de posição e momento na mecânica quântica

divergem dos da mecânica clássica devido as propriedades ondulatórias da partı́cula.

Um dos fenômenos mais caracterı́sticos da mecânica quântica é o fato de não po-

dermos determinar com precisão a posição e o momento da partı́cula simultaneamente. Este é

o principio da incerteza de Heisenberg [4] que nos dá uma incerteza mı́nima ao determinarmos

a posição e o momento da partı́cula. Este princı́pio é descrito pela equação (1.7).

σxσp ≥
h̄

2
. (1.7)

A figura (5) nos mostra uma analogia do principio da incerteza utilizando um onda

gerada por corda.

Figura 5: (a) A onda não se encontra localizada em um ponto especifico, mas distribuı́da ao
longo de uma região. Dessa forma podemos inferir o comprimento de onda da partı́cula e com
o isso seu momento dado a fórmula de de Broglie (p = 2πh̄

λ
, λ sendo o comprimento de onda

da partı́cula). (b) A função de onda se encontra ”determinada”em uma região, porém,
perdemos a informação sobre o comprimento de onda. Figura retirada do livro “Mecânica
Quântica”, Griffts, David.

Com isso, o caos a nı́vel quântico não é compreendido da mesma forma que o caos

a nı́vel clássico. Uma evidência de comportamento caótico em sistemas quânticos é a forte

correlação entre as autoenergizas do sistema. Tal comportamento foi estudado por Wigner e

Dyson no seu trabalho sobre matrizes aleatórias [9].

Analisar a correlação entre as auto energias de um sistema significa analisar a dege-

nerescência de um sistema quântico. A presença de estados degenerados pode ser evidenciada

através da distribuição dos espaçamentos de energia [9], que é uma contagem dos espaçamentos

de energias entre os auto estados vizinhos (probabilidade p(s) de encontrarmos um estado de

energia entre os valores E e E + s).

A estatı́stica envolvendo o espaçamento entre as auto energias de um sistema nos

permite estudar a correlação entre os estados de energias. Esse fenômeno é denominada cruza-
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mento evitado de nı́veis e foi observado pela primeira vez por quı́micos ao estudarem moléculas

simples [10]. Esse fenômeno também é observado em sistema como o átomo de hidrogênio sob

a influência de um campo magnético [11].

A distribuição do espaçamento de energias para estados de energia não correlacio-

nados é dada por uma distribuição de Poisson,

p(s)(P ) = exp(−s). (1.8)

Para sistemas cujos estados de energia são correlacionados (sem degenerescência),

temos a distribuição de Wigner e Dyson,

p(s)(W ) =
π

2
s exp(−π

2
s2). (1.9)

Figura 6: Distribuição para a variável s, onde s é o espaçamento entre os autovalores de um
sistema. A distribuição de Wigner em linha sólida e de Poisson em linha tracejada.

1.3 Analise semiclássica

Os estudos envolvendo caos em sistemas dinâmicos a nı́vel quântico começaram

ainda no contexto da “velha mecânica quântica”, onde se considerava que um sistema quântico

deveria possuir o mesmo comportamento dinâmico de seu correspondente clássico no limite

semiclássico. Tal princı́pio foi descrito por Neils Bohr e é conhecido como princı́pio da corres-

pondência clássico-quântico [5]. A análise semiclássica possui um papel fundamental no estudo

de um dos fenômenos mais caracterı́sticos da mecânica quântica: o tunelamento quântico [4].

O tunelamento quântico é descrito como um fenômeno cuja a dinâmica do sistema viola a pre-

visão do comportamento clássico. Considerando um sistema descrito por um poço de potencial
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harmônico duplo [12] dado pela equação (1.10).

V (q) = α(q2 − q2
0)2. (1.10)

Figura 7: Sistema descrito por um poço de potencial harmônico duplo. Figura extraı́da do
artigo ”Chaos-assisted tunneling”de Steven Tomsovic.

A figura (7) nos mostra o formato do poço duplo. O tunelamento ocorre quando

a probabilidade de se encontrar o elétron, o qual se encontra totalmente localizada na região

(x−1, x−2) no tempo inicial (t = 0), na região (x1, x2) é diferente de zero. Esta taxa de tunela-

mento é dada pela relação [4],

T ≈ e
2
h̄

∫ x2
x1

√
2mV (x)−Edx

. (1.11)

Foi mostrado por Tomsovic e Ullmo [12], em seus estudos sobre o oscilado quártico,

que a presença de caos clássico no sistema pode provocar um aumento na taxa de tunelamento

(dado pela equação (1.11)), ou até mesmo suprir o tunelamento por completo. Este processo

é chamado tunelamento assistido por caos [12]. Ullmo também mostrou a relação que o tu-

nelamento assistido ocorre devido um mecanismo de três estados [12]. A figura (8) mostra o

espaço de fases do oscilador quártico, caracterizada pelas ilhas de estabilidade simétricas, sendo

a equação (1.12) o potencial do oscilador quártico.

V (q) = a(λ)

(
q4

1

b
+ bq4

2 + 2λq2
1q

2
2

)
. (1.12)

O tunelamento convencional ocorre devido ao acoplamento entre os dubletos de

tunelamento [10, 12, 16]. Em um sistema de dois nı́veis, como o mostrado na figura (7), as au-

toenergizas entre as funções de onda simétrica e antissimétrica estão correlacionadas. Quando

“introduzimos” caos no sistema há a presença de uma terceiro estado o qual é responsável pelo

mecanismo de tunelamento assistido por caos. Temos um sistema de três estados definido pelo
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Figura 8: Secção de Poincaré para o oscilador quártico. Figura extraı́da do artigo
”Chaos-assisted tunneling”de Steven Tomsovic.

hamiltoniano,

H


ψ−

ψ+

φc+

 =


Er 0 0

0 Er v

0 v Ec



ψ−

ψ+

φc+

 , (1.13)

onde o estado φc+ é o estado caótico responsável pelo tunelamento assistido por caos.

A análise semiclássica se mostra de grande utilidade quando não há uma barreira de

potencial definida no sistema (como no caso do poço duplo). Ao definirmos o processo de tu-

nelamento como uma violação de um comportamento clássico, podemos interpretar a mudança

da dinâmica do sistema como um tunelamento dinâmico, onde confinamento é devido apenas

a dinâmica da partı́cula em si. O bilhar elı́ptico, mostrado anteriormente, é um exemplo de

sistema o qual a partı́cula se encontra confinada a descrever um tipo especı́fico de dinâmica,

dependendo da sua condição inicial.

A mudança de estados que caracteriza o tunelamento por barreira é o transporte

da partı́cula de um lado para o outro da barreira de potencial. O tunelamento dinâmico ocorre

devido a mudança de estados caracterizado pela dinâmica que o sistema possui. Assim, quando

um sistema se encontra em uma órbita de energia (caracterizada por uma dinâmica especı́fica)

e passa para uma outra órbita de energia (caracterizada por outra dinâmica), temos o que cha-

mamos tunelamento dinâmico [12, 13]. Este fenômeno é de grande importância nos estudos

relacionados aos modos vibracionais de moléculas e na optoeletrônica [13].

O rotor impulsionando (1.17) é um sistema dinâmico cujo o confinamento é devido

a dinâmica da partı́cula 1. A correlação entre as “quasienergias” do sistema [14] provém da

pertubação periódica provocado pelo impulso.

1Na seção (2) iremos mostrar que a dinâmica da partı́cula é relacionada pelo sentido que o rotor gira.
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1.4 Localização

Antes de começarmos nossos estudos sobre localização dinâmica iremos fazer um

breve comentário sobre modelos com simetria de rede e sobre a localização de Anderson, o que

nos dará um contexto para o problema de localização.

1.4.1 Simetria de rede e coerência quântica

Na fı́sica do estado sólido o método aproximativo tight-binding é utilizado para se

calcular estados de energia de um elétron movendo-se em uma rede [15]. A figura (9) mostra

um sistema que possui simetria de rede. A aproximação tight-binding se utiliza da simetria de

rede para calcular a função de onda em sı́tio da rede i considerando que apenas os sı́tios mais

próximos (i ± 1) influenciam a função de onda no sı́tio i. A figura (9) mostra um sistema com

simetria de rede presentada por poços de potencial de tamanho a.

Figura 9: Representação de um sistema com simetria de rede. Figura retirada do livro Modern
quantum mechanics de J. J. Sakurai.

Em sistemas que possuem simetria de rede a função de onda, no espaço das posições,

do elétron é descrita pelo teorema de Bloch [15] que estabelece a relação entre a função ψ(x)

com ψ(x− a) é dada por,

ψ(x− a) = e−iθψ(x). (1.14)

Sendo e−iθ um fator de fases.

A equação (1.14) nos diz que a função de onda em uma região x− a difere apenas

por uma fator de fases da função de onda em x. Esta preservação de caracterı́sticas da função

de onda é chamada de corência quântica [16]. A corência é um fenômenos caracterı́sticos da

mecânica quântica e estar ligado a estudos, por exemplo, relacionados à localização, tunela-

mento, emaranhamento quântico e informação quântica [4, 16, 17]. A perda de coerência em

um sistema é chamada de de-coerência [18]. Propriedades como delocalização, e perda de

informação de um sistema, estar de-coerência entre estados da função de onda [18, 19, 20].
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1.4.2 Localização de Anderson

Em 1958, P. W. Anderson introduziu um modelo simples para analisar os estados

de uma elétron movendo-se em uma rede com potencial aleatório [21]. O hamiltoniano origi-

nalmente utilizado para descrever a probabilidade de se encontrar o elétron em sı́tio j é descrito

por (1.15)

iȧj = Ejaj +
∑
k 6=j

Vjkak. (1.15)

Sendo Vjk uma matriz de interação entre os sı́tios e Ej são valores aleatórios de energias on-

site [22] que descrevem a impureza no material.

Figura 10: As impurezas são representadas no sistema por meios de alterações na
profundidade do potencial. Imagem retirada do artigo Anderson localization of ultra cold
atoms, A.A, M Inguscio, Physics Today, agosto de 2009.

A figura (10) mostra as impurezas representadas como pertubações estáticas no sis-

tema. A pertubação provocada pela presença de impurezas gera uma de-coerência nos estados

da função de onda. Esta de-coerência é responsável por alterar certas propriedades de um sis-

tema, sendo a localização (ou ausência de difusão) a propriedade que queremos estudar neste

trabalho. A difusão de uma material estar relacionado com livre caminho médio do sistema [23],

o qual é calculado pela média do caminho percorrido pela partı́cula entre as colisões com as im-

purezas. Classicamente a partı́cula interage com as impureza por meio de colisões elásticas

(considerando um sistema idealizado por esferas rı́gidas [24]). Quando passamos para um sis-

tema quântico partı́cula é descrita por uma onda na matéria [25]. Quando a função de onda

interage com as impurezas (dadas por uma potencial) ocorre uma reflexão e uma transmissão

da função de onda [4].

Ao estudarmos a evolução temporal de um pacote de onda em um material hete-

rogêneo (com impurezas) a forma final da função de onda irá depender das condições inciais

do sistema. Assim, em vez de analisar o comportamento da função de onda em si (analisar a
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forma da função de onda ψ(x) depois de um certo perı́odo de tempo), a localização da função

de onda é analisada através da distribuição de densidade |ψ(x)2| depois de atingir um estado es-

tacionário, a qual nos dará informações sobre o quanto o elétron se espalha em um material pela

análise do formato da distribuição dos possı́veis estados acessados pela função de onda [26]. O

que esta densidade de probabilidade mede é o comportamento médio da dinâmica do sistema,

ou seja, a probabilidade do pacote de onda não se espalhar pelo material e, em vez disso, ficar

confinado em certas regiões, o pacote de onda estar localizado.

Esta localização, devido ao nı́vel de desordem do sistema, é chamada de localização

de Anderson [21, 26]. Em estudos relacionados a transição de sistemas condutores e isolantes

em sistemas, desordenados a localização possui um papel de importância devido relação en-

tre sistemas com função de onda localizada e isolantes, e a ausência de localização (difusão)

relacionada a condutividade [26].

1.4.3 Localização dinâmica

Como foi mencionado anteriormente a presença de uma pertubação pode causar

uma de-coerência entre os estados e gerar uma localização do pacote de onda no sistema. A

localização dinâmica estar relacionada com a probabilidade de encontrarmos a partı́cula com

um certo valor de momento.

O momento do elétron estar relacionado com seu comprimento de onda, dado pela

equação (1.16), e a partir disso podemos analisar as frequências do eletron no sistema. Dizer

que um elétron encontra-se localizado no espaço espaço dos momentos estar relacionado aos

possı́veis estados de momentos (logo frequências) que o eletron pode assumir no material. Este

conceito é de grande utilidade, e interesse, na optoeletrônica.

p =
2πh̄

λ
. (1.16)

Nos trabalhos desenvolvido por Cassati [27], [28], e revisados por Izrailev [29],

foram estudados sistemas unidimensionais com simetria temporal [14]. O modelo analisado

por Cassati foi o rotor impulsionado, por um potencial depende da posição, em momentos

periódicos [14, 26, 27].

Na seção 3 utilizaremos conceitos estatı́sticos para mostrar a previsão clássica para

a localização dinâmica.
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1.5 O Rotor impulsionado

O rotor impulsionado é um sistema dinâmico, dado pelo Hamiltoniano (1.17) [1,27],

H =
p2

2I
+ k cos(θ)

+∞∑
n=−∞

δ(t− nT ), (1.17)

cuja a dinâmica é analisada pelo mapa estroboscópico 2 (1.18),

A figura (11) nos mostra

Figura 11: Forma do impulso, dependente de θ, aplicado no rotor.

pn+1 = pn +K sin(θn). (1.18)

θn+1 = θn + pn+1, (1.19)

θ é a variável angular do rotor, p sendo o seu momento angular e K = k/T a intensidade do

impulso dado a cada perı́odo.

Este mapa é conhecido como mapa de Chirikov [14,28] e apresenta comportamento

regular (integrável) para pequenos valores de K e, à medida, que aumentamos a intensidade do

impulso o rotor passa a ter comportamento caótico [14, 27, 28, 29]. Cassati mostrou em seu

trabalho que, para o sistema a nı́vel clássico, o comportamento caótico leva a uma difusão

do momento, mostrando também a relação entre o coeficiente de difusão e o valor K (o quão

caótico o sistema é).

Utilizando o princı́pio da equivalência entre sistemas clássicos e quânticos [5, 9],

que nos fala que se um sistema clássico possui comportamento caótico o seu equivalente quântico

2A demonstração desse mapa será apresentada na seção (2).
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também possui comportamento caótico, Cassati mostrou que o caos presente no sistema clássico

provoca uma supressão da difusão caótica no espaço dos momentos do sistema quântico. Esta

supressão é chamada de localização dinâmica [14, 26, 27, 29].

A dependência temporal na forma de uma função delta é de fácil análise teórica

(como iremos ver na seção (3). Assim, o rotor quântico se torna um ótimo sistema para enten-

dermos os efeitos da pertubação periódicas do tempo em sistemas dinâmicos. Um exemplo de

problema com o qual o rotor impulsionado pode ser relacionado é no estudo da interação de

elétrons com campos (elétricos ou magnéticos) variando no tempo [16, 17], cujo hamiltoniano

para um campo monocromático é dado por,

H =
(~p)2

2me

+ eφ(~x)− e

mec

(
2A0ε̂ cos

(ω
c
n̂ · x̂− ωt

))
· ~p. (1.20)

1.6 Objetivos do trabalho

Iremos analisar o rotor impulsionado na presença de uma variação no parâmetro

K, interpretado como um ruı́do na intensidade do impulso aplicado no rotor [26, 30]. Este

ruı́do é gerado aplicando-se uma variação aleatória em K. Como na natureza nada é realmente

aleatório, iremos aplicar uma correlação na sequência dos valores aleatórios utilizados para se

aplicar o ruı́do [22].

Na seção (1) iremos discutir os conceitos fı́sicos utilizados no trabalho. Discu-

tiremos sobre a correspondência entre sistemas clássicos e quânticos voltada à sistemas que

apresentam comportamento caótico, e a influência do caos clássico em fenômenos de natureza

quântica. Daremos o contexto para o fenômeno de localização na mecânica quântica e sua

relação com a coerência quântica. Por fim, discutiremos sobre rotor impulsionado e o contexto

fı́sico o qual este pode ser aplicado.

Discutiremos na seção (2) a teoria por trás do rotor clássico, onde analisaremos os

efeitos que o comportamento caótico do rotor produz no fenômeno de difusão. Iremos aplicar

efeitos de ruı́do na intensidade do impulso aplicado no rotor para analisar de que forma esta

pertubação altera o fenômeno de difusão clássica no sistema.

Ao passar para o nı́vel quântico (seção (3)), iremos estudar como o comportamento

caótico do rotor gera o que chamamos de localização dinâmica. Definiremos os operadores de

evolução temporal com propriedades de simetria (periodicidade no tempo) que iremos utilizar

para propagar a função de onda do rotor e mostraremos, analiticamente, a previsão clássica do

efeito de localização do sistema.

Logo após, na seção (4), discutiremos os resultados numéricos das nossas simulações

e as analises obtidas para o sistema sobre o efeito do ruı́do com correlação de longo alcance.



25

2 DINÂMICA CLÁSSICA

Começamos estudando a dinâmica clássica do rotor impulsionado por um potencial

δ [29]. O hamiltoniano do sistema é dado pela equação (2.1).

H =
p2

2I
+ k cos(θ)

+∞∑
n=−∞

δ(t− nT ), (2.1)

θ sendo a coordenada pola do rotor, p o momento angular da partı́cula, I o momento de inércia

e k a intensidade do impulso e T o perı́odo o qual é aplicado o impulso.

Antes continuarmos os nossos estudos sobre o rotor, iremos fazer as seguintes

mudanças de variáveis,

p :=
p√
I
, (2.2)

t :=
t

T
, (2.3)

k := kT. (2.4)

Aplicando as mudanças (2.2), (2.3) e (2.4) na equação (2.1), temos,

H =
p2

2
+ k cos(θ)

+∞∑
n=−∞

δ(t− n), (2.5)

Devido a dependência temporal do sistema a energia não é mais conservada [1].

Porém, o fato da dependência temporal ser periódica nos permite utilizar um mapa de fases

estroboscópico para analisar o sistema.

2.1 Mapa de Chirikov

Iremos derivar o mapa estroboscópico que será utilizado para analisar o sistema,

seguindo o processo descrito em [19]. A partir do Hamiltoniano (2.5), temos as equações de

Hamilton [1] dados por,

∂

∂t
p = − ∂

∂θ
H = k sin(θ)

∑
n

δ(t− n), (2.6)

∂

∂t
θ =

∂

∂p
H = p. (2.7)
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Integramos a equação (2.6) em um pequeno intervalo de tempo tn−ε < t < tn+1−ε,
sendo tn o instante de tempo do n-ésimo impulso aplicado na partı́cula.

∫ tn+1−ε

tn−ε
dt
∂

∂t
p =

∫ tn+1−ε

tn−ε
dtk sin(θ)

∑
n

δ(τ − n). (2.8)

Utilizando o teorema fundamental do cálculo [31] no lado esquerdo da equação

(2.8) e a propriedade de integração da função da delta [32] no lado direito, temos,

p(tn+1 − ε)− p(tn − ε) = k sin(θ). (2.9)

Fazendo ε→ 0 na equação (2.9),

p(tn+1) = p(tn) + k sin(θ). (2.10)

Para a coordenada θ, temos

∫ tn+1−ε

tn−ε
dt
∂

∂t
θ =

∫ tn+1−ε

tn−ε
dtp. (2.11)

θ(tn+1 − ε)− θ(tn − ε) = p(tn+1 − ε) + εp(tn − ε)− εp(tn+1 − ε), (2.12)

logo,

θ(tn+1)− θ(tn) = pn+1 (2.13)

Reescrevendo as equações (2.13) e (2.10), fazendo p e θ, respectivamente, pn e θn,

temos,

pn+1 = pn + k sin(θn), (2.14)

θn+1 = θn + pn+1. (2.15)

As equações (2.14) e (2.15) formam o mapa Chirikov [28] que iremos utilizar para

analisar o nosso sistema.

Analisando o mapa vemos que a partı́cula ganha mais momento à medida que a

intensidade do impulso, k, aumenta. Vemos que a variação da coordenada θ é linearmente

dependente de pn+1. Assim, quanto maior for um momento ganho pela partı́cula, maior será

a variação de θ e maior será variação do sinal da função seno na equação (2.14). Todo esse

cenário provoca uma falta de correlação entre θn e θn+1 e uma difusão no momento (devido a
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“aleatoriedade” do sinal da função seno). Ou seja, a medida que aumentamos o valor de k o

sistema se torna mais caótico. As figuras (12), (13) e (14), mostram o mapa de fases de Chirikov

para certos valores de k, onde podemos ver exatamente esse fenômeno.

Podemos ver na figura (12) que, para pequenos valores k, há a presença de orbitas

de estabilidade no mapa [8, 19], e à medida que aumentamos k essas orbitas começam a se

desfazer (como prever o Teorema KAM), como podemos ver nas figuras (13) e (13), e passamos

a ter o que chamamos de sistema misto (sistemas que apresentam tanto comportamento caótico

quanto integrável, dependendo das condições iniciais do sistema). Se aumentarmos mais ainda

a intensidade da pertubação (k), as orbitas de estabilidade vão se desfazendo uma à uma até

termos apenas o mar de caos [8].

Figura 12: Mapa do espaço de fases para o rotor impulsionado com k = 0.1

2.2 Difusão caótica

A medida que aumentamos a intensidade do impulso o sistema fica mais caótico e

ganha mais momento (energia) a cada impulso. A partir do mapa de Chirikov podemos calcular

a difusão do sistema [29]. Temos da equação (2.14),

pn+1 − pn = k sin θn. (2.16)

Considerando que os impulsos não são correlacionados, temos,

pn − p0 = k
∑
n

sin θn. (2.17)

A difusão de um sistema é dada pela dispersão do quanto um valor final se distan-

ciou do inicial [4]. A dispersão é dada pela média da raiz quadrada da variável, conforme a
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Figura 13: Mapa do espaço de fases para o rotor impulsionado com k = 0.8

Figura 14: Mapa do espaço de fases para o rotor impulsionado com k = 4.0

equação (2.18),

f(x) = lim
T→∞

√
1

T

∫ T

0

f(t)dt. (2.18)

Com isso, para p0 = 0,

< p2
n >≈< k2

∑
n

sin2 θn >=
1

2
k2n. (2.19)

A figura (15) nos mostra a relação linear entre < p2 > com relação ao tempo. A

medida que k aumenta o sistema fica mais caótico e o coeficiente de difusão, dado pela equação
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(2.20), aumenta.

D =
< p2

n >

n
=

1

2
k2. (2.20)

Figura 15: Difusão clássica para rotor impulsionado com intensidades diferentes (k = 0.1, 0.8,
4.0 e 8.0). Média entre 50 amostragens.

2.3 Ruı́do

Como próximo passo nos nossos estudos iremos aplicar um ruı́do no sistema [13,

26, 30]. O ruı́do a que nos referimos está relacionado a uma variação aleatória na intensidade

do impulso. Definimos então um novo k na forma de,

k := k + Aδ. (2.21)

Na equação (2.21) δ é um valor aleatório, variando entre [-1, 1], eA é um parâmetro

de ajuste que controla a intensidade do ruı́do, variando entre [0, 1].

Para gerar os valores aleatórios iremos utilizar a equação,

εi =

N/2∑
k=1

[
k−α

∣∣∣∣2πN
∣∣∣∣(1−α)

] 1
2

cos

(
2πik

N
+ φn

)
, (2.22)

a qual nos permite gerar uma sequência de valores correlacionados [22].

Na equação (2.22) α estar relacionado com o fator de correlação da série gerada.

Para α = 0.0 temos uma sequência aleatória não correlacionada enquanto para α = 2.0 temos

um movimento Browniano. φ um é valor aleatório gerado por uma distribuição uniforme. A

figura (16) no mostra a sequência de valores gerados pela função (2.22) para n = 4096 para
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diferentes valores de α.

Figura 16: Sequências de valores aleatórios geradas paras α = 0.0, 2.0, 2.5.

As figuras (19), (20) e (21) mostram o sistema sobre o efeito do ruı́do (2.21) para

diferentes valores de k e diferentes intensidades de ruı́do. Como estamos analisando duas quan-

tidades (intensidade do impulso e intensidade do ruı́do) devemos ter em mente os valores que

cada uma pode assumir. O ruı́do assume valores aleatórios entre -1 e 1 e possui sua intensidade

regulada por valores entre 0 e 1 (0 sendo o rotor regular sem pertubação por ruı́do). A inten-

sidade do impulso (k), para o nossos estudos, irá assumir os valores definidos 0.1, 0.8, 4 e 8.

Assim, pegando como exemplo k = 4.0, ao aplicarmos o ruı́do, k poderá variar entre 3 e 5,

sendo k = 3 (figura 17) representando um sistema misto e k = 5 (figura 18) um sistema quase

completamente caótico.

Ao aplicarmos o ruı́do percebemos que a medida que aumentamos a correlação (α)

entre a variação do impulso (εi) aplicado no rotor estamos diminuiando a “aleatoriedade” do

sinal da função seno e tornando o sistema “menos” caótico. Este efeito é evidenciado pela

permanência das ilhas de estabilidade nos espaços de fases mostrados nas últimas colunas das

figuras (19), (20) e (21). Assim, a correlação entre a sequência de valores que k pode assumir é

de relevância para determinar os efeitos de difusão do sistema. Este fato será fundamental para

quando passarmos a estudar análogo quântico do rotor.
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Figura 17: Mapa do espaço de fases para o rotor impulsionado com k = 3.0

Figura 18: Mapa do espaço de fases para o rotor impulsionado com k = 5.0
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Figura 19: Mapas de fase gerados com ruı́do dado pela equação (2.22) para α = 0.0. Os
valores de K (0.1, 0.8, 4.0, 8.0) variam, em ordem crescente, de baixo para cima, enquanto os
valores para o nı́vel de ruı́do (0.0, 0.1, 0.5, 1.0) variam, em ordem crescente, da esquerda para
a direita.

Figura 20: Mapas de fase gerados com ruı́do dado pela equação (2.22) para α = 2.0. Os
valores de K (0.1, 0.8, 4.0, 8.0) variam, em ordem crescente, de baixo para cima, enquanto os
valores para o nı́vel de ruı́do (0.0, 0.1, 0.5, 1.0) variam, em ordem crescente, da esquerda para
a direita.
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Figura 21: Mapas de fase gerados com ruı́do dado pela equação (2.22) para α = 2.5. Os
valores de K (0.1, 0.8, 4.0, 8.0) variam, em ordem crescente, de baixo para cima, enquanto os
valores para o nı́vel de ruı́do (0.0, 0.1, 0.5, 1.0) variam, em ordem crescente, da esquerda para
a direita.
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3 ROTOR QUÂNTICO

A nı́vel quântico a equação que descreve o sistema é dado pela equação de Schrödin-

ger,

ih̄
∂

∂t
ψ = Hψ (3.1)

Utilizando separação de variáveis, solução da equação (3.1) é dada na forma,

ψn(θ, t) = e−
i
h̄
Entψn(θ), (3.2)

En sendo as autoenergizas do sistema.

Porém, o sistema em estudo possui um hamiltoniano, dado por (3.3), com de-

pendência explicita com relação ao tempo. Isso implica uma não conservação da energia total.

H = − h̄
2

2I

∂2

∂2θ
+ k cos(θ)

+∞∑
n=−∞

δ(t− n). (3.3)

Mas, devido a periodicidade temporal do hamiltoniano,

H(t+ τ) = H(t), (3.4)

podemos utilizar o teorema de Floquet e o operador de Floquet [14] para fazer a análise estro-

boscópica do sistema a nı́vel quântico.

3.0.1 Teorema de Floquet

A evolução temporal da função de onda ψ é realizada utilizando-se o operador de

evolução temporal [16],

ψn(θ, t+ τ) = Û(τ)ψn(θ, t). (3.5)

O operador temporal definido pela equação (3.6)

Û(t, τ) = e
−iH(t−τ)

h̄ . (3.6)

Devido a periodicidade do sistema podemos escrever a relação (3.5) como,

Û(τ)ψn(θ, t) = ψn(θ, t+ τ) = λnψn(θ, t) (3.7)
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onde λn é apenas um fator de fase dado por,

λn = e−iφn . (3.8)

Com isso podemos escrever (3.7),

ψn(θ, t+ τ) = e−iφnψn(θ, t). (3.9)

ψn(x, t) pode ser escrito em termos de uma função periódica no tempo, un(θ, t)

ψn(θ, t) = e−i
εn
τ
tun(θ, t), (3.10)

sendo φn = εn/τ e un sendo dado pela relação,

un(θ, t+ τ) = un(θ, t), (3.11)

e εn as quasienergias do sistema.

A equação (3.9) é o teorema de Floquet [14,29,30], que é o análogo do teorema de

Bloch [16] para sistemas que apresentam periodicidade com relação ao tempo.

Queremos então definir o operador de Floquet o qual iremos usar para analisar o

nosso sistema. Para isso, definimos um hamiltoniano geral dado por,

H(t) = H0 + V
∞∑

n=−∞

δ(t− nτ) (3.12)

Substituindo o impulso em forma de função δ, na equação 3.12, por um impulso

aplicado durante um intervalo ∆τ . Assim, temos a relação,

H(t) =

H0, nτ < t < (n+ 1)τ −∆τ

H0 + V
∆τ
, (n+ 1)τ −∆τ < t < (n+ 1)τ

. (3.13)

A equação (3.13) nos diz que a partı́cula possui uma perı́odo de propagação livre,

dado por H0, e logo após recebe um impulso durante um intervalo ∆τ . Temos então o operador

de evolução temporal dado por,

ˆU(t) =

e−
i
h̄
H0t, 0 < t < τ −∆t

e−
i
h̄(H0+ V

∆t)(t−τ+∆τ)U(τ −∆τ), (n+ 1)τ −∆τ < t < (n+ 1)τ
. (3.14)
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O operador de Floquet é definido como,

F̂ = Û(τ). (3.15)

Com isso,

F = e−
i
h̄(H0+ V

∆t)(∆τ)e−
i
h̄
H0(τ−∆τ). (3.16)

Fazendo ∆τ → 0 na equação (3.16), temos,

F̂ = e−
i
h̄
V0e−

i
h̄
H0τ (3.17)

Assim, temos o operador (3.17) divido em duas partes: a primeira relacionada ao

impulso recebido pela partı́cula, sendo esta diagonal no espaço das posições, e a segunda parte

relacionada com a propagação livre da partı́cula, diagonal no espaço dos momentos. O operador

3.17 é de simples implementação numérica, utilizando o método split-step [33], e nos permite

fazer a analise estroboscópica do sistema. Escrevendo 3.17 para o nosso sistema (2.5),

F̂ = e−
i
h̄
k cos(θ)e−

i
h̄
p2

2
τ . (3.18)

3.0.2 Localização Dinâmica

Cassati e Chirikov analisaram o rotor impulsionado a nı́vel clássico e a nı́vel quântico

[27, 29]. O caos no sistema clássico é relacionado ao fenômeno de difusão dinâmica, cuja

relação entre o coeficiente de difusão e o quão “caótico” é o sistema é dado pela equação

(2.20). Quando passaram para o análogo quântico foi visto que a presença de caos no sistema

provoca na verdade uma supressão da difusão. A figura (22) nos mostra a comparação entre

a difusão clássica e a difusão quântica (valor esperado de p2). Percebemos que depois de um

número de interações o sistema quântico satura e difusão cessa. Este fenômeno é relacionado

com a localização dinâmica [27,29], que se mostra por uma localização exponencial da função

de onda no espaço dos momentos.

Estamos então interessados em analisar a distribuição da função de onda no espaço

dos momentos, afim de determinar a localização no sistema. Queremos determinar a forma da

distribuição fn(∆p) que nos diz a probabilidade de (pn − p0) assumir o valor de ∆p após n

interações. Isso pode ser feito através da relação [14],

fn(∆p) = 〈δ(∆p− pn − p0)〉 . (3.19)
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Figura 22: Difusão do momento (< p2 >) com relação ao número de interações (k = 8.0),
para os casos clássico e quântico. Notamos que para o sistema quântico há um supressão da
difusão caótica, levando a uma localização dinâmica.

Utilizando a representação da função delta em termos de uma integral de Fourier [32],

fn(∆p) =

〈
1

2π

∫ ∞
−∞

dteit(∆p−pn−p0)

〉
. (3.20)

Como,

pn − p0 =
N−1∑
n=0

(pn+1 − pn) =
N−1∑
n=0

(k sin(θn)), (3.21)

temos,

fn(∆p) =

〈
1

2π

∫ ∞
−∞

dt

(
e−it∆p

N−1∏
n=0

e−itk sin(θn)

)〉
. (3.22)

A primeira consideração que fazemos para as nossas análises estar relacionada ao

fato que os valores para θn ficam cada vez menos correlacionados à medida que aumentamos

o valor de k. Assim podemos calcular a média da exponencial envolvendo os sin(θn) de forma

independente.

〈
e−ik sin(θ)

〉
=

1

2π

∫ 2π

0

dθe−ik sin(θ) = J0(kt). (3.23)

Sendo J0(kt) a função de Bessel [32]. Assim, a equação (3.22), fica na forma,

fn(∆p) =

〈
1

2π

∫ ∞
−∞

dte−it∆pJ0(kt)N
〉
. (3.24)

A próxima aproximação que aplicamos é considerar N →∞. Para grandes valores
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de N , temos

J0(kt)N = eNlnJ0(kt) ≈ e−
N
4

(kt)2

. (3.25)

Substituindo (3.25) em (3.24), temos,

fn(∆p) =

〈
1

2π

∫ ∞
−∞

dte−it∆pe−
N
4

(kt)2

〉
. (3.26)

Que possui como solução,

fn(∆p) =
1

k
√
πN

e
−(∆p)2

Nk2 . (3.27)

Fazendo ∆p→ p na equação (3.27), temos

fn(p) =
1

k
√
πN

e
−p2

Nk2 . (3.28)

A equação (3.28) nos diz que para um grande número interações (número de impul-

sos) e para grandes valores de k (sistema completamente caótico) a distribuição dos momentos

passa a ter a forma de uma distribuição Gaussiana [29].

A figura (22) nos mostra a distribuição para o rotor quântico (resultados numéricos)

e a respectiva distribuição prevista pela equação (3.28). Os resultados numéricos mostram que a

distribuição não possui a forma de uma Gaussiana (uma parábola com concavidade para baixo,

em escala logarı́tmica), mas, na verdade, a forma de uma exponencial da forma,

fn(p) =
1

lc
e
−2|p|
lc , (3.29)

onde lc é o fator de localização do sistema [14]. Estes foram o resultados obtidos por Cassati e

revisados por Izrailev.
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4 RESULTADOS NUMÉRICOS

Utilizamos o método numérico split-step [33] para propagar um pacote de onda

gaussiano [4] e coletar resultados referentes a distribuição dos momentos. Os scripts utilizados

para gerar as simulações foram escritos na linguagem python utilizando bibliotecas numéricas

[34]. Cada resultado mostrado foi gerado por 50 condições iniciais para cada simulação.

A figura (23) nos mostra a evolução temporal da densidade de distribuição dos mo-

mentos. Para cada interação o operador de Floquet (3.18) é aplicado na função de onda uti-

lizando o método numérico split-step. A função de onda no espaço dos momentos, utilizada

para calcular a densidade de distribuição |ψ(p)2|, é dada a partir da Transformada de Fourier

da função de onda no espaço das posições [16], dada a equação,

ψ(p) =
1√
2πh̄

∫
dxe−i

px
h̄ ψ(x). (4.1)

Figura 23: Evolução temporal da distribuição de densidade dos momentos para o rotor
quântico.

A figura (24) nos mostra o rotor quântico para vários valores k. Percebemos que

para sistemas mais caóticos (maiores valores de k) os efeitos da localização dinâmica se tornam

mais evidentes (lc aumenta). À medida que aumentamos a pertubação estamos aumentando

também a de-coerência entre os estados Floquet do sistema. Como foi mencionado na seção

1 a de-coerência quântica leva a uma localização no sistema. Neste caso a uma localização da

função de onda no espaço dos momentos.



40

Figura 24: Distribuição do momento para os sistemas quântico para k = 0.1, 0.8, 4.0.

4.1 Presença de ruı́do no rotor quântico

As figuras (25), (26) e (27) nos mostram o sistema quântico com o ruı́do dado

pela equação (2.22) para valores diferentes de α. Vemos que para α = 0 todos os sistemas

apresentam uma distribuição semelhante a uma gaussiana. Isso indica que a presença do ruı́do

traz de volta a difusão caótica prevista pela equação (3.28). O equivalente desse sistema é visto

na última coluna da figura (19), onde podemos ver que não importa o valor de k o sistema é

completamente caótico.

Como visto nas figuras (20) e (21) ao aumentarmos a correlação da sequência

aleatória (α) as ilhas de estabilidades permanecem no mapa de fases mesmo para maiores valo-

res k. Isso pode ser visto nas figuras (20) e (21). A nı́vel quântico percebemos que correlação na

sequência do ruı́do diminui a possibilidade de encontrarmos a difusão caótica. Porém, para va-

lores elevados de k o efeito do ruı́do não é o suficiente para alterar as propriedades do sistema.

Como podemos ver na figura (27), apenas alpha = 2.5 o efeito da localização exponencial

persiste.

Figura 25: Distribuição da função de onda no espaço dos momentos para k = 0.1.

As figuras (25), (26) e (27) mostram a densidade |ψ(p)2| depois de um longo
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Figura 26: Distribuição da função de onda no espaço dos momentos para k = 0.8.

Figura 27: Distribuição da função de onda no espaço dos momentos para k = 4.0.

perı́odo. A evolução de |ψ(p)2|, a partir de um pacote de onda gaussiano, é mostrada na fi-

gura (28) o rotor sem ruı́do e o rotor com ruı́do para α = 0.0, 2.0 e 2.5.

Uma outra maneira de analisarmos a influência do ruı́do é analisar os efeitos da

variável A presente na equação (2.21). As figuras (29), (30), (31) e (32) nos mostram ”mapas

de calor”gerados para valores de α diferentes. No eixo x refere-se ao parâmetro A e o eixo y ao

parâmetro k. A intensidade mostra no ”mapa de calor”é dada pela relação,

Ic =
1

lc
. (4.2)

Podemos inferir que os efeitos da localização dinâmica se tornam mais presentes,

já para pequenas intensidades de ruı́do, em sistemas que possuem correlação de longo alcance

na sequência de ruı́dos.
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Figura 28: A figura mostra a evolução da densidade de probabilidade da função de onda no
espaço dos momentos para k = 4.0. Em sequência da esquerda para direita e de cima para
baixo temos o rotor sem ruı́do e com ruı́do para alpha = 0.0, 2.0e2.5.

Figura 29: Mapas de calor para α = 0.0 relacionando o nı́vel de ruı́do do sistema com a
intensidade do impulso aplicado na partı́cula. A intensidade do mapa é referente ao fator de
localização dinâmica 1/lc.
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Figura 30: Mapas de calor para α = 1.0 relacionando o nı́vel de ruı́do do sistema com a
intensidade do impulso aplicado na partı́cula. A intensidade do mapa é referente ao fator de
localização dinâmica 1/lc.

Figura 31: Mapas de calor para α = 2.0 relacionando o nı́vel de ruı́do do sistema com a
intensidade do impulso aplicado na partı́cula. A intensidade do mapa é referente ao fator de
localização dinâmica 1/lc.
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Figura 32: Mapas de calor para α = 2.5 relacionando o nı́vel de ruı́do do sistema com a
intensidade do impulso aplicado na partı́cula. A intensidade do mapa é referente ao fator de
localização dinâmica 1/lc.
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5 CONCLUSÃO

O rotor impulsionado por um potencial periódico no tempo se mostra uma boa pla-

taforma para estudos envolvendo dinâmica caótica, pois, mesmo sendo um sistema de simples

análise numérica, este se mostra muito versátil para implementarmos e estudarmos fenômenos

quânticos como localização em sistemas com pertubações periódicas no tempo, tunelamento

dinâmico em condensados Bose-Einstein e em moléculas (caracterizado pela mudança nos mo-

dos vibracionais da molécula) [13, 14, 19, 26, 35].

Na seção (2) estudamos os efeitos da variação da intensidade do impulso apli-

cado no rotor na forma de ruı́do. Percebemos que a medida que aumentamos a correlação

na sequência de valores aleatórios utilizados para gerar o ruı́do, dado pela equação (2.22), as

ilhas de estabilidade do sistema se mantém, mesmo a pertubação provocada pelo ruı́do, e o

sistema conserva as suas propriedades mistas (onde há presença de comportamento caótico e

integrável) [8].

Quando passamos para o correspondente quântico, o rotor quântico, o caos é visto

devido a supressão da difusão caótica, prevista pelo modelo clássico. Cassati e Izrailev mostram

a presença há presença de uma localização dinâmica é sistemas periódicos com relação ao tempo

(sistemas de Floquet). Este resultado é o análogo à localização de Anderson [21] que prevê uma

localização exponencial da função de onda em sistema com periodicidade de rede na presença

de desordem.

Quando estudamos sistemas fı́sicos complexos, cuja a fenomenologia foge a intuição

comum, é preciso se ater aos princı́pios básicos da fı́sica. Na mecânica quântica dois princı́pios

foram de fundamental importância para entender como a localização dinâmica ocorre no ro-

tor quântico. Primeiro estar relacionado a de-coerência de um sistema provocada por uma

pertubação externa ao sistema (impulso em δ). O segundo é princı́pio da correspondência

clássico-quântico, que se mostrou uma ferramenta de grande utilidade para entender a correlação

do caos a nı́vel clássico influencia a dinâmica do rotor quântico.

Uma caracterı́stica importante do espaço de fases clássico do rotor é presença de

orbitas de energia simétricas. Como foi mencionado na seção (1) a presença de simetria leva a

uma coerência no estados do sistema [16]. Assim, à medida que as orbitas de energia no espaço

de fases vão sendo destruı́das o sistema vai perdendo a coerência entre os estados da função de

onda. Logo, quanto mais caótico o sistema maior será a de-coerência entre os estados. O que

leva a uma localização no sistema.

Ao aplicarmos o ruı́do na intensidade do impulso do rotor percebemos que, para

sequências aleatórias não correlacionadas, o rotor passa a ter o comportamento difuso, simi-
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lar ao análogo clássico. Assim, para rotor impulsionado com ruı́do não correlacionado a de-

coerência presente no sistema gera uma difusão no sistema (resultado obtido experimentalmente

em [36]). Ao aumentarmos o valor de α (correlação entre a sequência de valores aleatórios) as

orbitas de estabilidade no espaço de fases clássico voltam a aparecer. O que indica que, para

sistemas com correlação de longo alcance, a coerência entre os estados do sistema provoca

localização dinâmica, ao contrário dos resultados presentes na literatura.

A partir desses resultados podemos aplicar estas analises em sistemas quânticos

mais complexos. Podemos analisar como a de-coerência afeta o ruı́do aplicado na fase do

sistema (phase-noise) [30]. Analisar como relação de incerteza se comporta na presença de

uma pertubação aleatória. Aplicar nossas analises em outros sistemas periódicos no tempo,

como o condensado de Bose-Einstein [13] dado pelo hamiltoniano “tipo pêndulo”,

H =
p2
x

2m
+
h̄Ωeff

4
(1− 2ε sin(ωt+ φ)) sin2(kx). (5.1)

Estudar sistemas sobre a influência de campos eletromagnético periódicos no tempo

e suas influência na dinâmica vibracional de moléculas e na optoeletrônica.
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