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RESUMO

Esta tese contém duas partes. Na primeira, encontramos uma quantidade monoétona ao
longo do fluxo dado pelo inverso da curvatura média e usamos tal quantidade para provar
uma desigualdade tipo Alexandrov-Fenchel para hipersuperficies estritamente convexas da
esfera. Na segunda parte, consideramos uma desigualdade conjecturada por Ge, Wang e
Wu em 2015 para hipersuperficies do espaco hiperbdlico. Utilizando um fluxo geométrico,
o qual chamamos de fluxo pela funcao suporte, e uma quantidade monoétona ao longo desse
fluxo, provamos a validade de uma desigualdade semelhante a que foi conjecturada. Além
disso, quando a dimensao do ambiente é trés, mostramos que a desigualdade conjecturada

é falsa.

Palavras-chave: Fluxo pelo inverso da curvatura média. Fluxo pela funcao suporte.

Desigualdades de Alexandrov-Fenchel.



ABSTRACT

This thesis is divided in two parts. In the first, we find a monotone quantity along the
inverse mean curvature flow and use it to prove an Alexandrov—Fenchel-type inequality for
strictly convex hypersurfaces in the sphere. In the second part, we consider an inequality
conjectured by Ge, Wang and Wu in 2015 for hypersurfaces in the hyperbolic space. Using
a geometric flow, which we call the support function flow, and a monotone quantity along
of this flow, we prove an inequality similar to the one that was conjectured. Moreover,
when the dimension of the ambient manifold is three, we show that the inequality that

was conjectured is false.

Keywords: Inverse mean curvature flow. Support function flow. Alexandrov-Fenchel

inequalities.
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1 INTRODUCAO

Seja X C R” com n > 3 uma hipersuperficie convexa. As desigualdades de

Alexandrov-Fenchel, provadas por Alexandrov em (1937, 1938)), dizem que

(i) =) oy

onde B é uma bola em R", 2 é o dominio em R" cujo o bordo é ¥ e

Vn—k(Q) - Cn—l,k/Uk—l()\)dE
%

com Cp_yp = Ugf(f()l), I'=(1,---,1), e 0x(\) é conhecida como a k-ésima curvatura média
de ¥ do vetor curvatura principal A = (A1,...,A,—1) de ¥, 1 <k <n—1. Ademais, a

igualdade em ([1.1)) ocorre se, e somente se, >, é uma esfera redonda.

Definicao 1.1. Seja M uma variedade riemanniana e X"~ C M™ wma hipersuperficie
de M. Dizemos que ¥ € k-convera se \(x) € Ty para todo x € %3, onde Ty € o cone de
Garding

Ip={keR" | o,k)>0, Vm<Ek}.

Caso N(x) € 'y, para todo x € ¥ diremos ainda que 3 € estritamente k-convexa. Também,
dizemos que um dominio Q@ C M™ é (estritamente) k-convezo se X = OS2 € (estritamente)

k-conveza.

Observacao 1.1. Dizemos que uma hipersuperficie é convexa se ela é n-convexra e que €
média convexa se a mesma € 1-convexa.

Definicao 1.2. Uma hipersuperficie ¥"~1 C M™ € estrelada se ela pode ser escrita como
um grdfico sobre uma esfera geodésica.

Escolhendo O € M™ para ser a origem fixada, temos a seguinte defini¢ao.
Definigao 1.3. Uma hipersuperficie X"~1 € M™ € estrelada com relagao a origem se ela
pode ser escrita como um grdfico sobre uma esfera geodésica centrada na origem O € M™.

A menos que mencionemos ao contrario, a hipersuperficie ¥"~! C M" sera
sempre mergulhada, fechada (compacta sem bordo), orientavel e conexa.

Guan e Li (2009) generalizaram a desigualdade para X" ! C R" estrelada
e k-convexa (veja o Teorema [3.2)).

Considere o n-espaco hiperbdlico H" para ser o espago ambiente no lugar de

R". Fixemos, de uma vez por todas, uma origem O € H". Usamos o modelo de H" dado
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por R, x S"! munido com a métrica
dr® + senh®(r)h,
onde h é a métrica da esfera unitdria S"~! e r ¢é a distancia geodésica para a origem.

Em 2016, de Lima e Girao usaram o fluxo pelo inverso da curvatura média
(IMCF) e um resultado provado por Brendle, Hung e Wang em [2016/ (veja o Teorema
para mostrar a seguinte desigualdade tipo Alexandrov-Fenchel: Se > C H" com n > 3 é

estrelada e estritamente média convexa, entao

/ZpHdE > (n— Dwp_s [(Ji) = n (%) ] | (1.2)

onde p: H" — R é a fungao dada por

p(r) := cosh(r), (1.3)

H = 01()\) é a curvatura média de X, w, 1 é a drea de S"™! e || é a drea de ¥. Além
disso, a igualdade ocorre se, e somente se, ) é uma esfera geodésica centrada na origem.
Esta desigualdade foi conjecturada por Dahl, Gicquaud e Sakovich em 2013, quando eles
estavam investigando a desigualdade de Penrose para graficos hiperbdlicos.

Agora, considere a n-esfera unitaria S, com n > 3, para ser o espaco ambiente.
Fixemos, de uma vez por todas, uma origem O € S". Consideramos o modelo de S™ dado

por (0,7) x S"~! munido com a métrica
dr® + sen®(r)h,

onde h é a métrica da esfera unitaria S"~! e r é a distancia geodésica para a origem. Neste

caso, a funcao p : S” — R é dada por

p(r) = cos(r). (1.4)

Se 3 ¢é difeomorfa & S"! e estd contida em um hemisfério aberto (por exemplo, se &
¢ estritamente convexa (veja DO CARMO e WARNER (1970))), entao ¥ divide S™ em
duas regioes: uma regiao que contém um hemisfério propriamente, a qual chamamos de
regiao exterior, e uma regiao que esta propriamente contida em um hemisfério, a qual
chamamos de regiao interior.

Makowski e Scheuer provaram em 2016| (veja também GERHARDT (2015))
que se Y é estritamente convexa, entao o IMCF converge, em um tempo finito, para

um equador FEyx. Este equador determina dois hemisférios, com um deles contendo ¥:;
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denotaremos por z(X) o centro do hemisfério, determinado por Ey, que contém ¥ (olhando
o hemisfério como uma bola geodésica). Iremos nos referir ao ponto z(3) como o ponto
associado a ¥ via o IMCF'. Note que, se 3 é uma esfera geodésica, entao (%) é seu centro.

Dado z € S™, consideramos a func¢ao p, : S” — R dada por

pz(q) = cos(r.(q)),

onde 7,(q) denota a distancia geodésica de ¢ a x. Assim, se = coincide com a origem,
recuperamos a funcao p definida em (|1.4]).

Definimos a quantidade I por

£ = (1) o

Wn—1

Seja x € S™. Se ¥ é difeomorfa & S*! e estd contida em um hemisfério aberto, definimos

a quantidade L, por
L,(X) = n/ P2,
Q

onde 2 é a regiao interna limitada por X. Se x coincide com a origem, escrevemos somente
L(X) para denotar L£,(X), isto é,

LX) =n /Q pd<).

A primeira parte desta tese consiste, principalmente, em encontrar uma quan-

tidade mondtona ao longo do IMCF para provar o seguinte resultado.

Teorema 1.1. (Girao, Pinheiro 2017) Seja ¥ C S"™ uma hipersuperficie mergulhada,

fechada, orientdvel e conexra. Se Y € estritamente convexa, entao

/prHdE > (n— Dwny (%g))) [(J?l) - (%) ] |

onde © = x(X) € o ponto associado a 3 via o IMCF. Ademais, a igualdade ocorre se, e

somente se, ¥ € uma esfera geodésica centrada em x.
Definicao 1.4. Uma hipersuperficie ¥ C H"™ € horoesférica convexa se para todo ponto
x € X, X estd contida em alguma horoesfera que passa por x.

Esta definicao é equivalente a definicao que diz que as curvaturas principais
de X sao maiores ou iguais a 1.

Consideremos uma hipersurperficie horoesférica convexa ¥ C H". Em 2015,
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Ge, Wang e Wu estenderam a desigualdade ((1.2) para
2n

k41
. 5]\ T 5|\ Geneen |
/ popds > CF_jwp_q +(— : (1.5)
z Wn—1 Wn—1

onde k é impar (a desigualdade ((1.2)) sendo o caso k = 1, veja o Teorema. Na verdade,

eles provaram o passo indutivo de k para k + 2, obtendo o caso impar da desigualdade

(1.5). O caso onde k é par seguiria da seguinte conjectura.
Conjectura 1.1. (Ge, Wang, Wu 2015) Seja ¥ C H" uma hipersuperficie horoesférica

5|\ w1 51\
/de > Wpo1 ( 2 ) + (u) . (1.6)
Y Wn—1 Wn—1

Se a igualdade ocorre, entao ¥ é uma esfera geodésica centrada na origem.

convexa. Entao

A seguir apresentamos os resultados principais da segunda parte da tese.

Considere o modelo de Poincaré para o espaco hiperbdlico: a variedade dife-
rencidvel B” (a bola aberta de norma euclidiana 1) munida da métrica § = ¢*§, onde
o= (1- |9c|2)71 e 0 é a métrica do espaco euclidiano. Neste modelo, a funcao p é dada

por
1+ zf?
1z

Teorema 1.2. (Girao, Pinheiro, Rodrigues) Seja ¥ C B"™ tal que, como hipersu-

perficie do R™, ¥ € estrelada e estritamente média convexa. Entao como hipersuperficie
de H", ¥ satisfaz

/Epdz: > Wn_1 [(n; 1)2 (ﬁ)l + (%)2

Definimos a quantidade P(3) por

=

2

%]

Wn—1

)7) 02 - 1P

onde, || é a drea de ¥ C B(0), w,_1 ¢ a drea da esfera S"~! e

PX) = (wn_1<

o) = / pd.
2
Definimos, para uma hipersuperficie ¥ C R", a quantidade Q(X) por

O(x) = 1

[Z[s )71
Wn—1 Wn_1
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Na prova do teorema acima, utilizamos o fluxo pela fungao suporte (SFF), a quantidade

mondétona, P, ao longo desse fluxo, o limite

lim P(%;) = Q(Xo)

t—o0

e que se X C R™ é uma hipersuperficie estrelada e estritamente média convexa, entao

Qx) > ("‘1)2.

n

A dltima desigualdade foi provada por Girao e Rodrigues. Também, mostramos que se
> C H" tem curvatura média maior ou igual a n — 1, entao, 3 vista como hipersuperficie
do R™ é estritamente média convexa. Assim, usando o teorema anterior, vale o seguinte
resultado.

Corolério 1.1. Se ¥ C H" ¢ estrelada e tem curvatura média H > (n — 1), entdo

/Epdz: > Wn_1 [(n; 1>2 (ﬁ)l + (%)2

Em particular, a desigualdade vale para > horoesférica convexa.

1
2

Teorema 1.3. (Girao, Pinheiro, Rodrigues) A conjectura de Ge, Wang e Wu € falsa
quando n = 3.
Neste teorema, tomamos I' para ser a hipersuperficie obtida pela rotacao da

curva

{ z = (cos(3s) + 9)sen(s) — 3sen(3s)cos(s) (1.7)

y = (cos(3s) + 9)cos(s) + 3sen(3s)sen(s),

em torno do eixo y com 0 < s < 27 e usamos a desigualdade

Q) <1,

provada por Girdao e Rodrigues para obter uma hipersuperficie I’y C B3(0) de modo que a
desigualdade acima continue valendo para I'g. Fazemos I'y evoluir ao longo do fluxo SFF.

Usando que
lim P(T;) = Q(Ty) < 1,

t—o0
obtemos que

Py <1

para todo t suficientemente grande. Finalmente, usamos a convexidade de I'y como hi-
persuperficie do R™ para mostrar que I'; é horoesférica convexa para t suficientemente

grande, obtendo assim um contra-exemplo para a Conjectura de Ge, Wang e Wu.
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2 PRELIMINARES

2.1 Fluxos extrinsecos

Consideramos uma familia a 1-parametro X (¢,) : ¥ — M, t € [0,¢), de
hipersuperficies isometricamente mergulhadas, satisfazendo X (0,-) = 3 e evoluindo de
acordo com

0X
i F¢, (2.1)
onde £ é o vetor normal unitario ao longo de ¥; = X (¢,-) e F' é uma fungao velocidade.
Algumas vezes, denotamos >; apenas por .
A seguir apresentaremos alguns casos particulares do fluxo dado na equacao
que serao utilizados ao longo desta tese.
1. A funcio F = —Z=L. Temos o fluxo dado pelo quociente das funcoes simétricas

Ok

elementares das curvaturas principais

0X Ok—1

o TR 2.2

815 (% 5, ( )

onde oy, e 0p_1 sao a k-ésima e a (k — 1)-ésima curvaturas médias de ;.
2. A fungao F = —. Temos o fluxo dado pelo inverso da curvatura média (IMCF)

0X 19

—_5 2.3

ot H’ (2:3)

onde H é a curvatura média de X3;.

3. Seja a variedade M = H" e a funcao F' = p. Temos o fluxo dado pela funcao

p: H" = R,
0X
= 2.4
onde p(r) = cosh(r).
4. Seja a variedade M = H" e a funcao F' = —0, temos o fluxo dado pela funcao
suporte (SFF)
0X
= —_f 2.

onde 6 é a funcao suporte definida em ([2.13)).
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2.2 Uma identidade para produtos torcidos

Seja (N"~! h) uma variedade riemanniana fechada, orientével e conexa. Con-

sideramos a variedade produto M = N x [0,7) munida com a métrica riemanniana
g = dr® +n*(r)h, (2.6)

onde n : [0,7) — R é uma fungao suave e positiva em (0, 7). Definimos a fun¢ao p : M — R
por
p=1(r), (2.7)

onde, a “linha” significa a derivada com respeito a r.

Assumimos nesta subsegao que (M, g) tem curvatura escalar

R; =en(n —1), (2.8)
com € = —1,0 ou 1. Também, assumimos que p satisfaz a identidade
(Amp)g — D?p+ pRicy = 0, (2.9)

onde D? representa a hessiana. Tomando o traco, temos
App = —enp. (2.10)

Observacao 2.1. A estrutura de produto torcido (2.6)) e as identidades (2.8) e 5a0
satisfeitas, por exemplo, pelas sequintes variedades: anti-deSitter-Schwarzchild se e = —1,
espaco euclidiano se € = 0 e de Sitter-Schwarzchild se € = 1.

Consideramos uma hipersurperficie fechada, mergulhada, orientavel ¥ C M.
Como observado por Brendle em 2013, M \ ¥ tem exatamente duas componentes cone-
xas. Uma destas componentes estd contida em N x [0,7 — §), para algum § > 0. Esta
componente é a regiao interna e denotamos ela por {2, enquanto a outra componente é
chamada de regiao externa. Denotamos por £ o vetor unitario normal ao longo de ¥ que
aponta para regiao interna. As conexoes de Levi-Civita de M e X sao denotadas por D e
V, respectivamente. Denotamos por ¢ e b, respectivamente, a métrica e a segunda forma

fundamental de . Assim, se X e Y sao campos vetoriais tangentes em 3, entao

b(X,Y) =g(aX,Y),

onde

aX = —Dxf



16

é o operador forma. Denotamos por A = (Aq,...,\,_1) 0 vetor curvatura principal de X

e por

H = 0'1()\> = trgb

sua curvatura média. Também, consideramos a curvatura escalar extrinsica de > dada

por
K = o3()) = ; A = % (H? — |a?) . (2.11)
Pela desigualdade de Newton-MacLaurin,
Ok+10k—1 < 013 (2'12)
o (Dara(D) = o2(0)’
com [ = (1,---,1). Ademais, a igualdade ocorre em um ponto dado se, e somente se, ¥

¢ umbilica neste ponto.

Seja X o campo posicao do espago euclidiano. A fungao suporte 6 é definida

por
g(X(t M =R"
g(Dp, &), caso contrario.
Proposicao 2.1. Vale o sequinte:
0 M =R"
Asp = o * iy (2.14)
—pRicy (€,€) + HO, caso contrdrio.

Demonstracao. No primeiro caso, temos p constante igual a 1. Entao, Axp = 0. No outro

caso, se X é tangente a Y, por um lado temos
DxVp=VxVp+g(aX,Vp). (2.15)
Por outro lado,

DxVp=Dx (Dp— g(Dp,£)¢)
=DxDp — Xg(Dp,§)§ — g(Dp, §) Dx&. (2.16)

Assim, tomando Y tangente a 3. e usando as igualdades em (2.15]) e em ([2.16)), encontramos
Da iguadade acima, obtemos

Asp = Anp—D?p(€,€) +g(Dp,§)H. (2.17)
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A identidade em ([2.14]) segue das equagoes em (2.17) e (2.9)). ]

2.3 Variagoes

Como comentamos na primeira subse¢ao, estamos considerando uma familia
a 1-parametro X (t,-) : ¥ — M, t € [0,¢€), de hipersuperficies isometricamente mergu-
lhadas, satisfazendo X (0,-) = ¥ e evoluindo de acordo com o fluxo (2.1)).
Defini¢ao 2.1. O Tensor de Newton Ty, : X(3) — X(3) do operador forma a, € definido

por

To=1 e Tpy=0,l —al,_1 com 1<k<n-—1,

onde I € a identidade em X (X).
Proposigao 2.2. Considerando o fluxo , temos:

O wvetor normal unitdario £ evolui de acordo com

o5

o = VEF (2.18)

O elemento de drea dX2 evolui de acordo com

B
518 = —FHA: (2.19)

em particular, a drea |X| evolui de acordo com
d
—|X] = —/ FHdY. (2.20)
dt >

A k-ésima curvatura média evolui de acordo com
8)\>

9 e() = tr <Tk_1()\) 0 =

o (2.21)

As férmulas (2.18)) - (2.21]) sdo bem conhecidas (veja|ZHU| (2002)). Assumindo

que a variedade ambiente tem curvatura seccional constante €, a formula (2.21)), torna-se:

%akm = div(T_1VF) + F(oy(Nop\) — (k + Doga (V) + (n — ke (N),  (2.22)

onde Ty_1 é o tensor de Newton do operador forma a de ordem k — 1. Em particular, a

curvatura média evolui com

aa—i[ = AsF + (|a|* + Ricy (&, €)) F. (2.23)

Por um calculo direto, usando as equagoes (2.19)) e (2.22) e o Teorema da divergeéncia,



obtemos:

% / (NS = —(k + 1) / Fop\dS + (n — k)e / Fop 1(\ds.

%

Definimos J(X), Z(X) e O(X), respectivamente, por

J(%) zs/EHdE,

() = /2 pHdY

o) = / pdX.
o
Note que, pela identidade (2.10)), temos
J(X) :n/de+C,
Q

onde, C' é uma constante.

18

(2.24)

(2.25)

As quantidades definidas acima e as variagoes apresentadas na proéxima pro-

posicao contemplam, com excecao do espacgo euclidiano, a estrutura de produto torcido

29).
Proposigao 2.3. Considerando o fluzo dado em , temos:

A funcao p evolui de acordo com

9p
— =0F.
ot
A quantidade J(X) evolui de acordo com
dJ (%) /
= — Fpd¥.
o ne g pd

A quantidade Z(X) evolui de acordo com

(%
dZ( >:2/0HFdE—2/pKFdE.

A quantidade O(X) evolui de acordo com

dO(
o ):/QFdZ—/pHFdE.

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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Demonstracao. Pelo fluxo em (2.1)) e a definicao da func¢ao suporte em (2.13)), temos

ap o 0X

o qen W)
= g(Dp, F¢§)
= F0,

0 que prova a equagao (2.26). A equacao ([2.27)) segue das equagoes, (2.1)) e (2.25)), e da

férmula da co-drea. Usando as equagoes ([2.19)), (2.23) e (2.26]), temos

/apHdE+/ aa—i[dEnL/pH%dZ
by

:/GFHdZ+/p(AgF+(\a!2+RicM(§,§))F) dE—/pFH2dZ
b b)) b

:/9FHd2+/FAEpd2+/p(ya|2+Ric(§,g)) FdE—/pFHQdE,
by by b)) by

e o resultado segue, depois de alguns cancelamentos, das equagdes (2.11)) e (2.14]). Pelas

equagoes (2.19) e ([2.20),
/@dz+/ de /eFdz—/pHFdz.
b b

Proposicao 2.4. (Ros (1987 e Brendle 2013) Seja Q@ C R™, H" ou S} um dominio

compacto com bordo suave Y. Se X € estritamente média convexa, entdo

(n— 1)/2%12 > n/deQ. (2.30)

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, 32 € totalmente umbilica.

O
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3 DESIGUALDADES PARA HIPERSUPERFICIES DO R" E H"

3.1 Desigualdade para hipersuperficies do R"

Apresentaremos uma breve ideia da prova, dada por Guan e Li em 2009, da
desigualdade de Alexandrov-Fenchel (veja a desigualdade (|1.1])) para dominios estrelados
e k-convexos, usando o seguinte resultado.

Teorema 3.1. (Gerhardt (1990 e Urbas 1990) Se g € um dominio estrelado e estri-
tamente k-convexo, entdo existe solucao ¥, para o fluro dado em para todo tempo
t >0 e X, converge para uma esfera depois de um reescalonamento apropriado.

Definimos

() = Vn? @)

an—ik;k—il1 (Q>

Uma desigualdade entre duas quantidades geométricas pode ser estabelecida
através da construcao de um fluxo normalizado, onde uma das quantidades é invariante
ao longo do fluxo e outra é mondtona. Entdo, iremos normalizar o fluxo dado em ([2.2)),

usando uma constante R(t), com isso

OX Ok—1
— = ——(\)+ R(t . 3.1
= (-2 o) ¢ (3.)
Se €, é dominio cujo o bordo é dado pela funcao posicao X (t), entdo usando a equagao
(2.24) de modo que V,,_x_1(2) seja constante ao longo do fluxo normalizado (3.1) e a
identidade de Minkowski dada por

Vn,k(Q) = —/Hak()\)dE,
2
onde 6 = (X &) é a funcao suporte, X é a funcao posigdo de X e £ é o vetor unitario
normal ao longo de ¥, conseguimos encontrar R(t) = —0r(t), onde

Ok4+10k—1
fZ Ok dE

t pr—
r®) Co—t1e+1 [y 0xdE

(3.2)

é uma constante de normalizagao que torna V,,_j_1(€;) invariante e V,,_(€2;) nao decres-

cente ao longo do fluxo
0X Op—
== (— =N —r(t)@) 3 (3.3)

Ok
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Teorema 3.2. (Guan, Li2009) Suponha que Q0 é um dominio suave k-convezxo estrelado

em R", entao

() = ()

para 0 < m < k. A igualdade ocorre se, e somente se, £ € uma bola.

Demonstracao. Provar este teorema é equivalente a mostrar que
Zi() < Zi(B), (3.4)

com a igualdade ocorrendo se, e s6 se, {2 é uma bola.

Caso 1. ( Q é estritamente k-convexa.) Tome X (-, ) solugao do fluxo (2.2)), cuja a existécia
¢ garantida pelo Teorema [3.1] Considere X(-,¢) = e~ Jo"®4s X (. #), onde r(t) foi definido
na equagao e X(-,t) é o bordo de €. Note que Z; () é crescente, pois Vy_1_x(€)
é invariante e V,_x(€) é nao-decrescente ao longo do fluxo . Logo, Z(Q%) < Z(B)
ja que X (+,t) converge para uma esfera depois de um reescalamento apropriado. Usando

novamente que Ik(Qt) é crescente, temos que vale a desigualdade 1) Se vale a igualdade
AV k(Q)
dt

(2.12). Com isso, ¥; é uma esfera redonda para todo ¢t > 0. Em particular, ¥y = ¥ é uma

em , temos = 0 e dai vale a igualdade na desigualdade de Newton-MacLaurin
esfera.

Caso 2. ( Q é k-convexa estrelada.) Aproximamos o dominio k-convexo estrelado €2 por
dominios estritamente k-convexos. Entao vale a desigualdade . Seja, X, = {z €
Y, 0k(A(z)) > 0}, X, é aberto, pois ox(A(z)) é continua e é ndo-vazia ji que ¥ é uma
hipersuperficie compacta mergulhada em R™ com a condigao de k-convexidade. Ademais

Y1, é fechada ja que é possivel encontrar uma constante positiva ¢ tal que
O—k<)\($)) >c> 07

para todo x € ¥ . Para mais detalhes veja Guan e Li (2009). Logo, ¥ = ¥, o que
implica que 2 é estritamente k-convexa, entao se vale a igualdade na desigualdade ((3.4)),

temos que {2 é a bola pelo caso 1.
]

3.2 Desigualdades para hipersuperficies do H"

Aqui, apresentaremos os resultados para hipersuperficies do n-espacgo hi-
perbdlico com n > 3, provados por Brendle, Hung e Wang em 2016, de Lima e Girao
em 2016/ e Ge, Wang e Wu em 2015, Antes de provar estes resultados, definimos as

seguintes quantidades:
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B
LY
Il
A/~
5

)_“ (T(®) - K(2). (35)

n—2

)= () @) - - k) (36)
M) = () 7 @ - 0 - v, 37

onde J (%) = — [ 0d%, K(2) = w1 (%)f e () = [, pHdS.

Teorema 3.3. (Brendle, Hung, Wang 2016)) Seja > hipersurperficie compacta e

média convexa no espaco hiperbolico H" a qual ¢ estrelada. Entdo
M(E) > (n—1)wy_1. (3.8)

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, ¥ € uma esfera geodésica centrada na
origem.

Usamos que p : H* — R dado por p(r) = cosh(r) satisfaz a seguinte equagao

(Agnp)g — D?p + pRicgn = 0,
onde g = dr? + senh®(r)h e a desigualdade (2.30)) para provar que a quantidade M em
(3.7) é mondétona nao-crescente. Fazendo-se o estudo do limite de M(%;) quando t — oo,
foi mostrado por Brendle, Hung e Wang em [2016 que

liminf M(%;) > (n — 1)wp_1.

t—o00

Logo, se M(X;) é monétona nao-crescente, temos
M(Zg) > (n — Dwyp—1.

Se a igualdade vale na desigualdade acima, entao ocorre a igualdade na desigualdade de
Newton-MacLaurin em (2.12)). Dai, ¥y é totalmente umbilica, e portanto, ¥, é esfera
geodésica. Se ¥y nado estiver centrada na origem, usamos o fato de p(r) = cosh(r) ser
crescente e o Teorema da Divergécia para mostrar que M(%y) > (n — 1)w,_1. Por um
calculo direto, se Xy é esfera geodésica centrada na origem vale a iguadade em (|3.8)).
Proposicao 3.1. (de Lima, Girao 2016) Se X, € solu¢do do fluzo com Y estre-
lada e estritamente média convexa, entao

lim inf V() > (n — 1)wn_i. (3.9)

t—o0

Teorema 3.4. (de Lima, Girao 2016) Se X C H" é uma hipersuperficie estrelada e
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estritamente média convezra, entao

foomam o= | (EL) T (EDT]

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, X2 € uma esfera geodésica centrada na origem.

Demonstracao. Analisamos trés casos:
Caso 1. J(X) > K(2) (X = ).
Se J(X) > K(X), entdao N(X) > M(X). Assim, pelo Teorema [3.3] temos que
NE) > (n—1)w, 1.
Devido ao caso anterior, podemos sempre assumir J (%) < K(2).
Caso 2. J(X:) > K(X;) para algum t.

Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ty tal que J(2¢,) = K(X4,). Em
(2016), de Lima e Girao provaram que se a hipersuperficie inicial ¥ é estrelada e es-
tritamente média convexa, entao a quantidade F em ¢ monotona nao-decrescente
ao longo de qualquer solu¢do do fluxo (2.3). Com isso, J(%;) < K(X;) para t < to.
Neste mesmo trabalho, eles mostraram que em qualquer intervalo com a propriedade de
J () < K(%), tem-se que N(X) em ¢ mondtona nao-crescente. Logo,

N(Zo) 2 N(Ey) = M(Ey) 2 (n = Dwn-1.

Caso 3. J(%;) < K(X;) para todo tempo t.

Se J(3;) < K(3;) para todo tempo ¢, entao N (X;) é mondtona nao-crescente.
Ademais, se X € estrelada e estritamente média convexa, entao vale a desigualdade dada

em . Logo,
N(Zo) > N(Z) > ligian(Zt) > (n— 1Dwp—1.

Nos casos 1 e 2, temos que se vale a igualdade na desigualdade , entao
>} é esfera geodésica centrada na origem pelo teorema anterior. J& no caso 3, como
J () < K(X;) sempre teremos N (Xg) > (n — 1)wy,—1. Segue de um célculo direto que se
Y. é esfera geodésica centrada na origem, entao vale a igualdade na desigualdade .

m

Teorema 3.5. (Ge, Wang, Wu (2013, 2014))) Se X C H" € horoesférica convexa com
1<k<n-—1, entao

k
2 2 (n-k-1)7 32
S\ k S\ & a-1
/EakdEZC]j_lwn_l [(J ’1> +<w| ‘1) ] : (3.11)
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Ademais, a iqualdade ocorre se, e somente se, 2 € esfera geodésica.
Teorema 3.6. (Ge, Wang, Wu 2015) Se ¥ C H" € horoesférica convera com 1 < k <

n—1 e k impar, entao

k+1
2

B NG B NGI)
/pade>C 1n1[(|’) —I—(”) ] . (3.12)
Y Wn—1 Wn—1

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, > € esfera geodésica centrada na origem.

Demonstracao. Usando o argumento de indugao, temos que quando k£ = 1 a desigual-

dade (3.12) ¢é exatamente a desigualdade (3.10)) provada no Teorema [3.4 Suponha que a
desigualdade (3.12)) vale para k, isto é,

k41
2n 1) 2
M (k+1)(n—1) M (k+1)(n 1)
/pade > C’]j_lwn_l [( [ > + ( = > ]
» Wn—1 Wn—1

Utilizamos o fato de X ser horoesférica convexa para mostrar que a quantidade

o Ok42 o L ogyo
B = [ (o3 g~ )™

é maior ou igual a zero ao longo do fluxo (2.4). Em particular, quando t é igual a zero,

k+2 Ok L ok
/C’kadEZ/z(pCﬁ_l + - Ck+2d2>

Agora, usamos o teorema anterior, a hipétese de inducao e a desigualdade acima para

temos

obter a seguinte desigualdade:

2n —3)

M (k+3)(n—1) M (k+3)(n 1)

/p0k+2d2>cﬁ+%n1[(||> +<||) ]
b)) Wn—1 Wn—1

Logo, vale a desigualdade (3.12)). Para mais detalhes veja Ge, Wang e Wu 2015, Usamos

um argumento analogo ao que foi usado no Teorema para mostrar que se vale a

k+3
2

igualdade na desigualdade (3.10)), entao 3 é esfera geodésica centrada na origem. O]

Observacao 3.1. Na demonstracdo acima, o passo de inducdo vale, independentemente
de k ser par ou impar. Assim, para mostrar que a desigualdade , vale para k
par, bastaria mostrar o caso k = 0 (veja a Conjectura . No entanto, mostraremos
na sequnda parte desta tese que quando a dimensao do ambiente é trés a desigualdade

conjecturada € falsa.
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4 DESIGUALDADE PARA HIPERSUPERFICIES DE St

4.1 Conjectura e teorema principal

Consideramos a n-esfera unitaria S com n > 3 para ser o espago ambiente
com o modelo, a métrica e a funcao p descritos na introducao. Se ¥ é uma esfera geodésica

centrada na origem, por um calculo direto, temos

/EpHdE — (= 1wy [(%) s (%) ] |

Sabendo que vale a igualdade acima e a desigualdade (3.10) para hipersuperficies estri-

tamente médias convexas de H", é tentador conjecturar que se ¥ C S" satisfaz alguma

DR R
Wn—1 Wn—1 ‘

Veremos na Proposicao que se X ¢ esfera geodésica, entao a desigualdade acima ocorre

hipétese apropriada de convexidade, entao

/ pHdY > (n — 1w,
s

somente quando X esta centrada na origem. Apesar disto, temos a seguinte conjectura:
Conjectura 4.1. Seja X C S™ uma hipersuperficie mergulhada, fechada, orientdvel e

conexa. Se Y € estritamente convexa, entdo

n—2 n
Y\ et S|\ et
sup / pHAYE > (n— 1w,y [(u) — (L) ] :
zest Jx Wn—1 Wn—1

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, > € uma esfera geodésica.

Nao conseguimos provar a conjectura acima, mas conseguimos provar o se-
guinte resultado relacionado:
Teorema 4.1. (Girao, Pinheiro 2017) Seja ¥ C S™ uma hipersuperficie mergulhada,

fechada, orientdvel e conexa. Se ¥ € estritamente convezxa, entdo

/meHdEE (n — Dw,_ (%) [(%)i - (%>] | (4.1)

onde © = x(X) € o ponto associado & 3 via o IMCF. Ademais, a igualdade ocorre se, e
somente se, 3 € uma esfera geodésica centrada em x.

Se x € S", denotamos o hemifério aberto centrado em z (olhando o hemisfério
como uma bola geodésica) por S%(z). Se x é a origem escrevemos somente S7. Na
Proposicao 4.2 provamos que

L.(¥) <K (%),
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com a igualdade ocorrendo se, e somente se, > é esfera geodésica centrada em x e contida
em S (v). Assim, apenas no caso em que ¥ ¢ uma esfera geodésica a Conjectura segue
do Teorema 1]

Uma hipersuperficie estritamente convexa > C S" é dita balanceada se x(X),
o ponto associado a ¥ via o IMCF, coincide com a origem. Para mostrar o Teorema [4.1]
podemos assumir que Y é balanceada, pois caso X nao seja, existe uma isometria ¥ tal
que V(X)) é balanceada. Neste caso, a desigualdade tem a seguinte forma:

foezoven (B [(2)7- ()] o

4.2 Quantidade mondétona ao longo do IMCF

Aqui, mostramos a quantidade mondtona que encontramos, usando o fluxo
IMCF apresentado em ([2.3). Também, provamos as Proposigoes e mencionadas

na subsec¢ao anterior.

Definimos A(X) := w‘i‘l. Pela equagao ([2.20) com F' = —+, temos
dA(Y)
=A). 4.
o = AR (4.3)
Proposicao 4.1. (Girao, Pinheiro 2017) Suponha
AX) <1 (4.4)
e
(n—1) / Pas> I +a, (4.5)
v H

para alguma constante a. Entao, ao longo do fluzo , a quantidade Q(X) definida por

n—2

Qx) = ATHH(D) [Z(X) = (0= 1) (T (D) + 8) (A7T(2) = 1) 49471 (D) (4.6)

satisfaz
dQ(X)
dt

n—1 2(n —1)*
— == "7 q. 4.8

p <n—2)a <7 n(n—2)a (48)
Demonstragao. Pela Desigualdade de Newton-MacLaurin em (2.12)) e a equacao em ([2.28]),

temos

<0, (4.7)

onde

dZ(¥X) n—2
<
dt —n-—1

() — 27 (). (4.9)
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Também, pela equacao (2.27)) e a desigualdade (4.5)), temos

djdéz) > ( 1 )j(Z) +a (4.10)

n—1

Usando as equacoes (4.3) e (4.8), e as desigualdades (4.4)), (4.9) e (4.10)), encontramos

4 (U ©em) = TE - - ™2 (atm 1) 2 (g4 5- ) A
< <Z _ f) I(2) - 27(2) — (n — 1) (%J(z) + a) (A (m) - 1)
+2 (j(x) + 8- ﬁ) =105
_ (Z - f) (4 om)),
o que prova a desigualdade (E7). 0

Proposigao 4.2. (Girao, Pinheiro 2017) Sejam z € S™ e 3 C S™ uma hipersuperficie

merqgulhada, fechada, orientdvel e conexa. Entao,

L,(¥) < K(X),

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, ¥ é uma esfera geodésica centrada em x e

contida em S’ (x).

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que z é a origem. Entao,

precisamos mostrar que

L(X) < K(%),

com a iguadade ocorrendo se, e somente se, > é uma esfera geodésica centrada na origem
e contida em S .
Seja 3 uma esfera geodésica centrada na origem, com 3 contida em ST e tal
que
K(%) = K(%).

Um célculo direto mostra que

LX) =K(X). (4.11)

Denotamos por €2 e Q, respectivamente, a regiao interior de ¥ e de 3. Pela desigualdade

/ 1dV2/ 1dV, (4.12)
O\Q O\Q

com a iguadade ocorrendo se, e somente se, Y é esfera geodésica.

isoperimétrica, temos
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Segue da desigualdade (4.12)) e do fato que p é decrescente com respeito a r que

/ pdvz/ pdV, (4.13)
O\Q O\Q

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, > = 3.

Usando as desigualdades (4.11]) e (4.13]), obtemos

ﬁ(Z):n/ ApdV—I—n/ pdV
0\Q oo

gn/ pdV—i—n/ pdV
O\Q QN

L(3)
K(%),

com a iguadade ocorrendo se, e somente se, > = Y, isto é, se, e somente se, X é esfera

geodésica centrada na origem e contida em S} . O]

Proposicao 4.3. (Girao, Pinheiro 2017)) Se ¥ € uma esfera geodésica ndao centrada

na origem, entao

foes oo (1) ()]

Demonstracao. Denotamos por ¥ a esfera geodésica centrada na origem, com ¥ contida

em S e tal que
X = |2 (4.14)

Um céalculo direto nos da

Z(2) = (n — Dw,_y (Jf’l) S (Ji) -

Assim, pela iguadade (4.14)), é suficiente mostrar que

(%) < Z(%).
Note que o campo vetorial Dp é conforme e que

Vo= (Dp)'".
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Assim, segue da férmula (8.4) provada por Alias, de Lira e Malacarne em (2006) que
div(T1Vp) = —(n — 2)pH + 20K, (4.15)

onde Ty = HI — a é o tensor de Newton do operador forma a. Integrando a igualdade

(4.15) e usando que K é constante, temos

(n—2)Z(X) =2KL(%), (4.16)
onde usamos que
J (%) = L(X)
De forma similar,
(n— 2)2(2) = Qf(ﬁ(i]), (4.17)

onde K ¢é a curvatura escalar extrinseca de Y. Portanto, como K = K, o resultado segue

da Proposigao [4.2| junto com as igualdades (4.16]) e (4.17)).
0

4.3 Prova do Teorema [4.1]

Sem perda de generalidade, podemos assumir que a hipersuperficie estrita-
mente convexa > C S" é balanceada.
Em (2016), Makowski e Scheuer provaram que o fluxo IMCF ¢é suave em um

intervalo [0,7™), com ¥, convergindo para um equador, quando ¢t — 7™, e com

lim [ HdS = 0. (4.18)

t—=T* »

Como ¥ é balanceada, a restricao de p a X, satisfaz
0<p<l,

para cada t € [0, 7). Assim, como Y; permanece estritamente convexa ao longo do fluxo

IMCF (veja MAKOWSKI E SCHEUER (2016)), temos
0<pH < H,
para cada t € [0,7*). Logo, pela igualdade (4.18) e o Teorema do Confronto,

lim [ pHdY =0. (4.19)
s
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Usando que X; converge para o equador, obtemos
lim A(X;) = 1. (4.20)
t—T™*
Entéao, como A(X) é crescente ao longo do fluxo IMCF, encontramos

AX) < 1. (4.21)

Além disso, pela Proposicao [2.4

(n—1) /E 2is> J(3)

Assim, utilizamos a Proposicao 4.1} e concluimos que a quantidade

Q) = AT () [Z(D) - (n - DI () (A71(3) ~ 1)] (4.22)
satisfaz 10(5)
o =Y
ao longo do IMCF. Logo,
Q%) — Q(%) <0, (4.23)

para todo t € [0, 7).
Pelas igualdades em (4.19)) e em (4.20]), temos

t—=T™*

Usando a igualdade acima e a desigualdade (4.23]), obtemos
Q(X%0) >0,

a qual é equivalente a desigualdade (4.2)).
Resta mostrar a afirmacao de rigidez. Se ¥ é uma esfera geodésica centrada
na origem, entao um céalculo direto mostra que a igualdade ocorre na desigualdade (4.2)).

Se a igualdade ocorre na desigualdade (4.2)), entao

dQ(X)
dt

=0,

para cada t € [0, 7). Assim, a igualdade também ocorre na desigualdade (4.9)), para cada
t € [0,7*). Mas, se a iguadade ocorre na desigualdade (4.9)), para cada t € [0,7*), entao
ela também ocorre na Desigualdade de Newton-MacLaurin (2.12)), para cada t € [0,7™).

Como consequéncia, Y é totalmente umbilica, e portanto, é esfera geodésica. Como X



é balanceada, ela é uma esfera geodésica centrada na origem.
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5 DESIGUALDADE PARA HIPERSUPERFICIES DE H"

5.1 Existéncia e Propriedades do Fluxo SFF

Seja > C H" uma hipersuperficie compacta do espaco hiperbdlico. Para
mostrar a existéncia do fluxo dado pela fungao suporte (SFF) em , utilizaremos a
seguinte proposicao (que também pode ser encontada em Mantegazza [2011)).
Proposigao 5.1. Seja X : ¥ x [0,€) — H" uma familia de imersoes. Entdo existe uma
unica familia ¢: % x [0,€) — X de reparametrizacées tal que X (z,t) = X(p(z,t),1)

satisfaz

(5.1)

X (2, 1) = (X (p(x, 1), 1), £(p(x, 1), 1)) E (2, 1), 1)
Xo = Xo;

onde &(p(x,t),t) € o vetor normal a ;.

Demonstracao. Seja ¢ : ¥ x [0,€) — ¥ uma familia a 1-parametro de reparametrizagoes

de X. Entao X (z,t) := X (p(z,t),t) satisfaz

X o) = 2 oo 000) + dXiloto0) (20,0

= (B 1), 1), 6ol 1, 0) Vel 1),1) + 2l 11,1

Xl 1) (F (1),

onde

ox 0X

Z{plw,t),t) = (o)1) = (S (ol 1), 1), €o(.1).1) )&l (), 1) € dXeTpian)-

Assim, a identidade em ({5.1]) ocorre se, e somente se,
{ A% (e, 1) (5 (2. 1)) = = Z (gl 1), )
o = idsy,

ou seja,

Observe que dX; '(o(z,t))(Z(p(z,t),t)) estd bem definida posto que dX; é injetiva e

Z(p(x,t),t) € dXy(Tp(r ). Além disso, nao é dificil ver que Z(p(z,t),t) é diferencidvel.
Portanto, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de EDQO’s existe uma unica

¢ que faz X satisfazer a identidade (/5.1]). m
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A partir de agora, a menos que mencionado o contrario, iremos considerar o
H" com o modelo da bola de Poincaré dado por B" = {z € R"; |z| < 1} munido com a
métrica

4
j=—"0
9= A= app”

onde g é a métrica do espaco hiperbodlico restrito a bola e § é a métrica do espaco euclidiano.
O motivo pelo qual estamos usando este modelo é simplesmente pelo fato que ele torna
as demonstragoes de alguns resultados bem mais simples.

Neste modelo, a fungao p : B — R (veja a equagao (|1.3) é dada por

14z
1= faf¥

p(x)

Denotando por D a conexao de Levi-Civita de B", temos que o gradiente de p é dado por
Dp=2¢,

onde £ é o campo de Euler em B”, ou seja, associa a x € B"” o vetor z € T,B".
Seja W : B™ x [0,00) — B"™ dada por

U(z,t) :=e "a.

Seja Xo : ¥ — H" uma imersao. Considere o fluxo X : ¥ x [0, 00) — H" dado
por

X(z,t) = U(Xo(x),1). (5.2)

Esse fluxo satisfaz a seguinte equacao diferencial

0 (1,1) = — X (,1)
X(.,0) = Xo.

Aplicando a Proposicao ao fluxo, X: ¥ x [0,00) — H", mostra-se que existe uma
tnica familia ¢ : ¥ x [0,00) — X de reparametrizagoes tal que X : ¥ x [0,00) — H"™ dada

por X(z,t) = X(p(x,t),t) satisfaz

Gi(x,t) = —0(z, t)¢(, 1)
X(., 0) = X07

onde 6 é a funcao suporte.
Corolario 5.1. O fluxo pela fung¢dio suporte (SFF) existe para todo tempo e converge

uniformemente para a origem quando t — oo.

Demonstracio. Sendo X (z,t) := X(¢(z,t),t) com X definida na equacdo (5.2)), temos

que o fluxo pela fungao suporte existe para todo tempo e converge uniformemente para a
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origem, ja que X existe para todo tempo e converge uniformemente para a origem. ]

A seguir, usaremos o fluxo SFF para mostrar que a quantidade definida por

%]

Wp—1

P = (ot (1)) 0% - [ 5.3

é mondtona nao crescente. Aqui, |X| é a drea de ¥, w,_; é a drea da esfera S" ! e

o) = /E pd.

Proposicao 5.2. (Girao, Pinheiro) Ao longo do fluro SFF, a quantidade dada em

satisfaz
dP(%)

dt
Demonstrag¢ao. Usando F' = —6 e a identidade (2.14)) nas equagoes (12.20)) e (2.29), obte-

1110S

dO0E) _ _/92d2+/pﬂedz— —/92dz—/ |Vp|2d2—(n—1)/p2d2
dt » » > b )

<0. (5.4)

dx| _ _
= /ZGHdE = —(n—-1)O(%). (5.5)

Utilizando que |Dp|* = 62 + |Vp|?, p*> — |Dp|* = 1 e a Desigualdade de Holder, obtemos

dO (%) 0%(%)
o <|E]-n .

(5.6)

Entao, pela igualdade em ([5.5)) e a desigualdade em ([5.6)),

Pr = (o ()7 oo - 2mimn - 2 50w - 12

O°(%)
%]

< (wn,1< 2 )’&)_2[20(2)(@; —n02<2)> +2(n—1)O(D)E] + 2n

Wn—1 |Z|
=0

—2n0O(%)
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5.2 Desigualdade

Seja a quantidade P(X), defenida como na subsecao anterior, e para uma
hipersuperficie ¥ C R", definimos Q(X) por

Js [2*d(X)s

[Zls ™1t
Wn—1 <wn_1

tlggo P(X:) = Q(Z0)-

Q) =

Proposicao 5.3.

2n

Demonstragao. Primeiro, note que pelo Corolériof5.1|as quantidades, O(X)—|%| e w,,—1 = ) ﬁ’

Wn—1

convergem para 0 quando ¢ tende ao infinito. Usando, também, as equagoes ([2.19)), (2.20))
e (2.29), obtemos por L’Hospital que

2 —1)d%
lim P(¥) = lim Js(v ) T

t—o0 t—o00 ‘El n—1
Wn—1 < >

Wn—1

Seja € > 0 dado. Tome ¢ > 0 tal que |z| < ¢ implique

1 n+1 1
— <
’(1 - |g;|2> ‘ c

1 n—1
R E I
‘(1—|x|2) c

n—1
Usando que p = P o que Y = <#) (dX)s temos, para ¥ C {x € B"; |z| < §},

1=z

n+1
Jolp? = 1)ds Jolel| () = 1)@
X —1| < <e,

20 [y |=(dX)s | T Js; 121 (d%)s

<eE.

ﬁ; _ b)) 1

125

Portanto,

2 —1)dx
lim fz(ﬂ )

=1
t—oo0 2n+1 fE |x|2(d2)5




Logo,

Encontramos entao

lim P1) =
t—o00 Q(EO) t—o00 Q(Et)

~1
| (fztw - m) ( Jo, I ) ]
= lim it |- ntl
t=ro0 wn_l( ] >”—1 w 1(\2_,45) o
Wn—1 =i\ wn-1
) [E¢] -5
= lim fzt(ﬂ — D lim —(m>
- t—oo 2n+1 fEt |l‘|2(d2t)5 t—=00 9on—1 <%>
Wn—1
= 1.

lim P(%;) = Q(Xo).

t—o00
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]

Teorema 5.1. (Girao, Rodrigues) Se ¥ C R" ¢ uma hipersuperficie estrelada e estri-

tamente média convexa, entao

o) > (1)

n

(5.7)

Teorema 5.2. (Girao, Pinheiro, Rodrigues) Seja ¥ C B"™ tal que, como hipersu-

perficie do R™, ¥ € estrelada e estritamente média convexa. Entao como hipersuperficie
de H", ¥ satisfaz

1
2

/Epdz > Wn_1 [(n; 1)2 (af_’l)l + (%)2

Demonstracao. A Proposicao e a desigualdade ([5.7) nos dao

lim P(5,) > (” - 1)2.

t—00 n

Usando a desigualdade acima e o fato da quantidade P ser mondtona nao

obtemos

Logo,

P(sy) > (" 1)2.

n

/pd2>w (”‘1>2 [ “+<ﬂ>2
5 n—1 n w1 wn

=

2

crescente,
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Corolério 5.2. Se ¥ C H" ¢ estrelada e tem curvatura média H > (n — 1), entio

2n_
oo (52 () (2
5 n—1 n W1 W1

Demonstracao. Sendo § = ¢26, onde ¢ = sz‘g, temos que as curvaturas médias H de
Y C (B,6) e HdeX C (B, ) se relacionam da seguinte forma

1
2

~

H = ¢"'(H—(n—1)6"'¢(¢))
= ¢7'H —(n—1)¢%(9).
Isolando H, temos
H = ¢H + (n—1)¢"'¢(9)
Como &£(¢) = ¢?6(€, X)), temos que

H = ¢H + (n —1)¢8(€, X).
Se H > (n — 1), entéo

H = ¢(H+ (n—1)5(¢ X))
> ¢(n—1)(1+68(¢ X))
> 0

pois, pela desigualdade de Cauchy,
6(6, X)) < [€] - 1X] = |X] < 1.

Logo, o resultado segue do teorema anterior. O]

Teorema 5.3. (Girao, Rodrigues) Existe uma hipersuperficie estritamente convezxa
' C R? tal que Q(T) < 1.
Teorema 5.4. (Girao, Pinheiro, Rodrigues) A Conjectura de Ge, Wang e Wu € falsa

quando n = 3.

Demonstracao. Seja I'y C B? tal que I'y, como hipersuperficie do espaco euclidiano, é
estritamente convexa e satisfaz Q(I'y) < 1. A existéncia de tal hipersuperficie é garantida

pelo teorema anterior. Como

lim P(I't) = Q(To) <1,

t—o00
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existe tg > 0 tal que

P(Pt) < 1,

para todo t > ty. Afirmamos que, para todo t suficientemente grande, a hipersuperficie
I'; é horoesférica convexa. Agora, mostraremos esta ultima afimagao. Sejam ba segunda
forma fundamental de ' C (B3, §) e b a segunda forma fundamental de I' C (B3,4).

Sabemos que as segundas formas fundamentais satifazem a seguinte relacao

~

b= 6(b— 67'€(0)0).
Como &£(¢) = ¢%6(€, X), temos

o>
I

P(b— $d(&, X)0)
= ¢b— ¢*5(¢, X)d.

Aplicando a férmula acima no campo V, temos
bV,V) = @b(V,V) = ¢*(€, X)5(V, V).
Como I' é estrelada e & aponta para dentro, encontramos
b(V,V) > ¢b(V, V).

Temos entao

bv.V) V)
gV, v) A(V V)
(V V)
Usando a férmula acima para comparar as segundas formas fundamentais de I'y e T',
obtemos .
b(v.v) o > oot 2V V)
UAG R ATE

onde ¢; = ﬁ Tomando t suficientemente grande encontramos que todos os autova-

lores de I'; sao maiores ou iguais a 1. O]
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6 CONCLUSAO

Nesta tese, provamos desigualdades tipo Alexandrov-Fenchel para hipersu-
perficies da esfera e do espaco hiperbdlico.

Se > C S™ é uma hipersuperficie estritamente convexa, entao

om0 (S2) [ (27 (22

onde x = z(X) é o ponto associado a ¥ via o IMCF,

K(2) :wn_1< 1= >n"1

Wn—1

£.(3) =n / a2,
Q

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, > é uma esfera geodésica centrada em .
Seja > C B" tal que, como hipersuperficie do R", 3 é estrelada e estritamente

média convexa. Entao como hipersuperficie de H", ¥ satisfaz

foomm | (S (D (2

Como corolario, se ¥ C H" ¢ estrelada e tem curvatura média H > (n—1), entao ¥ satisfaz

a desigualdade acima. Em particular, a desigualdade vale para > horoesférica convexa e,
dessa forma, obtemos uma desigualdade semelhante a que foi conjecturada por Ge, Wang
e Wu. Além disso, mostramos que existe um contra-exemplo para a desigualdade ((1.6)),

conjecturada por Ge, Wang e Wu quando a dimensao do ambiente é trés.
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