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Prof. Dr. Sebastião Carneiro de Almeida
Departamento de Economia Aplicada - CAEN (UFC)

Prof. Dr. Juscelino Pereira Silva - Departamento de Matemática (UFCA)
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Aos meus pais Henrique Pinheiro e Ilânia Pinheiro pelo amor e compreensão
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entação, incentivo e paciência que tiveram comigo.

Aos professores Levi Lopes de Lima, Abdênago Alves de Barros, Sebastião

Carneiro de Almeida, Juscelino Pereira Silva, Antonio Caminha Muniz Neto e Jonatan

Floriano da Silva por terem aceitado participar da banca.

A todos os meus amigos da Pós-Graduação em Matemática da UFC, em espe-
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des, Florentiu Daniel Cibotaru, José Fábio Bezerra Montenegro, Gleydson Chaves Ricarte,
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RESUMO

Esta tese contém duas partes. Na primeira, encontramos uma quantidade monótona ao

longo do fluxo dado pelo inverso da curvatura média e usamos tal quantidade para provar

uma desigualdade tipo Alexandrov-Fenchel para hipersuperf́ıcies estritamente convexas da

esfera. Na segunda parte, consideramos uma desigualdade conjecturada por Ge, Wang e

Wu em 2015 para hipersuperf́ıcies do espaço hiperbólico. Utilizando um fluxo geométrico,

o qual chamamos de fluxo pela função suporte, e uma quantidade monótona ao longo desse

fluxo, provamos a validade de uma desigualdade semelhante à que foi conjecturada. Além

disso, quando a dimensão do ambiente é três, mostramos que a desigualdade conjecturada

é falsa.

Palavras-chave: Fluxo pelo inverso da curvatura média. Fluxo pela função suporte.

Desigualdades de Alexandrov-Fenchel.



ABSTRACT

This thesis is divided in two parts. In the first, we find a monotone quantity along the

inverse mean curvature flow and use it to prove an Alexandrov–Fenchel-type inequality for

strictly convex hypersurfaces in the sphere. In the second part, we consider an inequality

conjectured by Ge, Wang and Wu in 2015 for hypersurfaces in the hyperbolic space. Using

a geometric flow, which we call the support function flow, and a monotone quantity along

of this flow, we prove an inequality similar to the one that was conjectured. Moreover,

when the dimension of the ambient manifold is three, we show that the inequality that

was conjectured is false.

Keywords: Inverse mean curvature flow. Support function flow. Alexandrov-Fenchel

inequalities.
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1 INTRODUÇÃO

Seja Σ ⊂ Rn com n ≥ 3 uma hipersuperf́ıcie convexa. As desigualdades de

Alexandrov-Fenchel, provadas por Alexandrov em (1937, 1938), dizem que

(Vn−k(Ω)

Vn−k(B)

) 1
n−k ≤

(Vn−k−1(Ω)

Vn−k−1(B)

) 1
n−k−1

, (1.1)

onde B é uma bola em Rn, Ω é o domı́nio em Rn cujo o bordo é Σ e

Vn−k(Ω) = Cn−1,k

∫
Σ

σk−1(λ)dΣ

com Cn−1,k = σk(I)
σk−1(I)

, I = (1, · · · , 1), e σk(λ) é conhecida como a k-ésima curvatura média

de Σ do vetor curvatura principal λ = (λ1, . . . , λn−1) de Σ, 1 ≤ k ≤ n − 1 . Ademais, a

igualdade em (1.1) ocorre se, e somente se, Σ é uma esfera redonda.

Definição 1.1. Seja M uma variedade riemanniana e Σn−1 ⊂ Mn uma hipersuperf́ıcie

de M . Dizemos que Σ é k-convexa se λ(x) ∈ Γ̄k para todo x ∈ Σ, onde Γk é o cone de

Garding

Γk = {κ ∈ Rn−1 | σm(κ) > 0, ∀m ≤ k}.

Caso λ(x) ∈ Γk para todo x ∈ Σ diremos ainda que Σ é estritamente k-convexa. Também,

dizemos que um domı́nio Ω ⊂Mn é (estritamente) k-convexo se Σ = ∂Ω é (estritamente)

k-convexa.

Observação 1.1. Dizemos que uma hipersuperf́ıcie é convexa se ela é n-convexa e que é

média convexa se a mesma é 1-convexa.

Definição 1.2. Uma hipersuperf́ıcie Σn−1 ⊂Mn é estrelada se ela pode ser escrita como

um gráfico sobre uma esfera geodésica.

Escolhendo O ∈Mn para ser a origem fixada, temos a seguinte definição.

Definição 1.3. Uma hipersuperf́ıcie Σn−1 ⊂Mn é estrelada com relação a origem se ela

pode ser escrita como um gráfico sobre uma esfera geodésica centrada na origem O ∈Mn.

A menos que mencionemos ao contrário, a hipersuperf́ıcie Σn−1 ⊂ Mn será

sempre mergulhada, fechada (compacta sem bordo), orientável e conexa.

Guan e Li (2009) generalizaram a desigualdade (1.1) para Σn−1 ⊂ Rn estrelada

e k-convexa (veja o Teorema 3.2).

Considere o n-espaço hiperbólico Hn para ser o espaço ambiente no lugar de

Rn. Fixemos, de uma vez por todas, uma origem O ∈ Hn. Usamos o modelo de Hn dado
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por R+ × Sn−1 munido com a métrica

dr2 + senh2(r)h,

onde h é a métrica da esfera unitária Sn−1 e r é a distância geodésica para a origem.

Em 2016, de Lima e Girão usaram o fluxo pelo inverso da curvatura média

(IMCF) e um resultado provado por Brendle, Hung e Wang em 2016 (veja o Teorema 3.3)

para mostrar a seguinte desigualdade tipo Alexandrov-Fenchel: Se Σ ⊂ Hn com n ≥ 3 é

estrelada e estritamente média convexa, então

∫
Σ

ρHdΣ ≥ (n− 1)ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

+

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

]
, (1.2)

onde ρ : Hn → R é a função dada por

ρ(r) := cosh(r), (1.3)

H = σ1(λ) é a curvatura média de Σ, ωn−1 é a área de Sn−1 e |Σ| é a área de Σ. Além

disso, a igualdade ocorre se, e somente se, Σ é uma esfera geodésica centrada na origem.

Esta desigualdade foi conjecturada por Dahl, Gicquaud e Sakovich em 2013, quando eles

estavam investigando a desigualdade de Penrose para gráficos hiperbólicos.

Agora, considere a n-esfera unitária Sn, com n ≥ 3, para ser o espaço ambiente.

Fixemos, de uma vez por todas, uma origem O ∈ Sn. Consideramos o modelo de Sn dado

por (0, π)× Sn−1 munido com a métrica

dr2 + sen2(r)h,

onde h é a métrica da esfera unitária Sn−1 e r é a distância geodésica para a origem. Neste

caso, a função ρ : Sn → R é dada por

ρ(r) = cos(r). (1.4)

Se Σ é difeomorfa à Sn−1 e está contida em um hemisfério aberto (por exemplo, se Σ

é estritamente convexa (veja DO CARMO e WARNER (1970))), então Σ divide Sn em

duas regiões: uma região que contém um hemisfério propriamente, a qual chamamos de

região exterior, e uma região que está propriamente contida em um hemisfério, a qual

chamamos de região interior.

Makowski e Scheuer provaram em 2016 (veja também GERHARDT (2015))

que se Σ é estritamente convexa, então o IMCF converge, em um tempo finito, para

um equador EΣ. Este equador determina dois hemisférios, com um deles contendo Σ;
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denotaremos por x(Σ) o centro do hemisfério, determinado por EΣ, que contém Σ (olhando

o hemisfério como uma bola geodésica). Iremos nos referir ao ponto x(Σ) como o ponto

associado a Σ via o IMCF. Note que, se Σ é uma esfera geodésica, então x(Σ) é seu centro.

Dado x ∈ Sn, consideramos a função ρx : Sn → R dada por

ρx(q) = cos(rx(q)),

onde rx(q) denota a distância geodésica de q a x. Assim, se x coincide com a origem,

recuperamos a função ρ definida em (1.4).

Definimos a quantidade K por

K(Σ) = ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

.

Seja x ∈ Sn. Se Σ é difeomorfa à Sn−1 e está contida em um hemisfério aberto, definimos

a quantidade Lx por

Lx(Σ) = n

∫
Ω

ρxdΩ,

onde Ω é a região interna limitada por Σ. Se x coincide com a origem, escrevemos somente

L(Σ) para denotar Lx(Σ), isto é,

L(Σ) = n

∫
Ω

ρdΩ.

A primeira parte desta tese consiste, principalmente, em encontrar uma quan-

tidade monótona ao longo do IMCF para provar o seguinte resultado.

Teorema 1.1. (Girão, Pinheiro 2017) Seja Σ ⊂ Sn uma hipersuperf́ıcie mergulhada,

fechada, orientável e conexa. Se Σ é estritamente convexa, então

∫
Σ

ρxHdΣ ≥ (n− 1)ωn−1

(
Lx(Σ)

K(Σ)

)[(
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

−
(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

]
,

onde x = x(Σ) é o ponto associado à Σ via o IMCF. Ademais, a igualdade ocorre se, e

somente se, Σ é uma esfera geodésica centrada em x.

Definição 1.4. Uma hipersuperf́ıcie Σ ⊂ Hn é horoesférica convexa se para todo ponto

x ∈ Σ, Σ está contida em alguma horoesfera que passa por x.

Esta definição é equivalente à definição que diz que as curvaturas principais

de Σ são maiores ou iguais a 1.

Consideremos uma hipersurperf́ıcie horoesférica convexa Σ ⊂ Hn. Em 2015,
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Ge, Wang e Wu estenderam a desigualdade (1.2) para

∫
Σ

ρσkdΣ ≥ Ck
n−1ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

) 2n
(k+1)(n−1)

+

(
|Σ|
ωn−1

) 2(n−k−1)
(k+1)(n−1)

] k+1
2

, (1.5)

onde k é ı́mpar (a desigualdade (1.2) sendo o caso k = 1, veja o Teorema 3.6). Na verdade,

eles provaram o passo indutivo de k para k + 2, obtendo o caso ı́mpar da desigualdade

(1.5). O caso onde k é par seguiria da seguinte conjectura.

Conjectura 1.1. (Ge, Wang, Wu 2015) Seja Σ ⊂ Hn uma hipersuperf́ıcie horoesférica

convexa. Então ∫
Σ

ρdΣ ≥ ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

) 2n
n−1

+

(
|Σ|
ωn−1

)2
] 1

2

. (1.6)

Se a igualdade ocorre, então Σ é uma esfera geodésica centrada na origem.

A seguir apresentamos os resultados principais da segunda parte da tese.

Considere o modelo de Poincaré para o espaço hiperbólico: a variedade dife-

renciável Bn (a bola aberta de norma euclidiana 1) munida da métrica ĝ = φ2δ, onde

φ = (1− |x|2)
−1

e δ é a métrica do espaço euclidiano. Neste modelo, a função ρ é dada

por

ρ =
1 + |x|2

1− |x|2
.

Teorema 1.2. (Girão, Pinheiro, Rodrigues) Seja Σ ⊂ Bn tal que, como hipersu-

perf́ıcie do Rn, Σ é estrelada e estritamente média convexa. Então como hipersuperf́ıcie

de Hn, Σ satisfaz

∫
Σ

ρdΣ > ωn−1

[(n− 1

n

)2
(
|Σ|
ωn−1

) 2n
n−1

+
( |Σ|
ωn−1

)2
] 1

2

.

Definimos a quantidade P(Σ) por

P(Σ) :=
(
ωn−1

( |Σ|
ωn−1

) n
n−1
)−2

[O2 − |Σ|2],

onde, |Σ| é a área de Σ ⊂ B(0), ωn−1 é a área da esfera Sn−1 e

O(Σ) =

∫
Σ

ρdΣ.

Definimos, para uma hipersuperf́ıcie Σ ⊂ Rn, a quantidade Q(Σ) por

Q(Σ) :=

∫
Σ
|x|2d(Σ)δ

ωn−1

(
|Σ|δ
ωn−1

)n+1
n−1

,
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Na prova do teorema acima, utilizamos o fluxo pela função suporte (SFF), a quantidade

monótona, P , ao longo desse fluxo, o limite

lim
t→∞
P(Σt) = Q(Σ0)

e que se Σ ⊂ Rn é uma hipersuperf́ıcie estrelada e estritamente média convexa, então

Q(Σ) >
(n− 1

n

)2

.

A última desigualdade foi provada por Girão e Rodrigues. Também, mostramos que se

Σ ⊂ Hn tem curvatura média maior ou igual a n− 1, então, Σ vista como hipersuperf́ıcie

do Rn é estritamente média convexa. Assim, usando o teorema anterior, vale o seguinte

resultado.

Corolário 1.1. Se Σ ⊂ Hn é estrelada e tem curvatura média Ĥ ≥ (n− 1), então

∫
Σ

ρdΣ > ωn−1

[(n− 1

n

)2
(
|Σ|
ωn−1

) 2n
n−1

+
( |Σ|
ωn−1

)2
] 1

2

.

Em particular, a desigualdade vale para Σ horoesférica convexa.

Teorema 1.3. (Girão, Pinheiro, Rodrigues) A conjectura de Ge, Wang e Wu é falsa

quando n = 3.

Neste teorema, tomamos Γ para ser a hipersuperf́ıcie obtida pela rotação da

curva {
x = (cos(3s) + 9)sen(s)− 3sen(3s)cos(s)

y = (cos(3s) + 9)cos(s) + 3sen(3s)sen(s),
(1.7)

em torno do eixo y com 0 ≤ s ≤ 2π e usamos a desigualdade

Q(Γ) < 1,

provada por Girão e Rodrigues para obter uma hipersuperf́ıcie Γ0 ⊂ B3(0) de modo que a

desigualdade acima continue valendo para Γ0. Fazemos Γ0 evoluir ao longo do fluxo SFF.

Usando que

lim
t→∞
P(Γt) = Q(Γ0) < 1,

obtemos que

P(Γt) < 1

para todo t suficientemente grande. Finalmente, usamos a convexidade de Γ0 como hi-

persuperf́ıcie do Rn para mostrar que Γt é horoesférica convexa para t suficientemente

grande, obtendo assim um contra-exemplo para a Conjectura de Ge, Wang e Wu.
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2 PRELIMINARES

2.1 Fluxos extŕınsecos

Consideramos uma famı́lia a 1-parâmetro X(t, ·) : Σ −→ M , t ∈ [0, ε), de

hipersuperf́ıcies isometricamente mergulhadas, satisfazendo X(0, ·) = Σ e evoluindo de

acordo com

∂X

∂t
= Fξ, (2.1)

onde ξ é o vetor normal unitário ao longo de Σt = X(t, ·) e F é uma função velocidade.

Algumas vezes, denotamos Σt apenas por Σ.

A seguir apresentaremos alguns casos particulares do fluxo dado na equação

(2.1) que serão utilizados ao longo desta tese.

1. A função F = −σk−1

σk
. Temos o fluxo dado pelo quociente das funções simétricas

elementares das curvaturas principais

∂X

∂t
= −σk−1

σk
ξ, (2.2)

onde σk e σk−1 são a k-ésima e a (k − 1)-ésima curvaturas médias de Σt.

2. A função F = − 1
H

. Temos o fluxo dado pelo inverso da curvatura média (IMCF)

∂X

∂t
= − ξ

H
, (2.3)

onde H é a curvatura média de Σt.

3. Seja a variedade M = Hn e a função F = ρ. Temos o fluxo dado pela função

ρ : Hn → R,
∂X

∂t
= ρξ, (2.4)

onde ρ(r) = cosh(r).

4. Seja a variedade M = Hn e a função F = −θ, temos o fluxo dado pela função

suporte (SFF)
∂X

∂t
= −θξ, (2.5)

onde θ é a função suporte definida em (2.13).
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2.2 Uma identidade para produtos torcidos

Seja (Nn−1, h) uma variedade riemanniana fechada, orientável e conexa. Con-

sideramos a variedade produto M = N × [0, r̄) munida com a métrica riemanniana

ḡ = dr2 + η2(r)h, (2.6)

onde η : [0, r̄)→ R é uma função suave e positiva em (0, r̄). Definimos a função ρ : M → R
por

ρ = η′(r), (2.7)

onde, a “linha” significa a derivada com respeito a r.

Assumimos nesta subseção que (M, g) tem curvatura escalar

Rg = εn(n− 1), (2.8)

com ε = −1, 0 ou 1. Também, assumimos que ρ satisfaz a identidade

(∆Mρ) g −D2ρ+ ρRicM = 0, (2.9)

onde D2 representa a hessiana. Tomando o traço, temos

∆Mρ = −εnρ. (2.10)

Observação 2.1. A estrutura de produto torcido (2.6) e as identidades (2.8) e (2.9) são

satisfeitas, por exemplo, pelas seguintes variedades: anti-deSitter-Schwarzchild se ε = −1,

espaço euclidiano se ε = 0 e de Sitter-Schwarzchild se ε = 1.

Consideramos uma hipersurperf́ıcie fechada, mergulhada, orientável Σ ⊂ M .

Como observado por Brendle em 2013, M \ Σ tem exatamente duas componentes cone-

xas. Uma destas componentes está contida em N × [0, r − δ), para algum δ > 0. Esta

componente é a região interna e denotamos ela por Ω, enquanto a outra componente é

chamada de região externa. Denotamos por ξ o vetor unitário normal ao longo de Σ que

aponta para região interna. As conexões de Levi-Civita de M e Σ são denotadas por D e

∇, respectivamente. Denotamos por g e b, respectivamente, a métrica e a segunda forma

fundamental de Σ. Assim, se X e Y são campos vetoriais tangentes em Σ, então

b(X, Y ) = ḡ(aX, Y ),

onde

aX = −DXξ



16

é o operador forma. Denotamos por λ = (λ1, . . . , λn−1) o vetor curvatura principal de Σ

e por

H = σ1(λ) = trgb

sua curvatura média. Também, consideramos a curvatura escalar extŕınsica de Σ dada

por

K = σ2(λ) =
∑
i<j

λiλj =
1

2

(
H2 − |a|2

)
. (2.11)

Pela desigualdade de Newton-MacLaurin,

σk+1σk−1

σk+1(I)σk−1(I)
≤ σ2

k

σ2
k(I)

, (2.12)

com I = (1, · · · , 1). Ademais, a igualdade ocorre em um ponto dado se, e somente se, Σ

é umb́ılica neste ponto.

Seja X o campo posição do espaço euclidiano. A função suporte θ é definida

por

θ =

{
ḡ(X(t), ξ), se M = Rn,

ḡ(Dρ, ξ), caso contrário.
(2.13)

Proposição 2.1. Vale o seguinte:

∆Σρ =

{
0, se M = Rn,

−ρRicM(ξ, ξ) +Hθ, caso contrário.
(2.14)

Demonstração. No primeiro caso, temos ρ constante igual a 1. Então, ∆Σρ = 0. No outro

caso, se X é tangente à Σ, por um lado temos

DX∇ρ = ∇X∇ρ+ g(aX,∇ρ)ξ. (2.15)

Por outro lado,

DX∇ρ =DX (Dρ− g(Dρ, ξ)ξ)

=DXDρ−Xg(Dρ, ξ)ξ − g(Dρ, ξ)DXξ. (2.16)

Assim, tomando Y tangente a Σ e usando as igualdades em (2.15) e em (2.16), encontramos

g(∇X∇ρ, Y ) = g(DXDρ, Y ) + g(Dρ, ξ)g(aX, Y ).

Da iguadade acima, obtemos

∆Σρ = ∆Mρ−D2ρ(ξ, ξ) + g(Dρ, ξ)H. (2.17)
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A identidade em (2.14) segue das equações em (2.17) e (2.9).

2.3 Variações

Como comentamos na primeira subseção, estamos considerando uma famı́lia

a 1-parâmetro X(t, ·) : Σ −→ M , t ∈ [0, ε), de hipersuperf́ıcies isometricamente mergu-

lhadas, satisfazendo X(0, ·) = Σ e evoluindo de acordo com o fluxo (2.1).

Definição 2.1. O Tensor de Newton Tk : X (Σ)→ X (Σ) do operador forma a, é definido

por

T0 = I e Tk = σkI − aTk−1 com 1 ≤ k ≤ n− 1,

onde I é a identidade em X (Σ).

Proposição 2.2. Considerando o fluxo (2.1), temos:

O vetor normal unitário ξ evolui de acordo com

∂ξ

∂t
= −∇F. (2.18)

O elemento de área dΣ evolui de acordo com

∂

∂t
dΣ = −FHdΣ; (2.19)

em particular, a área |Σ| evolui de acordo com

d

dt
|Σ| = −

∫
Σ

FHdΣ. (2.20)

A k-ésima curvatura média evolui de acordo com

∂

∂t
σk(λ) = tr

(
Tk−1(λ) ◦ ∂λ

∂t

)
. (2.21)

As fórmulas (2.18) - (2.21) são bem conhecidas (veja ZHU (2002)). Assumindo

que a variedade ambiente tem curvatura seccional constante ε, a fórmula (2.21), torna-se:

∂

∂t
σk(λ) = div(Tk−1∇F ) + F (σ1(λ)σk(λ)− (k + 1)σk+1(λ) + (n− k)εσk−1(λ)), (2.22)

onde Tk−1 é o tensor de Newton do operador forma a de ordem k − 1. Em particular, a

curvatura média evolui com

∂H

∂t
= ∆ΣF +

(
|a|2 + RicM(ξ, ξ)

)
F. (2.23)

Por um cálculo direto, usando as equações (2.19) e (2.22) e o Teorema da divergência,
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obtemos:

∂

∂t

∫
Σ

σk(λ)dΣ = −(k + 1)

∫
Σ

Fσk+1(λ)dΣ + (n− k)ε

∫
Σ

Fσk−1(λ)dΣ. (2.24)

Definimos J (Σ), I(Σ) e O(Σ), respectivamente, por

J (Σ) = ε

∫
Σ

θdΣ,

I(Σ) =

∫
Σ

ρHdΣ

e

O(Σ) =

∫
Σ

ρdΣ.

Note que, pela identidade (2.10), temos

J (Σ) = n

∫
Ω

ρ dΩ + C, (2.25)

onde, C é uma constante.

As quantidades definidas acima e as variações apresentadas na próxima pro-

posição contemplam, com exceção do espaço euclidiano, a estrutura de produto torcido

(2.6).

Proposição 2.3. Considerando o fluxo dado em (2.1), temos:

A função ρ evolui de acordo com

∂ρ

∂t
= θF. (2.26)

A quantidade J (Σ) evolui de acordo com

dJ (Σ)

dt
= −nε

∫
Σ

FρdΣ. (2.27)

A quantidade I(Σ) evolui de acordo com

dI(Σ)

dt
= 2

∫
Σ

θHFdΣ− 2

∫
Σ

ρKFdΣ. (2.28)

A quantidade O(Σ) evolui de acordo com

dO(Σ)

dt
=

∫
Σ

θFdΣ−
∫

Σ

ρHFdΣ. (2.29)
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Demonstração. Pelo fluxo em (2.1) e a definição da função suporte em (2.13), temos

∂ρ

∂t
= g
(
Dρ,

∂X

∂t

)
= g(Dρ, Fξ)

= Fθ,

o que prova a equação (2.26). A equação (2.27) segue das equações, (2.1) e (2.25), e da

fórmula da co-área. Usando as equações (2.19), (2.23) e (2.26), temos

∂I(Σ)

∂t
=

∫
Σ

∂ρ

∂t
HdΣ +

∫
Σ

ρ
∂H

∂t
dΣ +

∫
Σ

ρH
∂

∂t
dΣ

=

∫
Σ

θFHdΣ +

∫
Σ

ρ
(
∆ΣF +

(
|a|2 + RicM(ξ, ξ)

)
F
)
dΣ−

∫
Σ

ρFH2dΣ

=

∫
Σ

θFHdΣ +

∫
Σ

F∆ΣρdΣ +

∫
Σ

ρ
(
|a|2 + Ric(ξ, ξ)

)
FdΣ−

∫
Σ

ρFH2dΣ,

e o resultado segue, depois de alguns cancelamentos, das equações (2.11) e (2.14). Pelas

equações (2.19) e (2.26),

∂O(Σ)

∂t
=

∫
Σ

∂ρ

∂t
dΣ +

∫
Σ

ρ
∂

∂t
dΣ =

∫
Σ

θFdΣ−
∫

Σ

ρHFdΣ.

Proposição 2.4. (Ros 1987 e Brendle 2013) Seja Ω ⊂ Rn, Hn ou Sn+ um domı́nio

compacto com bordo suave Σ. Se Σ é estritamente média convexa, então

(n− 1)

∫
Σ

ρ

H
dΣ ≥ n

∫
Ω

ρdΩ. (2.30)

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, Σ é totalmente umb́ılica.
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3 DESIGUALDADES PARA HIPERSUPERFÍCIES DO Rn E Hn

3.1 Desigualdade para hipersuperf́ıcies do Rn

Apresentaremos uma breve ideia da prova, dada por Guan e Li em 2009, da

desigualdade de Alexandrov-Fenchel (veja a desigualdade (1.1)) para domı́nios estrelados

e k-convexos, usando o seguinte resultado.

Teorema 3.1. (Gerhardt 1990 e Urbas 1990) Se Ω0 é um domı́nio estrelado e estri-

tamente k-convexo, então existe solução Σt para o fluxo dado em (2.2) para todo tempo

t > 0 e Σt converge para uma esfera depois de um reescalonamento apropriado.

Definimos

Ik(Ω) =
V

1
n−k
n−k (Ω)

V
1

n−k−1

n−k−1 (Ω)
.

Uma desigualdade entre duas quantidades geométricas pode ser estabelecida

através da construção de um fluxo normalizado, onde uma das quantidades é invariante

ao longo do fluxo e outra é monótona. Então, iremos normalizar o fluxo dado em (2.2),

usando uma constante R(t), com isso

∂X

∂t
=

(
−σk−1

σk
(λ) +R(t)

)
ξ. (3.1)

Se Ωt é domı́nio cujo o bordo é dado pela função posição X(t), então usando a equação

(2.24) de modo que Vn−k−1(Ω) seja constante ao longo do fluxo normalizado (3.1) e a

identidade de Minkowski dada por

Vn−k(Ω) = −
∫

Σ

θσk(λ)dΣ,

onde θ = 〈X, ξ〉 é a função suporte, X é a função posição de Σ e ξ é o vetor unitário

normal ao longo de Σ, conseguimos encontrar R(t) = −θr(t), onde

r(t) =

∫
Σ

σk+1σk−1

σk
dΣ

Cn−1,k+1

∫
Σ
σkdΣ

(3.2)

é uma constante de normalização que torna Vn−k−1(Ωt) invariante e Vn−k(Ωt) não decres-

cente ao longo do fluxo
∂X

∂t
=

(
−σk−1

σk
(λ)− r(t)θ

)
ξ. (3.3)
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Teorema 3.2. (Guan, Li 2009) Suponha que Ω é um domı́nio suave k-convexo estrelado

em Rn, então (Vn−m(Ω)

Vn−m(B)

) 1
n−m ≤

(Vn−m−1(Ω)

Vn−m−1(B)

) 1
n−m−1

,

para 0 ≤ m ≤ k. A igualdade ocorre se, e somente se, Ω é uma bola.

Demonstração. Provar este teorema é equivalente a mostrar que

Ik(Ω) ≤ Ik(B), (3.4)

com a igualdade ocorrendo se, e só se, Ω é uma bola.

C aso 1. ( Ω é estritamente k-convexa.) TomeX(·, t) solução do fluxo (2.2), cuja a existêcia

é garantida pelo Teorema 3.1. Considere X̃(·, t) = e−
∫ t
0 r(s)dsX(·, t), onde r(t) foi definido

na equação (3.2) e X̃(·, t) é o bordo de Ω̃t. Note que Ik(Ω̃t) é crescente, pois Vn−1−k(Ω̃t)

é invariante e Vn−k(Ω̃t) é não-decrescente ao longo do fluxo (3.3). Logo, Ik(Ω̃t) ≤ Ik(B)

já que X(·, t) converge para uma esfera depois de um reescalamento apropriado. Usando

novamente que Ik(Ω̃t) é crescente, temos que vale a desigualdade (3.4). Se vale a igualdade

em (3.4), temos dVn−k(Ω̃t)

dt
≡ 0 e dáı vale a igualdade na desigualdade de Newton-MacLaurin

(2.12). Com isso, Σt é uma esfera redonda para todo t ≥ 0. Em particular, Σ0 = Σ é uma

esfera.

C aso 2. ( Ω é k-convexa estrelada.) Aproximamos o domı́nio k-convexo estrelado Ω por

domı́nios estritamente k-convexos. Então vale a desigualdade (3.4). Seja, Σ+ = {x ∈
Σ;σk(λ(x)) > 0}, Σ+ é aberto, pois σk(λ(x)) é cont́ınua e é não-vazia já que Σ é uma

hipersuperf́ıcie compacta mergulhada em Rn com a condição de k-convexidade. Ademais

Σ+ é fechada já que é posśıvel encontrar uma constante positiva c̄ tal que

σk(λ(x)) ≥ c̄ > 0,

para todo x ∈ Σ+. Para mais detalhes veja Guan e Li (2009). Logo, Σ = Σ+, o que

implica que Ω é estritamente k-convexa, então se vale a igualdade na desigualdade (3.4),

temos que Ω é a bola pelo caso 1.

3.2 Desigualdades para hipersuperf́ıcies do Hn

Aqui, apresentaremos os resultados para hipersuperf́ıcies do n-espaço hi-

perbólico com n ≥ 3, provados por Brendle, Hung e Wang em 2016, de Lima e Girão

em 2016 e Ge, Wang e Wu em 2015. Antes de provar estes resultados, definimos as

seguintes quantidades:
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F(Σ) :=

(
|Σ|
ωn−1

)− n
n−1

(J (Σ)−K(Σ)), (3.5)

N (Σ) :=

(
|Σ|
ωn−1

)−n−2
n−1

(I(Σ)− (n− 1)K(Σ)) (3.6)

e

M(Σ) :=

(
|Σ|
ωn−1

)−n−2
n−1

(I(Σ)− (n− 1)J (Σ)), (3.7)

onde J (Σ) = −
∫

Σ
θdΣ, K(Σ) = ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

e I(Σ) =
∫

Σ
ρHdΣ.

Teorema 3.3. (Brendle, Hung, Wang 2016) Seja Σ hipersurperf́ıcie compacta e

média convexa no espaço hiperbólico Hn a qual é estrelada. Então

M(Σ) ≥ (n− 1)ωn−1. (3.8)

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, Σ é uma esfera geodésica centrada na

origem.

Usamos que ρ : Hn → R dado por ρ(r) = cosh(r) satisfaz a seguinte equação

(∆Hnρ)ḡ −D2ρ+ ρRicHn = 0,

onde ḡ = dr2 + senh2(r)h e a desigualdade (2.30) para provar que a quantidade M em

(3.7) é monótona não-crescente. Fazendo-se o estudo do limite deM(Σt) quando t→∞,

foi mostrado por Brendle, Hung e Wang em 2016 que

lim inf
t→∞

M(Σt) ≥ (n− 1)ωn−1.

Logo, se M(Σt) é monótona não-crescente, temos

M(Σ0) ≥ (n− 1)ωn−1.

Se a igualdade vale na desigualdade acima, então ocorre a igualdade na desigualdade de

Newton-MacLaurin em (2.12). Dáı, Σ0 é totalmente umb́ılica, e portanto, Σ0 é esfera

geodésica. Se Σ0 não estiver centrada na origem, usamos o fato de ρ(r) = cosh(r) ser

crescente e o Teorema da Divergêcia para mostrar que M(Σ0) > (n − 1)ωn−1. Por um

cálculo direto, se Σ0 é esfera geodésica centrada na origem vale a iguadade em (3.8).

Proposição 3.1. (de Lima, Girão 2016) Se Σt é solução do fluxo (2.3) com Σ0 estre-

lada e estritamente média convexa, então

lim inf
t→∞

N (Σt) ≥ (n− 1)ωn−1. (3.9)

Teorema 3.4. (de Lima, Girão 2016) Se Σ ⊂ Hn é uma hipersuperf́ıcie estrelada e
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estritamente média convexa, então

∫
Σ

ρHdΣ ≥ (n− 1)ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

+

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

]
, (3.10)

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, Σ é uma esfera geodésica centrada na origem.

Demonstração. Analisamos três casos:

C aso 1. J (Σ) ≥ K(Σ) (Σ = Σ0).

Se J (Σ) ≥ K(Σ), então N (Σ) ≥M(Σ). Assim, pelo Teorema 3.3, temos que

N (Σ) ≥ (n− 1)ωn−1.

Devido ao caso anterior, podemos sempre assumir J (Σ) < K(Σ).

C aso 2. J (Σt) > K(Σt) para algum t.

Pelo Teorema do Valor Intermediário, existe t0 tal que J (Σt0) = K(Σt0). Em

(2016), de Lima e Girão provaram que se a hipersuperf́ıcie inicial Σ é estrelada e es-

tritamente média convexa, então a quantidade F em (3.5) é monótona não-decrescente

ao longo de qualquer solução do fluxo (2.3). Com isso, J (Σt) ≤ K(Σt) para t ≤ t0.

Neste mesmo trabalho, eles mostraram que em qualquer intervalo com a propriedade de

J (Σt) ≤ K(Σt), tem-se que N (Σ) em (3.6) é monótona não-crescente. Logo,

N (Σ0) ≥ N (Σt0) =M(Σt0) ≥ (n− 1)ωn−1.

C aso 3. J (Σt) < K(Σt) para todo tempo t.

Se J (Σt) < K(Σt) para todo tempo t, então N (Σt) é monótona não-crescente.

Ademais, se Σ é estrelada e estritamente média convexa, então vale a desigualdade dada

em (3.9). Logo,

N (Σ0) > N (Σt) ≥ lim inf
t→∞

N (Σt) ≥ (n− 1)ωn−1.

Nos casos 1 e 2, temos que se vale a igualdade na desigualdade (3.10), então

Σ é esfera geodésica centrada na origem pelo teorema anterior. Já no caso 3, como

J (Σt) < K(Σt) sempre teremos N (Σ0) > (n− 1)ωn−1. Segue de um cálculo direto que se

Σ é esfera geodésica centrada na origem, então vale a igualdade na desigualdade (3.10).

Teorema 3.5. (Ge, Wang, Wu (2013, 2014)) Se Σ ⊂ Hn é horoesférica convexa com

1 ≤ k ≤ n− 1, então

∫
Σ

σkdΣ ≥ Ck
n−1ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

) 2
k

+

(
|Σ|
ωn−1

) 2
k

(n−k−1)
n−1

] k
2

. (3.11)
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Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, Σ é esfera geodésica.

Teorema 3.6. (Ge, Wang, Wu 2015) Se Σ ⊂ Hn é horoesférica convexa com 1 ≤ k ≤
n− 1 e k ı́mpar, então

∫
Σ

ρσkdΣ ≥ Ck
n−1ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

) 2n
(k+1)(n−1)

+

(
|Σ|
ωn−1

) 2(n−k−1)
(k+1)(n−1)

] k+1
2

. (3.12)

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, Σ é esfera geodésica centrada na origem.

Demonstração. Usando o argumento de indução, temos que quando k = 1 a desigual-

dade (3.12) é exatamente a desigualdade (3.10) provada no Teorema 3.4. Suponha que a

desigualdade (3.12) vale para k, isto é,

∫
Σ

ρσkdΣ ≥ Ck
n−1ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

) 2n
(k+1)(n−1)

+

(
|Σ|
ωn−1

) 2(n−k−1)
(k+1)(n−1)

] k+1
2

.

Utilizamos o fato de Σ ser horoesférica convexa para mostrar que a quantidade

E(Σt) :=

∫
Σ

(
ρ
σk+2

Ck+2
n−1

− ρ σk
Ck
n−1

− 1

ρ

σk+2

Ck+2
n−1

)
dΣ

é maior ou igual a zero ao longo do fluxo (2.4). Em particular, quando t é igual a zero,

temos ∫
Σ

σk+2

Ck+2
n−1

ρdΣ ≥
∫

Σ

(
ρ
σk
Ck
n−1

+
1

ρ

σk+2

Ck+2
n−1

dΣ
)
.

Agora, usamos o teorema anterior, a hipótese de indução e a desigualdade acima para

obter a seguinte desigualdade:

∫
Σ

ρσk+2dΣ ≥ Ck+2
n−1ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

) 2n
(k+3)(n−1)

+

(
|Σ|
ωn−1

) 2(n−2k−3)
(k+3)(n−1)

] k+3
2

.

Logo, vale a desigualdade (3.12). Para mais detalhes veja Ge, Wang e Wu 2015. Usamos

um argumento análogo ao que foi usado no Teorema 3.4 para mostrar que se vale a

igualdade na desigualdade (3.10), então Σ é esfera geodésica centrada na origem.

Observação 3.1. Na demonstração acima, o passo de indução vale, independentemente

de k ser par ou ı́mpar. Assim, para mostrar que a desigualdade (3.12), vale para k

par, bastaria mostrar o caso k = 0 (veja a Conjectura 1.1). No entanto, mostraremos

na segunda parte desta tese que quando a dimensão do ambiente é três a desigualdade

conjecturada é falsa.
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4 DESIGUALDADE PARA HIPERSUPERFÍCIES DE Sn+

4.1 Conjectura e teorema principal

Consideramos a n-esfera unitária Sn com n ≥ 3 para ser o espaço ambiente

com o modelo, a métrica e a função ρ descritos na introdução. Se Σ é uma esfera geodésica

centrada na origem, por um cálculo direto, temos

∫
Σ

ρHdΣ = (n− 1)ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

−
(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

]
.

Sabendo que vale a igualdade acima e a desigualdade (3.10) para hipersuperf́ıcies estri-

tamente médias convexas de Hn, é tentador conjecturar que se Σ ⊂ Sn satisfaz alguma

hipótese apropriada de convexidade, então

∫
Σ

ρHdΣ ≥ (n− 1)ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

−
(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

]
.

Veremos na Proposição 4.3 que se Σ é esfera geodésica, então a desigualdade acima ocorre

somente quando Σ está centrada na origem. Apesar disto, temos a seguinte conjectura:

Conjectura 4.1. Seja Σ ⊂ Sn uma hipersuperf́ıcie mergulhada, fechada, orientável e

conexa. Se Σ é estritamente convexa, então

sup
x∈Sn

∫
Σ

ρxHdΣ ≥ (n− 1)ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

−
(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

]
.

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, Σ é uma esfera geodésica.

Não conseguimos provar a conjectura acima, mas conseguimos provar o se-

guinte resultado relacionado:

Teorema 4.1. (Girão, Pinheiro 2017) Seja Σ ⊂ Sn uma hipersuperf́ıcie mergulhada,

fechada, orientável e conexa. Se Σ é estritamente convexa, então

∫
Σ

ρxHdΣ ≥ (n− 1)ωn−1

(
Lx(Σ)

K(Σ)

)[(
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

−
(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

]
, (4.1)

onde x = x(Σ) é o ponto associado à Σ via o IMCF. Ademais, a igualdade ocorre se, e

somente se, Σ é uma esfera geodésica centrada em x.

Se x ∈ Sn, denotamos o hemifério aberto centrado em x (olhando o hemisfério

como uma bola geodésica) por Sn+(x). Se x é a origem escrevemos somente Sn+. Na

Proposição 4.2, provamos que

Lx(Σ) ≤ K(Σ),
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com a igualdade ocorrendo se, e somente se, Σ é esfera geodésica centrada em x e contida

em Sn+(x). Assim, apenas no caso em que Σ é uma esfera geodésica a Conjectura 4.1 segue

do Teorema 4.1.

Uma hipersuperf́ıcie estritamente convexa Σ ⊂ Sn é dita balanceada se x(Σ),

o ponto associado à Σ via o IMCF, coincide com a origem. Para mostrar o Teorema 4.1,

podemos assumir que Σ é balanceada, pois caso Σ não seja, existe uma isometria Ψ tal

que Ψ(Σ) é balanceada. Neste caso, a desigualdade (4.1) tem a seguinte forma:

∫
Σ

ρHdΣ ≥ (n− 1)ωn−1

(
L(Σ)

K(Σ)

)[(
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

−
(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

]
. (4.2)

4.2 Quantidade monótona ao longo do IMCF

Aqui, mostramos a quantidade monótona que encontramos, usando o fluxo

IMCF apresentado em (2.3). Também, provamos as Proposições 4.2 e 4.3 mencionadas

na subseção anterior.

Definimos A(Σ) := |Σ|
ωn−1

. Pela equação (2.20) com F = − 1
H

, temos

dA(Σ)

dt
= A(Σ). (4.3)

Proposição 4.1. (Girão, Pinheiro 2017) Suponha

A(Σ) ≤ 1 (4.4)

e

(n− 1)

∫
Σ

ρ

H
dΣ ≥ J (Σ) + α, (4.5)

para alguma constante α. Então, ao longo do fluxo (2.3), a quantidade Q(Σ) definida por

Q(Σ) = A−
n−2
n−1 (Σ)

[
I(Σ)− (n− 1) (J (Σ) + β)

(
A−

2
n−1 (Σ)− 1

)
+ γA

−2
n−1 (Σ)

]
(4.6)

satisfaz
dQ(Σ)

dt
≤ 0, (4.7)

onde

β =

(
n− 1

n− 2

)
α e γ =

2(n− 1)2

n(n− 2)
α. (4.8)

Demonstração. Pela Desigualdade de Newton-MacLaurin em (2.12) e a equação em (2.28),

temos
dI(Σ)

dt
≤ n− 2

n− 1
I(Σ)− 2J (Σ). (4.9)
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Também, pela equação (2.27) e a desigualdade (4.5), temos

dJ (Σ)

dt
≥
(

n

n− 1

)
J (Σ) + α. (4.10)

Usando as equações (4.3) e (4.8), e as desigualdades (4.4), (4.9) e (4.10), encontramos

d

dt

(
A

n−2
n−1 (Σ)Q(Σ)

)
=
dI(Σ)

dt
− (n− 1)

dJ (Σ)

dt

(
A−

2
n−1 (Σ)− 1

)
+ 2

(
J (Σ) + β − γ

n− 1

)
A−

2
n−1 (Σ)

≤
(
n− 2

n− 1

)
I(Σ)− 2J (Σ)− (n− 1)

(
n

n− 1
J (Σ) + α

)(
A−

2
n−1 (Σ)− 1

)
+ 2

(
J (Σ) + β − γ

n− 1

)
A−

2
n−1 (Σ)

=

(
n− 2

n− 1

)(
A

n−2
n−1Q(Σ)

)
,

o que prova a desigualdade (4.7).

Proposição 4.2. (Girão, Pinheiro 2017) Sejam x ∈ Sn e Σ ⊂ Sn uma hipersuperf́ıcie

mergulhada, fechada, orientável e conexa. Então,

Lx(Σ) ≤ K(Σ),

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, Σ é uma esfera geodésica centrada em x e

contida em Sn+(x).

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos assumir que x é a origem. Então,

precisamos mostrar que

L(Σ) ≤ K(Σ),

com a iguadade ocorrendo se, e somente se, Σ é uma esfera geodésica centrada na origem

e contida em Sn+.

Seja Σ̂ uma esfera geodésica centrada na origem, com Σ̂ contida em Sn+ e tal

que

K(Σ) = K(Σ̂).

Um cálculo direto mostra que

L(Σ̂) = K(Σ̂). (4.11)

Denotamos por Ω e Ω̂, respectivamente, a região interior de Σ e de Σ̂. Pela desigualdade

isoperimétrica, temos ∫
Ω̂\Ω

1dV ≥
∫

Ω\Ω̂
1dV, (4.12)

com a iguadade ocorrendo se, e somente se, Σ é esfera geodésica.
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Segue da desigualdade (4.12) e do fato que ρ é decrescente com respeito a r que∫
Ω̂\Ω

ρ dV ≥
∫

Ω\Ω̂
ρ dV, (4.13)

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, Σ = Σ̂.

Usando as desigualdades (4.11) e (4.13), obtemos

L(Σ) = n

∫
Ω\Ω̂

ρ dV + n

∫
Ω∩Ω̂

ρ dV

≤ n

∫
Ω̂\Ω

ρ dV + n

∫
Ω∩Ω̂

ρ dV

= L(Σ̂)

= K(Σ),

com a iguadade ocorrendo se, e somente se, Σ = Σ̂, isto é, se, e somente se, Σ é esfera

geodésica centrada na origem e contida em Sn+.

Proposição 4.3. (Girão, Pinheiro 2017) Se Σ é uma esfera geodésica não centrada

na origem, então

∫
Σ

ρHdΣ < (n− 1)ωn−1

[(
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

−
(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

]
.

Demonstração. Denotamos por Σ̂ a esfera geodésica centrada na origem, com Σ̂ contida

em Sn+ e tal que

|Σ̂| = |Σ|. (4.14)

Um cálculo direto nos dá

I(Σ̂) = (n− 1)ωn−1

( |Σ̂|
ωn−1

)n−2
n−1

−

(
|Σ̂|
ωn−1

) n
n−1

 .
Assim, pela iguadade (4.14), é suficiente mostrar que

I(Σ) < I(Σ̂).

Note que o campo vetorial Dρ é conforme e que

∇ρ = (Dρ)> .
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Assim, segue da fórmula (8.4) provada por Alias, de Lira e Malacarne em (2006) que

div(T1∇ρ) = −(n− 2)ρH + 2θK, (4.15)

onde T1 = HI − a é o tensor de Newton do operador forma a. Integrando a igualdade

(4.15) e usando que K é constante, temos

(n− 2)I(Σ) = 2KL(Σ), (4.16)

onde usamos que

J (Σ) = L(Σ).

De forma similar,

(n− 2)I(Σ̂) = 2K̂L(Σ̂), (4.17)

onde K̂ é a curvatura escalar extŕınseca de Σ̂. Portanto, como K = K̂, o resultado segue

da Proposição 4.2 junto com as igualdades (4.16) e (4.17).

4.3 Prova do Teorema 4.1

Sem perda de generalidade, podemos assumir que a hipersuperf́ıcie estrita-

mente convexa Σ ⊂ Sn é balanceada.

Em (2016), Makowski e Scheuer provaram que o fluxo IMCF é suave em um

intervalo [0, T ∗), com Σt convergindo para um equador, quando t→ T ∗, e com

lim
t→T ∗

∫
Σ

HdΣ = 0. (4.18)

Como Σ é balanceada, a restrição de ρ à Σt satisfaz

0 < ρ < 1,

para cada t ∈ [0, T ∗). Assim, como Σt permanece estritamente convexa ao longo do fluxo

IMCF (veja MAKOWSKI E SCHEUER (2016)), temos

0 < ρH < H,

para cada t ∈ [0, T ∗). Logo, pela igualdade (4.18) e o Teorema do Confronto,

lim
t→T ∗

∫
Σ

ρHdΣ = 0. (4.19)
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Usando que Σt converge para o equador, obtemos

lim
t→T ∗

A(Σt) = 1. (4.20)

Então, como A(Σ) é crescente ao longo do fluxo IMCF, encontramos

A(Σ) ≤ 1. (4.21)

Além disso, pela Proposição 2.4

(n− 1)

∫
Σ

ρ

H
dΣ ≥ J (Σ).

Assim, utilizamos a Proposição 4.1 e concluimos que a quantidade

Q(Σ) = A−
n−2
n−1 (Σ)

[
I(Σ)− (n− 1)J (Σ)

(
A−

2
n−1 (Σ)− 1

)]
(4.22)

satisfaz
dQ(Σ)

dt
≤ 0

ao longo do IMCF. Logo,

Q(Σt)−Q(Σ0) ≤ 0, (4.23)

para todo t ∈ [0, T ∗).

Pelas igualdades em (4.19) e em (4.20), temos

lim
t→T ∗

Q(Σt) = 0.

Usando a igualdade acima e a desigualdade (4.23), obtemos

Q(Σ0) ≥ 0,

a qual é equivalente à desigualdade (4.2).

Resta mostrar a afirmação de rigidez. Se Σ é uma esfera geodésica centrada

na origem, então um cálculo direto mostra que a igualdade ocorre na desigualdade (4.2).

Se a igualdade ocorre na desigualdade (4.2), então

dQ(Σ)

dt
= 0,

para cada t ∈ [0, T ∗). Assim, a igualdade também ocorre na desigualdade (4.9), para cada

t ∈ [0, T ∗). Mas, se a iguadade ocorre na desigualdade (4.9), para cada t ∈ [0, T ∗), então

ela também ocorre na Desigualdade de Newton-MacLaurin (2.12), para cada t ∈ [0, T ∗).

Como consequência, Σ0 é totalmente umb́ılica, e portanto, é esfera geodésica. Como Σ0
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é balanceada, ela é uma esfera geodésica centrada na origem.
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5 DESIGUALDADE PARA HIPERSUPERFÍCIES DE Hn

5.1 Existência e Propriedades do Fluxo SFF

Seja Σ ⊂ Hn uma hipersuperf́ıcie compacta do espaço hiperbólico. Para

mostrar a existência do fluxo dado pela função suporte (SFF) em (2.5), utilizaremos a

seguinte proposição (que também pode ser encontada em Mantegazza 2011).

Proposição 5.1. Seja X̄ : Σ × [0, ε) → Hn uma famı́lia de imersões. Então existe uma

única famı́lia ϕ : Σ × [0, ε) → Σ de reparametrizações tal que X(x, t) := X̄(ϕ(x, t), t)

satisfaz {
∂X
∂t

(x, t) = 〈∂X̄
∂t

(ϕ(x, t), t), ξ(ϕ(x, t), t)〉ξ(ϕ(x, t), t)

X0 = X̄0,
(5.1)

onde ξ(ϕ(x, t), t) é o vetor normal a Σt.

Demonstração. Seja ϕ : Σ × [0, ε) → Σ uma famı́lia a 1-parâmetro de reparametrizações

de Σ. Então X(x, t) := X̄(ϕ(x, t), t) satisfaz

∂X

∂t
(x, t) =

∂X̄

∂t
(ϕ(x, t), t) + dX̄t(ϕ(x, t))

(∂ϕ
∂t

(x, t)
)

=
〈∂X̄
∂t

(ϕ(x, t), t), ξ(ϕ(x, t), t)
〉
ξ(ϕ(x, t), t) + Z(ϕ(x, t), t)

+dX̄t(ϕ(x, t))
(∂ϕ
∂t

(x, t)
)
,

onde

Z(ϕ(x, t), t) =
∂X̄

∂t
(ϕ(x, t), t)−

〈∂X̄
∂t

(ϕ(x, t), t), ξ(ϕ(x, t), t)
〉
ξ(ϕ(x, t), t) ∈ dX̄t(Tϕ(x,t)).

Assim, a identidade em (5.1) ocorre se, e somente se,{
dX̄t(ϕ(x, t))

(
∂ϕ
∂t

(x, t)
)

= −Z(ϕ(x, t), t)

ϕ0 = idΣ,

ou seja, {
∂ϕ
∂t

(x, t) = −dX̄−1
t (ϕ(x, t))(Z(ϕ(x, t), t))

ϕ0 = idΣ.

Observe que dX̄−1
t (ϕ(x, t))(Z(ϕ(x, t), t)) está bem definida posto que dX̄t é injetiva e

Z(ϕ(x, t), t) ∈ dX̄t(Tϕ(x,t)). Além disso, não é dif́ıcil ver que Z(ϕ(x, t), t) é diferenciável.

Portanto, pelo Teorema de Existência e Unicidade de EDO’s existe uma única

ϕ que faz X satisfazer a identidade (5.1).
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A partir de agora, a menos que mencionado o contrário, iremos considerar o

Hn com o modelo da bola de Poincaré dado por Bn = {x ∈ Rn; |x| < 1} munido com a

métrica

ĝ =
4

(1− |x|2)2
δ,

onde ĝ é a métrica do espaço hiperbólico restrito a bola e δ é a métrica do espaço euclidiano.

O motivo pelo qual estamos usando este modelo é simplesmente pelo fato que ele torna

as demonstrações de alguns resultados bem mais simples.

Neste modelo, a função ρ : Bn → R (veja a equação (1.3)) é dada por

ρ(x) =
1 + |x|2

1− |x|2
.

Denotando por D a conexão de Levi-Civita de Bn, temos que o gradiente de ρ é dado por

Dρ = E ,

onde E é o campo de Euler em Bn, ou seja, associa à x ∈ Bn o vetor x ∈ TxBn.

Seja Ψ : Bn × [0,∞)→ Bn dada por

Ψ(x, t) := e−tx.

Seja X0 : Σ→ Hn uma imersão. Considere o fluxo X̄ : Σ× [0,∞)→ Hn dado

por

X̄(x, t) = Ψ(X0(x), t). (5.2)

Esse fluxo satisfaz a seguinte equação diferencial{
∂X̄
∂t

(x, t) = −X̄(x, t)

X̄(., 0) = X0.

Aplicando a Proposição 5.1 ao fluxo, X̄ : Σ × [0,∞) → Hn, mostra-se que existe uma

única famı́lia ϕ : Σ× [0,∞)→ Σ de reparametrizações tal que X : Σ× [0,∞)→ Hn dada

por X(x, t) = X̄(ϕ(x, t), t) satisfaz{
∂X
∂t

(x, t) = −θ(x, t)ξ(x, t)
X(., 0) = X0,

onde θ é a função suporte.

Corolário 5.1. O fluxo pela função suporte (SFF) existe para todo tempo e converge

uniformemente para a origem quando t→∞.

Demonstração. Sendo X(x, t) := X̄(ϕ(x, t), t) com X̄ definida na equação (5.2), temos

que o fluxo pela função suporte existe para todo tempo e converge uniformemente para a
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origem, já que X̄ existe para todo tempo e converge uniformemente para a origem.

A seguir, usaremos o fluxo SFF para mostrar que a quantidade definida por

P(Σ) :=
(
ωn−1

( |Σ|
ωn−1

) n
n−1
)−2

[O2(Σ)− |Σ|2], (5.3)

é monótona não crescente. Aqui, |Σ| é a área de Σ, ωn−1 é a área da esfera Sn−1 e

O(Σ) =

∫
Σ

ρdΣ.

Proposição 5.2. (Girão, Pinheiro) Ao longo do fluxo SFF, a quantidade dada em

(5.3) satisfaz
dP(Σ)

dt
≤ 0. (5.4)

Demonstração. Usando F = −θ e a identidade (2.14) nas equações (2.20) e (2.29), obte-

mos

dO(Σ)

dt
= −

∫
Σ

θ2dΣ +

∫
Σ

ρHθdΣ = −
∫

Σ

θ2dΣ−
∫

Σ

|∇ρ|2dΣ− (n− 1)

∫
Σ

ρ2dΣ

e

d|Σ|
dt

=

∫
Σ

θHdΣ = −(n− 1)O(Σ). (5.5)

Utilizando que |Dρ|2 = θ2 + |∇ρ|2, ρ2 − |Dρ|2 = 1 e a Desigualdade de Hölder, obtemos

dO(Σ)

dt
≤ |Σ| − nO

2(Σ)

|Σ|
. (5.6)

Então, pela igualdade em (5.5) e a desigualdade em (5.6),

dP(Σ)

dt
=

(
ωn−1

( |Σ|
ωn−1

) n
n−1
)−2[

(2O(Σ)O′(Σ)− 2|Σ||Σ|′)− 2n

n− 1

|Σ|′

|Σ|
(O2(Σ)− |Σ|2)

]
≤

(
ωn−1

( |Σ|
ωn−1

) n
n−1
)−2[

2O(Σ)
(
|Σ| − nO

2(Σ)

|Σ|

)
+ 2(n− 1)O(Σ)|Σ|+ 2n

O3(Σ)

|Σ|
− 2nO(Σ)|Σ|

]
= 0



35

5.2 Desigualdade

Seja a quantidade P(Σ), defenida como na subseção anterior, e para uma

hipersuperf́ıcie Σ ⊂ Rn, definimos Q(Σ) por

Q(Σ) :=

∫
Σ
|x|2d(Σ)δ

ωn−1

(
|Σ|δ
ωn−1

)n+1
n−1

,

Proposição 5.3.

lim
t→∞
P(Σt) = Q(Σ0).

Demonstração. Primeiro, note que pelo Corolário 5.1 as quantidades, O(Σ)−|Σ| e ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

) 2n
n−1

,

convergem para 0 quando t tende ao infinito. Usando, também, as equações (2.19), (2.20)

e (2.29), obtemos por L’Hospital que

lim
t→∞
P(Σ) = lim

t→∞

∫
Σ

(ρ2 − 1)dΣ

ωn−1

(
|Σ|
ωn−1

)n+1
n−1

.

Seja ε > 0 dado. Tome δ > 0 tal que |x| < δ implique∣∣∣( 1

1− |x|2
)n+1

− 1
∣∣∣ < ε

e ∣∣∣( 1

1− |x|2
)n−1

− 1
∣∣∣ < ε.

Usando que ρ = 1+|x|2
1−|x|2 e que dΣ =

(
2

1−|x|2

)n−1

(dΣ)δ temos, para Σ ⊂ {x ∈ Bn; |x| < δ},

∣∣∣∣∣
∫

Σ
(ρ2 − 1)dΣ

2n+1
∫

Σ
|x|2(dΣ)δ

− 1

∣∣∣∣∣ ≤
∫

Σ
|x|2
∣∣∣( 1

1−|x|2

)n+1

− 1
∣∣∣(dΣ)δ∫

Σ
|x|2(dΣ)δ

< ε,

e

∣∣∣∣∣
(
|Σ|
ωn−1

)
2n−1

(
|Σ|δ
ωn−1

) − 1

∣∣∣∣∣ ≤
∫

Σ

∣∣∣( 1
1−|x|2

)n−1

− 1
∣∣∣(dΣ)δ

|Σ|δ
< ε.

Portanto,

lim
t→∞

∫
Σ

(ρ2 − 1)dΣ

2n+1
∫

Σ
|x|2(dΣ)δ

= 1

e
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lim
t→∞

(
|Σ|
ωn−1

)
2n−1

(
|Σ|δ
ωn−1

) = 1.

Encontramos então

lim
t→∞

P(Σt)

Q(Σ0)
= lim

t→∞

P(Σt)

Q(Σt)

= lim
t→∞

[( ∫
Σt

(ρ2 − 1)dΣt

ωn−1

(
|Σt|
ωn−1

)n+1
n−1

)
.

( ∫
Σt
|x|2(dΣt)δ

ωn−1

(
|Σt|δ
ωn−1

)n+1
n−1

)−1]

=

(
lim
t→∞

∫
Σt

(ρ2 − 1)dΣt

2n+1
∫

Σt
|x|2(dΣt)δ

)(
lim
t→∞

(
|Σt|
ωn−1

)
2n−1

(
|Σt|δ
ωn−1

))−n+1
n−1

= 1.

Logo,

lim
t→∞
P(Σt) = Q(Σ0).

Teorema 5.1. (Girão, Rodrigues) Se Σ ⊂ Rn é uma hipersuperf́ıcie estrelada e estri-

tamente média convexa, então

Q(Σ) >
(n− 1

n

)2

. (5.7)

Teorema 5.2. (Girão, Pinheiro, Rodrigues) Seja Σ ⊂ Bn tal que, como hipersu-

perf́ıcie do Rn, Σ é estrelada e estritamente média convexa. Então como hipersuperf́ıcie

de Hn, Σ satisfaz

∫
Σ

ρdΣ > ωn−1

[(n− 1

n

)2
(
|Σ|
ωn−1

) 2n
n−1

+
( |Σ|
ωn−1

)2
] 1

2

.

Demonstração. A Proposição 5.3 e a desigualdade (5.7) nos dão

lim
t→∞
P(Σt) >

(n− 1

n

)2

.

Usando a desigualdade acima e o fato da quantidade P ser monótona não crescente,

obtemos

P(Σ0) >
(n− 1

n

)2

.

Logo, ∫
Σ

ρdΣ > ωn−1

[(n− 1

n

)2
(
|Σ|
ωn−1

) 2n
n−1

+
( |Σ|
ωn−1

)2
] 1

2

.



37

Corolário 5.2. Se Σ ⊂ Hn é estrelada e tem curvatura média Ĥ ≥ (n− 1), então

∫
Σ

ρdΣ > ωn−1

[(n− 1

n

)2
(
|Σ|
ωn−1

) 2n
n−1

+
( |Σ|
ωn−1

)2
] 1

2

.

Demonstração. Sendo ĝ = φ2δ, onde φ = 2
1−|x|2 , temos que as curvaturas médias H de

Σ ⊂ (B, δ) e Ĥ de Σ ⊂ (B, ĝ) se relacionam da seguinte forma

Ĥ = φ−1(H − (n− 1)φ−1ξ(φ))

= φ−1H − (n− 1)φ−2ξ(φ).

Isolando H, temos

H = φĤ + (n− 1)φ−1ξ(φ)

Como ξ(φ) = φ2δ(ξ,X), temos que

H = φĤ + (n− 1)φδ(ξ,X).

Se Ĥ ≥ (n− 1), então

H = φ(Ĥ + (n− 1)δ(ξ,X))

≥ φ(n− 1)(1 + δ(ξ,X))

> 0

pois, pela desigualdade de Cauchy,

|δ(ξ,X)| ≤ |ξ| · |X| = |X| < 1.

Logo, o resultado segue do teorema anterior.

Teorema 5.3. (Girão, Rodrigues) Existe uma hipersuperf́ıcie estritamente convexa

Γ ⊂ R3 tal que Q(Γ) < 1.

Teorema 5.4. (Girão, Pinheiro, Rodrigues) A Conjectura de Ge, Wang e Wu é falsa

quando n = 3.

Demonstração. Seja Γ0 ⊂ B3 tal que Γ0, como hipersuperf́ıcie do espaço euclidiano, é

estritamente convexa e satisfaz Q(Γ0) < 1. A existência de tal hipersuperf́ıcie é garantida

pelo teorema anterior. Como

lim
t→∞
P(Γt) = Q(Γ0) < 1,
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existe t0 > 0 tal que

P(Γt) < 1,

para todo t ≥ t0. Afirmamos que, para todo t suficientemente grande, a hipersuperf́ıcie

Γt é horoesférica convexa. Agora, mostraremos está última afimação. Sejam b̂ a segunda

forma fundamental de Γ ⊂ (B3, ĝ) e b a segunda forma fundamental de Γ ⊂ (B3, δ).

Sabemos que as segundas formas fundamentais satifazem a seguinte relação

b̂ = φ(b− φ−1ξ(φ)δ).

Como ξ(φ) = φ2δ(ξ,X), temos

b̂ = φ(b− φδ(ξ,X)δ)

= φb− φ2δ(ξ,X)δ.

Aplicando a fórmula acima no campo V , temos

b̂(V, V ) = φb(V, V )− φ2δ(ξ,X)δ(V, V ).

Como Γ é estrelada e ξ aponta para dentro, encontramos

b̂(V, V ) ≥ φb(V, V ).

Temos então

b̂(V, V )

ĝ(V, V )
= φ

b(V, V )

ĝ(V, V )

= φ−1 b(V, V )

δ(V, V )
.

Usando a fórmula acima para comparar as segundas formas fundamentais de Γ0 e Γt,

obtemos
b̂(V, V )

ĝ(V, V )
≥ φ−1

t et
b0(V, V )

δ(V, V )
,

onde φt = 2
1−|e−tx|2 . Tomando t suficientemente grande encontramos que todos os autova-

lores de Γt são maiores ou iguais a 1.
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6 CONCLUSÃO

Nesta tese, provamos desigualdades tipo Alexandrov-Fenchel para hipersu-

perf́ıcies da esfera e do espaço hiperbólico.

Se Σ ⊂ Sn é uma hipersuperf́ıcie estritamente convexa, então

∫
Σ

ρxHdΣ ≥ (n− 1)ωn−1

(
Lx(Σ)

K(Σ)

)[( |Σ|
ωn−1

)n−2
n−1 −

( |Σ|
ωn−1

) n
n−1

]
,

onde x = x(Σ) é o ponto associado à Σ via o IMCF,

K(Σ) = ωn−1

( |Σ|
ωn−1

) n
n−1

e

Lx(Σ) = n

∫
Ω

ρxdΩ.

Ademais, a igualdade ocorre se, e somente se, Σ é uma esfera geodésica centrada em x.

Seja Σ ⊂ Bn tal que, como hipersuperf́ıcie do Rn, Σ é estrelada e estritamente

média convexa. Então como hipersuperf́ıcie de Hn, Σ satisfaz

∫
Σ

ρdΣ > ωn−1

[(n− 1

n

)2( |Σ|
ωn−1

) 2n
n−1

+
( |Σ|
ωn−1

)2
] 1

2

.

Como corolário, se Σ ⊂ Hn é estrelada e tem curvatura média Ĥ ≥ (n−1), então Σ satisfaz

a desigualdade acima. Em particular, a desigualdade vale para Σ horoesférica convexa e,

dessa forma, obtemos uma desigualdade semelhante à que foi conjecturada por Ge, Wang

e Wu. Além disso, mostramos que existe um contra-exemplo para a desigualdade (1.6),

conjecturada por Ge, Wang e Wu quando a dimensão do ambiente é três.
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2013.

DE LIMA, LEVI L.; GIRÃO, FREDERICO. An Alexandrov-Fenchel-type inequality in
hyperbolic space with an application to a Penrose inequality. Ann. Henri Poincaré ,
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