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RESUMO

Nesta tese estudamos os problemas de coloracao localmente identificavel (lid-coloragao)
e diversos parametros relacionados a jogos de perseguicao em grafos. Para coloragoes lo-
calmente identificaveis, mostramos que o ntimero lid-croméatico e o niimero lid-cromatico
forte sao ambos O(n!'~¢)-inaproximdveis em tempo polinomial, a menos que P = NP.
Também mostramos algoritmos lineares para (g, q — 4)-grafos e para grafos com largura
em arvore limitada para ambos os parametros. Com relacao a jogos de perseguicao, es-
tudamos dois jogos diferentes: O Jogo de Policia e Ladrao e o Jogo do Espiao. Para o
Jogo de Policia e Ladrao mostramos valores exatos para o cop-number e o k-capture time
de grafos Py-tidy e (q,q — 4)-grafos. Além disso mostramos que a famosa conjectura de
Meyniel é vélida para grafos Py-tidy conexos e (g, g — 4)-grafos conexos com pelo menos ¢
vértices. Com relacao ao Jogo do Espiao mostramos que este problema é NP-dificil para
qualquer velocidade s e qualquer distancia d e, além disso, (1 — o(1)) In n-inaproximével
em tempo polinomial, a menos que P = NP. Ademais, mostramos limites para o nimero
guardas necessarios para vencer o jogo quando o mesmo transcorre em ciclos e caminhos.

Provamos ainda que a versao direcionada do jogo é PSPACE-dificil para DAG’s.

Palavras-chave: lid-Coloracao. Jogo de Policia e Ladrao. Jogo do Espidao. Decom-

posicao Primeval. Inaproximabilidade. Cop-Number. Capture Time.



ABSTRACT

On this thesis we study the locally identifying coloring of graphs (lid-coloring) and many
parameters related to pursuit games on graphs. For locally identifying colorings, we show
that the lid-chromatic number and the strong lid-chromatic number are both O(n'~¢)-
inapproximable in polynomial time, unless P = NP. We also show linear algororithms
for (q,q — 4)-graphs and for graphs with bounded treewidth for both parameters. Re-
garding pursuit games, we study two distinct games: The Cops and Robber and the
Spy-Game. For the Cops and Robber game we show exact vallues for the cop-number and
the k-capture time of Py-tidy graphs and (q,q — 4)-graphs. Furthermore we show that
the famous Mayniel conjecture is true for Py-tidy graphs and (q,q — 4)-graphs with at
least g vertices. Regarding the Spy-Game we show that it is NP-hard for any speed s and
any distance d and, besides that, it is (1 — o(1)) In n-inapproximable in polynomial time,
unless P = NP. Furthermore, we show bounds to the number of guards needed to win

the game when it is played on paths and cycles. We also prove that the directed version

of the game is PSPACE-hard for DAG's.

Keywords: lid-Coloring. Cops and Robber. Spy-Game. Primeval Decomposition. Inap-
proximability. Cop-Number. Capture Time.
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1 INTRODUCAO

Nesta tese, estudamos os problemas de coloracao localmente identificavel (lid-
coloragao) e alguns parametros relacionados a dois jogos de perseguicao em grafos.

A histéria dos problemas de coloracao em grafos tem sua origem na famosa
Congectura das Quatro Cores proposta por Morbiiis em 1840. Nela Morbiiis afirmava
que todo mapa pode ser colorido com no méximo quatro cores sem que regioes vizinhas
possuam a mesma cor. Doze anos depois, Guthrie formulou a mesma conjectura de
maneira independente.

Em 1879, Kempe observou que poderia, a partir de qualquer mapa, obter
sua representacao estrutural ao transformar cada regiao em um ponto e ligar os pontos
que representam regides vizinhas por curvas. Assim o problema de colorir as regioes de
um mapa € equivalente a colorir os pontos de sua representagao estrutural de modo que
dois pontos ligados por uma curva sempre tenham cores distintas. A representagao com
pontos e curvas ficaria, mais tarde, conhecida como grafo, onde os pontos sao os vértices
e as curvas sao as arestas. Neste caso grafos planares, pois podem ser representados no
plano sem cruzamento entre as arestas. A atribuicao de cores que distingue dois vértices

adjacentes ficou conhecida como Coloracdo Prépria de vértices.

Figura 1 — Exemplo de representacgao estrutural do mapa do
Nordeste Brasileiro

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Conjectura das Quatro cores permaneceu em aberto até 1976 quando Ken-
neth Appel e Wolfgang Haken provaram a sua validade utilizando o método da descarga
em, pela primeira vez na histéria, uma prova auxiliada por computador. Desde entao
muitas variantes do problema de coloracao em um grafo surgiram. Podemos citar den-
tre essas os problemas de Coloracdo de Arestas, Coloragao completa, Coloracio Gulosa,
Coloragao com Listas, etc.

Jogos de perseguicao também tem sua origem séculos atrds, em 1732, com

Pierre Bouguer estudando o problema de um navio pirata perseguindo um navio mercante
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para saquea-lo.

Em grafos, tais jogos consistem de, normalmente, dois jogadores que, seguindo
regras especificas de cada jogo, movimentam, adicionam ou removem pecas dos vértices
ou arestas de um grafo. Jogos desse tipo tem intimeras aplicagoes como, por exemplo,
simular a busca por um terrorista escondido em um sistema de tuneis e cavernas ou mesmo
um virus se propagando por uma rede de computadores.

Normalmente, ao estudarmos jogos de perseguicao visamos obter o menor
nimero de recursos necessarios para que o “jogador perseguidor” sempre tenha éxito
em sua busca, independente da estratégia adotada pelo “jogador em fuga”.

Ao abordarmos estes temas, iremos nos concentrar, especialmente, no estudo
de suas complexidades. Todos os problemas abordados sao NP-dificeis e, portanto, é
pouco provavel que existam algoritmos polinomiais para solucioné-los para o caso geral.
Assim, iremos estudar a complexidade destes problemas quando restringimos o conjunto
de entradas a grafos com certas propriedades. Um exemplo deste tipo de abordagem é
o problema de coloracao prépria de vértices que, embora seja NP-completo para grafos
quaisquer, é polinomial quando os grafos fornecidos como entrada sao sempre grafos sem
ciclos. Vale ressaltar que restringir as entradas de um problema nem sempre resulta em
uma diminuicao de sua complexidade: o problema de coloracao propria de vértices per-
manece NP-completo mesmo quando as entradas fornecidas sao restritas a grafos planares
(GAREY, JOHNSON, and STOCKMEYER], [1976).

Outra forma de estudar um problema de otimizacao dificil é mostrar se, dada
uma entrada arbitraria, podemos ou nao obter uma aproximacgao para o valor de uma
solugao 6tima em tempo polinomial. Um exemplo de aplicagao desta abordagem ¢é o pro-
blema de Cobertura por Conjuntos. Neste, dada uma entrada arbitraria com n elementos
e m conjuntos, nao podemos encontrar, em tempo polinomial, uma solugao viavel cujo

valor seja no méaximo (1 —o(1)) Inn vezes pior que o valor de uma solugao 6tima, a menos

que P = NP (DINUR and STEURER], 2013).

1.1 Coloragao Localmente Identificavel

Problemas de coloracao estao entre os mais estudados em teoria dos grafos. O
interesse neste tipo de problema, iniciado com a Conjectura das Quatro Cores, vem nao
s6 do ponto de vista pratico como também do ponto de vista tedrico.

Do ponto de vista pratico, diversos problemas de coloragao podem ser utiliza-
dos para modelar problemas reais em computacao. O problema de coloragao propria, por
exemplo, pode ser utilizado para solucionar o problema da alocacao de registradores em
um programa (CHAITIN et al., 1981). A L(2,1)-coloracdo é uma coloragao cujos vértices
a distancia 2 devem possuir cores distintas e vértices vizinhos devem possuir cores com

pelo menos 2 unidades de diferenca. Ela pode ser utilizada, por exemplo, para alocar
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frequéncias em transmissores de modo a evitar interferéncias (GRIGGS and YEH| [1992).

Do ponto de vista tedrico, os problemas de coloracao sao bastante estudados
devido a sua dificuldade. Grande parte destes problemas sao NP-completos (GAREY,
JOHNSON, and STOCKMEYER], 1976; | GRIGGS and YEH, 1992 BODLAENDER]
1989; IRVING and MANLOVE] 1999)), o que os tornam importantes para examinar a
dicotomia entre as classes de problemas P e NP.

Diversos problemas visam a identificar os vértices de um grafo ou ao me-
nos diferenciar determinados vértices. Podemos citar como exemplo disto os chamados
codigos de identificagao (KARPOVSKY, CHAKRABARTY, and LEVITIN| |1998) que,
utilizando um conjunto dominante do préprio grafo, identificam cada vértice pelos vértices
que o dominam. Outro exemplo é o problema de coloragao localizadora (locating colo-
ring) (CHARTRAND et al., 2002)), que é uma coloracao prépria dos vértices na qual cada
vértice possui um cédigo identificador que depende da sua distancia para cada uma das
classes de cor.

Recentemente, Esperet et al. introduziram mais uma variante do problema de
coloragdo com o objetivo de diferenciar vértices, a chamada lid-coloracao (locally iden-
tifying coloring) (ESPERET et all [2012)). Neste problema, os vértices sao identificados
pelas cores atribuidas aos vértices de sua vizinhanca fechada, de modo que vértices adja-
centes devem ser identificados por conjuntos de cores distintos, a menos que as vizinhancgas
fechadas sejam idénticas.

Obviamente, se atribuirmos uma cor distinta para cada vértice do grafo obte-
mos uma lid-coloracao valida. Sendo assim, o objetivo do problema é utilizar o menor
nimero de cores possivel.

Esperet et al. mostraram que qualquer grafo bipartido pode ser lid-colorido
com no maximo 4 cores (ESPERET et al) 2012). No entanto, no mesmo artigo, eles
provaram que o problema de determinar o nimero minimo de cores em uma lid-coloragao
é NP-completo mesmo para grafos bipartidos com grau maximo 3 e cintura fixa, utilizando
uma redugao do problema de 2-coloracao de hipergrafos. Mostraram ainda que o problema
¢é trivial para arvores. Esperet et al. ainda conseguiram limitar o nimero maximo de
cores necessarias para colorir k-arvores, grafos de intervalo, grafos split, cografos e grafos
periplanares em fungao do tamanho da maior clique dos grafos (ESPERET et al., [2012).

Para grafos com grau méximo A, Esperet et al. mostraram que O(A?) cores
sao suficientes (ESPERET et al., 2012)) e deixaram como questao em aberto decidir se esse
limite poderia ser melhorado para O(A?). Posteriormente, Foucaud et al. responderam de
maneira afirmativa a esta questdo e estabeleceram que 2A% — 3A + 3 cores sao suficientes
para lid-colorir qualquer grafo com grau méaximo A (FOUCAUD et all 2012).

Em 2013, Gongalves et al. mostraram que todo grafo planar pode ser lid-
colorido com no maximo 1280 cores (GONCALVES, PARREAU, and PINLOU, [2013),
respondendo outro questionamento deixado em (ESPERET et al., [2012).
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No Capitulo [3| estudamos o problema da coloragao localmente identificavel
focando principalmente no aspecto de sua complexidade. Mostramos que o problema
é O(n'~%)-inaproximdvel em tempo polinomial, a menos que P = NP, utilizando uma
reducao para o problema de coloracao propria. Mostramos ainda algoritmos polinomiais
para (q,q — 4)-grafos e grafos com largura em arvore limitada, utilizando a decomposigao

primeval e a decomposi¢ao em arvore, respectivamente. A maior parte de nossos resulta-

dos foi publicada em (MARTINS and SAMPAIO| 2018]).

1.2 Jogo de Policia e Ladrao

Um dos jogos de perseguicao em grafos mais estudados é o jogo de policia e
ladrao introduzido em 1978 por Quilliot em sua tese de doutorado (QUILLIOT) 1978)) e
posteriormente, de maneira independente, por Nowakowski e Winkler (NOWAKOWSKI
and WINKLER] |1983)). O jogo transcorre com informagao perfeita, isto é, ambos os joga-
dores sabem das posigoes ocupadas pelo seu oponente. O jogo é iniciado com o jogador que
controla os policiais posicionando suas “pegas” nos vértices do grafo, seguido pelo outro
jogador, que posiciona o ladrao. A partir de entao, os jogadores se revezam, comecando
pelos policiais, movendo suas pecas entre vértices adjacentes do grafo. O jogo termina
com vitéria dos policiais se a qualquer momento um policial ocupa o mesmo vértice do
ladrao. O ladrao vence se consegue evitar sua captura indefinidamente. Ambos os tra-
balhos (QUILLIOT), 1978; NOWAKOWSKI and WINKLER), [1983) consideraram que o
jogador perseguidor possuia apenas uma “pega’ (policial) no grafo visando a capturar a
“peca” (ladrao) do seu oponente.

Em 1984, Aigner e Fromme introduziram a versao do jogo com varios policiais
(AIGNER and FROMME; (1984). Certamente, em um grafo com n vértices, tem-se que
n policiais sao suficientes para capturar o ladrao, bastando que cada policial ocupe um
vértice distinto para assegurar a captura. Entao o objetivo do problema passou a ser
identificar o menor nimero possivel de policiais que, jogando de forma détima em um
grafo GG, sempre tem éxito na captura, independentemente da estratégia utilizada pelo
jogador que controla o ladrao. A este parametro damos o nome de cop-number do grafo,
denotado por ¢(G).

Além de suas aplicagoes praticas, como simular um virus em uma rede sendo
procurado por programas antivirus, o jogo de policia e ladrao tem grande apelo tedrico.
O estudo da complexidade do problema se iniciou com Goldstein e Reingold em 1995
(GOLDSTEIN and REINGOLD) |1995), onde eles mostraram que se o niimero de policiais
nao ¢ fixo e se o grafo for direcionado ou as posicoes iniciais dos jogadores forem fixas o
problema é EXPTIME-completo. Goldstein e Reingold ainda conjecturaram que o jogo
seria EXPTIME-completo, para um nimero arbitrario de policiais, mesmo sem as demais

restricoes. Em 2015, Kinnersley respondeu a conjectura deixada por Goldstein e Reingold
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ao provar que o problema é EXPTIME-completo (KINNERSLEY], [2015)).

Hahn e MacGillivray mostraram que se o nimero k de policiais ¢ fixo, entao
podemos determinar se um grafo G é k-cop-win em tempo polinomial (HAHN and MAC-
GILLIVRAY)|, 2006]).

Em 2010, Fomin et al. mostraram que calcular o niimero minimo de policiais
necessarios para capturar um ladrao é NP-dificil mesmo quando o ladrao possui velocidade
s > 1 (FOMIN et all [2010)). Ademais, eles mostraram que a versao parametrizada do
problema, com parametro k (o nimero de policiais), é W |[2]-diffcil.

Posteriormente, Mamino mostrou que, se o niimero de policiais for dado como
entrada, entao o problema é PSPACE-completo utilizando uma reducao do problema de
formula booleana quantificada (MAMINO), 2013)).

Além da complexidade de determinar o cop-number, um dos topicos mais es-
tudados sobre o tema é limitar seu valor por uma fungao do nimero de vértices do grafo.
Em 1985, H. Meyniel conjecturou que ¢(G) = O(y/n) para todo grafo G' com n vértices. A
conjectura de Meyniel permanece como um dos maiores desafios no estudo do cop-number.
O melhor limite conhecido foi obtido por Lu e Peng em 2012 (LU and PENG| 2012) e

estabelece que ¢(G) = O (W)

Embora a conjectura de Meyniel continue sem solucao, podemos aborda-la
para classes de grafos restritas, visando encontrar um limite para o cop-number de tais
classes. Aigner e Fromme mostraram que todo grafo planar possui cop-number no maximo
3 (AIGNER and FROMME} 1984)). Andreae generalizou o resultado de Aigner e Fromme
para grafos que nao possuem K5 como menor ou que nao possuem K33 como menor
(ANDREAE, 1984) (os grafos planares sdo exatamente aqueles que nao possuem nem K
nem K33 como menor). Além disso, Andreae ainda provou que para qualquer grafo H,
o cop-number da classe de grafos livres de menor H é limitado por uma constante. Em
2012, Lu e Peng mostraram que se GG é um grafo com diametro 2, ou um grafo bipartido
com diametro no maximo 3, entao ¢(G) < 2y/n—1 (LU and PENG, 2012). Mencionamos
que Baird e Bonato publicaram um levantamento (BAIRD and BONATO] 2012) no qual
relatam os principais resultados relacionados a conjectura de Meyniel.

Em 2009, Bonato et al. introduziram um novo parametro relacionado ao jogo
de policia e ladrao, o k-capture time (BONATO et all [2009). O k-capture time de um
grafo G é o nimero minimo de turnos do jogo de policia e ladrao em G que k policiais
precisam para capturar um ladrao, assumindo que este tentara adiar a captura o maximo
possivel. Bonato et al. mostraram que, embora calcular o capture time seja polinomial
quando o numero de policiais é fixo, o problema se torna NP-completo para um nitmero
arbitrario de policiais.

Em 2011, Bonato e Nowakowski publicaram um livro com os principais resul-
tados sobre o jogo de policia e ladrao (BONATO and NOWAKOWSKI, 2011)), incluindo

resultados sobre os diversos jogos derivados do mesmo.
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No Capitulo[d], mostramos valores exatos para o cop-number e o k-capture time
de grafos Py-tidy e (q,q — 4)-grafos, além de um algoritmo polinomial para calculé-los.
Obtemos este resultado utilizando uma decomposicao dos grafos Py-tidy, introduzida por
Giakoumakis (GIAKOUMAKIS, ROUSSEL, and THUILLIER), [1997)), e a decomposi¢ao
primeval dos (q,q — 4)-grafos, introduzida por Babel e Olariu (BABEL and OLARIU],
1998)). Além disso, mostramos que a Conjectura de Meyniel é valida para grafos Py-tidy

conexos e para (q,q — 4)-grafos conexos com pelo menos ¢ vértices.

1.3 Jogo do Espiao

Em 2016, introduzimos um novo jogo de perseguicao em grafos, o jogo do
espiao(COHEN et al.l 2018)). Diferentemente do que ocorre no jogo de policia e ladrao,
no jogo do espiao o objetivo nao é capturar o fugitivo, mas sim evitar que ele se distancie
dos guardas o suficiente para se comunicar com seus comparsas.

Inicialmente um dos jogadores posiciona seu espiao em um vértice de G e
depois o outro jogador posiciona seus guardas. A partir de entao os jogadores se revezam,
comecando pelo espiao, a mover suas respectivas pecas entre os vértices de G. O espiao,
em uma jogada, pode se mover para qualquer vértice a uma distancia no maximo s (sua
velocidade) de sua posigao atual, enquanto cada policial s6 pode mover-se para vértices
adjacentes, isto é cada policial tem velocidade 1. Assim como ocorre no Jogo de Policia e
Ladrao o Jogo do Espiao transcorre com informacao perfeita. O espiao deseja se comunicar
com seu pais de origem e repassar os segredos que descobriu, no entanto ele s6 pode faze-lo
se, apos a movimentagao dos guardas, estiver a uma distancia maior que d de qualquer
vértice ocupado por um guarda. O espiao vence se ap6és um numero finito de jogadas
conseguir se comunicar com seu pais, os guardas vencem se jamais permitem que o espiao
se comunique.

Novamente, em um grafo com n vértices, tem-se que n guardas sao suficientes
para impedir que um espiao venga. Assim, desejamos obter o minimo nimero de guardas
para garantir que o espiao jamais se comunique com seus companheiros. De modo similar,
podemos desejar calcular, para um numero k fixo, qual a maxima distancia d tal que
garantimos que um grupo de k guardas consegue manter, indefinidamente, o espiao a
uma distancia no maximo d de pelo menos um dos guardas a cada turno.

Podemos definir ainda uma versao do jogo do espiao na qual os guardas sao
posicionados primeiro. No entanto, o espiao poderia ser posicionado a uma distancia
maior que d de todos os guardas ja no primeiro turno. Neste caso, temos que mudar as
condicoes de vitoria dos jogadores para o seguinte: o jogador que controla os guardas
vence se, ap6és um numero finito de rodadas, ele consegue manter pelo menos um guarda
a distancia no maximo d do espiao a cada turno, caso contrario o jogador que controla o

espiao vence. Isto é, o espiao precisa se comunicar indefinidamente para vencer, enquanto



18

os guardas precisam garantir que o espiao se comunique no maximo um numero finito de
vezes.

Em 2010, Bonato et al. sugeriram uma generalizacao do jogo de policia e ladrao
na qual o ladrao era capturado se a qualquer momento ele estivesse a uma distancia no
méximo d de um policial (BONATO, CHINIFOROOSHAN, and PRALAT, 2010). Esta
variacao do jogo ficou conhecida como jogo de policia e ladrao com raio de captura.
Observe que a versao do jogo do espiao em que os guardas sao posicionados primeiro e
o espiao tem velocidade s = 1 é equivalente ao proposto por Bonato. Esta equivaléncia
no entanto se desfaz quando s > 1. Podemos observar que, no jogo com raio de captura
d, 1 policial é suficiente para prender um ladrao quando o grafo é uma arvore. No
entanto, conforme mostraremos no Capitulo [5, normalmente 1 guarda nao é suficiente
para patrulhar nem mesmo um caminho no jogo do espiao com s > 1. Isto se deve ao fato
de guardas e espiao poderem ocupar o mesmo vértice simultaneamente durante o curso
do jogo.

No jogo de dominacdo eterna, um conjunto de k defensores se posicionam
inicialmente no grafo. A cada turno, um atacante seleciona um vértice qualquer do
grafo para ser atacado. Apds isto, cada defensor escolhe entre se mover para um vértice
adjacente ou permanecer no atual. O jogador atacante vence se em qualquer turno, apés
o movimento dos defensores, nao ha nenhum defensor a uma distancia no maximo d
(parametro fixo) do vértice atacado neste turno. Os defensores vencem caso contrario.

Basicamente, para que os defensores sejam vitoriosos, antes de cada ataque
nao pode existir vértice a uma distancia superior a d + 1 de todos eles. O jogo do espiao
com distancia d e velocidade s ilimitada (ou pelo menos igual ao diametro do grafo) é
equivalente ao jogo de dominacao eterna.

Os resultados que mostram a dificuldade computacional do problema descritos
posteriormente neste texto, bem como a relagao do problema com outros ja estabelecidos
na literatura, comprovam a importancia tedrica do jogo do espiao.

No Capitulo 5 estudamos o problema do jogo do espiao e mostramos que
determinar o nimero minimo de guardas para que o jogador “perseguidor” venca o jogo
é NP-dificil para qualquer velocidade s > 2 e qualquer distancia d e, além disso, (1 —
0(1)) In n-inaproximavel em tempo polinomial a menos que P = NP. Também mostramos
limites superiores para o nimero de guardas necessarios quando o jogo ocorre em caminhos
e ciclos e que a versao direcionada do jogo é PSPACE-completa quando o jogo ocorre em
DAG’s. Parte dos resultados deste capitulo foram publicados em (COHEN et al., [2018)).
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2 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo iremos enunciar notacoes e conceitos estabelecidos na litera-
tura que serao utilizados nos capitulos seguintes. Na secao [2.1| enunciamos o conceitos
basicos relacionados a Grafos, na secao falamos sobre grafos direcionados, nas secoes
e enunciamos alguns resultados estruturais sobre diversas classes de grafos. Por
fim, nas secoes e 2.6 tratamos respectivamente de problemas com parametro fixo e

inaproximabilidade.

2.1 Grafos

Um grafo G é um par ordenado (V(G), E(G)) composto de um conjunto,
nao vazio, V(G) de vértices e um conjunto E(G), disjunto de V(G), de arestas. Cada
aresta é um par nao ordenado de vértices de G. Se o par (u,v) estd em E(G), escreve-se
w € E(G) e diz-se que u e v sdo extremidades da aresta uv.

A denominagao grafo vem do fato dele poder ser representado graficamente, os
vértices como pontos e as arestas como linhas ligando suas extremidades. Dizemos que dois
vértices sao adjacentes quando eles sao extremidades de uma mesma aresta. De maneira
andloga duas arestas sao adjacentes se compartilham uma extremidade. Uma aresta que
possui extremidades iguais é chamada lago. Duas arestas distintas com extremidades
iguais sao chamadas de arestas maultiplas.

Um grafo G ¢ finito se V(G) e E(G) sao finitos. Um grafo G ¢é dito simples se
(G ¢ finito, nao possui lagos e nao possui arestas multiplas. A partir de agora, toda vez

que mencionarmos grafo, estaremos nos referindo a um grafo simples.

Figura 2 — Exemplo de representacao de um grafo

Fonte: Elaborado pelo autor.

O complemento de um grafo G = (V, E) é o grafo G = (V, E') tal que uv € E
se e somente se uv ¢ E. Um grafo que possui uma aresta entre qualquer par de vértices é
chamado de grafo completo. Um grafo completo com n vértices é denotado por K,. Um
grafo que nao possui nenhuma aresta é chamado de grafo vazio.

O grau de um vértice v em G é o nimero de vértices que sao adjacentes a v
em G e é denotado por dg(v). Se ndao houver ambiguidade com rela¢do ao grafo a que
nos referimos denota-se o grau de um vértice v apenas por d(v). O grau mdzimo de um

grafo G é o maior grau entre os vértices de G e é denotado por A(G).
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Dado um um vértice v de um grafo G, N(v) denota o conjunto dos vizinhos, ou
vizinhanca, de v. A vizinhanga fechada de v, denotada por Nv], é o conjunto N(v)U{v}.

De maneira semelhante podemos pensar na vizinhanga de um conjunto de vértices X C

V(G) como N(X) = |J N(v).
veX
Um congunto dominante D de um grafo G é um subconjunto de V(G) tal que,

para todo v € V(G) \ D v, é adjacente a pelo menos um vértice de D. O namero de
dominagdo de um grafo G, denotado por v(G), é igual a cardinalidade de um conjunto
dominante minimo.

Seja G = (V, E) um grafo. O grafo H = (V', E’) é dito um subgrafo de G se
VICVese B CFE. Seja V! CV, o subgrafo de G cujo conjunto de vértices é V' e o
conjunto de arestas é o conjunto de todas as arestas de G que tem ambas as extremidades
em V' é chamado de subgrafo de G induzido por V' e é denotado por G[V']. Podemos dizer
também que G[V'] é um subgrafo induzido de G. Chamamos um conjunto de vértices
que induzem um grafo completo de cligue e um conjunto de vértices que induzem um
grafo vazio de conjunto independente. O ntmero de vértices da maior clique de G é o
seu numero de clique e é denotado por w(G). Um grafo G é dito split se seu conjunto de
vértices pode ser particionado em uma clique e um conjunto independente.

Um trilha é uma sequéncia nao vazia W = vgejvi1e90s . . . €0 na qual os termos
sao alternadamente vértices e arestas sem repeticao de arestas, tais que, para 1 <i < k,
e; = v;_10;. Neste caso vy e vy sao as extremidades de W, enquanto os demais vértices sao
chamdos de vértices internos de W. Como trataremos apenas de grafos simples, podemos
omitir as arestas na descricao de trilhas. Um caminho é uma trilha sem repeticao de
vértices.

Um caminho com n vértices é denotado por P, e o comprimento de um caminho
¢ o numero de arestas que este possui. A distancia entre dois vértices u e v em um grafo
G é o comprimento do menor caminho que possui extremidades u e v em G. Um grafo G
é dito conexo se para todo par u,v € V(G) existe um caminho com extremidades u e v
em (5, caso contrario G é desconexo.

Um ciclo é um trilha cujas extremidades sao iguais e os demais vértices sao
todos distintos. Se um grafo G nao possui nenhum ciclo como subgrafo entao G ¢é dito
aciclico. Um grafo aciclico é chamado de floresta. Ademais, se o grafo for conexo é
chamado de drvore.

Seja G um grafo, uma colorag¢ao de G é uma funcao ¢ : V' — N. Uma coloracao
de um grafo G com k cores é chamada de k-coloragao de G. Uma coloragao de G ¢ dita
propria se para qualquer aresta uv de G, c¢(u) # ¢(v). Uma coloracao prépria trivial pode
ser obtida colorindo cada vértice do grafo com uma cor distinta dos demais. Assim no
problema de coloracao prépria deseja-se obter o menor nimero de cores k para qual G
pode ser k-colorido. O numero cromdtico de um grafo G, x(G), é o menor k tal que G

admita um k-coloragao propria. Dado um grafo G, decidir se x(G) < k é um problema
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NP-completo (KARP) [1972).

2.2 Grafos Direcionados

Diversos problemas computacionais podem ser modelados utilizando o con-
ceito de grafo como descrito na se¢ao [2.1. No entanto, para alguns problemas o conceito
de grafo pode nao ser o mais adequado. Imagine, por exemplo, o problema de um mo-
torista tentando chegar a um determinado endere¢o em uma cidade. Poderiamos neste
caso modelar o problema atribuindo um vértice a cada esquina e ligando por uma aresta
dois vértices caso as esquinas por eles representadas compartilhem um quarteirao como

mostrado abaixo.

Figura 3 — Mapa de uma cidade e sua representacao em um grafo

| I

*—

Fonte: Elaborado pelo autor.

No entanto observe que a representacao em grafo nao nos fornece toda a in-
formagao necessaria para resolver o problema do motorista, basta lembrar que algumas
ruas podem ter apenas um sentido. Assim computar um caminho entre dois vértices do
grafo nao necessariamente nos fornece uma rota valida para o motorista.

Para resolver o problema do motorista devemos utilizar a nocao de grafo dire-
cionado. Neste caso cada aresta possui uma direcao saindo de uma de suas extremidades
e chegando a outra. Mais formalmente, Um grafo direcionado (ou digrafo) D é um par
ordenado (V (D), A(D)) composto de um conjunto, nao vazio, V(D) de vértices e um
conjunto A(D), disjunto de V(D), de arcos. Cada arco é um par ordenado de vértices de
D, esta é a diferenga entre grafos e digrafos. Se o par (u,v) estd em A(D) diz-se que o
arco vai de u para v, além disso chamamos u de cauda e v de cabeca do arco.

Assim como no caso dos grafos, digrafos também possuem representacao grafica.
Os vértices continuam sendo representados por pontos, enquanto os arcos sao represen-
tados por setas saindo do vértice que representa sua cauda e chegando no vértice que
representa sua cabeca. Ademais, se para algum par de vértices u e v os arcos (u,v)

e (v,u) estdo presentes no digrafo, representa-se ambos os arcos com uma unica seta
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bidirecional.

Figura 4 — Exemplo de representacao de um digrafo
1 4

20— 03

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma trilha direcionada em um digrafo D é uma sequéncia nao vazia de vértices
e arcos de D, sem repeticao de arcos, W = vy, ay,vy,a9,vs...,ax, v; tal que para todo
i=1,...,k, temos que a; = (v;_1,v;). Um caminho direcionado em um digrafo D é uma
trilha direcionada sem repeticao de vértices. Sempre que nos referimos a um caminho
em um digrafo estamos nos referindo a um caminho direcionado, a nao ser que seja
explicitamente dito o contrario. Assim, o problema do motorista pode ser resolvido ao
encontrar um caminho no digrafo que representa as ruas da cidade com suas respectivas
orientacoes.

Um ciclo em um digrafo D é uma trilha direcionada cujas extremidades sao
iguais e os demais vértices sao todos distintos. Se um digrafo D nao possui nenhum ciclo
direcionado como subgrafo entao D é um DAG (Directed Acyclic Digraph,).

Assim como no caso dos grafos os vértices de um digrafo também possuem
graus, neste caso cada vértice v possui dois tipos de graus, o grau de entrada, d~(v)
e o grau de saida dt(v). O grau de entrada de um vértice v ¢ o nimero de arcos
que tem v como cabega, enquanto o grau de saida é o nimero de arcos que possuem v
como cauda. A wvizinhanca de entrada de um vértice v em um digrafo D é o conjunto
N=(v) = {z € V(D)|(z,v) € A(D)}, enquanto a vizinhan¢a de saida é o conjunto
N*+(v) = {a € V(D)|(v,2) € A(D)}.

2.3 Grafos com poucos P4’s

Todos os problemas que estudaremos neste texto sao NP-dificeis para grafos
em geral. Desta maneira, é pouco provavel que existam algoritmos polinomiais para re-
solve-los. Um meio conveniente de contornar esta intratabilidade é solucionar o problema
para classes especificas de grafos, uma vez que desta maneira podemos nos aproveitar de
certas propriedades que nao sao validas para grafos em geral.

Nesta se¢ao iremos enunciar resultados importantes sobre grafos que possuem
restricoes em relacao a quantidade de P,’s induzidos presentes em sua estrutura. Limitar
o nimero de P,’s induzidos nos ajuda a encontrar importantes caracteristicas estruturais

destes tipos de grafo.
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Dados grafos G; = (V1,E1) e Gy = (Va, Es), a unido disjunta de G1 e Gs
¢ o grafo G UGy = (V1 U Vo, By U Esy) e a jungdo de Gy e Gy é o grafo Gy V Gy =
(ViUVy, By U EyU{uv :u € Vi,v e Vo).

Um cografo é um grafo sem P,’s induzidos (CORNEIL, LERCHS, and STEWART),
1981)). Como o complemento de um P, é um P;, todo complemento de um cografo também
¢ um cografo. Ademais, se G é um cografo, entao todo subgrafo de G' também o é. Por-
tanto, os cografos tem caracteristicas bem definidas (CORNEIL, PERL, and STEWART,
1985)):

e K é um cografo;
e Se G é um cografo, entdo G também é um cografo;
e Se G e H sao ambos cografos, entao G U H é um cografo.

Utilizando a caracterizacao acima obtemos uma decomposicao dos cografos:
A cada cografo G esta associada uma tunica arvore binaria enraizada T, chamada de
co-arvore de (G, cujas folhas sao os vértices de (G, enquanto os nés internos sao de dois
tipos: unido (U) e juncdo (V). Estas operagoes sao aplicadas sobre os dois filhos de cada
né interno. Isto é, se G é um cografo, entdao uma das seguintes propriedades é valida
(CORNEIL, PERL, and STEWART] [1985)):

e (G possui pelo menos um vértice;
e (G = (GG; UG5 é a uniao disjunta de dois cografos Gy e Gbs.
e G =G,V Gy é ajuncao de dois cografos Gy e Gs.

Um grafo é uma aranha (R, C,S) se o seu conjunto de vértices pode ser parti-
cionado em conjuntos R, C' e S, onde C' = {cy,...,cx} e S ={s1,...,s:} com k > 1 tais
que:

i. C é uma clique;
ii. S é um conjunto independente;
iii. Todo vértice de R é adjacente a todos os vértices de C' e nao-adjacente a todos os
vértices de S
iv. (a) s; é adjacente a ¢; se e s6 se i = j, para todos 1 < ¢, j < k (aranha magra); ou
(b) s; é adjacente a ¢; se e s6 se i # j, para todos 1 < i,j < k (aranha gorda)
Chamamos R, C e S, respectivamente, de cabeca, corpo e patas da aranha.

Note que R pode ser vazio e, nesse caso, dizemos que a aranha é sem cabeca.
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Figura 5 — Aranha Magra

S
Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 6 — Aranha Gorda

Fonte: Elaborado pelo autor.

Um grafo G é Ps-esparso se todo conjunto de 5 vértices em G induz no maximo
um P; (JAMISON and OLARIU, [1992). Grafos Ps-esparsos também possuem uma de-
composi¢ao com operacoes de juncao, uniao e formagao de aranhas.

Teorema 2.1 (Caracterizacao dos Pj-esparsos (JAMISON and OLARIU, 1992))

Um grafo G é Py-esparso se, e somente se, exatamente uma das condi¢oes abairo € satis-

feia:
o (G possui no maximo um vértice;
o G =G{UGy € a uniao de dois grafos Py-esparsos Gy e Go;
o G =GV Gy € ajuncao de dois grafos Py-esparsos G e Ga;
e G ¢ uma aranha com particao (R, C,S) tal que G[R] é um grafo Py-esparso.

Babel e Olariu definiram um grafo como (¢, q — 4)-grafo se nenhum conjunto
com no maximo ¢ vértices induz mais do que (¢—4) P,’s distintos (BABEL and OLARIU,
11998)). Os cografos sao exatamente os (4, 0)-grafos (CORNEIL, LERCHS, and STEWART]
1981)) e os grafos Pj-esparsos sao exatamente os (5, 1)-grafos (]HOANGL |1985|).

Em 1998, Babel e Olariu provaram um importante resultado estrutural sobre

os (q,q—4)-grafos. Este resultado caracteriza uma decomposicao de tais grafos, chamada
de decomposicao primeval(BABEL and OLARIU| |1998), que pode ser obtida em tempo
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linear O(m + n) (BABEL et al., [2001; BAUMANN| [1996)), onde m e n sdo o numero de
arestas e de vértices do grafo, respectivamente.

Um grafo é p-conezo se, para toda particao dos vértices de G em conjuntos A
e B nao vazios, existe um P, com vértices de A e B. Uma p-componente separdvel é um
subgrafo p-conexo maximal com uma parti¢ao (Hi, Hy) tal que todo Py induzido wzyz é
tal que z,y € Hy e w,z € H,.

Para definir esta decomposicao, temos de definir primeiro algumas operagoes.
Se G’ é um grafo arbitrario e H é uma p-componente separavel com separagao (Hi, Hy)
ou uma aranha sem cabega com particao (), Hy, Hy), entdao a operagdo G' W H faz com
que todos os vértices de G’ sejam adjacentes a todos os vértices de H; e nao adjacentes a

todos os vértices de Hs.
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Teorema 2.2 (Decomposicao Primeval (BABEL and OLARIU, 1998)) Sejaq >

4 um inteiro firo e G um (q,q — 4)-grafo, entio G satisfaz um dos itens a sequir:

(a) G=G'UG";
(b) G=G'VG"
(c) G=G'wH;

(d) G possui menos que q vértices.
onde G' ¢ G" sao (q,q — 4)-grafos e H € uma aranha (R,C,S) com R = (), ou uma
p-componente separdvel com menos que q vértices.

E valido observar que todo grafo é (q,q — 4) para algum valor de q.

O Teorema leva a uma decomposi¢ao dos (¢, q — 4)-grafos. Seja Tg uma
arvore de decomposicao de um (g, ¢—4)-grafo G. Todo né u de T representa um subgrafo
G(u) de G. A raiz r da arvore representa o préprio grafo G. As folhas de Ty sdo p-
componentes com menos do que ¢ vértices ou grafos aranha sem cabeca. Os noés internos
sao o resultado de operagoes (realizadas sobre os filhos de cada nd) de Unido disjunta
ou Jungao, que correspondem respectivamente, aos itens (a) e (b) do Teorema, ou uma
operacao que adiciona todas as arestas entre um grafo e uma parte determinada de outro

grafo, correspondendo ao item (c).

Figura 7 — Exemplo de um grafo e sua respectiva arvore de
decomposigao

Fonte: Elaborado pelo autor.

Um grafo G é P,-tidy se para todo P; induzido H em G, existe no maximo
um vértice fora de H que induz um P, com trés vértices de H. Pela definicao podemos
observar que todo grafo Py-esparso é também Py-tidy. De fato, a classe dos grafos P;-tidy
inclui estritamente a classe dos grafos Pj-esparsos. O Cj, por exemplo, é um grafo Py-tidy
que nao pertence a classe dos P,-esparsos. Abaixo podemos ver algumas outras classes
de grafos que estao contidas nos grafos P,-tidy.

Os grafos P,-tidy possuem uma decomposicao bastante semelhante aos grafos
estudados anteriormente (GIAKOUMAKIS, ROUSSEL, and THUILLIER] [1997). No
entanto antes de abordarmos tal decomposigao é necessario definirmos um outro tipo de

grafo.
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Figura 8 — Grafos P,-tidy e suas subclasses

P,-esparsos estendidos

P, -esparsos

P, -redutiveis estendidos

P, -redutiveis

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma quase-aranha é um grafo obtido de uma aranha (R, C,S) com no méximo
um vértice de S U C substituido por um grafo K, ou K, (respeitando-se as adjacéncias).
Pela definigao, temos que toda aranha é também uma quase-aranha, onde nenhum vértice
de S UC foi substituido.

Apoés definirmos grafos quase-aranhas podemos avangar para a decomposi¢ao
dos grafos Py-tidy.

Teorema 2.3 (GIAKOUMAKIS, ROUSSEL, and THUILLIER| (1997)) Um grafo
G ¢ Py-tidy se, e somente se, exatamente uma das condigcoes abairo € satisfeita:

(a) G € a uniao disjunta de dois grafos Py-tidy;

(b) G € a jungdo de dois grafos Py-tidy;

(¢) G é uma quase-aranha, tal que a cabe¢a induz um grafo Py-tidy ou € vazia;

(d) G ¢é isomorfo a Cs, Ps ou Ps;

(e) V(G) tem apenas um elemento.

De maneira similar aos anteriores, o Teorema sugere uma decomposi¢ao
em arvore dos grafos P;-tidy. Seja T uma arvore de decomposicao de um grafo Py-tidy
G. Todo né u de Tg representa um subgrafo G(u) de G. A raiz r da arvore representa
o proprio grafo G. As folhas de Ty sdo K, Cs, P;, P; ou grafos quase-aranhas sem
cabega. Os nds internos sao o resultado de operagoes realizadas sobre os grafos de seus
filhos. Dado um grafo G' Py-tidy, com n vértices e m arestas, T € Unica, desconsiderando
isomorfismos, e pode ser obtida em tempo O(m + n) (GIAKOUMAKIS, ROUSSEL, and
THUILLIERY), 1997).
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2.4 Grafos com Largura em Arvore Limitada

Por conta da estrutura de grafos do tipo arvore, diversos problemas intrataveis
(NP-dificeis) podem ser resolvidos em tempo polinomial quando restritos a este tipo de
grafos.

O conceito de largura em arvore foi introduzido por Robertson e Seymour
(ROBERTSON and SEYMOUR, [1986). A largura em arvore tem por objetivo medir o
quao similar um grafo é de uma arvore.

Antes de definirmos formalmente o conceito de largura em arvore, temos que
definir o conceito de decomposicao em arvore. Uma decomposicao em drvore D de um
grafo G = (V, E) é um par (X,T) onde T'= (I, F) é uma arvore e X = {X;|i € [} é uma
familia de subconjuntos de V', um para cada n6 de T, tais que:

. Ux,=1V;
i€l

2. Para toda aresta uv € E(G) existe i € I tal que u € X; e v € Xj;

3. Para todo i, k, j € I se k estd no (inico) caminho entre i e j em T, entao X; N X; C
Xy

As duas primeiras propriedades garantem que todos os vértices e todas as
arestas aparecem pelo menos uma vez na decomposicao, enquanto a terceira propriedade
garante a estrutura em arvore da decomposicao. De fato, a terceira propriedade poderia
ser rescrita da seguinte forma: Para todo v € V(G), T, = {i € I|v € X;} induz uma

subarvore de 7.

Figura 9 — Exemplo de Decomposi¢ao em Arvore

A B\ /B F\
| . | | - .II
N\ /._‘_J/ ..
I B \. / B ~ A
| C G
} E/,—\ . \

o G NN

§ [ E
\D_ -F/.-' II.‘\\“_ H ry

Fonte: Wikipédia.

Um grafo pode admitir diversas decomposicoes em arvores possiveis. Por
exemplo todo grafo G admite uma decomposigdo em arvore trivial D = (X = {X; =
V(G)}, T = ({1},0)). Obviamente tal decomposi¢ao nao nos diz praticamente nada sobre
a semelhanca do grafo G com uma arvore. Na verdade, quanto menor a cardinalidade dos

elementos de X mais semelhante G serd de uma arvore. Arvores por exemplo admitem
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decomposi¢oes nas quais para todo ¢ € I temos |X;| = 2.

A largura em drvore de uma decomposicio D = (X = {X;li € I[},T = (I, F))
é tw(D) = max;er{|X;| — 1}. A largura em drvore de um grafo G ¢é a largura minima
dentre todas as decomposicoes em arvore possiveis de G. Em 1996, Bodlaender mostrou
o seguinte resultado:

Teorema 2.4 (BODLAENDER, |1996) Para todo k € N, existe um algoritmo de tempo
linear que determina se um dado grafo G possui largura em drvore no mdzrimo k e além
disso calcula, se possivel, uma decomposicao em drvore de G' com largura no mdzimo k.

Uma decomposi¢ao em drvore D = (X = {X;|li € I},T = (I, F)) de um grafo

G = (V,E) é boa se a arvore T é bindria, enraizada e seus nés sao de quatro tipos:
Folha: Um né i de T é do tipo folha, se ele nao possui nés filhos em 7" e | X;| = 1.
Introducao: Um né i de T" deste tipo possui um né filho j e X; = X; Uv para algum

velV.
Saida: Um né ¢ de T" deste tipo possui um né filho j e X; = X, \ v para algum v € V.
Juncao: Um né ¢ de T' deste tipo possui dois nés filhos j,l e X; = X; = X|.

E interessante observar que dada uma decomposi¢cao em arvore, podemos con-
verté-la em tempo linear para uma decomposi¢ao em arvore boa (KLOKS| 1994). Esta
decomposi¢ao, por se tratar de uma arvore bindria com tipos especificos de nés, facilita o
desenvolvimento de algoritmos para grafos com largura em arvore limitada.

De fato, Bodlaender descreveu uma técnica para resolver problemas em grafos,
por exemplo o de coloracao préopria de vértices, utilizando a decomposicao em arvore boa
(BODLAENDER] 1997)). Nesta abordagem, a decomposigao é utilizada juntamente com
técnicas de programacao dinamica para obter solucoes dos problemas.

No Capitulo [3] utilizaremos boas arvores de decomposi¢ao para construir um

algoritmo para o problema de lid-coloracao para grafos com largura em arvore limitada.

2.5 Tratabilidade com Parametro Fixo

Se assumirmos que P # NP diversos problemas bastante estudados na lite-
ratura s6 poderiam ser resolvidos em tempo de execugao superpolinomial em relacao ao
tamanho da entrada fornecida no problema. No entanto diversos desses problemas podem
ser resolvidos em tempo polinomial no tamanho da entrada e superpolinomial em um de-
terminado parametro . Desta maneira se considerarmos apenas instancias nas quais
é limitado por um valor fixo, entao o problema seria tratavel, apesar de sua dificuldade
no caso geral.

Um problema P é dito tratdvel com parametro fizo (fived parameter tractable,
FPT) com parametro K se dada uma entrada = do problema tal que KC(z) = k, é possivel
obter uma solugao para o problema em tempo f(k)n¢, onde f é uma fungao que depende

apenas de k, ¢ é uma constante e n é o tamanho da entrada. Um algoritmo que resolve
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um problema com tal tempo de execucao é chamado de algoritmo FPT com parametro
IC.

Dado um grafo G e um inteiro k, o problema de clique méxima é determinar
se o grafo GG possui uma clique com cardinalidade pelo menos k. O problema de clique
maéxima estava entre os famosos 21 problemas NP-completos de Karp (KARP, |1972).

Um maneira ingénua de resolver tal problema seria testar todos os subconjun-
tos de vértices de tamanho k e verificar se algum deles é uma clique. Observe que tal
abordagem gera um algoritmo que possui tempo de execucao O(n*), impraticavel se k é
parte da entrada. No entanto, se considerarmos k& um inteiro fixo temos um algoritmo po-
linomial para o problema parametrizado em k. Ainda assim, ndao podemos caracteriza-lo
como um problema FPT.

Se considerarmos o grau maximo de GG, A, como um parametro fixo, no entanto,
podemos obter um algoritmo FPT para o problema: Seja v um vértice de G, uma clique
contendo v deve conter apenas vizinhos do préprio, assim enumeramos os 2° subconjuntos
de vizinhos de v e verificamos quais deles formam uma clique. Fazendo isso para cada
vértice de G iremos, ao final do processo obter a maior clique de G, em tempo O(22A%n).

Infelizmente nem todos os problemas parametrizados admitem algoritmos FPT.
Um exemplo é o problema de k-coloragao prépria de vértices. Mesmo se considerarmos
k um parametro fixo do problema, um algoritmo FPT para o problema parametrizado
implicaria um algoritmo polinomial para o problema de 3-coloracao, o que ¢ improvavel

devido ao fato deste ser NP-completo.

2.6 Algoritmos Aproximativos e Inaproximabilidade

Um problema de otimizacao de minimizacao P pode ser definido como uma
tripla (Ip, fp,valp), onde Ip é o conjunto de instancias do problema, fp é uma fungao
que relaciona a cada instancia de i € Ip um conjunto fp(i) de solugoes vidveis e valp é
uma fungao que, para cada par i € Ip e s € fp(i), atribui um valor valp(, s) (geralmente
um real positivo) chamado de valor da solugao. Dada uma instancia i € Ip o objetivo do
problema ¢ encontrar uma solugao vidvel s* € fp(i) que possua valor valp(i, s*) minimo
dentre todas as solucoes viaveis. Assim s* é chamada de solucao étima desta instancia.
Problemas de otimizacao de maximizagao sao definidos de maneira similar com a diferenca
que o objetivo é encontrar uma solugao vidvel s* com valor valp(i, s*) maximo dentre todas
as solucgoes viaveis.

Por exemplo, na versao de otimizacao do problema de coloragao prépria (CP),
Icp é o conjunto de todos os grafos, para cada grafo G, fop(G) é o conjunto de todas
as coloragoes préprias de G e, para cada coloragao ¢ dentre estas, valop(G, ¢) é o0 niimero
de cores utilizado em ¢. Como o problema de coloragao prépria é um problema de mini-

mizagao o objetivo é encontrar a coloragao c¢* de GG que utiliza o minimo ntimero de cores
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dentre todas as coloragoes proprias de G.

Uma forma de estudar problemas NP-dificeis sem restringir as entradas for-
necidas ¢é tentar encontrar algoritmos polinomiais que, embora nao achem uma solu¢ao
Otima para toda instancia fornecida, encontram uma solucao viavel cujo valor é no maximo
r > 1 vezes pior que o valor de uma solucao étima. Um algoritmo com essa caracteristica
é chamado de r-aproximativo. Iremos explicar de maneira mais formal esse conceito nos
paragrafos a seguir.

Dado um problema de otimizacao P, denotamos o valor da solugao 6tima para
uma instancia ¢ € I de P por optp(i) . Seja ainda uma solu¢ao s € fp(i), a razdo de

performance Rp(i,s) ¢ definida por:

Rp(i,s) = max { optp (i) Valp(i,s)}

valp(i,s)” optp(i)

A razao de performance de um problema P nos diz o quao proximo o valor de
uma solugao viavel estd do valor de uma solucao 6tima de uma determinada entrada de
P, independente do problema ser de minimizacao ou maximizagao.

Dada uma constante r > 1, um algoritmo r-aprorimativo para P é um algo-
ritmo que, aplicado para qualquer instancia ¢ de P, executa em tempo polinomial em
relagdo ao tamanho de i e produz uma solugao viavel s de i tal que Rp(i,s) < r. Se tal
algoritmo existe para uma constante r, entao P pertence a classe APX.

No entanto, nem todo problema de otimizacao NP-dificil pode ser aproximado
para qualquer r > 1. Dizemos que um problema P é r-inaproximdvel em tempo polinomial
se nao existe um algoritmo polinomial r-aproximativo para P. Dada uma fungao r(n),
dizemos que o problema P é O(r(n))-inaproximdvel em tempo polinomial se existe uma
funcao r'(n) = O(r(n)) tal que o problema P é r'(n)-inaproximavel em tempo polinomial.
O problema de coloragao prépria, por exemplo, ¢ O(n'~¢)-inaproximavel para qualquer
e > 0 a menos que P = NP (ZUCKERMAN| 2006).
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3 COLORACAO LOCALMENTE IDENTIFICAVEL

Neste capitulo iremos abordar o problema de coloracao localmente identi-
ficavel e uma variacao deste, conhecida como coloracao localmente identificavel forte.
Iremos examinar a complexidade desses problemas apresentando tanto resultados que de-
monstram a dificuldade em soluciona-los como algoritmos polinomiais para resolveé-los

quando as entradas obedecem a certas restrigoes.

3.1 Introducao

Dada um coloragao ¢ dos vértices de um grafo G e um subconjunto S C V(G),
seja ¢(S) o conjunto de cores dos vértices de S em ¢. Dado um subgrafo H de G e uma
coloragao ¢ de G, podemos ainda escrever ¢(H ) para nos referir ao conjunto de cores dos
vértices de H em c.

Uma coloracao ¢ é dita uma coloragao localmente identificdvel (lid-coloragao)
de G se:

(i) ¢ é uma coloracao prépria dos vértices de G;
(ii) Yuv € E(G), se N[u] # N[v], entao c¢(N[u]) # c(N[v]).

Podemos interpretar que, para todo vértice u, as cores de ¢ em ¢(N[u]) formam
um codigo que caracteriza u e o distingue dos seus vizinhos. Diversos problemas em
teoria dos grafos tem como objetivo diferenciar elementos do grafo (vértices e arestas). O
problema de cdédigos de identificagao (KARPOVSKY, CHAKRABARTY, and LEVITIN]|
1998)), por exemplo, utiliza um conjunto dominante do préprio grafo para identificar cada

vértice pelos vértices que o dominam.

Figura 10 — Exemplos de lid-coloracoes étimas

Fonte: Elaborado pelo autor.

Obviamente, se colorirmos todos os vértices de um grafo G' com cores distin-
tas, teremos uma lid-coloracao de G, uma vez que vértices adjacentes com vizinhancas
fechadas distintas estariam “associados” a conjunto de cores distintos. Assim, o objetivo

do problema de lid-coloracao é determinar o menor niimero possivel de cores para colorir
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uma instancia. O ndmero lid-cromdtico de um grafo G, denotado por x;;4(G), é o menor
inteiro k tal que existe uma lid-coloracao de G com k cores.

Coloragoes Localmente Identificaveis foram recentemente introduzidas por Es-
peret et al. (ESPERET et al) 2012)). Neste artigo eles mostraram que determinar se
Xiia(G) < k é NP-completo mesmo quando G é um grafo bipartido, mas é polinomial
para arvores.

Esperet et al. mostraram ainda que x;a(G) < 2w(G) = 2x(G) se G é uma
k-arvore ou grafo de intervalo e x;4(G) < 2w(G) = 2x(G) — 1 se G é um grafo split ou
cografo. Como k-arvores, grafos de intervalo e grafos split sao subclasses de grafos cordais
eles também conjecturaram o seguinte:

Conjectura 3.1 Para qualquer grafo cordal G, x14(G) < 2x(G)

Ninguém conseguiu provar ou refutar esta conjectura até o momento.

Embora x;4(G) seja limitado por uma fungdo do nimero cromético para as
classes acima, isto nao é verdade para grafos em geral (ESPERET et al}[2012). Tome por
exemplo o grafo K obtido de uma clique com n vértices onde cada aresta é subdividida
duas vezes. K possui uma coloragao propria com 3 cores, basta colorir todos os vértices
da clique original com a cor 1 e cada par de vértices gerado pela subdivisao de uma
aresta com as cores 2 e 3. No entanto, x;q(K) > n. Para constatar este limite basta
observar que se dois vértices da clique original tiverem a mesma cor, os vértices gerados

pela subdivisao da aresta entre eles terao o mesmo conjunto de cores em sua vizinhanca
fechada.

Figura 11 — Coloragao prépria de K Figura 12 — Lid-coloracao étima de K}

1 2 3 1 1 2 3 1

Fonte: Elaborado pelo autor. Fonte: Elaborado pelo autor.

Iremos utilizar a idéia de subdivisao de arestas na Secao 3.3 para mostrar um
resultado de inaproximabilidade de lid-coloracao por meio de uma reducao do problema
de coloracao prépria.

Foucaud et al. mostraram que, dado um grafo G com grau maximo A > 3
e uma lid-coloracao ¢ com mais que 2A? — 3A + 3, podemos obter uma lid-coloracao de
G com no maximo 2A?% — 3A + 3 cores (FOUCAUD et al., 2012), assim mostrando que
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xua(G) = O(A?), respondendo positivamente uma questao deixada por Esperet et al.
(ESPERET et al., [2012).

Esperet et al. ainda conjecturaram que todo grafo planar possui nimero lid-
cromatico limitado (ESPERET et al) 2012). Gongalves et al. mostraram que qualquer
grafo planar possui uma lid-coloragao com 1280 cores (GONCALVES, PARREAU, and
PINLOU, 2013)), respondendo positivamente a esta conjectura.

Esperet et al. introduziram ainda o conceito de lid-coloragao forte (ESPERET
et al., 2012). Dado um grafo G e uma lid-coloracao ¢ de G' com cores 1,... k&, diz-se
que ¢ é uma lid-coloragao forte (ou slid-coloracao) de G se, e somente se, para qualquer
vértice v tal que N[v] # V(G), tem-se que ¢(Nv]) # {1,...,k}. Isto é, todo vértice
que “vé” todas as cores é um vértice universal. O menor inteiro k tal que G' possui uma
lid-coloragao forte com k cores é o nimero lid-cromdtico forte (ou numero slid-cromatico)
de G e é denotado por xua(G).

Por exemplo, no Cy da Figura[10] temos uma lid-coloragao tima mas que nao
é forte, uma vez que os vértices com a cor 2 nao sao universais mas tem contato com todas
as cores. Por outro lado, no tdltimo grafo da mesma figura mostramos uma lid-coloragao
forte.

Dado um cografo G, Esperet et al. mostraram que x;;4(G) < 2w(G) (ESPE-
RET et al), 2012). Foucaud et al. mostraram ainda que, dado um grafo G com grau
méximo A, tem-se que Y;a(G) < 2A% — A+ 1.

Observe que, exceto pelos resultados para grafos bipartidos e arvores, todos
os demais resultado obtidos para lid-coloracao e slid-coloracao sao sobre limites para
Xiid € Xua- O objetivo deste capitulo é abordar a complexidade destes problemas, por
exemplo obtendo algoritmos polinomiais para determinadas classes de grafos, e investigar
os aspectos aproximativos dos mesmos. Ambas as questoes foram pouco estudadas na
literatura até entao.

Na Secao [3.2, estudamos a relagdo entre Xjg e Xug- Mostramos que para
qualquer grafo G, tem-se que Y;a(G) < x14(G)+ 1. Na Segao 3.3 provamos que x;4(G) e
Yiia(G) sao O(n'~¢)-inaproximdveis em tempo polinomial, para todo & > 0, a menos que
P = NP. Na Secao mostramos um algoritmo linear para determinar x;4(G) e Xa(G)
para (g, q—4)-grafos. Finalmente, na Secao mostramos um algoritmo polinomial para
determinar y;4(G) e Xua(G) para grafos com largura em drvore limitada.

A maior parte dos resultados apresentados neste capitulo foram publicadas em
(MARTINS and SAMPAIO, 2018)

3.2 Resultados Preliminares

Nesta secao obtemos resultados que relacionam o nimero lid-cromético e o

nimero lid-cromético forte. De fato, na se¢ao [3.4]iremos mostrar um algoritmo que utiliza
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lid-coloracoes fortes para construir lid-coloragoes de grafos com poucos P,’s. Tal resultado
demonstra a importancia de se estudar a relacao entre estes dois parametros.

Lema 3.1 Seja ¢ uma lid-coloragio de um grafo G- com cores {1,...,k} ev € V(G). A
coloracao ¢ obtida a partir de ¢ mudando a cor do vértice v para k+1 é uma lid-coloracdo
de G.

Prova: Claramente a coloragao ¢’ é prépria uma vez que v é o tinico vértice colorido com
a cor k+ 1 e os demais vértices mantiveram as cores de c.

Observe que os 1inicos vértices que tiveram as cores de suas vizinhancas fecha-
das alteradas em ¢’ foram o proprio v e seus vizinhos. Portanto, como a coloracao ¢ é uma
lid-coloragao, se existe uma aresta uw tal que Nu| # Nw] e ¢(N[u]) = ¢(N]w]) temos
que u ou w pertencem a N[v]. Ou seja, qualquer par de vértices que viola a condicdo (ii)
em ¢’ deve conter v ou um de seus vizinhos.

Admita que os vértices v e u violam a condigao (ii). Observe que u nao possui
nenhum vizinho colorido com a cor ¢(v) em ¢, caso contrario ¢(Nu]) # ¢(N[v]), uma
vez que c(v) ¢ ¢(N[v]). Observe também que ¢(N[v]) = (¢(N[v]) \ {c(v)}) U{k + 1}
e que ¢d(N[u]) = (e(Nfu]) \ {c(v)}) U{k + 1}. Como ¢(Nv]) = ¢/(N[u]) temos que
¢(N[v]) = ¢(NJu]). No entanto, como ¢ é uma lid-colora¢io de G e ¢(N[v]) = ¢(N[u])
temos que N[v] = N[u], uma contradigdo com o fato de u e v violarem a condigao (ii).

Agora admita que os vértices u e w violam a condigao (ii) e que u é vizinho
de v. Como v é o tnico vértice colorido com a cor k + 1, entao w também tem que ser
vizinho de v. Como ¢/(Nu|) = ¢/(N[w]), ou a cor ¢(v) aparece em ambas as vizinhangas
ou em nenhuma delas na coloragao ¢’. Se a cor ¢(v) aparece em ambas as vizinhangas em
d temos que ¢/ (N[u]) = ¢(N[u])U{k+1} e ¢(N[w]) = ¢(N[w])U{k+1}. Se a cor ¢(v) ndo
aparece nas vizinhangas de « nem de w em ¢’ entao ¢/ (N[u]) = (¢(N[u])\{c(v)})U{k+1} e
d(Nw]) = (¢(Nw])\{c(v)})U{k+1}. Observe que em ambos os casos ¢/ (N[u|) = ¢/(N]w])
se e somente se ¢(N[u]) = ¢(N]w]). Como ¢ é uma lid-coloragao temos que N[u] = Nw],
uma contradi¢do com o fato de u e w violarem a condicao (ii). a

Dada uma coloragao ¢ dos vértices de um grafo G com cores {1, ..., k}, dizemos
que v € V(G) é um vértice ruim em relacdo a ¢ se v nao é um vértice universal e
¢(N[v]) ={1,...,k}. Observe que as slid-colora¢oes de um grafo G sao as lid-coloragoes
que nao possuem vértices ruins. Iremos utilizar o Lema 3.1 para mostrar o seguinte
resultado.

Teorema 3.1 Seja G um grafo qualquer. Entio x14(G) < X1a(G) < x1a(G) + 1.
Prova: O limite x;4(G) < x1a(G) € trivial visto que toda slid-coloragao de G é também
uma lid-coloracao.

Tome uma lid-colora¢ao minima ¢ de um grafo G usando cores {1, ..., x1:4(G) }.
Se tal colorac¢@o nao possui vértices ruins, entao x;q¢(G) = Xua(G) e os limites sao validos.
Entao suponha que existe um vértice ruim v € V(G) em relagdo a ¢ e, sem perda de

generalidade, suponha que ¢(v) = 1. Pelo Lema podemos mudar a cor de v para
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X1ia(G) + 1 mantendo as propriedades de lid-coloragao.

Caso exista outro vértice colorido com a cor 1 nao fazemos mais alteragoes na
coloracao. Caso v fosse o tnico vértice da cor 1, como v nao é universal, existe pelo menos
um vértice w de G que nao é vizinho de v. Como a cor 1 nao estd mais na coloragao
podemos usar novamente o Lema [3.1] e mudar a cor de w para 1 e mantermos a lid-
coloracao. Observe ainda que w nado era o tnico vértice colorido com a cor ¢(w), pois esta
cor aparecia em um vértice na vizinhanca de v. Desta maneira obtemos uma lid-coloracao
¢ com cores {1, ..., x1ia(G) + 1} na qual nenhum vizinho de v é colorido com a cor 1, isto
é, v nao é um vértice ruim em relacao a ¢’. Resta-nos mostrar que nao existem outros
vértices ruins na coloragao .

Por contradigao, suponha um vértice ruim u € V(G) em relagao a coloragao c’.
Observe que u deve ser adjacente a v uma vez que este é o inico vértice colorido com a cor
Xuid(G)+1. Além disso u deve ser adjacente a um vértice colorido com a cor 1 e, portanto,
Nu| # Nv]. No entanto, podemos observar que se u é um vértice ruim em ¢, entdo u
também é um vértice ruim em c. Assim temos ¢(N[u]) = {1,..., xu4a(G)} = ¢(N[v]) e
Nlu] # Nv]. Uma vez que u e v sdo adjacentes, temos uma contradi¢do com o fato da
coloragao original ¢ ser uma lid-coloracao. O

Ainda sobre a relacao entre estes parametros, podemos afirmar que, sempre
que um grafo G possuir um vértice universal u, tem-se que x;a(G) = Xua(G). Isto
se deve ao fato que, neste caso, qualquer lid-coloracdo ¢ de G com k cores também
serda uma slid-coloracao de . Caso contrario, terfamos um vértice nao universal v tal
que ¢(N[v]) = {1,...,k} = ¢(N[u]). No entanto, como v nao é universal temos que
N[v] # Nlu], o que viola a condigao (ii).

Entretanto, apenas a existéncia de um vértice universal nao caracteriza todos
os casos em que X;a(G) = xua(G). Basta observar caso do Py (Figura em que temos
Xiid(Py) = X1ia(Py) = 4 mesmo sem a existéncia de um vértice universal. Como exemplo
de grafo no qual os dois parametros possuem valores distintos podemos citar o Cy (Figura
10) em que temos x4q(Ca) = 3 e X15a(C4) = 4, ou seja o limite fornecido pelo Teorema [3.1]
é apertado.

Seja G um grafo com grau maximo A. O Teorema |3.1|juntamente com o limite
Yuia(G) < 2A% — 3A + 3 mostrado por Foucaud et al. (FOUCAUD et al,[2012) implicam
que Yua(G) < 2A% —3A +4 melhorando o limite anterior de 2A% — A + 1, obtido também

por Foucaud et al. no mesmo artigo.

3.3 Inaproximabilidade dos parametros de lid-coloracao

Uma reducao de um problema P; para um problema P, consiste de um par
(f,g) de fungdes computédveis em tempo polinomial tais que, para qualquer instancia I de

Py, (a) f(I) é uma instancia de Py e (b) ¢g(Z, S) é uma solugao vidvel de I, para qualquer
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solugao vidvel S de f(I).

Uma redugdo continua de P; para P, é uma tripla (f,g,7), onde (f,g) é uma
redugao de P, para P, e vy > 1 é uma constante, tal que, se Rp,(f(),S) <r (r > 1), entdo
Rp (1,9(S)) < r para qualquer instancia I de P; e para toda solugao viavel S de f(I).
A partir dessa definicao se existe um algoritmo r-aproximativo de tempo polinomial para
P, para algum r > 1, entao exite uma algoritmo ~r-aproximativo de tempo polinomial
para P;. Consequentemente, se P; é O(r(n))-inaproximavel em tempo polinomial, entao
P, também é O(r(n))-inaproximédvel em tempo polinomial, onde r(n) é uma funcao tal
que lim,, o, 7(n) = oo.

A seguir mostramos uma redugao continua do problema de coloracao prépria
para os problema de lid-coloracao e lid-coloracao forte.

Teorema 3.2 Determinar x;a(G) e Xua(G) sio problemas O(n'~¢)-inaprozimdveis em
tempo polinomial, para todo € > 0, a menos que P = NP.
Prova:

Nés obtemos uma redugao continua do problema de determinar x(G).

Dado um grafo G sem vértices isolados, seja G’ o grafo obtido de GG ao adicio-
narmos um vértice v’ adjacente a cada vértice v de GG. Veja a Figura|13| para um exemplo

com o grafo de Grotzsch, o menor grafo livre de triangulos com x(G) = 4.

Figura 13 — Exemplo de reducao para o grafo de Grotzsch.
Apresentamos uma coloracao prépria de G e uma lid-coloracao de G’

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe que qualquer lid-coloracao de G’ induz uma coloracao prépria dos
vértices de G. Portanto x(G) < xuq(G').

Ademais, para qualquer coloracao prépria ¢ de G com k cores, podemos obter
uma lid-coloragao forte ¢ de G’ utilizando 2k cores: se v tem cor i em G, colorimos v e
v’ respectivamente com as cores i e i’ em G'. Note que ¢ é uma lid-coloracao forte de G,
uma vez que, para qualquer aresta uv de G, c(u)’ € ¢(N[u]) mas c(u)" & ¢/(N[v]) (pois

c(u) # c(v)) e, para qualquer vértice v’ adjacente somente a um vértice original v de G,
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d(N[v]) # ¢(N[v']) (como v nédo é isolado, entao c(u) € /(N[v]) mas c(u) ¢ ¢/(N[v'])
para todo vizinho u de v em G). Portanto x(G) < xua(G") < 2x(G).

Seja f a funcao que dado um grafo G retorna o grafo G’ e g a funcao que
dada uma lid-coloracao ¢’ de G’ retorna a coloracao propria ¢ de GG induzida por ¢/. Como
ambas as fungoes sdo computdveis em tempo polinomial e x(G) < xua(G') < 2x(G),
entdo a tripla (f,g,2) é uma reducao continua de coloragdo prépria para slid-coloragao
de grafos.

Sabe-se que, a menos que P = NP, nao existe algoritmo de tempo polinomial

que aproxima o nimero cromético de um grafo por um fator melhor que O(n'~¢) para
qualquer ¢ > 0 (ZUCKERMAN| 2006). Como |V(G")| = 2 - |V(G)|, entao xua(G') é
n'~¢-inaproximavel em tempo polinomial, para qualquer € > 0, a menos que P = NP.

O

Podemos provar uma versao do teorema acima para grafos com cintura pelo
menos 9. No entanto, o fator de inaproximabilidade na versao abaixo é pior que no
Teorema 3.2
Teorema 3.3 Seja G um grafo com cintura pelo menos 9, determinar x;4(G) € Xua(G)
sao problemas O(n%’s)—inapmxz’mciveis em tempo polinomial, para todo € > 0, a menos
que P = NP.

Prova: N6s obtemos uma redugao continua do problema de determinar x(G). Conside-
raremos instancias G tais que x(G) > 3.

Dado um grafo G construimos o grafo G’ da seguinte maneira. Iniciamos a
construcao com o conjunto de vértices do grafo original e o conjunto de arestas vazio.
Para cada vértice v € V(G) adicionamos um vértice v' e fazemos v adjacente a v em G'.
Para cada aresta e = uv € E(G) adicionamos dois vértices u, e v, e fazemos u adjacente

a u., u. adjacente a v, e v, adjacente a v. Observe os exemplo das Figuras [14] e

Figura 14 — Exemplo de G e G’

f(G)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Primeiro mostramos que qualquer lid-coloracao ou slid-coloracao de G’ induz
uma coloracao prépria dos vértices originais de GG: Suponha uma (s)lid-coloracdo ¢ de
G’ na qual um par de vértices u,v € V(G), adjacentes em G por uma aresta e, tenham
cores iguais. Assim no grafo G’ terfamos que ¢(N[u.]) = ¢(N[ve]) = {c(v), c(ue), c(ve)}.

Como u, e v, sdo adjacentes e possuem vizinhangas distintas, a condic¢ao (II) é violada e,
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Figura 15 — Exemplo de Coloragao Prépria de G e lid-Coloragao de G’

Fonte: Elaborado pelo autor.

portanto, ¢ nao seria (s)lid-coloragao de G'. Dessa maneira temos que x(G) < xuq(G') <
().

Além disso, a partir de uma coloracao prépria minima ¢ de G com cores
{1,...,x(G)} é possivel obter uma uma slid-coloracao ¢’ de G’ utilizando x(G) + 3 cores.
Para cada vertice v do grafo original fazemos ¢’(v) = c(v). Para os vértices do tipo v’
fazemos ¢(v') = x(G) + 1 e para cada aresta e = uv de G fazemos c(u.) = x(G) +2 e
c(ve) = x(G) + 3.

Iremos mostrar que ¢ é uma slid-coloracao de G’. No grafo G’ temos apenas
trés tipos de arestas: vv, (um vértice do grafo original e um vértice gerado pela subdivisao
de uma aresta e = wv de G), vv' e u.v, (dois vértices gerados pela subdivisao da aresta
e = wv de G). Em nenhum destes casos as extremidades recebem a mesma cor em ¢'.
Ademais pela construcao de ¢ sabemos que, para qualquer vértice v do grafo original,
tem-se que ¢/(N[v]) possui a cor x(G) + 3 e pelo menos uma dentre as cores x(G) +1 e
X(G) + 2, o que torna ¢(N[v]) diferente tanto de ¢(N[v']) = {x(G) + 3, ¢(v)} quanto de
d(Nve]) = {x(G) + 1, x(G) + 2,¢(v)}. Finalmente, para qualquer aresta e = uv de G
temos que ¢(N[ve]) = {x(G) +1,x(G) +2,¢(v)} e ¢(N[u]) = {x(G) + 1, x(G) +2, c(u)},
e como ¢ é uma coloragao prépria de G, temos que ¢/ (Nue]) # ¢ (Nve)).

Assim, ¢ é lid-coloracao e, como nenhum vértice estd em contato com todas
as cores de ¢/, também ¢ slid-coloracao de G’. Portanto x;4(G") < x(G) + 3 < 2x(G),
uma vez que x(G) > 3.

Seja f a funcdo que transforma G em G’ e g a funcdo que dada uma slid-
coloragao de G’ obtém uma coloragao prépria de G. Como ambas as fungdes sdo com-
putaveis em tempo polinomial e x(G) < x14(G') < Xua(G') < x(G) + 3 < 2x(G) temos
que a tripla (f, g,2) é uma redugao continua de Coloragao Prépria para slid-Coloragao de
grafos.

E conhecido que, a menos que P = NP, nao existe algoritmo de tempo polino-

mial que aproxima o nimero cromético de um grafo por um fator melhor que O(n'~¢) para



40

qualquer ¢ > 0 (ZUCKERMAN| 2006). Observe, no entanto, que se G = (V, E), entao

f(G) possui O(|V|?) vértices. Portanto, seja G um grafo com n vértices, os problemas de

determinar 7a(G) e xua(G) sio O(n2*)-inaproximaveis, a menos que P = NP.
Resta-nos mostrar que o para qualquer grafo G, f(G) possui cintura pelo menos

9. Para tanto basta observar que todo triangulo no grafo G ¢ transformado em um Cy

em f(G). O
3.4 Lid-Coloracoes de Grafos com Poucos P4’s

Nesta segao iremos utilizar a decomposi¢ao primeval dos (q,q — 4)-grafos,

como descrita na segao , para obter um algoritmo polinomial para calcular x;4(G) e
Xua(G) de qualquer (q,q — 4)-grafo GG, quando ¢ é um inteiro fixo. Para tanto iremos
utilizar uma abordagem recursiva em que o numero lid-cromatico e sua versao forte sao
ambos calculados para cada né interno (que representa um subgrafo de G) da &arvore
de decomposicao, baseados nos resultados obtidos para os seus dois filhos. As folhas da
decomposigao serao tratadas no teorema final desta secao. Repetimos este procedimento
até calcular x4 € Xuq para o grafo representado pela raiz da drvore, que é o préprio G.

A abordagem descrita acima foi utilizada, por exemplo, para calcular o niimero
cromatico aciclico, o niimero cromatico estrela, o nimero cromatico nao repetitivo e o
nimero cromatico de clique de (g, g—4)-grafos, bem como o niimero harménico de (g, g—4)-
grafos conexos (LINHARES-SALES et all 2014).

Iniciamos mostrando como calcular o valor de X;4(G) quando G é a uniao de
dois grafos.

Lema 3.2 Seja um grafo G = G U G4, entao:

(max{%(Gl),%(Gg)}, se G1 e Go ndo possuem vértices universais;
(@) = max{Xud(G1) + 1, X1:a(G2) }, se apenas G possui vértices universais;

max{xua(G1), xua(G2) + 1}, se apenas Gy possui vértices universais;

\max{%(Gl) + 1, x1a(G2) + 1}, se Gy e Gy possuem vértices universais.

Prova: Suponha que GG; e GGy nao possuem vértices universais e, sem perda de genera-
lidade (s.p.d.g.), que Xua(G1) > Xua(G2). Certamente nao podemos ter uma coloragiao
com menos que Y4(G1) cores, além disso para obter uma coloragao do grafo G basta co-
lorirmos GG; e G5 separadamente uma vez que nao ha nenhum vértice ruim nas coloragoes
de GG1 e G5 e nao existem arestas entre G e Gs.

Agora suponha que apenas (7 possui vértices universais. Se Yjq(Ga) >
Xua(G1) + 1, entao basta colorirmos G; e G separadamente como fizemos no caso an-
terior, pois a0 menos uma cor nao estard na vizinhanga de nenhum vértice de G (i.e.

a cor Yua(G1) + 1). Além disso, como Gy nao possui vértice universal, entdo nenhum
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vértice terd todas as cores em sua vizinhanga. Se X;4(G2) < X1a(G1) + 1, entdo em uma
slid-coloracao de G com X;;4(G1) cores, todas as cores devem aparecer em vértices de G e,
como (G; possui um vértice universal, tal vértice possui todas as cores em sua vizinhanca
e nao é universal, pois nao é adjacente a nenhum vértice de G4 e, portanto, a coloracao
nao seria forte. Para obter uma coloracao de G com X;;4(G1) + 1 cores basta colorir cada
cada grafo separadamente mudando uma das classes de cor em G; ou em (9 para uma
cor ainda nao utilizada na coloragao (i.e. a cor x;q(G1) + 1). O caso em que apenas Go
possui vértices universais é andlogo ao tratado no pardgrafo anterior.

Caso G e G4 possuam vértices universais, suponha s.p.d.g. que Y;q(G1) >
X1ia(G2). Novamente nao podemos ter uma slid-coloragao de G com X;;4(G1) cores, uma
vez que, desta maneira o vértice universal em G teria todas as cores em sua vizinhanca,
e nao seria universal em . Assim, utilizando o mesmo procedimento anterior, colorimos
cada grafo separadamente e alteramos uma das classes de cor em um deles para uma cor
nao utilizada. Desta maneira obtemos uma slid-colora¢ao de G com X;;4(G1) + 1 cores.

O

Lema 3.3 Seja um grafo G = GV Ga, entdo Xua(G) = Xua(G1) + X1ia(Ge).

Prova: Primeiramente, observe que qualquer slid-coloracao de GG deve induzir uma slid-
coloracao em (1 e G5. Além disso as cores utilizadas para colorir os vértices de GG; devem
ser diferentes das cores utilizadas para colorir os vértices de Go. Portanto, x;4(G) >
Xiid(G1) + Xiia(Ga).-

Resta-nos mostrar uma slid-coloragao de G' com X;4(G1 )+ X1a(G2) cores. Dada
uma slid-coloragao minima ¢; de GGy e uma slid-coloracao minima ¢y de Go, definimos uma

slid-coloracao ¢ de G como abaixo.

c1(v), se v € V(G);
2(v) + xua(G1), sev e V(Gy).

c(v) =

A coloragao ¢ certamente é prépria, pois ela é prépria em G e Gy separada-
mente e os vértices de G; sao coloridos com cores distintas dos vértices de Gs.

Observe que se dois vértices adjacentes de (G; tem vizinhancas fechadas dis-
tintas em G, entao eles possuem vizinhangas fechadas distintas em G e, portanto, terao
cores distintas em suas vizinhancgas fechadas na coloragao ¢; e também em c. Esta mesma
argumentacao pode ser aplicada de maneira analoga a G5 e co. Observe ainda que dados
v; € V(Gy) e vy € V(Gs), temos que v; (v9) tem todas as cores utilizadas em G (G7) em
sua vizinhanga fechada, portanto ¢(N[v1]) = ¢(N[vs]) se, e somente se, ambos os vértices
sao universais, logo ¢ é uma lid-coloracao.

Da mesma maneira, um vértice de G; (G3) é universal em G se, e somente se,
ele é universal em G (Gq), portanto, qualquer vértice que nao seja universal em G nao

possui todas as cores de ¢ em sua vizinhanga fechada. Logo ¢ é uma slid-coloragao. O
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Lema 3.4 Seja um grafo G = Gy U G, entdo xq(G) = max{x;a(G1), x1ida(G2) }
Prova: Note que qualquer lid-coloracao de G deve induzir uma lid-coloracao em Gy

e uma lid-coloracao em (5. Ademais as cores utilizadas em vértices de G; podem ser

utilizadas em vértices de Go e vice-versa. Portanto, x;4(G) > max{xua(G1), x1ia(G2)}.

Além disso dada uma lid-coloracdo ¢; de Gy com cores {1,...,k;} e uma lid-
coloragao cs de Gy com cores {1,...,ks}. A coloragao ¢ de G que atribui a cada vértice
v1 de Gy a cor ¢1(v;) e a cada vértice vy de G a cor cz(v9) é uma lid-coloragao de G, uma
vez que toda aresta de G possui ambas as extremidades em G; ou ambas as extremidades
em Gy. Portanto, x4(G) < max{xua(G1), x1ia(G2)} O

No lema abaixo iremos calcular o valor de y;;4(G) quando G é a juncao de dois
grafos. Observe, que neste caso o x;;4(G) depende de Xa(G1) € Xiia(G2).

Lema 3.5 Sejam G, e Gy dois grafos e G = GV Gy. Se G e Gy nao possuem nenhum
vértice universal, entao x;a(G) = min{x;a(G1) + x1d(G2), Xua(G2) + xua(G1)}. Caso
contrario, Xiia(G) = Xua(G1) + Xua(G2)-

Prova:

Se (G; ou G5 possuirem um vértice universal u, entao u também serd universal
em G. Como ji mencionamos na Segdo [3.2, para todo grafo G’ que possui um vértice
universal, temos que X;q(G') = Xua(G'). Assim, se G; ou G5 possuirem um vértice
universal, pelo Lema (3.3 x14(G) = X1a(G) = X11a(G1) + X11a(G2).

Agora assuma que GG; e G5 nao possuem vértices universais. Observe que em
uma lid-coloracao de G, vértices em (; devem receber cores distintas de vertices de Go.
Além disso qualquer lid-coloracao de GG deve induzir lid-coloracoes em G; e G5, visto
que dois vértices com vizinhancas distintas em G; ou Gy também possuem vizinhangas
distintas em G.

Sejam c¢; e co lid-coloragoes de GG; e G, respectivamente. Seja ainda c a
coloragao de G que atribui a cada vértice v; de Gy a cor ¢;(vq) e a cada vértice vy de
Go a cor ca(vg). Se nem c¢; nem ¢y forem slid-coloragoes, entdo existe um vértice vy
de GG; em contato com todas as cores de ¢; e existe um vértice v, de G5 em contato
com todas as cores de . Desta maneira ¢(N[v1]) = ¢(N[vz]) no entanto, como nem
v nem vy sdo vértices universais temos que N[vj] # Nlvg], o que viola a condigao (ii).
Portanto, se G; e GGy nao possuem vértices universais, uma lid-coloracao de G deve induzir
em pelo menos um desses dois grafos uma slid-coloragao. Assim temos que x;q(G) >
min{Xuid(G1) + xua(G2), X1ia(G2) + Xuia(G1) }-

Resta-nos mostrar uma lid-coloracao de G com min{x;;4(G1)+x1ia(G2), X1:a(G2)+
X1ia(G1)} cores.

Suponha novamente que G7 e G5 nao possuem vértices universais e sejam ¢,
uma lid-colora¢do minima de G com cores {1,..., x1q¢(G1)} e ¢ uma slid-coloragao de
Go com cores {xua(G1) + 1,..., x1d(G1) + X1:a(G2)}. Assim como fizemos acima, seja ¢

a coloracao de G que atribui a cada vértice v; de Gy a cor ¢i(vy) e a cada vértice vy de
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Go a cor cy(vg). Certamente ¢ é uma coloracao propria de GG, pois ¢; e ¢o sdo préprias
em (G e Gy, respectivamente, e as cores utilizadas em vértices de GG sao distintas das
cores utilizadas em vértices de (Go. Como (G5 nao possui vértices universais e ¢y é uma
slid-coloragao, entao nenhum vértice de G5 ira ter contato com com todas as cores de ¢, e
portanto nao poderd ter o mesmo conjunto de cores que nenhum vértice de G;, uma vez
que para todo vértice v; de Gy temos que {xa(G1)+1, ..., X1d(G1)+X1a(G2)} C c(N[vq]).
Ademais se tomarmos dois vértices u e v adacentes em G; (G3) se suas vizinhangas
fechadas forem distintas em G também o serdo em G (Gs), como ¢; (c2) é uma (s)lid-
coloracao de Gy (Gs), entdo as cores das vizinhangas fechadas dos vértices serao distintas
também em c.

O raciocinio é analogo se considerarmos uma slid-coloragao de G; e uma lid-
coloracao de GGo. Assim, se G; e Gy ndo possuem vértices universais, entao xa(G) =
min{xua(G1) + Xuia(G2), Xuia(G2) + Xuia(G1) }-

O

O lema abaixo nos mostra como calcular x;;4(G) e X;:4(G) quando G é uma
aranha magra.

Lema 3.6 Seja G um grafo aranha magra com particio (R,C,S). Se G nao for um Py,

entao:

@ Xud(G[R]) +|C| +|S| — 1, se GR] ndao possui um vértice universal;
Xiid =
xua(G[R]) + |C| + |5], Caso contrdrio.

Além disso, se |C| =2, entao x1a(G) = xua(G[R]) + |C|+|S|. Caso contrdrio, x1a(G) =
Xlid(G)-

Prova: Uma lid-colora¢do de G deve induzir uma lid-coloracao de G[R]| uma vez que
dois vértices de R tém vizinhangas distintas em G[R] se, ¢ somente se, também tem
vizinhancas distintas em (. Tal coloracao deve atribuir cores distintas para os vértices
de C' e de R, caso contrario nao seria prépria. Pelo mesmo motivo, todos os vértices de
C devem receber cores distintas.

Argumentamos que os vértices de S também devem ter cores distintas entre si
em uma lid-coloragao ¢ de G. Basta ver que se dois vértices s;,s; € S recebem a mesma
cor em uma lid-coloragao de GG, entao terfamos dois vértices ¢;, c; € C' adjacentes tais que
Nlci] # Nlcj] e ¢(N|e]) = ¢(N]e;]), uma violacao a condicao (ii). Pelo mesmo motivo, no
maximo um vértice de .S pode receber uma cor ja utilizada em vértices de C' ou de R.

Ademais, suponha que existe um vértice universal u em G[R] e em uma lid-
coloracao de G um vértice s; € S recebe uma cor ja utilizada em um vértice de C'
ou de R. Assim terfamos dois vértices adjacentes u e ¢; tais que N[u] # NJ¢] mas
¢(Nleg]) = ¢(Nlgj]) = ¢(R) U ¢(C), novamente uma violacao da condicao (ii). De fato,

para podermos reutilizar uma cor de ¢(C') ou ¢(R) em um vértice de S temos que G[R)]
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nao pode ter um vértice universal e ¢ deve induzir uma slid-colora¢do de G[R|. Sendo

assim:

@) > Xud(G[R]) + |C| + |S| — 1, se G[R] ndo possui um vértice universal;
Xlid =z
xud(G[R]) +|C| + 15|, Caso contrario.

Para construir uma lid-coloragao de uma aranha magra com esta quantidade
de cores basta colorir os vértices de R com um (s)lid-coloragao étima de G[R] e atribuir
cores distintas das utilizadas aos vértices de C' e S, com a possivel excecao de um vértice
de S receber uma cor ja utilizada em C'U R (caso G[R] néo tenha vértice universal).

Finalmente, observe ainda que, quando |C| # 2, nenhum vértice possui todas
as cores em sua vizinhanca fechada na lid-coloracao acima, ou seja esta é uma slid-
colora¢ao. Quando |C| = 2, caso reutilizemos uma cor de um vértice em C'U R em
um vértice s; € S, entao o vértice de C nao-adjacente a s; seria um vértice ruim. Para
que isso nao ocorra basta recolorir s; com uma cor distinta de todos os demais vértices.
Portanto, quando |C| = 2, Xx14(G) = xu4a(G[R]) + |C| + |5)| O

Como uma aranha gorda com |C| = 1 ¢ desconexa e com |C| = 2 é também
uma aranha magra, podemos assumir que |C| > 3 no Lema abaixo.

Lema 3.7 Seja G um grafo aranha gorda com particao (R, C,S), entao x;ia(G) =
xud(G[R]) +|Cl + 5] = 1 € Xua(G) = xua(G[R]) + |C[ + 5]

Prova: Uma lid-colora¢do de G deve induzir uma lid-coloracao de G[R]| uma vez que
dois vértices de R tém vizinhangas distintas em G[R] se, e somente se, também tem
vizinhancas distintas em G. Tal coloragao deve atribuir cores distintas para os vértices
de C' e de R, caso contrario nao seria prépria. Pelo mesmo motivo, todos os vértices de
C devem receber cores distintas.

Os vértices de S também devem ter cores distintas entre si em uma lid-
coloragao ¢ de G, senao vejamos. Suponha que dois vértices s;,s; € S recebem a mesma
cor em uma lid-coloracao de G, assim terfamos dois vértices ¢;,c; € C adjacentes tais
que Nl¢| # Ni¢j] e ¢(N[e]) = ¢(NJ¢j]) uma violagao a condigao (ii) e, portanto, uma
contradicao. Pelo mesmo motivo, no maximo um vértice de S pode receber uma cor ja
utilizada em vértices de C' ou de R.

Uma lid-coloragao de G é obtida colorindo os vértices de R de maneira 6tima
em G[R], os vértices de C' com |C| cores distintas das demais e os vértices de S com
|S| — 1 cores distintas das demais, mais uma cor ja utilizada em vértices de C' ou R. Tal
coloragao nao € slid-coloragao de GG, uma vez que o vértice de C' nao adjacente ao vértice
de S cuja cor foi reaproveitada é um vértice ruim. Para a coloragao se tornar slid basta
recolorirmos tal vértice de S com uma nova cor. O

No lema abaixo iremos utilizar a notagao |c| como o nimero de cores de uma
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coloracao c. Este lema nos mostra como construir uma lid-coloragao e uma slid-coloracao
de um grafo G quando este possui uma p-componente separavel com menos que g vértices.
Lema 3.8 Seja q um inteiro firo e G = (V, E) um grafo que contém uma p-componente
separdvel H = (Hy, Hy) com menos que q vértices tal que todo vértice de G—H ¢é adjacente
aos vértices de Hy e nao-adjacente aos vértices de Hy. Dados x4(G — H) e x1.a(G — H)

(com suas respectivas coloragoes dtimas) podemos calcular uma lid-coloragdo e uma lid-
coloragao forte, ambas dtimas, de G em tempo O(q*1T°).

Prova: Observe que toda lid-coloracao de G induz uma lid-coloracao de G — H, uma
vez que todos os vértices de G — H possuem o mesmo conjunto de vizinhos em H. Assim
qualquer lid-coloragao de G utiliza pelo menos y;;4(G — H) cores nos vértices de G — H.

Primeiramente suponha que x;4(G — H) > ¢q. Construimos o grafo G’ a
partir de H, incluindo uma clique {z1,...,z,} e ligando todos os vértices dessa clique
com os vértices de H;. Como G’ possui menos que 2¢ vértices, podemos gerar todas as
coloragoes possiveis de G’ com as cores {1,...,2q} e verificar se sdo uma lid-coloragao.
Isto pode ser feito em tempo O(g??™), iniciamos colorindo os vértices zy, ..., x, com as
cores 1,...,q, respectivamente, e, para todo vértice de H, temos no maximo 2q cores
disponiveis, resultando em (2¢)¢ coloragoes. Finalmente, para cada coloragao possivel,
devemos verificar se a mesma é, de fato, uma lid-coloragao, o que pode ser feito em tempo
O((2¢)"). Como ¢ > 4, entdo (2¢)"™ < (¢%/2)7 - (29)* < ¢**™. Como o processo é
exaustivo, podemos obter uma lid-coloracao minima de G’ nesse tempo.

Para simplificar a notagao, assumiremos sem perda de generalidade que as co-
loragoes utilizadas satisfazem as seguintes restrigoes. Dadas coloragoes ¢, ', ¢’ de G, G', G—
H, respectivamente:

(R1) e(G—H)=A{1,...,|c(G—H)|} ec(G—H)Nc(H)={1,...,|c(G—H)Nc(H)|};
(R2) " ={1,....||};
(R3) ¢ =A{1,...,q¢U{|"|+ 1,...,|"| +|¢| — ¢} e /(x;) =i para todoi € {1...,q}.

Dadas coloragdes ¢, ¢’ de G',G — H, respectivamente, satisfazendo (R2) e
(R3), dizemos que (¢, ") induz a coloragdo ¢ de G definida a seguir, que satisfaz (R1).
Escrevemos (¢, ) — ¢. Se v & H, entao c(v) = ¢’ (v); se v € H, entdo c(v) = ¢ (v).

Por outro lado, seja ¢ uma coloracao de G que satisfaz (R1). Note que |¢(G —
H)Ne(H)| < q, pois H tem menos de g vértices. Dizemos que ¢ induz as coloragoes ', ¢’
de G' e G— H, respectivamente, que satisfazem (R2) e (R3) descritas a seguir. Escrevemos
¢ — (d,"). Seja ’(v) = ¢(v) para todo vértice v de G — H. Seja /(x;) = i para todo
1 <i<qe, paratodov e H, (v) = c(v).

Note que ¢ — (¢, ") se e somente (¢, c”) — ¢. Por isso, podemos escrever
(d, ")+ c.

Observe que, se ¢ é uma lid-coloracao, entao ¢’ é uma lid-coloracao e ¢’ é uma
coloracao prépria que pode nao ser uma lid-coloragao mas diferencia os vértices em H (ou
seja, /(N[v1]) # /(N[vs]) para toda aresta vivy de H tal que Nvi] # Nvg]). Assim, a
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questdo é saber se ¢’ diferencia vértices entre Hy e {z1,...,z,} (lembre que todo vértice
de H; tem um vizinho em Hs).

Queremos mostrar que, se ¢’ é uma lid-coloracao de G — H e ¢’ é uma coloragao
propria de G’ com certas propriedades, entao ¢, tal que (¢, ") — ¢, é uma lid-coloragao
de G. Por outro lado, se ¢ é uma lid-coloracao de G, entdao ¢’ é uma lid-coloragao de
G — H e ¢ é uma coloracao propria de GG' com certas propriedades.

Seja ¢ uma lid-coloracao de G que satisfaz (R1) e sejam ¢’ e ¢’ tais que ¢ —
(d,c"). Como xq(G — H) > ¢, entao || > q.

Suponha que G — H tem um vértice u que é universal em G — H ou ¢’ nao
é uma lid-coloragao forte (ou seja, existe um vértice ndo-universal v de G — H tal que
d"(Nu]) = ¢"). Entao ¢ deve ser uma lid-coloragao de G’, pois, para todo vértice v de
Hy, ¢(N[v]) # ¢(Nu]) = " Uc(Hy) e portanto ¢ (N[v]) # {1,...,q} Ud(Hy) = (z1)
(lembre que todo vértice de H; tem um vizinho em Hsy). Suponha agora que G — H nao
tem vértice universal e ¢ ¢ uma lid-coloragao forte. Portanto, como ¢’ C ¢(N[v]) para
todo v € Hy, entdo ¢’ nao necessariamente diferencia vértices entre Hy e {z1,...,x,}.

Por outro lado, sejam ¢, ¢’ coloragoes préprias de G', G — H satisfazendo (R2)
e (R3) tais que ¢” é uma lid-coloragao e ¢ diferencia os vértices em H (ou seja, ¢/(N[v1]) #
d(N[vy]) para toda aresta v,vy de H tal que N[vq] # Nvg]).

Seja ¢ a coloragao de G tal que (¢,¢”) — ¢. Suponha que G — H tem um
vértice u que é universal em G — H ou ¢’ nao é uma lid-coloracao forte. Portanto, se ¢’ é
uma lid-coloracao de G’, entao ¢ é uma lid-coloracao de G, pois, para todo vértice v de Hy,
" C¢(NJv]) e d(N[v]) #{1L,...,q} U (H) = d(x1) e portanto ¢(N[v]) # " Uc(H,) =
¢(N[u]). Suponha agora que G — H nao tem vértice universal e ¢’ é uma lid-coloracao
forte. Portanto, como ¢ diferencia os vértices em H e ¢(N[u]) C ¢’ C ¢(Nv]) para todo
veH eueV(G— H), entdo ¢ é uma lid-coloracao de G.

Resumindo, sejam ¢, c, ¢’ coloracoes de G, G' e G — H, respectivamente, sa-
tisfazendo (R1), (R2) e (R3) tais que (¢, ¢’) <> ¢. Entao, ¢ é uma lid-coloracao de G se e
somente se ¢’ é uma lid-coloragao de G — H e:

(a) ¢ é uma coloracao prépria de G’ que diferencia apenas os vértices em H, se G — H
nao tem vértice universal e ¢ é uma lid-coloracao forte; ou
(b) ¢ é uma lid-coloracao de G’, caso contrario.

Com isso, dada uma lid-coloragdo ¢’ de G — H satisfazendo (R2), podemos
obter o seguinte algoritmo para gerar uma lid-coloracao ¢ de G tal que ¢ induz ¢’ com
nimero minimo de cores. Se ¢ é uma lid-coloracao forte e G—H nao tem vértice universal,
entdo, para cada coloragao prépria ¢, de G’ satisfazendo (R3) e que diferencia os vértices
em H, obtenha a coloracao ¢; de G tal que (¢,d’) — ¢;. Caso contrario, para cada

/

lid-coloracao ¢, de G', obtenha a coloragao ¢; de G tal que (¢},

") = ¢;. Retorne a lid-
coloracao ¢; com numero minimo de cores. Esse mesmo procedimento pode retornar uma

lid-coloracao forte de G (basta rejeitar as lid-coloragoes ¢; geradas que nao sao fortes).
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Portanto, se Xia(G — H) = x1.4(G — H), faca ¢’ uma lid-coloragao forte étima
de G — H. Se x1.a(G — H) > xua(G — H), faga ¢/ uma lid-coloragao 6tima de G — H e ¢}
uma lid-coloracao forte étima dde G — H e aplique o algoritmo para ¢] e ¢} retornando
a coloracao ¢ de G com menor nimero de cores. Lembre que, pelo Teorema |3.1], sempre
podemos obter uma lid-coloracao forte a partir de uma lid-coloracao nao-forte com no
maximo uma cor adicional.

Se xua(G — H) < g, o argumento é semelhante: ao invés de termos um grafo
G', teremos uma familia de grafos G;M(Gf Hy - , Gy, onde cada (7, é obtido da mesma
maneira que G’ substituindo a clique de tamanho ¢ por uma de tamanho p. Da mesma
forma, é possivel calcular as lid-coloracoes para cada um desses grafos, o que pode ser
feito em tempo O(¢**5). Devemos fazer desta maneira pois uma lid-coloragao minima c
de G nao necessariamente induz uma lid-coloragdo minima ¢’ de G — H O
Teorema 3.4 Dado um (q,q—4)-grafo G com n vértices e m arestas podemos determinar
Xiia(G) € xua(G), bem como coloragdes étimas para ambos os casos, em tempo O(q*7>n +

Prova: Primeiro calculamos a arvore de decomposicao primeval de G, Tz, em tempo
O(m+n). Cada folha G' de T é um subgrafo de G com menos do que ¢ vértices ou uma
aranha sem cabeca. No caso de G’ ser um grafo aranha sem cabeca , podemos calcular
Xiia(G") € X1za(G') em tempo constante utilizando um dos Lemas 3.6 3.7, dependendo se
G' é uma aranha magra ou gorda. Se G’ for um grafo com menos que ¢ vértices podemos
gerar todas as coloragbes com no maximo ¢ cores, e verificar se elas sao (s)lid-coloragao
em tempo O(q?"?).

Cada vértice interno G’ de T é um subgrafo de G resultante de operagoes(V,
U ou W) sobre os seus filhos. Assim, se G’ é o resultado de uma operagao U podemos
calcular x;,4(G") e Xua(G') em tempo constante utilizando os Lemas e3.4 Se G' éo
resultado de uma operagao V podemos calcular x;4(G’) € Xua(G’) em tempo constante
utilizando os Lemas e[3.5] Se G’ é o resultado de uma operagio W podemos calcular
Yia(G') e Xia(G") em tempo O(g%+°) utilizando os Lemas [3.6] cp.g

Como Tg possui O(n) vértices, todo o processo, até chegar na raiz G de Tg,
leva tempo O(¢*°n + m). O

A Teorema ainda implica um algoritmo FPT para os problemas de lid-

coloracao e slid-coloragao, quando consideramos ¢ um parametro fixo.

3.5 Lid-Coloracao em grafos com largura em arvore limitada

Como mencionamos na Secao [2.4], Bodlaender descreveu uma técnica para
resolugao de problemas em grafos com largura em arvore limitada (BODLAENDER), [1997)
utilizando sua decomposicao em arvore. Nesta técnica, dado uma decomposicao em arvore

de um grafo G, T¢ com raiz r, para cada né v, iniciando pelas folhas, calculamos uma
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tabela com solugoes parciais do problema referente ao subgrafo induzido pelos vértices
de G que pertencem aos nds da subarvore de T com raiz v. Cada tabela é calculada
utilizando somente as tabelas dos filhos de v e a informagao de G restrita aos vértices
pertencentes a v. A solucao do problema em relacao ao grafo G deve ser encontrada na
tabela de r.

Utilizaremos a técnica descrita por Bodlaender para determinar, dado um grafo
G e um inteiro k, se x;4(G) < k e xua(G) < k.

Seja uma decomposigao em arvore boa D = (X = X;li € [,T = (I, F)) com
raiz v de um grafo G com largura em arvore w. Para t € I definimos G; como o grafo
induzido em G pelos vértices pertencentes aos nos da subarvore de T com raiz t.

Para cada né t € I computamos uma tabela W; com entradas (¢, f, g), onde
Y é uma coloragao prépria dos vértices de X, f : Xy — P([k]) é uma funcao que, para
cada vértice v € X, indica as cores na vizinhanca de v, para uma coloracao de G; que
estende ¥, e g : Xy — P(P([k])) é uma fungao que, para cada vértice v € X, indica
os conjuntos de cores, para esta mesma coloracao de G} que estende 1), na vizinhanca
fechada de todo vizinho w € V(G;) \ X; tal que N[v] # N[w]. Ou seja, g(v) é o conjunto
dos conjuntos de cores proibidos para v por seus vizinhos ja esquecidos na subarvore com
raiz t na coloracao de G; que estende 1.

Como |X;| < w, entdo o niumero de coloragoes ¢ é limitado por k%, uma vez
que cada vértice de X; pode receber uma dentre as k cores possiveis. Para limitar a
quantidade de fungoes f possives, basta observar que para cada vértice de X; associamos
um elemento de P([k]), como |P([k])| = 2% temos que o nimero maximo de fungoes f
distintas em X, é limitado por (2¥)“. Por fim, para limitar a quantidade de funcoes g
basta observar que para cada vértice de X, associamos um elemento de P(P([k])) como
IP(P([K]))| = 22" temos que o nimero maximo de funcoes f distintas em X, ¢ limitado

w
por <22k> . Assim, podemos concluir que cada tabela W, possui tamanho no maximo

(k2k+2’“)w.

Uma entrada (¢, f, g) de um né t € T' é considerada uma entrada boa, se para
todo v € Xy, f(v) & g(v) (se v ndo esta em contato com o mesmo conjunto de cores de
algum vizinho w € V(G)\ X; tal que N[v] # N[w]) e para todo par de vértices adjacentes
w,v € Xy se N[v] # N[w] entdao f(v) # f(w) (se v nao estd em contato com o mesmo
conjunto de cores de algum vizinho w € V(G,)). Caso contréario (¢, f,g) é dita uma
entrada ruim.

Por construcao, o grafo G; possui uma k-lid-coloracao se o né t possui ao
menos uma entrada boa dentre todas as entradas de W;. Em particular, G possui um
lid-coloracao com k cores, se W, possui ao menos uma entrada boa.

Nosso procedimento se resume a calcular todas as possiveis entradas nos nos
folha e, a partir destes, calcular as entradas dos nds acima até chegarmos na raiz de T

onde poderemos determinar checando cada uma das entradas se ha uma entrada boa e,
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portanto, uma lid-coloracao do grafo em questao com k cores. Agora vamos determinar
como calcular W; dependendo do tipo do no6 t.
Lema 3.9 Set é um nd folha, entao podemos calcular W, em tempo O(k).

Prova: Seja X; = {v}. Iremos criar uma entrada para cada cor ¢ € {1,...,k} onde,
P(w) =1, f(v) ={i} e g(v) = 0, uma vez que v nao possui vizinhos que proifbam certos
subconjuntos de cores em Gy. a

A seguir iremos tratar dos nés do tipo saida.
Lema 3.10 Seja t um nd do tipo saida com filho ', tal que X; = Xy \ {w}. Podemos
calcular Wy em tempo O ((l{:Zk“k)w).

Prova: Para cada entrada (¢, f’, ¢') de Wy iremos construir a entrada (1, f, g) de W,
tal que as funcoes ¢ e f sao, respectivamente, restricoes de ¢" e f’ ao conjunto X;. Além

disso a func¢ao g é definida da seguinte maneira:

g'(v), se v & N(w);
g(v) =
g () U{(f(w)}, Caso contrério.
A anadlise de tempo decorre do limite do tamanho da tabela de X, . O

Lema 3.11 Sejat um nd do tipo introdugao com filho ', tal que X; = Xy U{w}. Podemos
calcular Wy em tempo O (k:wJrl <2]‘“+2Ic w).

Prova: Para cada entrada (¢, f',¢') de Wy e para cada cor i € 1,...,k o que vamos
fazer é expandir a coloracao 1’ para o conjunto X; colorindo w com a cor i e deixando
os demais vértices com suas cores em 1)’. Se a coloracao gerada v nao for uma coloracao
prépria de G[X;]| descartamos esta combinagao entrada/cor e seguimos o processo. Caso

1 seja uma coloracao préopria definimos a funcao f da seguinte maneira:

f'(v), se v & N(w);
f() = S(N(w))U{i}, sev=uw;
f'(w) Uit Caso contrério.

A fungao g(v) é igual a ¢'(v) se v # w e é vazia para w. A andlise de tempo
decorre do limite do tamanho da tabela de X e do fato que para cada entrada da mesma
calculamos k variantes.

O
Lema 3.12 Sejat um no do tipo juncao com filhos ti ety podemos calcular Wy em tempo
o) (<k2k+2k>2w).

Prova: Para cada par de entradas E; = (1, f1,91) de Wy, e Ey = (s, fa, go) de Wy,.
Caso 1 (v) # o(v) para algum v € Xy, isto é 1 e 1y representam coloragoes distintas dos
vértices de Xy, entao descartamos esta combinacgao de entradas e continuamos o processo.
Caso contrério, definimos a entrada (1, f,g) em W;: para todo v € X; ¥(v) = ¢ (v) =
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(), f(v) = fi(v) U f2(v) e g(v) = g1(v) U g2(v).
A andlise do tempo decorre do limite do tamanho de Wy, e W, e do fato que
realizamos os calculos acima para cada par de entradas. O

Teorema 3.5 Dado um grafo G com n vértices e um inteiro k, pode-se determinar se
2w

Yua(G) <k e x1a(G) < k em tempo O | n <k2k+2k>

Prova: No caso de x;;4(G) o resultado segue diretamente dos Lemas [3.9] [3.10] [3.11] [3.12]

e do Teorema [2.4) uma vez que uma decomposicao em arvore boa de um grafo com n

vértices possui O(n) nés.

Além disso, observe que poderiamos modificar o processo para descartamos
uma entrada, sempre que esta tiver um vértice v nao universal em G tal que f(v) = [k],
para calcular X;qa(G). O

Gongalves et al. mencionam que se G possui largura em &arvore limitada,
entao xq(G) é limitado (GONCALVES, PARREAU, and PINLOU, 2013). Observe que
se pudermos encontrar uma fun¢ao que limita y;4(G) por meio da largura em arvore de
G o resultado acima implica em um algoritmo FPT para calcular o niimero lid-cromatico

de grafos quando consideramos a largura em arvore com parametro fixo.
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4 JOGO DE POLICIA E LADRAO EM GRAFOS

Neste capitulo iremos estudar o jogo de policia e ladrao em grafos, especifi-
camente em dois parametros deste jogo: o cop-number e o capture time. Como ambos
os parametros sao dificeis de determinar para grafos em geral, iremos utilizar as decom-
posicoes apresentadas na Secao para mostrar um algoritmo polinomial para deter-

mina-los quando o grafo pertence a algumas classe de grafos com poucos Pj’s.

4.1 Introducgao

Seja G um grafo finito. Dois jogadores, C e R, se revezam em uma partida na
qual o conjunto de pegas controladas pelo jogador C (policiais) se movem entre vértices
adjacentes de GG e tentam capturar a pega controlada pelo jogador R (ladrdo). O jogo
transcorre com informacao perfeita, ou seja, cada jogador sabe a posicao das pegas de seu
adversario nos vértices do grafo.

Na rodada 0, o jogador C escolhe em quais vértices deseja posicionar seus
policiais. Em seguida, o jogador R, conhecendo as posicoes iniciais dos policiais, posiciona
o ladrao. A partir de entao, os jogadores se alternam, comecando por C, movimentando
suas pecas entre vértices adjacentes. Nao é obrigatério que o jogador mova todas as suas
pecas em uma unica rodada, apenas um subconjunto delas, podendo até mesmo “passar
a rodada” sem mover qualquer uma de suas pecas. Além disso, varios policiais podem
ocupar o mesmo vértice simultaneamente. O jogo termina, com vitéria dos policiais, se
ap6s um numero finito de rodadas um policial ocupa o mesmo vértice do ladrao. Caso
contrario, o ladrao vence.

Uma estratégia para o jogador C em um grafo G é uma funcao que, dada a
posicao dos policiais e do ladrao apds o movimento do ladrao, retorna para onde cada um
dos policiais deve se mover em seguida. Analogamente, uma estratégia para o jogador R é
também uma funcao que, dada a posicao dos policiais e do ladrao apés a movimentacao dos
policiais, retorna para onde o ladrao deve se mover. Uma estratégia de um dos jogadores
¢ dita vencedora se ao segui-la este sempre vence independentemente de como jogar seu
adversario. Observe que, se um dos jogadores possuir uma estratégia vencedora em um
grafo GG, entao seu adversario nao pode possuir também uma estratégia vencedora para
GG, uma vez que se ambos utilizassem estas estratégias apenas um deles poderia vencer.

O jogo de policia e ladrao descrito acima foi introduzido por Quilliot em sua
tese de doutorado (QUILLIOT) 1978)) e posteriormente, de maneira independente, por
Nowakowski e Winkler (NOWAKOWSKI and WINKLER,, [1983). Ambos os trabalhos
consideraram que o jogador perseguidor controlava apenas uma “pega” (policial) no grafo
visando a capturar a “peca’ (ladrdo) do seu oponente. Nesse caso, se C possui uma

estratégia vencedora dizemos que o grafo é cop-win.
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Figura 16 — Exemplos de grafos cop-win

Figura 17 — Grafo Figura 18 — Figura 19 — Grafo
com vértice universal Arvore Estrela

Fonte: Elaborado pelo autor.

O trabalho de Quilliot, Nowakowski e Winkler se concentrou em caracterizar
os grafos cop-win. Podemos observar facilmente que um grafo com um vértice universal
é cop-win, bastando que C escolha como posicao inicial do seu policial o préprio vértice
universal que, independentemente da posigao inicial escolhida para o ladrao, C vencera em
seu proximo movimento. Arvores também sdo grafos cop-win, neste caso a estratégia do
jogador C é movimentar seu policial em direcao ao vértice ocupado pelo ladrao no tnico
caminho que ha entre eles.

Embora, drvores (Figuras[1§e[19) e grafos com vértices universais (Figura
sejam ambos cop-win, essas duas condi¢oes nao caracterizam todos os grafos cop-win. Por
exemplo o grafo da Figura|[20[é cop-win, embora nao seja uma arvore e nao possua vértice
universal. Para vencer, basta que o jogador C posicione inicialmente seu uinico policial no
vértice 8. Desta maneira, R s6 poderia posicionar seu ladrao nos vértices 1 ou 2, caso
contrario o ladrao seria posicionado em um vértice vizinho do ocupado pelo policial e seria
capturado na proxima rodada. Independentemente se o ladrao fosse posicionado em 1 ou
em 2, o policial deveria apenas se mover para 7 no seu préximo turno. Como N[1] C N[7]

e N[2] C NJ7] o ladrao seria inevitavelmente capturado no préximo movimento do policial.

Um grafo G = (V,E) é dito dismantable se existe uma ordenacdo de V/,
{v1,...,v,}, tal que para todo 1 < i < n, existe j > i onde N[v;] € N[v;] no grafo
G[{vi, Vit1, ..., v }]. Neste caso dizemos que v; cobre v; em G[{v;, vit1,...,v,}]. Nowa-

kowski e Winkler provaram que um grafo é cop-win se, e somente se, ele é dismantable
(NOWAKOWSKI and WINKLER), 1983).

Clarke e Nowakowski descreveram uma estratégia vencedora para um poli-
cial em um grafo dismantable utilizando a ordenagao dos seus vértices (CLARKE and
NOWAKOWSKI] 2001). Nessa estratégia no i-ésimo turno o policial joga como se esti-
vesse no grafo Glv,_;,...,v,] sempre perseguindo a “sombra do ladrao” neste grafo. A
sombra do ladrao no grafo G[{v,_i,...,v,}] é o vértice v;, tal que existe uma sequéncia
Vj, Vjy, - - -, Uj, Na qual para todo 1 <1 < k temos que vj,,, cobre vj, v;, ¢ a atual posicao
do ladrao em G e v;, é o tnico vértice de {v,_;,...,v,} na sequéncia. Tal estratégia

garante a captura do ladrao em n rodadas.
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Figura 20 — Exemplo de grafo dismantable com a ordenacao dos
vértices

Fonte: Elaborado pelo autor.

Aigner e Fromme deram inicio ao estudo da versao do jogo de policia e ladrao
em grafos onde o jogador C pode controlar multiplos policiais (AIGNER and FROMME;
1984)). Neste caso, uma possivel solugao para garantir a vitéria dos policiais seria para
cada vértice do grafo (ou pelo menos para cada vértice de um conjunto dominante) utilizar
um policial. No entanto, como ja vimos nos exemplos acima, esse niimero pode ser muito
maior que o necessario. Portanto, o objetivo do problema é, dado um grafo GG, encontrar
o menor nimero k tal que C possui uma estratégia vencedora utilizando k policiais em G.

Dado um grafo G dizemos que G ¢é k-cop-win se existe uma estratégia com k
policiais para sempre capturar um ladrao em G. O cop-number de um grafo G, denotado
por ¢(G), é o menor inteiro k tal que G é k-cop-win.

Hahn e MacGillivray mostraram que se o nimero k de policiais ¢é fixo, entao
podemos determinar se um grafo G é k-cop-win em tempo polinomial (HAHN and MAC-
GILLIVRAY]|, 2006). Para tanto Hahn e MacGillivray mostraram como construir um
digrafo D¢ no qual cada vértice simbolizava uma configuracao do jogo (posigao dos po-
liciais e do ladrao) em G e cada arco representava um movimento possivel entre duas
configuragoes. Tal digrafo possui 2|V (G)|*! vértices, considerando que para cada confi-
guragao ha um vértice para o caso do proximo movimento ser dos policiais e outro caso
seja a vez do ladrao se movimentar. A partir dai Hahn e MacGillivray mostraram que um
simples algoritmo de busca aplicado a Dg é suficiente para determinar se k policiais serao
bem sucedidos em capturar um fugitivo em G. No entanto, Kratochvil et al. mostraram
que, dado um inteiro k e um grafo GG, determinar se ¢(G) < k é um problema NP-dificil
(FOMIN et all [2010) utilizando uma redugao para o problema do conjunto dominante.
Nao é conhecido se o problema pertence, ou nao, a NP. Recentemente, Kinnersley mostrou
que o problema é EXPTIME-completo (KINNERSLEY], 2015).

Além de sua importancia tedrica, devido a sua dificuldade, o jogo de policia e

ladrao possui diversas aplicagoes praticas como, por exemplo, simular um virus em uma
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rede sendo procurado por programas antivirus executados nos nos da rede, ou mesmo a
busca por um fugitivo em um sistema de cavernas.

Um dos topicos mais estudados sobre o cop-number é limitar seu valor por uma
fungao do nimero de vértices do grafo. Seja n um inteiro positivo, ¢(n) é o valor méximo
que o cop-number pode assumir ao considerarmos todos os grafos com n vértices. Isto é,
c(n) = max{c(G) : |V(G)| = n}. Em 1985, H. Meyniel propos a seguinte conjectura em
uma comunicacgao privada com P. Frankl.

Conjectura 4.1 ¢(n) = O(y/n).
A conjectura de Meyniel permanece como um dos maiores desafios no estudo

de cop-number. O melhor limite conhecido foi obtido por Lu e Peng e estabelece que,

¢(n) = O (W) (LU and PENG, 2012)). Note que embora este seja o melhor

limite conhecido para o cop-number, o resultado de Lu e Peng ainda estd muito distante
de O(y/n).

Pralat mostrou uma familia infinita de grafos, onde cada grafo G com n vértices
tem cop-number ¢(G) > /% e ¢(G) > /& —n"?*%* para n suficientemente grande (PRA-
LAT)] 2010). O resultado de Pralat nos mostra que ¢(n) = Q(y/n) nesta familia de grafos.
Desta maneira se a Conjectura de Meyniel for provada, este serd o melhor limite possivel
para o cop-number em relagao ao ntimero de vértices do grafo.

Embora a Conjectura de Meyniel continue sem solucao, podemos aborda-la
para classes de grafos restritas, visando a encontrar um limite para o cop-number para
tais classes. Aigner e Fromme mostraram que todo grafo planar possui cop-number no
méaximo 3 (AIGNER and FROMME]| [1984). Andreae generalizou o resultado de Aigner
e Fromme para grafos que nao possuem K5 como menor ou que nao possuem K33 como
menor (ANDREAE, 1984) (os grafos planares sao exatamente aqueles que nao possuem
nem K5 nem K33 como menor). Além disso, Andreae ainda provou que para qualquer
grafo H, o cop-number da classe de grafos que nao possuem H como menor é limitado
pelo nimero de arestas de H (ANDREAE; 1986). Em 2012, Lu e Peng mostraram que se
G ¢é um grafo com diametro 2, ou um grafo bipartido com diametro no maximo 3, entao
¢(G) < 2y/n—1 (LU and PENG, 2012)). Neste capitulo iremos mostrar outras classes de
grafos para as quais a Conjectura de Meyniel também é vélida.

Um outro parametro relacionado ao jogo de policia e ladrao em grafos é o
chamado capture time, introduzido recentemente por A. Bonato et al. (BONATO et al.,
2009). A duracao de um jogo é o nimero de rodadas (movimentagao dos policiais seguida
pelo movimento do ladrao), sem contar a rodada 0, realizadas até a captura do ladrao. O
k-capture time de um grafo G, denotato por capty(G), é a duragao minima de jogo com
k policiais dado que o ladrao tenta impedir a captura pelo maximo tempo possivel. Se
k = ¢(G) dizemos apenas capture time de G e denotamos por capt(G).

O algoritmo de Hahn e MacGillivray para determinar se um ntmero fixo de &

policiais pode capturar um fugitivo em um dado grafo G também determina o capt(QG)
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em tempo polinomial (HAHN and MACGILLIVRAY], 2006)). No entanto, Bonato et al.
mostraram que o problema se torna NP-dificil para um nimero arbitrario de policiais
(BONATO et al.l 2009).

Além de sua importancia tedrica, por pertencer a classe dos problemas NP-
dificeis, determinar o k-capture time também tem importancia pratica. Considere, por
exemplo, a aplicacdo do jogo de policia e ladrao na qual um virus (ladrao) se movi-
menta em uma rede de computadores. Embora possamos pensar em otimizar o ntimero
de programas antivirus (policiais) sendo executados nos nés da rede simultaneamente,
também podemos imaginar que quanto mais tempo o virus permanecer na rede sem ser
exterminado, mais informacoes dessa rede serao comprometidas. Desta maneira pode ser
interessante utilizar uma quantidade maior do que a necessaria de policiais para captu-
rar o virus mais rapidamente. Podemos ver o capture time, como a versao temporal do
cop-number.

Observe que se k = |V (G)]|, entao capty(G) = 0, uma vez que o jogador C pode
posicionar um policial em cada vértice de G e desta maneira impedir que R posicione seu
ladrao sem ser capturado. Consideraremos este um caso degenerado. Neste texto quando
nos referirmos a capty(G) teremos que 1 < k < |[V(G)| — 1.

Por ser relativamente recente, pouco se sabe sobre valores exatos ou limites
para o k-capture time. Bonato et al. (BONATO et al, 2009) mostraram, utilizando
inducao em |V (G)|, que se G é cop-win e |V (G)| > 5, entdo capt(G) < |V(G)|—3. O limite
em grafos cop-win foi melhorado para capt(G) < |V(G)|—4 se |V(G)| > 7 (GAVENCIAK|
2010)), utilizando também indugao em |V(G)|. Ademais, para todo n > 7, existe um
grafo cop-win com n vértices e capture time n — 4 (GAVENCIAK] 2010)). Portanto este
limite é 6timo. Mehrabian mostrou que, se G' é o produto cartesiano de duas arvores,
entao capt(G) = |diam(G)/2], onde diam(G) é o diametro do grafo G (MEHRABIAN]|
2011). Recentemente, A. Bonato mostrou que o capture time do hipercubo de ordem n é
O(nlogn) (BONATO et al. 2013).

Neste capitulo mostramos algoritmos polinomiais para calcular o cop-number
e o k-capture time, para 1 < k < |V(G)| — 1, de grafos Py-tidy e (g, g — 4)-grafos. Observe
que calcular o k-capture time para todos estes valores de k é um problema NP-completo
para grafos em geral, uma vez que k nao é um valor fixo. Além disso mostramos que a
conjectura de Meyniel é valida para grafos P,-tidy conexos e (g, ¢ — 4)-grafos conexos com

pelo menos ¢ vértices.

4.2 Parametros de captura em grafos com poucos P4’s

Nesta secao iremos utilizar a decomposicao dos grafos Ps-tidy, como descrita
no Teorema [2.3] para obter um algoritmo linear para calcular ¢(G) e capty(G) de qualquer

grafo Ps-tidy G. Para tanto iremos utilizar uma abordagem recursiva em que o nimero
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cop-number e o k-capture time sdo ambos calculados para cada né interno (que representa
um subgrafo de G) da arvore de decomposigao, baseados nos resultados obtidos para os
seus dois filhos. As folhas da decomposicao serao tratadas no teorema final desta secao.
Repetimos este procedimento até calcular ¢(G) e capty(G).

O lema abaixo, apesar de simples, ird nos auxiliar a demonstrar outros resul-
tados neste capitulo.

Lema 4.1 Seja G um grafo ndo vazio com n vértices, entao capty(G) =1 se, e somente
se, v(G) < k <n.

Prova: Suponha que o jogador C possua k > ~(G) policiais a sua disposigao. Assim
na rodada 0 C posiciona cada policial em um vértice distinto de um conjunto dominante
de G, os demais k — (@) policiais podem ser posicionados em vértices quaisquer de G.
Assim cada vértice serd ocupado por um policial ou estara adjacente a um vértice ocupado
por um policial. Logo, independente da posicao inicial do ladrao, este sera capturado na
proxima rodada. Ademais, como G nao é vazio e k < n, entao ha pelo menos um vértice
em G que nao é ocupado inicialmente por nenhum policial e portanto hd uma posigao
“segura” para que o ladrao evite ser capturado ainda na rodada zero.

Agora suponha que k£ < v(G). Desta maneira, independentemente da forma
como os policiais forem posicionados inicialmente pelo jogador C, eles nao podem ocupar
um conjunto dominante de GG. Ou seja, sempre ira existir um vértice de G' no qual o ladrao
pode se posicionar inicialmente de modo a nao estar vizinho a nenhum vértice ocupado
por um policial. Assim, qualquer policial levarad pelo menos dois turnos para capturar o
ladrao se ele permanecer parado e, portanto, capty(G) > 1. O

Agora iremos iniciar o estudo dos nés internos da decomposicao dos grafos
Py-tidy calculando ¢(G) e capty(G) quando G é a unido de dois grafos deste tipo.

Lema 4.2 Seja G = G1 U Gy, entao:
(a) ¢(G) = c(Gy) + ¢(Ga);
(b) capt(G) = max{capt(G1), capt(Ga)};
(c) capty(G) = {(kl’kzgr‘kilI:Lka}{maX{captkl(Gl), captr,(G2)}}.

Prova: (a) Certamente ¢(G) > ¢(G;) + ¢(Gy), uma vez que se tivermos menos que
¢(G1) + ¢(G3) policiais, entao o jogador C deverd posicionar, na rodada 0, menos que
¢(G1) policiais em G ou menos que ¢(Gq) policiais em Go. Como nao é possivel para
C remanejar policiais de GG para Gy ou vice versa basta que R posicione o ladrao na
componente com policiais insuficientes para evitar a captura indefinidamente.

Para mostrar que ¢(G) < ¢(Gy) + ¢(G2) basta observar que, se na rodada 0
o jogador C distribuir ¢(G;) policiais em G e ¢(G3) policiais em Ga, C pode usar uma
estratégia vencedora para capturd o ladrao em G; ou em G, independente de qual grafo
serd escolhido pelo ladrao para se posicionar inicialmente. Assim, garantimos a captura
em um numero finito de turnos.

(b) Dado que ¢(G) = ¢(G1) + ¢(G3), como provado no item (a), temos que
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a Unica maneira de C garantir a captura do ladrao com este niimero de policiais é, na
rodada 0, posicionar ¢(G;) policiais em G; e ¢(Gq) policiais em Gy. Assim se R escolher
posicionar o ladrao em algum vértice de G este serd capturado em capt(Gy), caso R
escolha posicionar o ladrao em Gy ele serd capturado em capt(Gs). Como R faz as
escolhas que resultam no pior caso para o jogador C temos que R posicionara o ladrao
de maneira a fazer o jogo demorar o maior tempo possivel, assim sendo, capt(G) =
max{capt(Gy), capt(Gs)}.

(c) Dado que o jogador C posiciona, inicialmente, k; policiais em G; e ky po-
liciais em G, com um raciocinio analogo ao do item anterior podemos concluir que R
ird posicionar seu ladrao, na rodada 0, no grafo que maximiza {capty, (G1), capty,(G2)}.
Desta maneira, para atingir o menor tempo de captura possivel com k policiais, o jo-
gador C deve escolher os pares ki e ky tal que k = k; 4+ ko de maneira a minimizar
max{capty, (G1), capty,(Ga)}. O
Lema 4.3 Seja G = G1V G,y, entao:

(a) ¢(G) =min{2,c(G1), c(Ga)};

1, se c¢(G) =2
(b) capt(G) =
min{capt,(G1), capt;(G2)}, sec(G) =1
1, se k> 2

(c) captp(G) =
min{capt, (G1), capt1(G2)}, sek =1

Prova: (a) Claramente ¢(G) < 2 uma vez que o jogador C pode posicionar inicialmente
um policial em G; e outro policial em Gy e, desta maneira, tornar todo vértice de G
adjacente a pelo menos um vértice ocupado por um policial. Assim, independente da
posicao inicial do ladrao ele sera capturado na primeira rodada.

Suponha que ¢(Gy) > 1 e ¢(Gz) > 1, entdo podemos mostrar uma estratégia
para o ladréo fugir indefinidamente de um policial em G, ou seja ¢(G) > 1. Suponha,
sem perda de generalidade, que C escolha posicionar seu tnico policial em um vértice
de G;. Como ¢(Gy) > 1 o ladrao pode usar uma estratégia vencedora para se posicionar
inicialmente em um vértice de (G; e nunca ser capturado enquanto o policial permanecesse
se movimentando apenas em G;. Caso o policial se movimente em algum momento para
um vértice de G, como todo vértice de GGy (inclusive o atualmente ocupado pelo ladrao) é
vizinho de todo vértice de G e ¢(G3) > 1, o ladrao pode adaptar sua estratégia vencedora
em (75 para se posicionar de forma a também evitar ser capturado enquanto o policial
permanecesse se movimentando apenas em (5. Se o policial se movimentar novamente
para um vértice de G; o processo se reinicia. Portanto, para que ¢(G) = 1 é necessario
que ¢(Gy) =1 ou ¢(Gy) = 1.

Se ¢(G1) = 1, entdao C pode posicionar inicialmente um policial em G impe-
dindo o jogador R de escolher qualquer vértice de G5, uma vez que todos sao adjacentes

ao vértice com o policial. Desta maneira o jogo fica restrito ao grafo Gy. Como ¢(G;) =1
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o jogador C captura o ladrao em um ntumero finito de rodadas. O raciocinio é analogo no
caso de ¢(Gy) = 1. Assim temos que ¢(G) = min{2, ¢(G1), ¢(G2)}.

(b) Se ¢(G) = 2 entao o jogador C pode posicionar inicialmente um policial
em (57 e outro policial em G4 e, desta maneira, tornar todo vértice de G adjacente a pelo
menos um vértice ocupado por um policial. Assim, independente da posicao inicial do
ladrao ele serd capturado na primeira rodada.

Se ¢(G) = 1 entao ¢(Gy) = 1 ou ¢(Gy) = 1. Assim, seguindo um raciocinio
analogo ao apresentado no item (a) quando ¢(G;) = 1, basta que o jogador C posicione
um policial no grafo que minimiza {capt;(G1), capt,(G2)} para obter o menor tempo de
captura possivel usando um policial.

(c) Se k > 2 entao temos uma situagao andloga a do item (b) quando ¢(G) = 2
e o ladrao é capturado na primeira rodada.

Se k = 1 entao temos uma situagao andloga a do item (b) quando ¢(G) =1eo
ladrao é capturado em min{capt,(G1), capt,(Gs)} rodadas. Observe que este valor pode
ser infinito se os grafos Gy e G possuirem cop-number superior a 1. O
Lema 4.4 Seja G uma aranha com particio (R,C,S), entao:

(a) ¢(G) =1;
(b) capt(G) = 2;

(c) captp(G) =

2, se G é uma aranha magra e k < |C| ou G € uma aranha gorda e k =1

1, se G é uma aranha magra e k > |C| ou G € uma aranha gorda e k > 2
Prova: (a) Se G é uma aranha magra entao C escolhe posicionar seu policial inicialmente

no vértice ¢; € C. Os tnicos vértices de G que nao sao adjacentes a ¢ sao os vértices s;
com 2 < i < |C/|, sem perda de generalidade podemos supor que R escolhe o vértice so
como posicao inicial do ladrao. Assim na préxima rodada C moveria seu policial para c; e
R manteria o ladrao em sy pois seu unico vizinho esta ocupado por um policial. Observe
também que neste caso o ladrao seria capturado na segunda rodada.

Se G é uma aranha gorda entao C escolhe posicionar seu policial inicialmente
no vértice ¢; € C'. O 1nico vértice de G que nao é adjacente a c¢; é o vértice s; e, sendo
assim, sera escolhido por R como posicao inicial do ladrao. Na primeira rodada o jogador
C escolhe o vértice ¢y que é adjacente a s;. Logo o jogador R deve mover o ladrao se
desejar evitar a captura, no entanto todos os vizinhos de s; pertencem a C' e, portanto,
sao também adjacentes a c;. Assim o ladrao serd inevitavelmente capturado na segunda
rodada.

(b) Diretamente do item anterior temos que capt(G) = 2.

(¢) Se G é uma aranha magra ja mostramos que para qualquer k > 1 temos
que captp(G) < 2. Ademais pelo Lema capti(G) = 1 apenas quando k > ~(G).
Como as patas de uma aranha magra sao vértices com apenas um vizinho, todo conjunto
dominante de G deve conter pelo menos cada pata ou seu vizinho na clique e, portanto,
v(G) > |S| = |C|. Além disso, como todo vértice de R é adjacente a todo vértice de C'
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em (G, temos que C' é um conjunto dominante minimo de G.
Se G é uma aranha gorda ja mostramos que capt;(G) = 2. Para completarmos
a prova basta mostrarmos que capty(G) = 1. Para tanto basta observar que dois vértices
distintos de C' formam um conjunto dominante em G. O
No Lema abaixo iremos assumir que G nao é uma aranha, uma vez que este
caso ja foi tratado no Lema anterior.
Lema 4.5 Seja G uma quase-aranha com particao (R,C,S), se G € uma quase-aranha
magra,entao:

(a) c(G) =

2, se o vértice duplicado pertence a C e forma um Ky com sua copia.
1, caso contrario.

1, sek>|C|.

1, sek>|C|—1 e o vértice duplicado pertence a C e forma um
(b) capty(G) =
Ky com sua copia.

2, caso contrdrio.

Se G € uma quase-aranha gorda, entio ¢(G) =1 e:

2, sek=1.
(c) capti(G) =
1, sek>1.

Prova: (a) Suponha que G é uma quase-aranha magra cujo vértice duplicado ¢; pertence

a C e forma um K, com sua cépia ¢;. Iremos mostrar uma estratégia vencedora para
o ladrao jogando contra um policial em G. A estratégia do ladrao depende apenas da
posicao do policial. Se o policial estiver em ¢; o ladrao iré se posicionar em ¢ e vice versa.
Se o policial estiver em s; deve se posicionar em um vértice de C' diferente de ¢; e c,.
Se o policial estiver em qualquer outro vértice do grafo o ladrao deve se posicionar em
s;. Como o ladrao pode inicialmente escolher sua posicao inicial de maneira a se adequar
a esta estratégia, e mantém o policial sempre a uma distancia pelo menos 2 de si ao
executd-la. Temos entao que ¢(G) > 1.

No entanto se o ladrao estiver enfrentando dois policiais estes conseguem cap-
tura-lo em no maximo dois turnos. Basta que os policiais se posicionem inicialmente em
¢; e ¢, assim se o ladrao se posicionar em s; ou em qualquer vértice de CU R\ {¢;, ¢;} ele
sera capturado no proximo turno. Desta maneira o ladrao deve se posicionar inicialmente
em algum vértice s; € S\ {s;}. Se o fizer, para que os policiais o capturem, basta que
um deles se movimente para c¢;, como N([s;] C NJc¢;], o ladrao nao tem como fugir e sera
capturado no turno seguinte.

Suponha que G é uma quase-aranha magra cujo vértice duplicado pertence a
S ou forma um K5 com sua copia. Podemos mostrar uma estratégia vencedora para um
policial capturar o ladrao em dois turnos. O policial deve escolher como posi¢ao inicial um
vértice ¢; de C, assim se o ladrao se posicionar em s; (e possivelmente s;) ou em qualquer

vértice de C'U R ele sera capturado no préximo turno. Assim o ladrao deve escolher um
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vértice s; (possivelmente s) de S diferente de s; (e possivelmente s}). Basta agora que o
policial se movimente para c¢; para entao capturar o ladrao no turno seguinte.

(b) Pelo Lema temos que capty(G) = 1 apenas quando k& > ~(G). De
maneira semelhante ao que fizemos no Lema podemos observar que quando o vértice
duplicado nao pertence a C' ou forma um K, com sua cépia, C' é um conjunto dominante
minimo de G, ou seja, 7(G) = |C|. Caso contrério, se o vértice duplicado pertencer a C' e
formar um K5 com sua cdpia, temos um conjunto dominante minimo com |C| — 1 vértices
(todos os vértices de C' exceto a copia). Para quaisquer valores de k inferiores a |C'| (ou
|C'| — 1, dependendo do vértice duplicado), pelas estratégias mostradas no item (a) temos
que capty(G) = 2.

(¢) Como uma aranha gorda com |C| = 1 é desconexa e com |C| = 2 é também
uma aranha magra, podemos assumir que uma quase-aranha gorda possui pelo menos 3
vértices originais em C' (sem contar um possivel vértice duplicado). Assim inicialmente
o policial pode se posicionar em um vértice nao duplicado ¢; de C'. Observe que se
posicionando desta maneira o policial fica adjacente a todos os vértices de G exceto s;
(e sua possivel cépia). Desta maneira o ladrao deve escolher s; (ou sua cépia) como sua
posic¢ao inicial. Basta agora que o policial se mova para outro vértice nao duplicado de C'
(isto é possivel uma vez que C' possui pelo menos 3 vértices “originais”), encurralando o
ladrao que, nao tendo para onde fugir, serd capturado no turno seguinte.

Para mostrar que capty(G) = 1 quando k > 2, basta utilizar o Lema e
observar que quaisquer dois vértices “originais” de C' formam um conjunto dominante em
G. O

Com os resultados obtidos acima podemos obter um algoritmo linear para
calcular ¢(G) e capty(G) para os grafos Py-tidy.

Teorema 4.1 Dado um grafo P,-tidy G podemos determinar ¢(G) e capty(G) em tempo
O(n+ m). Ademais para todo grafo Py-tidy conexo G, ¢(G) < 2.

Prova: Primeiro, utilizando o Teorema [2.3] calculamos a drvore de decomposicao de G,
T, em tempo O(m +n). Cada folha G’ de T; é um K, Cs, Ps, Ps ou uma quase-aranha
sem cabega. No caso de G’ ser um grafo quase-aranha sem cabega , podemos calcular em
tempo constante utilizando os Lemas e Os casos em que G’ é um Ky, Cs, Ps, Ps
sao trivialmente solucionados.

Cada vértice interno G’ de Tz é um subgrafo grafo de G resultante de operagoes
(V, U ou W) sobre os seus filhos. Assim, se G’ é o resultado de uma operag¢ao U podemos
calcular ¢(G) e captyp(G) em tempo constante (assumindo que os filhos desde ja foram
resolvidos) utilizando o Lema . Se G' é o resultado de uma operagao V podemos
calcular ¢(G) e capty(G) em tempo constante utilizando o Lema [£.3] Se G’ é o resultado
de uma operagao W (formando assim uma quase-aranha) podemos calcular ¢(G) e capt(G)
em tempo constante utilizando os Lemas [4.4] e [4.5]

Como Tg possui O(n) vértices, todo o processo, até chegar na raiz G de Tg,
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Figura 21 — Exemplo de p-componente separdvel (mdédulos em destaque) e sua
respectiva p-componente caracteristica

Figura 22 — p-componente separavel Figura 23 — p-componente caracteristica
H, H,
& Ny e |
H, H,
Fonte: Elaborado pelo autor. Fonte: Elaborado pelo autor.
leva tempo O(n + m). Ademais para todos os casos acima temos que ¢(G) < 2. O

Observe que o Teorema mostra que a conjectura de Meyniel é vélida para
grafos Py-tidy conexos com pelo menos 4 vértices. Ademais todos os grafos conexos com
no maximo 3 vértices sao cop-win. Portanto a Conjectura de Meyniel é valida para todos
os grafos Py-tidy conexos.

Os Lemas anteriores também podem ser utilizados para obter um algoritmo
polinomial para calcular o cop-number e o k-capture time de qualquer (g, g — 4)-grafo com
q fixo. Para tanto iremos utilizar a decomposicao homogénea de grafos introduzida por
Jamison e Olariu (JAMISON and OLARIU, |1995)).

Um mddulo em um grafo G' é um conjunto de vértices indistinguiveis para os
demais vértices de G. Isto é, um conjunto de vértices M é um modulo de um grafo G se
para cada vértice v € V(G) \ M, tem-se que ou v é adjacente a todos os vértices de M
ou v é adjacente a nenhum vértice de M.

Jamison e Olariu examinaram o processo de compactar cada modulo de uma
p-componente separavel H com separagao (Hj, Hy) até um tnico vértice mantendo as
adjacéncias entre os vértices caracteristicos dos médulos. Eles mostraram que o grafo
obtido desta maneira, ao qual eles chamaram de p-componente caracteristica de H, é
um grafo split, onde os vértices da clique representam os modulos em H; e os vértices
do conjunto independente representam os modulos em Hy; (JAMISON and OLARIU]
1995)). Ademais, a p-componente caracteristica pode ser obtida em tempo polinomial no
tamanho de H. Abaixo temos um exemplo de p-componente separavel e sua respectiva
p-componente caracteristica.

Teorema 4.2 Dado um (q,q — 4)-grafo podemos determinar ¢(G) e capty(G) em tempo
polinomial, com q fixo. Ademais para todo (q,q — 4)-grafo conexo G com pelo menos q
vértices, c¢(G) < 2.

Prova: Se G for desconexo basta calcularmos os valores de ¢(G) e capty(G) para cada

uma das componentes de . Assumindo que G é conexo, utilizando o Teorema [2.2),
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calculamos a arvore de decomposigao de G, T, em tempo O(m +n). Os casos nos quais
a raiz de T é a juncao de dois grafos ou uma aranha sao tratados pelos Lemas efdd
Os quais garantem que ¢(G) < 2.

Assuma agora que a raiz da arvore Ty for gerada por uma operacao G' W H,
onde H = (H;, Hy) é uma p-componente separavel com menos que g vértices. Entao
podemos usar a p-componente caracteristica de H para mostrar que ¢(G) < 2. Iniciamos
o jogo colocando dois policiais ¢; e ¢o em vértices de médulos distintos de H;. Como
os modulos de H; formam uma clique, entao esses policiais estao adjacentes a todos os
vértices de Hy e todos os vértices de G’ e alguns vértices de Hy. Assim o ladrao nao possui
outra opg¢ao para sua posicao inicial senao escolher algum vértice de Hy nao adjacente a
ambos os policiais.

No proximo turno o policial ¢; se move para um vértice de H; adjacente ao
vértice escolhido inicialmente pelo ladrao. Observe que, como os médulos de Hy formam
um conjunto independente na p-componente caracteristica de H, entao o ladrao s6 pode
se mover para um vértice de H; ou para um vértice de Hy pertencente ao mesmo moédulo
que se encontra agora. Caso escolha se manter no mesmo moédulo o ladrao sera capturado
no proximo turno por c¢;. Caso va para um vértice de Hp, entao ¢; ou ¢y ird captura-lo
no préximo turno.

Acima garantimos nao apenas que ¢(G) < 2 como também que capty(G) < 2
para todo k£ > 2, uma vez que incluir mais policiais nao pode adiar a captura. Para de-
terminar se G é cop-win podemos utilizar o algoritmo polinomial de Hahn e MacGillivray
(HAHN and MACGILLIVRAY] 2006)) e, em caso afirmativo, ao mesmo tempo calcular
o capty(G). Ademais, capt(G) = 1 se e somente se k > v(G). Logo, para determinar-
mos o valor de capty(G), para 2 < k < |V(G)| — 1 basta verificar se k > v(G), o que
também pode ser feito em tempo polinomial, uma vez que sé os vértices de H precisam
ser analisados e H possui menos que g vértices.

Resta-nos mostrar o caso em que G possui menos que g vértices. Neste caso,
novamente, executamos o algoritmo de Hahn e MacGillivray (HAHN and MACGILLI-
VRAY], 2006)) para cada quantidade de policiais variando entre 1,...,q. Como g é um
valor fixo, tal procedimento toma tempo polinomial. O

O Teorema implica que a Conjectura de Meyniel é valida para (q,q — 4)-
grafos com quantidade grande o suficiente de vértices.

Corolario 4.1 A conjectura de Meyniel € vdlida para todo (q,q — 4)-grafo conexo G com

pelo menos q vértices.



63

5 JOGO DO ESPIAO

No capitulo anterior estudamos um dos mais famosos jogos de perseguicao em
grafos. Hé diversas adaptagoes deste tipo de jogo para as mais diversas situagoes. Neste
capitulo estudaremos um outro jogo de perseguicao que introduzimos recentemente, o
Jogo do Espiao (COHEN et al., 2016).

5.1 Introducao

Neste jogo, dado um grafo G e inteiros £ > 0, s > 0 e d > 0, o jogador ¢
controla um conjunto de k guardas enquanto o jogador S controla um espiao. Inicialmente
o jogador S posiciona seu espiao em um vértice de G e depois o jogador G posiciona seus
k guardas. A partir de entao os jogadores se revezam, comegando por S, a mover suas
respectivas pecas entre os vértices de G. O espiao, em uma jogada, pode se mover para
qualquer vértice a uma distancia no méaximo s (sua velocidade) de sua posi¢ao atual,
enquanto cada guarda sé pode mover-se para vértices a distancia no maximo 1, isto é
cada policial tem velocidade 1. O espiao pode utilizar um caminho P (com tamanho no
maximo §) para se movimentar mesmo que vértices de P estejam ocupados por guardas.
De fato, diferente do que ocorre no jogo de policia e ladrao, o espiao e os guardas podem
até mesmo ocupar o mesmo vértice sem que isso determine o fim da partida. Além disso,
cada guarda e o espiao podem optar por permanecer no mesmo vértice em que estao, isto
é, podem escolher “pular” sua etapa de movimentacao. Assim como ocorre no Jogo de
Policia e Ladrao, o Jogo do Espiao transcorre com informagao perfeita, isto é, ambos os
jogadores conhecem as posicoes e movimentos anteriores do seu adversario.

O espiao deseja se comunicar com seu pais de origem e repassar os segredos
que descobriu. No entanto, ele s6 pode fazé-lo se estiver a uma distancia maior que
d de qualquer vértice ocupado por um guarda ao final da etapa de movimentagao dos
guardas. O espiao vence se apos um numero finito de turnos conseguir se comunicar com
seu pais. Os guardas vencem se jamais permitem que o espiao se comunique. Observe que,
diferentemente do que ocorria no jogo de policia e ladrao, no jogo do espiao o objetivo
dos guardas nao é capturar o espiao, mas sim persegui-lo indefinidamente.

Uma estratégia para o jogador G em um grafo G' é uma funcao que, dada a
posicao dos guardas e do espiao apds o movimento do espiao, retorna para onde cada um
dos guardas deve se mover em seguida. Analogamente, uma estratégia para o jogador & é
também uma funcao que, dada a posicao dos guardas e do espiao apds a movimentacao dos
guardas, retorna para onde o espiao deve se mover. Uma estratégia de um dos jogadores
¢ dita vencedora se ao segui-la este sempre vence independentemente de como jogar seu
adversario. Observe que, se um dos jogadores possuir uma estratégia vencedora em um

grafo GG, entao seu adversario nao pode possuir também uma estratégia vencedora para
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GG, uma vez que se ambos utilizassem estas estratégias apenas um deles poderia vencer.

Assim como no Jogo de Policia e Ladrao desejamos saber o menor niimero
possivel de policiais para vencer o jogo, no Jogo do Espiao desejamos determinar o menor
nimero de guardas. Dado um grafo G e inteiros s > 0 e d > 0, o (s, d)-guard-number de
G, g5(G), é o menor nimero de guardas necessarios para vencer o Jogo do Espido em G
onde s ¢é a velocidade do espiao e d ¢ a distancia maxima que um guarda pode vigiar.

Podemos definir também uma nocao dual de ¢5(G). Dado um grafo G e inteiros
k>0, s> 0 entao d;(G) é a menor distancia d tal que k guardas conseguem impedir que
um espiao com velocidade s se comunique, mantendo-o sempre a uma distancia inferior a
d de pelo menos um guarda a cada turno.

Podemos definir ainda uma versao do jogo do espiao na qual os guardas sao
posicionados primeiro. No entanto, o espiao poderia ser posicionado a uma distancia maior
que d de todos os guardas ja no primeiro turno. Neste caso, temos que mudar as condigoes
de vitéria dos jogadores para o seguinte: o jogador G vence se, apés um ntumero finito de
rodadas, ele consegue manter pelo menos um guarda a distancia no maximo d do espiao a
cada turno, caso contrario S vence. Isto é, o espiao precisa se comunicar indefinidamente
para vencer, enquanto os guardas precisam garantir que o espiao se comunique no maximo
um numero finito de vezes.

Na maior parte deste capitulo estudaremos a versao do jogo em que o espiao é
posicionado antes dos guardas, no entanto mostramos abaixo que ambas as versoes estao
fortemente relacionadas. Nas seguintes proposicoes, considere um espiao com velocidade
s tentando se distanciar pelo menos d + 1 arestas em relagao aos guardas em um grafo G.
Proposicao 5.1 Se o espido vence o jogo quando € posicionado primeiro, entao ele vence
0 jogo quando € posicionado apos oS gquardas.

Prova: Se § vence ao posicionar seu espiao primeiro, entao existe um vértice vy tal que
a partir de vy 0 espiao possui uma estratégia vencedora para alcancar um vértice a uma
distancia superior a d de qualquer guarda independente da posi¢ao inicial dos guardas e
da estratégia adotada por G. Assim na versao em que é posicionado apds os guardas a
estratégia do espiao é, a partir de vy, utilizar a estratégia anterior para poder se comunicar
uma vez com seu pais e apos fazé-lo retornar a vy para reiniciar o processo, repetindo-o
indefinidamente. O

Embora, como mostraremos mais adiante, o inverso nao seja sempre verdade,
podemos calcular um limite para o nimero de guardas necesséarios para defender o grafo
G utilizando o cop-number de G, ¢(G).

Proposicao 5.2 Se k guardas vencem o jogo quando o espiao é posicionado primeiro,
entao k+c(G) — 1 guardas vencem o jogo quando o espiao é posicionado apds 0s guardas.

Prova: Assuma que k guardas posuem uma estratégia vencedora £ quando o espiao
é posicionado primeiro. Tal estratégia é descrita da seguinte forma. Para todo vértice

v € V(G) no qual o espiao estiver posicionado, o guarda g;, com 1 < i < k, deve
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ser posicionado no vértice pos(i,v), tal que para todo vértice w € V(G) a distancia no
méaximo s de v (todos os vértices que podem ser alcangados pelo ladrao no seu préximo
movimento) temos que pos(i,w) € Npos(i,v)]. Ademais para todo v € V(G) existe
1 < j <k tal que pos(j,v) esta a distancia no méximo d de v.

Assuma entao que k + ¢(G) — 1 guardas sao posicionados primeiro. Devemos
mostrar que, ap6s um numero finito de turnos, se o espiao estiver em um vértice v € V(G),
entao para todo 1 < i < k os vértices pos(i, v) estardo ocupados por guardas que, a partir
de entao, podem usar a estratégia £ para impedir que o espiao se comunique.

Em um dado momento do jogo onde o espiao estd posicionado no vértice v,
seja 0 < j < k tal que para todo 0 < i < j os vértices pos(i,v) estao todos ocupados
por guardas (caso j = 0 nenhuma das k posi¢oes estao ocupadas). Para cada 0 <1i < j
um guarda posicionado no vértice pos(i,v) seguird a estratégia £ até o final do jogo, os
demais k + ¢(G) — 1 — j > ¢(G) guardas irao tentar “capturar” a posi¢do pos(j + 1,v)
(que ird ser modificada a cada turno como um ladrdo com velocidade 1 em G). Como
pelo menos ¢(G) guardas livres irdo perseguir tal posi¢ao, entdo em um nimero finito de
turnos um guarda ird ocupar a posi¢ao pos(j + 1,w) (onde w é a posi¢ao do espiao neste
turno).

Repetindo o processo um numero finito de vezes (no maximo k) temos que,
em um dado momento, o espido estard em um vértice v e os vértices pos(i,v) (1 < i < k)
estarao todos ocupados por pelo menos um guarda, o que conclui a prova. O

O limite obtido na Proposi¢ao ¢é apertado quando consideramos s = 1 e
d = 0. De fato, para todo grafo G temos que gj(G) = 1, pois basta colocar um guarda
na mesma posicao inicial do espiao e segui-lo. No entanto, se os guardas sao colocados
primeiro, o jogo se torna equivalente ao jogo de policia e ladrao, visto que os guardas
devem primeiro alcancar o espiao e depois segui-lo aonde quer que ele va. Portanto, no
segundo caso, sdo necessarios pelo menos ¢(G) guardas.

Em 2010 Bonato et al. definiram o jogo de policia e ladrao com raio de captura
d (BONATO, CHINIFOROOSHAN, and PRALAT] 2010), no qual o ladrao é capturado
se em qualquer momento do jogo um policial é posicionado a uma distancia pelo menos d
do vértice ocupado pelo ladrao. Observe que, para qualquer distancia d, o jogo de policia
e ladrao com raio de captura d é equivalente a versao do jogo do espiao em que os guardas
sao posicionados primeiro com parametros (s = 1,d). Isso ocorre pois no momento em
que o espiao fica a uma distancia d pela primeira vez, como os guardas sao tao rapidos
quanto ele, ele jamais conseguira se afastar novamente para se comunicar.

A equivaléncia dos dois jogos, no entanto, nao se mantém se aumentarmos a
velocidade dos fugitivos em ambos. Um policial é suficiente para capturar um ladrao em
uma arvore, independente da velocidade do mesmo ou do raio de captura, no entanto,
como mostraremos na Secao [5.4] se d ¢ suficientemente pequeno em relagao a n, entao sao

necessarios O(n) guardas para impedir o espiao de se comunicar em um caminho com n
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vértices. Isso acontece pelo fato do espiao poder cruzar ou até ocupar o mesmo vértice de
um guarda e, como possui velocidade superior a de seus perseguidores, poder se distanciar
rapidamente.

Um conjunto d-dominante em um grafo G = (V,E) é um subconjunto de
vértices D tal que todo v € V esta a distancia no maximo d de um vértice de D (HEN-
NING, SWART, and SWART) 1991} SLATER)],|1976)). Seja 74(G) a minima cardinalidade
de um conjunto d-dominante em G. Certamente g5(G) < 74(G) para todo s > 0, uma vez
que bastaria manter um guarda em cada vértice do conjunto d-dominante para impedir
o espiao de se comunicar.

No entanto 74(G) pode diferir tanto quanto se queira de ¢5(G) para todo s > 0,
d > 0. Seja G o grafo composto por um ciclo C' com n vértices e um vértice x tal que para
todo v € C temos um caminho, disjunto dos demais exceto pelo vértice x, de tamanho
d + 1 entre z e v. No grafo G descrito acima temos que ¢5(G) = 2 (dois guardas se
revezando entre z e um de seus vizinhos) enquanto v4(G) = Q(n).

No jogo de dominagio eterna (GODDARD, HEDETNIEMI, and HEDET-
NIEMI] 2005; GOLDWASSER and KLOSTERMEYER] 2008; KLOSTERMEYER and
MACGILLIVRAY|, 2009; KLOSTERMEYER and MYNHARDT, 2011) em um grafo G,
dado uma distancia fixa d, um conjunto de k£ defensores ocupam vértices do grafo. A cada
turno o jogador atacante seleciona um vértice v € V(G) para ser atacado. Em seguida,
cada defensor pode se mover para um vértice adjacente. Um defensor consegue prote-
ger todos os vértices a distancia no maximo d. O jogador atacante vence se em qualquer
turno ele conseguir atacar um vértice que nao pode ser protegido, caso contrario o jogador
defensor vence. O jogo do espiao, quando o espiao tem velocidade ilimitada (pelo menos
o diametro do grafo), é equivalente ao jogo de dominagao eterna.

Os resultados que mostram a dificuldade computacional do problema descritos
neste capitulo, bem como o fato do jogo do espiao generalizar varios outros problemas
de perseguicao ja estabelecidos na literatura (jogo de policia e ladrao, Jogo de policia e
ladrao com raio de captura e o jogo de dominagdo eterna), comprovam a importancia
tedrica do jogo do espiao.

Na Secao [5.2| mostramos que decidir se g5(G) < k é NP-dificil e inaproximavel
em tempo polinomial por um determinado fator (a menos que P = NP). Na Secao
mostramos que o problema do jogo do espiao em grafos direcionados é PSPACE-dificil
na versao em que os guardas sao posicionados antes do espiao. Na Secao mostramos
limites para d;(G) quando G é um caminho ou um ciclo. Na segao apresentamos um
algoritmo linear para calcular g3(G) para quaisquer s > 0 e d > 0, quando o grafo G é
um grafo Py-tidy.

Parte dos resultados deste capitulo foram publicadas em (COHEN et al,2018).
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5.2 NP-Completude e Inaproximabilidade

Nesta segao, provamos que decidir se ¢5(G) < k é NP-dificil para todo s,d > 0.
A prova serd dividida em trés casos: (i) s > 2d+2, (ii) 2d+2 > s > d+2 e (iii) s < d+1.

As reducoes sao obtidas a partir do problema Cobertura de Conjuntos que é
um dos famosos 21 problemas NP-completos de Karp (KARP) 1972). Uma instancia do
problema de Cobertura de Conjuntos é uma familia S = {S1,..., 5, } de conjuntos e um
inteiro ¢, e o objetivo é decidir se existe uma subfamilia C C S desses conjuntos tal que
ICl < ceUgee S5 =U,onde U = S U...US, (o conjunto C é chamado de cobertura de
U). Dada uma instancia (S, c¢) do problema de cobertura de conjuntos, vamos construir
um grafo G e um inteiro K tal que existe uma cobertura C C S de U com tamanho no
maximo ¢ se e somente se ¢5(G) < K.

Defini¢ao 5.1 Sejam inteiros s,d > 0. Definimos p = p(s,d) e ¢ = q(s,d) como seque.

d+ 4], ses<d+1,
p(S, d) — |_st
d+1, caso contrdrio.

d+ %], ses<d+1,
q(s,d) = 10, sed+2<s<2d+2,

d, caso contrdrio.

Seja (S, ¢) uma instincia do problema de cobertura de conjuntos, onde S =
{S1,..., 80}, e seja U = Ug,es S5 = {u1,...,un}. Definimos K = K,4(S,c) = ¢, se
d+1<s<2d+2, e K=K, 4S,c) =c+1, caso contrario. Seja G = G, 4(S,c) o grafo
definido como segue: para cada conjunto S; € S, crie um vértice x; em G e, para cada
elemento u; € U, crie um caminho Y; com p vértices y; 1, ..., Yip. Faca {x1,...,x,} ser
uma clique. Se u; € S;j, crie a aresta x;y;1 em G. Crie um vértice zp e o ligue a todos
08 vértices T, ..., Ty. Finalmente crie um caminho Z com q vértices zi, ..., %z, € crie a
aresta zpz1, se q > 0.

Veja as Figuras para exemplos das redugoes para cada caso.
Lema 5.1 Dado um grafo G e um inteiro K, decidir se g5(G) < K €é NP-dificil para
todos inteiros s > d > 0 tais que d+ 1 < s < 2d + 2.
Prova: Como dito acima, faremos uma reducgao do problema de cobertura de conjuntos.

Seja (S, c¢) uma instancia do problema de cobertura de conjuntos e seja U = |J 5.
SjES
Da Definicao sejam p = p(s,d) = d+1, ¢ = q(s,d) = 0, G = G,4(S,c) e K =

K 4(S,c) =c.
Primeiramente, suponha que nao existe uma cobertura C com ¢ conjuntos em
S que cobrem todos os elementos de U. A estratégia do espiao para ¢ policiais é se

posicionar inicialmente em 2, correr para algum vértice em {41 p, ..., Ynp}, S€ comunicar



68

Figura 24 — Redugao da instancia (S, ¢) do problema de cobertura de conjuntos, onde
Cc = 3, S = {51, SQ, 83,54, 55}, Sl = {1, 2,3}, SQ = {2,6, 7}, 53 = {4,5,6}, S4 = {3, 5,7},
S5 ={7,8,9} e U ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Casos para velocidade s = 5 e distancia
d = 2, 3. Tlustracao da prova do Lema

Fonte: Elaborado pelo autor.

e depois retornar para zg, recomecando o processo. Como sao ao todo K = ¢ policiais e
nao existe cobertura de U com ¢ conjuntos de &, entao existe algum 7 tal que nao existe
policial em N[Y;]. Portanto, o espido vai para y;, em um passo e consegue transmitir.

Agora, suponha que existe uma cobertura C = {5j,,...,S;,} com ¢ conjuntos
em S que cobrem todos os elementos de U. A estratégia dos policiais é descrita a seguir.
Posicione inicialmente os ¢ policiais nos vértices x;,,...,2;,. Como C é uma cobertura,
podemos definir para cada elemento u; de U um valor ¢(7) tal que u; € Se) € C.

Se o espido nao estiver em {yp,...,Ynp}, 08 policiais mantem as posigdes
iniciais e portanto o espiao nao consegue transmitir. Se o espiao estiver em algum vértice
Yip, €ntao o policial em ;) vai para y;; (mantendo distancia d do espiao). Como s <
2d + 2, o espido nao consegue ir de y;, para um outro vértice y;, em um passo (j # 7).
Portanto, se o espiao sai de y; ,,, os policiais retomam as posicoes iniciais. Esta estratégia
dos policiais evita que o espiao consiga trasmitir. O
Lema 5.2 Dado um grafo G e um inteiro K, decidir se g5(G) < K é NP-dificil para
todos inteiros s > d > 0 tais que s > 2d + 2.

Prova: Redugdo do problema de cobertura de conjuntos. Seja (S,¢) uma instancia de
cobertura de conjuntos e seja U = Ug,cs S;. Da Definicao , sejam p = p(s,d) = d + 1,
¢g=q(s,d)=d, G =G4(S,c) e K = K 4(S,¢c) =c+ 1.

Primeiramente, suponha que nao existe uma cobertura C com ¢ conjuntos em
S que cobrem todos os elementos de U. A estratégia do espiao para ¢ + 1 policiais é se
posicionar inicialmente em z,, correr para algum vértice em {y1 p, ..., Yn,}, S€ comunicar
e depois retornar para z,, recomecando o processo. Considere que o espiao estd em z,.

Se nao existe policial em {z, ..., 2,}, entdo o espido consegue transmitir. Entao suponha
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Figura 25 — Redugao da instancia (S, ¢) do problema de cobertura de conjuntos, onde,
S ={851,5,,85,54,55}, S1 ={1,2,3}, So ={2,6,7}, S3 = {4,5,6}, Sy = {3,5,7},
S5 ={7,8,9} e U ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Casos para velocidade s = 5 e distancia

d € {0,1}. Hustragoes da prova do Lemma

Fonte: Elaborado pelo autor.

que ha um policial em zy. Como sao ao todo ¢+ 1 policiais, existem no méximo ¢ policiais
fora de {zo,...,2,}. Como nao existe cobertura de U com ¢ conjuntos de S, entao existe
algum ¢ tal que nao existe policial em N[Y;]. Portanto, o espido vai para y; , em um passo
e consegue transmitir.

Agora, suponha que existe uma cobertura C = {Sj,,...,S;.} com ¢ conjuntos
em S que cobrem todos os elementos de U. A estratégia dos policiais é descrita a se-
guir. Posicione inicialmente os ¢ + 1 policiais nos vértices 29, z;,,...,2; . Como C é uma
cobertura, podemos definir para cada elemento u; de U um valor ¢(¢) tal que u; € Se(;) € C.

Os unicos vértices de G que estao a distancia maior que d de zy sao os vértices
Ylps -+ Ynp- S€ 0 espido nao estiver em {y1,,...,Ynyp}, 0s policiais mantem as posigoes
iniciais e o espiao nao consegue transmitir. Se o espiao estiver em y; ,,, entao o policial em
Ty vai para y;; (mantendo distancia d do espiao) e o policial em z, vai para ;). Se o
espido sai de ¥, , para algum vértice y;,, tal que c(i) = c(j), entdo o policial em z.;;) vai
para y;; (mantendo distancia d do espidao) e o policial em y;; vai para .. Se o espido
sai de y;, para algum vértice y;, tal que c(i) # c(j), entdo o policial em ;) vai para
y;1 (mantendo distancia d do espido), o policial em z(;) vai para z.; e o policial em y; 1
val para ;). Se o espidao sai de y;, para algum vértice fora de {yi,,...,Ynp}, entdo o
policial em ;) vai para 2z e o policial em y; ; vai para ;). Esta estratégia dos policiais
evita que o espiao consiga trasmitir. O

Vamos agora considerar o caso em que d + 1 > s > 2. O lema auxiliar abaixo
sera bastante utilizado.

Lema 5.3 Dados s,d tais que d+1 > s > 2, sejam p = p(s,d) = d+[H1] eq = q(s,d) =
d+ (S%ﬂ Seja P4 0o caminho formado por dois caminhos Yo, Y1, ..., Yp € 20,21, -, 24

com inclusao da aresta ypzg. Suponha que o espidgo esteja em zy. FEntdo, um policial
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conseque manter distancia d do espiao se o policial

(a) estiver em zy e o espido se deslocar e parar em z,; ou

(b) estiver em yo e o espido se deslocar e parar em y,.
Além disso, o espido conseque distancia maior que d do policial se o policial

(c) estiver em yo e o espido se deslocar e parar em z,; ou

(d) estiver em zy e o espido se deslocar e parar em y,.
Logo, g5(Psq) = 2. Finalmente, considere que um policial estd em zy e o espiao se desloca
até parar em z,. Sejar =d % (s — 1) o resto da divisao de d por s — 1. Entao:

(e) o policial conseque manter distincia d do espido se o espido comegar em z.; mas

(f) o espido conseque distancia maior que d do policial se comegar em z..1 (casor > 1).
Prova: Considere inicialmente que o espiao estd em 2y e comeca a se deslocar para z,.
Suponha que um policial também estd em z;. Quando o policial atinge o vértice z;, o
espido estd no maximo na posicdo z,; e a distancia entre eles é no maximo j - (s — 1).
Portanto, se a distancia entre eles é exatamente d, entao o policial estd no minimo no
vértice z[4/(s—1)] €, consequentemente, o espiao esta no minimo no vértice 24y (4/(s—1)] = 24-
Com isso, o policial consegue manter a distancia d. No entanto, pelo exposto, se o policial
comegar em ¥, o espiao consegue se distanciar mais que d ao chegar em z,. Portanto, se
o0 espiao estiver em zp, deve haver um policial em 2.

Considere agora que o espiao estd em z; e comega a se deslocar para y,. Su-
ponha que um policial estd em yy. Quando o policial atinge o vértice y;, o espiao estd no
maximo na posi¢ao ys.j_1 € a distancia entre eles é no maximo j-(s—1)—1. Portanto, se a
distancia entre eles ¢ exatamente d, entao o policial estd no minimo no vértice yp+1)/(s—1)]
e consequentemente o espiao estd no minimo no vértice Yqy(a+1)/(s—1)] = Yp- Com isso, o
policial consegue manter a distancia d. No entanto, pelo exposto, se o policial comecar
em zp, 0 espiao consegue se distanciar mais que d ao chegar em y,. Portanto, se o espiao
estiver em zy, deve haver um policial em .

Com isso, dois policiais sdo necessérios e suficientes. Logo, ¢5(Psq) = 2.

Finalmente, suponha que um policial esteja em z; e o espiao esteja em z,., onde
r=4d % (s—1) é oresto da divisdo de d por s — 1, e comega a se deslocar para z,. O
caso r = 0, ja foi tratado antes. Entao assuma que » > 1. Quando o policial atinge o
vértice z;, 0 espiao estd no maximo na posigao zs.;4, € a distancia entre eles é no maximo
j-(s—1)4r. Portanto, se a distancia entre eles é exatamente d, entao o policial esta no
minimo no vértice zrg—r)/(s—1)] = Z[d/(s—1)]—1 € consequentemente o espiao estd no minimo
no vértice zg4ra/(s—1)]-1 = Zq—1. Como o espiao termina em z,, o policial consegue manter
a distancia d.

Se o espiao comegar em z,.,1 e r > 1, entao, se a distancia entre eles é exa-
tamente d — 1, o policial consegue atingir o vértice zf(a—1—(r+1))/(s—1)] = Z[d/(s—1)]—1 €
consequentemente o espiao atinge o vértice zq_144/(s—1)]-1 = Zg—2.- Como o espiao ter-

mina em z,, a distancia passa de d — 1 para d + 1 e o espiao consegue se comunicar.
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Agora vamos considerar o caso em que s < d+1ler =d mod (s—1) > ’—51 -1

our =0.

Figura 26 — Redugao de uma instancia (S, ¢) do problema de cobertura de conjuntos,
onde ¢ = 3, S = {51,52, 53,54, S5}, Sl = {1, 2, 3}, SQ = {2,6, 7}, S3 = {4,5,6},
Sy =13,5,7}, S5 ={7,8,9} e U ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Casos para velocidade s =5 e
distancia d € {4,5}. Ilustracao das provas do Lema [5.4| (esquerda) e Lema [5.5| (direita)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Lema 5.4 Dado um grafo G e um inteiro K, decidir se g5(G) < K é NP-dificil para
todos inteiros s,d > 0 tais que s < d+1ed % (s—1) € {[5] —1,...,5 = 2,0}, onde
d % (s—1) € o resto da divisao de d por s — 1.

Prova: Redugao do problema de cobertura de conjuntos. Seja (S,¢) uma instancia de
cobertura de conjuntos e seja U = Ug,es Sj. Da Definigao , sejam p = p(s,d) =
d+ [, g =q(s,d) =d+ [-4], G = Gsa(S,c) e K = K, 4(S,¢c) = c+ 1.

s—1

Primeiramente, suponha que nao existe uma cobertura C com ¢ conjuntos em
S que cobrem todos os elementos de U. A estratégia do espiao para c¢ + 1 policiais
é se posicionar inicialmente em zy, correr para algum vértice em {zy, Y1, ..., Ynp}, S€
comunicar e depois retornar para zg, recomegando o processo. Considere que o espiao esta
em 2. Se nao existe policial em {2, ..., 2,}, entdo, pelo Lema (c), 0 espiao consegue
transmitir se deslocando até z,. Entao suponha que hd um policial em zy. Como sao ao
todo ¢+ 1 policiais, existem no méximo ¢ policiais fora de {z, ..., 2,}. Como nao existe
cobertura de U com ¢ conjuntos de S, entao existe algum 7 tal que nao existe policial em
N[Y;]. Portanto, pelo Lema (d), o0 espiao consegue transmitir se deslocando até y; ,,.

Agora, suponha que existe uma cobertura C = {Sj,,...,S;,} com ¢ conjuntos
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em S que cobrem todos os elementos de U. Posicione inicialmente os ¢ + 1 policiais nos
vértices zp,zj,,...,x;,. Como C é uma cobertura, podemos definir para cada elemento u;
de U um valor ¢(7) tal que u; € Se;) € C. Seja ainda r = d % (s — 1) o resto da divisao
de d por s — 1. A estratégia dos policiais consiste em sempre ter um policial em cada
Ty, Ty

Suponha que o espido esteja em um vértice de {zp,z1,...,z,}. Entdo, os
policiais devem estar nas posi¢oes iniciais: 29, x;j,, ..., ;. Caso o espiao se desloque para
o vértice z,, o policial em 2 consegue manter distancia d do espiao pelo Lema (a). Caso
o espido se desloque para algum vértice y;,, o policial em z.;) o persegue (mantendo pelo
Lema (b) distancia d do espido) e o policial em z, vai para z.;. Consequentemente,
se o espiao estiver em algum vértice y; ¢ e se deslocar para z,, o policial em 2, consegue
manter distancia d do espiao e, se o espiao estiver em algum vértice z, e se deslocar para
Yip, O policial em z.(;) consegue manter distancia d do espiao.

Falta entao analisar o caso em que o espiao esteja em um vértice y; ¢, nao ha
policial em z, e o espido se desloca para z,. Se d % (s — 1) = 0 (ou seja, d é multiplo de
s—1), entdo p = ¢+ 1 e consequentemente o policial em ;) consegue manter distancia d
do espiao pelo Lema (b) Portanto, assuma que d % (s—1) > 5 —1. Consequentemente
p=q=d+[d/(s—1)]

Pelos itens (e) e (f) do Lema , temos que o policial em ;) sé precisa entrar
em persegui¢ao do espiao em y;, se £ > r. Se ¢ < r, os policiais podem manter suas
posigoes iniciais (e portanto haverd um policial em zp). Entao assuma que £ =r+1 > 5

Neste caso, em um passo, o espiao consegue atingir no maximo o vértice z,_y_1.
Como s —¢ —1 < s/2—1 < r, entao o policial em x.;) val para z, e consegue manter
distancia d do espiao pelo Lema [5.3{(e). O
Lema 5.5 Dado um grafo G e um inteiro K, decidir se g5(G) < K é NP-dificil para
todos inteiros s,d > 0 tais que s <d+1el <d%(s—1)<35—1, onded % (s—1) € o
resto da divisao de d por s — 1.

Prova: Redugao do problema de cobertura de conjuntos. Seja (S, c¢) uma instancia de
cobertura de conjuntos e seja U = Ug,es Sj. Da Definicao , sejam p = p(s,d) =
d+ [, ¢ =q(s,d) = d+ [Z5] e G = G,4(S,c). Acrescente a G mais um caminho
21, -, %, e ligue a aresta 227. Seja K = ¢+ 2. Note que, como d%(s — 1) # 0, entao

p = q. Seja ainda r = d%(s — 1).

Primeiramente, suponha que nao existe uma cobertura C com ¢ conjuntos em
S que cobrem todos os elementos de U. A estratégia do espiao para c + 2 policiais é se
posicionar inicialmente em 2, ,, correr para algum vértice em {74, z;, Ylps -+ Ynp), S€ CO-
municar e depois retornar para z, |, recomecando o processo. Considere que o espiao esta
em 2, ;. Se nao existe policial em {z}, ..., 2/}, entao, pelo Lema (f), 0 espiao consegue
transmitir se deslocando até z;. Além disso, se nao existe um policial em {2, ..., 2}, 0

espiao consegue em um passo atingir z,,; e, pelo Lema (f), conseguiria transmitir se



73

deslocando até z,. Entao suponha que ha um policial em z; e outro em 2{. Como sdo ao
todo ¢ + 2 policiais, existem no maximo ¢ policiais fora de {zo, 21, 21, - . ., 2, Z;} Como
nao existe cobertura de U com ¢ conjuntos de S, entao existe algum ¢ tal que nao existe
policial em N[Y;]. Portanto, o espido consegue em um passo atingir y;,41 e, pelo Lema
5.3(f), o espido consegue transmitir se deslocando até y; ,,.

Agora, suponha que existe uma cobertura C = {Sj,,...,S;,} com ¢ conjuntos
em S que cobrem todos os elementos de U. Posicione inicialmente os ¢ + 2 policiais
nos vértices 2o, 29, Lj,, - - -, 2, (dois policiais em zp). Como C é uma cobertura, podemos

definir para cada elemento u; de U um valor c(i) tal que u; € Sq;) € C. A estratégia dos

policiais consiste em sempre ter um policial em cada zy, zj,, ..., zj,.
Suponha que o espido esteja em um vértice de {zp,z1,...,2,}. Entdo, os
policiais devem estar nas posicoes iniciais: 2o, 29, Zj,,...,%j,. Caso o espiao se desloque

para o vértice z,, um policial em 2y o persegue, mantendo distancia d do espiao pelo
Lema (a)). O mesmo vale para z,. Caso o espido se desloque para algum vértice y; ,
o policial em z.;) o persegue (mantendo pelo Lema (b) distancia d do espiao) e um
policial em zy vai para z.;). Consequentemente, se o espiao estiver em algum vértice y;
e se deslocar para z,, um policial em 2, consegue manter distancia d do espiao e, se o
espido estiver em algum vértice z; ou z; e se deslocar para y; ,, o policial em z;) consegue
manter distancia d do espiao.

Suponha entao que o espido esteja em {y;1,...,¥i,} €, em um passo, entre em
{yias- - yip}t. Se c(i) = (i), entao o policial em w(;) vai para yy1 e o policial em y;
vai para (). Caso contrdrio, o policial em z.(;y vai para yy 1, o policial em z.(;) vai para
Ty € o policial em ;1 vai para ;).

Finalmente suponha que o espido esteja em {y;1,...,¥;i,} €, em um passo,
entre em {z1,..., 2.}. Entdo, o policial em 2, vai para z;, o policial em z.(;) vai para 2, e
o policial em y;; vai para z.;. Simetricamente, o mesmo vale para {z1,...,2}. O

Feige provou que o problema de cobertura de conjuntos é O(log n)-inaproximével
em tempo polinomial, a menos que P = NP (FEIGE, |1998). Portanto os Lemas , ,
e [5.5) implicam o seguinte Teorema.
Teorema 5.1 Sejam s > 2 e d > 0 dois inteiros firos. Dado um grafo G e um inteiro
k € N decidir se g5(G) < k é NP-dificil e O(logn)-inaprozimdvel em tempo polinomial, a
menos que P = NP.

5.3 Complexidade para o caso direcionado

Nesta se¢ao consideramos uma variante do jogo do espiao em grafos direciona-
dos. Nessa variante, tanto os guardas como o espiao devem se mover seguindo a orienta¢ao
dos arcos. No entanto, a distancia d é medida no grafo desconsiderando as diregoes das

arestas. Podemos imaginar que os arcos possuem restrigdes de movimentagao (orientagao



74

de uma rua), mas tais restri¢oes sao irrelevantes em relagao a visao que os guardas possuem
do espiao. Isto é, embora os guardas nao possam se movimentar de maneira contraria a
diregao dos arcos, eles podem observar o que o espiao esta fazendo até uma distancia no
maximo d, o que o impede de se comunicar sem estragar seu disfarce.

Dado um digrafo D e inteiros s > 0 e d > 0, o (s, d)-guard-number de D, g5(G),
¢ o menor numero de guardas necessarios para vencer o Jogo do Espiao direcionado em
D, onde s ¢ a velocidade do espiao e d ¢ a distancia maxima que um guarda pode vigiar.

Mostramos que, dado um digrafo D e inteiros £ > 0, s > 1 e d = 2, decidir se
95(D) < k é PSPACE-dificil mesmo quando D é um DAG.

O resultado é obtido através de uma reducao do famoso Problema da Formula
Quantificada na Forma Normal Conjuntiva (QBF). Dados um conjunto de varidveis
booleanas z1,...,x, e uma férmula booleana F' = C; A Cy A ... A Cp,, onde todo C}
¢ uma disjuncao de literais. O problema (QBF' consiste em decidir se a expressao ¢ =
Q111Q215 . .. Qux, F, onde todo @; é um quantificador do tipo V ou 4, é verdadeira. QBF
¢ um famoso problema PSPACE-completo (STOCKMEYER and MEYER] [1973).
Teorema 5.2 Dado um digrafo D e inteiros k,s > 0. O problema de decidir se g3(D) <
k, na versao em que os guardas sao posicionados antes do espidgo, ¢ PSPACE-dificil,
mesmo quando D é um DAG.

Prova: Seja ¢ um férmula booleana quantificada com n variaveis. Construimos um
DAG D, tal que ¢ ¢ verdade se, e somente se, n guardas podem controlar um espiao com
velocidade s a uma distancia 2 em Dy apds uma quantidade finita de turnos.

Para cada Q;x; de ¢ construimos um gadget D;. Se Q; = 3, entao V(D;) =
{wi_y1, 2}, 22, 23, 28 2, 0 Ty, T s, v, v, w; ) e os arcos entre os vértices do gadget sao
mostrados na Figura 27 Se Q; =V, entdo V(D) = {w;_1, 2}, 22, 28, 2}, 2y, a7, Ti, TF, i,
Uy, Vi, Ug, U, w; } 08 arcos entre os vértices do gadget sao mostrados na Figura .

Observe que o vértice w; aparece em D; e em D, . Falta-nos estabelecer uma
relacao entre cada clausula e as literais que esta contém. Para cada cldusula C; criamos
o vértice ¢; em D, e adicionamos um arco de w,, para ¢;. Também adicionamos um arco
de ¢; para x; (T;) se a cladusula C; contém a literal z; (T;).

Um exemplo de digrafo D, onde ¢ = Jz1Vao(z1 V Ta) A (T1 V x2) é mostrado
na Figura [29]

Resta-nos mostrar que ¢ é verdade se, e somente se, g5(D,) = n. Primeiro
note que, para cada gadget D;, pelo menos um guarda deve escolher um vértice de S; =
{z}, 22,23} como sua posicao inicial. Caso contrdrio o espiao escolheria z! como sua
posicao inicial e nenhum guarda poderia alcancar uma distancia 2 de tal vértice e desta
forma o espiao iria vencer. Iremos nos referir ao guarda inicialmente em S; como p;.
Uma vez que D, possui n gadgets D;, entao g5(D,) > n. Ademais, assumindo que
cada guarda p; inicia o jogo em 2] ele s6 pode ocupar os vértices do conjunto R; =

{2}, 22,23, 2}, wy, o7, T, T3} durante todo o resto da partida.
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Figura 27 — D;(3) Figura 28 — D;(V)
1 1

Z: Z:

=e

Wi Yi Yi

Fonte: Elaborado pelo autor. Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 29 — Dy, onde ¢ = 3z1Vo(z1 V T2) A (T1 V 22)

C

_

C

1 2

x|
N

x|

Fonte: Elaborado pelo autor.

Suponha que ¢ = falso. Iremos descrever uma estratégia vencedora para
um espiao jogando contra n guardas. Assuma que ha exatamente um guarda em cada
conjunto S;, isto é, o espiao nao pode vencer apenas se posicionando inicialmente em um
vértice z} desprotegido. O espiao entao se posiciona inicialmente no vértice wg. Agora,
suponha que o espiao estd em um vértice w;_; de D;(V), entao o tnico guarda que pode
alcancar um vértice a distancia 2 de w;_; é p; quando este ocupar o vértice z;. O espido
espera até que o guarda p; se mova para z, se o guarda nunca o fizer, entao o espidao
permanece em w;_; € vence o jogo. Desta maneira suponha que p; eventualmente se

desloque para z}, entao o espiao escolhe entre se mover para y; ou ¥;, dependendo da
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escolha do espiao o guarda p; é forcado entao a se mover para x; ou para T, pois estes
sao os unicos vértices alcangaveis para qualquer guarda que estao a distancia no maximo
2 de y; e y; respectivamente. Se p; se desloca para x} a variavel correspondente a x; e
considerada verdade. Caso contrario, se p; se desloca para = entao z; = falso. Isto
significa que para uma varidvel quantificada Vx; o espiao escolhe o valor de z;.

Se 0 espiao estd em um vértice w;_; de um gadget D;(3), novamente, o inico
guarda que pode alcancar um vértice a distanciano méximo 2 do espiao ¢ p; quando este
ocupar o vértice z;. O espido entao espera o guarda p; se mover para z; e entao se desloca

%k
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para y;, desta vez p; nao é forcado a se mover especificamente para x; ou para T;, mas
ainda assim deve escolher um dos dois. Novamente, se p; se move para z;, a variavel
correspondente x; ¢ considerada verdade, caso contrario, se p; se move para T, entao
x; = falso. Isto significa que para uma variavel quantificada Jx; os guardas escolhem o
valor de z;.

Quando p,, se move para x ou T, cada guarda estd em um x; (Z}) ou z; (T;).
Observe que cada guarda s6 pode monitorar os vertices ¢; correspondendo as cldusulas
que contém o literal que ele tornou verdadeiro. Como ¢ = false entao o espidao pode
escolher entre y; e 7, nos gadgets do tipo D;(V) de tal maneira que independente de como
os guardas escolham z} ou Z; nos gadgets do tipo D;(3) ha pelo menos um vértice ¢; que
nao pode ser protegido por nenhum guarda. O espiao entao se move para este vértice,
permanece nele e vence o jogo.

Suponha que ¢ = verdade. Neste caso, devemos mostrar uma estratégia ven-

cedora para os guardas. No primeiro turno cada guarda p;, i = 1,...,n, escolhe 2} como
3

sua posigao inicial. Se o espidao escolhe como sua posicdo inicial z}, 22, 22, 2}, xF ou T} o
guarda p; nao precisa se mover uma vez que o espiao estd a distancia no maximo 2 de
z3. Os tnicos vértices para os quais o espiao pode ir a partir dessas posigoes iniciais que
nao estao sob a protecao de p; sd@o x; ou T;. Se o espiao for para qualquer um deles o
guarda p; apenas move-se para z;. Como o espiao nao pode se mover e estd a distancia
no maximo 2 de um guarda, os guardas vencem o jogo.

Se o espiao escolhe algum vértice v;, U; ou v, como sua posigao inicial, entao
p; se desloca para z!, apés isso, se o espido vai para z},T; ou 2}, entdao p; segue a mesma
estratégia descrita acima e, desta forma, os guardas vencem. Portanto o espiao, indepen-
dente de sua posicao inicial, deve eventualmente se deslocar para um vértice w;,y;,y,; ou
algum vértice de clausula c;, caso contrario ele ¢ derrotado.

Suponha que o espido estd em algum vértice w;_; de D;(V), entao o guarda p;
4

se move para z; e impede o espiao de se comunicar. A Unica opgao do espiao é mover-se
para y; ou y,; forcando p; a mover-se para x} ou T; respectivamente. Novamente, para uma
variavel quantificada Vz; o espiao escolhe o valor de x;. Depois que o espiao se deslocar
de y; (y;) para w; o guarda p; vai para o vértice z; (T;) e permanece la para sempre.

De maneira similar, se o espido estd em algum vértice w;_; de D;(3) entao o
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guarda p; se movimenta para z; e impede o espiao de se comunicar. O espiao deve entao
se deslocar para y;, neste caso p; nao é forgado a se mover especificamente para z; ou
77, mas ainda deve escolher um dos dois como sua préxima posi¢ao. Portanto, para uma
variavel quantificada Jdz; o guarda p; escolhe o valor de x;. Apds o espiao se mover de
y; para w; o guarda p; se desloca para x; ou T; dependendo de seu movimento anterior e
permanece neste vértice para sempre.

Observe que apos o espiao se deslocar de y,, ou y,, para w, todo guarda esta a
distancia 2 do ladrao, a distancia 1 de todo vértice de clausula que contém o literal que ele
escolheu tornar verdadeiro e a distancia 2 de cada um dos literais destas clausulas. Como
¢ = verdadeiro, entao os guardas podem escolher entre y; e 7, nos gadgets do tipo D;(3)
de tal forma que, ndo importa como o espiao escolha z} ou Z} nos gadgets D;(V), todos
os vértices de clausula estao a distancia 1 de pelo menos 1 guarda. Portanto os unicos
vértices ainda alcangaveis para o espiao estao a distancia no maximo 2 dos guardas que,
desta forma, vecem o jogo. O

Destacamos que a prova acima ¢ independente das velocidades do espiao e dos

guardas, uma vez que ambos nao se beneficiariam com uma velocidade maior que 1.

5.4 Limites para caminhos e ciclos

Como comprovamos nas secoes anteriores, o jogo do espiao é um problema
bastante dificil. Além disso, por se tratar de um problema recente, pouco se sabe sobre
o problema mesmo quando o tratamos para grafos simples. Assim, nesta se¢ao iremos
estudar estratégias para os guardas e para o espiao em dois tipos simples de grafos:
caminhos e ciclos. Para facilitar a leitura, assim como na secao anterior, as provas irao
se restringir ao casos em que a velocidade do espiao é igual a 2. No entanto, provas
para limites de g5(C,,) e o valor exato de g5(P,) para s > 2 podem ser encontrados em
(COHEN et al., [2018)).

O teorema a seguir é consequéncia direta dos dois lemas seguintes.

Teorema 5.3 Para qualquer caminho P com n + 1 vértices e para quaisquer inteiros

E>1es>2,
0 < < [

Lema 5.6 Para qualquer caminho P com n + 1 vértices e para quaisquer inteiros k > 1
S n(s—1)
Prova: Para facilitar a leitura, provamos o lema no caso em que % e N.
. _ o n(s—l) .~

Sejam P = (vg,v1,--- ,v,) € d = [ =5—]. Mostramos que um espiao com ve-
locidade s jogando contra no maximo k guardas pode alcangar um vértice a distancia pelo
menos d de qualquer guarda. Em resumo, a estratégia do espiao consiste em, comecando
em uma das extremidades de P, correr a toda velocidade em direcao a outra extremi-

dade. Mostraremos que, seguindo essa estratégia, havera um turno em que o espiao
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estard a distancia pelo menos d de todos os guardas e, portanto, d, ,(P) > d.

De maneira mais formal, a estratégia dos espiao é a seguinte. Inicialmente
o espiao estda ocupando uma das extremidades do caminho, por exemplo vy. Entao, no
turno ¢ > 1, o espiao se move de v;(s_1) para vjs.

Iremos mostrar por inducao em 1 < i < k, que apds o turno z'2sd_—_11 (quando o
espiao ocupara v, 241 ), ou pelo menos i guardas estao ocupando vértices em {vg, - -+ , v
ou houve um turno 0 < j < i% tal que, apés a movimentacao dos guardas neste turno,
a distancia entre o espiao e todos os guardas era pelo menos d.

Inicialmente, deve haver pelo menos um guarda, digamos ¢, ocupando um

vértice em {vg, - ,v4_1} pois, caso contrario, todos os guardas estao a distancia pelo

menos d no turno 0. Portanto, apés o turno 2d , 0 guarda g; estard ocupando um vértice

em {vo, - ,vz2a1y 1} = {vo, -, v, 2421 d} enquanto o0 espido estard ocupando v, za-1.
s—1 s—1

Assim, a hipétese indutiva é valida para 1 = 1. Note que o espiao esta a distancia pelo
menos d de ¢g;.

Seja 1 <7 < k e assuma por indugao que, apds o turno i%, hé pelo menos
i guardas ocupando os vértices em {vy, - - ) Ugi2d=1_ } Ademais, pela definicao da es-

r=

tratégia do espiao, ele estard ocupando o vértice v ;2¢-1. Observe que todos os ¢ guardas
estao a distancia pelo menos d do esplao.

Entao, apds o turno z , deve haver pelo menos um guarda, digamos g;.1,
ocupando um vértice em {vsii{;ﬁ_dﬂ, cee Usi%m—l}a pois, caso contrario, todos os guar-
das estariam a distancia pelo menos d do espiao no turno i. Portanto, apds o turno

(i + 1) , 0 guarda g;,1 estard ocupando um vértice em {vy, - - 2a-1 4 1}, isto é

" Ulsig1) 2=
{vo, - S(l+1)2d 14}, e 0 espido estard ocupando o vértice V(i41)524=1 - Ademais, todos os

s—1
2d

i guardas que estavam ocupando vértices em {v, - - ) Vgj2d= 1} apds o turno (Sean L estardo

ocupando vértices em {vg, - , v )2Sd_—11_d} apos o furno (z +1)2=L Assnn, a hlpotese

s(i+1
indutiva é valida para 7 + 1.
Portanto, apds o turno k2d , houve um turno anterior quando o espiao estava
a distancia pelo menos d de todos os guardas, ou todos os k guardas estao ocupando
vértices em {vg, - - ) Ugp2=1 4 enquanto 0 espiao ocupa o vértice Ups 2= (observe que
tal vértice existe uma vez que ks L < n pela defini¢ao de d), neste caso o espido esta
distancia pelo menos d de todos os guardas neste turno. O

Lema 5.7 Para todo caminho P com n + 1 e quaisquer k> 1, s > 2,

(n+1)(s—1)
dsi,(P) < | ————— .
#(P) < [ 2ks
Prova: Para facilitar a leitura, provamos o Lema no caso em que s = 2.
E suficiente provar o resultado para o caso em que d = ikl € N. Seja P =
(UOa e 7'Un) €, para tOdO 1 S ? S k) SeJa‘ -PZ - (04(i71)da e 7v4di)'

Nos mostraremos uma estratégia que garante que k guardas podem manter um

s}
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espiao com velocidade s sempre a distancia no maximo d de pelo menos um dos guardas. O
i-ésimo guarda é designado para o subcaminho P; (este guarda se move apenas nos vértices
de P;). Ademais, um guarda i sé ird se mover em um determinado turno se o espiao se
movimentou por uma aresta de P; no turno em questao (observe que os subcaminhos P,
nao sao disjuntos em arestas).

Seja ¢ < k tal que o espiao ocupa o vértice ¥ = v(4;_2)q4+¢ com —2d < £ < 2d.
Isto é, x € P;. Assuma que:

e Para qualquer 1 < j < i, o j-ésimo guarda ocupa v(4j—1)4;

e Para qualquer ¢ < j < k, o j-ésimo guarda ocupa v;_3)q;

e O i-ésimo guarda ocupa v4i—2)a+|e/2) S€ £ > 0 € V(4i—2)d4[e/2) s€ £ < 0.
Certamente, se estas condicoes sao satisfeitas, o espiao estd a distancia no maximo
[1€]/2] < d do i-ésimo guarda. Ademais, tais posi¢oes podem ser escolhidas pelos guardas
uma vez que o espiao escolheu sua posigao inicial.

A seguir mostramos que, qualquer que seja o movimento do espiao, os guardas
podem manter esta configuracao de posicoes. Seja y o proximo vértice a ser ocupado pelo
espido. Note que y = v(4i—2)a4e+a Onde @ € {—2,—1,0,+1,4+2}.

Tratamos primeiro o caso em que x e y nao estao no mesmo subcaminho F;.
Isso pode acontecer em apenas dois casos: ou & = Vgg—1 € Y = Vgigr1 ({ =2d—1ea = +2)
OU T = V4(i—1)d+1 € Y = V4(i—1)d—1 (¢ = —-2d+ 1 e a = —2). No primeiro caso, o i-ésimo
guarda vai de v(4—1)4—1 Para vi—1)qd € o (7 + 1)-ésimo guarda vai de V(4(i+1)=3)d = V(4i+1)d
para vt 1y4+1. No ultimo, o i-ésimo guarda vai de v(4;—3)a41 Para v(;_g)q € o (i —1)-ésimo
guarda vai de vy(i—1)—1)qd Para v(4(i—1)-1yd—1- m ambos os casos as condigoes se mantém
validas.

A partir de agora, admita que x e y pertencem a P;. Neste caso, apenas
0 i-ésimo pode se mover. Diversos casos sao possiveis dependendo dos valores de a €
{—=2,-1,0,4+1,+2} e ¢.

e Sel>0el+a>0,entao
V(4i—2)d+| (4+a)/2] € {V@i—-2)d+10/2]—1> V(ai—2)d+[£/2]5 V(4i—2)d[£/2)+1 ) -
Assim, qualquer que seja o movimento do espiao, o i-ésimo guarda pode ir de
V(4i—2)d+|£/2] PATA V(4i—2)d+|(¢+a)/2] OU Se movendo para um de seus vizinhos, ou per-
manecendo estacionario.

e Sel/<0el+a<0,entao
V@ai—2)d+[(¢+a)/2] € {V@i—2)dt[e/21-15 Vai-2)d+[e/2]; V(ai—2)d+[¢/2]+1} -
Assim, qualquer que seja o movimento do espiao, o i-ésimo guarda pode ir de
V(4i—2)d+[¢/2] PATA V(4i—2)d+[(¢+a)/2] OU se movendo para um de seus vizinhos, ou per-
manecendo estacionario.

e Finalmente, se ¢ x ({ +a) < 0, entdo (¢,a) = (—1,2) ou (¢,a) = (1,—2). Neste caso,
0 i-ésimo guarda permanece em v(4;—g)4.

Em todos estes casos as propriedades se mantém validas apds o movimento dos guardas.
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Agora que ja examinamos o parametro d(G) quando o grafo G é um caminho
iremos exibir resultados semelhantes para o caso em que G é um ciclo.
O teorema a seguir é consequéncia direta dos dois lemas seguintes.

Teorema 5.4 Para todo ciclo C' com n + 1 vértices e quaisquer k > 1, s > 2, temos

i) =440= |imiga)

Lema 5.8 Para todo ciclo C com n + 1 vértices e quaisquer k > 1, s > 2, temos

(n—1)(s— 1)J
k(2s+2)—4 |

0 |

Prova: Novamente, apresentamos a prova para s = 2 para facilitar a leitura.

Seja C' = (vg, vy, ,v,) € d = L&__ZJ. A estratégia do espiao é a seguinte.
inicialmente, o espiao ocupa o vértice vy e um guarda, denotado por gy, ocupa v_g or
V_g_1 OF V_g_o apdés o movimento dos guardas (os indices dos vértices devem ser lidos
em maédulo n + 1). Note que tais posi¢oes sempre podem ser atingidas: O espido fica a
distancia d + 1 do guarda gg e apds o turno dos guardas, gy estd a distancia d,d + 1 ou
d + 2 do espiao. Entao, a cada turno i > 1, o espiao se move de v9;_o para vs;.

Provamos por inducao em 1 < i < k que, apds o turno 2¢d, ou pelo menos i+ 1
guardas estao ocupando os vértices em {v_g_9i4—2, " ,Vi—1)d—1}, ou houve um turno
0 < 7 <1 no qual, apés o movimento dos guardas, a distancia entre o espiao e todos os
guardas era pelo menos d.

Inicialmente, deve existir pelo menos um guarda, denotado por g;, ocupando
um vértice em {v_g41,- -+ ,V4_1} caso contrario o espiao estaria a distancia pelo menos d
de cada guarda. Note que gg e g1 sao guardas distintos.

Portanto, apds o turno 2d, os guardas gg e g; estarao ocupando vértices em
{v_34-92,"+ ,v34-1} e o espido estard ocupando vsy. Portanto, a hipdtese de inducao é
valida para i = 1.

Seja 1 < i < k —1 e assuma por inducao que, apds o turno 2id, existem pelo
menos ¢ + 1 guardas ocupando os vértices em {v_g—2i4—2," - ,Vi—1)¢—1}. Ademais, pela
definicao da estratégia do espiao, este estard ocupando o vértice vy;q.

Entao, apés o turno 2id, deve existir pelo menos um guarda, denotado por g;. 1,
ocupando algum vértice em {U(4¢71)d+1, . ,v(4i+1)d,1} caso contrario todos os guardas
estariam a distancia pelo menos d do espidao no turno i. Portanto, apds o turno 2(i +
1)d, o guarda g;11 estara ocupando um vértice em {v(—3)rd+1," -  V(4i+3)d—1} € O espiao
estara ocupando o vértice vy41yq- De modo similar, todos os 7 + 1 guardas que estavam
ocupando vértices em {v_g_ 942, - ,v(4i,1)d,1} apos o turn 2id estao limitados a ocupar

os vértices em {v_g_g(it1)d—2, ", V(i+1)d—1} apos o turno 2(i + 1)d. Assim, a hipdtese
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de inducgao é valida para ¢ + 1: os guardas gg,--- ,¢;+1 estao ocupando vértices em in
{U—d—Z(H—l)d—Qa s ,U(4i+3)d—1}-

Portanto, apds o turno 2(k — 1)d, ou houve um turno anterior onde o espiao
esteve a distancia pelo menos d de todos os guardas, ou todos os k guardas estao ocupando
vértices em {v_g_o(k—1)a—2," ", Vk—5)d—1} enquanto o espiao estard ocupando o vértice
Uyk—-1)d- No ultimo caso, se v_g_ok—1)a—2 estd a distancia pelo menos d de vyr—1ya €
Vaj—1)d & {V—d—2k—1)d—2, " , Vak—5)a—1} (em outras palavras, se 4(k — 1)d +d < —d —
2(k —1)d — 2 mod (n + 1)), entdo o espidao estd a distancia pelo menos d de todos os
guardas neste turno. Observe que este é o caso, uma vez que (6k — 4)d < n. O

Lema 5.9 Para qualquer ciclo C' com n + 1 vértices e quaisquer k > 1 e s > 2,

(n+1)(s—1)
ds,k(c> = \‘mJ .

Figura 30 — Esquema de posicoes para o caso em que k =8, s = 2

4d-3¢ 35 1<q

g5 g4

Fonte: Elaborado pelo autor.

Prova: Novamente, a prova abaixo considera que s = 2.

Observe que ¢é suficiente provar o resultatado para o caso em que d = g‘k—i e N.
Let C' = (vg, - -+ ,v,). Novamente os indices dos vértices devem ser lidos em médulo n+1.
Mostramos uma estratégia que garante que £ podem manter um espiao com velocidade
s a distancia no maximo d de pelo um guarda a cada turno (note que, na estratégia a
seguir, o guarda g; estd a distancia ¢ < d do espido).

Inicialmente, o espiao estd em um vértice v, para algum 0 < h < n. Desejamos
manter a propriedade que exista 0 < ¢ < d tal que a configuracao é a seguinte. Um guarda
g1 estd em vy, p,um guarda go estd em vgqi304p, € um guarda g_q estd em v_yq1 3015 Entao,
para qualquer 3 < ¢ < k — 1, um guarda g; estd em v4q13046d(i—2)+h = Ubdi+3¢—8d+h- NOte
que, para 3 <1 < k — 1, o guarda g; estd a distancia 6d do guarda g;_1, e o guarda gx_1
estd a distancia 6d de g_;. Mostramos agora como manter esta configuracao independente
do movimento do espiao.

Obviamente, se o espiao nao se move, nenhum guarda muda de posi¢ao também.
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Se 0 espido se move por uma aresta em sentido horario (respectivamente anti-horério),
todos os guardas fazem o mesmo e a configuracao também é mantida. Assim, podemos
considerar apenas os casos em que o espiao se movimenta por 2 arestas.

Basicamente, em todos os casos a seguir, o guarda g; executa seu movimento no
mesmo sentido do espiao o faz, enquanto todos os demais guardas fazem o seu movimento
no sentido oposto.

e Caso 0 espido se mova para vp42 (no sentido hordrio) e £ > 1. Entao, ¢g; também se
move no sentido horario e todos os demais guardas se movem no sentido anti-horario.
Iremos mostrar que as propriedades continuam valento para 0 < ¢/ =/ —1<d e
h' = h+2 mod n+1. De fato, g; se move de vy, para vpy 1 = V. O guarda go
se move de Vyqy3e4h PATA Vaqy3e4n—1 = Vsayse - O guarda g se move de v_yqy304h
para v_yggiseih-1 = U_4qr3e+n - Finalmete, para todo 3 < i < k — 1, o guarda g;
se move de Uggiy30—8d+h PATA Vgdit3i—8d+h—1 = Ugdi+3¢—sd+h/- Assim, a propriedade
continua valida apds o movimento dos guardas.

e Caso o espido se mova para v,—o (no sentido ant-horédrio) e ¢ < d — 1. Entao,
g1 também se move no sentido anti-horéario e todos os outros guardas se movem
no sentido contrario. De maneira similar ao item anterior é possivel checar que a
propriedade é valida para 0 < ¢ =/(+1<deh'=h—2 mod n+ 1.

e Caso ¢ = 0. Assuma que o espiao se move no setido anti-horério de v;, para v, 5 (0
caso em que ele se move para vy, é simétrico). Entao, g; vai em sentido anti-horario
para v,_1, e todos os outros guardas se movimentam em sentido horario. De modo
similar aos itens anteriores, podemos checar que a propriedade ainda é valida para
'=1eh =h-2.

e Caso ¢ = d. Assuma que o espido vai, em sentido horario, de v, para v, (0 caso
em que ele se movimenta para v,_s é simetrico, com o guarda g_; assumindo o
papel do guarda g;). Entdo, g; vai, em sentido horério, para vjy4:1, € todos os
outros guardas se movimentam em sentido anti-horario. De modo similar aos itens
anteriores, podemos checar que a propriedade é valida para ¢/ =d—1eh' = h+ 2.

O

5.5 Jogo do espiao em grafos P4-tidy

Assim como fizemos para os demais problemas examinados neste texto, iremos
utilizar as decomposicoes apresentadas na Secao para obter algoritmos polinomiais
para calcular ¢5(G) quando G é um grafo com poucos P;’s.

Iniciamos este estudo determinando o valor de ¢5(G) quando G é obtido pela
uniao de dois outros grafos.

Lema 5.10 Se G = G; U Gy, entdo para todo s > 1 e d > 0 temos que g5(G) =

max{g5(G1), 95(G2)} na versao em que o espiao se posiciona primeiro e g5(G) = g5(G1) +
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95(G2) na versao em que os guardas se posicionam primeiro.

Prova: Na versao em que o espiao se posiciona primeiro, se menos que max{g;(G1), g5(G2)}
guardas forem usados, o espiao pode se posicionar no grafo que necessita de mais guardas
para ser protegido e utiliza sua estratégia vencedora para se comunicar com seu pais.
Caso max{g3(G1), g5(G2)} guardas estejam disponiveis, independente da escolha inicial
do espiao podemos posicionar um numero suficiente de guardas de forma 6tima no grafo
escolhido e jogarmos utilizando a estratégia vencedora dos guardas para impedir que o
espiao se comunique.

Na versao em que os guardas se posicionam primeiro, caso sejam posicionados
menos que ¢5(G;) guardas em G ou menos que ¢5(Gz) guardas em Go, 0 espido sim-
plesmente se posiciona na componente com guardas insuficientes e utiliza sua estratégia
vencedora para se comunicar. Assim, para vencer, g5(G1) guardas devem se posicionar
inicialmente em G; e gj(G2) guardas devem se posicionar em Gy, de forma que, inde-
pendente de qual subgrafo o espiao escolher para se posicionar, os guardas possuam uma
estratégia vencedora para impedir o espiao de se comunicar indefinidamente. O

Nos lemas seguintes nao hé diferencas entre as estratégias dos guardas ou
dos espioes nas versoes em que os guardas se posicionam primeiro e em que 0 espiao se
posiciona primeiro. Isto é, em ambas as versoes tanto guardas quanto espiao jogam de
maneira igual apds a rodada 0.

Além disso, vale a pena salientar que, quando a velocidade do espiao é igual a 1,
nao faz sentido analisarmos a versao em que o espiao se posiciona antes dos guardas, uma
vez que um guarda serd sempre suficiente, bastando que este se posicione inicialmente
no mesmo vértice do espiao e permaneca sempre se movimentando da mesma forma
que o espiao durante o decorrer do jogo. Ademais nao iremos analisar o caso em que
d =0 e s =1 na versao em que o espiao se posiciona depois, pois, como ja mencionado
anteriormente, este caso é equivalente a o jogo de policia e ladrao que ja foi analisado no
capitulo anterior.

Lema 5.11 Dados G = GV G4y e inteiros d > 0 e s > 1, entao
1, sed>1 ouseG for uma clique;
2, sed=0,s>2eG nao ¢ uma clique.

Prova: Se d > 1, entao um guarda ¢ suficiente. Basta que ele sempre se mantenha no
subgrafo oposto ao do espiao. Isto é, se o espiao se movimentar para GG; o guarda se
movimenta(ou permanece) para um vértice de Gy e vice versa.

Observe que no caso em que d = 0 e s > 2 a tUnica possibilidade de 1 guarda
poder impedir o espiao de se comunicar é se G for uma clique. Senao, admita que G
nao é uma clique. Como G é conexo entao deve existir um vértice v que possui distancia
exatamente 2 a pelo menos um outro vértice u. Se houver apenas um guarda, no momento
em que o espiao ocupar o vértice v o guarda também deve ocupa-lo, no entanto no

turno seguinte o espiao pode rapidamente, pois tem velocidade 2, se movimentar para wu,
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enquanto o guarda pode se movimentar no maximo para um vizinho de u. Assim o espiao
pode se comunicar livremente.

Resta-nos mostrar que se d = 0, s > 2 e G nao é um grafo completo, entao
dois guardas sao o suficiente para proteger G. Neste caso, a cada rodada um dos guardas
estard ocupando o mesmo vértice do espiao no subgrafo GG; enquanto ou outro estara em
um vértice qualquer do subgrafo oposto. Se o espiao escolher se manter em G; o guarda
que estava no subgrafo oposto se movimenta de maneira a ocupar o mesmo vértice do
espiao, enquanto o outro se movimenta para um vértice do subgrafo oposto. Se o espiao
escolher se movimentar para o subgrafo oposto o guarda que estava no mesmo vértice que
ele se movimenta novamente para o mesmo vértice do espiao enquanto o outro guarda se
movimenta para algum vértice de Gj. O

Resta-nos analisar os casos em que G é uma quase-aranha magra ou quase ara-
nha gorda. Diferente do que fizemos no capitulo anterior nao iremos separar os resultados
de quase-aranhas e aranhas.

Lema 5.12 Dados uma quase-aranha magra G com partigio (R, C,S) e inteiros d > 0 e
s> 1, entao

.
1, sed > 1;

. k+1, sed=0¢e¢R#0;
94(G) = ) ~ ,
kE+1, sed=0,s>3 edital que s; € S e ndo é adjacente a s;;

L7 sed=0,R=0eVis, ¢S oué adjacente s;.
Onde k € a quantidade de vértices de C' sem contar um possivel vértice dupli-

cado.

Prova: Iremos comecar pelo caso em que d > 1 utilizando apenas um guarda. Observe
que em uma quase-aranha magra se um guarda estd posicionado em um vértice ¢; € C
os Unicos vértices a distancia maior que 1 do guarda sao {s;|j # ¢} e um possivel vértice
duplicado s} também com j # i ou um possivel vértice duplicado c; (caso ¢; e ¢; formem
um conjunto independente). Se o espido se movimentar para um vértice s; ou s’ também
com j # ¢ basta que o guarda se movimente para c;. Se ¢; e ¢; formarem um conjunto
independente e o espido se movimentar para ¢, basta que o guarda se movimente para um
outro vértice da clique.

Sed=0,s>2eR # (), entao uma estratégia vencedora para o espiao jogando
contra k guardas seria simplesmente ir para algum vértice de R, o que forgaria um guarda
a se movimentar para o mesmo vértice. Como ficariam apenas k — 1 guardas em C, pelo
menos um vértice s; a distancia 2 de qualquer guarda. No proximo turno, bastaria que
0 espiao se movimentasse para s; e dessa maneira poderia se comunicar com seu pais de
origem.

Se k 4+ 1 guardas estiverem disponiveis a partir da clique, ndo importa para

qual vértice o espiao va, um guarda pode segui-lo, enquanto os demais k policiais ocupam
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cada um dos vértices de C', mantendo assim todos os vértices a distancia no maximo 1 de
pelo menos um guarda. Observe que, neste caso, o possivel vértice ¢; ndo é ocupado por
um guarda exceto no caso em que o espiao esta nele.

Se s, s; € S formando um conjunto independente, d = 0 e s > 3, entao uma
possivel estratégia vencedora para o espiao ao jogar contra k guardas seria ir para o vértice
s;, forcando um guarda a segui-lo. Se nenhum guarda se movimentasse para c; bastaria
que o espiao, no proximo turno, se movesse para s, para se comunicar. Se algum guarda
ocupasse ¢; entao, como s6 k guardas estao disponiveis, algum vértice s; com j # 4 ficaria
a distancia no minimo 2 de qualquer guarda, como o espiao possui velocidade 3 ele poderia
simplesmente se mover para s; e se comunicar no turno seguinte. A estratégia para os
k + 1 guardas vencerem é analoga ao caso anterior.

Quando d =0, R= 0 e s ¢ S ou é adjacente a s;, entao apenas k guardas sao
necessarios uma vez que um vértice s; € S com os vértices {¢; € C |i # j} formam um
conjunto dominante de G. A estratégia dos guardas é analoga aos casos acima, exceto que
quando o espido se movimenta para para um vértice s; ou s’ ele é seguido pelo guarda
em ¢; e ¢; permanece desocupado até que o espiao mude sua posi¢ao. O
Lema 5.13 Dados uma quase-aranha gorda G com particio (R,C,S) e inteiros d > 0 e
s>1, ent&(o
1, sed>1;

3, sed=0, e R+#0;
93(G) = {3, sed=0, e3ital que s, € S e ndo ¢ adjacente a s; ;
3

, sed=0, edi tal que ¢; € C' e nao € adjacente a ¢; ;

\2, sed=0, e R=10eVi s, ¢S ou é adjacente a s; e Vj c ¢ C ou € adjacente a c;.
Prova: Iremos comecar pelo caso mais simples em que d > 1. Ao posicionarmos um

guarda em um vértice ¢; de C ele estd a distancia 1 de todos os vértices do grafo exceto s;

e possivelmente de (se existir) ou ¢(se existir e formar um conjunto independente com

¢;). Caso o espido se movimente para s;, ¢; ou s}, entdo basta que o guarda se movimente

para algum vértice ¢; com j # 1.

Sed =0e R # (), entao uma estratégia vencedora para o espiao jogando
contra 2 guardas seria simplesmente ir para algum vértice de R, o que forcaria um guarda
a se movimentar para o mesmo vértice. Como restaria apenas 1 outro guarda em C' U S,
entao ao menos um vértice s; estaria a distancia pelo menos 2 de todos os guardas. No
proximo turno, bastaria que o espiao se movimentasse para s; e dessa maneira poderia se
comunicar com seu pais de origem.

Se 3 guardas estiverem disponiveis a partir da clique, nao importa para qual
vértice o espiao va, um guarda pode segui-lo, enquanto os demais 2 policiais ocupam cada
um um vértice distinto de C, mantendo assim todos os vértices a distancia no maximo 1

de pelo menos um guarda.
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Se d = 0 e existe um vértice s; € S nao adjacente a s;, entdo uma possivel
estratégia vencedora para o espiao ao jogar contra 2 guardas seria ir para o vértice s;,
forcando um guarda a segui-lo. Se o guarda restante nao se mover para c¢;, entao havera
pelo menos um vértices s; a distancia pelo menos 2 de todos os guardas e no préximo
turno bastaria que o espiao se movesse para s; para se comunicar com seu pais. Caso o
guarda restante se mova para ¢; entao ambos os guardas estariam posicionados em vértices
nao adjacentes a s, bastaria entdo que o espiao se movimentasse para s; no turno seguinte
para se comunicar. A estratégia vencedora para 3 guardas é analoga ao caso anterior.

Se d = 0 e existe um vértice ¢, € S nao adjacente & ¢;, entdo uma possivel
estratégia vencedora para o espiao ao jogar contra 2 guardas seria ir para o vértice s;,
forgando um guarda a segui-lo. Se o guarda restante nao se mover para ¢; ou ¢, entao
entao haverd pelo menos um vértices s; a distancia pelo menos 2 de todos os guardas e no
proximo turno bastaria que o espido se movesse para s; para se comunicar com seu pais.
Caso o guarda restante se mova para ¢; (¢;) entdo ambos os guardas estariam posicionados
em vértices nao adjacentes a ¢, (¢;), bastaria entdo que o espido se movimentasse para
¢; (¢;) no turno seguinte para se comunicar. A estratégia vencedora para 3 guardas é
analoga ao caso anterior.

Quando d = 0, R =0, s; ¢ S ou é adjacente a s; e ¢; ¢ C ou é adjacente a
¢;, entao apenas 2 guardas sao necessarios uma vez que um vértice s; € S com o vértice
¢; formam um conjunto dominante de G. A estratégia dos guardas é analoga aos casos
acima, exceto que quando o espiao se movimenta para para um vértice s; ou s; ele é
seguido pelo guarda em ¢; e o guarda restante se movimenta para c;. O
Teorema 5.5 Dados um grafo Py-tidy G e inteiros d > 0 e s > 1 podemos determinar
95(G) em tempo O(n +m) para ambas as versoes do jogo do espido.

Prova: Iremos utilizar a mesma técnica ja aplicada nos capitulos anteriores. Primeiro,
utilizando o Teorema [2.3 calculamos a &rvore de decomposicao de G, Tg, em tempo
O(m + n). Cada folha G’ de Tz é um K, Cs, Ps, Ps ou uma quase-aranha sem cabegca.
No caso de G’ ser um grafo quase-aranha sem cabega , podemos calcular em tempo
constante utilizando os Lemas e . Os casos em que G’ é um K, C5, P5, Ps sdo
trivialmente solucionados.

Cada vértice interno G’ de T é um subgrafo grafo de G resultado de operacoes
(V, U ou W) sobre os seus filhos. Assim, se G’ é o resultado de uma operag¢ao U podemos
calcular ¢5(G) em tempo constante (assumindo que os filhos desde j& foram resolvidos)
utilizando o Lema . Se G’ é o resultado de uma operagao V podemos calcular ¢5(G)
em tempo constante utilizando o Lema . Se G’ é o resultado de uma operagao W (for-
mando assim uma quase-aranha) podemos calcular ¢5(G) em tempo constante utilizando
os Lemas eB.13

Como Tg possui O(n) vértices, todo o processo, até chegar na raiz G de Ty,

leva tempo O(n + m). O
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Utilizando estes resultados e as técnicas mostradas nos capitulo anterior seria
possivel obter um algoritmo polinomial para (g, q—4)-grafos com ¢ fixo. No entanto, seria
necessario, assim como existia para o jogo de policia e ladrao, um algoritmo polinomial
que decidisse se uma quantidade fixa de k guardas poderiam vencer o espiao. Deixamos

essa questao para trabalhos futuros.
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6 CONCLUSAO

Nesta tese de doutorado, apresentamos diversos resultados novos para os
problemas de Coloracao Localmente Identificavel e do Jogo de Policia e Ladrao. Além
disso, introduzimos e também apresentamos diversos resultados para um novo jogo de
perseguicao em grafos que generaliza diversos outros jogos estabelecidos na literatura: o
Jogo do Espiao.

Provamos que determinar o nimero lid-cromético e o nimero slid-cromatico
¢ O(n'~¢)-inapréximdvel em tempo polinomial, a menos que P = NP . Isso reforca a
dificuldade do problema que ja havia sido caracterizado como NP-completo por Esperet
et al. (ESPERET et al., [2012]).

Apesar da dificuldade do problema de decidir se x;4(G) < k e xua(G) < k,
utilizando decomposicoes de grafos, pudemos mostrar algoritmos FPT para decidir estes
parametros para (q, ¢—4)-grafos (com ¢ fixo) e para grafos com largura em drvore limitada
(com a largura em arvore e k fixos). Além disso, melhoramos o limite superior para ;g
de grafos com grau méaximo A para 2A? — 3A + 4. O melhor limite superior conhecido
anteriormente era de 2A% — A +1 (FOUCAUD et al., [2012).

Em relacao ao Jogo de Policia e Ladrao, nos concentramos em desenvolver
algoritmos para dois parametros do jogo, o cop-number e sua contraparte temporal, o
capture time. Utilizando novamente decomposicoes de grafos, mostramos algoritmos poli-
nomiais para determinar ambos os parametros para grafos Py-tidy e (g, ¢ — 4)-grafos (com
q fixo). Nossos resultados ainda implicam que a famosa conjectura de Meyniel é valida
para grafos Pj-tidy conexos e (g, q — 4)-grafos conexos com pelo menos ¢ vértices.

Para o Jogo do Espidao provamos que o problema é NP-dificil e W [2]-dificil
para toda velocidade s > 2 do espiao e qualquer distancia d > 0, a menos que P = NP.
Ainda sobre a dificuldade do problema mostramos que uma versao do jogo em grafos
direcionados é PSPAC E-dificil em DAG’s.

Devido a dificuldade do problema do Jogo do Espiao nos voltamos entao para
aborda-lo em classes de grafos simples como caminhos e ciclos. Para estes grafos mos-
tramos limites superiores e inferiores para di(P,) e¢ d;(C,). Apresentamos ainda um
algoritmo linear para calcular ¢g5(G) para quaisquer s > 0 e d > 0 quando o grafo G é um
grafo P,-tidy.

Deixamos como problema em aberto determinar se é possivel decidir, em tempo
polinomial, se um numero fixo de guardas pode proteger um grafo G contra um espiao.
Em caso afirmativo isso poderia, juntamente com os resultados apresentados neste texto,
implicar um algoritmo polinomial para os (¢, ¢ — 4)-grafos de maneira semelhante ao que
foi feito no Capitulo |4] para o jogo de policia e ladrao.

Os resultados deste trabalho foram publicados em (COHEN et al., 2018; MAR-
TINS and SAMPAIO, 2018; |[COHEN et al., 2016; MARTINS and SAMPAIO, 2015).
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