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RESUMO

Alguns conceitos algébricos sdo extremamente importantes, dentre eles o de Funcdo, por
permitir conexdes entre diversos conceitos matematicos e entre diferentes formas do
pensamento matemadtico. Além disso, a Fun¢do exerce um papel preponderante na Matematica
do Ensino Médio e em muitas disciplinas de formacdo bésica nos cursos de Graduagdo. No
entanto, diversas pesquisas na drea de Educacdo Matemadtica apontam que o estudo deste
conceito € muito complexo e causa dificuldades aos alunos. Estd ai um dos motivos
importantes em se estudar mais sobre esse conceito junto aos estudantes. Este estudo propde
uma andlise da compreensdo do conceito de Fun¢do mediada por ambientes computacionais.
A metodologia de pesquisa teve enfoque quantitativo e qualitativo e o estudo foi realizado em
uma escola publica da rede estadual de Fortaleza com uma turma de 13 alunos do 1° Ano do
Ensino Médio. A fundamentagdo tedrica baseou-se em autores como Vygotsky (1998, 2001),
o qual trata das idéias de mediagdo e interacdo; Ausubel (AUSUBEL, NOVAK e
HANESIAN, 1980), Vergnaud (1993), Skemp (1989) e Vinner (1992), os quais discutem o
processo de formagdo de conceitos; Gimenez e Lins (1997), que abordam a producdo e
negociacdo de significados. Os resultados obtidos indicam que a utilizagdo de ambientes
computacionais mediada pela intervencao do professor foi uma ferramenta poderosa capaz de
ampliar a aprendizagem do aluno e de detectar os principais obstdculos a construcdo do
conceito.

Palavras-chave: Educacio Matemdtica. Ambientes Computacionais. Fungoes.



ABSTRACT

Some algebraic concepts are extremely important. Among them, it is the Function concept,
for allowing connections among diverse mathematical concepts and also among different
mathematical thoughts. Moreover, Function plays an important role on Mathematics in High
School and on other core courses at undergraduate level. Nevertheless, some researches on
Mathematics show that the study of this concept is complex and difficult for students. These
facts make it relevant to look into this concept with the students. This study proposes an
analysis of the understanding of the Function concept by means of computational
environments. The study has been done on quantitative and qualitative methodologies and it
took place at a State School of Fortaleza with 13 students from the first year of High School.
The theory was based on Vygotsky (1998, 2001), who deals with the ideas of mediation and
interaction; Ausubel (AUSUBEL, NOVAK e HANESIAN, 1980), Vergnaud (1993), Skemp
(1989) e Vinner (1992), who all discuss the process of concept formation; Gimenez and Lins
(1997), who approaches the production and negotiation of meanings. The results show that
the use of computational environments mediated by the teacher was a powerful tool to
increase the learning of students and to detect the main obstacles to concept construction.

Keywords: Mathematics Education. Computational Environment. Functions.



RESUME

Certains concepts algébriques sont treés importants, parmi eux celui de la fonction qui permet
la connexion entre différents concepts mathématiques et différentes formes de la pensée
mathématique. En outre, la fonction joue un rdle primordial dans 1’enseignement des
mathématiques au lycée et dans le premier cycle des cursus universitaires. Cependant,
plusieurs recherches dans le domaine de I’éducation mathématique démontrent que 1’étude de
ce concept est tres complexe et que sa compréhension par les éleves en est tres difficile. Dot
I'importance de 1"étudier encore plus. Cette étude propose une analyse de la compréhension
du concept de fonction en utilisant I’ordinateur comme médiateur de I’apprentissage. Nous
avons utilis€ une méthodologie de recherche a la fois quantitative et qualitative. L."étude a été
réalisée dans une école publique de la ville de Fortaleza avec un groupe de treize éleves de
I’enseignement secondaire. Les fondements théoriques ont eu pour base les auteurs suivants:
Vygotsky (1998, 2001), qui présente les idées de la médiation et de I'interaction ; Ausubel
(Ausubel, Novak et Hanesian, 1980), Vergnaud (1993), Skemp (1989) et Vinner (1992) qui
montrent le processus de formation de concepts ; Gimenez et Lins (1997), qui traitent de la
production et de la négociation de sens. Les résultats obtenus démontrent que 1’utilisation de
I’ordinateur avec [D’assistance du professeur est un outil puissant, capable d’élargir
I’apprentissage de 1'éleve et de détecter les principaux obstacles qui empéchent la
construction du concept de fonction.

Mots-clés: Education Mathématique. Environnement Informatique. Fonction Mathématique.
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1. INTRODUCAO

Minha experiéncia com o Ensino Médio vem de oito anos como professor de
Matemdtica em alguns colégios publicos e particulares de Fortaleza. H4 trés anos tenho
trabalhado com as 1* e 2% séries do Ensino Médio no Liceu de Messejana. Noto a grande
dificuldade dos alunos em relacdo ao aprendizado de Matematica. Eles t€ém dividas em
assuntos considerados ficeis pelos professores como a resolu¢do de equacio do 2.° grau, o
jogo de sinais e o grifico cartesiano. A maioria desses alunos vem do Tele-Ensino, onde o

orientador de aprendizagem nem sempre € um professor de Matematica.

Observo ainda a grande dificuldade do aluno em entender fungdes compostas,
exponenciais e logaritmicas no Ensino Médio. Corriqueiramente entre os professores de
Matematica, ao se discutir esse assunto, o argumento que se coloca é de que o aluno “ndo tem
base”. A “falta de base” é, portanto, apontada como uma das dificuldades maiores, pois o
aluno se sente inseguro diante de nocdes tedricas como potenciacdo e suas propriedades -
assunto de vital importancia para fun¢des exponenciais - as quais sdo comumente transmitidas
ao aluno no Ensino Fundamental. De fato, nota-se a inseguranca dos alunos ao aplicar essas

nogdes quando exigidas no Ensino Médio.

A disciplina de Calculo Diferencial e Integral I no curso de Bacharelado em
Ciéncias da Computagdo, no qual ministro aulas hi onze anos, é bdsica para o curriculo.
Disciplinas como Métodos Numéricos, Programacdo Linear e Pesquisa Operacional
dependem dela. Como professor da disciplina, destino duas semanas para revisdo dos
principais assuntos do Ensino Médio, os quais considero de vital importancia a aprendizagem
dos contetddos ligados ao Cilculo. Nessa revisdo e durante parte do curso, observo as
dificuldades que os alunos, recém-ingressos na universidade, t€ém em tracar grificos de
fungdes, principalmente fun¢des definidas por vérias sentengas e fun¢des modulares, nogdes
extremamente importantes para o entendimento de limites laterais. Outro assunto de vital
importancia para o Célculo € o estudo do sinal de fun¢des, principalmente fungdes do 1.° e 2.°
graus, que € mal compreendido pelo aluno. Espera-se que o aluno ji tenha dominio de tais
nogdes, pois ji foram transmitidas inicialmente na 9.° série do Ensino Fundamental, e

complementadas nas séries do Ensino Médio. No entanto, isso ndo acontece.
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Por outro lado, as dificuldades dos alunos na aprendizagem de fun¢des t€m razoes

pedagdgicas que serdo discutidas logo a seguir.

Desde o inicio da criagdo dos cursos de Licenciatura, na época do Estado Novo,
estes ja apresentavam um cardter essencialmente conteudista, no qual os alunos eram simples
receptores de informacdes. Nas aulas, os recursos didaticos usados eram praticamente a lousa,

giz, consulta ao caderno e livro adotado.

Atualmente, o licenciando em Matemdtica, futuro professor do Ensino
Fundamental e Médio, tem basicamente essas mesmas aulas, deparando-se em geral com um
curriculo desatualizado, pouco criativo diante das grandes descobertas cientificas e
tecnoldgicas. Assim, o licenciando, passivo na sua formacgdo, s assiste as aulas para prestar
contas nos momentos das provas e depois no seu desempenho profissional. O professor sera
um simples “repassador” do conhecimento, privilegiando o raciocinio mecanico. Embora no
mundo inteiro se critique o sistema escolar rigido, que d4 um conhecimento “morto” através
das disciplinas e a Matemadtica, mais do que qualquer outra, no Brasil ainda assistimos a este
quadro. O curriculo da Licenciatura em Matemadtica ¢ composto de poucas disciplinas da area
pedagdgica e, quando estas sdo ministradas, sdo consideradas desinteressantes pelos

professores de Matemadtica do curso, desmotivando o aluno para elas.

Outro fator negativo que interfere na formacao dos licenciandos € a estrutura atual
do ensino na universidade brasileira, baseado na matricula por disciplina/regime de créditos.
Através dessa estrutura, onde h4 a liberdade de escolha das disciplinas, podendo cursi-las em
cursos e areas diferentes, a interacdo dos alunos € dificultada, ficando dificil estabelecer uma
relacdo mais proxima, formar grupos de estudo. Como afirmam Barbosa e Borges Neto (1995,
p.66): “[...] Acarretam a fragmentacdo do trabalho educativo, gerando a dispersdo, a

descontinuidade e heterogeneidade que certamente inviabilizam a eficdcia do ensino”.

Por outro lado, os professores do Ensino Fundamental e Médio, de um modo
geral, encontram-se desinteressados, sem qualificacdo necessdria para acompanhar as

transformacdes do mundo de hoje, “nas formas de conceber, armazenar e transmitir o saber
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provocadas pelo aparecimento das midias eletrOnicas entre elas a informatica e a telemdtica”,
como lembra Moraes (1997, p.123). Encontram-se desinteressados também devido ao baixo
reconhecimento da profissdo no mercado de trabalho que oferece saldrios indignos. No Brasil,
ndo hd uma politica de valorizacdo do magistério e, consequentemente, o professor desdobra-

se para garantir a sobrevivéncia, restando pouquissimo tempo para se atualizar.

Cresce a insatisfacdo de pais e alunos. A escola, com seus conteddos dissociados
do mundo e da vida, prejudica os alunos, os quais saem despreparados para enfrentar o
mercado de trabalho. No entanto, parece que toda a sociedade se acomoda diante dessa

situacao.

O mais grave nesse caso € que a aprendizagem ndo tem sido o foco principal da
escola. Rotinas administrativas, como o planejamento curricular e a questdo da indisciplina,
por exemplo, consomem em parte a energia de diretores e professores. Em relatdrio sobre o
problema da reprovagdo nas escolas do Nordeste Brasileiro, o Banco Mundial aponta como
uma das causas graves o fato de o professor ndo estar preocupado que o aluno aprenda, mas

sim em cumprir o programa estabelecido pela proposta curricular (MORAES, 1997).

No cotidiano da sala de aula, observo que ndo € s6 com a Lei de Diretrizes e
Bases da Educagdo Nacional (LDB) e os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) para o
Ensino Médio ou com Laboratérios de Informdtica bem equipados que se faz uma mudanga
pedagdgica nas escolas. Se o aluno continua passivo, se a educacdo € simplesmente
transmissdo de conhecimento, se os recursos tecnologicos pouco fazem para modificar esse
quadro ampliando o campo mental do aluno, ainda ndo podemos nos acomodar em face dessa

situacdo educacional.

De nada adiantam provocacdes de mudangcas nos processos de ensino e
aprendizagem que ndo discutam a maneira como o jovem aprende e como constréi 0 seu
conhecimento. Qualquer proposta de educacdo deve considerar, em primeiro plano, o aluno,

suas necessidades, expectativas, interesses, aspiragoes e possibilidades.

A Algebra é um tema que causa dificuldades aos alunos. Na passagem da
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Aritmética para a Algebra, eles se deparam com um grande obstdculo epistemoldgico, ou seja,
reconhecer que letras podem representar valores e que simbolos matematicos podem ter
diversos significados. Outras dificuldades sdo a compreensdao dos conceitos de varidvel e

funcdo, a manipulagdo de letras e a nocdo de sistema (VERGNAUD, 1988).

Func¢do € um tema muito importante na Matematica, por permitir conexdes entre
diversos conceitos matematicos e entre diferentes formas do pensamento matemdtico. Uma
parte importante da Trigonometria, por exemplo, é destinada as fungdes trigonométricas e
seus graficos. E bom lembrar que as progressdes aritméticas e geométricas, assuntos
relevantes no Ensino Médio, sdo fungdes particulares. Na Geometria Analitica, estudam-se as
propriedades das retas e pardbolas que sdo propriedades dos graficos das funcdes
correspondentes. O estudo de polindmios e equagdes algébricas fica bem mais atraente pelo

enfoque das fungdes polinomiais.

Além de sua importancia para a Matemadtica, o conceito de fun¢do desempenha
papel importante em outras dreas do conhecimento, como a Fisica, Geografia, Economia e
Quimica. Assim, por exemplo, a funcido polinomial do 1.° grau € muito usada em Economia.
De fato, sendo p o preco de venda por unidade de um determinado bem e q a respectiva
quantidade vendida, a receita total (Rt) é dada por Rt = pq. Quando p € fixo, ou seja, o preco
¢ sempre o mesmo, Ry é uma funcio do 1.° grau de q. Portanto, cabe ao ensino do conceito de
funcdes permitir ao aluno do Ensino Médio flexibilidade para usa-lo em situagdes diversas do
conhecimento humano, considerando e fortalecendo o critério de contextualizacdo e
interdisciplinaridade. Ajustando seus conhecimentos sobre fungdes, o aluno pode construir

um modelo para interpretacdo e investigagdo em Matemadtica.

A evolucao histdrica do conceito de fungdo sugere que nao deve ser facil para os
estudantes apreenderem este conceito. De fato, muitos estudos realizados na drea de Educacao
Matemadtica apontam que o conceito de funcdo tem se revelado de dificil assimilagdo por parte
dos alunos, tanto no Ensino Médio, quanto no Ensino Superior. As investigagdes de diversos
pesquisadores, (DUBINSKY; HAREL, 1992; SIERPINSKA, 1992; VINNER, 1992; REGO,
2000) tém mostrado que as idéias de varidvel, dominio, contradominio e imagem, que
permeiam a compreensdo do conceito, ja trazem grande complexidade para a aprendizagem

pelos alunos. Estd ai um dos fatores relevantes em se estudar mais sobre este conceito junto
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aos estudantes.

Muitas propostas tém surgido para a superacao das dificuldades no ensino e na
aprendizagem de Algebra e fungdes. Uma dessas propostas envolve a construcio de um
nucleo de significados negociados entre professores e alunos (GIMENEZ; LINS, 1997). Esses
significados devem ser negociados em contextos bastante especificos, envolvendo situacdes-
problema e algumas vezes, o uso de objetos de manipulagio, tais como balangca ou ambientes
computacionais. Embora ndo sejam eles por si s6 que produzam significado, eles permitem o

surgimento de momentos de negociagdo entre professores e alunos.

Diversos estudos com ambientes computacionais discutem a manipulacio
simultinea de multiplas representacdes de aspectos ligados a funcdo, tais como tabelas,
graficos e equacdoes (CONFREY, 1992; BORBA, 1999). Tais trabalhos abordam, por
exemplo, a manipulacio dindmica de graficos e como isso modifica a equacdo de uma funcgao.
Outros trabalhos envolvem a relacdo entre representacdes algébricas de fungdo e situacdes
reais tais como velocidade, saldo bancdrio, usando software de simulagdo, sensores de
movimento e outros aparatos tecnolégicos (CASTRO-FILHO; CONFREY, 2001). Régo
(2000) ressalta que o uso do computador no ensino de fun¢des tem vdrias vantagens, sendo
uma delas sua efici€ncia como ferramenta de manipulagdo simbdlica, no tratado de graficos e
como instrumento facilitador nas tarefas de resolu¢do de problemas. Nesse sentido, o
professor poderd se concentrar mais nas idéias e conceitos € menos nos algoritmos. Essa
possibilidade de software e aparatos tecnoldgicos permite que professores e alunos
estabelecam didlogos sobre os conceitos subjacentes a manipulacido feita e aos resultados

apresentados.

Uma limitacdo desses trabalhos é que nem sempre essas investigacdes t€ém sido
conduzidas em situagdes escolares formais. Com o intuito de investigar como os alunos
resolvem questdes envolvendo conhecimentos sobre fungdes, o presente trabalho tem como
um dos objetivos observar como o uso de ambientes computacionais pode ajudar na

compreensdo desses conteidos.

Como outro objetivo, pretende-se identificar e categorizar as dificuldades e a
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producdo de significados empregados pelos alunos durante a resolugdo destas questdes em

situacdes envolvendo lapis e papel e o uso de um ambiente computacional.

De acordo com Santos et al. (2006), em contextos de ensino e de aprendizagem do
conceito de fungdo, freqlientemente, sdo apresentados aos estudantes a definicaio de Bourbaki
(par ordenado)' ou alguma versio da defini¢io dada por Dirichlet (correspondéncia)®.
Segundo Fossa & Fossa (2000), para o aluno, esta definicdo € extremamente abstrata, pois

estdo subjacentes varios outros conceitos tais como relacdo, par-ordenado e outros.

Observo os problemas relacionados aos processos de ensino e de aprendizagem do
conceito de fungdo decorrentes das dificuldades que os alunos t€ém em entender a definicao
Bourbaki-Dirichlet. Como forma alternativa de introduzir o conceito, proponho que o aluno
construa uma idéia mais essencial de funcdo: a de variacdo, ou de grandezas que variam uma
dependendo da outra. Utilizar essa idéia tornard o estudo de funcdes um instrumento
matemadtico fundamental para fisicos, quimicos, bidlogos, economistas, gedgrafos dentre

outros.

Nas ultimas trés décadas, muitas pesquisas sobre o conceito de funcdo tém se
concentrado tanto nos aspectos epistemoldgicos como em uma drea de estudo denominada de
Psicologia da Educacao Matemadtica. Enquadram-se nesses dois grupos, respectivamente, as
pesquisas de Anna Sierpinska e os estudos voltados para a concep¢ao dos estudantes sobre o

conceito de funcdo, principalmente aqueles realizados ou orientados por Shlomo Vinner.

Obstédculos epistemoldgicos sdo dificuldades que estdo intimamente ligadas a
conceitos complexos com o de funcdo. Estas dificuldades ocorreram na evolugdo histérica do
conceito de funcdo e também podem estar presentes nas dificuldades cognitivas dos alunos

quando eles o estdo estudando.

' Uma funcdo “é uma tripla ordenada (X, Y, f), onde X e Y sdo conjuntos e f é um subconjunto de XxY, tal que,
se (x,y) € fe(x,y) € f, entdo y=y’”(SIERPINSKA, 1992, p.30, tradu¢io nossa).

* “Se uma varidvel y estd relacionada a uma varidvel x de modo que, ao se atribuir qualquer valor numérico a x,
existe uma regra de acordo com a qual um unico valor de y é determinado, entdo y € dito ser uma fungio da
varidvel independente x”. (SIERPINSKA, 1992, p.46, traduc@o nossa).
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Sierpinska (1992) objetiva identificar esses obstdculos para que, em contextos de
ensino e aprendizagem de fungdo, os professores possam se conscientizar da existéncia deles.
Para tanto, ela se baseia numa pesquisa realizada com estudantes de 17 anos no Ensino
Fundamental da PolOnia juntamente com uma andlise histérica e epistemoldgica do
desenvolvimento do conceito de funcdo. Dessas andlises, ela aponta quinze obstaculos
epistemologicos que levam o aluno ao ndo desenvolvimento do conceito geral de funcdo,
assim como dezoito atos de compreensdo, condigdes necessdrias para a compreensao desse

conceito.

E também proposta deste estudo, durante e apds a intervencdo pedagdgica,
identificar os obstaculos cognitivos que poderdo surgir, assim como averiguar em que medida
a interven¢do pedagdgica do pesquisador-professor mediada pelo computador pode ajudar os

alunos a superd-los.

Vinner (1992) sugere que hd um conflito inevitivel entre a estrutura da
Matemadtica e o processo cognitivo de aquisicdo do conceito do aprendiz. Para o aluno,
apreender um conceito dificil como o de fun¢cdo € uma tarefa cognitiva drdua. Na realidade,
quando o aluno estd resolvendo uma situagcdo-problema que envolve um determinado
conceito, na maioria das vezes e inicialmente, ele ndo invoca a sua definicao conceitual, mas a
sua imagem conceitual, ou seja, os exemplos, contra-exemplos, teoremas e fatos associados
que caracterizam e limitam este conceito em particular. O autor ainda enfatiza que as imagens
conceituais dos estudantes sao moldadas pelas suas experiéncias externas da escola, obtidas
no cotidiano, juntamente com as idéias e exemplos aprendidos em sala de aula. Além disso,

estas imagens podem estar em desacordo com a definicao.

O mestrado em Matematica, realizado na Universidade Federal do Ceard, com
subarea em Otimizagdo, trouxe-me a oportunidade de trabalhar com Software Mateméticos. O
primeiro deles foi o Lindo (Linear Interactive and Discrete Optimizer), um software que pode
ser usado para resolver problemas de programacao linear, inteira e quadritica. O segundo
software, Matlab, uma abreviagdo de Matrix Laboratory, é um programa interativo para
célculos matriciais. Além do amplo uso nas Engenharias, o Matlab ¢ uma excelente
ferramenta didética para o ensino de Algebra linear em cursos de graduagdo. Nos trés tltimos

semestres, venho trabalhando com este software na disciplina Algebra Linear Computacional,
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experiéncia que vem tendo bons resultados no processo de ensino-aprendizagem na medida

em que contribui para despertar a atencao e motivacao dos alunos.

Em um curso de extensido sobre o uso do software Cabri-Géomeéetre na
Universidade Federal do Ceard, em convénio com a Secretaria de Educacao do Estado do
Ceard, em 1999, trabalhamos os principais assuntos da geometria plana e pude perceber o

quanto este software auxilia o desenvolvimento de conceitos geométricos.

Com essas experiéncias, verifiquei o quanto a Informética pode ser importante
para a aprendizagem de conceitos matematicos. Dai a necessidade de pesquisar nessa drea
para viabilizar futuramente a constru¢do de um software educativo de facil manuseio, que

leve a construcdo do conceito de fun¢do, hoje de dificil compreensdo por parte do aluno.

Um software educativo baseado em uma concep¢do construtivista “[...] deve
permitir que eles (os alunos) manipulem objetos na tela e a partir de suas reflexdes sobre essa
manipulacdo elaborem hipéteses sobre o que estd acontecendo” (CASTRO-FILHO, 2001a, p.2).
O autor afirma também que o software matematico deve estar baseado em teorias que lidem
com questdes especificas do conhecimento matematico, enfatizando multiplas representagcdes

dos conceitos e suas observagdes e propiciando processos de mediacao por parte do professor.

Vygotsky postula que a interagdo social é de grande importancia para a
aprendizagem. Ela ocorre entre duas ou mais pessoas que cooperam conjuntamente na
realizacdo de atividade. Ao realizé-la, sdo igualmente importantes os conhecimentos prévios

de cada aluno e as interacdes que sdo feitas entre eles.

Nesse sentido, em que medida os conhecimentos prévios podem favorecer a
compreensdo conceitual de funcdo? Em particular, o conceito de proporcionalidade, visto na

7.° série do Ensino Fundamental, facilita ou dificulta a constru¢@o do conceito de fungdes?

Para Vergnaud (1993) o conhecimento emerge na resolucdo de problemas.
Também € uma pretensdo desta pesquisa apresentar os conhecimentos-em-a¢do empregados

pelos alunos na resolugdo das situacdes-problema envolvendo o conceito de fung@o propostos
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no moédulo de atividades elaborado por nés. Quais sdo os conceitos-em-a¢iao € 0s teoremas-

em-acdo que emergem na resolugcdo de problemas?

Para tanto, foi elaborado um conjunto de atividades relacionadas ao conceito de
funcdo. A medida que os alunos participaram das atividades, foi mais fécil diagnosticar os
niveis de mediacdo, interacdo, conhecimentos prévios e conhecimentos-em-acao utilizados em

sua execuc¢ao.

O objetivo deste trabalho € analisar a compreensdao do conceito de funcdo através
de moédulos de atividades mediados por ambientes computacionais. Em conseqiiéncia do
enfoque escolhido, serdo trabalhados no ambito deste projeto, os subconceitos de: dominio,

contra-dominio e imagem.

O que se pretende realizar especificamente é:

¢ Elaborar médulos de atividades que envolvam ambientes computacionais a
serem adotados experimentalmente em turmas da 1* série do Ensino Médio,
destinados ao estudo do conceito de fungdes e suas aplicacdes em fisica,
economia dentre outros.

e Testar a validade desses moédulos de atividades quanto a eficicia para
promover nos alunos:

- Compreensao do conceito de fungdo como dependéncia de varidvel;

- Capacidade de inter-relacionar as vdrias formas de representa¢do do conceito
(grafica, algébrica numérica etc);

- Investigar em que medida os conhecimentos prévios favorecem a
compreensdo do conceito de fungdes Matemaética.

- Identificar, a luz da teoria de Vergnaud, quais os conhecimentos-em-acao (0s

conceitos-em-acdo € Os teoremas-em-a¢do) que emergem na resolucdo de

problemas envolvendo o conceito de fungdes.

Esta tese € dividida em cinco capitulos. O Capitulo 2 € dedicado a histéria do

conceito de funcdo e das principais condi¢des necessdrias para a compreensao deste conceito,
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bem como os mais importantes obstdculos epistemoldgicos que dificultam este entendimento.

No Capitulo 3, sdo discutidas algumas pesquisas realizadas sobre o tema fungdes,
considerando-as sob 0s aspectos computacionais e epistemolégicos. Também sdo analisadas
pesquisas que evidenciam o papel da interacdo e dos conhecimentos prévios na aprendizagem
do conceito de fungdes. No capitulo 4, sdo apresentados os principais pressupostos tedricos

que serviram para a andlise dos resultados.

No Capitulo 5, sdao relatados os procedimentos metodologicos de investigacao,
com a explicac@o do tipo de pesquisa, a descri¢do dos sujeitos e dos materiais utilizados. No
capitulo 6, utilizando as perspectivas qualitativa e quantitativa, a categorizacdo dos dados é

analisada e discutida.

Ainda neste capitulo, a categorizagdo das estratégias e dos conhecimentos-em-
acdo apresentados pelos alunos durante a resolucido das atividades sdo mostradas, para, ao
final, no Capitulo 7, as consideragdes finais do estudo serem apresentadas, com propostas de

futuras pesquisas.
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2. FUNCAO

Este capitulo traz um levantamento de pesquisas sobre o conceito de fungdes. Esta
dividido em duas partes. A primeira parte é dedicada aos estudos que evidenciam a
dificuldade dos alunos com o conceito de funcdo. A segunda parte é dedicada a historia do
conceito de funcdo e das principais condi¢des necessdrias para a compreensao deste conceito,

bem como os mais importantes obstdculos epistemoldgicos que dificultam este entendimento.

2.1 Aspectos Gerais

Observa-se que o estudo da Algebra, iniciado no Ensino Fundamental, é um tema
em particular no ensino da Matemadtica, que causa dificuldades aos alunos. Na passagem da
Aritmética para a Algebra, eles se deparam com um grande obstéculo epistemolégico. Muitas
vezes tém dificuldade em trabalhar com letras ao invés de nimeros, ndo conseguindo operar
facilmente com simbolos literais, tornando-se dificil para eles multiplicarem, por exemplo, 5

por X, visto que x ndo é um numero conhecido.

Vergnaud (1988) ressalta que diferentes problemas conceituais sdo levantados
pela Algebra, os quais repercutem nas dificuldades cognitivas dos alunos. Alguns deles sio:
(1) o significado do sinal de igual; (2) operacdes simbdlicas; (3) os poderosos e dificeis
conceitos de varidvel e funcao; (4) o significado das solugdes negativas; e (5) a manipulacao

de letras e a no¢do de sistema.

Ilustrando a primeira das possiveis dificuldades: ao se depararem numa sentenga
como 5+7=12, os alunos frequentemente entendem o sinal de igual como um operador que
transforma 5+7 em 12. Eles, inicialmente, ndo entendem que o sinal de igual tanto pode
indicar o resultado da operacdo de adicdo como o fato de que o primeiro termo da sentenca

(5+7) é idéntico ao segundo em relacdo a quantidade.



32

Os principais conceitos de Algebra sdo apresentados aos alunos através de
manipulacdo de simbolos (GIMENEZ; LINS, 1997). Nos exercicios, a énfase é dada ao
raciocinio algoritmico, sem a devida preocupagdo se os alunos compreenderam ou ndo os
conceitos envolvidos nele. Esta concep¢io do ensino da Algebra, chamada de “letrista” pelos
autores citados, estd baseada na idéia de que a atividade algébrica é ‘“célculo literal”,
praticando a sequéncia técnica (algoritmo) / prética (exercicios). Os mesmos autores ressaltam

que esta concepg¢ao € encontrada nos principais livros didéticos brasileiros.

Alguns conceitos algébricos sdo extremamente importantes, dentre eles o de
funcdo, devido ao seu papel central na Matematica do Ensino Médio e em diversas disciplinas
de formacdo bdsica nos cursos de graduacdo em Ciéncias Exatas, da Satide e Sociais

Aplicadas.

Investigacdes de diversos pesquisadores, (DUBINSKY; HAREL, 1992; REGO
2000; FOSSA; FOSSA, 2000) tém mostrado que as idéias de varidvel, dominio,
contradominio, imagem, zeros ou raizes de uma funcdo trazem grande complexidade para a
aprendizagem dos alunos. Estd ai um dos motivos importantes em se estudar mais sobre este

conceito junto aos estudantes.

Para compreender melhor o ensino do conceito de fun¢des e suas dificuldades
deve-se remontar a influéncia do grupo Bourbaki no ensino da Matemética no Brasil. Por
volta dos anos 1930, foram sistematizados e comunicados, em conferéncias e congressos
internacionais, alguns conceitos matemdticos abstratos com o de: “grupo”, “anel”, “corpo” e
“conjunto”, amplamente aceitos pela comunidade Matemadtica. Estes conceitos e muitos
outros foram sintetizados numa série de livros chamados “Elementos de Matematica”, de
autoria de Nicolas Bourbaki, na realidade, pseudonimo adotado por um grupo de matemaéticos

franceses.

Esse grupo influenciou a educacdo matemdtica mundial por intermédio do que
ficou conhecido como “Matemdtica Moderna”. Sua grande proposta era que poderia tornar
acessivel aos alunos do Ensino Fundamental e Médio contetidos baseados em estruturas
abstratas. Influenciado por esse movimento, muitos paises adotaram em seus curriculos os

conceitos abstratos de: conjuntos, relacao, funcdo e grupo. Os alunos estudavam a teoria dos
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conjuntos ilustrada por colecdes de objetos do cotidiano. Mas a teoria dos conjuntos tem
poucas aplicacdes interessantes, 0s seus exercicios tém poucas possibilidades de variagdo. No
entanto, a geometria € os nimeros, temas mais atrativos aos alunos por se aproximarem mais
do mundo externo, foram relegados a segundo plano pela ‘“Matemdtica Moderna”
(GARDING, 2000).

A linguagem presente nos principais livros textos de Matematica do Ensino Médio
sofre influéncias do “Movimento Matematica Moderna”, fundamentada na “Teoria dos
Conjuntos”. Muitos autores destes livros, ainda hoje, apresentam variacdes da definicdo de

Dirichlet-Bourbaki sobre fungdes (RI:ZGO, 2000; SANTOS, 2006).

Para o aluno, esta defini¢do € extremamente abstrata, pois estdo subjacentes varios
outros conceitos tais como relacdo, par-ordenado etc. Além disso, como afirmam Fossa &

Fossa (2000, p.155):

[...] o aluno raramente desenvolve uma concep¢do desta nogcdo que chega a
aproximar sua plena generalidade. De fato, a defini¢do do conceito de fun¢éo parece
ter um papel bastante reduzido na determinacéo de como este conceito é entendido

z

pelo aluno. Muito mais importante é a sua experiéncia com dois conceitos
associados ao de funcdo, a saber, equacdes e graficos, pois quando o aluno encontra
funcdes no seu livro texto ou na sala de aula, geralmente se pede que ele manipule
de alguma forma uma equag@o que representa a fung¢@o ou esboce o seu gréfico.

z

Assim, o aluno é exposto a uma classe restrita de funcgdes e, forcosamente, ele
abstrai o seu conceito de funcio apenas desta classe.

Estes pesquisadores realizaram estudo baseado em questiondrios aplicados aos
alunos de Célculo I, recém-ingressos na Universidade do Rio Grande do Norte, com o
objetivo de identificar qual a idéia predominante de fun¢do que o aluno possui ao ingressar na
Universidade. A escolha foi aleatéria entre os matriculados na disciplina. Em uma das
questdes, 59% dos entrevistados disseram que a expressio x°+y” =1 era funcdo. Parece que,
para eles, qualquer equagdo seria uma fung¢do, tornando-se um obstaculo cognitivo para um

entendimento mais profundo do conceito de fungdes.

Régo (2000) analisou e comparou este mesmo questiondrio, agora aplicado aos
alunos de Engenharia da Universidade Federal da Paraiba, em 1997. Em relacdo a uma
questdo sobre gréfico - a circunferéncia de centro na origem dos eixos - 39 % dos alunos

identificaram o grafico como sendo de uma fun¢do. Os alunos confundiram o grafico com o
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conceito “funcdes circulares”, fazendo a interpretacdo de forma literal, ou seja, as fungdes

poderiam ter como gréficos, circulos ou até mesmo semicirculos.

Tais estudos confirmaram que sdo poucos os alunos que tiveram internalizado a
definicdo Bourbaki-Dirichlet e € grande a dificuldade que eles tém de relaciond-la com a
representacdo grafica e algébrica. Isso tem sido constatado no cotidiano da sala de aula tanto

no Ensino Médio como no Ensino Superior.

Meira (1997) afirma que essa definicdo se caracteriza por ser uma concepgao
"estética de funcdes". Uma forma alternativa de definir fungdes seria um ato que transforma
cada elemento de A em um elemento de B, pesquisada por Freundental (1983). Ele ressalta as
vantagens dessa definicdo, uma vez que transformacdes aplicadas na varidvel independente
geram mudancas na varidvel dependente, sendo mais apropriada ao estudo de eventos fisico-

causais tal como o comportamento eldstico de molas.

Entretanto, o autor observa que a primeira definicdo € tdo importante quanto a
segunda, pois poderd auxiliar na investigacdo de propriedades de conjuntos. Dessa forma, na
perspectiva da funcionalidade pedagdgica e de pesquisa, a escolha de uma ou outra forma de

defini¢do dependerd da sua adequacdo e utilidade.

Um assunto largamente usado na Matemdtica e nas outras dreas do conhecimento
humano como a Economia é o subconceito de monoticidade de fungdes. Ferreira (1998)
aponta que os alunos associam o subconceito de monoticidade através da reta, ou seja, para
eles a reta da funcdo f;(x) = x € uma noc¢ao de funcio crescente; e a reta da funcdo f2(x) = -

x+2, uma fun¢do decrescente. Mas o aluno tem dificuldade de generalizar esta percepcao ao

. . . . . ~ 1
analisar os intervalos de crescimento ou decrescimento do grifico da funcgdo f3(x) = — .
X

A pesquisadora sinaliza que os alunos tém outra forma de interpretar gréfico: a
forma pontual. Eles véem o grifico para localizar pontos especiais, ou seja, a preocupacgao
maior deles € observar a intersecdo do grafico com os eixos cartesianos e vértice (aqui para

fungdes quadraticas). Comparando diferentes fun¢des do 1.° grau com mesmo coeficiente
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independente, estudantes podem ser levados a conectar o coeficiente linear com a interse¢do

com o eixo f(x).

O conceito de continuidade de funcdes € alvo de inimeras pesquisas. Alves
(2001) analisou o desenvolvimento deste conceito com um grupo de 70 alunos, estudantes da
disciplina Célculo Diferencial e Integral do curso diurno de Engenharia Mecénica da
Universidade Federal do Ceard. Para tanto, o pesquisador fez a andlise dos processos de
aquisicao e operacionalizacdo dos conceitos de funcdo e limite, visto que estdo diretamente
ligados ao campo conceitual de continuidade de fun¢do. Ao longo da pesquisa, o conceito de

funcdo, na maioria das vezes, mostrou-se incompleto pelos estudantes. O autor conclui:

Percebemos ao longo da pesquisa uma fragil nocdo do conceito de funcio,
ressaltando-se que os estudantes ndo sabiam a definicio formal (quando
questionados acerca dos conceitos necessarios na resolucéo de tarefas consideradas
faceis) do referido conceito por completo. Kaput adverte para o fato de que fungdes
de duas varidveis reais como f(xX,y) necessitam ser vistas como um processo de
tomada de pontos no plano (X,y) em pontos na reta real. Os estudantes que ndo
compreendem a concep¢do de processo de funcdo sentirfo dificuldades, quando
forem colocadas em contato com este e outros objetos matematicos (por exemplo
limite e integral) como no caso das disciplinas de Calculo III e vetorial obrigatdrias
nos cursos de engenharia na Universidade Federal do Ceara (ALVES, 2001, p.139).

“__9

Como sabemos o simbolo tém diversos significados a depender do contexto

z

no qual aparece e da maneira como ele € utilizado. Assim, por exemplo, no contexto

“__

aritmético, o significado do “=" pode significar um célculo a ser realizado tal como “4+2 =".

“__9

J4 no contexto algébrico, o sinal de pode significar uma relacdo de igualdade ou de

equivaléncia. Um exemplo seria a equacdo x+7 = 20. Neste caso, a principal finalidade do

“_ 4

¢ indicar que o nimero que estd no lado direito do

“_v 4 :

simbolo ¢ equivalente a expressao

do lado esquerdo.

Ainda no contexto algébrico e em particular, no ensino de funcdes, o sinal de “="

pode indicar uma dependéncia causal entre as varidveis. Como exemplo, podemos trabalhar

(1] [

com a fun¢do afim y=2x+5, onde a varidvel “y” € a dependente e “x” a independente.

Nesse sentido, Cavalcanti e Camara dos Santos (2008) teve como objetivo discutir

“__9

as concepg¢Oes dos alunos do 3° ano do Ensino médio sobre o significado do simbolo ,
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particularmente, no contexto das fun¢des. Os autores tinham em mente, observar de maneira

“__

articulada, o uso do simbolo “=" e a idéia de dependéncia entre varidveis.

Participaram da pesquisa duzentos e cinco alunos do 3° ano do Ensino Médio de
escolas publicas da regidao metropolitana do Recife. O experimento consistiu na aplicacdo de
dois instrumentos de investigacdo. O que diferenciava um instrumento do outro correspondia
a presenca de um simbolo de operacdo (no caso, o simbolo + de adi¢do) antes ou depois do
simbolo de igualdade. Por exemplo, se no instrumento 1 a expressdo correspondente a

igualdade fosse 2x+8=y, no instrumento 2, seria y= 2x+8.

Na andlise dos resultados finais, os alunos demonstraram diferentes concepgdes
sobre o significado do sinal “=", mas nenhuma foi compativel com os atributos deste simbolo
no contexto de funcdes. Assim, por exemplo, 8,7% dos alunos pesquisados atribuiram
significados ao sinal “=" da funcdo afim y = 2x+8 como sendo operacional, ou seja, indicava

__9

um calculo a ser realizado. Contudo, nenhum aluno indicou o sinal de como sendo uma

dependéncia causal entre as varidveis (relacdo entre a varidvel dependente e independente).

A préxima secdo € dedicada a histéria do conceito de fungdo e das principais
condi¢cdes necessdrias para a compreensdo deste conceito, bem como 0s mais importantes

obstéculos epistemolégicos que dificultam este entendimento.

2.2 Atos de Compreensao e Obstaculos Epistemologicos ao conceito de funcoes

Sierpinska (1992) afirma que os alunos tém dificuldades de compreender o
conceito de funcdo e de fazer a ligacdo entre os seus diversos tipos de representacdo:
férmulas, graficos, diagramas, relacdes. Além disso, a autora ressalta que eles tém encontrado
empecilhos em manipular simbolos relacionados a fungdes, tais como: f(x), sen (x + t) etc. Por
outro lado, o termo f{x), usado no conceito de fun¢@o, ndo auxilia muito ao aluno, pois

expressa, a0 mesmo tempo, o nome € o valor da funcao f.
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Em situagdes espontineas, os estudantes usam diferentes simbolismos e diferentes
linguagens. Ao dizer que o valor de uma fung¢do para x=2 ¢é 3 eles escreveriam: “x(2)
=3". Isto deveria ser lido: “Ponha 2 em lugar de x na formula de fungdo. Vocé
obtém trés”. O conceito de valor de funcdo estd intimamente relacionado a atividade
de calcular o valor, se a formula é dada. Para expressar “f(x)” eles diriam: “Vocé
coloca 2 na formula da funcdo a ser calculada e obterd um wimero”
(SIERPINSKA, 1992, p. 27-28).

A autora questiona o que seria compreender um conceito matematico. Seria ler a
sua definicdo? Muitas pessoas ligadas a Educac@o responderiam afirmativamente, ou seja,
para entender um determinado conceito matemadtico, essencialmente bastaria compreender a
sua defini¢do. Todavia, de acordo com a pesquisadora, para compreender um determinado
objeto matematico definido, devemos ver seus exemplos e contra-exemplos, saber exatamente
0 que este objeto representa ou ndo representa, relacionando-o com outros conceitos € o
enquadrando dentro de uma determinada teoria conhecida. Além disso, ndo podemos esquecer
as suas diversas aplicagdes. Estas condicdes bdsicas de compreensio de um objeto

matematico s@o chamadas por ela de atos de compreensao.

Para ela, tudo o que sabemos pode ser separado em trés niveis de conhecimentos.
O primeiro deles consiste em conhecimentos explicitos, baseados em nossas crengas,
convicgdes e maneiras particulares de ver o mundo, que pode ser comunicado ao outro com

declaracdes que nao pedem justificativas, além da tradi¢cdo e do bom senso.

O segundo estd relacionado a esquemas de pensamento, principalmente
inconscientes. S0 modos de resolvermos um problema, de interpretarmos situagdes. Sao

aprendidos no decurso de nossa socializacdo e educagao.

O terceiro, por seu turno, refere-se aos conhecimentos técnicos, cujo valor é
afirmado através de critérios mais consistentes e qualificados como cientificos. O seu
conhecimento € explicito, mas é construido através de formas de raciocinio mais rigoroso e
justificacdo racional. A prépria autora esclarece a inter-relacdo e a interdependéncia entre

esses trés niveis de conhecimento:

Esses trés niveis ndo sdo independentes. Muito do que nés fazemos no nivel técnico,
problemas ou conceitos os quais focalizamos, caminhos nos quais escolhemos para
resolver um determinado problema podem ser explicados pelos contetidos do
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primeiro e segundo niveis de nosso conhecimento. Nossas atitudes diante do
conhecimento matematico, nossas convicgdes de como uma prova de teoremas deve
ser, nossos esquemas inconscientes de pensamento fazem guiar as nossas escolhas
dos tépicos de pesquisa ou aprendizagem, e métodos de como abordar uma
resolucdo de um problema. Por outro lado, em algumas vezes, nossas realizagdes no
nivel técnico mudam as nossas convicgdes, trazem a nossa consciéncia alguns novos
esquemas de pensar, modificando os esquemas velhos (SIERPINSKA, 1992, 27-28,
traducdo nossa).

Dessa forma, se existe uma interdependéncia entre esses trés niveis de
conhecimento, entdo uma convic¢do cega, um esquema de pensamento inconsciente pode

funcionar como obstdculos ao nosso pensamento a nivel técnico.

Sierpinska ressalta que esses obstdculos sdo superados quando “nos distanciamos
de nossa conviccdo ou esquema de pensamento, observamos as conseqiiéncias deles e
passamos a considerar outros pontos de vista” (SIERPINSKA, 1992, p. 28). A seu ver, 0s
obstaculos epistemolégicos ndao sdo resultados de maneiras particulares de ensinar um
determinado conceito e nem sdo idiossincréticos, ou seja, ndao € algo que aconte¢a com uma
ou duas pessoas que tenham dificuldade de aprender. Eles sdo comuns em algum patrimdnio
cultural, manifestando-se no passado e no presente. Dessa forma, parecem ser mais obstaculos

objetivos a um novo modo de conhecimento.

Para Sierpinska, a primeira condicdo para que haja a compreensdo de funcdo é

tomarmos consciéncia do nosso mundo ao redor, identificando as suas mudangas como um
2ot 3 ~ . ~ .

problema prético a resolver’. Outro ato de compreensdo para o conceito de funcdes seria

observar mudanca nos fendmenos que nos cercam e perceber as relagdes e regularidades
4 . . .~ L.

nestas mudancas’. A autora ainda ressalta que se ignorarmos esta condi¢do como necessaria

para a compreensdo desse conceito é porque pensamos que a Matemadtica ndo pode estar

relacionada a problemas préticos. Esta atitude é um obstaculo que deve ser superado. Assim,

temos o primeiro obstdculo epistemoldgico:

e Matemadtica ndo estd relacionada com problemas préaticos. Esta concepgdo é

compartilhada por Platdo, em seu livro “A Repiiblica”, no qual negava o direito

3 . . ~
Primeiro ato de compreenso.

4 ~
Segundo ato de compreensao.
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dos cidadades livres de ocuparem as suas mentes com problemas préticos

s 5
matematicos".

Na Grécia antiga, os grandes sdbios jd se envolviam com problemas ligados a
Astronomia e geodésicos. Para tanto, eles preenchiam tabelas de relacdes numéricas,
utilizando técnicas de cdlculo. Mas isto ndo era visto como pertencente a Matematica. Era
concebido mais como uma arte, um conhecimento prético, de oficio, que era passado de pai

para filho.

Com o decorrer do tempo, alguns historiadores de Astronomia e Matemadtica
mostram que, na constru¢do de certas tabelas, eram utilizados métodos numéricos e de
interpolacdo, fato esse observado no livro de Ptolomeu, “Almagest’, onde sdo encontradas
sofisticadas tabelas cujo preenchimento foi baseado em interpolacdo de funcdes de duas
variiveis.

Todavia, estes métodos ndo eram explicitos € nem vistos como pertencentes a
Matemadtica. O proprio Ptolomeu acreditava que toda produgcdo matemdtica construida até
entdo consistia no livro “Elementos de Euclides” mais alguns novos teoremas ligados a
Trigonometria, a Geometria plana e esférica. Assim, temos o segundo obstaculo

epistemoldgico:

e Técnicas de cdlculo utilizadas em tabelas de relacdes numéricas ndo sio

. zos 6
merecedoras de ser um objeto de estudo em Matemdtica’.

-

E muito comum que estudantes, observando mudancas, tenham dificuldade de
identificar o que estd mudando ou quais sdo os objetos varidveis que participam do processo.
Eles ndo analisam a situagdo, mas sim o todo. Assim, para a pesquisadora, um ato de
compreensdo para o conceito de fungdes seria a identificagao dos objetos varidveis envolvidos

A 7 . , , . L, .
nos fendmenos estudados’. Deriva dai um novo obstdculo epistemolégico.

5 . . , . L, .
Primeiro obstdculo epistemoldgico.

6 . . o
Segundo obstéculo epistemoldgico.

7 . ~
Terceiro ato de compreensao.
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e Refere-se as mudangas como fendmenos, centralizando seu foco de atencdo
no modo como os objetos mudam, sem que haja uma identificacdo acerca de

quais objetos mudam®.

Antes de estudar o conceito de fungdes, o aluno teve oportunidades de trabalhar
com quantidades conhecidas e desconhecidas. Assim, por exemplo, na sétima série, ele se
depara com equacgdes de uma incognita e sistemas de duas equacdes com duas incégnitas. Por
outro lado, ao resolver um determinado problema de Algebra, o estudante podera diferenciar a

quantidade conhecida da desconhecida e representar esta ultima pela letra “x” e, em seguida,

armar a equagao e resolvé-la.

Segundo Sierpinska (1992), este processo pode ser caracterizado como um
modelo de pensamento matematico: quantidades conhecidas e desconhecidas. A pesquisadora
ressalta que, no estudo inicial do conceito de fungdes, este tipo de raciocinio € ainda muito
utilizado pelo aluno uma vez que, ao resolver uma determinada situagdo-problema relativa a
este conceito, ele tenta resolver ndo pensando em termos de varidveis e quantidades
constantes, mas sim armando uma nova equacgdo, objetivando determinar o valor da incégnita.
Dessa forma, a autora postula que o aluno, ao construir o conceito de fun¢do, deverd também

utilizar um novo modelo de pensamento, baseado em varidveis e constantes.

Quanto aos aspectos historicos, Sierpinska afirma que, a partir de Euler, iniciou-se
uma acirrada discriminagdo entre quantidades varidveis e quantidades constantes, em andlise;

e entre as quantidades conhecidas e desconhecidas na Algebra.

Como conseqii€ncia, a autora aponta outro ato de compreensdo que compreende
“discriminagdo entre dois modelos de pensamento matematico: um em termos de quantidades
conhecidas e desconhecidas e o outro, em termos de varidvel e quantidades constantes” ?

(SIERPINSKA, 1992, p. 26). Surge dai um novo obstdculo epistemoldgico:

8 . . . -
Terceiro obstaculo epistemoldgico.
9 ~
Quarto ato de compreensao.
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e Pensando em termos de equacdes e de incSgnitas calculadas a partir delas'”.

[ 4) [

Segundo Sierpinska (1992), as posi¢Oes assumidas pelas varidveis “x” e “y” nao
sdo simétricas em relacdo a definicio de fungdo. Atualmente, para nds professores, esta
condicdo ndo parece causar dificuldades de compreensdo. Contudo, foi preciso um longo
periodo de tempo para que os matematicos percebessem a importancia de distinguir a ordem
das varidveis, de notar que, em muitos contextos da Matemdtica, o comportamento das

variaveis nao € semelhante.

Assim, por exemplo, no desenvolvimento da geometria analitica, a no¢do de

2 2

funcdo fazia parte de seu contexto, mas ao trabalhar com a equacgdo da elipse, —2+% =1,
a

naquela época, a ordem das varidveis ndo era importante.

Historiadores atribuem a discriminagdo entre varidveis dependentes e
independentes a René Descartes, mas parece que os papéis atribuidos as coordenadas, em seu
livto “Geometria”, sao bastante simétricos. Até mesmo para Newton, continua a
pesquisadora, esta discriminacdo ndo € clara na medida em que sua no¢do de tempo era

considerada como puramente convencional.

Sabemos que uma férmula de funcdo, em que aparece x e y, permite calcular uma
coordenada quando a outra é dada. O fato é que sempre a segunda coordenada € determinada
pela primeira e, nem sempre o contrdrio é percebido pelos estudantes. Assim, baseada no
contexto histérico e em sua experiéncia no ensino de Matematica, Sierpinska aponta outra
condicdo necessdria para aprendizagem do conceito de fun¢do que consiste na discriminagao
entre as varidveis dependentes e independentes''. Surge dai um novo obsticulo

epistemoldgico:

e A ordem relativa das varidveis é vista como irrelevante'>.

1% Quarto obstaculo epistemoldgico.
! Quinto ato de compreensio.
'2 Quinto obstaculo epistemoldgico.
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Na antiga Grécia, o Teorema de Pitdgoras era usado para medir comprimento de
um terreno e outras aplicagdes com finalidades praticas. Contudo, a descoberta no séc. V a.C
da existéncia de grandezas incomensurdveis (como a diagonal do quadrado de lado unitério)

abalou a Matemadtica grega, dado o peso que nela tinha a escola pitagodrica.

Naquela época, acreditava-se que os nimeros racionais fossem suficientes para
resolver qualquer problema numérico que pudesse surgir. Para eles, qualquer medida de uma
grandeza, em qualquer unidade, podia ser sempre expressa através de um numero racional.
Contudo, com o aparecimento do ndmero irracional, a seguranga dos gregos em relagcdo as
medidas foi abalada. Dessa forma, fazia-se necessdria a extensdo e uniformizagdo do conceito

de nimeros. Entretanto, durante muito tempo que se seguiu, este intento nao foi satisfatorio.

Ap6s dois séculos, surgem “Os Elementos de Euclides”, obra em treze volumes e
0 mais antigo texto grego a chegar completo a nossos dias. Em trés de seus volumes, Euclides
dedica um bom espaco a teoria dos numeros. Neles, Euclides representou os nimeros por
segmentos de reta, assim como representava o produto de dois nimeros por um retangulo.
Além disso, restringiu as razdes para razdes de magnitudes homogéneas e as propor¢des eram
vistas como algo diferente de igualdades. As razdes, por sua vez, eram vistas pelo notdvel
matematico como um tanto diferente de quociente. Estas atitudes em relagdo aos nimeros
eram verdadeiras barreiras para a descricdo do mundo complexo que seria descrito pela
Matemadtica. Desta atitude diante do conceito de ndmero deriva o sexto obsticulo

. 2 13
epistemologico ~:

¢ Uma concepg¢ao heterogénea de niimero.

Segundo Sierpinska (1992), este obstdculo teve uma vida longa na histéria. De
fato, Nicole Oresme, no século XIV, conseguiu provar certas propriedades de movimento,
construindo modelos geométricos. Assim, por exemplo, ele mostrou que, num tridngulo, o
caminho percorrido por um moével, em movimento uniformemente acelerado e com

velocidade inicial nula, tem movimento proporcional ao quadrado do tempo.

' Sexto obstaculo epistemolégico.
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Sierpinska (1992) enfatiza que essa associagdo geométrica com numeros
transforma os graficos idealizados por Oresme em representacdoes geométricas bastante
qualitativas ou modelos de relacdes entre magnitudes varidveis. Dessa forma, os nimeros

coletados possuiam um valor qualitativo.

Outro grande sdbio que baseava suas pesquisas astrondmicas em mensuracoes era
Galileu Galilei. J4 Descartes, por sua vez, ndo concebia as coordenadas como nimeros, mas
como segmentos de linha que tém alguma funcio para a curva e ndo sio varidveis que podem

assumir reais valores arbitrarios.

Neste momento da histéria da Matemadtica, nos deparamos com varios impasses.
Os irracionais devem ser encarados como nimeros ou como uma anomalia, ou seja, um caso
patologico de nimeros? O nimero deve ser vinculado as interpretagcdes geométricas ou deve
ter uma definicdo mais rigorosa? As razdes devem ter um sinal especial para elas? E as
propor¢des? E qual a posicdo dos nimeros inteiros e racionais diante deste quadro? Descartes
tem razdo em nado considerar as coordenadas como nimeros? Dessa forma, a unificacdo do
conceito de numero fazia-se necessdria. Surgem entdo Simon Stevin, Isaac Newton e

Leibintz.

Simon Stevin nasceu em Bruges, Flandes (agora Bélgica). Foi Fisico, engenheiro
e matemdtico holandés.'* Autor de virios trabalhos cientificos de importincia entre eles “La
Disme” (A Arte dos Décimos), onde apresenta o primeiro tratamento sistemdtico das novas
fracOes decimais. A sua proposta consistia em usar nimeros decimais com virgula no lugar
das fracOes, para expressar quantias em dinheiro e medidas. Stevin mostrou que era mais facil

operar com esses nimeros do que com as fragdes.

Outra de sua obra de grande repercussdo no meio cientifico foi Arithmetic. Nela,
Stevin define nimero como “aquilo que expressa qualquer coisa” (SIERPINSKA, 1992, p.

40).

'* SIMON, Stevin. Wikipédia, a enciclopédia livre. Disponivel em: <http://pt.wikipedia.org/wiki/Simon_Stevin>
. Acesso em 03 out. 2007.
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Para Isaac Newton, o nimero aparece em trés formas: inteiro, fraciondrio ou
irracional. Um ndmero sera inteiro se medir unidades; o numero caracteriza-s€ como
fraciondrio se medir partes inteiras da unidade; e o nimero irracional, por seu turno, é

incomensuravel como unidade.

Finalmente, Leibniz postulava a unificacdo dos sinais. Tanto as razdes e as

propor¢des deviam ter o mesmo sinal para ser expressas.

Assim, o trabalho destacado desses matemdticos contribuiu para a unificagdo do
conceito de nimero. Outros fatores estavam relacionados ao desenvolvimento da notagdo

simbélica e da Algebra.

De fato, com o emprego de letras para representar niimeros € magnitudes mais
abstratos, a distin¢cdo entre nimeros discretos e magnitudes varidveis cada vez era menos
justificada. Através da simbologia, manipulacdes medidas incomensurdveis. Por conseguinte,

~ . ~ 15
chegamos num novo ato de compreensdo para compreendermos o conceito e fungdo .

e Generalizacdo e sintese da no¢ao de nimero.

Alguns matemadticos contemporaneos e pedagogos acreditam que este ato pode
resultar em um obstaculo oposto ao da concepgdo heterogénea de nimero. Dessa forma, um

2 . P 4. e 16
novo obstdculo epistemolégico € identificado :

¢ Uma concepgdo filoséfica de acordo com a Filosofia Pitagorica onde tudo é

ndmero.

Ao trabalharmos com o sistema de eixos cartesianos, como sabemos, chamamos o

eixo horizontal de x — o eixo das abscissas — e o eixo vertical de y — eixo das ordenadas. Mas

1% Sexto ato de compreensao.
' Sexto obstaculo epistemolégico.
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. - - . . . . . 2

essas denominacdes sdo arbitrdrias, convencionais. Assim, o conjunto {(X, y): y = X'}, tem o
. . e . 2 .

mesmo significado de tratarmos com o conjunto {(y, x): x = y~}. Todavia, este processo de

analogia ndao pode ser aplicado em contextos da Fisica, uma vez que na lei de Galileu

1 .. e . .
s = 5 gtz, a varidvel “s” ndo dever ser mudada para a varidvel “t”.

[ [

No primeiro caso, temos as varidveis “x” e “y” que representam ndmeros no
sentido abstrato. No outro, lidamos com quantidades fisicas, o espaco s € uma quantidade que
possui a qualidade de ser medido. Dessa forma, a discriminacdo entre varidveis que
representam grandezas fisicas (tempo, velocidade) e varidveis numéricas é uma condig¢do

2. ~ 17
necessaria para compreender fungdes .

Mesmo com essa discriminacdo, ndo devemos proibir o uso de fungdes na Fisica
ou deixar de perceber leis da Fisica como algo completamente diferente de funcdo. Nao deve
ser esquecido que foi exatamente a unido da Fisica e da Matemdtica que apoiou os estudos em
Matemadtica, que depois conduziu a percepcdo e desenvolvimento dos diferentes tipos de

relacoes.

Discriminar nimero e magnitude fisica, por exemplo, tem um significado
diferente de perceber as relagdes entre leis fisicas e fungdes matemdticas. Mas ambas, sinteses
e discriminacdes, sdo necessdrias para compreender o conceito de fung¢do completamente.
Dessa forma, outra condi¢do necessdria para que o conceito de fung¢do tenha sentido € a
percep¢ao de fungdes como uma ferramenta apropriada para modelar fendmenos envolvendo
grandezas da Fisica, ou de outra natureza, (SIERPINSKA, 1992, p. 42)18. Dessa forma,

chegamos no oitavo obsticulo epistemoldgico:

® Leis em Fisica e fungdes em Matemdtica ndo tém nada em comum, elas

L. . 1
pertencem a dominios diferentes do pensamento'”.

Segundo Sierpinska (1992), a propor¢do foi uma relagdo privilegiada que ocupou

17 Qies 5
Sétimo ato de compreensao.
18 5
Oitavo ato de compreensao.
19
Oitavo OE.
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a mente dos grandes matematicos durante um longo periodo de tempo, comecando desde
Euclides, em seu livro “Elementos”’, onde foi desenvolvida uma soélida teoria basica sobre
propor¢des, até meados do século XVII, onde grandes matematicos dominavam a linguagem
de propor¢des, objetivando utiliza-la como instrumento de andlise dos grandes fenOmenos da
natureza. Como exemplo, podemos citar o grande interesse de Oresme pelas proporgdes, em

seu livro Treatise on configuration of qualities.

Assim, com respeito a arbitrariedade completa da "lei" de funcdo em sua

definicdo, tal atitude pode ser considerada como um obstéculo’:

® Proporg¢do € um tipo privilegiado de relagao.

Todavia, a partir dai, o proprio Oresme € outros matematicos comegaram a ver a
propor¢do como um obstaculo ao desenvolvimento cientifico. E tanto que Oresme comega a

estudar as propriedades das fun¢des exponenciais.

Segundo Zuffi (2001), uma das principais fases do desenvolvimento de funcao foi
no periodo moderno, a partir do século XVII. Galileu Galilei, “pai da ciéncia moderna®,
contribuiu para a Fisica e para a Matemdtica. Nesta ultima, ajudou a evoluir a idéia do estudo
das fungdes, quando ele introduziu o tratamento quantitativo nas suas representacoes graficas.
Ele definia a no¢do de funcido segundo uma equagdo em x e y que introduzia a dependéncia
entre quantidades varidveis, permitindo calcular o valor de uma varidvel em correspondéncia
com o valor da outra. Entretanto, para a autora supracitada, foi a partir dos trabalhos de
Newton e Leibniz que surgiram as primeiras contribuicdes efetivas para o delineamento desse

conceito.

Isaac Newton foi um notdvel fisico e matemaético, tendo criado, a0 mesmo tempo
em que Leibniz, mas independentemente dele, um ramo da Matematica conhecido como
célculo diferencial e infinitesimal. O trabalho de Leibniz leva a noc¢do de fun¢do, cujo nome
foi criado por ele. Mais na frente, serd voltado a falar sobre esses dois grandes sdbios e suas

contribuicdes para o desenvolvimento do conceito de funcdo. A seguir, serdo vistos as

20 Nono OE.
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definicOes de fungdes dadas por diversos matematicos em diferentes momentos da historia da

matematica.

Jean Bernoulli, em 1718, construiu a primeira definicdo explicita de funcdo de
uma varidvel, definindo-a como: “Func¢do de uma quantidade varidvel é uma quantidade
composta de alguma maneira desta varidvel e de quantidades constantes” (SIERPINSKA,
1992, p. 45, tradug@o nossa). Leonard Euler também deixou uma defini¢do interessante de

funcdo:

Uma fun¢do de uma quantidade varidvel é uma expressdo analitica, composta de
alguma maneira desta mesma quantidade e de nimeros ou quantidades constantes.
Assim, qualquer expressdo analitica a qual, além da varidvel z, contém também
quantidades constantes, é uma funcdo de z. Por exemplo: a+3z; az+4zz; az+b/aa-zz;
cz, etc, sdo fungdes de z (SIERPINSKA, 1992, p. 45, tradugio nossa).

Observe que Euler utiliza a mesma definicao de Bernoulli, substituindo o conceito
de quantidade por expressdo analitica, introduzindo assim o conceito algébrico para a
definicdo de funcdo. Todavia, a definicdo dada por Euler ndo explicita o que € uma

“expressao analitica” (ZUFFI, 2001; REGO, 2002; LIMA, 2008).

Outra defini¢do de funcdo interessante € de Lagrange:

Chama-se funcdo de uma ou mais varidveis toda expressdo de cdlculo que envolve,
de alguma forma, estas varidveis misturadas ou ndo com outros valores dados
(constantes), de modo que as varidveis da fungdo podem receber todos os valores
possiveis. Assim como as fun¢des que consideram somente variaveis sem nenhuma
ligagdo com constantes que venham a ser misturadas (SIERPINSKA, 1992, p. 45,
traducdo nossa).

A defini¢do de func¢do, segundo Cauchy, era: “Chamam-se fungdes de uma ou
mais varidveis aos valores que se apresentam no cdlculo como resultados das operagdes feitas
sobre uma ou mais outras constantes ou varidveis”. Assim, para Cauchy, funcdo € o resultado
das operacOes que sdo envolvidas na expressdo. Mas ndo esclarece qual seria a natureza
dessas “operacOes” feitas sobre as varidveis tornando a definicdo de funcdo imperfeita.
Lagrange, em sua definicdo, menciona a expressdo como sendo a funcdo e se preocupa

também em definir fun¢des de vérias varidveis (SIERPINSKA, 1992; ZUFFI, 2001).
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Sobre a diferenca entre as defini¢des sobre fun¢des dadas por estes dois dltimos
matematicos, Sierpinska observa: “Lagrange fala sobre a lei de funcdo; Cauchy - sobre o
valor. Agora, nés concebemos o conceito de fungdo como ndo sendo sé uma lei nem também
s6 como valor; mas a sintese desses dois e os conceitos de dominio e contra-dominio”

(SIERPINSKA, 1992, p. 45).

Pelo exposto acima, fez-se um breve recorte sobre a histéria do conceito de
funcdo, desenvolvida na idade moderna. Pelas primeiras defini¢cdes, nota-se um certo
encantamento pela Algebra, onde a fungdo é dada por expressdo algébrica. Pelas outras,
observa-se uma concep¢ao de fun¢do baseada em relagdes descritas por formulas analiticas.
Era a convicgio de que a habilidade algébrica acompanhada pelo poder de Algebra poderia

resolver quase automaticamente muitos tipos de problemas.

Assim, chegamos a dois obstaculos relacionados a Algebra: o primeiro refere-se

aos métodos matemadticos, o segundo a concepgao de funcdes:

e Grande convic¢do na forca das operagdes formais usadas em expressoes
£l 21

algébricas” .

e Somente relagdes descritas como férmulas analiticas merecem ser

. ~ 22
denominadas de func¢des™.

A acdo mental de compreensdo subseqiiente expressa a necessidade de
discriminacdo entre uma fungdo e as ferramentas analiticas utilizadas para descrever suas

leis>.

Durante a minha pratica no magistério, e em particular nos cursos sobre funcdes,
observo muito a ocorréncia dos dois ultimos obstaculos epistemolégicos. De fato, ao trabalhar

um determinado grifico de uma relacdo — podendo ser uma func¢io ou ndo — logo o aluno

21 NAn;
Décimo OE.

22 VA~ o
Décimo primeiro OE.

23 ~
Nono ato de compreensao.



49

sente necessidade de identificar sua expressdo algébrica e realizar operagdes formais sobre
£ : P 2,2 2

ela. Além disso, alguns alunos podem achar que a ferramenta analitica x"+y'=1 é uma

equacdo de uma funcdo. E uma forte crenca no poder das operacdes formais usadas em

expressoes algébricas.

Por outro lado, alguns alunos ndo acreditam que a relacio do tipo

2sex20 . .
r(x)= | Onﬁo ¢ funcdo uma vez que ndo aparece uma férmula analitica, nem a varidvel
-lsex <

y estd explicitamente em fung@o da varidvel x. Com isso sdo motivos suficientes para eles
afirmarem que ndo € funcdo. A discriminacdo acima expressa no nono ato de compreensao
pode promover uma melhor consci€ncia dos alunos sobre os casos acima citados e de fungdes

expressas por duas ou mais sentengas.

Todavia, o ato de compreensdo anterior pode ser que ndo acontegca antes de o
aluno sintetizar o conceito de fun¢d@o. O conceito geral de funcdo permite trabalhar com
muitas relacdes entre conjuntos que ndo sao expressas por férmulas. Porém, como acentua

Sierpinska, esta sintese pode ser de dificil alcance entre os alunos.

A necessidade de estender a nocdo de fungcdo para além daquelas funcgdes
expressas por expressoes analiticas apareceu na histéria com a polémica gerada entre Euler,
D’ Alembert e Bernoulli, sobre o “problema da corda vibrante”. Esta polémica continuou com
o estudo das séries de Fourier. Ao procurar condicdes mais rigorosas da convergéncia das
séries de Fourier, Dirichlet, em 1837, prop0s a seguinte definicdo geral de funcdo: “Se uma
varidvel y estd relacionada a uma varidvel x de modo que, ao se atribuir qualquer valor
numérico a X, existe uma regra de acordo com a qual um tnico valor de y ¢ determinado,

entdo y € dito ser uma fun¢do da varidvel independente x” (SIERPINSKA, 1992, p.46).

Geralmente, em contextos de ensino/aprendizagem do conceito de funcdes, o
aluno se depara inicialmente com fung¢des continuas, “bem comportadas”, expressas por
equacdes polinomiais. Dessa forma, pelo menos na fase inicial, o aluno lida com uma classe

restrita de fungdes, criando protétipos do conceito de fungdes.
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Mas qual serd o comportamento desse aluno ao encontrar fungdes que ndo se
adaptam aos protétipos de funcdes conhecidas por ele? Serd que ele entrard em conflito
cognitivo ao estudar fungdes que ndo sdo expressas por equacdes algébricas? O que ele
pensard ao estudar o espaco vetorial das fungdes dado na disciplina Algebra Linear? Ele ja
formou uma compreensdo sobre a definicdo de funcdo e poderd questionar quais sdo 0s
objetos matematicos que esta definicdo contempla. Assim, € necessdrio compreender o
conceito de fungdes para niveis mais avancados. O aprendiz deverd possuir um
amadurecimento suficiente na cultura matemdtica para ver a ligacdo légica do papel das
defini¢cdes matemadticas com o conceito. Ele ndo pode se deter exclusivamente com descrigdes

de objetos matematicos baseados apenas no seu senso comum ou “insights”.

Se as conseqiiéncias l6gicas da definicdo mostrarem exemplos de objetos que ndo
se adaptam aos protétipos, entdo nio sdo os protétipos que tém de mudar, mas a defini¢do. O
aluno deve possuir uma postura de aceitar a definicdo com todas as suas conseqiiéncias
l6gicas, pelos menos para um conjunto significativo dessas conseqiiéncias. Todavia, para
alcancar este proposito, o sujeito deve estudar um conjunto de fungdes diversificadas, que ndo

fiquem somente na andlise de funcdes elementares.

A necessidade para ampliar a nocdo analitica de func¢do além das expressdes nao
surgiu antes de formular teoremas gerais em grandes classes de relagdes entre varidveis e
organizar os resultados obtidos para func¢des especificas. O contexto geral no qual a no¢do de
funcdo surgiu, deixa claro porque uma sintese do conceito geral de funcao € dificil em fases
iniciais da experi€éncia matematica. A conceituacdo de funcdo tem de ir além da fase de
processo e 0 seu conceito tem que se tornar um objeto que a mente possa manipular como um

elemento. Assim, temos mais dois atos de compreensao para o conceito de funcdes:

. .. - . e L. .~ . 24
¢ Discriminac¢do entre definicdes matemadticas e descrigdoes de objetos™ .

e Sintese da concepgio geral de fun¢do como um objeto™.

Pelo exposto acima e pelos dois dltimos atos de compreensdo temos mais um

24 VA x
Décimo ato de compreensao.

25 P . . ~
Décimo primeiro ato de compreensao
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obstéculo epistemoldgico:

e Uma concep¢do de defini¢do, considerada como uma descricdo de um

. - 1, . . . 26
objeto, ndo € logica, nem determina o objeto”".

z

Definicdo ¢ uma descricdo de um objeto conhecido por sentidos ou pela
percep¢do. A defini¢cdo nido determina o objeto; mas sim, o objeto determina a defini¢do. A

defini¢do ndo € o que liga logicamente.

Sierpinska (1992, p. 25-58, tradu¢do nossa) enfatiza:

A convicgdo de que todas as funcgdes sdo continuas e diferenciadas é mencionado em
quase todos os lugares, freqlientemente, como uma pseudoconcepgdo ou até mesmo
um obstiaculo epistemolégico. Devido a dificuldade fundamental de sintetizar a

concepcao geral de funcdo e o obsticulo relacionado a nocdo de definicio em

z

matematica, esta convicgdo € o que pode ser esperado de estudantes que estdo
descobrindo fungdes lineares, quadraticas e trigonométricas. Ndos ndo acreditamos
que valha a pena formular estas convic¢des como obsticulos especiais. Primeiro,
porque elas ja estdo formuladas. E segundo, porque sdo convicgdes especificas e
protétipos juntos com um tipo de exemplos introdutérios que os estudantes podem
classificar. A conclusdo pedagdgica € que uma introduc@o precoce da defini¢do geral
de funcdo nfo faz sentido; ou serd ignorada ou serd entendido mal.

Segundo Braga (2006), a definicdo de Dirichlet e suas variacdes atenderam as
demandas da Matemdtica por algum tempo. No entanto, no final do século XIX, para o
desenvolvimento efetivo da Matematica, era necessdrio ampliar a definicdo de fungdo para
além de conjuntos numéricos. Esta caréncia foi suprida em 1939, pelo grupo Bourbaki, com a
formalizacdo do conceito de fung¢do na qual “[..] o conceito de fung¢do pode ser definido de
uma maneira simbdlica, formal e quase que sem usar palavras da lingua materna” (ZUFFI,

2001, p. 14):

Uma funcdo € uma tripla ordenada (X, Y, f), onde X e Y sdo conjuntos e f é um
subconjunto de XxY tal que se (x, y) pertence a f e (X, y’) pertence a f entdo y=y’.
(SIERPISNKA, 1992, p.30). Esta definicdo € atualmente usada nos meios matematicos e

cientificos e foi adotada, nos anos 60 do século XX, pelo movimento da Matematica moderna

26 Ty4 . . -
Décimo segundo obstaculo epistemolégico.
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(BRAGA, 2006; ZUFFI, 2001). No entanto, muitos anos antes, precisamente em 1911,
Giuseppe Peano propos reduzir o conceito de fun¢do ao conceito de relagdo univoca. Surge

dai um novo ato de compreensao:

. . . ~ . ~ ~ 27
¢ Discriminagdo entre o conceito de fungdo e relacao™’.

Sabemos que existem muitas representacOes diferentes de fungdes e as mais
conhecidas s3o, pelos menos em contextos de ensino/aprendizagem, graficos, formulas
analiticas e tabelas. Ter consciéncia das limitagdes de cada uma e do fato que cada uma
representa um mesmo conceito geral € condicdo fundamental para entender fungdes. Nao €
facil para o aluno adquirir a habilidade de interpretar um grafico ou tabela. No entanto, estd
no caminho da aprendizagem esta capacidade onde os atos de compreensdo encontram
requisitos favordveis para acontecer. A primeira representacdo a ser abordada serd a tabular
feita a seguir. Segundo Braga (2006), as tabelas existem desde 2000 a.C., quando os
babilonios comecaram a estabelecer tabelas sexagesimais de quadrados e raizes quadradas, de
cubos e raizes cubicas e outras. Assim, os babilonios j4 possuiam “um instinto de
funcionalidade” utilizando tabelas como “fun¢des tabuladas”, e que eram destinadas a um fim

pratico (ZUFFI, 1998).

Dessa forma, as tabelas sdo consideradas as mais antigas representacdes de
relacdes e mapas. Se as tabelas eram identificadas como funcdes, entdo € possivel que todas
as funcdes sejam identificadas como sucessOes. Assim, temos outro obstaculo epistemologico

relativo a concepg¢do de fungio:

~ ~ ~ 28
L4 FUI’IQOGS Sa0 sucessocs .

Um ato mental de compreensdo subseqiiente expressa a necessidade de

. . . ~ ~ ~ ~ 2
discriminagdo entre as no¢des de fungdes e sucessio” .

27 YA =
Décimo segundo ato de compreensao.

28 1y4a . . . ‘.
Décimo terceiro obstaculo epistemoldgico.

29 VA~ . =
Décimo terceiro ato de compreensao.
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No século XVII, a teoria da diferenciacdo e da integracdo era chamada de cdlculo
infinitesimal, o que significava cédlculo com entidades infinitamente pequenas. Ela nasceu dos
esforcos para calcular dreas de figuras planas limitadas por linhas curvas, para calcular
volumes de corpos limitados por superficies curvas, determinar a equagdo da reta tangente a

curva em um ponto e calcular o comprimento do arco.

Naquela época, “postulou-se a existéncia de tangentes e pensou-se a curva como
composta de segmentos de reta infinitamente pequenos, por vezes considerados como parte de
tangentes, por vezes como cordas. Supds-se que o comprimento de arco era a soma dos

comprimentos destas partes infinitamente pequenas” (GARDING , 2000, p. 147).

Fortemente apoiado no método cartesiano, Newton desenvolveu a teoria sobre
fluentes. Para ele, a curva no plano cartesiano € descrita por um ponto em movimento e suas
componentes x € y fluem no tempo e por isso, recebem o nome de fluentes. O passo seguinte
era calcular as velocidades com que esses fluentes fluiam. Estas velocidades eram chamadas
por Newton de fluxdes. Assim, as fluxdes eram taxas de mudanca de quantidades, variando

continuamente.

Newton desenvolveu também uma grande habilidade em expressar estes
“fluentes” em termos de séries infinitas. Tentou definir limites de uma funcao, falando em
“quantidades” e “taxas de quantidades”, termos que sdo bastante imprecisos e distantes da

no¢ado de limite que conhecemos hoje.

Wilhelm Leibniz, em um de seus escritos datando de 1694, emprega a palavra
funcdo (do latim “functio” - execu¢do), com significado puramente geométrico. Ele a
compreendia como qualquer quantidade associada a uma curva, como por exemplo, as
coordenadas de uma curva, a inclinacdo de uma curva e o raio da curvatura. Deve-se também
a Leibniz, uma grande contribui¢do ao Célculo Infinitesimal, sobre o qual desenvolveu o seu

método de infinitesimais.

Assim, historicamente, o estudo das curvas estd intimamente ligado a histéria do
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conceito de fungdes. Porém € importante ressaltar que a andlise infinitesimal desenvolvida até
entdo tinha como principal objetivo estudar as curvas geométricas. Newton e Leibniz ndo
visavam as funcOes exatamente; os problemas que deram origem ao cdlculo eram geométricos

€ cinematicos.

Curvas eram vistas como objetos geométricos, lugares ou caminhos os quais 0s
pontos se moviam. Nao eram observadas como gréificos de relacdes dadas por uma equagdo.
Além disso, para cada curva, o sistema de segmentos auxiliares era separadamente escolhido.
Coordenadas ndo eram numeros determinados por um sistema de eixos escolhidos
previamente. Eles eram segmentos de linha — objetos geométricos. Isso deriva mais um

obstdculo epistemolégico intrinsecamente ligado a concepgdo de coordenadas™:

¢ (Coordenada de um ponto ¢ um segmento de reta (ndo nimeros).

Dessa forma, uma das condicdes necessdrias para a compreensao do conceito de
fungdes consiste em fazer uma discriminagdo entre as coordenadas de um ponto de uma curva

e o segmento de reta que tenha alguma fungio para a curva’'.

Todavia, Sierpinska (1992) enfatiza que os gréficos representativos de relagdes
entre magnitudes varidveis ja existiam muito antes do surgimento do Célculo Diferencial.
Como exemplo, ela cita um grafico oriundo do século XI que ilustrava a posicdo de planetas.
Nele, a latitude era representada no eixo vertical e a longitude, por sua vez, no eixo vertical. A
pesquisadora polonesa continua afirmando que as nocOes de graficos e de curvas foram

desenvolvidas separadamente durante muito tempo.

Para os matematicos daquela época, as curvas eram modelos geométricos uteis
para representar as relagdes. Estes modelos ndo precisavam representar as relagdes muito
fielmente, eram concebidos mais para ser ter uma andlise qualitativa do que quantitativa.

Surge dai um novo obstdculo epistemoldgico relativo a concepgao de grafico:

% Décimo quarto obsticulo epistemoldgico.

31 V4 5
Décimo quarto ato de compreensio
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e O grafico de uma funcdo é um modelo geométrico da relacdo funcional. Nao
precisa ser fiel, pode conter pontos (x, y) tal que esta fun¢do nio esteja definida

2
cm X3 .

Em contextos de ensino e aprendizagem, funcdes podem ser faladas de vdrias
maneiras diferentes pelos alunos. Algumas dessas maneiras podem ser dindmicas, outras
podem ser estaticas e algumas delas sdo operacionais. Assim, por exemplo, trabalhando com a
funcdo f(x) = 2x+1, muitos estudantes comentam que a funcdo era como se fosse uma
maquina: “substitua o x pelo nimero desejado, depois multiplique por dois e some com 1, e ai
voce obtém o produto final”. Em outros momentos, trabalhando com a mesma fungao, o aluno
pode escrever em sua resolu¢do da prova x(2)=5. Neste caso, podemos inferir que, ao
empregar este sinal, a sua compreensdo do sinal de equacdo lhe instrui a executar as
operagdes no membro direito da equacdo. Dessa forma, a verbalizacao deste aluno sobre o seu

entendimento sobre fun¢des aproxima-se muito da maneira operacional.

Falando em termos de representagcdes, muitos alunos preferem as tabelas porque
acreditam que sejam mais faceis de ser trabalhadas. Além disso, as fun¢des sdo aplicadas em
diferentes contextos. Assim, por exemplo, na Economia, ao trabalhar com a fun¢ao receita, o
aluno deverd entender que os valores da varidvel independente x representam as quantidades
vendidas de um produto e que o dominio destas func¢des estd contido nos conjuntos dos reais
ndo nulos. Na Fisica, por sua vez, ao trabalhar com suas leis, o aprendiz podera lidar com

duas ou mais grandezas.

Também, no contexto do estudo das fungdes, diferentes termos para a mesma
coisa sdo usados. N6s dizemos: o valor de uma fungdo, o termo de uma seqiiéncia, a imagem
de um ponto. No primeiro caso, temos o caso cldssico da fun¢do assumir um valor para um
determinado nimero do seu dominio; no segundo, temos que trabalhar com um dominio
discreto, ordenando seus elementos e fazendo uma relagdo biunivoca com os elementos da

seqiiéncia. Assim, chegamos a mais dois atos de compreensao:

32 A~ . . . -
Décimo quinto obstaculo epistemoldgico
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e Discriminagdo entre as diferentes maneiras de representar funcdes e as
préprias fungdes™.

e Sintese dos diferentes modos de expressar funcgdes, representar funcdes e
falar sobre fungdes™.

® (Concepgao de Varidvel) As mudancas de uma varidvel ocorrem a seu
tempo™’.

e Generalizacdo da nogdo de varidvel™.

e Sintese dos papéis de nocdes de funcio e causa na histéria de ciéncia. Ter
consciéncia do fato que a procura para relagdes funcionais e causais sdo
expressdes humanas para entender e explicar mudangas no mundo®’.

. .. - - - . . . 38
¢ Discriminagdo entre as no¢des de relagdes funcionais e causais™ .

Uma implicagdo pedagdgica dessa condigdo € que se a nocdo de funcdo ndo
aparece aos estudantes como uma das possiveis ferramentas tentando responder as suas
perguntas, sobre a variabilidade do mundo, isto pode permanecer sem sentido para eles fora

da sala de aula de Matematica.

Sierpinska (1992) propde que sejam realizadas atividades que estimulem os
estudantes a analisar, explicar e encontrar regularidades em fendmenos do cotidiano, que
envolvam mudangas e a forma analitica de funcdo deve aparecer como instrumento de
modelagem destes fenOmenos e a utilizacdo de tabelas e métodos de interpolacdo que tornem

de grande valor a compreensdo de fungdes e a identificacdo daquilo que muda.

* Décimo quinto ato de compreensio.

** Décimo sétimo ato de compreensio.

%> Décimo sexto obstaculo epistemoldgico.
*® Décimo sétimo ato de compreensio.

7 Décimo oitavo ato de compreensio.

¥ Décimo nono ato de compreensao.
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3. REVISAO DE LITERATURA

Este capitulo faz uma revisdo bibliografica de pesquisas acerca da aprendizagem do
conceito de funcdes. Estd dividido em trés partes. A primeira parte trata dos estudos de
funcdes mediados por ambientes computacionais. Na segunda parte, as pesquisas realizadas
na drea chamada de Psicologia da Educacdo Matematica sdo mostradas. A terceira parte trata
de pesquisas que evidenciam o papel da interacdo e dos conhecimentos prévios na

aprendizagem do conceito de fungdes.

3.1 O uso de computadores no ensino de funcoes

Um software indicado para auxiliar a aprendizagem dos principais conceitos
tedricos do cdlculo € o Derive que diferencia e integra simbolicamente, calcula limites e
integrais definidas. Graficos bidimensionais e tridimensionais sdo tracados com o comando

Plot. O Derive calcula constantes mateméticas importantes com qualquer grau de precisao.

O reconhecimento do valor da Informética no ensino vem sendo comprovado dia
apos dia. Pesquisas recentes t€ém mostrado a relevancia do computador como uma ferramenta

para a aprendizagem de conceitos de fungdes, como observa Rego (2000, p.76):

“As principais vantagens dos recursos tecnoldgicos, em particular o uso de
computadores, para o desenvolvimento do conceito de fungdes seriam, além do
impacto positivo na motivacdo dos alunos, sua eficiéncia como ferramenta de
manipulacio simbdlica, no tracado de graficos e como instrumento facilitador nas
tarefas de resolucdo de problemas. A utilizacdio de computadores no ensino
provocaria, a médio e longo prazo, mudancas curriculares e de atitude profundas
uma vez que, com o uso da tecnologia, os professores tenderiam a se concentrar mais
nas idéias e conceitos e menos nos algoritmos”.

Além disso, como mostrou Castro-Filho (2001b), software de simulagdo ou
sensores acoplados a computadores tém auxiliado bastante no desenvolvimento do conceito
de taxa de variacdo e fungdo. O autor realizou pesquisa em uma escola de Ensino Médio em

Austin, nos Estados Unidos, na qual foram utilizados o “Diagrama Interativo Conta
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Bancdria” e um sensor de movimento. A investigacdo foi concentrada nos resultados
relativos a quatro dos professores da escola. Os resultados também sugeriram como o
curriculo escolar em geral limita o desenvolvimento conceitual dos alunos e professores,
circunscrevendo o ensino de fun¢des somente a uma gama limitada de graficos e de situagdes
(fungdes do 1.° grau, quadréticas etc.). Estes assuntos sdo estudados de maneira isolada, sem

relacdo com a taxa de variag@o.

Na disciplina de Célculo, é extremamente importante que o aluno adote uma visao
variacional - considerar na fun¢do a relagdo que existe entre a variagdo de x; a X, € a variacao
de f(x;) a f(x2) - para analisar subconceitos de derivada e valores extremos. Com esta e outras
preocupacdes o EDC - Educational Development Center - desenvolveu o software

DynaGraph.

O Function Probe é um software educacional voltado para o estudo da Algebra
moderna, Trigonometria e contetdos bdsicos da disciplina Cdlculo Diferencial e Integral. Foi
desenvolvido pela Universidade de Cornell, também nos Estados Unidos. Possui um pacote
multi-representacional que contém trés ferramentas integradas: um grafico, uma tabela e uma
calculadora. Cada ferramenta ¢ independente e exibida através de sua propria interface.
Todavia, pode-se enviar uma informacdo de uma ferramenta para outra. Assim, por exemplo,
ao trabalhar com a funcdo y = 2x na ferramenta tabela, a medida que o aprendiz vai atribuindo
valores a varidvel independente x, localizados na primeira coluna, o programa vai calculando
os valores correspondentes da varidvel dependente y. Acionado o comando Send/Ponts to

Graph imediatamente este pontos obtidos sdo plotados na ferramenta grafico.
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Figura 3.2 - Ferramenta Gréfico do Software Educacional Function Probe.

A idéia de fazer o intercambio entre as representacdoes € um meio que permite aos
alunos trabalharem com as multiplas representacdes quando estdo resolvendo uma situagdo-
problema. Mediado por ele, podem-se explorar situacdes diddticas envolvendo fungdes e
modelagens matematicas. Um dos seus recursos consiste em mudar dinamicamente um

grafico e perceber os seus efeitos na equacdo da fungao.
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Utilizando duas adaptacdes do DynaGraph: DynaGraph Paralelo e DynaGraph
Cartesiano e Function Probe, Ferreira (1998) realizou uma pesquisa com quatro pares de
estudantes brasileiros da 2* série do Ensino Médio. Para investigacido de alguns subconceitos
de funcdo, foram selecionados: conjunto imagem, periodicidade, variagdo, vértice e simetria
axial. A pesquisadora aponta que os software utilizados juntamente com as atividades
elaboradas em torno deles encorajaram os alunos a desenvolverem percepc¢des, generalizagdes

e conexoes com 0s subconceitos estudados.

Estes estudos mostram como o software educativo, usado como ferramenta
interativa, pode suprir as dificuldades de aprendizagem e permitir ao aluno do Ensino Médio,
uma maior participacdo no seu processo de desenvolvimento conceitual matematico. Todavia,
como se sabe, a introdu¢do do computador no ensino por si s, ndo provoca 0 questionamento
dos modelos tradicionais do ensino e aprendizagem. Em muitos casos, pode até afastar
professor e aluno de questdes bdsicas sobre a concepcdo da natureza da aprendizagem e da

formacdo de conceitos, conforme analisa Carraher (1992).

Atualmente, no Ensino Médio, o estudo de fungdes € voltado essencialmente para
Algebra, ou seja, para a expressio analitica de uma funcdo. Os alunos pouco estudam as
representacdes graficas ou tabulares das funcdes matemadticas. Acreditamos que o motivo
maior de enfocar mais aquela representacdo se deve ainda a énfase no raciocinio algoritmico,
praticando a seqiiéncia técnica (algoritmo)/prética (exercicios) objetivando a aprovagdo no
vestibular. Além disso, como argumentam Borba e Penteado (2001, p. 29) “[...] tal destaque
muitas vezes esta ligado a prépria midia utilizada. Sabemos que € dificil a geracio de diversos
graficos num ambiente em que predomina o uso de 14pis e papel e, entdo, faz sentido que ndo se

dé muita énfase a esse tipo de representacdo’.

A construgdo de graficos de fun¢des em sala de aula, utilizando midias tradicionais
(lousa, 14pis, papel quadriculado etc.) pode demandar grande volume de célculos desnecessarios
para se construir tabelas de pares ordenados. Para reverter esse quadro, em contextos de ensino
e aprendizagem de fungdes, podemos usar a tecnologia gréfica. Outra vantagem desse

instrumental de aprendizagem seria trabalhar com familias de fun¢des nao usuais.
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Todavia, ao visualizar os graficos dessas funcdes, mostrados na tela do
computador, podemos ter erros de interpretacdo e concepcoes falsas. De fato, dependendo da

escala utilizada nesses ambientes, o grifico da funcdo seno podera ser apresentado como uma

reta (ABRAHAO; PALIS, 2004).

Tendo essas consideragdes em mente, as autoras realizaram uma pesquisa junto a
quatro professores regentes na 1.° série do Ensino Médio, cujo objetivo geral era de discutir
como esses professores interpretam alguns grificos ndo usuais de funcdes produzidas em

computadores e calculadoras graficas.

A andlise das concepgdes dos professores ao se depararem com grificos ndo
usuais, obtidos em calculadoras e computadores, mostra dentre outras, suas dificuldades em

conciliar seus conhecimentos tedricos com a visualizagdo grafica.

Assim, por exemplo, um dos professores, ao visualizar uma janela na qual o

grafico da funcdo cubica tinha aspecto parabdlico, entendeu esse grifico local como sendo o

grafico completo da fungdo cubica. A exposicdo desse gréfico, dentro de um intervalo,

parecia-lhe de uma fung¢do quadratica. Nesse sentido, o curso de seu raciocinio foi aplicar

propriedades relativas as fun¢des quadraticas. Mesmo alertado para o fato que a fungdo era
. . . o ‘. A b

polinomial do terceiro grau ele insistiu em calcular o vértice y = “1a ex, :—z—a. Segundo

Hector (1992 apud ABRAHAO; PALIS, 2004), esse é um problema que os alunos também

encontram.

Além disso, outros resultados apontaram a dificuldade dos professores com
escala. Apds a visualizagdo dos gréficos f(x)=3x-5eg(x)= —%x+%o encontro das duas

retas pareciam nao ser perpendiculares. Apds uma andlise cuidadosa, apenas dois professores

perceberam que o ndo perpendicularismo geométrico era um problema de escala.

Nesse sentido, os resultados apresentados da pesquisa nos mostram que a
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utilizacdo de diferentes escalas na representacdo grifica de algumas fungdes pode causar

desequilibrios cognitivos no professor, levando-o a rever e reavaliar seus conhecimentos.

Borba (1999) realizou um estudo com alunos da disciplina de Matemadtica
Aplicada do primeiro ano do curso de graduacdo em Biologia. Esses alunos foram divididos
em grupos de trés alunos. O enfoque da pesquisa era coordenar a representacao grafica com a
algébrica. Cada grupo fazia experimentacoes, utilizando a calculadora gréfica e o software
FUN*’ (BORBA; JANUZZI, 1998). Uma das tarefas consistia em relacionar o deslocamento
do grifico com a mudanga nos coeficientes a e b das funcdes quadriticas da forma y = ax* +
bx +c. Apds vdrias tentativas, os alunos elaboraram vdérias conjecturas que foram debatidas

pelos colegas e o professor.

Uma delas, levantadas pelo grupo, afirmava que o grafico da funcdao quadrética
com b > 0 interceptava o eixo y com sua parte crescente. Por outro lado, se b < 0 a intersecao

com o eixo vertical se daria com sua parte decrescente.

O proprio autor observa que a hipétese levantada por este grupo estava correta
visto que a andlise do sinal da abscissa do vértice x = N nas quatro possiveis combinagdes
a

(a>0eb<0,a>0eb>0,a<0eb<0,a>0eb>0), nos fornece a posi¢cdo do vértice da
pardbola em relacdio ao eixo vertical y. Em particular, se f(x) = x> + 3x +1, a concavidade da
pardbola estard voltada para cima, a abscissa do vértice serd negativo e o eixo de simetria da
parabola estard voltado a esquerda do eixo vertical y. Por conseguinte, o ponto de encontro da

parabola e o eixo vertical pertencerd ao intervalo de crescimento.

Essa pesquisa ilustra a potencialidade de uma aula baseada em experimentacdo e
na coordenacdo das miltiplas representacdes de um conteddo matemdtico. Geralmente, nas
aulas tradicionais de Matemadtica, o estudo de funcdes € transmitido pelo professor através da
exposicdo oral da teoria, seguida de exemplos e exercicios. No nosso exemplo, os alunos
foram incentivados a investigar, a fazer experimentacdes antes de conhecerem uma

sistematizacao de fungdes quadréaticas. Os resultados se mostraram satisfatorios na medida em

%% Software para o estudo de fungdes,criado, por Marcelo de Carvalho Borba e Glauter Jannuzzi, o qual até
entdo, encontrava-se em desenvolvimento.
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que puderam descobrir uma importante propriedade desse assunto.

Além disso, Meira (1993, p.64) afirma “[...] o estudo de funcdes pode gerar
atividades com muiltiplos sistemas de representacdo (tabelas, graficos, diagramas e equagdes),
cujo dominio ¢ uma condicdo importante para o desenvolvimento do pensamento

matematico” (MEIRA, 1993, p.64).

3.2 Pesquisas sobre funcoes realizadas na area da Psicologia da Educacao

Matematica

Influenciado pelas idéias piagetianas, principalmente no que tange as formas de
abstracdo (abstracdo empirica e reflexiva), Dubinsky e Harel (1992) idealizaram um esquema
de classificagdo de compreensdo do conceito de fungdo, comportando basicamente trés tipos

distintos de concepcdes: concepgdo aciao, concepcao processo e concepgao objeto.

A primeira concep¢do, denominada Fung¢do como Acdo, corresponde a uma
manipulacdo fisica ou mental sobre objetos. Como ressaltaram os autores supracitados,
compreende uma concepg¢ado estdtica, na qual o sujeito tenta pensar um passo por sua vez. Para
sua melhor compreensdo, vejamos um exemplo adaptado de Régo (2000). O aluno, que
concebe a funcdo como agdo, ao se deparar com uma equacao do tipo y = 2x+3, deverd pensar
sobre algo que, dados valores numéricos para X, obtera os valores correspondentes para y. Em
particular, quando x=4, o seu procedimento de raciocinio poderd ser: multiplique por dois e
some 3 a este resultado. Quanto ao contexto de gréificos, um estudante cuja concep¢do de
funcdo € limitada a ac¢des, s6 obterd informagdes pontuais, do tipo, quando x = 2 temos que y
¢ 5. Compreende uma concep¢do estdtica, no qual o pensamento do sujeito estd preso a

algoritmos, valores pontuais.

A segunda concepcdo, denominada Fung@o como Processo, ocorre quando a acdo
¢ interiorizada pelo sujeito. Neste caso, ele, ao se iniciar com certos tipos de objetos, poderd

fazer alguma coisa com esses objetos, tentando transformé-los. Por conseguinte, novos
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objetos deverdo surgir. Segundo Dubinsky e Harel (1992), quando o aprendiz tem a
concepcdo de funcdo como processo, estd habilitado a combinéd-la com outros processos ou

ainda reverté-lo.

A terceira concepcao, denominada Fun¢do como Objeto, acontece a partir do
instante que a concepg¢do de funcdo como processo estd consolidada. Nesta fase, os alunos sdo
capazes de raciocinar formalmente acerca do conceito de fungdes. Isto ocorre quando o
sujeito imagina uma fun¢do como objeto e a partir dai comeca a realizar operagdes sobre ele,

visando transformé-lo em outro objeto.

Quando o sujeito estd construindo o conceito de fung¢do, podemos inferir que a
predominancia de concepgdes sobre fungdes segue uma certa ordem: as concepcdes de acao,
como primeiras; logo apds, as concep¢des do tipo Processo; e, quando possivel, as
concepcoes de fungcdo como Objeto. No entanto, como observa Dubinsky e Harel (1992,

p-86):

Considerando-se um individuo cuja compreensédo das func¢des estd sendo construida,

poder-se-ia considerar que sua concep¢do de fungdo como acdo é um tipo de
concepcao pré-processo. Isto implica, é claro, considerando um grupo maior, que
muitos individuos estardo em transi¢cdo, da acdo para o processo e, como em toda
transicdo cognitiva, o progresso nunca ocorre em uma tnica diregdo. Isto dificulta a
tarefa de determinar com certeza se a concep¢ao de um individuo estd caracterizada
acdo ou processo.

Muitas vezes, no contexto da aprendizagem matemadtica, o aluno resolve uma
determinada tarefa, seguindo uma interpretacao pessoal e intuitiva. Nesse caso, a medida que

ndo recorre ao formalismo, esquece as defini¢des formais e os teoremas.

Vinner (1995, apud ALVES, 2001), adverte que o aluno ao resolver um
determinado problema matemético, guiando-se apenas de forma intuitiva pode ndo ser uma
condicdo suficiente para se obter €xito. Na aprendizagem de um determinado conceito,

salienta a necessidade de se trabalhar também com defini¢Ges formais matematicas.

Tall (1991), por sua vez, apoiando -se em estudos de vérios psicélogos, reconhece

os vdrios modos de pensamento, ressaltando os ‘processos intuitivos’ de pensamento € 0s
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'processos logicos' (grifo do autor) necessdrios em matemdtica formal.

Nesse sentido, Tall e Vinner (1981) desenvolveram as nog¢Oes de imagem
conceitual (ou imagem do conceito) e definicdo conceitual (definicdo de um conceito). O

primeiro se caracteriza da seguinte forma:

A imagem conceitual é alguma associac¢do ndo verbal de um conceito que evocamos
em nossa mente. Pode ser uma representacio visual de um conceito no caso deste
conceito possuir uma representacao visual, pode ser uma cole¢do de impressdes ou
experiéncias. (VINNER, 1992, p. 197).

Assim, em particular, poderiamos questionar qual a imagem mental mais evocada
por um aluno do 1° ano do Ensino Médio, ao ouvir o nome de fungdes mateméticas. Seria
uma expressdo algébrica ou um grafico? Ou poderia ser dois diagramas relacionados por

setas?

A segunda, concept definition, esta relacionada com definicdes formais
matematicas. Por exemplo, o aprendiz podera mobilizar teoremas e defini¢cOes para justificar
uma determinada propriedade matemdtica. Enquanto a primeira no¢do é uma aquisi¢cdo
idiossincrasica do individuo, a segunda € de natureza mais seqiiencial e ordenada (VINNER,

1992).

Sabemos que muitos obstdculos cognitivos levam o aluno a ndo desenvolver o
conceito geral de funcdo. Ao analisar entrevistas feitas com os sujeitos de sua pesquisa, Alves
(2001) identificou alguns deles. Assim, por exemplo, ao ser questionado sobre o conceito de
funcdo, um aluno afirmou que uma func¢do deve ser expressa por uma regra, uma férmula.
Outro aluno teve uma concepcdo semelhante ao anterior, afirmando que funcdo € uma lei

definida, podendo ser uma equacdo qualquer.

Além disso, ao longo da pesquisa, percebeu-se que grande parte dos alunos nio
apresentou o dominio completo sobre a definicdo formal de fun¢do. Todavia, as concepgdes
intuitivas com respeito a este conceito mostraram-se satisfatérias. De fato, segundo o

pesquisador, com respeito ao concept image (CI) de funcdo, os teoremas em a¢do neste caso,
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mostraram-se bastante razoaveis.

Com respeito aos conceitos ligados ao de funcdo, tais como dominio, imagem,
funcdo injetora e sobrejetora, foi feita uma andlise das acOes algoritmicas realizadas pelos

alunos na resolugdo de questdes.

Alves (2001) aponta que essas acdes ndo foram mediadas por “células™ concept
definition (CD) dos respectivos conceitos. Suas justificativas de raciocinio foram através das
concepgdes e conjectura de natureza intuitiva. Assim, aspectos ligados ao CI mostraram-se

eficazes.

O uso da comunicacdo e suas implicagdes para o ensino sdo objeto de muitas
pesquisas na drea de Educacdo Matematica. Zuffi (1999) analisou como os professores do
Ensino Médio fazem uso da linguagem matematica para ensinarem o conceito de fungdes,

através de respostas a um questiondrio, na abordagem deste tema em sala de aula.

Um dos interesses especificos da pesquisadora era investigar quais seriam as
imagens conceituais evocadas na utilizacdo da linguagem matemética pelo professor, tanto
oral como escrita, para o ensino de funcdes, no nivel médio. Para tanto, utilizou os trabalhos

de Vinner (1991, 1992).

Outros aspectos relevantes a considerar, apoiados nos trabalhos de Dubinsky e
Harel (1992), seriam averiguar quais as concepgdes sobre o conceito de fung¢io (concepgao de

acdo, processo e objeto) estdo presentes na linguagem utilizada por esses sujeitos.

A pesquisa foi conduzida sob um enfoque qualitativo juntamente com sete
professores de Matemética. Foram realizadas observagdes em sala de aula e um questionério
com 20 perguntas, relacionadas ao tema funcdes, que foram livremente respondidas por
escrito. Os resultados da pesquisa apontaram que as principais imagens conceituais de
funcdes evocadas pelos professores foram a de expressdes analiticas bem comportadas,

continuas.
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Quanto aos aspectos de concepg¢do, a de acdo foi predominante: "[...] As variacdes
que estes propuseram para os valores das imagens, conforme mudavam os elementos do
dominio, ndo parecem ter sido abordadas como um processo, uma transformacao global entre
dois conjuntos, mais ponto-a-ponto, com as varidveis assumindo um valor de cada vez, e

sempre no conjunto dos nimeros inteiros, mesmo para as fungdes com dominio real".

Com o objetivo de pesquisar os protétipos criados pelos alunos ingleses ao
estudarem o conceito de funcgdes, Tall e Bakar (1992) apresentaram varios graficos aos

entrevistados e perguntaram se os graficos representavam ou ndo as fungdes.

A figura 3.3 representa uma pardbola e foi corretamente reconhecida como um
grafico de uma funcdo por 97% por cento dos alunos. Os pesquisadores supracitados
argumentam que a grande familiaridade dos alunos com esta figura leva-os a incorporar como

protétipo de fungdo.

Figura 3.3 - Grafico do item ““a”” do questionario da pesquisa inglesa.

Outro protétipo descoberto na pesquisa foi a incorporacdo dos alunos de que o

grafico de uma funcdo € continua (no sentido de que o grafico ndo tenha nenhuma quebra).
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Cerca de 80% dos entrevistados indicaram que a figura é um grafico de uma funcdo. Para

eles, o grafico de uma fun¢do ndo pode ter "buracos", um raciocinio bastante geométrico.

Também nesta pesquisa, eram apresentadas algumas equagdes aos alunos
ingleses. Outro resultado surpreendente foi o fato de que 49% dos sujeitos responderam nao
para a funcd@o constante y= 4. A explicacdo provével, enfatizada por Tall e Bakar (1992), é de
que esses alunos consideram fun¢do apenas quando ha dependéncia entre os valores de x e y.

No caso citado, os valores de x mudavam enquanto os valores de y ndo variavam.

3.3 Papel do conhecimento prévio na aprendizagem do conceito de funcoes

A utilizagdo de letras € usada em diferentes contextos no ensino de Matemadtica.
No segundo ciclo do Ensino Fundamental, os alunos podem utilizd-las na resolu¢do de
problemas. Na quinta série, os estudantes sdo incentivados a generalizar propriedades de
operagdes aritméticas como a+b=b+a. Na série seguinte, a determinacdo das incdgnitas nas
equagOes e inequagdes do 1° grau é bem explorada pelos professores de Matemadtica. Além
disso, nas séries posteriores, o uso de letras é extensivamente visto nas expressoes algébricas,

equagoes e inequagdes do segundo grau e fungdes.

Devido a uma abordagem inadequada do estudo da Algebra, o aprendiz é levado a
pensar que a letra é sempre uma incégnita. Com isso, ele tem o hdbito de igualar a zero
qualquer expressao algébrica que lhe € apresentada. Nessa ordem de idéias, o aluno sente

dificuldades em diferenciar incégnita de varidvel (SANTOS et al., 2004).

As pesquisadoras supracitadas, baseadas em Sierpinska (1992), enfatizam a
necessidade de explorar as diferengas existentes nos diversos usos das letras no ensino da
Matemadtica. Nos casos das equagdes, tratam-se de incognitas e valores dados e, nas fungdes,
por sua vez, tratam-se de quantidade varidveis e constantes. Além disso, nas expressoes

algébricas, as letras sdo usadas como generalizagdes (SANTOS et al., 2004).
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Segundo Caraga (apud TINOCO, 2001, p.5), "[...] a no¢@o de varidvel é das mais
dificeis para os alunos. E um ndmero qualquer de um determinado conjunto, mas nio é

especificamente nenhum dos nimeros deste conjunto".

Sobre a realidade do ensino na Polonia, Sierpinska (1992, p. 44) nos diz que:

Fazer Algebra nesse nivel (6.° e 7.°séries) significa o uso de letras como incégnitas,
transformar expressoes algébricas com o auxilio de identidades envolvendo o
quadrado de somas e diferencas, e diferencas de quadrados, e resolver equacdes
lineares simples. Isto é uma experiéncia demasiado estreita para o aluno apoderar-se
do sentido de uma expressdo como y=ax , na qual x e y devem ser vistas como
varidveis e ndo como incégnitas e seu papel tem que ser distinguido daquele do
simbolo a que é um parametro.

Tomando como fundamentacdo as teorias de Piaget e Vygotsky, Moretti (2000)
objetivou investigar como os conhecimentos prévios e as interagcdes sociais influenciam a
aprendizagem do conceito de funcdo. A pesquisa se realizou em dois momentos. No primeiro,
a pesquisadora buscou identificar os conhecimentos sobre este conceito que os alunos ja
trazem para a sala. Para tanto, alunos, cursando a 9.° série do Ensino Médio, eram
incentivados a resolver quatro problemas, envolvendo o conceito de funcdo, tendo a sua

disposi¢do apenas os seus conhecimentos prévios.

Numa segunda etapa, atividades foram trabalhadas no coletivo da sala de aula
numa situacdo de interacdo. Novamente, com alunos investigados da 9.° série que ainda ndo
haviam passado por um processo formal do ensino do conceito de fungdo. Através de

situacdes-problema, eles deveriam perceber regularidades que permitiriam a generalizacao.

Ao final, foi feita uma andlise comparativa dos niveis de compreensdo do conceito
obtidos nas duas situagdes. Moretti (2000, p.116) concluiu que "[..] a situagcdo de interacdo
caracteriza-se por possibilitar um movimento de compreensdo progressiva do conceito de

forma significativa, que ndo ocorre, perceptivelmente, em situacdo de trabalho individual”.

Na primeira fase, caracterizada pela auséncia de interacdes, segundo a autora, os

alunos ndo demonstraram uma crescente compreensdo do conceito conforme trabalhavam
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com ele na resolucdo dos problemas. Contando apenas com seus conhecimentos prévios, os
sujeitos nao foram capazes de elaborar expressdes analiticas que representassem os problemas

estudados.

No segundo momento, através de discussdo estabelecida com o colega ou uma
pergunta feita pela professora, o aluno utilizou vdrias estratégias de resolucdo, saindo de uma
situacdo particular para uma compreensdo das relacOes existentes entre as varidveis. No
entanto, a auséncia da linguagem analitica era observada em sua estratégia de resolucdo. O
recurso utilizado foi a lingua materna. Porém, a de uma observacdo de um dos sujeitos sobre a
necessidade da utilizagdo de uma expressdo analitica na resolucdo dos problemas foi um
elemento catalisador para que os outros a incorporassem na discussdo do problema e até

mesmo na resolucdo de problemas.

A pesquisadora ressalta o importante papel do professor nessa fase de interacao,
na medida em que elabora questionamentos capazes de levarem os alunos a superarem seus
impasses, sem obterem, de forma imediata, as solucdes dos problemas. Nessa ordem de

idéias, o professor € um grande guia na zona de desenvolvimento proximal de seu aluno.

3.4 Consideracoes sobre as linhas de pesquisas citadas

A pesquisa realizada por Tall e Bakar (1992) forneceu vérios exemplos de
prototipos criados pelos alunos ingleses. Nesse sentido, durante o processo de investigagao
com os sujeitos, foram identificados os novos protétipos que emergiram durante o processo de

investigacao.

Ao elaborar o médulo de atividades, baseado em resultados de trabalhos do tipo
de Abrahdo e Palis (2004), tomou-se o cuidado com os possiveis problemas que poderiam
surgir com relacdo a escala dos ambientes. A idéia era evitar que os sujeitos pudessem ter

erros de interpretacdo e concepgoes falsas.
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Por outro lado, propde-se que a maioria das atividades se desenvolva inicialmente
a partir do computador. Essa midia permite que os alunos facam experimentacdo. Os alunos
experimentardo fazer graficos de fungdes do tipo f(x) = ax+b, por exemplo, utilizando o
software Graphmatica, antes de conhecerem uma sistematizacdo de funcdo afim. A intengdo
serd que os alunos investiguem como os diferentes coeficientes da fun¢do do tipo acima
influenciardo o gréfico de fungdes. Além disso, a utilizacdo desse software permite gerar

graficos vinculados a expressoes algébricas.

Assim, existem pontos em comum com a nossa proposta metodologica e os
estudos realizados por Borba (1999). Além disso, também foram trabalhadas as multiplas

representacdes de fungdo (algébrica, gréifica e algébrica).

Na fase das entrevistas, teve-se em mente conhecer o tipo de concep¢do sobre
fungdes o sujeito estava pensando. Na fase da constru¢do do conceito de funcdo, serd que sua
concepcdo se enquadrou apenas na concepcdo acdo ou se estendeu até a concepcdo objeto?
Alem disso, também nos apoiamos na teoria do conceito imagem de Vinner (1992). Qual a
primeira imagem evocada pelo aluno ao escutar a palavra funcdo? Assim, nesse sentido as

pesquisas de Zuffi (1999) e Alves (2001) deram apoio a nossa reflexao.

Finalmente, as categorias de interacdo e conhecimentos prévios estdo presentes no
trabalho de Moretti (2000). Outras pesquisas sobre essas categorias foram acrescentadas

durante a realizacio da investigacao.
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4. FUNDAMENTACAO TEORICA

Os principais pressupostos tedricos que serviram para a andlise dos resultados
estdo neste capitulo que estd dividido em seis partes. Na primeira parte, aborda-se a Teoria da
Aprendizagem Significativa de David Ausubel (AUSUBEL; NOVAK; HANESIAN, 1980).
Os seus conceitos e principios tedricos deram suporte a andlise deste estudo. Além disso, o
modelo de intervengdo desta pesquisa € baseado nos principios facilitadores da Aprendizagem

Significativa de Ausubel.

Na segunda parte, o tema interacdo entre individuos para a aprendizagem de
conceitos bem como a media¢do pedagdgica sdo introduzidos, tendo por alicerce a Teoria

Sécio-Interacionista de Vygotsky (1998, 2001; REGO, 2000; OLIVEIRA, 2000).

Na terceira parte, por sua vez, a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud
(1993) € discutida, uma vez que se pretendeu, nesta pesquisa, identificar os conhecimentos-
em-acdo - um dos constructos de sua teoria — langcados pelos aprendizes quando estavam

resolvendo uma situagdo-problema mediada pelo computador.

Na quarta parte, sdo descritas as duas categorias de apreensdo de um conceito,
desenvolvida por Richard Skemp (1989): A Compreensdo Instrumental e a Compreensdo
Relacional. No contexto desta pesquisa, estes critérios foram utilizados para analisar o

desempenho dos alunos, durante e apds a intervengdo pedagogica.

Na quinta parte, a Teoria sobre Definicdo Conceitual e Imagem Conceitual,
idealizada por Vinner (1991, 1992), é abordada uma vez que se pretendeu, diante e apds
processo interventivo, identificar a imagens do conceito de fun¢do que os alunos
apresentaram, entendendo estas como as primeiras impressdes invocadas pelo termo, quer
sejam exemplos numéricos, tipos de representacdes (graficos, tabelas, diagramas dentre

outros),

Ao explorar o Objeto de Aprendizagem Desafio Fungdes, serd que o aluno produz
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significados ao conceito de fungdes? Visando responder a esta e outras perguntas, necessita-se
ter uma no¢@o mais precisa do que seria a expressao “producdo de significados”. Para tanto,
utilizam-se os aportes tedricos da Teoria dos Campos Semanticos, apresentada na sexta e

ultima parte deste capitulo.

4.1 A aprendizagem significativa de David Ausubel

Na década de 1960, muitas das idéias sobre o ensino e a educacdo estavam
baseadas na escola behaviorista. O estudo da aprendizagem estava fundamentado em teorias
que sé lidavam com fendmenos observdveis e manipuldveis. Aspectos subjetivos da
aprendizagem tais como 0S processos cognitivos, interesse, curiosidade nido eram abordados
por essa escola. O ensino e aprendizagem eram examinados como estimulos, respostas e

reforcos, ndo como significados.

Nesse contexto, surge David Ausubel, psicélogo do desenvolvimento, idealizador
da teoria da aprendizagem significativa. Para ele, o principal no processo de ensino é que a
aprendizagem deve ser significativa, ou seja, o material a ser aprendido precisa fazer algum
sentido para o aluno. Esse processo acontece quando uma nova informagao interage com uma
estrutura do conhecimento especifica, chamada de ‘“conceito subsuncor” ja existente na
estrutura cognitiva do aprendiz. O subsuncor pode ser uma idéia, um conceito ou uma

proposi¢do. Pode ser considerado como verdadeira ancora.

Nesta secdo, apresenta-se e se discute esta teoria, focalizando aspectos que
constituiram fundamentos para o desenvolvimento do objeto desta pesquisa: o estudo do

conceito de fun¢des mediado por ambientes computacionais.
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4.1.1 Aprendizagem significativa

A teoria de Ausubel tem sido estudada por Moreira (1999, p. 11) no contexto do
ensino de Fisica. Segundo o pesquisador, “[...] aprendizagem significativa € um processo por
meio do qual uma nova informagdo se relaciona, de maneira substantiva (nio-literal) e nio-

arbitraria, a um aspecto relevante da estrutura cognitiva do individuo”.

Dessa forma, as caracteristicas bdsicas da aprendizagem significativa sdo:

substantividade e ndo-arbitariedade. Mas o que significa cada uma delas?

Substantividade refere-se a idéia de que o mesmo conceito ou a mesma
proposicdo podem ser expressos de diferentes maneiras, por meio de diferentes signos. De
fato, para a aprendizagem significativa, o que € incorporado € a substancia do novo conceito
ou da nova proposicdo, ndo podendo depender exclusivamente de determinados signos.
Portanto, podemos dizer que a relagcdo entre o material a ser aprendido e a estrutura cognitiva
ndo deve acontecer ao “ao pé da letra”, isto €, a relacdo ndo € alterada se outros simbolos,

diferentes mas equivalentes, forem usados.

J4 a ndo arbitrariedade, para Ausubel, trata a aprendizagem como uma atividade
significativa para o aluno na medida em que o novo conhecimento deve fazer sentido para ele.
O que se aprende do novo deve estar relacionado com o conhecimento prévio. Trata-se de
entender que o novo conhecimento se assentard sobre o velho. “O conhecimento prévio serve
de matriz ideacional e organizacional para incorporacdo, compreensio e fixacdo de novos
conhecimentos quando estes “se ancoram” em conhecimentos especificamente relevantes
(subsuncores) preexistentes na estrutura cognitiva” (MOREIRA, 1999, p.77). Assim, ao
aprender um novo conceito, este deve se ancorar a outro conceito ja existente. Mas, ndo se

trata de qualquer conceito existente, e sim aquele que € relevante, inclusivo.



75

Significacao e mecanizacao

David Ausubel diferencia aprendizagem significativa da aprendizagem
mecanica (ou automadtica). A aprendizagem significativa ja foi descrita no texto anterior. A
aprendizagem mecanica, por sua vez, ¢ aquela em que as novas informagdes sdo apreendidas
com pouca ou nenhuma associacdo a conceitos relevantes existentes na estrutura cognitiva,
sem se ligar a conceitos subsungores especificos. Nesse caso, a nova informacgdo ¢é

armazenada de maneira arbitrdria e literal, ndo havendo interacdo entre ela e aquela ja

armazenada.

Assim, o fato de o aluno decorar uma férmula de Matematica ou de Fisica na
véspera de uma prova pode ser referido como uma aprendizagem mecanica na medida em que
para a memorizagdo da féormula o aluno faz uma associagdo puramente arbitraria e literal. A
nova férmula a ser aprendida ndo se relaciona com um subsuncor relevante na estrutura

cognitiva do aprendiz.

E bom frisar que Ausubel ndo diferencia a Aprendizagem Significativa da
Mecanica como uma dicotomia, € sim como um continuum. A aprendizagem mecanica pode

ser desejavel e até mesmo necessdria numa fase inicial de um novo corpo de conhecimento.

Recepcao e descoberta

Aprendizagem por descoberta ocorre quando o contetido principal a ser
aprendido deve ser descoberto pelo aprendiz. Ja na aprendizagem por recep¢ao, o que deve
ser aprendido é apresentado ao aprendiz em sua forma final. E bom frisar que a aprendizagem
por descoberta ndo é, necessariamente significativa. Apds a descoberta, a aprendizagem s6
serd significativa se o conteido descoberto estabelecer ligacdes com conceitos subsungores
relevantes ja existentes na estrutura cognitiva. Assim, por exemplo, a solucdo de um quebra-
cabeca pelo método de ensaio e erro € uma aprendizagem por descoberta, mas o contetido
descoberto (a solug@o) pode ser aprendido mecanicamente, pois € incorporado de maneira

arbitraria a estrutura cognitiva.
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Por outro lado, a aprendizagem por recep¢do ndo € necessariamente mecanica.
Numa aula expositiva de Fisica, o aluno pode receber a lei pronta, ser capaz de compreendé-la
e utilizd-la significativamente, desde que tenha, em sua estrutura cognitiva, os subsungores
adequados. Nesse sentido, na concepcdo ausubeliana, ndo hi por que criticar o método
expositivo, pois ele pode ser altamente eficaz quando é bem empregado e direcionado para a
aprendizagem significativa. Em uma mesma tarefa de aprendizagem, as aprendizagens por
descoberta e por recepcdo ndao se constituem em uma dicotomia, podendo ocorrer

concomitantemente.

Condicoes para ocorréncia da aprendizagem significativa

Uma condi¢@o para a ocorréncia da aprendizagem significativa € que o material
didatico tem que ser potencialmente significativo. Isto quer dizer que ele tem que ser
logicamente e psicologicamente significativo, condi¢des subjacentes para que o material seja

potencialmente significativo.

Em relacdo a primeira condicao, um material voltado para a sala de aula, tem que
ter uma argumentacdo logica, coerente, ou seja, “[...] ser suficientemente ndo-arbitrério e ndo-
aleatério, de modo que possa ser relacionado, de forma substantiva e nao-arbitraria, a idéias
correspondentemente relevantes, que se situem dentro do dominio da capacidade humana de
aprender” (MOREIRA, 1999, p.21). Observe que ¢ uma relacdo bilateral: de um lado o
material diddtico tem que ter um significado 16gico, e do outro, o aprendiz tem que ter uma
estrutura cognitiva adequada para aprender de uma maneira significativa o novo

conhecimento.

Assim, enquanto a primeira condi¢do se refere ao significado l6gico do material, a
segunda refere-se ao significado psicolégico. Para esclarecer o significado psicolégico e seu
complexo relacionamento com o ensino, convém deter-se um pouco sobre os significados

denotativos € conotativos.

Os significados conotativos sdo pessoais, idiossincraticos. Objetos e eventos
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podem significar coisas diferentes. Os denotativos se referem aos significados sociais, os
quais sao compartilhados por diferentes individuos. Além disso, os denotativos diferem dos
conotativos na medida em que em um determinado contexto, objetos e eventos tém

significados comuns ao individuo nesse contexto.

Cada ser humano € tnico e toda a sua experiéncia de vida — passada e presente —
ird determinar sua forma de ser e conseqiientemente como ele reagird diante das situagdes da
vida cotidiana, incluindo sua forma de aprendizagem. Sendo assim, cada individuo tem uma
maneira pessoal de aprender, dando um significado para si proprio do material. Portanto, o

significado psicoldgico € uma experi€ncia inteiramente idiossincrética.

Naturalmente, embora o significado psicologico seja sempre idiossincratico, iSso
ndo exclui a existéncia de significados sociais ou significados denotativos, os quais sdo
compartilhados por diferentes individuos. Os significados individuais, que diferentes
membros de uma certa cultura adquirem para diferentes conceitos e proposi¢des, sdo em
geral, suficientemente similares para permitir a compreensdo € a comunicagdo interpessoal.
Além disso, o aluno tem que ter uma disposi¢do prévia para aprender. O material pode ser
potencialmente significativo, mas se o educando ndo quiser, aprenderd de uma maneira
automadtica, ou seja, seu relacionamento com o novo material ird ser de uma maneira arbitraria
e literal. Assim, a nova informacao terd pouca ou nenhuma associacdo a conceitos relevantes

existentes na estrutura cognitiva.

Para David Ausubel, o fator mais importante para a aprendizagem de um novo
material, na perspectiva de sua teoria, € o conhecimento prévio do aluno, a sua estrutura
cognitiva prévia. Segundo Ausubel et al. (1980, apud MIRAS, 1998), “[...] O fator mais
importante que influi na aprendizagem € aquilo que o aluno ja sabe. Isto deve ser averiguado e

o ensino deve depender desses dados”.

Para o psic6logo norte-americano, a estrutura cognitiva pode ser influenciada por
duas maneiras: substantivamente e programaticamente. A acdo do professor pode influenciar
substantivamente a estrutura cognitiva do aprendiz, na medida em que apresente conceitos €

principios de sua disciplina com o mais amplo poder de explanacdo, de extensdo e
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generalizacdo. Ao elaborar uma aula ou um material didatico, o professor pode empregar
métodos de apresentacdo e ordenacdo do assunto que aumentem a clareza e estabilidade da
estrutura cognitiva do aprendiz. Com o objetivo de ajudar a explicar como o conhecimento é

organizado na estrutura cognitiva, Ausubel introduz o principio da assimilacdo.

Assimilacao

Assimilagdo é um processo que ocorre quando uma nova informacao,
potencialmente significativa, é relacionada e assimilada por conceito subsuncor existente na
estrutura cognitiva do aprendiz. Conforme mostrada na figura 4.1, a nova informacdo N
interage de uma maneira ndo literal e ndo arbitraria com um dos subsuncores existentes S.
Como produto dessa relacdo, temos uma nova unidade S’N’ que nada mais é do que o

subsuncor modificado.

Nova informacao, Relacionada a e Conceito subsuncor Produto interacional
potencialmente — assimilada ™| existente na estrutura || (subsuncgor
significativa N por cognitiva modificado)

S S’N’

Figura 4.1 - Assimilacao de conceitos — Teoria Ausubeliana (adaptado de MOREIRA; MASINE, 1982, p.16).

Imediatamente apds a aprendizagem significativa, comeca um segundo estagio de

assimilacdao, chamado por Ausubel de assimilacao obliteradora.

O produto interacional S’N’, durante um certo periodo de tempo, € dissocidvel em
N’ e S’. Aqui temos a fase de retencdo. A medida que o processo de assimilagdo continua,
entramos na fase obliteradora; as novas id€ias tornam-se progressivamente menos
dissocidveis das suas idéias ancoras (subsuncor) até deixarem de estar disponiveis como

entidades individuais (vide fig 4.2). N’S’ reduz-se simplesmente a S’’(subsuncor modificado).
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Assimilacgdo obliteradora

As novas idéias tornam-se progressivamente menos dissocidveis das suas
idéias ancora (subsuncores) até deixarem de estar disponiveis como entidades
individuais.

S + N — S (Assimilaco obliteradora)

r r

O subsuncor e Residuo (subsungor modificado)
o novo conteido
dissociados

Figura 4.2 — Assimilacio obliteradora (adaptado de MOREIRA, 1999, p.16).

Acerca do assunto, Moreira (1999, p. 20) afirma:.

As vantagens da assimilago obliteradora para a fung¢do cognitiva ocorrem as custas
de perda de diferenciacdo do conjunto de idéias detalhadas e de informacdes
especificas que constituem o corpo de conhecimentos. O principal problema na

z

aquisicio do conteido de uma disciplina académica € neutralizar o processo
inevitdvel de assimilacdo obliteradora que caracteriza toda a aprendizagem
significativa.

A teoria de assimilagdo de David Ausubel tem fortes implicagdes na Educacgdo.
Com efeito, na medida em que a nova matéria N se altera para N’, o aluno dificilmente se
lembraréd dele, precisamente, como foi recebido. Assim, avaliagdes que giram em torno da
memorizagdo, exigindo a repeticdo exata das informacdes aprendidas, dificilmente incentivam

a aprendizagem significativa.

Tipos de aprendizagem significativa

Em funcdo da natureza da nova informacdo e de sua relacio com as idéias
ativadas na mente da pessoa que aprende, Ausubel diferencia vérios tipos de aprendizagem

significativa.

A aprendizagem subordinada ocorre quando uma nova idéia aprendida se
encontra hierarquicamente subordinada a uma idéia preexistente. Podem-se distinguir dois

tipos de aprendizagem subordinada: derivativa e correlativa.
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A aprendizagem subordinada derivativa ocorre quando uma nova informacao
aprendida é apenas um exemplo de um conceito ji existente na estrutura cognitiva do
aprendiz; ela ilustra esse conceito sem alterar seus atributos. Assim, por exemplo, o aluno ao
estudar inicialmente a fung¢do polinomial do 1.° grau (f(x) = ax +b, com

ac€ R,be Rea #0,definida para todo x real) deverd saber vdarias de suas propriedades:

grafico, relacdo entre os coeficientes etc. A seguir, ao deparar-se com a fun¢do identidade (
f(x) = x, definida para todo x real) deverd inferir como um caso particular da fungdes
polinomiais do 1° grau. O gréfico dela é uma reta que passa pela origem, e seus coeficientes a

e b sdo, respectivamente, a=1e b =0.

A aprendizagem subordinada correlativa, por sua vez, ocorre quando o
material aprendido é uma extensdo, modificacdo ou limitacdo de um conceito ou proposi¢cao
previamente aprendidos. Dessa forma, no contexto da mecanica cldssica, o aluno ao
diferenciar os vérios tipos de velocidade, ird deparar-se com o conceito de aceleragdo, que

modifica o de velocidade.

No contexto da Algebra, especificamente no ensino de fun¢des matematicas, a
funcdo composta h(x) =gof =g(f(x)) ¢ uma extensdo do conceito de funcdes. Com efeito,

existe uma férmula matematica para f(x) de A em B; a fun¢do g(x), por sua vez, ¢ definida de
B para C. A funcdo h(x) serd de B em C, tendo sua prépria féormula matemdtica, uma

composi¢do de g com f.

Na aprendizagem superordenada, as idéias ou conceitos estabelecidos na
estrutura cognitiva aj, ap, a3z sao reconhecidos como exemplos mais especificos da idéia nova
A e se vincula a A. Ou seja, nesse tipo de aprendizagem, os subsuncgores se interagem

originando outros mais abrangentes. Segundo Moreira (1999, p.34):

A aprendizagem superordenada ocorre no curso do raciocinio indutivo, ou quando o
material é organizado indutivamente ou envolve sintese de idéias. [...]Por exemplo, 4
medida que uma crianca adquire os conceitos de cdo, gato, ledo etc; ela pode, mais
tarde, aprender que todos esses sio subordinados ao conceito de mamifero. A
medida que o conceito de mamifero é adquirido, os conceitos previamente
aprendidos assumem a condicdo de subordinados, e o conceito de mamifero passa a

representar uma aprendizagem superordenada.
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Concernente ao estudo de funcdes, o aluno aprende os vérios tipos de fungdes
elementares: funcdo constante, identidade e linear. Ele pode, mais tarde, reconhecer que esses
tipos de fungcdes sao exemplos mais especificos da idéia nova de funcdo polinomial do 1.°
grau. Nesse sentido, as idéias de funcdes elementares interagiram entre si, originando outras
mais abrangentes e o conceito de funcdo polinomial do 1.° grau passa a ser uma aprendizagem

superordenada.

Ausubel cita ainda, o caso da aprendizagem combinatdria, que consiste em uma
nova idéia A ndo ser mais inclusiva nem mais especifica que as idéias B, C e D. Como

exemplos, temos as diversas modalidades de aprendizagem por analogia.

Principios facilitadores da aprendizagem significativa

Preocupado com a efetivacdo e facilitacdo da aprendizagem significativa no
contexto escolar, David Ausubel anuncia quatro principios: diferenciacdo progressiva,

reconciliagdo integrativa, organizagdo seqiiencial e consolidagdo.

O principio da diferenciacdo propde que, na programacido de um conteddo, as
idéias mais gerais e inclusivas sejam apresentadas em primeiro lugar, para depois serem
diferenciadas, em termos de detalhes e especificidades. Este principio estd baseado em duas
hipéteses: a) no sistema cognitivo humano, as idéias mais inclusivas e amplamente
explicativas ocupam uma posicdo no topo da estrutura hierdrquica da mente e englobam
progressivamente as idéias, proposi¢cOes, conceitos e fatos menos inclusivos e mais
diferenciados; b) € mais facil para o aluno perceber aspectos diferenciados de um todo mais
inclusivo (mais geral) previamente aprendido, do que chegar ao todo a partir das suas partes

diferenciadas.

No entanto, segundo Ausubel, apesar desse principio ser bastante evidente, ele
ndo € muito respeitado. Com efeito, a pritica mais comum entre professores, ora preparando
um material mais didatico, ora desenvolvendo um curso, é separar o curso por topicos, em

unidades distintas, sem levar em consideracdo os diferentes niveis de abstracdo e
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generalidades. Assim, em muitos casos, exige-se do estudante que aprenda detalhes, aspectos
particulares de uma nova disciplina antes que tenha adquirido um corpo de conhecimento em
nivel apropriado de inclusividade, muito antes que tenha em sua estrutura cognitiva aquelas

idéias mais amplas que poderdo incluir e abranger idéias mais concretas.

Ao expor o principio da diferenciacdo, baseado em Ausubel, podemos fazer
muitas criticas ao ensino da Matemadtica e das Ciéncias, que sdo baseadas principalmente na

repeticdo mecanica de férmulas, na aprendizagem de problemas-padrao.

Ao elaborar a programacdo do conteido, o professor deve proporcionar as
relacdes entre idéias, conceitos, proposicdes ja estabelecidas na estrutura cognitiva, ou seja,
deve promover as relagcdes entre os subsuncores Assim, quando atingimos esse nivel, temos o

que Ausubel chama de reconciliag@o integrativa.

Na reconciliagdo integrativa, o professor deve procurar tornar claras as
semelhangas e diferencas entre idéias, quando estas sdo encontradas em vdrios contextos.
Além disso, numa aula expositiva, podem-se estabelecer relagdes entre o conteido que

acabou de ser exposto com 0s novos que ainda serdo apresentados.

Para se atingir a reconciliacdo integrativa de forma mais eficaz, baseado em

Novak, Moreira (1999, p. 50) observa que:

Deve-se organizar o ensino “descendo e subindo” nas estruturas conceituais
hierarquicas a medida que a nova informac@o é apresentada. Isto é, comegar com
conceitos mais gerais, ilustrando logo em seguida como os conceitos subordinados
(intermedidrios) estdo com eles relacionados, introduzindo, finalmente, os mais
especificos, para, entdo, se voltar, por meio de exemplos, a novos significados para
os conceitos de ordem mais geral na hierarquia.

Para David Ausubel, a aprendizagem de conceitos vai fundamentalmente do geral
para o particular. O processo instrutivo deve seguir esse rumo. Contudo, esse caminho ndo €
exclusivamente unidirecional. Com efeito, comecar do geral e, progressivamente, chegar ao
particular, mas sempre fazendo referéncia ao geral, para ndo perder uma visdo do todo e para
elaborar cada vez mais o geral. Sdo promogdes continuas de diferenciacdo progressiva e

reconciliacdo integradora.
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A organizacdo seqiiencial, terceiro principio facilitador de Ausubel, refere-se a
idéia de que, na aprendizagem significativa, o material a ser aprendido precisa fazer algum
sentido para o aluno. Isto acontece quando a nova informagdo ‘“‘ancora-se” nos conceitos
relevantes ja existentes na estrutura cognitiva do aprendiz. As disponibilidades dessas idéias-
ancoras podem “[...] ser maximizadas ao tirar-se partido das dependéncias, seqiiéncias
naturais existentes na matéria de ensino, e do fato de que a compreensao de um dado tépico,
freqlientemente, pressupde o entendimento prévio de algum tépico relacionado” (MOREIRA,

1999, p.52).

Quanto a consolidacdo, o quarto e dltimo principio facilitador da aprendizagem
significativa, baseia-se no fato de que o conteido deve ser explorado pelo professor ao
maximo. Para tanto ele poderd fazer usos de préticas, exercicios e réplicas reflexivas. Antes
que novos contetdos sejam introduzidos, € necessédrio que o anterior esteja bem consolidado.

Assim, o sucesso da aprendizagem seqiiencialmente organizada estaria garantido.

3.1.2 Os organizadores prévios

A principal estratégia pedagdgica proposta por Ausubel para levar a prética os
principios da diferenciacdo integrativa e reconciliagdo integrativa, facilitando assim a
aprendizagem significativa, é o uso dos organizadores prévios. O professor ao utilizar esse

recurso didatico estaria deliberadamente manipulando a estrutura cognitiva do aprendiz.

O organizador é um material introdutério, apresentado ao aluno em um nivel mais
alto de generalidade e abstracdo do que o material que deve ser aprendido. Sua principal
funcdo € de servir de ponte entre o que o aprendiz ja sabe e o que ele deve saber a fim de que

o material possa ser aprendido de forma significativa.

O uso dos organizadores prévios se justifica por trés razdes. Em primeiro lugar,

eles se apdiam em idéias ja existentes na estrutura do aprendiz que podem vir a ser
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relacionada com as idéias do conteido a ser aprendido. Assim o novo material se torna mais
familiar ao aluno. Em segundo lugar, os organizadores, quando elaborados em um nivel
adequado de inclusividade juntamente com idéias mais gerais de uma disciplina, t€m um forte
poder explanatdrio e capacidade integrativa. Por dltimo, o organizador identifica o conteido
j& existente na estrutura cognitiva e indica, explicitamente, sua relevancia para o novo
material. Ausubel et al (1980) afirmam que: “[...] a principal fun¢do do organizador estd em
preencher o hiato entre aquilo que o aprendiz ja conhece e o que precisa conhecer antes de
poder aprender significativamente a tarefa que se defronta” (AUSUBEL et al, 1980 apud
JESUS; SILVA, 2004).

Os Organizadores Prévios podem ser uma frase, um filme, um texto, uma
atividade, uma dindmica etc. E, segundo Massini et al. (1994), podem ser distinguidos como

€xpositivos ou comparativos.

Um organizador expositivo pode ser usado quando o conteddo a ser aprendido for
totalmente novo. Nesse sentido, o organizador consistird em informac¢des amplas e genéricas
sobre o novo conjunto de idéias que serd aprendido. Ao expor um conteido relativamente
familiar ao aluno, o professor poderd usar da estratégia dos organizadores comparativos que

servem para aumentar a discriminabilidade entre idéias novas e aquelas ja disponiveis.

4.1.3 Aprendizagem significativa: um referencial tedrico para o estudo do

conceito de fungdes

Ao estudar o conceito de fungdes, serd preciso que o aluno do 1.° ano do Ensino
Médio ja possua conhecimentos que, de maneira direta ou indireta, estdo relacionados ou
podem relacionar-se as fungdes matematicas? Existem subsuncdes suficientes existentes na
estrutura cognitiva do aprendiz para lidar de uma maneira significativa com esse conteudo?
Como lidar com os assuntos que podem ndo estar sendo usados hd algum tempo, mas que

podem contribuir de alguma maneira com a aprendizagem do conteido?
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Isso exposto, os organizadores prévios podem ser usados como ponte entre o que
o aprendiz ja sabe e o que ele deve saber, a fim de que o novo material possa ser aprendido de
uma maneira significativa. Eles podem reativar os significados obliterados. Contudo, baseado
em Luiten, Ames e Acherson, Moreira (1999, p. 115) ressalta que os organizadores prévios
ndo suprem a deficiéncia dos subsuncores. O seu efeito é pequeno na aprendizagem, ndo

tendo muito valor instrucional.

Provavelmente, o maior potencial didatico dos organizadores estd na sua funcio de
estabelecer, em um nivel mais alto de generalidade, inclusividade e abstragdo,
relagdes explicitas entre o novo conhecimento e o conhecimento prévio ja adequado
do aluno para dar significado aos novos materiais de aprendizagem. Isto porque,
mesmo tendo os subsuncores adequados, muitas vezes o aprendiz ndo percebe sua
relacionalidade com o novo conhecimento.

Muitos assuntos referentes ao ensino de fungdes podem ndo estar sendo usados hd
algum tempo tais como representacdo no plano cartesiano, proporcionalidade e manipulagcdes
algébricas mais elaboradas. Assim, o uso dos organizadores prévios faria uma relacdo deles

com as novas representacdes do conceito de funcoes.

Esta pesquisa, tem como objetivo analisar a constru¢do do conceito de fungdo
através de moédulos de atividades mediados por ambientes computacionais. Para sua
concretizacdo foi dado énfase ao estudo e compreensdo da Aprendizagem Significativa de

alunos do 1.° ano do Ensino Médio, atendendo a dois pontos:

¢ Identificar no aluno o processo de aprendizagem significativa;
e Identificar na relacio ambiente computacional-aluno os recursos que

propiciam a aprendizagem significativa.

Os moddulos de atividades foram elaborados, objetivando facilitar o processo de

Aprendizagem Significativa. Para tanto, foram utilizados os Organizadores.

Em sintonia com os principios facilitadores de aprendizagem significativa, o
trabalho no computador serd baseado em conjuntos de atividades. Cada um deles estara

relacionado a um dos conteudos programaticos selecionados e baseado em problemas
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praticos, seqlienciados de maneira apropriada com vdrias deles situados numa mesma

estrutura, justapostas, reforcando uma as outras.

4.1.4 Algumas consideracoes sobre a aprendizagem significativa de David
Ausubel

Para David Ausubel, o fator mais importante de que depende a aprendizagem do
aluno ¢ a sua estrutura cognitiva prévia. E preciso levar em conta o que o aluno ji sabe sobre
0 que vai ser ensinado. A aprendizagem deve ser uma atividade significativa, o que se aprende
de novo deve-se relacionar com o que se sabia. Dessa forma, os conhecimentos prévios dos
alunos determinam a possibilidade de aprender e explicitam a importancia do professor levar
em consideracdo tais conhecimentos no momento da elaboracdo de seu planejamento e de

suas propostas de atividades.

O aluno, na perspectiva da aprendizagem significativa, ¢ um ser altamente ativo
no seu processo de aprendizagem uma vez que deve possuir uma predisposi¢do psicolégica
para relacionar a nova informacao com aquela ja conhecida em sua estrutura cognitiva. Esta

informacao, j4 existente na estrutura do aprendiz, com foi visto, € chamado de subsuncor.

Apesar da imagem de ancoras dadas aos subsungores ser importante num primeiro
contato com a teoria ausubeliana, ndo mostra toda a dinamicidade da relagdo existente entre o
novo conhecimento e o ja existente. De fato, no curso da aprendizagem significativa, a nova
informacdo interage de uma maneira ndo literal e ndo arbitraria com um subsuncor existente.
Este subsuncor se modifica, tornando-se mais instdvel e mais diferenciado. Assim, o processo

€ dinamico, nao estatico.

Ausubel vé o armazenamento de informagdes no cérebro humano como sendo
altamente organizado, formando uma hierarquia conceitual na qual elementos mais
especificos de conhecimento sdo ligados (e assimilados) a conceitos mais gerais, mais
inclusivos. Dessa forma, na perspectiva da aprendizagem significativa, o desenvolvimento de

conceitos acontece da melhor forma quando os elementos mais gerais e inclusivos de um



87

conceito sdo introduzidos em primeiro lugar e, entdo, este é progressivamente diferenciado,
em termos de detalhe e especificidade. Falando de outra maneira, Ausubel postula que a
aprendizagem de conceitos ocorre da melhor maneira quando se vai dos conceitos mais gerais
e inclusivos para os subordinados especificos. “Em outras palavras, segundo Ausubel, a
aprendizagem de conceitos vai fundamentalmente do geral ao especifico, seguindo uma via
descendente semelhante a definida por Vygotsky (2000) em relagdo a aprendizagem de

conceitos cientificos” (POZO, 1998, p. 219).

Contudo, como ja foi dito, existe a possibilidade de que possa ocorrer, em alguma
circunstancia especifica, o contrdrio. Ao trabalhar com as vdrias representacdes de fungdes
juntamente com os organizadores prévios, postula-se que o aprendiz teve mais condicdes de
apreender o conceito de fungdes, relacionando de modo substantivo e ndo arbitrario o novo
material, potencialmente significativo, com os subsuncores adequados da sua estrutura

cognitiva.

4.2 Vygotsky e o processo de formacao de conceitos

Como Vygotsky fez um estudo consistente sobre a formacdo de conceitos e nesta
pesquisa de tese pretende-se investigar a construcdo do conceito de funcdes mediado por
ambientes computacionais, a abordagem Vygotskiana serd uma fonte bdsica a nossa pesquisa.
Nesse sentido, pretende-se aqui abordar parte das idéias mais relevantes de Vygotsky sobre o
Processo de Formagdo de Conceitos. Para tanto, remete-se a alguns pressupostos de sua teoria

tais como: mediagdo, internaliza¢do e zona de desenvolvimento proximal.

Nas primeiras décadas do século XX, existiam duas fortes correntes na Psicologia
radicalmente antagdnicas. De um lado, inspirada na filosofia empirista, um ramo da
Psicologia que procurava explicar os processos elementares sensoriais e reflexos, utilizando
andlises quantitativas dos fendmenos observdveis € com a subdivisdo dos processos
complexos em partes menores, mais facilmente analisdveis. De outro lado, inspirada nos
principios da filosofia idealista, uma tendéncia de enquadrar a Psicologia como ciéncia

mental, com o objetivo de descrever subjetivamente as propriedades dos processos
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psicoldgicos superiores, tais como a percep¢ao, a memoria ativa € 0 pensamento abstrato.

Vygotsky entendia que as duas tendéncias acabaram promovendo uma séria crise
na Psicologia. A primeira, deixava de abordar as func¢des psicoldgicas mais complexas do ser
humano; a segunda, por sua vez, ndo tinha uma fundamentacio necessdria para a constru¢ao
de uma teoria consistente sobre os processos psicoldgicos tipicamente humanos. Diante desse
quadro, Vygotsky e seus colaboradores buscaram a construcao de uma “nova psicologia” que
possibilitasse uma sintese entre as abordagens predominantes naquele momento. Vale
ressaltar que, para o psicdlogo soviético, o significado de sintese de dois elementos ndo €

simples soma de duas partes, ¢ o surgimento de algo novo que ndo estava presente nos

elementos iniciais.

Nessa nova construgdo para a Psicologia, segundo Oliveira (2000), estdo trés
idéias centrais do pensamento vygotskiano: “[...] as funcOes psicologicas t€ém um suporte
biolégico, pois sdo produtos da atividade cerebral; o funcionamento psicolégico fundamenta-
se nas relacdes sociais entre o individuo e o mundo exterior, as quais se desenvolvem num

processo histdrico; a relagdo homem/mundo € uma relacdo mediada por sistemas simbdlicos”.

Para Vygotsky, o cérebro € a base bioldgica do funcionamento psicolégico do ser
humano. E entendido como sistema aberto, de alto grau de plasticidade, ou seja, pode ser
moldado pela acdo dos elementos externos, podendo servir as novas fungOes, criadas na
histéria humana, sem que sejam necessdrias se efetuar transformacdes fisicas do referido

orgao.

Sobre a segunda idéia principal, o autor supracitado afirma que o
desenvolvimento das funcdes psicolégicas superiores, tipicas da espécie humana, ndo estdo
presentes desde o nascimento do individuo, ndo sdao dados a priori, esperando o
amadurecimento para se manifestarem; nem sdo meros resultados das “pressdes” do meio
externo, concepcdo de desenvolvimento que atribui uma grande importancia aos fatores
externos como determinantes das caracteristicas individuais. Assim, rejeitando as concepgdes
inatistas e behavioristas do desenvolvimento humano, compreende que as caracteristicas

tipicamente humanas resultam da interacio dialética do homem e seu meio sécio-cultural. Ao
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mesmo tempo em que o ser humano transforma o seu meio para atender suas necessidades

basicas, transforma-se a si mesmo.

O terceiro pressuposto diz respeito ao conceito de mediacdo, caracteristica
presente em toda atividade humana. Para Vygotsky, a relagdo do homem com o mundo ndo é
direta, mas mediada através de instrumentos técnicos e os sistemas de signos. Assim, por
exemplo, o homem ao cortar um pao, utiliza a faca, instrumento que corta mais e melhor do
que a mdo. Nos sistemas de signos, a linguagem é considerada um signo mediador por

exceléncia, pois ele carrega em si 0s conceitos generalizados pela cultura humana.

Assim, baseado no materialismo historico e dialético, Vygotsky considera o
desenvolvimento da estrutura mental humana como um processo de apropriagdo pelo homem
da experiéncia histrica e cultural. O homem transforma e € transformado nas relagdes
produzidas em uma determinada cultura. E por isso que seu pensamento é chamado de sécio-

interacionista.

4.2.1 Mediagao

Sabemos que a crianga ao nascer ¢ dotada apenas de funcdes psicolégicas
elementares, como a atencdo involuntdria e os reflexos. Um exemplo bem tipico dessas
funcdes € a sucgcdo do seio materno pelo bebé. Para Vygotsky, com o aprendizado cultural,
parte dessas funcdes “inferiores” transforma-se em funcdes psicolégicas superiores, como
planejar acdes que poderdo ser desenvolvidas no futuro, aten¢do voluntdria, pensamento

abstrato, comportamento intencional e ato de imaginar.

Essa evolug¢do acontece através de um processo de desenvolvimento que envolve
a interacdo do organismo individual como o meio fisico e social em que vive. No entanto,
para Vygotsky, essa relagdo ndo € direta, mas, fundamentalmente, uma relacio mediada.
Assim, um conceito central para a compreensdo das concepcdes vygotskianas sobre o

funcionamento psicolégico € o conceito de mediagdo, caracteristica presente em toda
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atividade humana. Para Oliveira (2000, p. 26), “Mediacdo, em termos genéticos, € 0 processo
de intervencdo de um elemento intermedidrio numa relacdo; a relagcdo, entdo, deixa de ser

direta e passa a ser mediada por esse elemento”.

Vygotsky distinguiu dois tipos de elementos mediadores: instrumentos € o0s
sistemas de signos. Como ja foi dito, um exemplo de um instrumento € a faca. Alguns signos
sdo: os sistemas de nimeros, os esquemas, diagramas e todo tipo de signos convencionais.
Oliveira (2000) salienta que os instrumentos utilizados pelo homem servem para auxilid-lo
nas acOes concretas, objetivando o controle da natureza. As mudangas ocorridas sdo nos
objetos externos a ele. Os signos, por sua vez, sdo orientados para o préprio sujeito, servindo
como ferramentas que auxiliam nos processos psicoldgicos superiores. Ao uséd-los, o homem
modifica as suas proprias fungdes psiquicas superiores. Os signos ndo s6 mediatizam o

pensamento, mas o proprio processo social humano.

Vygotsky observa que as formas elementares de comportamento poderdo ser
esclarecidas através do esquema S = R. Assim, por exemplo, uma crianga que nunca teve
contato com uma chama de uma vela, ao se aproximar dela, terd o estimulo da dor (S), e
imediatamente, como resposta (R), afastard sua mao dela. Sobre a estrutura de operagdes com
signos hd um terceiro elemento, um elo intermediario entre um estimulo e a resposta. Assim, a
relacdo deixa de ser dual e passa a ser trial. A seguir, apresentaremos o esquema feito pelo

proprio Vygotsky.

X
Figura 4.3 — Relacdo trial das formas elementares de comportamento. Fonte: (VYGOTSKY, 1998).

No mesmo exemplo da vela, a crianca que ja tenha passado pela experiéncia
desagradédvel da queimadura, ao sentir os primeiros contatos do calor, imediatamente, afastard
sua mao. Nesse caso, a lembranca da dor € o elo intermedidrio (signo) entre o estimulo e a

resposta. Vygotsky frisa que esse signo possui a caracteristica de acdo reversa na medida em
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que age sobre o individuo e ndo sobre o ambiente.

Na perspectiva socio-cultural de Vygotsky, os instrumentos sdo artefatos
culturais, usados para mediar a realizacdo colaborativa de atividades ou préticas sociais
diversas, e cujo significado € historicamente construido por um grupo social. Assim, o
computador € um destes artefatos e assume o papel de mediador no processo cognitivo e, ao
mesmo tempo, € portador de carga cognitiva propria, uma vez que propicia a conexao entre

diversos conhecimentos

4.2.2 Internalizagao

No item anterior, discutimos a importancia do conceito de mediacdo simbdlica
para Vygotsky e vimos que os processos mentais superiores sdo processos mediados por
sistemas simbdlicos. Neste item, procuramos discutir o papel das vérias fases das operagoes

como uso de signos. Segundo Vygotsky:

Na fase inicial o esfor¢o da crianca depende, de forma crucial dos signos externos.
Através do desenvolvimento, porém, essas operagdes sofrem mudancas radicais: a
operacgdo da atividade mediada (por exemplo a memorizac¢io) como um todo comeca
a ocorrer um processo puramente interno (1998, p.73).

Ao longo do seu desenvolvimento, o individuo deixa de utilizar as marcas
externas e passa a utilizar signos internos, isto €, representacdes mentais que substituem os
objetos do mundo real. Por outro lado, sdo desenvolvidos sistemas simbdlicos que organizam

0s signos em estruturas complexas e articuladas.

Para o psicologo soviético, o conceito de ‘internalizagdo’ significa a
“reconstrucdo interna de uma operagdo externa”, tendo como base os signos (VYGOTSKY,

1998, p.74).

O processo de internalizagdo consiste numa série de transformacdes, quais sejam:
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(a) uma operacdo que inicialmente representa uma atividade externa é
reconstituida e comeca a ocorrer internamente;

(b) um processo interpessoal € transformado num processo intrapessoal; e

(¢) a transformacao de um processo interpessoal num processo intrapessoal € o
resultado de uma longa série de eventos ocorridos ao longo do

desenvolvimento.

Sobre a segunda série de transformagdes, Vygotsky observa que, no
desenvolvimento da crianca, todas as fungdes superiores aparecem duas vezes: primeiro entre
os individuos (interpsicolégica), e depois no interior da crianca (intrapsicoldgica). A crianca
se apropria do conhecimento na medida em que interioriza a experiéncia séciocultural dos

adultos e do meio que a rodeia.

A principal func¢do da linguagem humana, segundo Vygotsky, € a de intercambio
cultural. Isto €, o homem tem necessidade de se comunicar com seus semelhantes, e para isso
cria e utiliza os sistemas de linguagem. O beb€, que estd comegando a aprender a falar, ndo
consegue compreender o significado preciso das palavras utilizadas pelos adultos, mas
consegue manifestar seus sentimentos de desconforto, prazer e dor através de gestos, sons e
expressoes. No entanto, essa forma inicial de comunicacdo € limitada. As pessoas para se
comunicarem de uma maneira eficiente sentem necessidade de utilizarem signos
compreensiveis. Através deles, poderdo ser traduzidos, de forma bastante precisa, idéias,
sentimentos, vontades, pensamentos. Com a utiliza¢do da linguagem o homem se torna capaz
de lidar com os objetos do mundo exterior, mesmo quando eles estdo ausentes. Assim, por
exemplo, a frase “o homem caiu” permite a compreensdo de evento mesmo sem té-lo

presenciado, pois operamos com esta informag¢do internamente.

Além disso, a linguagem imprime uma grande mudanc¢a nos processos do homem,
permitindo que ele seja capaz de analisar, abstrair e generalizar as diversas caracteristicas dos
objetos, eventos e situacOes presentes em sua realidade, designando elementos presentes e
fornecendo conceitos e maneiras de organizar o real em categorias conceituais. Por exemplo,
a palavra “mesa” designa qualquer mesa, independente de seu tamanho, cor, se € grande ou

-

pequena. Assim, a utiliza¢do da linguagem favorece processos de abstracdo e generalizacdo. E
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esse fendmeno que gera a fungdo da linguagem: pensamento generalizante.

4.2.3 Zona de desenvolvimento proximal

Vygotsky considera o aprendizado como um aspecto necessario e fundamental no
processo de desenvolvimento das func¢des psicoldgicas superiores. Ele postula que o
desenvolvimento pleno do ser humano depende do aprendizado que realiza num determinado
grupo cultural, a partir da interacdo com outros individuos da sua espécie. Assim, os
processos de aprendizagem geram os processos de desenvolvimento mental. Por exemplo,
sabemos que a crianga nasce com o aparelho fonador, condicdes organicas necessdrias para a
aquisicao da fala, porém ndo suficientes para que ela adquira a linguagem. Se ela nascer numa
comunidade de falantes, ela aprenderd a falar. Porém, se ela nascer numa comunidade de

surdos-mudos, ndo desenvolvera a linguagem oral.

z

Segundo Vygotsky, a evolucdo intelectual de uma crianga é caracterizada por
saltos qualitativos de um nivel de conhecimento para outro. Com o intuito de elucidar esse
processo, ele identifica dois niveis de desenvolvimento: nivel de desenvolvimento real ou

efetivo e o nivel de desenvolvimento potencial. A seguir, serd explicado cada um deles.

A crianca, quando consegue realizar uma tarefa sozinha, sem ajuda de uma pessoa
mais experiente da cultura (pai, irmao mais velho, colega de classe mais adiantado, professor),
estd no primeiro nivel de desenvolvimento. Nele, a crianca ji tem um conhecimento
consolidado. Assim, por exemplo, se domina a operagcdo adicdo, esse € seu nivel de

desenvolvimento real.

O nivel de desenvolvimento potencial é determinado por aquilo que a criancga
ainda ndo domina, mas é capaz de realizar, s6 que mediante a ajuda de outra pessoa (adultos
ou criancas mais experientes). “[...] Nesse caso, a crianca realiza tarefas e soluciona
problemas através de didlogo, da colaboragdo, da imitacdo, da experi€éncia compartilhada e

das pistas que lhe sdo oferecidas” (REGO, 2000, p.73). Por exemplo, a crianca ja sabe somar
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e identificar suas principais propriedades, através de um mediador, ela poderd dominar uma

multiplicacdo simples.

A zona de desenvolvimento proximal pode ser definida como a distancia entre o
desenvolvimento real e o potencial, que estd proximo mas ainda ndo foi atingido. O préprio

Vygotsky (1998, p. 113) nos esclarece que:

A zona de desenvolvimento proximal define aquelas funcdes que ainda ndo
amadureceram, que estdo em processo de maturacdo, fun¢des que amadurecerdo,
mas que estdo presentes em estado embriondrio. Essas func¢des poderiam ser
chamadas de ‘“brotos” ou “flores” do desenvolvimento, ao invés de “frutos” do
desenvolvimento. O nivel de desenvolvimento real caracteriza o desenvolvimento
mental retrospectivamente, enquanto a zona de desenvolvimento proximal
caracteriza o desenvolvimento mental prospectivamente.

4.2.4 O processo de formacao de conceitos

Um pouco antes de Vygotsky, existiam dois métodos de pesquisas que faziam
estudos sobre a formacdo de conceitos. O primeiro, chamado de método da defini¢do, voltava-
se para os conceitos ja formados na crianga através da definicdo verbal de seus contetddos.
Segundo o psicélogo soviético, esse método € inadequado na medida em que investe no
produto acabado da formacgdo de conceitos, negligenciando a dindmica e o desenvolvimento
do processo em si. Pode ser um teste de desenvolvimento lingiiistico, em vez de um processo
intelectual propriamente dito. Outra inconveniéncia desse método é centrar seu foco de
pesquisa na palavra, abordando o seu significado através de outra. S3o desconsideradas a
percepcdo e a elaboracdo mental do material sensorial que dd origem ao conceito. Para
Vygotsky (2000), o material sensorial e a palavra sdo partes indispensdveis a formacdo de
conceitos. O segundo grupo abrange os métodos utilizados no estudo da abstracdo. Sdo feitos
experimentos nos quais se pede a crianga que descubra algum traco comum em uma série de

impressoes discretas, abstraindo-se de todos os outros tragos aos quais estd perceptualmente

ligado.

Vygotsky (2000, p. 70) critica essas pesquisas, pois tanto um grupo como o outro

negligenciam o papel desempenhado pelo simbolo (a palavra) na formacdo de conceitos.
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Todas as funcdes psiquicas sdo processos mediados e 0s signos constituem o meio bésico para
dominda-las e dirigi-las. O signo mediador € incorporado a sua estrutura como uma parte
central de processo como um todo. Na formacdo de conceitos, esse signo € a palavra que, em
principio, tem o papel de meio na formagdo de um conceito e, posteriormente, torna-se o seu

simbolo.

Baseados nas pesquisas feitas por seus colaboradores, Vygotsky propds uma
trajetoria do desenvolvimento conceitual. Ele dividiu essa trajetoria em trés fases bdsicas,

cada uma por sua vez, dividida em vérios estagios.

Na primeira fase de formacdo de conceitos, a ‘crianca de tenra idade agrupa
alguns objetos numa agregacdo desorganizada, ou amontoada. Nesta fase de seu

desenvolvimento,

[...] o significado das palavras denota, para a crianca, nada mais do que um
conglomerado vago e sincrético de objetos isolados que, de uma forma ou de outra,
aglutinam-se numa imagem em sua mente. Devida a sua origem sincrética, essa
imagem ¢é extremamente instavel (VYGOTSKY, 2000, p.74).

A segunda fase é chamada por Vygotsky de “pensamentos por complexos”. Nela
a crianga ja superou parcialmente o seu egocentrismo visto que em sua mente 0s objetos
isolados associam-se ndo apenas devido as impressdes subjetivas, mas também devido as
relacdes que de fato existem entre esses objetos. Vygotsky observa que na linguagem dos
adultos ainda se encontram alguns residuos do pensamento por complexos. Ele exemplifica,
de forma simples, através de um nome de uma familia chamada Petrov. Nesse caso, quando a
crianga evoca em sua mente qualquer membro da familia Petrov, ela faz através de um
pensamento por complexo, as ligacOes feitas entre seus componentes nido sdo légicas e
abstratas, mas concretas e factuais. Qualquer outra pessoa serd dessa familia pelo fato de ter o

sobrenome Petrov.

Objetivando esclarecer melhor o pensamento por complexo e o diferenciamento

do conceito, Vygotsky (2000, p. 77) observa que:

As ligacdes factuais subjacentes aos complexos por meio da experiéncia direta.
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Portanto, um complexo €, antes de tudo, um agrupamento concreto de objetos
unidos por liga¢des factuais. Uma vez que um complexo ndo é formado no plano de
pensamento 16gico abstrato, as ligagcdes que o criam, assim como as que ele ajuda a
criar, carecem de unidade 16gica: podem ser de muitos tipos diferentes. Qualquer
conexdo factualmente presente pode levar a inclusdo de um determinado elemento
em um complexo. E esta a diferenca entre um complexo e um conceito. Enquanto
um conceito agrupa os objetos de acordo com um atributo, as ligacdes que unem os
elementos de um complexo ao todo, e entre si, podem ser tdo diversas quanto os
contatos e as relacdes que de fato existem entre os elementos.

No desenvolvimento de conceito, € necessdrio abstrair, ou seja, observar um ou
mais elementos de um todo, avaliando caracteristicas e propriedades em separado. Além
disso, nesse percurso de desenvolvimento que levard a formacdo de conceitos propriamente
dito, caracterizado por Vygotsky de terceira fase, é igualmente importante unir a sintese € a

analise.

Vygotsky observa que esta fase ndo aparece necessariamente s6 depois que o
pensamento por complexo completou todo o seu desenvolvimento. Essas novas formacdes
podem ser observadas em etapas da fase pensamento por complexos. E como se houvesse
duas raizes independentes. O pensamento por complexo € uma raiz da formacao de conceitos
que estabelece ligacoes e relagdes. “O pensamento por complexos dd inicio a unificacdo das
impressoes desordenadas; ao organizar elementos discretos da experi€éncia em grupos, cria
uma base para generalizagdes posteriores” (VYGOTSKY, 2000, p. 95). A outra raiz, por vez,

realiza o processo da andlise, de abstragao.

Dirigido pelo uso da palavra, o conceito se forma exigindo que o sujeito se
concentre ativamente sobre o assunto, dele abstraindo os aspectos essenciais e inibindo os

secunddrios, objetivando fazer generalizacOes mais consistentes através de uma sintese.

Quando se examina o processo da formacdo de conceitos em toda a sua
complexidade, este surge como um movimento do pensamento dentro da pirdmide
de conceitos, constantemente oscilando entre as duas dire¢oes, do particular para o
geral e do geral para o particular (VYGOTSKY, 2000, p.101).

Reportando-se a teoria vygotskiana, o processo de desenvolvimento dos conceitos
ou significado das palavras é longo e complexo, requer um trabalho que envolva atencdo
arbitrdria, memoria l6gica, abstracdo, comparacdo e a discriminagdo. O professor ao tentar

ensinar um determinado conceito diretamente estard comprometendo o processo de ensino,
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pois Vygotsky observa, através da experi€ncia prética, que essa conduta traz resultados
infrutiferos. Assim, o conceito ndo pode ser memorizado, pois caso contrdrio, a crian¢a nao

assimila o conceito e diante da sua aplicacdo sente-se impotente para usa-lo.

Muito antes de entrar na escola, a crianga lida no seu dia-dia, com indmeras
situacdes tais como: reconhecer signos, operar, deparar-se com determinados fendmenos
dentre outros. Por estar inserida num grupo sécio-cultural determinado, a crianga recebe
instrucdes das pessoas mais experientes, aprende a perguntar e também a obter respostas para
uma série de questdes. Além disso, antes de estudar Matemdtica na escola, ela ja teve
experiéncias com quantidades, comparacdes, ou seja, ja teve algumas noc¢des matemadticas.
Esses conhecimentos construidos na experi€éncia pessoal, concreta e cotidiana das criangas,

foram chamados por Vygotsky de conceitos espontaneos ou cotidianos.

No entanto, aqueles conceitos que sdo adquiridos por meio do ensino sio
chamados de conceitos cientificos. S3o conhecimentos sistematizados, adquiridos nas
interagdes escolarizadas. Para estudar o desenvolvimento dos conceitos cientificos na
infancia, Vygotsky se baseou em varios experimentos feitos pelos seus colaboradores. Um
deles foi feito com criangas de segundo e quarto anos que tinham que completar frases com
“porque” e “embora”. A andlise comparativa dos conceitos espontineos e cientificos em uma
faixa etdria mostrou que, quando o curriculo fornece o material necessario, o desenvolvimento

dos conceitos cientificos supera o desenvolvimento dos espontaneos.

No terreno dos conceitos espontaneos, a crianca tinha que completar frase do seu
proprio dia-a-dia do tipo “o ciclista caiu da bicicleta porque...”. Normalmente, esse tipo de
frase é respondido corretamente por ela, de forma espontinea, varias vezes ao dia. Vygotsky
explica que a crianga provavelmente acha dificil concluir um teste como o acima mencionado
por que ndo tem consciéncia de seus conceitos. No nosso caso especifico, ela ainda ndo tomou

consciéncia propria do conceito “porque” e, portanto ndo pode operar com ele a vontade.

No campo dos conceitos cientificos, a tarefa requeria o estabelecimento de
pendéncias causais entre os fatos e conceitos do campo das ciéncias sociais. Uma crianca

assim concluiu corretamente uma frase que lhe foi apresentada: “A economia planejada é
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possivel na Rissia porque ndo ha propriedade privada — toda a terra, as fdbricas e as usinas
pertencem aos operdrios e camponeses”. Sabemos que, no terreno dos conceitos espontaneos,
a crianca sabe a causa de o ciclista ter caido. O que fard ela ao responder a pergunta? A

explicacdo é dada pelo préprio Vygotsky (2000, p. 133):

[...] Porque o professor, trabalhando com o aluno, explicou, deu informacdes,
questionou, corrigiu o aluno e o fez explicar. Os conceitos da crianca se formaram
no processo de aprendizado, em colaboragdo com o adulto. Ao concluir a frase, ela
utiliza os frutos dessa colaboragdo, dessa vez independentemente. A ajuda do adulto,
invisivelmente presente, permite a crianga resolver tais problemas mais cedo do que
os problemas que dizem respeito a vida cotidiana.

No quarto ano, as frases com porque sdao completadas corretamente tanto nos
aspectos cientificos e espontaneos. Portanto, da segunda série para a quarta houve um répido
progresso. Sobre essa equivaléncia entre os conceitos, Vygotsky postula que o dominio dos
conceitos cientificos eleva o nivel dos conceitos espontineos. “[...] Uma vez que a crianga ja
atingiu a consciéncia e o controle de um tipo de conceitos, todos os conceitos anteriormente
formados sdo reconstruidos da mesma forma” (VYGOTSKY, 2000, p.134). Além disso,
desde o inicio, os conceitos cientificos e espontaneos da crianga se desenvolvem em dire¢des

contrdrias: inicialmente afastados, a sua evolucdo faz com que terminem por se encontrar.

Em seus conceitos espontaneos a crianga chega relativamente tarde a tomar
consciéncia do conceito. Para elucidar essa afirmacdo, pego o exemplo da palavra irmdo. A
crianca tem o conceito do objeto e a consciéncia do préprio objeto representado nesse
conceito, mas nao estd consciente do seu proprio pensamento. Esse conceito cotidiano esta
impregnado de experiéncia. Se a crianca for solicitada para resolver um problema abstrato
sobre um irmdo de um irmao ela fica confusa, pois responder a essa pergunta implica operar
esse conceito em situacdo ndo-concreta. A capacidade de defini-lo por meio de palavras, de

operar com ele a vontade, aparece muito tempo depois (VYGOTSKY, 2000).

Por outro lado, quando uma crianca aprende um conceito cientifico como ‘“‘guerra
civil”, ela sabe defini-lo, aplica-o em diferentes operacdes logicas e descobre a sua relagdo
com os outros conceitos. Mas, como frisa bem Vygotsky, “[..] esse conceito é esquematico e
carece da riqueza de conteido proveniente da experiéncia pessoal. Vao sendo gradualmente

expandidos no decorrer das leituras e dos trabalhos escolares posteriores” (2000, p. 135).
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Analisando os dois conceitos, Vygotsky afirma (2001, p. 346):

[...] o conceito cientifico da crianca revela a sua fraqueza justamente no campo em
que o conceito “irmio” se revela forte, isto €, no campo do emprego espontineo do
conceito, da sua aplicacdo a uma infinidade de operagdes concretas, da riqueza do
seu conteddo empirico e da sua vinculagdo com a experiéncia pessoal. A andlise de
conceito espontineo da crianga nos convence de que a crianga tomou consciéncia do
objeto em propor¢des bem maiores do que o préprio conceito; a andlise do conceito
cientifico nos convence de que, desde o inicio, a crianga toma consciéncia do
conceito bem melhor do que objeto nele representado.

Com o objetivo de esclarecer, Vygotsky concebe o seguinte esquema: o
desenvolvimento dos conceitos espontaneos da crianca € ascendente, enquanto o
desenvolvimento dos seus conceitos cientificos € descendente, para o nivel mais elementar e

concreto.

4.2.5 Mediacao Pedagodgica

Na se¢do passada, vimos que a mediacdo € um conceito crucial na teoria de
Vygotsky. Para ele, toda relacdo do individuo com o mundo ndo € direta, mas feita por meio
de instrumentos técnicos e da linguagem. Além disso, as fun¢des psicolégicas superiores sO se
formam e se desenvolvem pelo aprendizado. De acordo com sua teoria, as relagdes sociais
potencializam os processos de desenvolvimento intelectual das pessoas e toda aprendizagem ¢é
necessariamente mediada. Assim, na perspectiva vygotskiana, o professor tem uma posicao de
destaque na sociedade uma vez que deverd intervir no processo de aprendizagem da crianga,
promovendo avangos no seu desenvolvimento. Além disso, o professor e a escola, em
qualquer situagdo de ensino-aprendizagem, devem considerar os conceitos espontaneos de
seus alunos, e, pela mediagdo, contribuir para que o aluno adquira autonomia na construcao

dos conceitos cientificos.

Para Leite (2006, p. 28), “[...] a mediacdo pedagdgica € a atitude do professor que
se coloca como motivador da aprendizagem, manifestando-se disposi¢do para ser ponte entre
o aprendiz e sua aprendizagem, até que a producdo do conhecimento seja significativa para o

aluno”.
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Objetivando analisar como as trocas dialdgicas entre professor e alunos
influenciam na aprendizagem de conceitos matematicos ao utilizar um Objeto de
Aprendizagem, a autora acima citada realizou uma pesquisa com vinte e trés alunos da sétima
série e seu professor de Matematica em uma escola publica de Fortaleza. Nesse sentido, o
estudo tinha como foco de atenc¢do, observar como ocorre a mediacdo do professor durante o
uso de um ambiente interativo e analisar se a conversagdo esta voltada para a compreensao do

contetido matemadtico ou para instru¢des de como utilizar o ambiente.

A pesquisa foi analisada no Laboratorio de Informatica da escola com o uso do
Objeto de Aprendizagem (OA) Balanga Interativa, que tem como objetivo trabalhar as no¢des
de equacdo, inequagdo e incdgnita por meio da simulacdo de uma balanca de dois pratos na
tela do computador. Ao analisar os resultados, a autora ressalta o papel do professor como
mediador das atividades quando os alunos estavam utilizando o Objeto de Aprendizagem. A
sua intervencdo se dava quando os aprendizes sentiam necessidades de elaborar estratégias
mais eficazes. Ele fazia o acompanhamento direto nas atividades, atuando de acordo com as

necessidades de cada aluno.

Por outro lado, a colaboragdo entre os alunos também foi vista pela pesquisadora
em sua andlise. Em alguns momentos, houve mediacdo entre os préprios discentes sem a

intervengdo do pesquisador. No entanto, mediado pelo computador:

Houveram momentos, durante o didlogo, em que os alunos sentiram a necessidade
da presenca de um professor no mesmo contexto da fala, ou seja, no momento da
utilizacdo, que pudesse contribuir com retornos para reparagdes, reconstrucdes e
convergéncia conceitual, que o software, por si, ndo estava conseguindo emitir”
(LEITE, 2006, p. 137).

Os resultados obtidos indicam que a interven¢do do professor e a ajuda mutua
entre os alunos os levam a uma melhor compreensdo dos conceitos algébricos de equagdo,
inequagdo e incognita. As trocas dialdgicas entre o professor e os alunos durante o uso do OA

estavam voltadas para a compreensdo destes conceitos matematicos.
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4.2.6 Consideragdes Finais

Nesta pesquisa, trabalhou-se o quadro tedrico em trés niveis de abordagem: o
conceitual, o pedagdgico e o tecnoldgico. Os trés aspectos foram estudados de modo inter-
relacional. Propde-se trabalhar a elaboracdo conceitual de fungdes sobre uma base pedagdgica

(construtivismo) e através do instrumental tecnolégico (software).

O trabalho no computador foi baseado em conjuntos de atividades. Cada um deles
relacionado a um dos contetddos programaticos selecionados e foram seguidos de uma série de
exercicios especificos. As atividades foram baseadas em problemas praticos, pois se acredita
que o uso da tecnologia associado a investigacdo de situacdes funcionais do mundo real ajuda
o aluno a desenvolver uma maior intuicdo e compreensdo de fungdes. Acrescenta-se que o
computador é um meio pratico que podemos utilizar em busca de novas generalizacdes. Ele
ndo € apenas para ajudar o aluno a se relacionar com a situacdo apresentada, mas produz
importantes efeitos nas relacdes internas e funcionais das estruturas superiores, isto €, na

construcdo de novas generalizacoes.

Além disso, baseado em Oliveira; Costa; Moreira (2001), a utilizacao do software
educativo, em contextos de ensino-aprendizagem, deve propiciar a necessdria articulacdo dos
conceitos espontaneos (conhecimentos prévios) com os conhecimentos que se deseja que o

aluno construa (conhecimentos cientificos).

4.3 Teoria dos Campos Conceituais

Uma das teorias mais importantes da Educacdo Matemdtica contemporanea € a
Teoria dos Campos Conceituais, desenvolvida pelo professor e pesquisador Gerard Vergnaud.
H4 muito, suas idéias t€ém ajudado os pesquisadores a entender a formacdo dos conceitos
matematicos por parte dos alunos, a partir da observacdo de suas estratégias de acdo. Em
nosso pais, muitas pesquisas sdo fundamentadas por essa teoria, sobretudo aquelas voltadas

para o estudo dos Campos Conceituais da Algebra. Além disso, os ParAmetros Curriculares
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Nacionais - PCNs- de Matemadtica foram influenciados por esta elaboracao tedrica.

Seguindo uma linha construtivista, Gerard Vergnaud (1993) trabalha a questao da
aquisicdo de conceitos, negando a proposta tradicional de ensino baseado na simples
transferéncia de conhecimentos prontos e acabados. Em func¢ao disso, para ele, a compreensao
de um conceito, por mais simples que seja, ndo pode estar baseada em apenas uma Unica
situacdo, mas em vdrias, assim como uma Unica situacdo pode envolver vdarios conceitos.

Portanto, devemos estudar campos conceituais.

Sobre a teoria dos campos conceituais, o proprio Vergnaud (1993, p. 1) esclarece:

E uma teoria cognitivista, que busca propiciar uma estrutura coerente e alguns
principios bdsicos ao estudo do desenvolvimento e da aprendizagem das
competéncias complexas, sobretudo as que dependem da ciéncia e da técnica.
Por fornecer uma estrutura a aprendizagem, ela envolve a didética, embora ndo
seja em si uma teoria diddtica. Sua principal finalidade é propor uma estrutura
que permita compreender as filiagdes e rupturas entre conhecimento, em
criancas e adolescentes entendendo-se por “conhecimento”, tanto as habilidades
quanto as informagdes expressas. [..] ndo é especifica da Matematica, embora
inicialmente tenha sido elaborada para explicar o processo de conceitualizacio
progressiva das estruturas aditivas, das estruturas multiplicativas, das relacdes
multiplicativas, das relacdes nimero-espago e da Algebra.

A teoria dos campos conceituais € uma teoria pragmatica, ou seja, que faz apelo a
noc¢do de situacdo e das acOes dos sujeitos nestas situagdes. Para Vergnaud, o conhecimento
matematico emerge na resolu¢do de problemas. Antes de esclarecer o que seria um conceito

para ele, faz-se necessario entender melhor o que vem a ser o conceito de esquema.

4.3.1 Conceitos e Esquemas

Em contextos de aprendizagem e ensino, segundo Vergnaud (1998), um conceito
ndo pode ser logo reduzido a sua definicdo. Para que faca sentido a criancga, ele deve estar

inserido em um conjunto de situacdes e problemas.

Para Vergnaud (1998), num dado momento do seu desenvolvimento e sob certas
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circunstancias, o aprendiz, ao resolver um determinado problema, tem a sua disposi¢do um
conjunto de competéncias necessarias ao tratamento relativamente imediato da situacdo. Nesta
classe de situagcdes, observam-se comportamentos automatizados, organizados por um sé

esquema.

Por outro lado, o sujeito ao resolver um determinado problema matemaético, pode
ndo dispor de todas as competéncias necessdrias para sua resolucio, obrigando-o a um longo
tempo de exploracdo e tentativa. Por conseguinte, ele entrard numa fase de descoberta,
tentando sucessivos esquemas a fim de que possa atingir a solu¢do desejada. "Esta af a idéia
piagetiana de que os esquemas estdo no centro do processo de adaptacdo das estruturas
cognitivas, i.e., na assimilacdo e na acomoda¢do. Contudo, Vergnaud d4 ao conceito de
esquema um alcance muito maior do que Piaget e insiste em que os esquemas devem
relacionar-se com as caracteristicas das situagdes as quais se aplicam." (MOREIRA, 2002, p.

6). Vergnaud, (1998, p.2) diz:

Chamemos ‘esquemas’ a organizagdo invariante do comportamento para uma classe
de situacdo dada. E nos esquemas que se devem pesquisar os conhecimentos em
acdo do sujeito, os elementos cognitivos que fazem com que agdo do sujeito seja
operatdria.

Os conhecimentos-em-agao, citados pelo pesquisador, sdo os conceitos-em-agao e
0s teoremas-em-a¢do, que serdo definidos na proxima secao. Agora, convém serem elencados

alguns tipos de esquemas.

z

Um exemplo de esquema no estigio sensorio-motor é o esquema da sucgdo.
Através de sucessivos estdgios de assimilacdo e acomodagdo ele vai se desenvolvendo.
Assim, apds uns dois meses, a crian¢a ja nao mama de modo igual ao que fazia imediatamente
depois de nascer. Outro tipo de esquema que se enquadra em competéncias sensério-motoras
complexas € aquele que organiza o movimento de um atleta no instante do salto em altura. No
contexto da Matematica, serd descrito um exemplo de esquema extraido do campo conceitual
da Algebra. Entre alunos da quarta e quinta séries, iniciantes em Algebra, encontra-se a
construcdo do esquema da resolucdo de equacdes do tipo ax - b=—c, quando a,bec>0eb <
c. Vergnaud (1998, p. 3) ressalta que muitos desses esquemas sdao baseados em hdbitos

construidos e no teorema do principio da igualdade.
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O funcionamento cognitivo dos alunos envolve tanto a tomada consciente de
decisdo como a automatiza¢do. No aludido exemplo, apés um periodo de tempo, o aprendiz
poderd resolver uma equagdo do 1.° grau automaticamente: trocar o sinal quando se troca o
membro, isolar x de um lado da igualdade. No entanto, diante de uma situacdo-problema, o
aluno pode tomar decisdes conscientes que permitem perceber os valores particulares das
varidveis de situacdo. Na resolucdo de situacdes matemadticas, sobre esses dois aspectos

Vergnaud (1998, p. 3) esclarece:

A automatizacdo, evidentemente, ¢ uma das manifestacdes mais visiveis do carater
invariante da organizacdo da agdo. Para uma classe de situagdes dadas, contudo,
uma série de decisdes conscientes também pode ser objeto de uma organizacdo
invariante. A automatizagio, alids, ndo impede que o sujeito conserve o controle das
condigdes sob as quais tal operacgio € ou ndo apropriada. Tomemos, por exemplo, o
algoritmo da adicdo em numeracio decimal;, sua execugdo € amplamente
automatizada pela maior parte das criangas no fim da escola primdria. As criancas,
contudo, sdo capazes de gerar uma série de acdes diferentes em funcdo das
caracteristicas da situacdo: reserva ou ndo, zero intercalar ou nio, decimal ou nfo.
Enfim todos os nossos comportamentos abrangem uma parte de automatismo e
outra de decis@o consciente.

4.3.2 Os conhecimentos-em-agao

Como vimos anteriormente, 0s invariantes sio componentes cognitivos essenciais
dos esquemas. Nas diversas situacdes com as quais o individuo se defronta, sdo eles que
permitem aos esquemas achar as condi¢des de funcionamento. Em particular, diante de uma
tarefa matematica, o aluno deverd enquadra-la num conjunto de circunstincias e condi¢des
conhecidas, podendo evocar implicitamente um pensamento relevante e perceber predicados
que a caracterizem. Nesse sentido, terd a sua disposicdo um sistema de informacgdes que
possibilitard a sua execucdo. Por outro lado, podera fazer analogias com os conhecimentos
adquiridos em contextos extra-escolares. Todos esses conhecimentos disponiveis ao sujeito

diante de uma situacao sao chamados conceitos-em-ac¢ao.

Esses conceitos e conhecimentos sdo implicitos e praticamente insuscetiveis de

explicitacdo por uma crianca nas fases iniciais da aprendizagem de competéncias e conceitos
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matematicos. Entretanto, orientam o desenvolvimento da agao.

Vejamos um exemplo de um possivel conceito-em-ag¢do situado no campo
conceitual da Algebra. Como sabemos, duas equacdes sdo equivalentes quando ambas tém a
mesma raiz, como por exemplo 4x + 10 = 50 (equagdo 1) e 4x = 40 (equacdo 2). Neste
exemplo, pode-se passar da equacdo 1 a equag@o 2 por manipulacdo algébrica, subtraindo-se

10 de ambos os membros da equacao 1.

O aprendiz ao tentar entender essa passagem, poderd levar em conta, como auxilio
representacional, a metafora da balanca: ‘como se fosse uma balanca em equilibrio, se nds
fizemos alguma coisa em um dos pratos (somar ou diminuir pesos), nds teremos que fazer o

mesmo no outro prato para continuarmos com o equilibrio’.

Além disso, em outros momentos, a crianga, ao deparar-se com situacdes-
problema, faz seu julgamento e escolhe uma operacdo ou uma seqiiéncia de operacdes para
resolver o problema. Ela percebe relacdes que, em geral, sdo usadas em dominio de contextos
faceis e valores numéricos simples. Elas aparecem de modo intuitivo nas agdes dos alunos,
sendo apresentados na maioria das vezes através da linguagem natural. Na teoria de
Vergnaud, essas relacdes matematicas sdo chamadas de Teorema-em-acao (MAGINA et al,

2002).

Para sua melhor compreensdo, veja um exemplo adaptado de Franchi (1999, p. 177).
Uma crianga de 4 anos possui duas cole¢des, uma de 5 carros azuis e outra de 6 carros
vermelhos. Quantos carros possui? A crianga, ndo compreendendo a adi¢cdo, deve (re)contar o
todo e afirmar que tem 11 carrinhos. Entretanto, também a crianca poderd utilizar outra
estratégia e declarar 5+6= 11. O fato da acdo da crianga ndo recontar o todo e utilizar a
segunda possibilidade é o critério para afirmar que ela utilizou implicitamente o caso

particular do Teorema Fundamental da Teoria da Medida:

Cardinal (A U B) = Cardinal (A) + Cardinal (B).

Nessa ordem de idéias, um conceito-em-a¢do nao € um conceito cientifico, pois
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nas ciéncias, conceitos sdo explicitos e pode-se discutir sua pertinéncia e sua veracidade,
formando, no dizer de Vergnaud, a parte visivel do iceberg da conceitualizagdo. Mas esse ndo

¢ o caso dos invariantes operatorios.

Os teoremas-em-acao, por sua vez, ndo podem ser considerados propriamente

z

como um teorema matematico, pois seu ambito de validade é normalmente menor que o
ambito dos teoremas. Algumas vezes, seu dominio de validade € considerado verdadeiro
apenas para um conjunto de problemas. Todavia, eles sdo extremamente importantes para que
percebamos quais sdo as relacdes matematicas que os alunos estdo pensando, por trds de suas

acgoes.

Muitos conhecimentos apreendidos pelas criancas nao sdo usados oportunamente
na resolucdo de problemas (teoremas que ndo sdo teoremas-em-agdo), € ao contrario, existem
conhecimentos intuitivos da crianga que nunca tomam a forma de verdadeiros enunciados
(teoremas-em-a¢do que nao se tornam teoremas). Assim, o professor tem uma tarefa
importante de perceber essas nuances de pensamentos e favorecer a transformacdo dos

teoremas-em-agao e vice-versa.

4.3.3 Conceitos

Vergnaud (1998, p.8) define conceito como uma trinca de conjuntos: ‘S’, conjunto
das situacdes que dao sentido ao conceito; ‘I’, conjunto das invariantes em que se baseia a
operacionalidade dos esquemas; ‘Y’, conjunto dos sistemas de representagdes, ou linguagens,

que permitem representar simbolicamente o conceito.

Situagdo, em termos da func¢do simbdlica, ¢ o referente do conceito, que € a
realidade, o objeto. E num conjunto de situacdes, cuja utilizagdo adequada é que d4 sentido ao
conceito. Através delas, o aluno poderd perceber as diversas conexdes existentes entre os

vdrios conceitos, destacando a dimensao da operacionalidade entre eles.
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O segundo elemento da trinca de conjuntos € o conjunto de invariantes.
Constituem o significado do conceito. Podem ser reconhecidos e usados pelo aprendiz para
analisar e dominar uma classe de situagdes. Sdo exemplos de invariantes os conhecimentos-

em-acdo, propriedades, relagcdes e objetos.

O terceiro conjunto componente do conceito € o das representacdes simbdlicas
(linguagem natural, graficos e diagramas, sentencas formais, dentre outros). Sdo os

significantes do conceito que servem para representar os invariantes operatorios.

Segundo Lima (2001), a tendéncia atual do ensino da Algebra é o exagero
excessivo nas manipulagdes algébricas, fato esse refletido nos livros didaticos, nas salas de
aulas e nos diversos contextos de ensino-aprendizagem. E como se a Matemitica resumisse ao
manuseio eficiente de elaboradas e sofisticadas expressdes numéricas e simbolos algébricos.
Nesse sentido, no ensino da Matemdtica, o simbolismo assume posicio de destaque.

Vergnaud . (1998, p.24) afirma:

O simbolismo matemadtico, a rigor, ndo ¢ nem uma condi¢do necessiria nem uma
condicdo suficiente para a conceitualiza¢do. Contribui, contudo, de modo {til, para
essa conceitualizacdo, sobretudo para a transformacdo das categorias de
pensamentos matematicos em objetos matematicos.

4.3.4 Algumas implicacdes da Teoria de Vergnaud para o ensino da Matemdtica

A Teoria dos Campos Conceituais € um importante quadro tedrico para que os
professores possam compreender melhor a aquisicdo dos conceitos matematicos apreendidos
pelos alunos. S@o enfatizados vdrios aspectos importantes dessa teoria. O primeiro deles é
sobre a origem da formagdo de um conceito que vem da resolugio de problemas. E uma teoria
pragmadtica no sentido que o professor deve privilegiar a no¢do de situacdo e das agdes dos
alunos nestas situagdes. O segundo aspecto € que através dela, e em particular os teoremas-
em-acdo, o professor assumird o papel de pesquisador, diagnosticando os conhecimentos
adquiridos por seus alunos, e outros que poderdo ser desenvolvidos através de outras

situagOes-problema ou até mesmo ampliando os j4 utilizados.
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O professor, ao utilizar essa metodologia, poderd levar mais tempo, mas devemos
ter consciéncia que os resultados de uma aprendizagem rica em significados demandam um
longo prazo de desenvolvimento, embora aparelhem melhor o aluno para futuras

aprendizagens.

4.4 Compreensao instrumental e relacional de Richard Skemp

Seguindo a linha construtivista, Skemp (1989) contribui com a afirmacao de que
0s conceitos primdrios sdo abstraidos diretamente da nossa experi€ncia sensorial e/ou motora
e os conceitos secunddrios sdo elaborados a partir de outros conceitos anteriores, construindo-
se assim vdrias hierarquias de conceitos mais e mais abstratos. Para Fossa (2001, p.67), uma
das no¢Oes mais importantes da Educacdo Matematica contemporanea ¢ a de esquema. O
autor esclarece: “Um esquema € a maneira em que certos conjuntos de idéias sdo organizados
por vdrias hierarquias e/ou classificacdes; €, por assim dizer, uma rede de idéias inter-

relacionadas”.

O mesmo Skemp (1989) desenvolve duas categorias de apreensdo de um conceito:
a “Compreensao Instrumental” e a “Compreensdo Relacional”. A compreensdo, em geral, € a
assimilacdo de algum item de conhecimento sob um determinado esquema. A compreensdo
instrumental envolve a assimilagdo de algo sob um esquema relativamente pobre, tendo
poucas ligacdes internas entre seus componentes e poucas ligagdes externas. Dessa forma, em
contextos de aprendizagem de fungdo, se o aluno souber aplicar diretamente regras e
procedimentos mecanicos pode ter alcangado uma compreensdo instrumental desse conceito.
Tomemos como exemplo o aprendiz saber calcular algebricamente o zero ou raiz de uma

funcdo do primeiro grau.

J4 na compreensdo relacional, utiliza-se um esquema bastante organizado, tanto
em ligacOes internas, quanto em ligagdes externas com outros esquemas. No nosso exemplo

especifico, o aluno alcancou a Compreensao Relacional, se, além de determinar a raiz de uma
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funcdo do primeiro grau, ele conhece a sua interpretacdo geométrica e sabe relaciona-la com o

estudo do sinal da funcao.

Sobre os dois tipos de compreensao, Fossa (2001, p. 84-85) esclarece:

[...], ndo temos dois tipos radicalmente distintos de compreensdo, mas uma série de
graus de compreensdo em que a instrumental gradativamente se torna relacional. (...)
A compreensdo instrumental é ndo somente ttil em certas ocasides (circunstancias),
mas também € uma etapa necessiria no desenvolvimento da Compreensdo
Relacional desde que o particular e o concreto vém antes do geral e abstrato.

Sem perder de vista a compreensdo relacional que o aluno poderd obter ao longo
do processo de construcio individual e coletivo, procura-se perceber o dominio da linguagem
formal em questdes que envolvem exemplos, justificativas e definicdes, fazendo parte

também do estdgio de sua compreensao relacional.

Se o aluno for capaz de generalizar os varios resultados relativos as fungdes e ter
capacidade de interrelacionar as vérias formas de representacdo do conceito ele poderd ter

alcancado um grau elevado de compreensao relacional.

4.5 Definicao conceitual e imagem conceitual

Para Vinner (1992), processos de pensamento, em contextos ndao técnicos, nao sao
concretizados em termos de definicdes de conceito, mas em termos de imagens de conceito.

Segundo Vinner (1992, p.197), a imagem conceitual é:

[...] alguma associagdo ndo verbal de um conceito que evocamos em nossa mente.
Pode ser uma representagdo visual de um conceito no caso este conceito possuir uma
representacdo visual, pode ser uma cole¢do de impressdes ou experiéncias. Estas
representagdes visuais, estes quadros mentais, estas impressdes e experiéncias
associadas com o nome de conceito pode ser traduzidos em formas verbais

Todavia, como o préprio Vinner enfatiza, estas formas verbais ndo sdo as

primeiras coisas evocadas em nossa memoria, quando escutamos ou vimos 0 nome associado
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ao conceito. As formas verbais s6 irdo participar do processo de raciocinio numa fase
posterior. Assim, por exemplo, um aluno ao escutar a palavra funcdo, poderd visualizar o
grafico de uma fungdo especifica do tipo f(x) = sen (x), outro poderd associar a expressao y =
f(x). Também € possivel um aprendiz associar a palavra fun¢ao ao sentido usual, aquele que é

usado em situagdes do cotidiano.

Em particular, em nossa pesquisa, poderiamos questionar qual a imagem mental
mais evocada por um aluno do 1° ano do Ensino Médio, ao ouvir o nome de fungdes
matematicas. Seria uma expressao algébrica ou um grifico? Ou poderiam ser dois diagramas

relacionados por setas?

A segunda, definicio de um conceito, estd relacionada com defini¢cdes formais
matematicas. Por exemplo, o aprendiz poderd mobilizar teoremas e defini¢cdes para justificar
uma determinada propriedade matemdtica. Enquanto a primeira no¢do é uma aquisi¢cdo

idiossincratica do individuo, a segunda é de natureza mais sequencial e ordenada.

Vinner postula que adquirir um conceito significa formar um conceito imagem
para seu nome. Compreendé-lo consiste ter uma imagem conceitual para ele. Conhecer a
definicdo de um conceito de uma maneira mecanica, ndo garante a compreensdo deste
conceito. Muitas abordagens pedagdgicas acreditam que um conceito matemdtico deve ser
iniciado pela sua definicao. Através da definicdo, a imagem do conceito entrard num processo

de delineamento, formando-se e ajustando-se a defini¢cdo desse conceito.

Contudo, como enfatiza Vinner (1992), muito freqiientemente, a imagem de um
conceito é completamente modelada por alguns exemplos e ndo se ajusta a definicdo de um

conceito.

Muitos professores de matemadtica conhecem a definicdo de retangulo dados por
alguns de seus alunos que consiste num quadrilatero de quatro adngulos retos cujos
lados adjacentes ndo congruentes. Esta “defini¢do” reflete um quadro mental comum
que muitas pessoas tém para conceito de retangulo.

Este exemplo de Vinner merece algumas consideragdes. Ao escutar o nome do
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conceito de retangulo o aluno poderd evocar esta imagem descrita no pardgrafo anterior.
Contudo, esta imagem € inapropriada uma vez que o quadrado é um retangulo e possui os
lados adjacentes congruentes. Assim, o aluno terd dificuldades de compreender tanto o

conceito de quadrado como de retangulo.

Muitos professores de Matematica acreditam que nas tarefas matematicas, o aluno
consultard a definicdo do conceito de alguma maneira. Eles admitem que esta consulta pode
acontecer mais tarde, ou seja, o aprendiz poderd inicialmente lancar mdo das imagens do
conceito construido por ele, e, posteriormente recorrer a definigdo do conceito. Contudo,
Vinner (1992) adverte que, pelo fato de os alunos possuirem formas de raciocinio espontaneo,
muitos estudantes ndo consultardo a definicdo durante a realizacdo da tarefa. Os processos de
pensamento empregados pelo aprendiz serdo guiados pelas imagens do conceito e ndo pela
defini¢do do conceito. A seguir, seguem algumas imagens mentais associadas ao conceito de

funcdo pesquisadas por Vinner (1992):

(1) A correspondéncia que constitui a funcdo deveria ser sistemdtica, ser
estabelecida por uma regra e a propria regra deveria ter suas proprias
regularidades. Uma correspondéncia arbitrdria ndo pode ser considerada uma
funcdo. Uma mudancga na varidvel independente deveria ser sistematicamente
refletida na varidvel dependente;

(2) Uma fungio deve ser um termo algébrico, uma férmula, uma equacdo. E
uma manipulagdo efetuada na varidvel independente para obter a varidvel
dependente;

(3) A funcdo € identificada com um de suas representagdes graficas ou
simbdlicas, ou é uma curva em um sistema de coordenada, ou dois diagramas
interligados por setas, ou deve ser representada por y=f (x);

(4) Uma regra de correspondéncia sé pode ser uma regra algébrica, caso
contrario, s6 deverd ser uma funcdo se houver um consenso entre a
comunidade de matematicos. E além disso, necessita ser anunciado
oficialmente;

(5) O gréfico de uma funcdo deveria ser regular e sistemdtico. Mudancgas

stibitas em um grafico indicam que nio representa uma fungao.
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Em seu artigo, Vinner (1992) menciona o fend6meno de compartimentar que
consiste na falta de conscientizagdo do aluno sobre dois itens de conhecimentos existentes em
sua mente. Estes itens referem-se a0 mesmo conceito, mas sdo entre si incompativeis. O

proprio autor exemplifica:

Por um lado, um estudante define uma fun¢do como uma correspondéncia entre os
elementos de dois conjuntos’’, e por outro lado, diante de um certo exemplo, acha que o
grafico dele ndo pode ser enquadrado como de uma fun¢do uma vez que ndao possui nenhuma
regularidade para descrevé-lo. Neste caso, deve ser uma correspondéncia arbitraria de x para

y sem qualquer regularidade.

Sobre o conceito de fungdes, serd que o fendmeno de compartimentar desaparece
com o decorrer do tempo, ou até mesmo diminui? Ou serd que permanece com as mesmas

caracteristicas que foram originadas?

Nesse sentido, Vinner e seus colaboradores realizaram pesquisas envolvendo dois
grupos de estudantes. O primeiro grupo era formado por 271 alunos, recém-ingressos na
faculdade, cursando os seus cursos de Célculo em diferentes departamentos cientificos. O

segundo grupo, alunos da escola secunddria.

Entre os alunos universitarios, somente 21% dessa amostra deram a definicdo de
Dirichlet para fungdes, e entre eles, 56% mostraram imagens do conceito incoerentes com a
essa definicdo. Com os alunos do Ensino Médio, os resultados ndo tiveram uma diferenca
estatistica significativa: os casos de compartimentar foram 66%. Portanto, 0 mesmo autor
infere que o tempo ndo dissolve este fendmeno. Itens incoerentes podem existir em sua mente

para sempre, a ndo ser que alguma coisa seja feita para reverter este quadro.

* De acordo com o contexto do artigo, esta definicio refere-se aquela postulada por Dirichlet.
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4.6 A producao de significados

No ensino de Matemdtica, existem noc¢des bastante enraizadas de que a
aprendizagem da Aritmética deve vir antes da Algebra e esta deve ser introduzida somente na
7.° ou 8.° série, quando os alunos teriam alcancado o nivel de desenvolvimento intelectual

requerido.

Gimenez e Lins (1997) questionam estas concepgdes de ensino e propdem que o
ensino da Algebra deve ser iniciado mais cedo e trabalhado conjuntamente com a Aritmética,
uma implicando o desenvolvimento da outra. Mas isso sugere mudancas na Educacdo

Matematica escolar.

Estes autores postulam a produ¢@o de um senso aritmético para a aprendizagem da
Aritmética e a producio de significados para a Algebra. Os autores explicam através de um
exemplo. Nos estudos de equacdes do primeiro grau e de resolucdo de problemas de
modelagem algébrica®' é muito comum utilizarmos a balanga de dois pratos para auxiliar a
aprendizagem dos alunos. Nesse sentido, situacdes com a balanca de dois pratos sdo
adequadas para trabalhar com equagdes do tipo “3x + 10 = 100”. Na passagem desta equacao
para a sua equivalente 3x=90, o aluno pode produzir significados relacionado-a a metédfora de
balanca tendo a seguinte justificativa: “é como numa balanca de dois pratos equilibrada: tiro

10 quilos de cada lado e continua equilibrada”, (MEIRA, 1997; GIMENEZ; LINS, 1997).

Segundo Gimenez e Lins (1997), aqui se tem um processo de conhecimento que
estd sendo produzido, uma crenga-afirmacdo correspondente a uma nova aprendizagem. O
aluno, ao justificar estas passagens algébricas, estabelece um vinculo entre crengas-
afirmacgdes e ndcleos. No nosso caso, a crenga-afirmacdo sido as equacdes equivalentes 3x +
10 = 100 —3x=90, e o nicleo € a balanca de dois pratos. Sobre a noc¢do de nicleos os

proprios autores esclarecem.

' Meira (1997) define modelagem algébrica como o processo de criar equagdes para representar e estudar
fendmenos (fisicos, sociais, econ0micos etc.).



114

[...] sdo um conjunto de objetos ja estabelecidos e em relacio aos quais significado

estd sendo produzido. Um nucleo pode ser constituido por um diagrama, por um
desenho, por uma balanga, por um conjunto de principios (axiomas, por exemplo),
por uma situagdo ‘“realista” ou ficcional. O que importa é que é em relacdo aos
objetos do nicleo que vai ser produzido significado, seja para que texto for.”
(GIMENEZ; LINS, 1997, p. 144).

No nosso exemplo, em relacdo ao nicleo de balanca de dois pratos, estdo sendo
produzidos significados para a equagdo. Nas palavras dos autores: “[...] significado é o
conjunto de coisas que se diz a respeito de um objeto. N@o o conjunto do que se poderia dizer,
e, sim, o que efetivamente se diz no interior de uma atividade. Produzir significado, e, entdo,

falar a respeito de um objeto” (GIMENEZ; LINS, p. 145-146).

Na atividade da equagdo, ao falarmos sobre as passagens algébricas com suas
justificativas baseadas na balanca, estamos falando a respeito de objetos (equacdes e a balanca

de dois pratos). Assim, estamos produzindo significados.

4.7 Algumas consideracoes sobre o referencial tedrico

Segundo Carreteiro (1997), Vygotsky contribui para repensarmos o processo de
aprendizagem na medida em que ndo pode ser considerada s6 como atividade individual, mas
sim, mais do que isso, social. Prossegue o autor, afirmando que inimeras pesquisas
mostraram a importancia da interacio social para a aprendizagem. Nesse sentido, como op¢ao

metodoldgica, pretende-se trabalhar com interag@o entre alunos.

Nesta pesquisa, também € nosso objeto de investigacdo entender em que medida
os conhecimentos prévios sdo relevantes para a construcido do conceito de fungdes. Assim, os
pressupostos tedricos baseados na perspectiva Historico-Cultural de Vygotsky e Teoria da
Aprendizagem Significativa de David Ausubel orientaram estudos, discussdes e reflexdes

sobre a compreensao do conceito de fungdes mediada por ambientes computacionais.

O presente trabalho também identificou os conhecimentos-em-ag¢do (os conceitos-

em-acdo e os teoremas-em-acdo) que emergem na resolucdo de problemas. Nessa ordem de
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idéias, foi relevante nos apoiarmos nas pesquisas que tinham como referencial tedrico a

Teoria dos Campos Conceituais.
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5. ASPECTOS METODOLOGICOS

Este capitulo se destina a mostrar os procedimentos metodolégicos utilizados na
pesquisa. Para a sua realizacdo, e em consonancia com o quadro tedrico desenvolvido até
aqui, concorda-se que a pesquisa qualitativa € a mais apropriada. Lakatos e Marconi (2004)
asseguram que,, nesse tipo de estudo, o pesquisador faz uma andlise e interpretacdo mais
profundas sobre a complexidade do comportamento humano, descrevendo com mais acuidade

sobre as investigacodes, hibitos, atitudes e procedimentos.

De acordo com Bogdan e Bicklem (1986), o enfoque qualitativo se preocupa com
0 processo € ndao simplesmente com os resultados e o produto. Assim, nesta pesquisa, ao
analisar os dados sobre o desempenho dos alunos apds a intervengdo metodolégica, tem-se
interesse ndo s6 em saber sobre seu resultado, mas de analisar a compreensdo dos alunos
sobre o conceito de fun¢do quando utilizam o computador. Todavia, os dados coletados e
analisados sob o angulo qualitativo devem ser complementados e confrontados com os
instrumentos estatisticos. Com isso, o investigador pode aproveitar essa informacgdo para

avancar numa interpretacio mais ampla da mesma (TRIVINOS, 1987).

Nesse sentido, para a andlise dos dados também foi utilizado o método
quantitativo. Para o tratamento deles, foram empregadas técnicas estatisticas, desde as mais
simples, como porcentagem e desvio-padrio, até as mais complexas, como o t de Studant € o

Algoritmo de Kolmogorov.

5.1 Os sujeitos da pesquisa

O grupo pesquisado foi constituido por alunos da 1* série do Ensino Médio. Estes
alunos estavam em um momento de transicao entre o Ensino Fundamental e Médio e em uma
série na qual o programa curricular oficial contempla o estudo de fungGes. Portanto, esta
condi¢cdo os colocava em situagdo privilegiada para elaborar um conhecimento, uma vez que

ainda nio aprenderam o conceito de forma tradicional.
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5.2 Local

Esta pesquisa deu-se em uma escola publica de Fortaleza com uma turma de 1°
ano do Ensino Médio. Como critério de escolha, optou-se por uma escola que possuisse um
bom Laboratério de Informaética e tivesse em disponibilidade sete computadores para a
pesquisa, uma vez que se pretendia trabalhar com sete duplas®’. Vale ressaltar que a
disponibilidade de tempo e o interesse dos alunos foram importantes para a escolha das
duplas. Em nenhum momento do trabalho, o nome da escola ou dos participantes foi

divulgado.

5.3 Materiais

Foram utilizados quatro ambientes computacionais que trabalham com o conceito
de funcdes: Desafio Fungoes, Winplot, INSERIR e o Graphmatica, aliados a um mdédulo de

atividades.

5.3.1 Objeto de Aprendizagem Desafio Fungdes™®

O Objeto de Aprendizagem Desafio Funcdoes (CASTRO FILHO et al., 2004)
trabalha com localizagdo de pontos no plano cartesiano e conceitos tais como despesas,
receitas e lucros. Também conceitos ligados a fun¢des como crescimento e decrescimento
podem ser explorados em contextos de ensino-aprendizagem (Ver figuras 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4).

O Objeto de Aprendizagem possui trés atividades as quais serdo detalhadas a seguir.

Na primeira atividade, o aluno trabalha com a localiza¢@o no plano cartesiano e o

*2 Durante a primeira atividade, um aluno desistiu de fazer parte da pesquisa. Assim, o experimento contou com
treze alunos.

* 0 Objeto de Aprendizagem Desafio Empresarial foi criado e desenvolvido pelo Grupo PROATIVA (Grupo de

Pesquisa e Producdo de Ambientes Interativos e Objetos de Aprendizagem) em 2004 e atualmente passa por

diversas modificagdes, incluindo a mudanca de seu nome de Desafio Func¢des para Desafio Empresarial.

Disponivel em rived.proinfo.mec.gov.br ou www.proativa.virtual.ufc.br.
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conceito de despesa. Se por caso houver erros de localizagdo de pontos, € aberta, no final,

uma caixa de didlogo comunicando o erro e incentivando uma nova marcacao de pontos (Ver

figura 5.1).
P
Grafico de Despesas e
més: nenhum valor: 0 pontos restantes: 12
valoer R$ —

mes | valor

35000 & jan 5000
fev 8000

=0000 ¢ mar 1000
25000 ? abr | 34000
mai 6000

20000 jun | 18000

o o) .
jul 12000
15000
ago 27000
o)
10000 set | 31000
(] out |26000
o

5000 nov | 18000
o Q dec 29000

Figura 5.1 - Primeira Atividade.

Na atividade 2, o aluno depara-se com os conceitos de despesa, receita e lucro,
assim como crescimento e decrescimento de fungdes (Ver figura 5.2). Aqui, novamente, caso

o aprendiz erre, € aberta no final da atividade uma caixa de didlogo.
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Eeoneir™)

Figura 5.2 - Segunda Atividade.
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A ultima atividade consiste na simulagdo dos parametros a, b e c, a fim de obter
um lucro maximo (Ver figura 5.3). E bom salientar que, nesse Objeto de Aprendizagem, o

aluno tem a sua disposi¢do uma calculadora para fins de calculos elementares.

Construa o novo grafico de Lucro o
valor RS y = ax2 - 5bx - 300c
40000 Marketing (R$)
30000 R$ 200
U |
20000 200 1600
10000 Mercadorias (R$ 5 a unid.)
20 unidades
4]
(\. o L
-10000 20’ 100
Namero de Funcionarios
-20000 (salario R$ 300)
1 funcionario
-30000
-40000

J F M A M J J A s O N D
Receita Total: R$2000 Custo : R$ 600

Saldo : R$ 1400

Figura 5.3 - Terceira Atividade: simulacio dos parametros a, b e ¢ a fim de obter um lucro maximo.

Construa o novo grafico de Lucro o
valor R$ y = 1096x2 - 300x - 600
131716 Marketing (R$)
115139 / R$ 1096
/ oo a1 ["‘\ v
98562 / 200 1600
81985 / Mercadorias (R$ 5 a unid.)
/ 60 unidades
65408 A
/ | I .i"\. |
48831 v 20 E 100
// Namero de Funcionarios
32254 (salario R$ 300)
7
15677 2 funcionarios
/ 1 1 1
/ F. Y o
-900 1 > 5

J F M A M J J A S§ O N D

Receita Total: R$2000 Custo : R$ 1996 (‘m
— (- Prosseguir )

Figura 5.4 - Resultado de uma simulacao.
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5.3.2 O Software Educacional Winplot

O Winplot é um programa para gerar grificos de segunda e terceira dimensoes a
partir de fungdes ou equacdes matemadticas. Foi desenvolvido pelo Professor Richard Parris,
da Philips Exeter Academy, por volta de 1985. A versdo para o Windows 98 surgiu em 2001 e

estd escrita em linguagem C++.

Esse ambiente computacional apresenta uma quantidade grande de ferramentas
para que o aluno trabalhe com fungdes em espacos bidimensionais (2D), com a possibilidade
de encontrar raizes, realizar combinacdes entre fungdes, rotagdes, comprimentos de arco,

célculo de volume e drea, animacao dentre outros.

Além de ser pequeno e portdvel, estd traduzido em portugués e é de simples
utilizacdo, visto que seus menus sdo amigaveis, possuindo um sistema de ajuda em toda parte

do programa.

Nesta pesquisa, uma das utilizagdes do Winplot foi trabalhar com os alunos a
no¢do de rotacdo das retas. Para tanto, o aprendiz deveria variar o coeficiente “a” da reta y =
ax e perceber os possiveis conhecimentos-em-acao (a relagdo entre o angulo de inclinagdo
com o coeficiente angular, intersecOes com os eixos, raizes ou zeros da fun¢do)(Ver figura

5.5).
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Figura 5.5 - Familia de retas y=ax.

5.3.3 O software Graphmatica

O Graphmatica € um software para o ensino-aprendizagem de fungdes, pois
apresenta um grande nimero de recursos que permitem explorar vdrias possibilidades e
definicdes deste conceito. Também apresenta o conjunto significativo de simbolos
matematicos e, além disso, dispde de uma interface muito amigavel. Pode ser utilizado para
visualizar grificos de equagdes algébricas, os quais podem ser representados através de varios

tipos de escalas, incluindo logaritmicas e polares. Foi construido por Keith Hetzer e Carlos

Malaca nos Estados Unidos em 1999.

Para explorar o software, é necessario conhecer antes as suas caracteristicas e
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funcionamento de forma a se familiarizar com ele. A seguir, com o objetivo de visualizar um

conjunto de gréficos, serd apresentada uma sintaxe usada pelo software.

Quando se quer o grifico da funcdo f(x) = x*+2x+1, deve-se digitar na drea

editavel das fungdes como y = x"2 +2%x +1.

&l Graphmatica - Cipia Nao Registada - Sem titulo

Sicheiros  Editar  Wer Opcdes Ferramentas Caloulos  Ajuda

D |R[&[%| V] 1] ¥ x| /IR [B] &£ A5] HR

+2%u+1]

Figura 5.6 - Grafico da funcio f(x) = x"+2x+1 plotado pelo software educativo Graphmatica.

Quando se quer os graficos das funcdes quadraticas f(x) = X2+x+1, f(x) = X2 +X+2
e f(x) = X2+x+3, tem-se que trabalhar com a familia de fungdes f(x) = X*+2x+a (“a” parametro
varidvel). Neste caso, deve-se digitar na drea editdvel da fungdo como y=x"2+2*x+a {a:1, 3,
1}, onde a, entre chaves, indica a variacdo do coeficiente “a” da funcdo, variando de 1 a 3, de

unidade em unidade.
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I-|__'J Graphmatica - Cdpia Mao Registada - Sem titulo

Ficheiros Editar VYer Opgdes Ferramentas Calculos  Ajuda

Dlc|@|s|m| V|| ¥s| | x| &l xl$] o] B

Mo Panto (1,34 ; -0,33)

/s Iniciar e~ E

Figura 5.7 - Familia de Grificos da funcio f(x) = x*+2x+a com {a:1, 3, 1}.

Além disso, a partir de fungdes elementares como, por exemplo, f(x) = 2x+5, o
software permite a visualizacdo das multiplas representacdes de funcdes (gréficos, tabelas e
equagoes). Ao descrever a equagdo y=2x+5 na drea editdvel da funcdo, sdo apresentadas

simultaneamente a sua representacao grafica e tabular (Ver na figura 5.8).
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D Graphmatica - Cdpia Mao Registada - Sem titulo

Ficheiros Editar VYer Opgdes Ferramentas Calculos  Ajuda

0@ @lem| V[ | s x| /et Al [ 8

Mg Porika (1,79 ; 2,95)

+4 Iniciar

Figura 5.8 - As miltiplas representacoes da funcio f(x) = 2x+5.

5.3.4 Teste da reta vertical

Diagramas interativos sdo um conjunto de aplicativos em Java (Java applets)
projetados para permitirem a investigacdo de conceitos em Matematica e Ciéncias

(CONFREY, CASTRO-FILHO e MALONEY, 1998).

Através de suas ferramentas de transformacdes visuais, o aprendiz poderd
perceber os aspectos dindmicos dos contetidos matemédticos. O Diagrama Interativo Teste da
Reta Vertical objetiva avaliar se um determinado grifico de uma relagdo representa ou nao

um gréifico de uma fungao.

Utilizando o menu relation list, o aluno pode escolher uma equacdo e aplicar

dinamicamente o teste da reta vertical, verificando que esta equacao representa um fungao.
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Figura 5.9 - Grafico desenhado pelo aluno utilizando o comando Skerch Tool.

Por outro lado, se o usudrio desejar, poderd desenhar um gréfico e recorrer
dinamicamente ao teste da reta vertical. Para tanto, deve-se acionar o comando Sketch Tool

(vide figura acima).

5.5 A Metodologia da Pesquisa

O trabalho de campo foi realizado seguindo as etapas:

® A primeira etapa consistiu em um estudo preliminar para a elaboracio da
proposta metodolégica e dos materiais didaticos de apoio, baseado, dentre
outros em um estudo piloto (prévio) que foi realizado em uma turma de 1*
Série do Ensino Médio da cidade de Fortaleza.

® A segunda etapa consistiu na aplicacio de uma entrevista e um teste
diagndstico, uma avaliagdo escrita formal e individual que teve como objetivo
central analisar os niveis de conhecimentos prévios de todos os sujeitos da
pesquisa.

® A ferceira etapa consistiu em uma Intervencdo Metodoldgica,
compreendida pela realizacdo das atividades com todos os sujeitos da pesquisa.

Foram formadas sete duplas, cada par em um computador, que realizaram as
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atividades mediadas pelos ambientes computacionais e pelo pesquisador. Com
o intuito de facilitar o trabalho didatico, usou-se um didrio de campo. Além
disso, em cada sessdo, uma dupla foi escolhida para ser gravada.

® A quarta etapa consistiu em uma segunda avaliagcdo, entrevistas com todos
os sujeitos da pesquisa e andlise dos dados obtidos nesta e na etapa anterior.
Em todas as entrevistas, o examinador procurou seguir o método clinico
piagetiano para buscar entender o raciocinio usado pelo sujeito. A pretensdo
maior nessa etapa foi identificar quais os conhecimentos-em-acao (0s
conceitos-em-acdo € o0s teoremas-em-acao) que emergiram na resolucdo de
problemas. Todas as entrevistas eram gravadas em fita cassete, e a seguir
transcritas para posterior andlise.

® A quinta etapa: Conclusoes.

5.5.1 Teste Diagnéstico

O teste diagndstico foi uma avaliacdo escrita individual tendo como objetivo
central analisar os niveis dos conhecimentos dos alunos envolvidos na pesquisa quantos aos
contetidos necessdrios a compreensdao do conceito de fungdes. Compreendeu nove questdes
que serdo detalhadas mais na frente. Neste teste, procurou-se fazer um diagndstico dos
principais conhecimentos prévios dos alunos importantes para a compreensdo do conceito de
funcdes. Muitos desses conhecimentos podiam estar insatisfatérios ou até mesmo esquecidos

na estrutura cognitiva dos alunos.

Na primeira questdo, avalia-se a capacidade do aluno para interpretar um grafico
que representa o crescimento populacional em fun¢do dos meses do ano. A sua resolugdo esté
dividida em dois momentos interconectados. No primeiro momento, o aluno tem que localizar
a populacio correspondente ao ano de 1967. Em seguida, diante desse dado, o aluno tem que

compara-lo com o tamanho das outras populacoes.

A segunda questdo € a continuacdo da anterior e estd dividida em dois itens. O

primeiro item visa verificar a habilidade do aluno em analisar o crescimento e decrescimento
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populacional. O segundo item, por sua vez, envolve a capacidade do aluno para analisar

intervalos constantes.

A terceira questdo envolve a competéncia do aluno em compreender a localizacao
de pontos no plano cartesiano a partir de pares ordenados de nimeros reais. Na questdo 4,
procura-se avaliar a capacidade do aluno para resolver uma equagdes do lo grau. E uma

equagdo bem simples do tipo ax + b =c.

Na questdo 35, por sua vez, procura-se avaliar a capacidade do aluno em analisar
mudancas de dados num gréfico de linhas. Nele, o aluno tem que fazer comparag¢des com as
ordenadas (inclusive calcular a distincia entre duas ordenadas), conectando-as com seus

pontos e abscissas correspondentes.

A questdo 6 exige do aluno a competéncia de analisar uma situagdo-problema,
envolvendo grandezas diretamente proporcionais. Na sétima questdo, deseja-se verificar se o
aluno compreende o significado do nimero real ser ou ndo raiz da equacdo do segundo grau

(solug@o de uma equagdo).

A oitava questdao objetiva verificar a competéncia do aluno em analisar uma
situacdo-problema, envolvendo grandezas inversamente proporcionais. A nona questdo visa
verificar a habilidade do aluno em analisar relagdes entre dois conjuntos que satisfazem a

defini¢do de Dirichlet.

5.5.2 Médulo de Atividades

O moédulo de atividades esta dividido em doze atividades e tem como modelo didatico a

Teoria da Aprendizagem Significativa.
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5.5.2.1 Modelo Didatico

Para o desenvolvimento das atividades na sala do Laboratério de Informatica,
procurou-se selecionar um modelo didatico com uma estrutura compativel com a
Aprendizagem Significativa de David Ausubel. Para tanto, foram adotados os organizadores
prévios e principios facilitadores da aprendizagem significativa (diferenciacdo progressiva,

reconciliagdo integrativa, organizagdo seqiiencial e consolidagdo).

Como j4 vimos, os organizadores prévios sdo verdadeiras pontes cognitivas na
medida em que servem de ligacdo entre o que o aluno ji sabe e o que ele precisa saber. Em

cada moédulo de atividade, os organizadores prévios sdo apresentados sob o titulo de

Introducio.

Para aplicar o principio da diferenciagdo progressiva na elaboracdo de cada
moédulo, os assuntos mais inclusivos e gerais sao iniciados, para, em seguida, serem

progressivamente diferenciados em termos de detalhe e especificidade.

Baseado no principio da reconciliagc@o integrativa, deve-se organizar o material de
aprendizagem, discriminando as idéias ou conceitos similares e diferentes. Nesse sentido,

devem-se reconciliar as idéias ja adquiridas com as novas.

Para a organizacdo seqiiencial, os conteidos do estudo de funcdes foram
organizados a partir das dependéncias seqiienciais naturalmente existentes entre eles. Este
principio € justificado no contexto do ensino de fungdes, pelo fato de que, na maioria das
vezes, a compreensdo de um tépico implica o entendimento de outros a ele relacionados.
Assim, por exemplo, o estudo do vértice da funcdo quadratica deve-se relacionar com o

estudo de simetria do grafico da pardbola (pelo menos no contexto das funcdes quadraticas).

Finalmente, para a consolidacdo, quarto e dultimo principio facilitador da

Aprendizagem Significativa, antes que um novo modulo for explorado, € feito uma revisdo
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dos principais conceitos vistos anteriormente.

5.5.2.2 As Atividades

O trabalho no computador € baseado em conjuntos de atividades. Cada um deles
estd relacionado a um dos conteddos programaticos selecionados, e sdo seguidos de uma série
de atividades especificas. Todavia, € bom frisar que cada atividade é baseada em um roteiro
de procedimentos ou em exercicios propostos. Nessa ordem de idéias, o médulo de atividades

esta dividido em doze atividades distintas:

Atividade 1 — Avaliacao apds o OA

Esta atividade envolve um texto introdutério que ressalta a importincia das
funcOes e a relagdo entre duas grandezas no cotidiano das pessoas; como também duas

questdes concernentes a interpretacdo gréfica.

A primeira questdo consiste em seis itens e visa verificar a habilidade do aluno em

trabalhar com um gréfico que representa as despesas em fun¢do dos meses do ano.

Nos dois primeiros itens, o estudante tem que localizar onde estdo as despesas e
os meses. O terceiro item exige do aluno conhecimentos sobre valor maximo e minimo dentre
de um intervalo. A quarto e quinto itens exigem apenas a localizacdo de pontos no espaco
bidimensional ( despesas x meses) e comparacdo entre as despesas. O sexto e ultimo item
exige a competéncia de o aluno em analisar o crescimento e decrescimento de uma empresa

em um determinado periodo de tempo.

A segunda questdo envolve a habilidade de o estudante em lidar com trés graficos
ao mesmo tempo (grafico das despesas, receitas e lucros em fun¢do dos meses do ano).

Compreende quatro itens.
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No primeiro item, o aluno deve fazer uma comparagcdo entre as receitas € as
despesas, analisando-as. O segundo item exige conhecimentos sobre valor mdximo e minino
em um intervalo. O terceiro item, por sua vez, requer do aprendiz a andlise de crescimento e
decrescimento do lucro em um periodo de tempo. O quarto item envolve a capacidade do

estudante para analisar intervalos constates.

Atividade 2 - Nocdo Intuitiva de Funcdes™

Nesta atividade, os alunos irdo estudar a nocdo intuitiva de fungdo. Sdo dadas
duas situacOes-problema para que eles percebam a relacdo entre as duas grandezas e as
expressem por uma equacdo. O primeiro problema € o uso da Matemadtica na corrida de um
tdxi com a taxa de bandeira dois. O segundo, por sua vez, trata da modelagem de uma
situacdo, envolvendo o total a pagar em funcdo da quantidade de litros de gasolina colocados

no tanque do carro.

Nessas questdes, além de introduzir o aluno as equagdes das modelagens, é
também trabalhada em cada situacdo a sua representacdo gréfica e tabular. Esta atividade

compreende seis questoes.

Na primeira questdo, procurou-se avaliar a capacidade do aluno em modelar o

problema do taxista com a taxa da bandeira dois.

A segunda questdo também era um problema de modelagem, no qual o aluno
deveria encontrar uma lei que expressasse o total a pagar ao frentista do posto de gasolina em

funcdo dos litros colocados no tanque.

A terceira questdo ainda tratava da situacdo real do posto de gasolina. Porém,
nesta o aluno tinha que calcular o total a pagar quando fossem colocados 18 litros e quando o
tanque ficasse cheio (os dados da questdo informavam o tanto que o tanque do carro poderia

comportar).

* A atividade 1 foi descrita e intensamente analisada na se¢@o 5.1.
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A quarta questdo envolvia trés (3) itens, todos ligados ao problema do posto.
Auxiliado pelo computador, o primeiro item envolvia o preenchimento de uma tabela que
representava a funcdo y = 1,5x (representacido algébrica do problema do posto na qual a
varidvel y representa o total a pagar e a varidvel x o nimero de litros colocados). Diante de
cada valor de x, inclusive valores negativos, o aluno tinha que determinar o seu valor

correspondente y.

Usando os dados da tabela no item anterior, os alunos foram levados a interpretar,
no item dois, que nimeros negativos ndao poderiam assumir o valor de x, visto que x
representava o nimero de litros colocados no tanque do carro. O item seguinte exigia do
aluno a lembranca de que o tanque do carro comportava 30 litros no médximo, ndo tendo

sentido calcular o total a pagar quando o ndmero de litros fosse 37.

Na questdo cinco, ainda baseado na equagdo y = 1,5x e auxiliado pelo ambiente
computacional Graphmadtica, o aluno deveria completar corretamente a tabela. Diante de cada

valor de x o aluno tinha que determinar o seu valor correspondente y e vice-versa.

A questdo 6 exigia do aluno a observacdo de que ndo era possivel pagar ao
frentista do posto a quantia de R$ 75,00 porque, nesse caso, corresponderia a 50 litros e o

mdaximo permitido no tanque da camioneta € 30 litros.

Atividade 3 - Nocoes Geométricas

Esta atividade tem com objetivo rever algumas nog¢des geométricas, tais como
posicdo entre as retas (retas concorrentes, paralelas e coincidentes), projecdo de um ponto e de
um segmento em uma reta. Muitas dessas nocdes estardo vinculadas a situagdes fisicas do
movimento retilineo uniforme. Assim, por exemplo, dadas duas equacdes do espaco em

funcdo do tempo, solicita-se ao aluno a posi¢do entre estas duas retas.

Na estruturacdo das questdes, buscou-se também familiarizar o aluno com alguns

comandos do Winplot e o descobrimento de invariantes relativos a segmentos paralelos aos
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eixos. Sdo sete questdes que compdem esta atividade.

A primeira questdo visa integrar o conceito de fun¢des com a disciplina Fisica.
Neste sentido, num movimento retilineo, sdo dadas duas fun¢des hordrias (espago em funcdo
do tempo) e o aluno deverd determinar o ponto de encontro das duas particulas. Também se
tem a idéia de introduzir ou revisar o conceito de retas concorrentes e de familiarizar o aluno

com as ferramentas do Winplot.

As duas questdes seguintes t€ém o mesmo objetivo da questdo anterior, sé que

nelas sdo explorados os conceitos de retas paralelas e coincidentes.

A quarta questdo também faz a interdisciplinaridade com a Fisica e contém a idéia
de introduzir ou revisar o conceito de retas perpendiculares. Nesta questdo, também se tem em
mente familiarizar o aprendiz com o comando do Winplot para determinar o angulo formado

pelas duas retas.

A quinta questdo envolve quatro (4) itens, todos ligados a conteudos da
Geometria. O primeiro item visa verificar a capacidade do aluno em perceber as principais
propriedades de um segmento paralelo ao eixo horizontal. Para tanto, o aprendiz tem que
observar os pontos pertencentes a este segmento e concluir que as abscissas variam e as
ordenadas sdo o mesmo nimero. O segundo e terceiro itens objetivam familiarizar os alunos
com os comandos do Winplot para construcao de segmentos e projecdes de pontos sobre os
eixos. O quarto item envolve a competéncia do aluno em perceber as principais propriedades
de um segmento paralelo ao eixo vertical. Para tanto, o aprendiz tem que observar os pontos
pertencentes a este segmento e concluir que as abscissas sdo 0 mesmo nimero e as ordenadas

variam.

A sexta questdo consiste em analisar como variam as coordenadas de um ponto,

quando ele caminha sobre uma curva.

Na sétima questdo, avalia-se a capacidade do aluno em trabalhar com equivaléncia

de equacdes. Através do isolamento da varidvel y de uma equacdo, o aluno poderia perceber
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que esta era equivalente a outra. Também o aluno tinha como alternativa plotar as duas
equagdes no ambiente computacional Winplot e perceber que as duas equagdes possuiam a

mesma reta.

Atividade 4 — O conjunto dominio e o conjunto imagem

Esta atividade objetiva trabalhar com os dois subconceitos de funcio: o conjunto
dominio e o conjunto imagem. Em vérios momentos, solicita-se do aluno a determinacdo dos

valores do dominio e do conjunto imagem (com ou sem a ajuda do computador).

O problema do taxista é retomado. Porém, nesse momento, o aprendiz terd que
identificar o conjunto dominio e o conjunto imagem da fun¢do que modela esta situacdo

cotidiana. A quarta atividade consiste em seis questoes.

A primeira questdo envolve trés itens e mede a capacidade do aluno em
determinar o conjunto imagem de uma fun¢do definida em um conjunto discreto e finito. Para

cada item € dada a lei algébrica da funcao.

A segunda questdo exigie do aluno a habilidade de marcar os pontos obtidos na
questdo anterior (os itens a e b) no ambiente computacional Winplot. Objetiva também

familiarizar o aluno a construir pontos no Winplot.

A terceira questdo trabalha com a funcdo f(x) = 0.5x -1 e envolve dois itens. O
primeiro item exige do aluno o preenchimento da tabela (eram dados valores de x e o aprendiz
tem que determinar os seus valores correspondentes y). O segundo item questiona se a

equagdo intercepta a origem e pede a justificativa da resposta.

A quarta questdo envolve a capacidade do aluno em analisar a fun¢do f(x) = 0,5x-
1 em diversos dominios no ambiente computacional Winplot. A questdo cinco é andloga a
primeira questdo da terceira atividade, ou seja, é o problema de modelagem do motorista de

tdxi com cobranca da taxa da bandeira dois.
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A questdo seis € a continuacdo da anterior, mas envolve trés itens. O primeiro
item aborda uma situacdo semelhante a ja trabalhada na terceira atividade, ou seja, diante da
equacdo da modelagem y=2x+1, é perguntado ao aluno se tem sentido calcular o valor de y
quando o x for negativo. O segundo item, por sua vez, envolve a capacidade do aluno de
discutir se tem sentido o passageiro pagar ao motorista de taxi a quantia de R$ 1,00. O
terceiro item visa verificar se o aluno tem competéncia de determinar o conjunto dominio e

imagem desta situacao-problema.

Atividade 5 — Funcoes do 1° Grau

Muitas relacdes entre duas grandezas sdao expressas por uma equagdo do tipo y =

ax+b. Essas equacgdes sdo representacdes algébricas das fungdes do primeiro grau.

Esta atividade visa medir a capacidade do aluno em compreender o significado de
uma fun¢d@o polinomial do primeiro grau. Dessa forma, ele deverd reconhecer uma funcio do

1° grau, identificando as varidveis x e y; e diferenciando os coeficientes a e b.

Em uma das questdes, o aprendiz terd que aplicar o conceito destas fungdes na
resolucdo de uma situacdo-problema (o problema do carro em movimento uniforme). Em
outra questdo, ¢ dada a equacio descoberta por Galileu: d = 4,9 t*. A idéia é colocar os alunos
diante de modelos que nao podem ser expressos por uma fung¢io polinomial do primeiro grau.

Sao seis questdes que compdem esta atividade.

A primeira questdo visa verificar se o aluno tem a capacidade de exemplificar
algumas funcdes do primeiro grau. A segunda questdo, por sua vez, avalia se o aprendiz sabe

identificar as funcdes do 1°.grau.

A terceira questdo media a capacidade do aluno em determinar o coeficiente
angular “a”da funcdo y = ax + 5. Para tanto, ele deve escolher qualquer ponto mostrado na

tabela e substituir a abscissa e a ordenada desse ponto na equagdo y = ax+5.
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A quarta questdo é uma situacdo andloga ao texto introdutdrio, ou seja, uma

funcdo horaria do movimento retilineo uniforme.

A quinta questdo, por sua vez, também faz interdisciplinaridade com a Fisica e,
em particular, com o movimento uniformemente variado. O objetivo maior desta questdo ¢
trabalhar a funcdo de Galileu. Mediado pelo Winplot, trabalha-se com os alunos a funcdo de

. 2 . s - 45
Galileu y = 4,9x” em diversos dominios

Atividade 6 — Funcoes do 1° Grau (continuacio)

Esta atividade € a continuacdo da anterior e tem como idéia trabalhar com
invariantes relativos aos gréficos da func¢do polinomial do primeiro grau. Assim, por exemplo,
o aprendiz poderd perceber que o feixe de retas y = 1,5x+b, com b variando de -2 a 2, sdo
paralelas porque possuem o mesmo coeficiente angular “a”. Além disso, uma de suas
questdes explora a compreensdo do aluno sobre a variagao do sinal da funcdo do primeiro

grau. A sexta atividade consiste em dez questoes.

A primeira questdo consta de trés itens e pede que os alunos facam o estudo da
varia¢do da fun¢do f(x) = 1,5x-6. Na segunda questdo, diante da tabela da fungdo f(x) = -1,5x
+6 e dados alguns valores da varidvel independente x, o aluno devera encontrar suas imagens

correspondentes.

A terceira questdo visa a capacidade do aluno em trabalhar com uma familia de
retas do tipo f(x) = 1,5x +b, o parametro b variando de -2 a +2 (vide figura 5.10). Para tanto,
os alunos tém que perceber invariantes tais como: as retas sdo paralelas, as equacdes que

possuem o mesmo coeficiente angular “a” sdo retas paralelas.

[T L) [T}

45 . .. A e s
Sempre era frisado ao aluno que a varidvel “y” representava a distancia e a varidvel “x” o tempo.



Familia de retas y = 1,5x+b, "b" variando de -2 a +2
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Figura 5.10 - Familia de retas y = 1.5x+b, "'b" variando de -2 a +2

A quarta e quinta questdes visam verificar o comportamento dos alunos diante de

uma familia de retas f(x)

= ax + 4 (vide figura 5.11).

/ Familia de retas y = ax+4, "a" variando de -2 a +2

Figura 5. 11- Familia de retas y = ax+4, ""a'' variando de -2 a +2

Na questdo seis, ao tracar duas retas pelo Winplot, o aluno deve perceber que as

retas sdo concorrentes € se interceptam no mesmo coeficiente linear “b”(vide figura 5.12).



Grifico da funcao f(x) = -2x+2
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Grifico da funcao fix) = 2x-2

Figura 5.12 - Graficos das funcées f(x) = -2x-2 e f(x) = 2x-2

A questdo sete € andloga a questdo anterior, ou seja, € dado um par de retas e se

pede para serem apontados os invariantes relativos a estas retas. A questdo oito exige do aluno

a percepcao de que as retas paralelas possuem o mesmo coeficiente angular “a”.

A questao nove fornece um grafico da fungdo do primeiro grau e exige do aluno a

percepcao de que o seu coeficiente angular € positivo (vide figura 5.13).

Figura 5. 13- Grafico da questio 9.
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A décima questdo € andloga a anterior, s6 que nela, o aprendiz tem que perceber

[IP2)

que o coeficiente angular “a” € negativo.

Atividade 7 — Estudo da variacao do sinal da funcao do 1° grau

Nesta atividade, o aluno devera calcular o zero ou raiz real e determina-lo no
plano cartesiano, assim como compreender o significado da variacdo do sinal da funcdo do

primeiro grau. S3o nove questdes que compdem esta atividade.

A primeira questdo faz uma contextualiza¢do do estudo do sinal de uma fungdo do
primeiro grau em uma empresa € envolve cinco itens. O primeiro item exige do aluno o
tracado no Winplot da fun¢do L(x) = 2x-6. Logo em seguida, ele deverd preencher uma tabela
relativa a esta funcdo. O segundo item mede a capacidade do aluno em determinar em qual

intervalo do eixo x a fun¢@o tera o lucro maior do que R$ 35,00.

O terceiro item, por sua vez, exige do aluno a determinacdo do nimero de
unidades produzidas para que a empresa ndo tenha lucro nem prejuizo. O quarto item trabalha
com o lucro da empresa, ou seja, os valores de x que tornem a fungao positiva. E, finalmente,

0 quinto item envolve a capacidade do aluno em determinar o dominio desta fungao.

A segunda questdo € andloga a questdo anterior. Todavia, neste contexto, a funcao
trabalhada € f(x) = 5x-5. J4 a terceira questdo consta de trés itens e visa verificar o

comportamento dos alunos diante do estudo do sinal da fun¢do f(x) = -2x+4.

A quarta quest@o envolve cinco itens e trabalha com interse¢do de retas e o angulo
formado por elas. O primeiro item visa familiarizar o aluno com o comando do Winplot para
determinar o ponto de intersecdo entre as duas retas. O segundo item objetiva verificar a
percepcao do aluno sobre o ponto de intersecdo entre as duas retas. O terceiro item pede
apenas a identificagdo do coeficiente angular “a” e do coeficiente linear “b”. O quarto item,
por sua vez, exige do aluno a determinaciao do angulo formado entre as duas retas. No quinto

item, solicita-se ao aluno a classificacao deste angulo.
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A quinta questdo mede a competéncia do aluno em elencar algumas propriedades

relativas ao feixe de retas y = ax — 1.

z

A questdo seis é complementar as duas questdes anteriores. Baseado nelas, o
aluno pode chegar a conclusio que retas cujos angulos de inclinacdo sdo agudos

correspondem ao sinal do coeficiente angular “a’ positivo.

A sétima € andloga a quarta questdo. Contudo, na sétima questdo, a idéia é
trabalhar com o coeficiente angular “a” negativo e os angulos de inclinag¢do do tipo obtuso. A
oitava questdo, por sua vez, mede a competéncia do aluno de elencar algumas propriedades
relativas ao feixe de retas y = ax +4.5, sendo que o parametro “a” tem variacdo através de

nimeros negativos.

A questdo nove complementa as duas questdes anteriores. Baseado nelas, o aluno
pode chegar a conclusdo de que retas cujos angulos de inclina¢do sdo obtusos correspondem

[Pl

ao sinal do coeficiente angular “a” negativo.

Atividade 8 — Funcoes Lineares

Esta atividade leva o aluno a reconhecer uma funcido linear como um caso
particular da funcdo polinomial do primeiro grau. Nas questdes propostas, também sdo
explorados a determinagdo da raiz e o estudo dos sinais das func¢des lineares. Além disso, o
aprendiz poderd perceber invariantes relativos aos graficos da fungdo linear. Assim, por
exemplo, o aprendiz poderd perceber que o feixe de retas y = ax, com a variando de -2 a 2,

sdo concorrentes e se interceptam na origem (0, 0).

Na atividade anterior, os alunos estudaram o estudo da variacdo do sinal da fungdo
polinomial do primeiro grau. Eles fario o mesmo nesta atividade, porém o zero ou raiz da

funcdo € x=0. Estd composta por nove questoes.
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A primeira questdo visa avaliar se o aluno tem a capacidade de exemplificar
algumas fungdes lineares. A segunda questdo objetiva verificar a capacidade do aluno de

identificar as funcdes lineares.

A terceira questdo consta de trés itens e tem como objetivo avaliar o
comportamento dos alunos diante do estudo do sinal da funcdo f(x) = 2x. Na quarta questdo,
diante de uma funcdo linear de coeficiente angular “a” negativo, exige-se dos alunos
conhecimentos sobre operagdes inversas (multiplicacdo € a operacdo inversa da divisdao) e

discriminacdo entre as varidveis dependentes e independentes.

A quinta questdo estd baseada na anterior e visa medir a habilidade do aluno em
concluir que toda fun¢do y = ax ( a <0) possui imagens com sinais contrdrios aos valores da

variavel x.

A sexta questdo € andloga a quarta, mas aqui o coeficiente angular “a” da funcao
linear f(x) = ax € positivo. A sétima € a continuacao da anterior e exige do aluno a conclusdo

de que a familia de funcao linear f(x) = ax (a>0) possui imagens com sinais iguais aos valores

€, %

da varidvel independente “x”.

A oitava questdo visa medir a capacidade do aluno em trabalhar com uma familia

[IP2)

de fungdes de retas do y=ax com o coeficiente “a” positivo variando de 0.5 até 4 (vide figura
5.14). Para tanto, os alunos t€ém que perceber invariantes tais como: a medida que coeficiente

[Pl

a” aumenta mais as retas se aproximam do €ixo y, as retas passam pela origem etc.
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Grafico da fungdo y=ax com "a" variando de 0.5 até 4.

LA

Figura 5.14- Grafico da funcio y = ax com "a'"' variando de 0.5 até 4

A nona questdo ¢ semelhante a anterior. A diferenga € que, aqui, o feixe de retas

y=ax tem como variacdo do parametro “a” valores negativos.
Atividade 9 — Grandezas Diretamente e Inversamente Proporcionais

. - . 1
Permeando o estudo das fungdes lineares e das fungdes do tipo y=—, esta
X

atividade enfatiza a discussdo sobre casos de uma ou de outra em que as grandezas envolvidas
sdo diretamente proporcionais ou inversamente proporcionais. Dessa forma, busca-se

desenvolver a idéia de funcdo linear associada a proporcionalidade entre as grandezas

distintas.

Também, em uma das questdes aqui propostas, trabalha-se com a fun¢do y =
3.5x+2, tendo como idéia colocar os alunos diante de uma relacdo entre duas grandezas que
nem sdo diretamente proporcionais nem inversamente. Sao cinco questdes que compdem esta

atividade.

A primeira questdo retorna ao assunto da modelagem e consta de quatro itens. O
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primeiro item exige do aluno o preenchimento de uma tabela na qual a primeira coluna
representa a quantidade de quilos comprados e segunda coluna representa os valores pagos.
No segundo item, a partir dos dados preenchidos no item anterior, o aluno deverd marcar
esses pontos no ambiente computacional Winplot. No terceiro item, o aluno deverd fazer a
modelagem encontrando uma expressao que relacione o total a pagar em fun¢do do nimero de
quilogramas de arroz comprados. O quarto item esté relacionado aos dois itens anteriores. O
aluno devera tracar o gréfico da funcdo anterior e verificar se 0 mesmo intercepta os pontos

marcados.

A segunda questdo visa verificar o comportamento dos alunos diante das
grandezas diretamente proporcionais. Consta de quatro itens relativos a fungdo f(x) = 2x. O
primeiro item solicita ao aluno completar a tabela com alguns valores de x e y dessa fungao.
O segundo item, por sua vez, pede para o aluno analisar a tabela e justificar porque as
grandezas sdo diretamente proporcionais. No terceiro item, solicita-se a determinacdo da

constante de proporcionalidade.

A terceira questdo é um problema de modelagem que se refere a um prémio da
loteria, exigindo do aluno a habilidade de perceber inicialmente que quanto maior o nimero

de ganhadores menor a quantia da premiagdo a ser repartida.

A quarta questdo, por sua vez, mede a competéncia do aluno em analisar

situacdes-problema envolvendo grandezas inversamente proporcionais. Consta de quatro itens
N ~ 1 o -
relativos a funcdo f(x) = —,x #0. O primeiro item solicita ao aluno completar a tabela com
X

alguns valores de x e y dessa funcdo. O segundo item, por sua vez, pede para o aluno
justificar porque essas grandezas sdo inversamente proporcionais. O terceiro item visa

verificar se o aluno sabe determinar a constante de proporcionalidade.

A quinta questdo exige do aluno a competéncia de construir e interpretar a tabela
associada a fun¢ao f(x) = 3.5x+2 e perceber que, tratando-se das fun¢des do tipo afim f(x) =

ax+b, as grandezas nem sdo diretamente proporcionais nem o sdo inversamente.
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Atividade 10 - Funcio Identidade

Esta atividade leva o aluno a reconhecer uma fun¢do identidade como um caso
particular da funcdo polinomial do primeiro grau uma vez que fungdes do tipo y = x podem
ser escritas da seguinte forma: y = 1x + 0. Como Organizador Prévio, envolve uma situacao
contextualizada de uma loja que vende qualquer produto por um real. Diante desta situagdo, o
aluno deverd entender que x=0 significa que a loja ndo vendeu nenhum produto. Esta

atividade compreende duas questdes.

A primeira questdo visa medir a capacidade do aluno em analisar a funcio
identidade f(x) = x quanto ao estudo do sinal. Consta de quatro itens. O primeiro item tem
como objetivo verificar se o aluno sabe determinar o zero ou raiz real desta funcdo. Nos dois
itens seguintes, utilizando o Winplot, é tracado seu grafico e acionado a sua tabela. Tendo
com referéncia o primeiro item, o quarto item exige do aluno a interpretacdo pratica do zero
ou raiz real de funcdo identidade — se o resultado indica que foram vendidas mercadorias ou
ndo. Finalmente, os dois dltimos itens exigem do aluno a competéncia para fazer o estudo do

sinal da func¢do f(x) = x.

A segunda questdo exige do aluno perceber invariantes relativos ao feixe de retas
y = x+b, a saber, retas paralelas, intersecao do grafico com o eixo horizontal, translagdes em

relacdo a reta y= X, dentre outros.

Atividade 11 — Funcoes Constantes

Nesta atividade, o aluno deverd reconhecer uma funcdo constante. Ele poderd
perceber que uma funcdo constante € um caso particular da funcdo polinomial do primeiro
grau uma vez que a funcdes do tipo y = k podem ser escritas da seguinte forma: y = Ox+k, a =

Oeb=+k.

Além disso, pretende-se trabalhar com o aluno invariantes relativos ao feixe de
retas y = k em dois momentos. No primeiro momento, o parametro “k’ terd variacdo positiva.

E no segundo momento, a variagdo terd nimeros negativos. Assim, por exemplo, o aprendiz
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terd oportunidades de observar que estas retas sdo paralelas ao eixo horizontal “x” e

interceptam o eixo vertical y no ponto (0,k). Esta atividade consiste em sete questoes.

A primeira questdo envolvia a capacidade do aluno tracar o griafico de um preco
constante em fun¢do dos meses. Ele tinha que perceber que, nos meses de marco até agosto
(representados no eixo horizontal x), o preco de um jogo de estofado era constante

(representado no eixo vertical pela reta y=983).

A segunda questdo exige do aluno a competéncia de lidar com retas do tipo y=2.
Ele deve perceber invariante relativo a esta reta tais como: esta reta € paralela ao eixo
horizontal x, intercepta o eixo vertical y no ponto (0, 2) etc. A terceira questdo exige do aluno

completar a tabela com alguns valores de x e y da fungdo y = 2.

A quarta questdo € baseada nas duas anteriores e visa medir a competéncia do
aprendiz de determinar o conjunto imagem e o dominio da fun¢do ora em andlise. A quinta
questdo tem como objetivo observar o comportamento dos alunos diante do feixe de retas

paralelas y = k, k>0.

A sexta questdo € a continuacao da anterior e, a partir dos gréficos construidos, o
aprendiz devera perceber importantes teoremas-em-acdo sobre as fungdes do tipo y = k (k>0),

por exemplo, as retas sdo paralelas e ficam abaixo do eixo horizontal x.

A sétima ¢é andloga a quinta questdo, s6 que agora o feixe de retas tem nimeros
negativos como varia¢do de k. E, finalmente, a oitava questdo € a continuacdo da sétima e, a
partir dos graficos construidos, o aluno devera perceber invariantes sobre o feixe de retas y =

k,k<O.

Atividade 12 - Definicao de Funcao

Nas atividades 3 e 5 os alunos estudaram, respectivamente, a no¢do intuitiva de

funcdo e os dois subconceitos de funcido (dominio e imagem). Nesta atividade, o conceito e os
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subconceitos de funcdo sdo retomados, mas numa perspectiva sistematizada, ou seja, é

apresentada a sua definicdo com exemplos e contra-exemplos.

Também € trabalhado com os alunos o teste da reta vertical. Este teste afirma que,
se toda reta vertical intercepta o grafico de uma equac¢do em, no maximo, um ponto, entdo a

equacgdo define y como funcgao de x.

Outra questdo desta atividade aborda as funcdes bijetoras (fun¢do um a um). O
aluno, ao aplicar o teste da reta horizontal, pode decidir se o grafico de uma fun¢do representa
ou ndo uma func¢do bijetora. Para tanto, toda reta horizontal devera interceptar o seu grafico

no Maximo uma vez.

Além disso, nesta atividade, o estudo do sinal das func¢des lineares e das funcdes
polinomiais do primeiro grau € retomado numa perspectiva sistematizada. Maiores detalhes

sobre isto serdo dados mais adiante. Sao onze questdes que compdem esta atividade.

A primeira questdo pede que os alunos, dadas quatro representacdes por
diagramas de relacdes diferentes entre os conjuntos A e B, determinassem quais as que
poderiam representar uma fungdo, ou seja, a questdo lida com a definicdo de Dirichlet-

Bourbarki.

A segunda questao visa verificar se o aluno apreendeu a técnica de utilizar o teste

da reta vertical para saber se o grafico de uma relacio representa ou ndo uma funcdo. Nesta

questdo, € especificamente trabalhado o grafico da relagdao f(x) =+x-1,x2>1.

A terceira questdo € andloga a anterior, mas aqui o grafico da relagdo analisada é

da equagio x* +y” = 1.

A quarta questdo visa familiarizar o aluno com o ambiente computacional Int.
Diagramas\ Vertical Line Test. Utilizando o menu Relation List, ele deverd escolher uma

equacdo e decidir se seu grafico representa uma funcao, recorrendo ao teste da reta vertical.
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A quinta questdo é andloga a anterior, porém aqui o aluno, ao acionar 0 menu
Sketch Tool, deverd desenhar algumas curvas e decidir se elas representam o grafico de uma

funcao.

A sexta questdo objetiva verificar se o aluno apreendeu a técnica de utilizar o teste
da reta horizontal para saber se o grafico de uma funcdo representa ou ndo uma fun¢do um a

um (bijetora). Nesta questdo, ¢ especificamente trabalhado o grifico da relacdo
f(x) =x* +5x +4. J4 a sétima questdo tem como objetivo averiguar a competéncia do aluno

em fazer o estudo do sinal da funcdo y=2x.

A oitava questdo consiste em oito itens € nela se trabalha com a fung¢@o linear y =
4x. No primeiro item, o aluno deverd preencher uma tabela associada a fun¢do y = 4x. No
segundo item, o aprendiz deverd classificar o angulo de inclinacdo (agudo ou obtuso) da
funcdo ora em andlise e identificar o seu coeficiente angular “a”. Os dois préximos itens
tratam da intersecc¢do da reta com o eixo horizontal e vertical. Analisando-os, o aluno devera
perceber que a reta da funcdo linear passa pela origem e, portanto, os valores de x e y sdo

iguais a zero.

O quinto item, por sua vez, visa averiguar a competéncia do aluno em concluir
que a féormula do zero ou raiz da fungdo linear y = ax (a#0) € o préprio zero (0). Os dois
proximos itens, o quinto e sexto, tratam do estudo do sinal da fun¢do y=4x. O  dltimo
item exige do aluno, baseado nos itens anteriores, resumir as idéias apresentadas e encontrar

um método para o estudo do sinal da func¢do f(x) = ax, sendo a>0.

A nona questdo € andloga a anterior, mas a funcao trabalhada aqui € f(x) = -2x. No
ultimo item desta questdo, da mesma forma que aconteceu no dltimo item da oitava questao, o
aprendiz deverd encontrar um método para o estudo do sinal da func¢do linear f(x) = ax, sendo

a<0.

A décima questdo consiste em oito itens e trabalha com a fun¢do f(x) = 2x-1. No
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primeiro item o aluno devera preencher uma tabela associada a fungdo y = 2x-1. No segundo
item, o aprendiz deverd classificar o angulo de inclinacao (agudo ou obtuso) da func¢io ora em

andlise e identificar o seu coeficiente angular “a” e seu coeficiente linear “b”.

Os dois proximos itens tratam da intersec¢do da reta com o eixo horizontal e
vertical. Analisando-os, o aluno devera perceber que a reta da fun¢do do primeiro grau f(x) =
2x-1, intercepta o eixo horizontal e vertical, respectivamente, na abscissa x= %2 e ordenada y =

-1.

O quinto item, por sua vez, visa averiguar a competéncia do aluno em concluir

. . I . b .

que a férmula do zero ou raiz da fungdo linear y = ax+b (a#0) é x=—,a#0. Os dois
a

proéximos itens, o sexto e o sétimo, tratam do estudo do sinal da fun¢do y=4x. O ultimo
item exige do aluno, baseado nos itens anteriores, resumir as idéias apresentadas e encontrar

um método para o estudo do sinal da funcdo f(x) = ax+b, sendo a>0.

A décima primeira questdo € andloga a anterior, todavia a fun¢do aqui trabalhada
¢ f(x) = -2x+1. No ultimo item desta questdo, da mesma forma que aconteceu no ultimo da
décima questdo, o aprendiz deverd encontrar um método para o estudo do sinal da funcdo

linear f(x) = ax+b, sendo a<0.

5.5.3 Segunda Avaliacao

A segunda avaliagdo foi um teste escrito individual tendo, como objetivo central,
examinar se ocorreu a constru¢do dos principais subconceitos de funcdes tais como o
conjunto dominio, o conjunto imagem, o estudo da variacdao do sinal de fun¢des, relacdo entre
as grandezas (grandezas diretamente proporcionais, inversamente proporcionais € nem
diretamente nem inversamente). Além disso, visou também avaliar os protétipos e imagens
mentais concebidos pelos alunos durante a intervencdo metodolégica. Compreendeu dez

questdes que serdo detalhadas logo a seguir.
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A primeira questdo visava verificar o entendimento do aluno sobre o conceito de
fungdes. A segunda questdo pedia para o aluno citar cinco exemplos de funcdes. A idéia
maior era verificar quais os principais prototipos criados pelos alunos ao estudar o conceito de

funcao.

A terceira questdo objetivava medir a capacidade do aluno em verificar se a
equagdo 5x+4=0 representa uma funcdo. A quarta questdo, por sua vez, exigia do aluno a

habilidade de lidar com o gréifico da fun¢do afim f(x) = ax +b.

A quinta questdo tratava dos subconceitos de fungdes tais como o conjunto
dominio e o conjunto imagem. Constava de dois itens. No primeiro item, o aluno tinha que
determinar o conjunto imagem de uma funcdo quadritica cujo dominio é um conjunto
discreto com cinco elementos. O segundo item exigia do aluno conhecimentos sobre as

funcdes constantes.

A sexta questdo constava de cinco itens e visava verificar o comportamento dos
alunos diante do estudo do sinal de uma fun¢do do primeiro grau f(x) = ax+b. Nesta questao,
deve-se ressaltar que ndo foi dada a sua representacdo algébrica e o aluno tinha que

determinar a raiz ou zero real da fungdo através da interpretacao grafica.

A questdo sete fazia a interdisciplinaridade com a Fisica e tinha como meta medir
a capacidade do aluno em trabalhar com as grandezas diretamente proporcionais. Constava de
quatro itens. No primeiro item, diante de uma tabela que mostra a distancia em funcdo do
tempo, o aluno tinha que determinar a distancia percorrida para um dado tempo especifico. O
segundo e terceiro itens exigiam a interpretacdo do aluno quanto a relacdo entre as duas
grandezas (distdncia e tempo). Para isto, ele deveria responder que as grandezas sdo
diretamente proporcionais e apontar a constante de proporcionalidade. O quarto item
objetivava avaliar se o aprendiz tinha a competéncia de fazer a modelagem dessa situagdo-

problema.

A oitava questdo trabalhava com diversos assuntos ligados a funcdo f(x) = -2x+5 e
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envolvia quatro itens. O primeiro item exigia do aluno calcular as imagens de dois nimeros
pertencentes ao dominio. O segundo item fazia o caminho inverso, dada uma imagem
pertencente ao contradominio, o aluno tinha calcular o seu valor correspondente x. O terceiro
item envolvia conhecimentos sobre o zero ou raiz da funcdo ora em andlise e o quarto

solicitava o tragado do gréfico da funcdo acima.

A nona questdo visava verificar o comportamento dos alunos diante do estudo do
sinal da funcdo f(x) = -10x. A décima questdo visava verificar se o aluno tinha competéncia

para analisar o conjunto dominio e o conjunto imagem de um gréifico da func¢ao.

5.6 Procedimentos de coleta de dados

De acordo com a natureza da questdo de investigacdo e os objetivos da pesquisa,
adotou-se, durante a etapa da intervencdo metodologica, a postura de observador

participante conforme conceito elaborado por Becker (1997, p. 84).

O observador participante coleta dados através de sua participacdo na vida cotidiana
do grupo ou organizado que estuda. Ele observa as pessoas que estd estudando para
ver as situagdes com que se deparam normalmente e como se comportam diante
delas. Entabula conversacdo com alguns ou com todos os participantes desta
situacdo e descobre as interpretacdes que eles tém sobre os acontecimentos que
observou. (BECKER, 1997, p.47).

Neste tipo de pesquisa de campo, o pesquisador se integra a um grupo de pessoas
para estudéd-lo de seu interior, coletando dados quando eles estdo conversando, ouvindo,
trabalhando, estudando em uma sala de Laboratério de Informética, resolvendo uma situagao-

problema.

Esses dados sdo coletados através de conversas, entrevistas e de observacoes
anotadas em um didrio de campo, pressupondo um grande envolvimento do pesquisador na

situacdo estudada (FIORENTINI; LORENZATO, 2006).
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Na presente pesquisa, quanto a sistemdtica de coleta de dados, manteve-se um
didrio de campo onde cada experiéncia dos alunos foi registrada tanto quanto possivel nas
suas manifestacdes concretas. E importante salientar que foram anotados os principais
conhecimentos-em-a¢do (conceitos-em-acdo € teoremas-em-a¢do) que emergiram na
resolucdo da atividade. Além disso, houve uma descricdo detalhada das dificuldades que os
alunos tiveram sobre o conteido matematico. Nesse sentido, utilizou-se o roteiro do

APENDICE N para orientar as observagdes.

Como opg¢ao metodoldgica, trabalhou-se com duplas de alunos.

Outro procedimento de coleta de dados utilizado para a compreensao do estudo de
funcdes foi o Método Clinico de Piaget (CARRAHER, 1998), o qual consiste em elucidar,
através de perguntas apropriadas, o tipo de raciocinio utilizado pelo aluno ao resolver uma
determinada situacdo-problema. Para acompanhar o curso do pensamento do aluno, o
pesquisador deve fazer novas perguntas para esclarecer as respostas anteriores. Além disso,
no decorrer das entrevistas, apds cada argumentacdo do aluno, o entrevistador pode lancar
mao de contra-sugestdes, tendo como fim conhecer mais o pensamento do sujeito e até que

ponto a argumentacdo apresentada resiste a outras alternativas.
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6. ANALISE E DISCUSSOES DOS RESULTADOS

Este capitulo se divide em trés topicos. No primeiro tépico, sdo descritos os
resultados obtidos pelos alunos participantes deste estudo, no teste diagndstico e na atividade
1. No segundo topico, inicialmente sdo descritas as categorias encontradas durante cada
atividade proposta no estudo. Logo apds, exemplificam-se as categorias encontradas com
transcricdes dos didlogos entre o pesquisador e os alunos entrevistados. Na parte final deste
tépico, faz-se uma andlise do desempenho dos alunos em cada atividade. No terceiro e tltimo
tépico, sdo detalhados as estratégias e os conceitos em acdo lancados pelos estudantes na

resolucao dos exercicios.

6.1 O estudo de funcoes mediado pelo Objeto de Aprendizagem Desafio

Funcgoes

Esta pesquisa foi realizada em uma escola publica de Fortaleza com uma turma de
13 alunos do 1° ano do Ensino Médio. O material usado na pesquisa envolveu uma avaliacio
realizada antes do OA, um Objeto de Aprendizagem intitulado Desafio Fungdes, e uma
avaliacdo realizada apés o OA. O material foi aplicado na seguinte seqiiéncia: avaliacio
realizada antes do OA, Objeto de Aprendizagem e avaliacdo realizada apds o AO. Os

materiais estdo descritos em detalhe a seguir:

Avaliacdo realizada antes do OA — continha questdes com assuntos ligados a
interpretacdo de graficos tais como: localiza¢do de pontos no plano cartesiano, crescimento e
decrescimento de funcdes, a andlise de intervalos constantes e a determinacdo do valor
mdiximo e minimo da funcdo dentro de um intervalo. Tal atividade foi aplicada antes da

exploracdo do OA Desafio Fungdes.

Avaliacdo realizada ap6s o OA — dividida em duas questdes. A primeira questao
continha seis itens sobre 0os mesmos assuntos abordados no teste diagndstico, sendo, aqui,

ligados ao contexto de despesas. A segunda questdo estava dividida em cinco itens, que assim



152

como a anterior, abordavam os mesmos assuntos do teste diagndstico, desta vez, ligadas aos

conceitos de despesas, receitas e lucros.

Durante a resolucdo das atividades pelos alunos, o pesquisador realizou
entrevistas e observacoes. As entrevistas foram gravadas e as observagdes anotadas em um
didrio de campo, no qual cada experiéncia dos alunos foi registrada em um maior nimero
possivel nas suas manifestacdes concretas. Os resultados do estudo estdo apresentados a

seguir.

6.1.1 Resultados

Os resultados foram analisados, usando uma abordagem quantitativa e qualitativa,

conforme descritos a seguir.

Andlise quantitativa

Antes de se fazer o Teste ¢ de Student para dados emparelhados, verificou-se a
normalidade dos dados por meio do Teste de Kolmogorov-Smirnov, conforme mostra tabela

abaixo.

Tabela 6.1 — Teste Kolmogorov-Smirnov

Avaliacdo antes do OA Avaliacdo depois do OA
Z de Kolmogorov-Smirnov 0,671 0,531
P 0,759 0,941

Fonte: Pesquisa Direta

Como os resultados da avaliagdo antes do OA e da avaliacdo depois do OA

apresentaram normalidade, procedeu-se ao o Teste ¢ de Student para dados emparelhados.
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Tabela 6.2 — Teste t de Student

Percentis
N°. de
Meédia | Desvio Minimo | Maximo 50
Alunos 25 (Q1) 75 (Q3)
(Mediana)
Avaliagdo
antes do | 13 62,82 | 20,23640 | 29,08 100 44,7913 | 64,75 73,9588
AO
Avaliagdo
depois do | 13 78,96 | 16,152 53 100 67,50 74,50 96,50
OA.
Fonte: Pesquisa Direta
Tabela 6.3 — Nivel de Significancia
T p
Par 1 Avaliac@o antes do OA— Avaliacdo depois do OA. -3,718 0,003

Fonte: Pesquisa Direta

Como se observa na tabela 6.3, o resultado do teste implica que houve uma
diferenca entre as médias das duas avaliacdes, sendo essa diferenca estatisticamente
significante (p = 0,003). Os resultados presentes na tabela 6.2 indicam o percentil 75 (Q3)
significando dizer que, no grupo avaliado depois do OA, 25% dos alunos acertaram acima de
96,5; enquanto na avaliagdo realizada antes do Objeto de Aprendizagem, 25% dos alunos
acertaram apenas acima de 73,96%. Além disso, observando a figura 5.2, nota-se que na

avaliacdo antes do OA a amplitude de variacdo das respostas ¢ muito maior do que na

avaliacdo realizada depois do OA.

Na avaliacdo realizada apds a exploracdo do Objeto de Aprendizagem Desafio
Fun¢des (OA DF), a melhoria foi de 25,7% a mais de acerto. Verificou-se, ainda, que esta
avaliacdo apresentou maior homogeneidade nas respostas, pois teve um coeficiente de
variacdo de 20,5% (16,1/78,96), enquanto que a avaliacdo realizada antes do OA teve um

coeficiente de variacdo de 32,2% (20,23/62,82).

Tais resultados indicam que o uso do OA DF favoreceu o desempenho de alunos

na resolucdo das questdes envolvendo localizacdo de pontos no plano cartesiano e andlise de
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variacdo da fung@o dentro de um intervalo (fung¢Oes crescentes, decrescentes e constantes).

100.00—

T

80.00 —

60.00— |
40.00 — |

20.00—

Y%acerto

T T
Teste diagnéstico DF
Grupo

Figura 2 - Amplitude de variacao das respostas

Figura 6.1 - Amplitude de Variacdo das Respostas.

Para corroborar mais esses dados, procedeu-se a andlise qualitativa, a qual estd

descrita a seguir.

Andlise qualitativa

Para a andlise qualitativa, foram identificadas as dificuldades encontradas pelos
alunos na resolugcdo de questdes relativas a conhecimentos sobre interpretagdo grafica em
situacdes envolvendo lapis e papel. Observou-se também como o uso do OA Desafio Fungdes
auxiliou na superacdo dessas dificuldades, ao propiciar momentos de negociacdo entre o

professor e os alunos.

Uma das dificuldades encontradas foi a localizagdo de pontos no plano cartesiano,
ocorrendo quando o aluno confunde abscissa com ordenada e tem grande dificuldade de

localizar um ponto pertencente ao eixo horizontal ou vertical.

O protocolo a seguir’® ilustra como a produgdo de significados no contexto do
OA, auxiliou uma aluna (Cristina*’) na superacio dessa dificuldade, durante a manipula¢io do

Objeto de Aprendizagem.

0 As letras “A” e “E” correspondem respectivamente a “Aluno” e “Entrevistador”. Transcrevemos as falas dos
alunos sem corrigir os erros de portugués e o uso coloquial das palavras.
47 -

Nome ficticio.
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PROTOCOLO 01

1. E: [...] ao explorar o Objeto de Aprendizagem, a aluna movimentava o mouse
horizontalmente e verticalmente, observando respectivamente a variagdo dindmica dos
meses e dos lucros (ver figura 6.1). Ela ja tinha marcado corretamente o més de maio que
correspondia -32000 e agora, o seu objetivo era marcar o lucro do més de junho que
correspondia a R$ -36000. Todavia, apds esta exploracdo preliminar, ela posicionou o
mouse fazendo a “mira” posiciona-se no intervalo [30000, 40000].

2. E: - Me diga uma coisa, voc€ nao marcou o lucro igual a -320007?

3. A:- Aha.

4. E: - Agora, vocé quer marcar o -36000 e estd manuseando o mouse de tal forma que a seta
esta entre 30000 e 40000, por qué?

5. A: - [A aluna ficou calada por um pequeno periodo de tempo e continuou a manusear o
mouse posicionado a “mira” em torno 40000].

6. A: - Mas professor faz é descer?

7. E:-E voce pensava como?

8. - Eumarquei o -32000 e achei que o -36000 fazia era subir.

9. E: - Por que vocé achava que fazia era subir?

10. A: - Nao € maior o -36000?

11. E: — Eu sei que vocé estd marcando os lucros. Mas vamos imaginar a seguinte situacio. Se
voce deve 36000 e eu devo 32000, qual dos dois estd em mais desvantagem?

12. A: - Como assim?

13. E: — Qual dos dois estd perdendo mais? Associe a divida com os nimeros negativos.

14. A: - O Senhor!

15. E: - Entdo aonde voceé vai colocar o -36000?

16. A: - Em baixo do -32000.

17. A: [A partir deste insight a aprendiz marcou corretamente a ordenada y = -36000].

No protocolo, observa-se que a aluna ao manipular o Objeto de Aprendizagem
Desafio Fungdes estava com dificuldade de marcar o lucro negativo (linhas 2 a 5). Todavia, a
partir de perguntas especificas (linhas 2, 4, 7 € 9) e da constituicdo de um novo nucleo - uma
situacdo ficcional da “pessoa devedora”- feitas pelo pesquisador, a aluna comecou a atribuir

significados para a comparagdo de niimeros inteiros, culminando com a correta localiza¢do da
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ordenada negativa. Assim, temos um novo conhecimento sendo construido (comparacdo de
nimeros inteiros € marcagdo de lucros negativos em espagos bidimensionais) que na
perspectiva de Gimenez e Lins (1997) € uma crenga-afirmacdo. Através de uma situagdo
realista de duas pessoas devedoras, chegamos a um nicleo, um objeto sobre o qual a aluna

comegou a pensar a respeito e a produzir significados, alcancando uma justificativa: “o

professor estd perdendo mais porque estd devendo mais”.

Neste processo dindmico, houve uma negociagdo de significados, pois o
professor, ao constituir um novo nucleo, abriu um processo de negocia¢des com a aluna, ou
seja, ela comecou a operar em relacdo a esse novo niicleo e passou a produzir significados

para a tarefa.

6.2 Categorias

Nesta se¢do, sdo descritas as categorias que identificam o desempenho dos alunos

na resolucdo das situacdes-problema. As categorias sao:

e Acerto imediato — o aluno, apds a leitura da atividade, acerta e, mesmo com

os questionamentos do pesquisador, continua acertando.

e Acerto com a intervengdo do pesquisador sem a mediacdo do computador —
erra a atividade, mas com a intervencdo, comega a entender e a relacionar os

dados da atividade, chegando ao seu final com a resposta correta.
e Acerto com a intervencdo do pesquisador e a mediacdo do computador —
esta categoria tem as mesmas caracteristicas da anterior, porém nesta o
pesquisador lanca mao dos recursos do ambiente computacional.
¢ Erro continuo — erra a questdo e mesmo com a intervencdo, continua

errando.

Para ilustrar a categorizacdo do desempenho dos alunos, serdo mostradas a seguir

algumas transcricdes das explicacdes das respostas, do raciocinio dos alunos e das
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intervencodes do pesquisador.

Acerto Imediato

No teste diagndstico, a sétima questdo consistia em saber se o aluno compreendia o
significado do nimero real ser ou ndo raiz da equacao (solu¢do de uma equacdo). O préximo
protocolo ilustra o entendimento do aluno sobre esta no¢do. A questdo consistia em verificar

se o nimero 2 é raiz da equagdo x*+7x+12=0.

PROTOCOLO 02

Entrevista:

1. E: Na questdo acima, vocé respondeu que x=2 ndo era raiz da equacdo. Como foi que
voce fez?

2. A: Colocar na equagdo e se fosse raiz daria zero.

3. E: Existia outra maneira de voce responder essa questao? Existe outra maneira de vocé
encontrar essa resposta.

4. A: Usar a formula do delta...mas ndo me lembrava [risos]

Observe que o aluno entende o significado de um niimero ser raiz de uma equagao
do segundo grau (linha 2) e, além disso, concebe uma outra alternativa de verificagcdo que

seria resolver a equacio, utilizando a férmula de Bhaskara®® (linha 4).

Deve-se acrescentar que a compreensdo do aluno sobre essa nocdo facilitard a
construcdo da defini¢cdo do zero ou raiz da fun¢do, auxiliando-o a perceber que o grafico da

funcdo intercepta o eixo horizontal justamente nos zeros ou raizes da fungao.

b+~ F=aa

*8Formula que resolve a equacio do segundo grau, a saber, 1 = .
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Acerto com a intervencdo do pesquisador sem a mediaciao do computador

Na transcri¢do seguinte, inicialmente o aluno Carlos Eduardo tem como foco de
atencdo a primeira estrutura da definicdo de funcdo, mas, através dos questionamentos feitos

pelo pesquisador, consegue perceber a importancia da segunda estrutura (linhas 10 a 23).

PROTOCOLO 03

9.9) Certas relagdes de A em B possuem a seguinte propriedade: para cada elemento
de A é associado em um Unico elemento de B.

Identifique as relagdes de A em B que gozam dessa propriedade:

Figura 6.2 — Resolucio da nona questio do teste diagndstico.

E: Vamos nos concentrar no item “a”. Por que foi que voc€ nao marcou?

A: O 2 ndo tem seta para o B.

E: Agora vamos analisar o item e. Por que foi que vocé ndo marcou o item e?
A: [um longo periodo calado]

E: O item “e” ndo satisfaz a propriedade por qué?

A: O “b” e “d” ndo estd associado ao B.

E: O item “b” voc€ marcou por qué?

A: H4 uma ligacdo dos elementos de A com o de B.

A S S

E: [o aluno se concentrou na estrutura “para cada elemento de A” e esqueceu-se da
estrutura “‘esta associado a um unico elemento de B”].

10. E: Vocé acha que para cada elemento de A estar associado a um tnico elemento de B?
Vié dizendo os elementos e seus associados, assim, por exemplo, o elemento “1” estd
associado ao 5.

I11.A:O1com5,02com6, 3 com6e o4 como [uma pequena pausa, talvez percebendo

a definicdo como um todo].
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12. E: O elemento “4” pertencente ao conjunto A estd associado a quem do B?

13. A: 7e8.

14. E: Ok. Esse item satisfaz a propriedade?

15. A: Nao!

16. E: Por qué?

17. A: Porque tem mais de um associado ao item “b” [0 aprendiz apontou para o elemento
4 e logo em seguida com a caneta percorreu a duas setas partindo do 4].

18. E: Entendi! O item b ndo satisfaz porque para o elemento “4” existem duas
associagdes, ou seja, tém dois elementos de B que estio associados ao elemento 4.

19. A: Aha

20. E: Voce ndo marcou o item d? Nao corresponde a essa propriedade?

21. A: Cada um estd associado a um!

22. E: Nesse caso ndo corresponde? Nessa frase que vocé disse “Cada um estd associado a
um” ndo corresponde a essa propriedade?

23. A: Corresponde!

Acerto com a intervencio do pesquisador com a mediacdo do computador

4.°) Agora, utilizando o Winplot, trace o gréfico da fungdo g(x)= 0.5x-1 no intervalo

[0, 4].

a. Complete a tabela ao lado. (Sugestdo: Menu: Misc/ Tabelas ou
X |y Um/Traco).

b. Comparando o gréfico e a tabela da fun¢do g(x) = 0.5x-1 {0,4} com os

N da fungdo f(x) = 0.5x-1 (funcdo trabalhada na terceira questdo) quais
0.2 foram as principais mudangas ocorridas?

0 c. Com base no gréfico e na tabela, qual seria o intervalo de variacdo da
) varidvel x (Dominio)? E da varidvel y (Imagem) da funcdo trabalhada

5 nessa questao (g(x)=0.5x-1 {0,4})?
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PROTOCOLO 04

Entrevista.

1. E: [Neste momento, foi tracado o Grafico da funcao f(x) = 0.5x-1 no Winplot, e logo

em seguida, foi acionado pelo software a sua tabela].

tabela [¥ = 0.5x-1]

Arquivo EdicSo Parametros Secio Ajuda Fechar
= v
—5.00000 —3 .50000
—< . 50000 —3 .25000
—<4 .00000 —3 .00000
—3 .50000 —2 . 75000
—3 .00000 —2 . 50000
—2 .50000 —2 .25000
—2 .00000 —2 . 00000
—1.50000 —1.75000
—1.00000 —1.50000
—0.50000 —1.25000
O.00000 —1.00000
O.50000 —0.75000
1.00000 —0.50000
1.50000 —0.25000
2 .00000 0O.00000
Z .50000 O.z5000
3 .00000 0O.50000
3 .50000 O.75000
4 .00000 1.00000
4 .50000 1.25000
I S.00000 1.50000

Figura 6.3 - Tabela da funcao g(x) = 0,5x-1 obtida pelo Winplot.

Grifico da fun¢do g(x) = 0,5x-1

Figura 6.4 — Grafico da funcao g(x) = 0,5x-1 obtida pelo Winplot
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2. E:Jahnser, observando a tabela o que vocé estd notando?

3. Jahnser: O valor do x estd aumentando (apontando para a coluna da esquerda da
tabela) e valor do y também (apontando para a coluna da direita da tabela).

4. E: [Neste momento, foi explicado ao aluno que o dominio desta funcdo poderia ser
todo o conjunto dos nimeros reais, mas por uma questdo de limitacdo da tela do
computador, o intervalo trabalhado era [-5, 5]. Aqui, baseado na tabela, ao ser questionado
sobre o valor minimo e valor mdximo que a fun¢do poderia assumir neste intervalo, o
aluno respondeu corretamente ymin = -3,5 e y max = 1.5. Logo em seguida, foram
marcados os seguintes pontos (-5, -3,5) e (5, 1,5) na tela do computador (vide figura
abaixo].

5. E: Jahnser, neste caso, analisando o gréfico da funcdo funcdo g(x) = 0,5x-1 restrita ao
intervalo [-5, 5], quem seria o conjunto-imagem?

6. A:De -3,5a 1,5 [apontando como o dedo as ordenadas y=-3,5 e y=1,5 e percorrendo o

intervelo [-3,5, 1,5] contido no eixo vertical y].

Grifico da fungio gx) = 0.5x-1

Figura 6.5 - Grafico da funcao g(x) = 0,5x -1 restrita no intervalo [-5, 5].
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7. E: [Neste momento, foi tracado o Grafico da fun¢do f(x) = 0.5x-1 no Winplot, restrito

ao dominio [-2, 2] sem ser mencionada ao aluno esta informagao (vide grafico abaixo].

Grifico de g(x) = 0,5%1 no intervalo [-2,2]

Figura 6.6 — Grafico da funcao g(x) = 0,5x — 1 restrita no intervalo [-2, 2].

8. E: Ok! Jahnser! E a mesma funcdo f(x) = 0.5x-1, mas definido num novo intervalo,
que intervalo € este?

9. Jahnser: [Siléncio].

10. E: [Neste momento, voltamos para a funcdo trabalhada anteriormente e revisamos o
seu dominio e o seu conjunto imagem. Apds esta revisdo, o grafico da funcdo g(x) =0,5x-1
no intervalo [-2, 2] foi re-analisada pelo aluno. A sua resposta foi que, neste caso, a
funcdo estava restrita ao intervalo [-2, 2]].

11. E: E trabalhando com esta funcdo definida no intervalo [-2, 2], qual serd o seu
conjunto imagem?

12. Jahnser: Comeca do -2 (apontando para a ordenada y=-2) e vai ...até -1 (apontando
para a ordenada y=-1) ..hum...ndo sei...hum até o 2 (apontando para x=2)

13. E: [O aluno acertou o valor minimo desta funcdo, mas teve ddvidas até onde se
estendia, afirmando finalmente que era o dois. Nota-se a confusdo do aluno ao achar que

x=2 € o valor mdximo da funcio restrita no intervalo trabalhado.
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14. E: Mas o nimero dois ndo € a abscissa? Como é que uma abscissa pode ser imagem de
um nimero do dominio?

15. Jahnser: [Siléncio].

16. E: [Neste momento, foi solicitado ao aluno que calculasse a imagem de diversos
valores entre -1 a 2 na funcdo ora em andlise, e logo em seguida, diante dos pontos
obtidos, fossem marcados no grafico. O aluno, utilizando os comandos “UM/TRACO”,
calculou as imagens dos nimeros -1, 0, 1 e 2. Em seguida, marcou os pontos utilizando os

comandos “Equacao/Ponto/ (x, y).” (vide figura 6.7)].

Figura 6.7 — Grafico da func¢ao g(x) = 0,5x-1 no intervalo [-2, 2] com varios pontos marcados.

17. E: E agora, Jahnser, quem vocé acha que € o conjunto imagem?

18. Jahnser: Vai do -2 (apontando para y=-2) passa pelo -1 (apontando para y=-1) ... hum
... -0,5 (apontando para o y =-0.5) até o -0,5.

19. E: Mas a -0,5 ¢ a imagem de qual valor de x?

20. Jahnser: Do zero! [Apontando para a tabela].

21. E: [Neste momento, houve uma intervencdo do pesquisador, mostrando que neste
caso, a funcdo trabalhada estaria restrita ao intervalo [-2, 0]].

22. Jahnser: A funcdo estd do -2 a 2. H4 j4 sei vai até o zero (apontando para y=0).

23. E: Por qué?

24. Jahnser: a imagem do dois € zero .

25. [Neste momento, sem ser mencionado em qual intervalo estaria restrito a fungdo, foi

trabalhada a funcdo f(x) = 1,5x-1 no intervalo [0, 4], (vide figura abaixo). O aluno, apds
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um pequeno intervalo de tempo pensando, respondeu corretamente o dominio e o conjunto

imagem.].

Pelo protocolo acima, observa-se que a mediagdo do pesquisador auxiliado pelos
recursos computacionais do Winplot favoreceu a compreensao do aluno sobre o dominio e o

conjunto imagem restritos a intervalos contidos no conjunto dos nimeros reais.

De fato, no primeiro momento, trabalhando com as representacdes gréifica e
tabular da funcdo g(x) = 0,5x-1 restrita no intervalo [-5, 5], o aluno conseguiu chegar a
resposta correta (linhas 5 e 6). No segundo momento, a intervencao se processou tendo foco
de atencdo a fungdo g(x) = 0,5x-1 restrita no intervalo [-2, 2]. Utilizando a sua representacao
grafica e o cdlculo de diversos valores de suas ordenadas, juntamente com alguns
questionamentos do pesquisador, o aluno conseguiu corrigir o seu erro € obter corretamente o

conjunto imagem da func¢do restrita a um novo intervalo (linhas 7 a 24).

Griéfico de g(x) = 0,5x- I restrita no intervalo [0, 4]

1

3

Figura 6.8 - Grafico da funciao g(x) = 0,5x -1 restrita no intervalo [0, 4].
Erro Continuo

J4 a aluna Cristina associa a definicdo de fung¢do com a definicdo de fungdo
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bijetora, como mostra a entrevista®:
PROTOCOLO 05
Entrevista:

1. E: Vamos analisar o item “a”. Por que vocé€ ndo marcou o item “a”?

2. A: Porque 2 ndo esté ligado a B.

3. E: Ok! No item “e” voc€ ndao marcou, por qué?

4. A: Obednio tém ligagdo com B.

5. E: O item “b” ndo satisfaz! No entanto, todos os elementos de A t€m correspondentes!
Por que vocé ndao marcou?

6. A: Porque tem dois nimeros que estd ligados a um s6! Do B!

7. E: Muito bem. Por que voc€ ndo marcou o item c?

8. A: [um longo periodo calada]

9. A: Porque todos do A esté ligado ao 7.

10. E: [Para a aluna, a relagdo para ser funcdo € necessdria que haja uma correspondéncia
biunivoca, ou seja, ndo pode sobrar nenhum elemento de B. Além disso, todo elemento de
B tem que ser imagem de um tnico elemento de A. Em suma, a aprendiz confunde a
defini¢do de fun¢do com a da fungdo bijetora].

11. E: Por qué?

12. A: O 5, 6 e 8 ndo tém relacdo com o A.

13. E: Mas os elementos 5, 6 e 8 ndo pertencem ao conjunto B?

14. A: Aha.

15. E: Eu ndo estou dizendo que vocé estd certa ou errada. Apenas eu quero saber como
foi que vocé pensou! E também ndo estou dizendo que vocé€ era para marcar o item c.
Voltando a falar sobre a questao, vocé viu que todos os elementos de A tem como imagem
o elemento 7 pertencente ao conjunto B. serd que nessa situacdo ndo ird satisfazer a
seguinte propriedade “para cada elemento de A estd associado um dnico elemento de B”?

16. A: [A aluna permaneceu calada por um longo periodo de tempo].

* A Questdo é a mesma do protoco 03 — pagina 158.
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Observa-se que a aluna assimilou a seguinte estrutura: “para cada elemento de A”,
pois ndo marcou os itens “a” e “e” (linhas 1 a 4). Também a aluna assimilou a seguinte
estrutura: “estd associado a um unico elemento de B”, pois ndo marcou o item b (linhas 5 e 6).
No entanto, para ela, a relacdo do item “c” ndo € fun¢do, pois sobram elementos de B que ndo
sdo imagens de algum elemento de A. Parece que a frase “para cada elemento de A esta
associado a um Unico elemento de B” faz com que ela pense que ndo podem sobrar elementos
do conjunto de chegada B. Por conseguinte, para ela, a definicdo de funcdo deve ser

interligada com a func¢do bijetora.

6.3 Analise do Desempenho

6.3.1 Teste Diagndstico

O teste diagndstico foi aplicado ao grupo dos alunos pesquisados e tinha como
objetivo avaliar os conhecimentos prévios necessdrios a compreensdao do conceito de fungao.

Compreendia nove questdes. O grafico 6.1 mostra o desempenho dos alunos, por questao.

100

Erro_Cont
mA I P SC

m A Imedi

Grafico 6.1 — Desempenho dos alunos no Teste Diagndstico, por questio.

As trés primeiras questdes juntamente com a quinta exigiam do aluno

conhecimentos sobre interpretacdo grafica.
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Por intermédio do grafico acima, ao comparar as questdes desta atividade,
observa-se que a primeira € a nona questdo tiveram o segundo menor percentual de acerto
continuo. De fato, apenas 30% dos alunos acertaram de imediato a primeira questdo e todos

oy s - P 50
eles utilizaram a estratégia do raciocinio inverso™ .

A segunda questdo € a continuacdo da anterior € tem como objetivo avaliar a
competéncia do aluno sobre o estudo da variacdo da fung¢do dentro de um intervalo (funcdo

crescente, decrescente ou constante).

Ainda pelo grafico 6.1, percebe-se que a segunda questdo nio foi problemadtica,
uma vez que ndo houve incidéncia da categoria erro continuo e apenas 32% dos alunos
precisaram da intervencdo do pesquisador para resolvé-la corretamente. Os outros 68% dos

sujeitos pesquisados acertaram de imediato a questao.

O bom desempenho dos alunos nesta questdo deveu-se ao fato de eles utilizarem
imagens mentais satisfatorias associadas a andlise de graficos. Assim, por exemplo, um aluno
afirmou que houve crescimento populacional no intervalo de1940 a 1970, baseado na imagem
mental de que “houve uma subida do grdfico”. Ja em outro intervalo, respondeu que “ndo

houve crescimento nem decrescimento porque ficou parado” .

No primeiro caso, ele poderia ter respondido que de 1940 até 1970 a populacdo
aumentou de 1 para 10 milhdes. Dessa forma, o seu raciocinio se concentra mais nos pontos

pertencentes do grafico e na nocdo de subida, descida e ficar parado.

Além disso, pode-se inferir que o bom desempenho nesta questdo também se

deveu ao fato de a curva estar totalmente contida no primeiro quadrante.

> Chamamos a estratégia do raciocinio inverso aquela estratégia baseada na localizacdo inicial da ordenada y, e
a partir dai o aprendiz comecar a comparar com as outras ordenadas existentes com suas abscissas
correspondentes. O seu objetivo € verificar quais entre estas ordenadas satisfazem as exigéncias da situagdo-
problema. Para tanto, o aluno pode tracar uma reta y=y, e logo em seguida verificar quais as ordenadas estio
acima desta reta, quais estdo abaixo, e finalmente, verificar quais aquelas que pertencem a esta reta.
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A terceira questdo tratava da localizacdo de pontos no plano cartesiano. Por
intermédio do grifico acima, nota-se o acréscimo da categoria erro continuo nesta questao.
Isto se deve ao fato da grande dificuldade dos alunos em trabalharem com pontos pertencentes

ao eixo.

Quando o ponto ndo é da origem do sistema de eixos cartesianos € pertence ao

eixo horizontal, sabemos que a abscissa € diferente de zero e a ordenada € igual a zero.

Todavia, apenas quatro alunos conseguiram localizar corretamente este ponto.

Por outro lado, um aluno chegou a cogitar que um ponto pertencente ao €ixo
horizontal x s6 possuia uma dnica coordenada (a abscissa “x”), esquecendo-se que um ponto é

representado por um par de coordenadas x e y.

Estas lacunas na formacdo dos alunos ji foram detectadas nos trabalhos de
Albuquerque Chaves e Carvalho (2004) quando perceberam a dificuldade dos alunos em
entenderem um ponto como um par ordenado. A pesquisa de Régo (2000) acusa erros dos
aprendizes na determinacdo dos valores das coordenadas quando o ponto estava na

localizag@o sobre os eixos.

No entanto, voltando ao gréfico ora em andlise, percebe-se que a soma das duas
porcentagens (acerto continuo e acerto com a intervencdo do pesquisador) foi bem maior do

que a porcentagem da categoria erro continuo.

O protocolo a seguir mostra o erro de Cristiane e de como, através da intervencao

do pesquisador, reconsiderou a sua concep¢ao sobre pontos pertencentes ao eixo horizontal

[
X

PROTOCOLO 06

Solugdo: A = (4); B=(5); C=(2, 1) e D(-2, -1).
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Entrevista:

1. E: No ponto A vocé colocou quatro. Onde esté a outra coordenada?

2. A:[passou um tempo calada].

3. E: Veja! O par ordenado, o nome estd dizendo, é um par! Estdo se a abscissa é
quatro...

4. A: Seria quatro também?!

5. E: [Neste momento, houve uma longa intervencao do pesquisador mostrando que no
ponto (4, 4) a abscissa era quatro e a gente caminhava quatro unidades para a direita e a
ordenada era quatro e a gente subia, caminhando quatro unidades para cima. Com um
raciocinio andlogo (recorrendo a idéia de caminhar horizontalmente e verticalmente), foi
trabalhada com a aluna a localizacdo dos pontos C=(2, 1) e D(-2, -1). Neste ponto,
voltamos a analisar a localiza¢do do ponto A].

6. A: O ponto A andou para a direita.

7. E: Ok! Quantas unidades o ponto A andou para a direita?

8. A: Quatro.

9. E: Quantas unidades o ponto A subiu em relagio ao eixo horizontal x?

10. A: N@o subiu.

11. E: Quantas unidades o ponto A desceu em relacio ao eixo x?

12. A: Nao desceu.

13. E: Mas cada ponto tem que ter um par ordenado. Um par ordenado é um par! Dois!

14. E: A abscissa, que vocé disse que andou para direita, € quatro. E a ordenada?

15. A: Vai ser zero!

16. E: Muito bem! A ordenada vai ser zero. Por qué?

17. A: Vai ser zero, nem sobe nem desce!

18. E: Como sera o ponto?

19. A: (4, 0).

20. [A partir daqui, a aluna foi questionada sobre o item “b” e respondeu corretamente que
a ordenada era cinco (5) por que subia cinco unidades e a abscissa era zero porque, neste

caso, “a gente ndo anda nem para a direita e nem para a esquerda’].

Nota-se que o pesquisador auxiliou a aluna a compreender pontos pertencentes

aos eixos, recorrendo a imagem mental de caminhar horizontalmente e verticalmente pelos
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eixos e também de associar a abscissa a idéia de ficar parado, ndo caminhar nem para a direita

nem para a esquerda.

Voltando-se a analisar o grafico acima, percebe-se que os alunos ndo tiveram
dificuldades com as questdes 4 e 5, uma vez que praticamente ndo precisaram da ajuda do

professor e a ocorréncia da categoria erro continuo foi nula.

A questdo 4 exige do aluno a resolu¢do de uma equagdo do 1° grau. Entre os
sujeitos pesquisados, cerca de 23% erraram a questdo, mas, com a ajuda do professor,
conseguiram corrigir o seu erro inicial. Os outros 77% dos alunos acertaram de imediato a

questao.

Na questdo 5, volta-se a exigir do aluno conhecimentos sobre interpretacao
gréafica. Por meio do gréfico 6.1, nota-se o 6timo desempenho dos alunos nesta questdo, uma
vez que 77% dos alunos acertaram de imediato e apenas 23% do total precisaram do auxilio
do pesquisador. Ao resolver os itens desta questdo, os alunos poderiam lancar mao de

= . P z - . : ~ 51
estratégias mais faceis como aquela baseada na estratégia enumerativa (vide secdo 6.4.1)"".

A questdo 6 trata das grandezas diretamente proporcionais. Pelo gréfico 6.1, nota-
se 0 bom desempenho dos alunos nesta questdo, considerando que 38% dos alunos acertaram
de imediato a questdo e 62% erraram, mas conseguiram corrigir os seus erros. A grande
maioria desses alunos (que precisaram do auxilio do pesquisador) armou corretamente o
algoritmo da regra de tr€s, mas errou no final (erro do algoritmo da multiplicagdo de um
nimero inteiro por um decimal). Além disso, pode-se dizer que esta questdo nio causou
dificuldades aos alunos, pois muitos dos que acertaram de imediato a questdo ndo sabiam ou
ndo se lembravam de usar o algoritmo da regra de trés, mas utilizaram estratégias nao

convencionais>~.

Na questdo 7, o aluno tinha que verificar se o nimero real dado era raiz de uma

>l Chamamos uma estratégia de enumerativa quando envolve um raciocinio baseado na eliminagio. O aprendiz,
diante de um desafio, procura elencar as diversas opgdes e verificar quais aquelas que mais se adequam ao
contexto da situagdo-problema.

> Neste caso, ao resolver o problema, o aluno pode usar a estratégia de dividir a quantidade total de dinheiro
pelo nimero de unidades comprado; e multiplicar este resultado pelo nimero de unidades desejado.
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equacdo do segundo grau. Muitos dos alunos que acertaram esta questdo utilizaram a
estratégia de resolver a equacio x’+7x+2=0 pela férmula de Bhaskara e com as raizes obtidas

fizeram uma comparacdo com o valor solicitado.

Os alunos que acertaram com a ajuda do professor ndo compreendiam
inicialmente o significado de um niimero real ser raiz ou ndao de uma equacio. Com o passar
do tempo, a definicdo formal é esquecida pelo aluno, ficando mais o instrumental de
resolucdo. Nesse sentido, pode-se afirmar que ficou a sua Compreensdo Instrumental em

detrimento de sua Compreensao Relacional (SKEMP, 1989).

Todavia, através da intervencdo do pesquisador, cada aluno acima referido era
convidado a substituir as raizes obtidas na equacdo do 2° grau e verificar se a sentenga final
obtida era verdadeira. Logo apds, esta verificagdo era feita com o nimero solicitado. Assim,
eles puderam comparar os dois casos e fazer as suas proprias conclusdes, chegando a

defini¢do de uma raiz de uma equacao.

A oitava questdo exigia do aluno conhecimentos sobre grandezas inversamente
proporcionais. Ainda baseado no grafico 6.1, percebe-se que os alunos tiveram um bom
desempenho nesta questdo uma vez que a soma das porcentagens das duas primeiras
categorias (acerto imediato e acerto com auxilio do professor) foi maior que a porcentagem da

categoria erro continuo.

Na nona questdo, tinha-se como objetivo avaliar a competéncia do estudante em
analisar relacdes entre dois conjuntos que satisfizessem a defini¢do de Dirichlet. Ainda por
intermédio do grafico 6.1, percebe-se a boa performance dos alunos nesta questdao, uma vez
que cerca de 70% dos alunos acertaram contra 30% que ndo conseguiram corrigir 0s seus

€IToS8.

Ao analisar o desempenho dos alunos nesta questdo, foram constatadas as suas
defici€éncias em interpretar sentencas que envolvem a idéia de quantificadores. Assim, por
exemplo, ao ler a frase “para cada elemento de A”, o aprendiz ndo se atenta que todos os

elementos desse conjunto, sem excecdo, gozam de uma mesma propriedade. Além disso, ora
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concentra-se na primeira estrutura da definicdo “para cada elemento de A” esquecendo-se da
segunda; ora tem como foco de atencdo a segunda estrutura “estd associado a um tinico

elemento de B”, nao se lembrando da primeira.

Estes resultados vdo ao encontro das pesquisas que afirmam que esta defini¢do
causa dificuldades na aprendizagem dos alunos (SIERPINSKA, 1992; VINNER 1992; REGO
2000).

No entanto, através da intervencdo do pesquisador, os alunos foram
paulatinamente tomando consciéncia de que uma relagdo para ser funcdo deve satisfazer as
duas sentencas “para cada elemento de A estd relacionado a um uinico elemento de B” (vide

protocolo 03).

6.3.2 Atividade 2°° — Nocdo Intuitiva de Funcdes

Esta atividade explora a nocdo intuitiva de fungdo. Para tanto, sdo trabalhados
duas questdes sobre modelagem (a corrida do tdxi com bandeira dois e o total a pagar ao
posto de gasolina em funcdo dos litros de combustivel comprados). O grafico 6.2 mostra

quantitativamente o desempenho dos alunos por questao.

>3 A atividade 1 foi descrita na se¢io 5.5.2.2 e analisada na secio 6.1
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Grafico 6.2 — Desempenho dos alunos na Atividade 2, por questio.

Das seis questdes da segunda atividade, a primeira questdo pode ser considerada a
mais dificil, pois foi aquela que apresentou menor indice de ocorréncias da categoria acerto
Continuo e um maior percentual da categoria erro continuo. Nesta questdo, procurou-se medir

a competéncia do estudante em modelar o problema do taxista com a taxa da bandeira dois.

Os alunos sentiram dificuldade de encontrar uma regularidade neste problema,
ndo percebendo inicialmente que um dado constante desta situacdo real era o preco que
representava a taxa da bandeira dois e que a varidvel era o nimero de quilometros rodados.
Todavia, com intervengdes direcionadas ao entendimento dos dados da questdo, o pesquisador
fez os alunos analisar a situacdo e perceber quais os dados eram constantes e quais eram

variaveis.

O préximo protocolo mostra a intervencdo do pesquisador que auxilia a aluna a

compreender a modelagem do problema do taxista.

PROTOCOLO 07
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Tente escrever uma expressao que relacione o total a pagar em fungdo do nimero de quildbmetros rodados.

1- Um taxista recebe R$ 2,00 pela bandeirada e mais R$ 1,00 por quilémetro rodado.
a. Baseado nessas informagdes, preencha a tabela abaixo:

Numero de quildmetros rodados Prego a pagar ao taxista

lkm  R$ 400 RS %00

2kms §% a.00 K$ 4.00

3kms g5 200 R3 500

4kms 2% 4,00 RS 6.0

Skms p3$ 5,00 RS 1,00

Skm R$ 00 RS 2,00

Thme 8 a0 R$ 9,00

skm R$ 2,00 kS 10,00

L= L+

Figura 6.9 - Preenchimento da tabela feita pela aluna™

1. A: [aluna leu e releu a questdo e passou um pequeno periodo em siléncio].

2. A: Nao estou entendendo!

3. E: Tente escrever uma férmula que envolva o total a pagar em fun¢do dos quildmetros
rodados.

4. A:[A Aluna manteve-se calada por um pequeno periodo de tempo].

5. E: Quanto vocé paga ao motorista do taxi por 1 km rodado?

6. A:RS$ 3,00.

7. E: Quanto vocé paga ao motorista do tdxi por 2 km rodados?

8. A:R$4,00.

9. E: Tente expressar cada resultado obtido como uma soma de duas parcelas! Ok?

10. A: Continuo a nio entender!

11. E: Uma soma de duas parcelas em que uma dela € a bandeirada!
12. E: Aluna: Nao!

13. E: Veja!

1—2+1=3

2—242=4

3—2+3=5

4—2+4=6

14. E: O que est4 se repetindo?

> Observe a expressdo idealizada por ela que expressa o total a pagar em fungio dos nimeros de quilometros
rodados (abaixo da tabela, canto direito).
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15.A: 0 2.

16. E: E o dois representa o qué?

17. A: A bandeirada

18. E: Quando vocé anda 3 quildmetros vocé paga 243=5 ok?

19. A: Sim.

20. E: Voce tem uma soma de duas parcelas que resulta 5. O que significa a parcela 3?
21. A: 3 vezes 1.

22. E: OK! Voce pode escrever 2+3x1=5.

23. E: Quando vocé anda 4 quildmetros vocé paga 24+4=6 ok?

24. E: Voce tem uma soma de duas parcelas que resultam 6. O que significa a parcela 4?
25. A: 4 vezes 1.

26. E: Agora tente escrever uma expressao que relacione o total a pagar com o nimero de
quildometros rodados.

27. A: [A aluna leu e releu a questio e passou um pequeno periodo em siléncio]

28. E: Represente a varidvel x como o nimero de quilometros rodados.

29. A: Seria x = 2+x.

30. E: Quanto vocé pagaria por 4 quildmetros rodados?

31. A: 2+4 € seis

32. E: Corresponde com o valor da tabela?

33. A: Aha!

Inicialmente, deve-se ressaltar que a aluna preencheu corretamente a tabela. No
entanto, teve dificuldade em fazer a modelagem do problema (linhas 1 a 12). Apéds a
intervengdo do pesquisador, a aluna comega a delinear a constante da varidvel (linhas 15, 17,
21, 25). Finalmente, na linha 29, ela propde e escreve a expressdo x = 2+x. Veja que, para a

aluna, a varidvel que representa o tanto a pagar ¢ o mesmo da varidvel dos quildmetros

rodados! Apds uma longa discussdo, foi sugerido usar uma alternativa para a outra varidvel.

A segunda questdo tratava do problema do posto de gasolina. Para resolvé-la, o
aluno tinha que perceber uma dependéncia causal entre as varidveis (relacdo entre a varidvel
dependente e independente). Neste caso, a varidvel dependente era o total a pagar ao frentista
do posto e a varidvel independente era o total de litros colocados no tanque de gasolina.

Observando o gréifico 5.2 e fazendo uma comparacdo entre as duas primeiras questoes,
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percebe-se uma diminuicdo no indice da categoria erro continuo na questao ora em anélise.

Como na questdo anterior os alunos ja tinham discutido com o pesquisador sobre
a modelagem da corrida do tdxi com bandeira dois, pode-se concluir que houve um
amadurecimento deles na construgdo desse conceito, ndo necessitando de maiores
esclarecimentos sobre a identificagdo da varidvel e da fungdo que expressa o total a pagar em
funcdo do nimero de litros comprados. Além disso, o pesquisador interveio na zona de
desenvolvimento proximal dos alunos, fazendo com que eles interligassem os seus

conhecimentos prévios com 0 novo.

Essa ligacdo era feita, em alguns momentos, através da releitura feita pelos alunos
do texto introdutdrio (organizadores prévios). Nesse processo dindmico, o aluno revia certas
situacdes do cotidiano, encontrando grandezas as quais uma estava em fun¢do da outra. Por
conseguinte, o seu entendimento sobre a no¢do da dependéncia entre varidveis facilitava a

compreensdo da idéia intuitiva de fungdo.

A terceira questdo ainda tratava da situagdo real do posto de gasolina. O estudante
tinha que calcular quanto pagaria por 18 litros e por 30 litros (o total que o tanque do carro
pode comportar). Ainda pelo grifico 5.2, nota-se o 6timo desempenho dos alunos nesta
questdo. Pode-se inferir que, pelo fato de tratar de cdlculos especificos e ndo ser exigida a

modelagem do problema, os alunos nao tiveram dificuldades nesta questdo.

A quarta questdo envolvia trés (3) itens, todos vinculados ao problema do posto de
gasolina. Auxiliado pelo computador, o primeiro item exige do aluno o preenchimento de
uma tabela que representava a funcdo y=1,5x. O item dois é baseado na tabela preenchida.
Neste caso, os estudantes tinham que perceber que a varidvel independente x ndo pode
assumir valores negativos porque representa a quantidade de litros. O terceiro e ultimo item
requer do aprendiz a lembranca de que o tanque do carro pode comportar 30 litros. Dessa

forma, colocar 37 litros no tanque nao faz sentido.

Dos alunos pesquisados, 50% dos alunos acertaram de imediato a questdo e 32%
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dos alunos erraram, mas conseguiram consertar o seu erro. Dentre estes, trés alunos
conseguiram entender a questdo a partir da intervencdo do pesquisador, o qual incentivou os
alunos a relacionar o enunciado da situacdo-problema com os dados numéricos obtidos. O
outro aluno, ao ser questionado pelo pesquisador, disse que se distraiu ndo dando a resposta
correta. Este fato foi corroborado durante a entrevista feita com ele. Os outros 18% dos
aprendizes erraram e, mesmo com a intervencdo, ndo conseguiram consertar 0s seus erros.
Eles continuaram dando como resposta as informag¢des encontradas nas tabelas sem apresentar

nenhuma relagdo l6gica com o problema.

Tendo com referencial ainda a equacdo y = 1,5x e auxiliado pelo Graphdmatica, a
questdo cinco exigia que o aluno completasse corretamente a tabela. Voltando a analisar o
grafico acima e, tendo como foco de aten¢do a quinta questdo, nota-se o aumento da categoria
acerto com intervencao do pesquisador e a mediagdo do computador. Isto aconteceu com 50%

dos alunos que erraram inicialmente, mas conseguiram consertar o Seu erro.

No ambiente computacional Graphmdtica, apés o usudrio entrar com a equagao
y=1,5x e acionar os comandos Ferramenta/Calcular, ¢ dada a opc¢do de calcular a imagem da
varidvel dependente y desde que seja escrito o valor da varidvel independente x e vice-versa
(vide figura abaixo). Diante de observagdes participantes, foi observada a dificuldade dos
alunos de entenderem os resultados obtidos no computador, ou seja, quando atribuiam o valor
de x ndo percebiam que o valor esperado era y e vice-versa. Principalmente esta tultima
possibilidade. Assim, por exemplo, um aluno ao preencher o valor de y = 72 ndo previu que o

computador forneceria o valor de x.

Calcular Pontos X|
S elecione uma equac3lo:
=15 =i
‘s A resolver para yv. Introduza o va!|2
T A resolver para % Introduza o vail

Para encontrar uma soluc3 o for, 1a area do ecri.
dewe introduzir um walor perto dessa soluc3 o

Results
= 3
I Calcular I Fechar I

Figura 6.10 - Comando “Calcular Pontos” do Ambiente Computacional Graphmadtica.
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Nesse sentido, pode-se inferir que o aluno em sala de aula e em outros contextos
de aprendizagem de Matemadtica € mais solicitado para calcular a imagem da varidvel “x”. O
inverso ¢ muito pouco exigido, ou seja, dado o valor de y e a lei algébrica da funcdo,

determinar o valor da varidvel “x” correspondente.

Todavia, através da intervengdo do pesquisador, eles comegaram a diferenciar um
valor de outro e conseguiram consertar o seu erro. O pesquisador sempre frisava que, ao
atribuir no ambiente computacional o valor de X, o aprendiz entrava com o dado referente a
quantidade de gasolina e esperaria o computador calcular o total a pagar que, neste caso, era o

valor de y. Um raciocinio andlogo era feito com a entrada inicial y.

Na questdo 6, pretendeu-se avaliar a habilidade do aluno de perceber que o dono
do carro podera pagar ao frentista do carro no maximo a quantia de R$ 75,00 uma vez que
corresponde ao total de litros do seu carro. Por intermédio do grafico 6.2, percebe-se que a
esta questdao ndo foi problemdtica ao aluno, pois ndo houve a ocorréncia da categoria erro

continuo.

Como na questdo anterior os alunos ja tinham discutido com o pesquisador sobre
os comandos do ambiente computacional e a compreensdo do enunciado da questdo,
relacionando os cdlculos obtidos com uma releitura mais significativa da situagdo-problema, o
pesquisador ndo precisou de maiores esforcos para que os alunos tivessem uma compreensao

mais relacional.

6.3.3 Atividade 3 - Nog¢Oes geométricas

A finalidade desta atividade € fazer uma revisdo dos principais conhecimentos
geométricos necessdrios a compreensdo do conceito de funcdo. Muitas destas nogdes estdo
vinculadas a situacgdes fisicas do movimento retilineo uniforme. Também teve como objetivo

mostrar ao estudante alguns comandos do Winplot. O grifico 6.3 mostra quantitativamente o
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desempenho dos alunos por questdo.
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Grafico 6.3 - Desempenho dos alunos na Atividade 3, por questio.

A primeira questdo tem como objetivo introduzir ou revisar o conceito de retas
concorrentes e de familiarizar o aluno com as ferramentas do Winplot. Pelo grafico anterior,
observa-se o bom desempenho dos alunos, uma vez que ndo houve a ocorréncia da categoria
erro continuo. Além disso, a intervencdo maior se efetuou mais no esclarecimento dos

principais comandos do ambiente computacional.

As duas questdes seguintes tém o mesmo objetivo da questdo anterior, sendo que
nelas sdo explorados os conceitos de retas paralelas e coincidentes. Como na introducdo da
atividade e na resolucio da questdo anterior os alunos ja tinham se introduzido nos conceitos
fisicos e na posi¢cdo das retas e, além disso, estavam mais inteirados com as atividades porque
houve o auxilio do pesquisador nesses dois momentos, nota-se o aumento de desempenho

nestas duas questoes.

Na quarta questdo, tem-se a idéia de introduzir ou revisar o conceito de retas
perpendiculares e familiarizar o estudante como o comando do Winplot para determinar o
angulo formado pelas duas retas. Ainda pelo grifico 6.3, comparando esta questdo com as
questdes anteriores, nota-se o aumento da segunda categoria (acerto com a intervengdo do
pesquisador e mediacdo do computador). A intervengdo maior do pesquisador foi esclarecer

N

as principais didvidas dos alunos no tocante a interpretacdo das principais informagdes
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contidas na caixa de didlogo “intersecao” (vide figura a seguir).

Aanmmtersecaon

Prox imntersec o l mMmarcar orbco I

= = D. 00000
3 = O 00000

= =—=1_10715

guardasr I |>< J— I
oMo I Feoy —~—— ] Fechar l

L] Srngulo de INnterseciJio erm graus

Figura 6.11 — Comando “Intersecao’” do ambiente computacional Winplot.

A quinta questdo envolve quatro itens, todos ligados a conteidos da Geometria. O
primeiro item visa verificar a capacidade do aluno em perceber as principais propriedades de
um segmento paralelo ao eixo horizontal. O segundo e terceiro itens objetivam familiarizar os
alunos com os comandos do Winplot para a construcdo de segmentos e projecdes de pontos
sobre os eixos. O quarto envolve a competéncia do aluno em perceber as principais
propriedades de um segmento paralelo ao eixo vertical. Apesar de a atividade ter sido feita no

computador, a mediagdo foi feita sem ele.

A sexta questdo ndo foi problemdtica uma vez que s6 25% dos estudantes
necessitaram do auxilio do pesquisador para consertar o seu erro. Esta questdo consistia em

analisar como variam as coordenadas de um ponto, quando ele caminha sobre uma curva.

Pelo gréfico 5.3, nota-se a auséncia da categoria acerto imediato € o aumento do
nimero de ocorréncias da segunda categoria (acerto com intervencdo do pesquisador e a
mediacdo do computador) na sétima questdao. Nessa questdo, avaliou-se a capacidade do aluno

em trabalhar com equivaléncia de equacoes.

Uns alunos ndo responderam a questdo 7 e outros ndo deram uma justificativa
coerente com a sua resposta (vide protocolo 08). Na fase da interven¢do, o pesquisador langou
mao de vdrios recursos computacionais (obtencdo de vérios pontos, tracado de retas e
trabalhar com vdrias representacdes). Além disso, o préprio comando do Winplot

(Equacao/Explicita e Equacdo/Implicita) fez com que houvesse uma discussdao sobre os
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termos varidvel explicita e implicita de uma equagdo. O préximo protocolo ilustra todas estas

etapas de intervencao.
PROTOCOLO 08

2. Utilizando o WINPLOT, trace o grafico das seguintes equagdes:
2x+y+1=0
Procedimento: Click no menu Equacao/ Implicita
y =-2x-1
c) Existe diferenca entre as equagdes 2x+y+1=0 e y = -2x-1? Justifique a sua resposta
Emerson e Bruna
Existe diferenca entre as equagdes 2x+y+1=0 e y = -2x-17? Justifique a sua resposta

R: Sim, pois sdo iguais
Entrevista:

1. E: [No Winplot, foram plotados os gréficos das fun¢des y=-2x-1 e 2x+y+1=0]

2. E: O que voceés estdo percebendo?

3. Bruna: S6 apareceu o gréfico da primeira, professor.

4. E: [Neste momento, foi sugerido que os alunos determinassem um ponto qualquer
pertencente a equagdo y=-2x-1, a aluna Bruna sugeriu o valor de x =2 e calculou o y
correspondente usando o comando Um/Trago/. O valor de y obtido foi -5. Logo em
seguida, Emerson trabalhou com a fun¢do 2x+y=1=0 e encontrou a ordenada y = -5 para a

mesma abscissa x=2].
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Figura 6.12 — Comando “Traco” do Winplot para calculor o valor de y dado um valor para x.
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Figura 6.13 — Grafico da funcio 2x+y+1=0.

5. E: O que voce estd percebendo Bruna?

6. Bruna: O mesmo nimero [apontando para o ponto (2, -5) do gréifico acima].

7. E: Ok! O ponto (2, -5) pertence as duas equagdes. Vamos marcar mais pontos. [Os

alunos marcaram mais pontos e perceberam que eram comuns aos dois graficos].

8. E: O que voceé estd desconfiando Emerson?

9. Emerson: Esta duas equagdes sdo iguais.
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10. E: Por que no Winplot o comando para plotar a equacdo y=-2x-1 é diferente do
comando para tracar o grifico da fungdo 2x+y+1=0.

11. Emerson e Bruna: [siléncio].

12. E: Por que para tracar a reta y =-2x-1 voceés utilizaram o comando Equacao/Explicita?
13. E: Emerson e Bruna [siléncio].

14. E: [Aqui, houve uma longa intervencdo do pesquisador mostrando que a equagdo
2x+y+1=0 era equivalente a y=-2x-1. Também foi discutido que a equacdo y=-2x-1 é
chamada de explicita porque a varidvel y estd em funcdo da varidvel x e a equagdo
2x+y+1=0 é chamada de equacdo implicita porque ndo existe uma clareza em relacdo a
dependéncia entre as varidveis. Além disso, houve uma revisdo sobre a posi¢do das retas
(retas concorrentes, paralelas e coincidentes (revisdo dos conteudos ].

15. E: Voceés podiam dizer por que y=-2x-1 é considerada uma equagao explicita?

16. Emerson: € quando aparece o y sozinho no primeiro lado da equacdo.

17. E: Bruna, por que a equacgdo 2x+y+1=0 é implicita?

18. Bruna: E como o Emerson falou, professor! O y=-2x-1 é explicita porque o y estd
sozinho no primeiro lado e o 2x+y+1=0 é implicita porque o x e y estdo juntos no
primeiro lado.

19. E: Qual seria a posi¢do relativa entre estas duas retas?

20. Bruna: Coincidentes.

21. E: Por qué?

22. Bruna: Porque um estd em cima da outra.

23. E: Por que Emerson, estas retas sao coincidentes?

24. Emerson: Os pontos de uma € também da outra.

25. [Neste momento, foi ressaltado que duas retas coincidentes possuem infinitos pontos
em comum. Logo apds, os alunos reavaliaram a sua resposta e disseram que as duas
equagdes eram equivalentes porque possuiam os mesmos pontos e as duas retas eram

coincidentes.].

Nota-se que, através do computador, a dupla percebeu que as duas retas
continham os mesmos pontos (linhas 4 a 7). A partir desta constatacio, o porta-voz da dupla,
Emerson, concluiu que as retas era iguais (linha 9). Em outro momento, a dupla percebeu que

as retas eram coincidentes (linhas 19 a 24).
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Pode-se inferir que, mediada pelo computador, a dupla teve uma aprendizagem
significativa, uma vez que conectaram os seus conhecimentos prévios (pontos pertencentes a
uma reta e posicado relativa de retas) a um novo conhecimento (as retas sao iguais porque

possuem 0s mesmos pontos e sdo coincidentes).

Deve-se ressaltar que a intervencdo apresentada no protocolo acima poderia ter
sido feita sem a mediacdo do computador, utilizando atividades com ldpis e papel. Com
efeito, através de manipulacdes algébricas, os alunos poderiam perceber que as equagdes
2x+y+1 = 0 e y=2x-1 eram equivalentes. Contudo, através do Winplot, pode-se trabalhar com
as posicdes relativas das duas retas e as constru¢des de diversos pontos, evitando uma
sobrecarga de célculos. Assim, a interven¢do foi mediada por duas representagcdes de fungdes,
a saber, a grafica e a algébrica. Além disso, os comandos do software inspiraram uma

discussdo sobre as palavras “explicita” e “implicita” (linhas 10 a 18).

6.3.4 Atividade 4 — O conjunto dominio e o conjunto imagem

Esta atividade consiste em seis questdes e objetiva trabalhar com os dois
subconceitos de fungdo: o conjunto dominio e o conjunto imagem. O grifico 6.4 mostra

quantitativamente o desempenho dos alunos por questao.
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Grafico 6.4 — Desempenho dos alunos na Atividade 4, por questio.

A primeira questdo envolve trés itens e visa medir a habilidade do estudante em
determinar o conjunto imagem de uma fun¢do definida em um conjunto discreto e finito. Para

cada item € dada a lei algébrica da funcao.

Pelo grifico acima, nota-se o 6timo desempenho dos alunos uma vez que ndo
houve a ocorréncia da categoria erro continuo e o percentual de acertos continuos foi maior do

que o percentual de acerto com auxilio do pesquisador.

Pode-se inferir que o alto indice de acerto dos alunos deve-se a dois fatores. O
primeiro estd ligado ao texto introdutdrio, no qual € mostrado o problema contextualizado da
venda de paes de uma padaria. No decorrer do texto, através de cdlculos numéricos, €
explicado que o total a pagar depende do nimero de carioquinhas comprados e ¢ mostrado, no
final, como se determina o conjunto dominio e o conjunto imagem. Assim, ao resolver a
questdo ora em andlise, o aluno era sempre incentivado pelo pesquisador a voltar a leitura do

texto para tirar eventuais davidas.

Outro fator seria a grande familiaridade do aluno em sala de aula a trabalhar com
substituicdes em expressoes algébricas. Em nossa pesquisa, através de observagdes
participantes, foi verificada a grande destreza do aluno em, diante de uma lei de fungdo,

calcular corretamente a imagem de um determinado valor do dominio.
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A segunda questdo exigia do aprendiz a habilidade de marcar os pontos obtidos na
questdo anterior no ambiente computacional Winplot. Nesta questdo, 75% dos alunos
acertaram de imediato a questdo e apenas 25% erraram, mas no final conseguiram consertar
os seus erros. O auxilio maior do pesquisador foi esclarecer o que o enunciado da questdao

queria e os principais comandos para efetuar esta atividade.

A terceira questdo trabalhava com a fungao f(x) = 0.5x-1 e envolvia dois itens. O
primeiro item exigia do aluno o preenchimento da tabela. O segundo item, por sua vez,
questionava se esta equagdo interceptava a origem e pedia a justificativa da resposta. Sobre o
primeiro item, todos os alunos completaram corretamente a tabela. No segundo item, por sua
vez, trés alunos deixaram em branco, mas com o auxilio do pesquisador conseguiram
responder. No entanto, tiveram dificuldades de esbogcar uma justificativa para as suas
respostas. Nesse momento, através da sugestdo do pesquisador, voltou-se ao item “a” para

analisar a tabela. Logo em seguida, foi marcado no Winplot cada ponto obtido na tabela como

mostra a figura abaixo.

Figura 6.14 - Varios pontos marcados pelo aluno no ambiente computacional Winplot.

Ao final, diante das duas representacdes da fun¢do (a tabular e a algébrica), dois
alunos justificaram que a reta da funcdo f(x) = 0.5x -1 ndo interceptava a origem porque

passava pelo ponto (0, -1). O outro aluno afirmou que ndo interceptava a origem porque



187

passava pelo ponto (2, 0).

[IPeil

Deve-se ressaltar que ao preencherem a tabela no item “a” os alunos ndo
perceberam inicialmente estes invariantes. Foi s6 depois de re-analisarem a tabela juntamente

com os pontos plotados no Winplot que comecaram a percebé-las.

Voltando a andlise o gréifico 6.4, nota-se o aumento da segunda categoria (acerto

com a intervenc¢do do pesquisador e a mediacdo do computador) na quarta questao.

Esta questdo visa medir a habilidade do aluno em analisar a fun¢do f(x) = 0,5x-1
em diversos dominios no ambiente computacional Winplot. A idéia inicial € a de trabalhar
com esta funcdo no intervalo padrdo do programa (x min = -5 e x Max= +5), sendo que o
grafico da funcdo ora em andlise ocupa toda a largura de sua tela. Logo em seguida, o aluno é
incentivado a trabalhar com o dominio do grafico mais restrito (Edicao/ x min e x Max/ travar
intervalo). Assim, por exemplo, foi trabalhado com o aluno a andlise do grafico da funcao

(dominio e imagem) nos intervalos [-2, 2] e [0, 4] (vide figuras 6.15 e 6.16).

Figura 6.15 — Grafico da funcio f(x) = 0,5x -1 no intervalo [-2, 2].
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Figura 6.16 — Grafico da funcio f(x) = 0,5x -1 no intervalo [0,4].

Através da tabela juntamente com o gréfico da fun¢do plotado na tela, o aprendiz
foi solicitado a apontar o valor mdximo e minimo da funcdo com suas respectivas abscissas
em cada intervalo. Também foi pedido que dissesse os intervalos do dominio e imagem de
cada fungdo estudada. Para maiores detalhes sobre a dinamica desta intervengdo, consultar

protocolo 04.

Ainda baseado no gréfico 6.4, observa-se a auséncia da categoria erro continuo na
presente questdo. Através desse dado e pelos procedimentos e vdrias simulagdes realizadas no
computador, pode-se inferir que o aluno teve uma aprendizagem mais significativa dos

subconceitos dominio e imagem da funcao.

Na questdo cinco, volta-se a abordar o problema de modelagem do motorista de
tdxi com cobranga da taxa da bandeira dois. Este conteddo j4 tinha sido discutido na segunda
atividade. Comparando o desempenho dos alunos nesta atividade com aquela, observamos
que houve uma evolucdo na aprendizagem deste conteido, uma vez que aqui foi registrado
apenas 8%de casos que se enquadram na categoria erro continuo e na segunda atividade, por
sua vez, entre os estudantes pesquisados, 25% deles erraram e, mesmo com a interveng¢ao, nao

conseguiram consertar o seu erro.
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Como naquela atividade os alunos ja tinham discutido com o pesquisador sobre a
modelagem de duas situacdes-problema (o do taxista e do posto de gasolina), pode-se concluir
que houve um amadurecimento deles neste tipo de resolu¢do. Assim, ndo foram necessarios
maiores esclarecimentos sobre a identificacdo da varidvel que representa o nimero de
quilometros rodados, da constante que se repete (a taxa da bandeira dois) e da fungcdo que

expressa o total a pagar em fun¢do do niimero de quilometros rodados.

A questdo seis consiste em trés itens e € a continuacdo da quinta questdo. No
primeiro item, diante da equacdo da modelagem y=2x+1, o aluno deveria fazer uma
vinculagdo com o seu cotidiano e perceber que ndo tem sentido a varidvel dependente “y”
assumir valores negativos. Esta nocao j tinha sido trabalhada na segunda atividade. Este item
ndo causou dificuldades aos alunos uma vez que, naquele momento, j4 tinha sido discutido a
impossibilidade de existir quantidades negativas no problema contextualizado do posto de

gasolina.

No segundo item, o aluno tem que discutir se faz sentido pagar ao motorista de
taxi a quantia de R$ 1,00 (somente a taxa da bandeira dois). O terceiro item visa verificar se o
aluno tem competéncia de determinar o conjunto dominio e imagem da situagdo-problema.

Por intermédio do grafico, nota-se que a questdo causou maiores dificuldades aos
alunos uma vez que apareceu a categoria erro continuo e o percentual de acertos continuo foi
igual ao da categoria acerto com interven¢do do pesquisador. De fato, cerca de 42% dos
alunos acertaram de imediato a questdo, os outros 41% erraram, mas conseguiram fazer uma
depuracao dos seus erros. E os 17% restantes erraram e continuaram errando mesmo com a

intervencao.

Deve-se frisar que eles tiveram deficiéncia maior na resolu¢do do ultimo item,
principalmente na determinacdo do conjunto imagem. Nesse sentido, eles ndo percebiam que

as imagens comecavam pela ordenada y = 1.
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6.3.5 Atividade 5 — Fungdes do 1° Grau

Nesta atividade, sdo apresentadas nocdes iniciais das fungdes do 1° grau f(x) = ax+b,
tendo com objetivo propiciar ao aluno a capacidade de compreender o seu significado, sabendo
identificar as varidveis x e y e diferenciar os coeficientes a e b. O grafico 5 mostra

quantitativamente o desempenho dos alunos por questao.
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Grafico 6.5 — Desempenho dos alunos na Atividade 5, por questio.

Por intermédio do grifico acima, nota-se que os alunos tiveram um &6timo
desempenho na primeira questdo uma vez que o percentual de erro continuo foi muito
pequeno e o percentual de acertos foi aproximadamente 92%. Esta questdo pode ser
considerada facil no sentido de que os alunos apenas tinham que apresentar alguns exemplos
de func¢des do primeiro grau. Para conseguir isto, eles poderiam voltar ao texto introdutério e

basear as suas respostas pelos exemplos mostrados.

A segunda questdo media a habilidade do aluno de identificar as fungdes do 1°
grau. Esta questdo também ndo causou dificuldades aos alunos uma vez que, pelo grafico
acima, o percentual de erro continuo foi nulo e apenas 25% dos alunos necessitaram da ajuda
do pesquisador. Ainda analisando o gréfico, observa-se também o menor indice de acerto com

a intervencao do pesquisador.
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A terceira questdo apresentava uma tabela com vdrios pares ordenados
pertencentes a reta y=ax+5 e solicitava ao aluno determinar o coeficiente angular “a”. Nesta
questdo, 18% dos alunos erraram e ndo conseguiram depurar seus erros. Por outro lado, 40%
erraram, mas conseguiram acertar com o auxilio do pesquisador, e os outros 42% dos

estudantes acertaram de imediato a questao.

Através de entrevistas clinicas, o pesquisador descobriu a origem das defici€éncias
desses alunos. A maioria deles escolhia um par ordenado e ao invés de substituir a abscissa
desse ponto na varidvel x, fazia era substituir no coeficiente a, ou seja, estavam confusos
quanto a substituicdo de um ponto numa equacdo da reta e na diferenciagdo do coeficiente
angular e da varidvel “x”. A intervencdo se processou na re-leitura do texto introdutorio.
Nesse sentido, foi revisto que o espaco € uma fungdo do tempo e na fun¢@o hordria s=5 + 2t o

coeficiente 5 significava o espaco inicial e o coeficiente 2 a velocidade.

Ao retornarem a trabalhar com a func¢do y = ax+5, os alunos foram convidados a
fazer um paralelo entre as duas funcdes (y=ax+5 com s=5+2t). Uma aluna chegou a afirmar
que o y poderia ser considerado o espaco, o nimero 5 como o espaco inicial e finalmente, o
coeficiente “a” a velocidade da funcdo hordria. Com esta comparagdo entre as duas fungdes,
ela comegou a atribuir significado ao coeficiente “a” da fun¢do y=ax+5, tendo um melhor

entendimento do exercicio ora em andlise, culminando com o correto calculo do coeficiente

[Pl
a

Observando ainda o gréifico acima, os alunos tiveram um 6timo desempenho tanto
na quarta questao como na seguinte, uma vez que o percentual de certo continuo superou o
percentual de acerto com o auxilio do pesquisador e pode-se notar a auséncia da categoria erro

continuo.

A quarta questdo era uma situacdo andloga ao texto introdutdrio, ou seja, uma
funcdo hordria do movimento retilineo uniforme, ndo acarretando maiores dificuldades aos

alunos uma vez que eles poderiam sempre recorrer as sua informacoes.
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A quinta questdo visava medir a habilidade do aluno em trabalhar com a fung¢éo d
= 4,9t* (a funcdo de Galileu). Também aqui os alunos nio tiveram dificuldades na resolucio
de seus itens. Pelo fato de os alunos estarem cursando o 1° ano do Ensino Médio, estudando a
disciplina Fisica com mais acuidade e, em particular, a Mecanica, concomitantemente com a
realizacdo desta pesquisa, pode-se inferir que estas questdes sdo de grande familiaridade ao

aluno, nao necessitando de maiores esclarecimentos.

Das seis questdes da quinta atividade, juntamente com a terceira, a mais
problemadtica foi a sexta questdo, uma vez que todos os alunos pesquisados deixaram em
branco ou responderam errado e houve um aumento da categoria erro continuo. No entanto,
por intermédio do grafico anterior, observa-se o aumento do numero de ocorréncias da
categoria acerto com a intervengdo do pesquisador e a mediacdo do computador nesta

questao.

Mediado pelo Winplot, foi trabalhada com os alunos a fun¢do de Galileu y =
4,9x* em diversos dominios™. Diante de cada situacdo, era pedido que o aprendiz analisasse a
tabela juntamente com seu grafico correspondente. Também era utilizado o comando deste
software para calcular a imagem de um determinado valor negativo de x (varidvel a qual

representava o tempo do problema contextualizado).

Através desses vdrios recursos, os alunos foram paulatinamente tomando
consciéncia dos dados da questdo, culminando com a correta concepcao de que, neste caso, 0
dominio s6 poderia conter nimeros reais ndo-negativos e intervalos do tipo [0, a], onde a>0.

O protocolo abaixo esclarece como o pesquisador auxiliou o aluno a resolver esta questao.

PROTOCOLO 09

Entrevista:

1. E: Davi, usando o Winplot trace o grifico da funcdo d = 4,9 t*

[T L) [T}

> Sempre era frisado ao aluno que a varidvel “y” representava a distincia e a varidvel “x” o tempo.
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2. Davi: Como é que faco?

3. E: [Neste momento, houve um esclarecimento do pesquisador ressaltando que na caixa
de didlogo Explicita aceita qualquer expressdo que defina y em funcdo de x. Neste caso, o
aluno deveria fazer uma adaptacdo no qual y representaria a varidvel distancia “d’e x
representaria a varidvel tempo “t”. Nesse sentido, o aluno digitou nesta caixa de didlogo a

expressao y =49 x2].

Figura 6.17 — Grafico da funciio y = 4,9 x°.

E: Este gréfico € de funcdo do primeiro grau?

Davi: Nao.

4

5

6. E: Por qué?
7. Davi: E uma curva!

8. E:O gréfico intercepta a origem do eixo cartesiano?

9. Davi: Sim [apontando para o ponto (0,0) do sistema de eixos cartesiano].

10. E: [Neste momento foi solicitado a tabela do gréafico da fun¢do ora em anélise]



194

tabela [y = 4.9*x" 2]
Arquivo Edigdo Pardmetros “ccio  Ajuda  Fechar

-3.00000 44.10000 [ ]
-2.75000 37.05625
-2.50000 30.62500
-2.25000 24.80625
-2 .00000 19. 60000
-1.75000 15.00625
-1.50000 11.02500
-1.25000 7.65625

-1.00000 4.90000
-0.75000 2.75625
-0.50000 1.22500 =
-0.25000 0.30625

0.00000 0.00000

0.25000 0.30625

0.50000 1.22500

0.75000 2.75625

1.00000 4.90000

1.25000 7.65625

1.50000 11.02500

1.75000 15.00625 u
2

.00000 19. 60000 |

Figura 6.18 — Tabela da funcéo y = 4,9 x* fornecido pelo Winplot.

11. E: Lembre que o y representa a varidvel distancia “d”’e x representa a varidvel tempo
“t”. Olhando para tabela, serd que todos estes valores que a varidvel x estd assumindo
podem pertencer ao dominio da fungdo?

12. Davi: Nao!

13. E: E como seria este dominio?

14. Davi: Eu tiro os negativos?

15. Por qué?

16. Davi: O tempo € positivo!

17. E como seria o grafico certo?

18. Davi: [Siléncio].

19. E: [Neste momento, apds a seqiiéncia dos movimentos Ctrl I/ Editar/, foi a mostrado a
caixa de didlogo Explicita. Além disso, foi esclarecido que o intervalo padrdo do
programa era o intervalo [-5,5] e que o usudrio poderia restringir o dominio do grifico
digitando os valores min e max de x nas caixas de edicdo e cliquando em "travar

intervalo" para confirmar].
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Figura 6.19 — Comando editar do Winplot.

20. E: Davi, com esta mesma funcdo vamos trabalhar agora no intervalo [-1,1]!
21. Davi: [Executando os comandos descritos logo acima, o aprendiz tomou a iniciativa de

plotar o grafico da fun¢do no intervalo de -1 a 1].

-

Grafico da funcdo y=4,9x"2 restrita no intervalo [-1, 1]

i
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Figura 6.20 — Grafico da funcéo y = 4,9 x* no intervalo [-1,1] tracado pelo Winplot.
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Figura 6.21 — Grifico da funciio y = 4,9 x* no intervalo [0, 1].

22. E: O que voce esta percebendo?

23. A: O fim da curva.

24. E: Como assim?

25. A: A curva parano -1 enol.

26. E: Ok! Trabalhando com a fungdo do Galileu y = 4,9 x°, serd que podemos trabalhar
com todos estes nimeros entre -1 e 1?7 Lembrem que vocé disse que como a varidvel x ndo
pode assumir valores negativos porque representa a variavel tempo.

27. Davi: [Olhando para o grafico] Nao.

28. E: E com seria o gréfico da fungao?

29. Davi: S6 aqui [apontando com o dedo o gréfico restrito ao intervalo [0, +1]].

30. Certo! Eu gostaria que vocé plotasse o gréfico correto no Winplot.

31. Davi: [O aluno executando os comandos necessarios, plotou o grafico da fun¢do no
intervalo [0,1] como mostra na figura 6.21].

32. [Apés esta entrevista, houve um esclarecimento do pesquisador que o x max poderia

se estender além do +1].
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Deve-se ressaltar, inicialmente, que o aluno deixou a questdo em branco. Além
disso, durante a intervengdo, baseado na tabela, percebeu que o dominio da funcdo trabalhada
ndo poderia conter nimeros reais negativos (linhas 11 a 16). No entanto, ndo soube explicar
como seria o gréfico da fungdo neste caso. S a partir de trabalhar com intervalos no Winplot,
com seus valores minimos e méiximos, associados aos seus grificos, comecou a atribuir

significados para o dominio da fun¢do ora em andlise.

Veja que, mediado pelo computador, o aprendiz transitou pelas trés
representacoes (algébrica, grafica e tabular e algébrica) e, incentivado pelo pesquisador, teve

um desafio de plotar.

6.3.6 Atividade 6 — Funcoes do 1° Grau

z

Esta atividade ¢ a continuacdo da anterior, e tem como idéia trabalhar com
invariantes relativos aos graficos da funcdo polinomial do primeiro grau. Por uma questdo de
seqiienciamento de idéias, esta se¢do serd iniciada com a categoria erro continuo e, logo em

seguida, a categoria acerto com a intervencao do pesquisador e a mediacdo do computador.
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ERRO CONTINUO

PROTOCOLO 10

1. Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico da func¢do f(x) = 1,5x-6.

Figura 6.22 — Grafico da funcio f(x) = 1.5x-6.

1. E: Olhando para o grafico, as imagens dos nimeros que estdo situados a esquerda do
4, sdo nulas, positivas ou negativas?

2. A: [Siléncio].

3. E: Qual é a imagem do nimero quatro?

4. A: [Siléncio].

5. E: Ana substitua x=4 na lei da fun¢do f(x) = 1,5x-6.

6. A: [A aluna substituiu e encontrou f(4) = 0].

7. E:Qual € a sua imagem?

8. Ana: Zero.

9. E: Utilizando o Winplot, qual seria outra maneira de saber que a imagem do dois é

zero?
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10. Ana: Pela tabela [em seguida, a aluna executando o menu tabela apareceu a tabela na
tela do computador].

11. E: Voceé estd vendo a imagem do 2 (dois) Vilania?

12. Vilania: To sim! [Apontando para a coluna referente ao y e para o nimero y=0]

13. E: Ainda se baseando pelo Winplot, qual seria a outra maneira de sabermos que a
imagem do dois na fungio f(x) = 2x-4 € zero?

14. A: [Siléncio].

15. E: Vou d4 uma dica! Olhe para o grafico da fungéo!

16. A: Siléncio

17. E: As imagens dos nimeros que estao situados a direita do quatro, sdo nulas, positivas
ou negativas?

18. Vilania: Positiva!

19. E: Por qué?

20. Vilania: Porque o quatro € positivo.

21. E: Vocé concorda Ana?

22. A: [Siléncio, a aluna olha fixamente para o grafico].

23. E: N6s vimos que quando x for igual a quatro a sua imagem é zero, agora, quando os
valores sdao menores do que dois, ou seja, que ficam a esquerda do dois, suas imagens sdo
positivas ou negativas?

24. Ana: Negativa.

25. E: Por qué?

26. Ana: [Apontando para y=-6 (o coeficiente linear, ou seja, a intersecdo da reta com o
eixo vertical y].

27. E: Olhe para tabela! Vilania, os nimeros que estdo a esquerda do dois t€ém imagem
positiva ou negativa?

28. Ana: Negativas.

29. E: Os nimeros que estdo situados a direita do dois tém imagens positivas ou
negativas, Vilania?

30. [Siléncio].

Para responder o estudo do sinal, as alunas se baseiam ndo nas imagens dos
nimeros pertencentes a vizinhancga da raiz da fun¢do, mas no sinal do zero da fungdo ou pelo

sinal do coeficiente linear (linhas 20 e 26). Elas estdo centradas nesses dois quadros, ou seja, a
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fixacdo dessas alunas nos pontos de intersecdo do grifico com o eixo horizontal e vertical é de
tal forma determinante que elas ndo conseguem perceber as imagens dos nimeros que estao

na vizinhanga de x=4.

PROTOCOLO 11

Neste momento, foi tracado num Winplot, o grafico da fun¢ao f(x) = x> —x -4x+4.

Figura 6.23 — Grifico da funciio f(x) = x’-x*-4x+4.

1. E: No eixo X, os nimeros que estdo entre —2 e 0 tém imagens nulas, positivas ou
negativas?

2. Ana: Positivas.

3. E: Por qué?

4. Ana: Estdo para cima [apontando com o dedo os pontos do grafico situados no
intervalo -2 < x <0].

5. E: Vilania, mas neste intervalo, de -2 a 0, os valores que a varidvel x assume ndo sdo
negativos?

6. Vilania: [siléncio].
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7. E: [Neste momento, utilizando o comando “tabela de parametros”, foi trabalhado com
a tabela desta fun¢do no intervalo -2 < x <0. A aluna Vilania, observando a coluna da
varidvel x afirmou que os valores eram negativos, mas suas imagens eram positivas

porque a coluna da varidvel y mostrava nlimeros positivos].

tTeaalre La dde grararyeset raas I>< |

aalia ol [ — oo

[ g F—t T gy T l [ m B w w ]

e de oassoes I1 [ =}

I L=l = . —=rncee=la=ar [

Figura 6.24 - Comando “tabela de parametro” do ambiente computacional Winplot.

tabela [y = x* 3-x"2-4x+4; 0.000000 <= x <= 1.000000]

Arquivo  Edicdo  Pardmetros Ajuda  Fechar

X v ~
ooooo .ooooo
ozooo 91961
04000 .535486
[n)-{u]u]u) =111
[nk={ujulu) LETELL
10000 . 52100
1z000 50733
14000 .42314
18000 L 33850
1s000 .25343
Z0oooo 16800
22000 08225
24000 99822
26000 . 90998
ZE000 L8E355
30000 .73700
FE000 L B5037
34000 .56370
Fe000 47708
38000 .39047
40000 L 30400 “

D000 Oo0OO00DO0O0DO0DO0O0O0O000O0O0O0O00
NI S N VIR N R N NI R P R U S R R T R Y

T
Figura 6.25 — Tabela da funcio f(x) = X°-x>-4x+4 restrita no intervalo [0,1].

8. E: E agora, os nimeros que estdo situados entre zero e um? As suas imagens sao
positivas, nulas ou negativas?

9. Ana: Positivas.

10. E: Por qué?

11. A: Estao para cima [apontando com o dedo os pontos do gréifico no intervalo

0<x<1]

12. E: [Neste momento, utilizando o comando “tabela de parametros” foi trabalhado com
a tabela desta fungdo no intervalo 0 < x <I. A dupla de alunas afirmou que, observando a
coluna da varidvel x juntamente com a coluna da varidvel y, neste intervalo a fungdo ora

em andlise admitia imagens positivas].
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13. E: Vilania, no eixo X, os nimeros que estdo entre 1 e 2 tém imagens nulas, positivas
ou negativas?

14. Vilania: Negativas!

15. E: Vilania, mas neste intervalo, de 1 a 2, os valores que a varidvel x assumem nio sdo
positivos?

16. [Siléncio. Foi solicitado a ela que fizesse outra justificativa para esta afirmacdo que
ndo fosse baseada sé pelo grafico. Apds a tomada do mouse, a aluna acionou a tabela da
funcdo no intervalo 0 < x <I e, baseado nele, afirmou que os valores da varidvel x podiam
ser positivos, mas suas imagens eram negativas.

17. E imagens dos nimeros que ficam a direita do valor de x=27

18. A: [Siléncio. Aqui, foi sugerido que as alunas calculassem as imagens de alguns
nimeros maiores do que quatro. Para tanto, utilizassem o menu “UM/TRACO”. Um
exemplo com cdlculo para x = 3 estd logo abaixo. Logo em seguida, foi pedido que elas

marcassem este ponto no grafico (vide grafico mais abaixo)].

v — =<=~"3—x=~=—ax+a | =i

= = |3 00000
» = 1000000

F= i sl
ogracs

aprox T aslor I I1 —~— ] marcar pornbco l

| demo secante em pornto de base l

| demo reta tangente

I tangente espessa Fechar l

Figura 6.26 - Comando “traco” do ambiente computacional Winplot.
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Figura 6.27 — Pontos (3, 11) e (-2.5, -7.875).

19. E: E ai? Numeros que ficam a direita do 2 tem imagens nulas, positivas ou negativas?
20. A: Vilania: Negativos.

21. E: Por qué?

22. A: Vilania: O senhor ndo me pediu para saber o valor de x = 3 e ndo deu 101

23. E: E os valores que ficam a esquerda do valor de x=-2?

24. A: Vilania: O que que tem?

25. E: Quais sdo os sinais dele, positivo, negativo ou nulo?

26. A: Vilania: Negativo!

27. E: Por qué?

28. A: [(risos, apontando para o grafico da funcdo no intervalo [-oo, -1]], E o contraio do
que o senhor me perguntou.

29. E: [Neste momento, utilizando o comando “UM/TRACO”, foram calculados as
imagens dos ndmeros -2.5, -3, -4 e -5 e logo em seguida, o ponto obtido (-2.5, -7.875) foi
marcado no gréfico. Diante disso, a dupla de alunas, tendo como porta-voz Ana, afirmou
que para valores menores do que -2 as suas imagens sd3o negativas].

30. E: Quais sdo os zeros ou raizes desta fungao?

31. Ana: -2.

32. S6 tem esse?
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33. Vilania: O 1 e o 2.

34. E: Como vocé soube que esses nimeros eram os zeros reais desta funcao?

35. Ana: O gréfico toca nele [apontando para o eixo x e as abscissas x=1 e x=2].

36. E: Ta certa! Os zeros ou raizes reais da funcdo sdo pontos de encontro do grafico com
o eixo horizontal x. Mas por que Vilania € chamado de zero ou raiz da fun¢ao?

37. Vilania: Hum!! Nao sei!

38. E: [Utilizando o comando “UM/TRACO”, a aluna Ana, calculou as imagens dos
nimeros -2, 1 e 2, todos tendo como imagens o nimero y=0]

39. . E: E agora, por que x = -2 é chamado de zero ou raiz da fun¢do?

40. Vilania: H4, ja estudei isso, porque da zero!

41. E: O que dé zero?

42. Vilania: A imagem de -2.

43. E: Diante disso, sobre que vocé€s disseram sobre o zero ou raiz da fungdo, vocés
podiam fazer um resumo].

44. Ana: Toda a vida que um gréfico cruzar o x € a raiz.

45. E: E o que mais?

46. Ana: Ele tem imagem zero [apontando para x=-2].

47. [Neste momento, foi pedido que a aluna Vilania dissesse quais os intervalos contidos
no dominio da fung¢do assumia valores positivos, apontando com o dedo, ela respondeu
dois intervalos, a saber, para x> 2 e para o intervalo -2 < x <1. A aluna Ana, por sua vez,
afirmou que a funcio ora em andlise, assumia valores negativos para dois intervalos, x<-2
e para o intervalo +1 < x <2].

48. [Voltando-se para o a funcdo f(x) = 1.5x-6, os alunos conseguiram responder

corretamente o estudo do seu sinal].

z

Como sabemos, um grafico de funcdo € uma maneira particularmente util de
visualizar seus atributos e seu comportamento geral. Pelo protocolo mais acima (vide protocolo
10), quando confrontadas pelo professor sobre o estudo do sinal, as alunas ndo deram uma
justificativa coerente, baseando suas respostas ora no sinal do zero ou raiz da funcio, ora no
sinal do coeficiente linear. Contudo, ao trabalhar com a fung@o polinomial do terceiro grau f(x)
=x’ —x* -4x+4, as alunas se concentram mais nos intervalos -2 <x<1e+1 <x <2 e tém uma
percep¢ao melhor do seu sinal (linhas 2 a 4; 8 a 11 e 13 a 14). A funcdo restrita a estes

intervalos faz com que percebam melhor o comportamento da fun¢do. Além disso, durante a
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intervengdo, ao utilizar os diversos recursos do Winplot com alternincias de representacdes (da
grafica para algébrica, passando pela tabular), fazem a passagem desta formacdo de idéias

iniciais se estendem a um conhecimento mais consistente (linhas 7, 12, 16, 18 € 29).

Observa-se também que as alunas s6 tinham a nocdo de que o zero ou raiz da
funcdo era a abscissa de encontro do grafico com o eixo horizontal x. Através do Winplot, elas
perceberam que a interpretagdo algébrica do zero ou raiz da fungdo, ou seja, o zero ou raiz da
funcdo € o valor de x que anula a funcdo (linhas 30 a 46). O grafico 6.6 mostra

quantitativamente o desempenho dos alunos por questao.

100

Erro_Cont
mA_| P SC
A_I_P CC

B A_Imedi

Grafico 6.6 — Desempenho dos alunos na Atividade 6, por questio.

Por intermédio do gréfico acima e levando em conta as categorias acerto imediato
e erro continuo, pode-se inferir que a primeira questdo foi aquela que causou maiores
dificuldades aos alunos. Esta questdo constava de trés itens e pedia que os alunos fizessem o

estudo da variagdo da fungdo f(x) = 1,5x — 6.

Muitos alunos responderam corretamente o item “c”, no qual era solicitado que
eles fizessem o estudo do sinal da funcdo quando a varidvel x ficasse a esquerda da raiz ou
zero da funcdo. Mas quando questionados, justificaram que, para valores menores do que x=2,
a fun¢do assumia valores negativos por causa do sinal da ordenada y=-1 (o coeficiente linear

b). Outra aluna chegou a declarar que, para valores maiores do que x=2, a fun¢do admitia



206

valores positivos porque o nimero 2 era positivo.

Observa-se que, ao fazer o estudo do sinal, estes alunos t€ém uma forte fixacao nos
pontos de intersecdo do grifico com o eixo horizontal e vertical, respectivamente o zero ou
raiz real da fung@o e o coeficiente linear “b”. Esses resultados também sdo encontrados nos
estudos de Ferreira (1998). No entanto, durante a intervengdo, o professor, ao lancar mao de
diversos recursos computacionais (tabela, graficos e obtencdo de pontos), fez com que os

alunos percebessem importantes invariantes do estudo do sinal (vide protocolo 11).

A terceira questdo objetivava medir a habilidade do aluno em trabalhar com uma
familia de retas do tipo f(x) = 1,5x + b, com o parametro “b” variando. Nesta questdo, por
intermédio do grafico 6.6, observa-se o 6timo desempenho dos alunos, uma vez que ndo
houve a incidéncia da categoria erro continuo e o percentual de acertos com a mediagdo do
professor foi aproximadamente 22%. Além disso, nesta questdo os alunos lancaram

importantes teoremas-em-agao (vide 6.5).

A quarta e quinta questdes visavam verificar o comportamento dos alunos diante
de uma familia de retas f(x) = ax+4, com o coeficiente “a” variando. Por intermédio do
grafico 6.6, observa-se o 6timo desempenho dos alunos nestas questdes, uma vez que o
percentual de erros continuos foi zero. Para resolvé-las corretamente, os alunos tinham que
lancar mao dos seus conhecimentos prévios sobre posicdo de retas e pontos de intersecdo,
assuntos ja vistos e discutidos nas atividades anteriores (principalmente na atividade “nog¢des
geométricas”). Pode-se inferir que isto contribuiu para um 6timo rendimento dos alunos na

resolucao dessa questao.

A questdo seis exige do aluno perceber invariantes relativos as duas retas
concorrentes tracadas pelo Winplot. Ainda pelo grifico 5.6, nota-se o aumento da categoria

acerto com interven¢do do pesquisador e mediagdo do computador nesta questao.

Muitos dos alunos ndo entenderam o enunciado da questdo e a deixaram em
branco. Portanto, a interven¢do inicial do pesquisador foi na compreensdo do que a atividade

pedia. Outros alunos deram uma resposta parcialmente correta, ou seja, afirmaram que as
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retas eram concorrentes, mas se esqueceram ou ndo notaram que se interceptavam no mesmo

coeficiente linear “b”.

A interveng¢do continuou com a amostra aos alunos de uma familia de retas f(x) = ax
-2 e com perguntas especificas tais como, “que tipos de retas sao”, “elas interceptam em qual
ordenada’. A partir dai, os alunos afirmaram que as retas eram concorrentes € interceptavam no

‘Gb”

A questdo sete € andloga a questdo anterior, ou seja, era dado um par de retas e
pedia para serem apontados os invariantes relativos a estas retas. Voltando a analisar o gréfico
6.6 e comparando o desempenho dos alunos desta questdao com anterior, nota-se o aumento do
percentual de acerto continuo e a diminui¢do do percentual de acerto com a intervencdo do

pesquisador e a mediagdo do computador.

O motivo maior disto foi a resposta dos alunos. Como nesta questdo o aluno
poderia responder que as retas eram concorrentes sem vincular ao coeficiente linear “b” foi
critério para ser considerada correta (vide figura 6.29). Portanto, esta questdo pode ser
classificada como mais facil se comparada com a anterior. A intervencdo foi andloga a
anterior. Todavia, neste contexto, o pesquisador utilizou mais recursos computacionais na
medida em que determinou a intersecdo entre as retas, utilizando o comando

“Dois/Interse¢cdo”.

Tmatersecan

- il =R D — = — l

= — —_— = s — l
Pro intersecSo l NMESrcSr Eorsbcos l

= = -0.5S5S71 43

3 = - 28571

= = 297748

guuardar l I>< —~—— I
s R | ===

| Srngulo de INntersecaSo ernm grawuas

Figura 6.28 - O comando ““intersecao” do ambiente computacional Winplot.
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fungdo f(x) =4x-2
funcdo f(x) =-3x-6

ponto de intersecio: (-0.57143, -4.28571)

Figura 6.29 — Graficos da funcées f(x) =4x — 2 e y = -3x-6.

A questdo oito exige do aluno descobrir que os coeficientes angulares das retas
paralelas sdo iguais. Pelo fato de ter havido um diminui¢do do aumento da categoria acerto
continuo e de exigir um poder maior de sintese dos alunos, esta questdo pode ser considerada

mais dificil que a anterior.

O pesquisador auxiliou os alunos a encontrar o invariante retornando as
propriedades encontradas nas questdes anteriores, principalmente as questdes de nuimero

quatro e cinco.

A questdo nove fornecia um grafico da fung¢do do primeiro grau e exigia do aluno
a percepcdo de que o seu coeficiente angular era positivo. Pelo grafico 6.6, observa-se o
grande percentual de acertos continuos nesta questdo. Muitos alunos que acertaram de
imediato esta questdo afirmaram que esta reta tinha o sinal do coeficiente “a” positivo porque
a funcdo era crescente. Isto aponta para a conclusdo de que esta justificativa foi trazida de
outros estudos da funcio do primeiro grau. De fato, o aluno pode ter visto essa propriedade na
série anterior ou até mesmo ouvido falar do seu professor de Matematica na série em que

estava cursando.
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Na intervenc¢do, houve dedicacdo aos alunos que estavam com problema
questionando qual seria o valor do coeficiente linear “b”. Um aluno disse que era -3. Ao ser
questionado, apontou para o ponto de interse¢do da reta com o eixo vertical. O pesquisador
continuou a intervencao, ressaltando que a propriedade percebida pelo aluno estava correta e,
logo em seguida, comecou a trabalhar com uma familia de retas f(x) = ax-3, com o parametro

(1Pl

a” variando de 1 a 5. Associando os diversos gréficos tracados pelo Winplot com os seus

[Pl

coeficientes angulares “a”, os alunos consertaram os seus erros, afirmando que o grafico da

[Pl

questdo ora em andlise possui o coeficiente “a” positivo.

A décima questdo € andloga a anterior, porém nela o aprendiz tem que perceber
que o coeficiente angular “a” € negativo. Para evitar repeticdes desnecessdrias e fazendo

alguns ajustes, a andlise desta questdo € a mesma da anterior.

6.3.7 Atividade 7 — Estudo da variacao do sinal da funcdo do 1° grau

Esta atividade trata de conteidos ligados a fungdes do primeiro grau tais como:
célculo do zero ou raiz e estudo do sinal. O grafico 6.7 mostra quantitativamente o

desempenho dos alunos por questdo.
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Grafico 6.7 — Desempenho dos alunos na Atividade 7, por questio.

A primeira questdo trata do estudo do sinal da fungdo lucro de uma empresa
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expressa pela representagdo algébrica L(x) = 2x-6. Por meio do grafico logo acima, percebe-
se que os alunos tiveram um bom desempenho nesta questdo, uma vez que a soma dos
percentuais das duas primeiras categorias é 88%, superando o percentual da categoria erro

continuo (12%).

Os alunos que acertaram com o auxilio do pesquisador o item “d” achavam
inicialmente que as imagens que ficavam a direita da raiz real x=3 da funcido L(x) = -2x+6
eram positivas porque o valor da raiz era positivo. O protocolo a seguir ilustra a intervencao

do pesquisador, auxiliando o aluno a perceber e a corrigir o seu erro.

PROTOCOLO 12

Entrevista.

1. [Neste momento foi tracado a funcdo f(x) = -2x+6 como mostra a figura a seguir].

Grifico da fungao f(x) = -2x+6

Figura 6.30 — Grafico da funcio f(x) = -2x+6.

2. [Aqui, foi explicado ao aluno que a fun¢do iria ser analisada no intervalo de [3, 7]

(vide grafico logo abaixo). Utilizando a setas “«” e “—” e os comandos “PgDn” e
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“PgUp” ao aluno centralizou o grafico no centro da tela do computador e em seguida foi

executado o menu tabela].

Grafico da fungao f(x) = -2x+6 restrito ao intervalo [3, 7]

o

Figura 6.31 — Grafico da funcio f(x) = -2x+6 restrita no intervalo [3, 7].

tabela [y = -2x+6; 3.000000 <= x <= 7.000000]
Arquivo Edicdo Pardmetros Secio  Ajuda Fechar

X )
3.00000 0.00000
3.20000 -0.40000
3.40000 -0.80000
3.60000 -1.20000
3.80000 -1.60000
4.00000 -2.00000
4.20000 -2.40000
4.40000 -2.80000
4.60000 -3.20000
4.80000 -3.60000
5.00000 -4.00000
5.20000 -4.40000
5.40000 -4.80000
5.60000 -5.20000
5.80000 -5.60000
6.00000 -6.00000
6.20000 -6.40000
6.40000 -6.80000
6.60000 -7.20000
6.80000 -7.60000
7.00000 -8.00000

Figura 6.32 - Tabela da funcao f(x) = -2x+6 restrita no intervalo [3, 7].
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3. E: Observando a tabela, para valores maiores do que o trés, a fungdo acima possui
imagem positiva, nula ou negativa?

4. A: [Olhando para a tabela]. Negativa.

5. E: [Neste momento, o aluno escolheu os pontos (3.2, -0.4) e (3.4, -0.8) e os marcou
corretamente no Winplot. E, por sugestdo do pesquisador, marcou também os pontos (4, -
2) e (6, -6). Logo em seguida, ao ser solicitado para fazer a mesma andlise anterior, mas
agora, baseado pelo grafico, o aluno respondeu que para valores maiores do que trés as
imagens eram negativas porque os pontos estavam para baixo e eram negativos (vide

figura 6.33)].

Grifico da fung@o f(x) = -2x+6 restrito ao intervalo [3, 7]

Figura 6.33 - Pontos (3.2, -0.4), (3.4, -0.8), (4, -2) e (6, -6) marcados no Winplot.

6. E: [Apds todos estes momentos, voltou-se a trabalhar com a fungéo f(x) = 2x-6, s6 que
agora restrita ao intervalo [3, 7]. Utilizando a setas “«—" e “—” e os comandos “PgDn” e
“PgUp” ao aluno centralizou o grafico no centro da tela do computador e em seguida foi
executado o menu tabela. Também analisou a sua tabela e foram marcados alguns

pontos.].
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Figura 6.34 — Grafico da funcio f(x) = 2x — 6 restrita no intervalo [3, 7].

7. E: Para valores maiores do que o nimero trés, as imagens sdo negativas, nulas ou
positivas?

8. A: Positivas.

9. E: Por qué?

10. E: Estd para cima.

11. E: E o qué mais?

12. A: Os nimero sdo positivos [apontando para as ordenadas 4 do ponto (5, 4) e para a
ordenada 6 para o par (6, 6)].

13. E: Comparando os dois graficos, o que vocé pode concluir.

14. A: Neste [referindo-se a fungdo f(x) = 2x-6] quando ando pra cd [apontando o
intervalo [3, +0)]. a fungdo € positiva.

15. E: E: E o outro?

16. A: Quando ando pra cé [referindo-se a funcdo f(x) = -2x+6 e apontando o intervalo [3,
+00)] a funcdo € negativa.

17. E: Por qué?

18. A: As ordenadas s@o negativos.

Com ji foi frisado, a aprendiz achava que a funcao f(x) = 2x-6 era positiva para x >3
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porque este nimero era positivo. Assim, o aluno estava langcando um teorema-em-ag@o falso.
Através da intervengdo, trabalhou-se com uma nova funcdo f(x) = -2x+6 e o aluno percebeu que

para x>3 a fun¢do era negativa.

A partir dai, ao ser questionado pelo pesquisador, o aluno comecou a justificar
ndo mais baseado nesse teorema-em-agdo (observe pelo protocolo acima que, em nenhum
momento, o aprendiz fez mencdo ao sinal da raiz), e sim através de pontos pertencentes ao
grafico e pelo sinal das ordenadas (linhas 5, 10, 12, 14, 16 e 18). Com isto, pode-se inferir que

o aluno fez uma depuragdo do seu erro.

O computador prestou grande auxilio na compreensdo deste assunto. De fato,
através dos comandos de ZOOM, o aluno centralizou o grafico e comegou a ter uma visao
melhor e mais centralizada do gréifico da funcdo. E pelas alterndncias de representacdes

(gréfica, tabular e voltando para gréfica), o aluno pdde perceber melhor o estudo do sinal.

Voltando a analisar o desempenho dos alunos na atividade 7, a segunda questdo é

andloga a questdo anterior. Contudo, na questdo 2, a fun¢do trabalhada € f(x) = 5x-5.

A terceira questdo constava de trés itens e visava verificar o comportamento dos
alunos diante do estudo do sinal da fun¢do f(x) = -2x+4. Ainda pelo grafico 6.7, nota-se que
os alunos tiveram um bom desempenho nesta questdo, uma vez que a soma dos percentuais
das categorias relativas a acertos foi 87% superando o percentual da categoria erro continuo

(13%).

Os alunos que acertaram o item “b” com o auxilio do pesquisador achavam
inicialmente que as imagens que ficavam a direita da raiz real x=2 eram positivas. Eles
pensavam que somente valores negativos atribuidos a varidvel independente x tornavam a
funcdo negativa. Assim como, também, niimeros positivos atribuidos a x tornavam a fungdo
positiva. Aqui temos um raciocinio linear, ou seja, valores positivos tornam a fungdo positiva
e valores negativos tornam a fung¢do negativa. Temos um obstdculo epistemolégico que pode

dificultar a construcdo do conceito de funcao.
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No entanto, o professor tendo como recurso o computador e a abordagem de
utilizar as multiplas representacdes pdode reverter esse quadro. O préximo protocolo mostra

como isto foi possivel.

PROTOCOLO 13

Entrevista:

1. E: Dada a funcdo f(x) = -2x+4, para que valores de a esta funcdo tem imagem
positiva?

2. A: Pra x maior que quatro

3. E: Por qué?

4. A: Por qué? Hum! Porque os nimeros sdo todos positivos [apontando para o intervalo
{x e RIx>3}].

5. E: [Neste momento, foi tragado num Winplot, o grafico da fungio f(x) = x*-9x+8 = 0.
Ao ser questionado sobre valores de x que ficam entre 1 e 8, o aprendiz enumerou alguns
nimeros e afirmou que esses nimeros eram positivos. Utilizando a setas “«—” e “—" e os
comandos “PgDn” e “PgUp” ao aluno centralizou o grafico no centro da tela do
computador e em seguida foi executado o menu tabela].

6. E: No eixo x, os nimeros que estdo entre 1 e 8 t€ém imagens nulas, positivas ou
negativas?

7. A: Negativas?

8. E: Por qué?

9. A: O gréfico esta para baixo.

10. E: [Neste momento, trabalhou-se com mesma funcio f(x) = x*-9x+8, s6 que agora
restrita ao intervalo [1, 8] (vide figura 6.35) e logo em seguida foi acionada a sua tabela. O
aluno, observando a tabela afirmou que a funcdo assumia imagens negativas entre os
valores 1 e 8 (vide figura 6.36). Ao ser questionado sobre as raizes, ele respondeu, ainda
olhando para tabela, que as raizes eram 3 e 8 porque tinha imagens nulas. Logo apds,

foram marcados alguns pontos inclusive o ponto do vértice].
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Grifico de f(x) = x2-9x+8 restrita no intervalo [1, 8]

Figura 6.35 — Grafico da funcio f(x) = x>-9x+8 restrita no intervalo [1, 8].

tabela [y = x*2-9%+8:; 1.000000 == x == 8.000000]

Arquivo Edicdo Pardmetros Secio  Ajuda  Fechar

x v
1.00000 0.00000
1.70000 —-4.41000
2 .40000 —7.84000
3.10000 -10.29000
3.80000 —11.76000
4.50000 —12.25000
5.20000 —11.76000
5.90000 -10.29000
6.60000 —-7.84000
7.30000 —4.41000
8.00000 0.00000

Figura 6.36 - Tabela da funcao f(x) = x>-9x+8 restrita no intervalo [1, 8].

11. E: [Aqui, voltou-se a analisar a fungdo f(x) = -2x+4, s6 que agora restrita ao intervalo
[2, 5] (vide figura 6.37). Utilizando a setas “«” e “—” e os comandos “PgDn” e “PgUp”
ao aluno centralizou o grafico no centro da tela do computador e em seguida foi executado

o menu tabela (vide figura 6.38)].
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Grifico de f(x) = -2x+4 restrita no intervalo [2, 5]

Figura 6.37 — Grafico da funcio f(x) = -2x+4 restrita no intervalo [2, 5].

tabela [y = x"2-9%x+8; 1.000000 == x <= §.000000]

Arquivo Edicdo Par8metros Secio  Ajuda  Fechar

x ¥
1.00000 0.00000
1.70000 —4.41000
2 .40000 —-7.84000
3.10000 —10.29000
3 .80000 —11.76000
4 .50000 —-12.25000
5.20000 —11.76000
5.90000 —10.29000
6.60000 —-7.84000
7.30000 -4.41000
8.00000 0.00000

Figura 6.38 - Tabela da funcao f(x) = 2x-4 restrita no intervalo [2, 5].

12. E: Observando a tabela, para valores maiores do que o trés, a fungdo acima possui
imagem positiva, nula ou negativa?

13. A: Negativa [Apontando para a coluna dos valores de y da tabela].

14. E: [Neste momento, foi sugerido que o aluno escolhesse alguns pontos da tabela e

marcasse no Winplot].
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PV

Grifico de f(x) = -2x+4 restrita no intervalo [2, 5]

Figura 6.39 — Os pontos (3.5, -3) e (5, -6) marcados no Winplot.

15. E ai? O que vocé pode concluir? Os nimeros que ficam a direita do 2 t€ém imagens
nulas, positivas ou negativas?

16. A: Negativos.

17. E: Mas no eixo x, os nimeros que ficam a direita do 2 ndo s@o positivos?

18. A: Os nimeros sdo positivos [apontando para o intervalo [2, 7] contido no eixo x],
mas as ordenadas aqui sdo negativas [apontando para as ordenadas -2, -5 e -6 dos pontos

plotados].

Voltando-se a analisar o desempenho dos alunos, agora, na quarta questdo, por
intermédio do grafico 6.7, nota-se o 6timo desempenho dos alunos uma vez que o percentual
de acertos foi quase 90%. Essa questdo trabalha com interse¢do de retas e o dngulo formado
por elas. Por ser uma questdo que revisa conceitos ja estudados, objetivando exercitar o aluno
com alguns comandos do Winplot, esta questdo nao causou maiores dividas aos alunos. Os
alunos que erraram inicialmente tiveram duvidas em acionar alguns comandos, sendo

devidamente esclarecidos pelo pesquisador.

A quinta questdo por sua vez, media a competéncia do aluno de elencar algumas
propriedades relativas ao feixe de retas y = ax — 1. Ainda pelo grifico 6.7, nota-se o

desempenho méximo dos alunos na categoria acerto continuo. Pode-se inferir que, por ser
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uma questao ja muito exercitada e discutida com os alunos na intervengdo metodoldgica, esta

questdo ndo causou nenhuma dificuldade aos aprendizes.

A questdo seis era complementar as duas questdes anteriores. Baseado nelas, o
aluno poderia chegar a conclusdo que retas cujos angulos de inclinacdo sdo agudos

[IP2)

correspondem ao sinal do coeficiente angular “a” positivo.

A sétima € a andloga a quarta, sendo a idéia aqui a de trabalhar com o coeficiente
angular “a” negativo e os angulos de inclinacdo do tipo obtuso. A oitava questdo por sua vez,
media a competéncia do aluno de elencar algumas propriedades relativas ao feixe de retas y =

ax +4.5, s6 que aqui, o parametro “a” tem variacdo através de nimeros negativos.

A questdo nove era complementar as duas questdes anteriores. Baseado nelas, o
aluno poderia chegar a conclusio que retas cujos angulos de inclinacdo sdo obtusos
correspondem ao sinal do coeficiente angular “a” negativo. Muitos alunos externaram
dificuldades nesta questdo porque ndo entendiam o que a questdo estava pedindo. Mas com a

intervengdo do pesquisador, conseguiram responder corretamente.

6.3.8 Atividade 8 — Funcoes Lineares

Esta atividade trata de contetidos relacionados as fungdes lineares tais como:
determina¢do do zero ou raiz, estudo do sinal e propriedades relativas as retas do tipo y = ax

(a#0). O gréfico 6.8 mostra quantitativamente o desempenho dos alunos por questao.
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Grafico 6.8 — Desempenho dos alunos na Atividade 8, por questio.

Por intermédio do gréfico 6.8, nota-se que a primeira questdo nao foi problemadtica
uma vez que o percentual de erro continuo foi nulo e o percentual da categoria acerto
imediato foi superior ao percentual de acerto com a intervencdo do pesquisador sem a
mediacdo do computador. Dessa forma, esta questao pode ser considerada facil no sentido de
que os alunos apenas tinham que apresentar alguns exemplos de funcdes lineares. Para
conseguir isto, eles poderiam voltar ao texto introdutério e basear as suas respostas pelos

exemplos mostrados.

A segunda questdo objetivava verificar a capacidade do aluno de identificar as
funcdes lineares. Esta questdo também ndo causou dificuldades aos alunos uma vez que, pelo
grifico acima, o percentual de erro continuo foi nulo. Nela, também se identifica uma boa
quantidade de acertos, uma vez que 40% dos alunos acertaram a questdo de imediato e 60%
erraram, mas conseguiram corrigir seus erros. Observa-se também a auséncia da categoria

erro continuo.

A terceira questdo constava de trés itens e visava verificar o comportamento dos
alunos diante do estudo do sinal da funcdo f(x) = 2x. Nela, também se identifica uma boa
quantidade de acertos uma vez que 60% dos alunos acertaram e 40% dos alunos conseguiram
corrigir seus erros. A intervencdo do pesquisador foi realizada mediada pelo computador

semelhante aquela descrita na atividade anterior.
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Nas questdes de numeros quatro a seis, exigiam-se dos alunos mais
conhecimentos sobre operagdes inversas (multiplicacdo € a operagdo inversa da divisdao) e
discriminacdo entre as varidveis dependentes e independentes. Nota-se, entdo, o crescimento

da categoria acerto com a interven¢do do pesquisador.

Neste momento, muitos alunos externaram a visao de que a ordem das varidveis é
vista como irrelevante, ocasionando um obstdculo epistemolégico a construgdo do conceito de
fun¢des como afirma Sierpinska (1992). Assim, por exemplo, diante da fun¢do y=5x, pedia-se
o valor da varidvel x tal que f(x) = 7. Imediatamente, o aluno substituiu a varidvel x por 7 e

encontrava o valor y= 21.

O protocolo a seguir mostra a dificuldade de uma dupla de alunos em considerar a

ndo simetria das varidveis juntamente com as operagdes inversas.

PROTOCOLO 14

1. Considerando a fun¢do s = -3e, complete a tabela abaixo:

E s
2

7
-2

-15

Fonte: Pesquisa Direta

Entrevista:

Janailson: eu divido 7 por -3 ou tem que multiplicar?
E: O que voceé acha Carlos?

Carlos: Multiplica 7 por -3.

E: Por qué?

Carlos: O -3 ndo multiplica pelo e?
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E: A férmula é s=-3e. Na tabela, foi dado s=7 e pedido qual valor?
Carlos: O valor de e?
E: E ai?

Janilson: Divido 7 por -3?

Pelo protocolo acima, nota-se a dificuldade dos alunos em distinguirem a varidvel
“s” da varidvel “e” e também de fazerem manipulacdes algébricas. De fato, apesar de o aluno
ter substituido corretamente na férmula, ou seja, o valor de s por 7, observou-se a sua
dificuldade de trabalhar com a operacdo inversa. Ja o outro aprendiz, por sua vez, tem em
mente um raciocinio meramente algoritmico, sempre quando é dado um valor deve ser

multiplicado por -3.

Diante disso, através de representacdes de fungdes por diagramas, houve uma
intervengdo do professor realcando o papel das varidveis com sua assimetria € de algumas de

suas operacgdes. Vejamos a dindmica dessa intervengao.

PROTOCOLO 15

E: [Neste momento, sdo atribuidos alguns valores reais a varidvel “e”, obtendo-se valores
de s, correspondentes. Logo em seguida, estes pontos sdo organizados através de
diagramas].

E: O que voceés estdo observando, para cada valor atribuido a “e” o que acontece com ele,
este nimero.

J: E multiplica pelo -3.

E: Ok! E multiplicado por -3 para obter o valor de s correspondente. E se eu fizesse o
g

inverso, desse primeiramente os valores de

J:O0e?

, voc€s iriam calcular o que, qual varidvel?

E: Isto! E como é que vocés fariam?
J: Dividia por -3.
E: [Neste momento, houve uma longa intervencdo, mostrando que na férmula s=-3e, a

z

varidvel “s” estd em funcdo da varidvel “e”, e neste caso, a varidvel s é a varidvel
[IP%2)

dependente porque depende do valor atribuido a “e”, e a varidvel “e” era considerada

independente porque ela estava livre para receber os nimeros. Além disso, foi mostrada,
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através de manipulagdes algébricas, que a fungdo s=-3e era equivalente a funcdo e=-1/3s.

Aqui, foi enfatizado que os papéis se invertiam, agora a varidvel dependente era “e” e a

varidvel independente era “s”].

Pode-se acrescentar que todas essas dificuldades podem também ser acentuadas
por obstéculos didaticos baseados em praticas pedagdgicas que, segundo Domingues (1995),

tém uma fixacdo exagerada nas manipulacdes mecanicas com simbolos.

Voltando a analisar o desempenho dos alunos nesta atividade, a oitava questio
objetivava avaliar a habilidade do aprendiz em trabalhar com uma familia de funcdes de retas

[1P2)

do y=ax com o coeficiente “a” positivo variando.

Grifico da fungdo y=ax com "a" variando de 0.5 até 4.

Figura 6.40 — Grafico da funcio y = ax com “a” variando de 0.5 até 4.

Por intermédio do gréfico 6.8, observa-se o bom desempenho dos alunos nesta
questdo, uma vez que ndo houve a incidéncia da categoria erro continuo e, além disso, nesta

questdo, os alunos langaram importantes teoremas-em-a¢ao (vide se¢do 6.5).

No entanto, ainda baseado pelo grafico 6.8, observa-se o aumento da categoria



224

acerto com a intervengdo do pesquisador e a mediacdo do computador. Através de vdrias
simulacdes da tela do computador, os alunos corrigiram seus erros respondendo que a medida
que o coeficiente angular da funcdo linear f(x) = ax cresce mais as retas ddo “impressdao” que

se aproximam do eixo vertical y.

A nona questdo € semelhante a anterior, sendo que o feixe de retas y=ax aqui tem
como variacdo do pardmetro “a” valores negativos. Para evitar repeticdes desnecessdrias e

fazendo alguns ajustes, a andlise desta questdo ¢ a mesma da anterior.

6.3.9 Atividade 9 — Grandezas Diretamente e Inversamente Proporcionais

Nesta atividade, trabalha-se com os alunos as grandezas diretamente e
inversamente proporcionais uma vez que se tem em mente desenvolver a idéia de fungdo
linear associada a proporcionalidade entre as grandezas distintas. Também sdo exploradas
relacdes entre grandezas que ndo podem ser enquadradas em nenhuma das duas anteriormente

citadas. O grafico 6.9 mostra quantitativamente o desempenho dos alunos por questao.
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Grafico 6.9 — Desempenho dos alunos na Atividade 9, por questio.

A primeira questdo tratava de uma modelagem e exigia do aluno encontrar uma
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expressdo que relacionasse o total a pagar em funcdo do nimero de quilogramas de arroz
comprados. Por intermédio do grafico acima, nota-se o 6timo desempenho dos alunos nesta
questdo uma vez que o percentual de acerto imediato foi superior ao percentual de acerto com
a interven¢do do pesquisador e a mediacdo do computador. Isto se deve ao fato deste assunto
(modelagem de situagdes praticas) ter sido amplamente trabalhado com os alunos nas

atividades anteriores.

A segunda questdo trabalhava com a funcdo linear f(x) = 2x e visava verificar o
comportamento dos alunos diante das grandezas diretamente proporcionais. Nesta questdo,
25% dos alunos acertaram de imediato a questdo € 75% erraram, mas conseguiram corrigir
seus erros com ajuda do pesquisador. Inicialmente, eles achavam que para duas grandezas
serem diretamente proporcionais bastava verificar simultaneamente o aumento das duas. Veja
que, neste caso, hd células de imagens conceituais, entrando em conflito com este conceito
(VINNER, 1992). No entanto, mediada pelo computador, a intervencdo do pesquisador teve
uma vital importancia para os esclarecimentos aos alunos sobre essas concepcdes erroneas. O

proximo protocolo ilustra este processo.

Utilizando o Winplot, trace o grafico da fungdo f(x) = 4x.

PROTOCOLO 16

a. Complete a seguinte tabela. (Sugestdo: Menu: Equacao\Inventdrio\Tabelas de Pontos).

b. Explique por que y é diretamente proporcional a x.
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RESPOSTA: Por que ele estd em funcdo de x, logo quando x aumenta ele tende a

aumentar.

c. Nesse caso, qual € a constante de proporcionalidade?

RESPOSTA: a constante 4.

Entrevista

1. E: [Neste momento, foi tracado o Grafico da func¢do f(x) = 4x no Winplot, e logo em

seguida, foi acionado pelo software a sua tabela].

Grifico da fungio f(x) = 4x

Figura 6.41 — Grafico da funcio f(x) = 4x.
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tabela [y = 4x]

Arquivo Edicdo Par8metros Ajuda Fechar

U . DOUOOUOUO T s IOV OUO A‘
—-0.40000 —-1.60000 -
—-0.20000 -0.80000

0.00000 0.00000

0.20000 0.80000

0.40000 1.60000

0.60000 2 .40000

0.80000 3.20000

1.00000 4 .00000

1.20000 4 .80000

1.40000 5.60000

1.60000 6.40000

1.80000 7.20000

2 .00000 8.00000

2.20000 8.80000

2 .40000 9.60000 =
2 .60000 10.40000

2 .80000 11.20000

3 .00000 12 .00000

3.20000 12 .80000

3 .40000 13 . 60000 B
3.60000 14.40000

3.80000 15.20000

4 .00000 16.00000 v

Figura 6.42 — Tabela da funcao f(x) = 4x.

2. E:Jahnser, que relagdo vocé notou entre os valores de x e y?
3. Jahser: Quando x aumenta o y também aumenta.
4. E: Neste caso, 0 y € diretamente proporcional ao x?
5. Jahnser: Aham.
6. E: Por qué?

7. A: Oy estd em fungdo de x, logo quando x aumenta ele também aumenta.

8. E: No item “c”, vocé€ acertou, como foi que vocé achou que a constante de
proporcionalidade era quatro?

9. Jahnser: Todo ndmero € multiplicado pelo quatro [apontando para os nimeros

localizados a esquerda da tabela (os valores referentes a x)]

10.E: [Neste momento, foi esclarecido que esta constante encontrada pelo aprendiz

1 4
poderia ser calculada da seguinte forma: ?=4; §=4;T=4etc. E, além disso, foi
~ . 12 8 4 e
ressaltado que todas estas razdes formavam uma propor¢ao: ?=E=T=4. Aqui, foi

trabalhada com a func¢do f(x) = 4x restrita ao intervalo [0, 4]. Tomando como referéncia o
segmento OA;, o aluno afirmou que multiplicando este segmento OA; por 2, 0 segmento
A A duplicava, e multiplicando o segmento OA; por 3, o segmento A;A triplicava e assim

por diante].
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Grifico da fungdo f(x) = 4xrestritaao intervalo [0.4]
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Figura 6.43 - Grafico da funcio restrita no intervalo [0, 4].

11. E: [Neste momento, foi tracado o Gréfico da fun¢do f(x) = -4x no Winplot, e logo em
seguida, foi acionado pelo software a sua tabela].

12. E: Janser, que relacdo vocé€ notou entre os valores de x e y?

13. Jahser: Quando x aumenta o y diminui.

14. E: Neste caso, o y € diretamente proporcional ao x?

15. Jahnser: Nao!

16. E: Por qué?

17. A: Nao, o x aumenta e o y faz é diminuir.

18. E: [Neste momento, foi trabalhado com aluno a funcdo f(x) = -4x restrita ao intervalo
[0, 4], e logo em seguida, foi acionada a sua tabela e pedido para o aluno comparar as duas
quantidades por meio da razdo entre elas (dividir -4 por 1, -8 por 2 e assim por diante)].
19. E: Jahnser, o que voce estd observando?

20. A: Jahnser: - 4 dividido por 1 d4 -4, -8 dividido por 2 d4 4...Ih!D4 uma constante.

21. E: Neste caso, as grandezas sdo diretamente proporcionais?

22. A: [siléncio].
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23.E: Vocé estd percebendo que todas estas razdes formam uma propor¢do
-4 -8 - L

T =—4; Y =—4 . Nesse caso, estas grandezas sao diretamente proporcionais?

24. A: Séo.

25. E: Por qué.

26. A: A constante se repete [apontando para o -4].

27. E: Aquilo que vocé estava pensando, aquilo estava suspeitando estava correto? Ou
seja, para serem grandezas diretamente proporcionais uma grandeza tem crescer € a outra
também?

28. A: Nao obrigatoriamente.

29.E: Como é que vocé agora vai dizer para que duas grandezas sejam diretamente

proporcionais.

30. A: Eu pego e divido elas e se a constante repetir vai ser.

Voltando a analisar o desempenho dos alunos nesta atividade, quanto a terceira
questdo, alguns alunos externaram dificuldades de modelar o problema, ndo percebendo
inicialmente que, quanto maior o nimero de ganhadores, menor a quantia da premiag@o a ser
repartida. Por conseguinte, por intermédio do grafico acima, nota-se o crescimento da

categoria acerto com a intervencdo do pesquisador e a mediacdo do computador.

A quarta questdo, por sua vez, media a competéncia do aluno em analisar situacdes-
problema, envolvendo grandezas inversamente proporcionais. A fungdo trabalhada foi f(x) =

1 . . . . ~
—,x #0. Nesta questdo, apesar de ter havido o aumento da categoria acerto com intervengao

X
do pesquisador e a mediacdo do computador, pode-se considerar o bom desempenho dos
alunos uma vez que o percentual de erro continuo foi nulo. Como houve uma intervengao na
primeira questdo, apontando e corrigindo as falsas concepgdes sobre o assunto grandezas
diretamente proporcionais, nesta atividade, os alunos estavam mais abertos a aceitar que nem
sempre num par de grandezas elas podem ser consideradas inversamente proporcionais

quando uma aumenta e outra diminui.

Esse processo de intervengdo foi semelhante ao ja citado na primeira questdo. O

pesquisador, mediado pelo ambiente computacional, analisou vérias fungdes com suas tabelas
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(inclusive foi retomado a andlise da fungdo f(x) = -4x), mostrando a relagdo de dependéncias

entre elas.

Na quinta questdo, um aluno teve dificuldades e ndo conseguiu corrigi-la, mesmo
com auxilio do pesquisador. Outros quatro erraram inicialmente, mas, durante a intervencao,
conseguiram obter um resultado satisfatério. Estes alunos, diante da tabela associada a funcao
f(x) = 3,5x+2, achavam que a grandeza y era diretamente proporcional a X uma vez que esta
funcdo € crescente em todo o seu dominio. Durante a intervencdo e, enfatizando a idéia da
constante de proporcionalidade, foi esclarecido que, neste caso, estas grandezas nem sao

diretamente proporcionais nem inversamente.

6.3.10 Atividade 10 - Fun¢do Identidade

Esta atividade proporciona ao aluno o estudo das Fun¢des do tipo Identidade (f(x) =
x). Lendo a introdugdo, o estudante se depara com a situagdo de uma loja que vende qualquer
produto por um real. O gréfico 6.10 mostra quantitativamente o desempenho dos alunos por

questao.
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90 _E-
80 4

70 A

60 +—— —— Erro_Cont
50
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30 4 A Imedi

20

10 -+

Questdo 1 Questdo 2

Grafico 6.10 — Desempenho dos alunos na Atividade 10, por questao.

Esta atividade consiste em duas questdes. A primeira questdo visa medir a
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capacidade do aluno em analisar a funcdo identidade f(x) = x quanto ao estudo do sinal. Em
um dos seus itens, retorna-se ao problema da loja onde qualquer mercadoria ¢ vendida ao
consumidor por um real. Nessa realidade, o estudante devera entender que x = 0 (o zero ou

raiz da funcdo identidade f(x) = x) indica que nenhuma mercadoria foi vendida.

Por intermédio do gréfico anterior, observa-se que a primeira questdao tem um alto
indice de ocorréncias da categoria acerto com interven¢do do pesquisador e a mediacdo do
computador. Inicialmente, uma dupla apresentou dificuldades de calcular o zero ou raiz real
da funcdo f(x) = x (o item “a”). Apds a intervencao do pesquisador, perceberam que a raiz € o

proprio zero (vide protocolo abaixo).

PROTOCOLO 17

a) Utilizando o Winplot, trace o seu gréfico.
1. Dada a funcéo f(x) = x, responda e fa¢a o que se pede:
- ~ o . . £y T h <> ‘:
a) Qual o zero ou raiz dessa fungdo f? &€ = oo, de X
c) Complete a seguinte tabela. (Sugestdo: Menu: Inventario\ Tabela)
X Y
-2.00000 | - —
—\ \, [|-1.60000
-1.00000 N
L -0.20000
0 >
N
- 2
3

d) Imagine que vocé seja o dono de uma loja “POR UM REAL”.
Vocé deve ter percebido que a fungfo venda desse estabelecimento

comercial ¢ uma funcéo identidade f(x) = x. Nesse sentido, qual seria o

significado comercial do zero ou raiz da fungfio? © o~ = s me L o vew
NV D =
€) Para que valores de x temos f(x) >07 <« o Ao © % Qom men S

Que 2en®
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f)  Paraque valores de x temos f(x) < 0? Qe So 4 Yor

O -
Dae 7 .

N TN

Nems s &
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3 T

Figura 6.44 — Acerto com intervencio do pesquisador sem a mediacio do computador.

Entrevista:

1. E: Vamos analisar o item “a”, vocés disseram que o zero ou raiz da fungdo € o valor de
. Que valor é esse?
Davi: O valor de x € x.
E: Como assim?

Davi: [Apontando para f(x) = x]. O x € 80 o valor € 80.

X
2

3

4

5. E: Vocé concorda Emerson?
6. Emerson: Concordo.

7. E:Por qué?

8. Emerson: O x é 40 d4 também 40.
9

E: Vocés estdo dizendo que quando a varidvel x assume 80 sua imagem € 80. Quando
a varidvel x assume 20 a sua imagem ¢é 20. Ok! Voceés estdao certos. Mas o item “a” esta
pedindo o zero ou raiz da fun¢do f(x) = x. E ai, qual é o valor do zero ou raiz da fungdo
f(x)?
10. Emerson: Professor, cadé a equacao?
11. E: Que equagao?
12. Emerson: A gente ndo pega uma equagao pra saber raiz?
13. E: Acho que estou entendendo o seu raciocinio! Veja Davi, determine o zero ou raiz
da funcdo f(x) = 7x-14.
14. [Davi calculou a raiz da fun¢do 7x-14=0 resultando x=2]
15. E: Qual € o zero ou raiz da fun¢do Emerson?
16. Emerson: 2.
17. E: Mas quem € zero ou raiz da fungdo f(x) = x?
18. [A dupla manteve-se calada por pequeno periodo de tempo]
19. E: Vou d4 uma dica qual o valor de x que satisfaz f(x) =0.
20. Davi: o zero.

21. E: Por que Emerson?
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22. O zero vai no zero.

23. No item “a” vocés responderam que o zero ou raiz da funcdo € o valor de x, agora
estdo sabendo que o zero ou raiz da fungdo f(x) = x é o proprio zero. Agora, vamos
analisar o item “d”. [Reli a questdo em voz alta]. Vocés responderam “para saber o seu
lucro”. Ai vocés acertaram ou erraram:

24. Emerson: E ndo é para saber o lucro nao?

25. E: Nao sei! Estou querendo entender o raciocinio de vocés. O que vocé acha Davi?

26. [Davi manteve-se calado por um pequeno periodo de tempo]

27. E: O zero ou raiz da fungio € préprio zero. O x=0 é lucro?

28. Davi: Nao.

29. E: E 0 qué?

30. Davi: Da empate.

31. E: Ok! Nem € lucro nem prejuizo. [Aqui, o pesquisador explicou que, neste caso, a
loja quando ndo vende nenhum produto estd associado ao valor x=0].

32. E: Vamos analisar o item “e”. [Reli o item “e€” em voz alta]. Vocés acertaram! Os
valores de x maiores do zero tornam f(x) >0. Como foi que vocés pensaram?

33. Emerson: Pela tabela!

34. E: Como assim Davi?

35. Davi: O x positivo tem o y positivo. O x negativo tem o y negativo.

36. E: Vocé concorda Emerson?

37. Emerson: Concordo.

38. E: Por qué?

39. Emerson: E como o Davi falou, o x positivo tem o y positivo. O x negativo tem o y

negativo.

Pelo protocolo acima, observa-se a dificuldade inicial da dupla de entender que a
raiz real da fun¢do f(x) = x é x=0 (linhas 9 a 18). Eles estdo habituados a encontrar a raiz de
ax+b=0, mas ndo imagina em associar a equagdo x=0 a funcdo f(x) = x para calcular a raiz
real. Além disso, ndo questionam qual o valor de x que satisfaz f(x) =0. Desejam logo

resolver uma equacdo (linhas 10 a 13).

[Pl

A dupla errou o item “d” porque errou o item “a”. Respondendo que o zero ou

raiz da fun¢do f(x) = x € o valor de x naturalmente iriam responder que a interpretagcdo do zero
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ou raiz da funcdo serve para “saber o seu lucro”. Note que os dois erros estdo conectados.
Quando souberam que o zero ou raiz da fun¢do era o proprio zero, reavaliaram a sua resposta

(vide linhas 24 a 32 do protocolo acima).

Voltando para a atividade ora em andlise, a segunda questdo exige de o aluno
perceber invariantes relativos ao feixe de retas y = x+b, a saber, retas paralelas, intersecdo do

gréafico com o eixo horizontal, translacdes em relagdo a reta y= x.

Ainda pelo grafico 6.10, nota-se o bom desempenho dos alunos nesta questdo,
uma vez que, entre eles, 50% acertaram imediatamente e os outros 50% erraram, mas
conseguiram consertar seus erros com intervencao do pesquisador. Através do computador, os
alunos puderam langar mao de teoremas em acao que guiavam as suas resolugdes (vide se¢ao

6.5).

6.3.11 Atividade 11 — Fungdes Constante

Esta atividade trata das fun¢des constantes (f(x) = k) e envolve oito questdes. Ao
estudar os conteudos desta atividade, o estudante deve ter em mente que as fungdes constantes
sdo casos particulares das fungdes do primeiro grau. O gréifico 6.11 mostra quantitativamente

o desempenho dos alunos, por questao.
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Grafico 6.11 — Desempenho dos alunos na Atividade 11, por questao.

Por meio do grafico 6.11, percebe-se que os alunos tiveram 6timo desempenho ao
longo das questdes. Na primeira questdo, 50% dos estudantes erraram, mas conseguiram

corrigir seus erros com nossa intervencao. Os outros 50% acertaram de imediato a questao.

A primeira questao envolvia a capacidade de o aluno tracgar o grifico de um preco
constante em funcdo dos meses. No seu enunciado, ndo foram indicadas as escalas ou em que
eixo o aluno deveria dispor os dados relativos a cada varidvel. Nesse sentido, um aluno tragou
um esboco do gréfico, colocando o eixo horizontal como o eixo da varidvel dependente (preco

a pagar) e o eixo vertical como o eixo da varidvel independente (0s meses do ano).

Houve uma discussdo coletiva esclarecendo que a escolha no outro caso (preco x
meses) € apenas uma questdo de convengdo, dirigida para facilitar a leitura e interpretacdo dos
valores do grafico. Dessa forma, o préprio aluno reconheceu que era preferivel colocar no
eixo horizontal os meses (varidvel independente) e no eixo vertical, o preco (varidvel

dependente), porque assim a leitura dos dados ficaria mais clara.

Uma dupla teve o raciocinio de dividir 983 por 6, quando questionados um deles
disse: “Ela tem que juntar né? Entdo cada més ela terd que ter 163, 83!”. Aqui, percebe-se
uma defici€éncia na interpretacdo dos dados da questdo, por um lado, confundindo preco

constante em funcdo dos meses, por outro, com a quantidade total dividida pelo nimero de
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meses.

A segunda questdo exige do estudante a habilidade de lidar com retas do tipo y=2
com suas propriedades. A terceira questdo exige do aprendiz completar a tabela com alguns

valores de x e y da funcdo y = 2.

A quarta questdo € baseada nas duas anteriores e visa medir a competéncia do
aluno de determinar o conjunto imagem e o dominio da fun¢cdo ora em andlise. A quinta
questdo tem como objetivo observar o comportamento dos alunos diante do feixe de retas
paralelas y =k, k>0. A sexta questdo € andloga a anterior. Contudo, para resolvé-la, o aluno

tem que lidar com um feixe de retas que tem como variacao de k, niimeros negativos.

Por intermédio do gréfico acima, nota-se que o desempenho da segunda questio
foi andlogo a primeira questdo e, a partir da terceira questdo, nota-se o excelente desempenho
dos alunos uma vez que houve uma totalidade de acertos imediatos. Isto pode ser explicado
pela facilidade dos alunos em perceberem invariantes relativos aos graficos das funcdes
constantes. Assim, por exemplo, eles ndo tém dificuldades de perceber que a funcdes do tipo
y = k (k<0) sdo paralelas ao eixo x e ficam abaixo deste eixo porque a intersecdo do seu

grafico com o eixo vertical y € numa ordenada negativa.

6.3.12 Atividade 12 — Defini¢cao de Fungao

Nesta atividade, o conceito e os subconceitos de funcio sdo tratados numa perspectiva
sistematizada, ou seja, é apresentada a sua definicdo com exemplos e contra-exemplos. O

grafico 6.12 mostra quantitativamente o desempenho dos alunos por questao.
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Grafico 6.12 — Desempenho dos alunos na Atividade 12, por questao.

Na primeira questdao, 37,5% dos alunos tiveram dificuldades, mas conseguiram
corrigir seus erros com a nossa mediacdo. Os outros 62,5% acertaram de imediato a questdo.
Esta questdo mede a capacidade do aluno em lidar com a representacdo de fungdo por
diagramas e aplicar a definicdo de Dirichlet. Pelo fato de ja ter sido trabalhado no teste

diagndstico e na introdugdo desta atividade, ndo houve uma incidéncia de erros continuos.

A segunda questdo visa verificar se o estudante apreendeu a técnica de utilizar o

teste da reta vertical para saber se o grafico de uma relagdo representa ou nio uma funcao.

Nesta questdo, € especificamente trabalhado o gréifico da relacdo f(x) =vx-1,x2>1.

A terceira questiio é andloga a anterior, sendo analisado aqui, o gréfico da relacio x* + y*
= 1. Nesta questdo, 75% dos alunos acertaram de imediato e os 25% restante erraram, mas com O

auxilio do pesquisador, conseguiram corrigir seus erros. Esta fase de intervencdo serd mostrada a

seguir.
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PROTOCOLO 18

ATIVIDADE

Utilizando o software educativo GRAGHMATICA verifique se o grifico da

equacao x2+y2=1 representa uma funcio.

Sugestdo: Trace os gréficos de x°+y’=10 e x = 2 no GRAPHMATICA.

INSERIR A RESPOSTA DA QUESTAO: Resposta: E fungio
ALUNOS: Antdnio Davi e Emerson:

Entrevista

Figura 6.45 — Grafico da relaciio x’+y’=1 tracado no GRAGHMATICA.

E: Por que vocés responderam que era funcdo?
Emerson: Porque tem uma férmula com x e y.

E: Vocé concorda Davi?

v b=

A: [O aluno passou um pequeno periodo de tempo calado].
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5. E: Irei dar uma dica! Através do computador consultem a tabela dessa funcao.

Erro
Erro
Erro
Erro

-0,866

-0,866

Figura 6.46 — Grifico e tabela da relaciio x’+y’=1 tracado no GRAGHMATICA.

6. A: [O aluno Davi tomou a iniciativa de consultar a tabela do software e verificar a
coluna da direita com a coluna da esquerda].

7. E:E ai?

8. Davi: Para o valor do zero tem duas imagens + 1 e -1.

9. E: Ok! Sdo dois valores de y que correspondem a varidvel x= 0: +1 e -1. Nesse caso
Emerson, podemos afirmar que pode ser fun¢do?

10. Emerson: Nao!

11. E: Por qué?

12. Emerson: porque um tnico elemento de 0 esta relacionado com dois elementos +1 e 1.
13. E: Mas por que agora a pouco vocés disseram que era?

14. Davi: Porque a gente ndo estava levando em conta este pedaco negativo [apontando
para a semicircunferéncia situada abaixo do eixo x].

15. E: Como assim? Estou querendo entender melhor o seu raciocinio.

16. Davi: Esta reta intercepta o circulo em dois pontos. [Apontando para a reta x= 2
tracado pelo ambiente computacional Winplot].

17. E: Nesse caso, vocé esta usando o teste da reta vertical.

18. Davi: o teste da questao 1.

Mediado pelo computador, o pesquisador sugeriu que os alunos saissem da
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representacdo grafica e fossem para a representacdo tabular. Davi, recorrendo a esta
representacdo, pode verificar que o grafico da equacio x*+y*=1 ndo era de uma funcdo. Apés
a leitura da tabela, o outro aprendiz, Emerson, percebeu que esta equagcdo ndo representava
uma fun¢do (linhas 10 a 13). Inicialmente, o conceito de funcdo para ele estava associado a
uma expressao analitica com x e y, proximo a um obstaculo epistemoldgico apontado por

Sierpinska.

ApOs esta entrevista, houve uma longa intervencao do pesquisador, esclarecendo o
teste da reta vertical e relacionando-o com a representacao tabular. Também foi discutido que
nem toda expressdo analitica com as varidveis “x” e “y” pode representar uma funcao.
Observa-se a familiaridade dos aprendizes de recorrerem a outra representacdo para vetar uma

hipétese.

A quarta questao visa familiarizar o estudante com o ambiente computacional Int.
Diagramas\ Vertical Line Test. Utilizando o menu Relation List, ele deverd escolher uma

equacdo e decidir se seu grafico representa uma funcao, recorrendo ao teste da reta vertical.

A quinta questdo é andloga a anterior. Todavia, neste contexto, o aprendiz ao
acionar o menu Sketch Tool devera desenhar algumas curvas e decidir se elas representam o

gréafico de uma funcao.

A sexta questdo visa verificar se o aluno aprendeu a técnica de utilizar o teste da
reta horizontal para saber se o grafico de uma func¢do representa ou ndo uma fun¢do um a um
(bijetora). A sétima questdo, por sua vez, tem como objetivo averiguar a competéncia do
aluno em fazer o estudo do sinal da fun¢do y=2x. Observando o grafico 6.12, nota-se 0 bom

desempenho dos alunos ao longo das questdes de nimero dois a sete.

Contudo, nota-se o crescimento da categoria acerto com intervencdo do
pesquisador e a mediacdo do computador nas quatro ultimas questdes. Para evitar repeticdes

desnecessdrias, elas serdo analisadas conjuntamente.

[IP=t]

O item “g” de cada questdo acima citada estava interligado com os itens anteriores
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[Pl

(itens “a” e “f’) e exigia dos alunos uma capacidade de reunir os invariantes percebidos
anteriormente numa conclusdo. Assim, por exemplo, na oitava questdo, eles deveriam
responder que quando uma funcio linear f(x) = ax possui um angulo de inclinagdo agudo, o

seu sinal € positivo para valores maiores do que x=0.

Muitos alunos externaram dificuldades de entender o que o enunciado da questdo
pedia e por isso deixavam em branco. Outros sabiam expressar verbalmente a conclusdo, mas
tinham defici€ncias de passar essa linguagem natural para a linguagem matematica. Assim, no
citado exemplo, uma aluna percebia a conclusdo, mas ndo conseguia escrever “y >0 para

x>07.

Alguns alunos confundiram o sinal da fun¢do com o sinal da varidvel x. Fato este
j& comentado anteriormente (vide atividade seis e principalmente os protocolos 10 e 11).
Assim, por exemplo, ao trabalhar com a fun¢do f(x) = -2x +1, duas alunas acharam que y>0

para x>%2 porque o zero ou raiz desta funcdo x=%2 € positivo.

Todavia, ainda analisando o grafico 6.12, nota-se a auséncia da categoria erro
continuo nessas questoes (questdo de nimero 8 a 11). Através da intervencdo do pesquisador
mediada pelo ambiente computacional Winplot, os alunos conseguiram depurar seus erros. A

dindmica desta interven¢do foi andloga aquelas realizadas nas atividades anteriores.

6.3.13 Segunda Avaliacdo

A segunda avaliagdo compreendeu dez questdes e tem como objetivo avaliar a
compreensdo do aluno sobre principais subconceitos de func¢des tais como o conjunto
dominio, o conjunto imagem, o estudo da variacdo do sinal de fungOes, relacdo entre as
grandezas (grandezas diretamente proporcionais, inversamente proporcionais € nem
diretamente nem inversamente). O Gréfico 6.13 mostra quantitativamente o desempenho dos

alunos por questao.



242

100

Erro_cont
mA_| P SC
A_ILP_CC

H Acimed

Grafico 6.13 — Desempenho dos alunos na Segunda Avaliacio, por questio.

A primeira questdo visa verificar o entendimento do aluno sobre o conceito de
funcdes. Analisando-a, nota-se pelo grafico acima, a auséncia da categoria erro continuo e,
além disso, observa-se o que o percentual da categoria acerto com a interven¢do do
pesquisador e a mediacdo do computador é o mesmo para a categoria acerto com a

intervencdo do pesquisador sem a media¢do do computador.

Percebeu-se, a partir das entrevistas e da andlise da atividade, que a maioria dos
alunos ndo apresentou a defini¢do formal de funcao e sim, a sua forma pessoal de interpretar o
conceito de funcdo. Nesse sentido, muitas imagens mentais foram formadas. Assim, por
exemplo, alguns alunos pensam que toda fun¢do é uma relagdo entre duas varidveis na qual

uma ¢ dependente e a outra ¢ independente e, além disso, para ser funcdo basta ter varidveis x

ey.

O protocolo a seguir mostra como o pesquisador interveio para que o aluno se

convencesse que a concepcao que ele tinha sobre funcdes era errdnea. Neste caso, a aluna tem
~ 2 2 Z ~ z

uma forte crenca que a relacdo x"+y'=1 é uma funcdo porque estd representada por uma

equagdo, obtendo resultados e se associa a uma tabela.

PROTOCOLO 19
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Questdo 1 do pés-teste

Em matematica, o que vocé acha o que é funcdo?

Cristiane

Resposta: E a forma de estabelecer niimero em uma tabela

Entrevista:

E: Voceé estd lembrado daquela definicao através dos diagramas!
A: [Siléncio].
E: Aquela defini¢ao o que € funcao?!

A: E o elemento de A que corresponde ao de B é?

1.
2
3
4
5. E:[Para a aluna basta que haja correspondéncia para ser funcao].
6. E:Isso! Voceé se lembra daquela definicdo? Como seria?

7. A:[Pausa feita pela aluna].

8. E: Voce pode dizer com suas préprias palavras!

9. A: Que um elemento de A tem que estar ... [pausa].

10. E: Continue!

11. A: A um tnico correspondente de B!

12. E: A um tnico?

13. A: Aha.

14. E: vamos analisar este diagrama. Aqui seria fun¢@o? [Neste momento, trabalhou-se
com o diagrama de uma relagdo].

15. E: Aqui seria fungdo?

16. A: Nao!

17. E: Por qué?

18. A: Nao € ndo... [fazendo um aceno que estava entendendo e percebendo mais
elementos para analisar].

19. E: Por que nao é?

20. A: Por que um elemento de A estd correspondendo a dois de B!

21. E: Vamos para o item B!

22. E: Seria fungdo?

23. A: Seria!
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24. E: Por qué?

25. A: Porque se ele ndo tiver no A fica B... O A ele ndo tenha...é... Assim... como posso
falar... porque tendo correspondente em B... assim... Sendo ligados... Vai ter um unico
elemento tanto em A como em B... Acho que € func¢do.

26. E: [Observa-se seu raciocinio confuso. A aluna ndo atentou que falta um elemento de
A que ndo tem um Unico elemento de B associado. Além disso, a sua preocupacdo maior é
saber se existia um elemento de A que tinha dois correspondentes em B. ]

27. E: Vamos Revisar! Para cada elemento de A existe um tnico elemento de B. Agora,
quando eu digo para vocé “para cada elemento de A”, o que vocé entende?

28. A: Todos de A tém que estd relacionado com um Unico elemento de B!

29. E: Nesse caso seria?

30. A: [pausa]. Nao!

31. E: Por qué?

32. A: Porque estd faltando para o quatro!

33. E: [Neste momento, foi trabalhado no Graphmadtica as representacdes grafica e tabular

da equacio x* +y* = 1

Figura 6.47 — Grafico da relaciio x*+y*=1

34. E: Este grafico representa uma funcao?
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35. A: [Siléncio. Deve-se frisar que a aluna poderia ter feito o teste da reta vertical e

verificar que este griafico ndo representa uma fung¢do. Neste momento, foi acionada a

tabela desta relacao].

-2,5|Erro Erro

-2,0 Erro Erro

-1,5 Ero Erro

-1,0 0 0

-0,5 0,866  -0,866
0 1,0 -1,0

0,5 0,866 -0,866

il

Figura 6.48 — Grifico e tabela da relacdo x*+y* = 1.

36. E: Olhando para a tabela, quais sdo as imagens do nimero 0?

37. A: Mais um e menos um.

38. E: Para responder a esta questio vocé disse que “E uma forma de estabelecer nimero
em uma tabela”. Nesse caso aqui eu estabeleci os nimeros em uma tabela! Seria fun¢do?
39. A: Seria!

40. E: [Dificuldade de passar da representacdo tabular para a representacdo por
diagramas].

41. E: Por qué?

42. A: Porque ¢ uma equacdo e iria dar um resultado e ia corresponder na tabela!

43. E: [Para ela, uma relagdo para ser funcdo tem satisfazer trés critérios: ter uma equagao,
dar um resultado e corresponder na tabela].

44. E: Faca o seguinte! Pegue esses dados na tabela e represente os dados através de
diagramas.

45. E: [A aluna fez a associac@o correta e a representacdo por diagramas também].

46. E: Seria funcao?
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47. A: Nao!

48. E: Por qué?

49. E: Porque os elementos de A tém que estar relacionados a um tnico elemento de B!
50. E: Entao isso que vocé falou sobre fungdo esta correto?

51. A: Nao!

52. E: Por qué?

53. A: Nem tudo que € tabela é funcdo viu?

54. E: O que seria fungdo?

55. A: Um unico elemento de A esta relacionado com um unico elemento de B.

A aluna viu que temos uma relagdo que relaciona x € y e uma tabela, mas nio é
uma funcgdo. Pela resposta da aluna, vemos que a concep¢do imagem da aluna sobre o
conceito de funcdo é uma maneira de trabalhar com nimeros em uma tabela. Sobre a
definicdo de func¢do, a aluna se concentra na segunda parte de defini¢do: existe um udnico
elemento de B. A sua preocupagdo maior € verificar se num diagrama ndo existe um elemento
de A que estd associado a dois elementos de B (linhas 9, 11, 23, 25 e 28). Se ndo acontecer
este caso, € suficiente para aluna classificar esta relacio como funcdo. Todavia, ao se
trabalhar com a representacdo de tabelas, mesmo sabendo que o nimero zero (0) possui duas
imagens, -1 e +1, ela entra em conflito cognitivo, afirmando que essa tabela representa uma
funcdo, tendo uma justificativa baseada no argumento de ser uma tabela conjugada a uma
equacgdo e apresentar resultados (linha 42). Apds a intervencdo do pesquisador, sugerindo uma
alternincia de representagdes, passando da tabular para a representacdo de funcdes através de
diagramas, a aprendiz comeca a perceber que nem toda tabela com nimeros pode representar

uma fun¢do. Esta imagem mental ja tinha sido encontrada por Vinner (1992).

Agora, dando continuidade a analisar o desempenho dos alunos nesta atividade,

iremos ter como foco de atencdo a segunda questao.

Essa questdo pede para o aluno citar cinco exemplos de fun¢des. A idéia maior é
verificar quais os principais prototipos criados pelos alunos ao estudar o conceito de fungao.

O gréfico 6.14 mostra quantitativamente os protdtipos concebidos pelos alunos.



247

Grafico 6.14 — Protétipos categorizados

Por intermédio do grafico acima, observa-se que o prototipo mais freqiiente foi
aquele associado a fun¢do afim. Além disso, também os alunos tiveram como modelo errdoneo

de fungdes as equacoes.

Também alguns alunos tém como modelo de funcdo as fun¢des angulares e as
funcOes geométricas. Isto aponta um engano dos alunos quanto aos subconceitos de funcgdo,
confundindo o conceito de coeficiente angular com os tipos de funcdes. Quanto ao segundo
protétipo citado, pode-se inferir que alguns alunos se enganaram, associando os tipos de

funcdo quanto a uma de suas representagdes, a geométrica (grafica).

Através da intervencdo sem o computador, foram discutidos e revisados os tipos
de funcdes com seus principais exemplos, sobretudo as func¢des do tipo afim, sobre as quais
foi enfatizada a diferenciacdo dos seus coeficientes (angular e linear). Quanto ao
esclarecimento de que nem sempre uma equagdo pode ser considerada uma funcdo, foi feito

na terceira questao.

A terceira questdo visa medir a capacidade do aluno em verificar se a equacio
5x+4=0 representa uma fun¢do. Por intermédio do gréafico acima, pode-se notar o bem
desempenho dos alunos nesta questdo, uma vez que a soma das duas primeiras categorias

(acerto imediato e acerto com a intervengdo do pesquisador e a mediagdo do computador
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resultou quase 90%.

Nota-se ainda pelo gréafico anterior que, de todas as questdes da segunda
avaliacdo, esta questdo, juntamente com as duas seguintes, foi aquela que exigiu mais a

intervencdo do pesquisador.

Através do computador, foram mostradas algumas equacdes que ndo podem ser
consideradas como representagdes algébricas de uma funcdo. Utilizando o Graphmdtica, os
alunos puderam perceber que a equacdo 5x+4=0 ndo representa uma fungdo porque para o

elemento x =-0,8 irdo existir infinitas imagens.

Grafico da equagdo 5x+4=0

Figura 6.49 — Grafico da equacio 5x+4=0.

A quarta questdo, por sua vez, exige do aprendiz a habilidade de lidar com o
grifico da fungdo afim f(x) = ax +b. Por intermédio do grafico 6.13, observa-se o 6timo
desempenho do aluno nesta questdo uma vez que o percentual de erro continuo foi nulo.
Pode-se inferir que os alunos nio sentiram muitas dificuldades nesta atividade porque este
assunto foi amplamente discutido e revisado nas atividades anteriores. Além disso, o processo

de intervengdo com o auxilio do computador foi andloga as aquelas feitas anteriormente.



249

Na quinta questdo, duas funcdes sdo trabalhadas: a fun¢do quadratica e a funcdo
constante. Para cada uma delas, o aluno deve determinar o conjunto dominio € o conjunto
imagem. Ainda analisando o gréfico 6.13, observa-se o bom desempenho dos alunos nesta
questdo uma vez que o percentual de acertos (as duas primeiras categorias) foi muito maior do

que o percentual da categoria erro continuo.

A grande maioria dos alunos que erraram inicialmente teve dificuldades de
determinar as imagens dos nimeros pertencentes ao dominio. Inicialmente, eles ndo
acreditaram que a relacdo y=4 podia ser funcdo uma vez que ndo possuia a varidvel
independente “x” para substituir. Para corroborar com este fato, observa-se a pouca
ocorréncia (vide grafico 6.14) do protétipo de funcdes do tipo constante. Esta constatacdo vai

ao encontro das pesquisas de Tall & Bakar (1992) e Fossa e Fossa (2000).

Entretanto, com o auxilio do pesquisador eles conseguiram depurar seus erros
sobre as funcdes constantes. Esta intervencdo se processou baseado nos principios de
diferenciacdo progressiva e reconciliagdo integrativa propostas por Ausubel para efetivar e

facilitar a aprendizagem significativa.

Tento isso em mente, foi revisto inicialmente que a fungio polinomial do 1° grau
¢ definida por f(x) = ax+b, onde a € o coeficiente angular e b e o coeficiente linear e seu
grafico € uma reta que intercepta o eixo vertical y no ponto (0, b). Logo apéds, o aluno se
recordou que a funcdo linear f(x) = ax é um caso particular das fungdes polinomiais do 1°

Grau. O seu grafico ¢ uma reta que passa pela origem, e seus coeficientes a e b sio,

respectivamente, ae R * e b=0.

Finalmente, ao deparar-se com a fun¢do constante f(x) = k, foi ressaltado ao aluno
que esta familia de fun¢des também € um caso particular das fun¢des polinomiais do 1- grau.
Logo em seguida, o aluno compreendeu que o seu grafico é uma reta paralela ao eixo x, e seus

coeficientes sdo, respectivamente, a= 0 e b= k.

Abaixo, segue um recorte de uma entrevista na qual Jahnser reavalia seus
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conhecimentos e consegue fazer o item “b” da quinta questao.

PROTOCOLO 20.

\['%CX—{%%’

Figura 6.50 — Resolucao da quinta questao.

Entrevista:

1. E: Que tipo de funcdo € do item b?
E: [um longo periodo calado]
E: O item b € a func¢do constante!

z

A: Ei! Quando € a fungdo constante o “a” € igual a zero?!

A T

E: Isto [Neste momento, o aluno tomando a iniciativa retornou ao item b da quinta
questdo fazendo o seguinte cédlculo: y = 0.1+4 —y=4].

6. E: Mas y = 0x+4, pois o x representa qualquer nimero, ndo s6 o 1.

7. A: Ah!!

8. E: [Neste momento, o aluno retornou ao item b da quinta questdo, calculando as
imagens dos outros nimeros do dominio utilizando a equagdo y = 0.x+4].

9. A: Nao importa o valor de x! Sempre vai ser constante!

10. E: Por que uma relagdo y = 4 que € constante é uma fungao?

11. A: Porque € y=0x +4 aparecendo a varidvel dependente e independente!

12. E: [Ao ser questionado, o aprendiz respondeu corretamente que a varidvel dependente
€ oy a independente € o x

13. E: Tente relacionar com o teste da reta vertical!

14. A: Tem que satisfazer o teste da reta vertical?
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15. E: Néo sei! Eu queria entender a sua linha de raciocinio.

16. E: No caso se eu fosse fazer o teste da reta vertical daria certo?

17. A: [Apontando para o grafico plotado no WINPLOT]. Daria sim! Pois interceptaria
em apenas um unico ponto!]

18. E: [Aqui, foi frisado que para saber se uma equagdo de uma relacdo representa uma
funcdo ndo basta identificar a varidvel dependente e independente, mas juntamente com

este critério usar o teste da reta vertical.].

Pela entrevista acima, nota-se que o aprendiz compreendeu que fun¢do constante é
um caso particular da funcdo do primeiro grau (vide solugdo e linhas 4, 5, 8 e 11 do protocolo).
Ao tentar justificar que a relagdo y = 4 era uma fungao, ele baseou a sua resposta na equagdo y =
0x+4, frisando a varidvel dependente e independente. Por sugestdo do pesquisador, o aprendiz

recorreu ao teste da reta vertical, aplicando-o corretamente.

Voltando a avaliar o desempenho dos alunos nesta atividade, a sexta questdo
visava verificar o comportamento dos alunos diante do estudo do sinal de uma funcio do
primeiro grau f(x) = ax+b. Por intermédio do grafico 6.13, nota-se o bom desempenho dos
alunos uma vez que a soma de acertos totalizou quase 90% e apenas 10% dos alunos nao
conseguiram corrigir os seus erros. A intervengdo foi feita com o computador de forma

semelhante as anteriores.

A questdo sete fazia a interdisciplinaridade com a Fisica e visava medir a
capacidade do aluno em trabalhar com as grandezas diretamente proporcionais. Voltando a
analisar o gréfico 6.13, observa-se o 6timo desempenho dos alunos nesta questao uma vez que
ndo houve a ocorréncia da categoria erro continuo o percentual de acerto imediato foi maior
do que o percentual de acerto com a intervencdo do pesquisador sem a mediagdo do
computador. Pode-se inferir que o sucesso dos alunos nesta questdo deveu-se ao fato desses
assuntos terem sido vistos com mais acuidade nas atividades anteriores (vide atividade 2 e

atividade 10).

A oitava questdo trabalha com diversos assuntos ligados a fungdo f(x) = -2x+5 e
envolve quatro itens. O primeiro item exige do estudante calcular as imagens de dois nimeros

pertencentes ao dominio. O segundo item faz o caminho inverso ao anterior: dada uma
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imagem pertencente ao contradominio, o aprendiz tem que calcular o seu valor
correspondente x. O terceiro item envolve conhecimentos sobre o zero ou raiz da questdo e o
quarto solicita o tracado do gréifico da funcdo acima. O desempenho dos alunos nesta questdo

foi semelhante a anterior, tendo um percentual de acertos quase 90%.

Nessa questdo apenas 10% dos alunos ndo conseguiram depurar os seus erros.
Eles responderam corretamente os dois primeiros itens € com a ajuda conseguiram construir o
grafico da fun¢do f(x) = -2x+5. No entanto, ficaram confusos ao trabalhar com o terceiro item.
E bom salientar que, neste momento, foi justamente onde apareceu a categoria Obstdculo

Epistemol6gico apontada por Sierpinska (1992).

A nona questdo visa verificar o comportamento dos alunos diante do estudo do
sinal da func¢do f(x) = -10x. Esta questdo nao causou dificuldades aos alunos, uma vez que as
suas principais dividas foram tiradas nas atividades anteriores, inclusive os teoremas-em-agao
falsos. Nesse sentido, observando o grifico 6.13, percebe-se a auséncia da categoria erro

continuo. Também o processo de intervengdo foi semelhante as atividades anteriores.

A décima questdo visa verificar se o aluno tem competéncia de analisar o
conjunto dominio e o conjunto imagem de um grafico da fun¢do. Observando o grafico acima,
nota-se o 6timo desempenho dos alunos uma vez que o percentual da categoria erro continuo
foi nulo e o nimero de ocorréncias da categoria acerto imediato foi igual ao da categoria

acerto com a intervengdo do pesquisador e a mediacdo do computador.

Pelo fato dos alunos ji terem visto estes assuntos com mais acuidade nas
atividades anteriores (principalmente na atividade 4), inclusive compartilhando momentos de
discussdes com o pesquisador, pode-se afirmar a auséncia de dificuldades maiores nesta

questao.
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6.4 Estratégias

Nessa secdo, estdo descritas as estratégias utilizadas pelos alunos para a resolucio
dos problemas propostos. Foram encontradas as seguintes categorias de estratégias:
enumerativa, estratégia do raciocinio inverso e cdlculo mental, as quais estdo descritas abaixo.
Em cada uma das duas primeiras, serdo apresentados exemplos de estratégias dos trabalhos
dos alunos quando resolviam a questdo 5 do Teste Diagndstico. A terceira estratégia &

exemplificada quando os alunos resolviam a oitava questao.

6.4.1 Enumerativa

No presente trabalho, estratégia enumerativa é a que envolve um raciocinio
baseado na eliminacdo. O aprendiz, diante de um desafio, procura elencar as diversas opgdes e
verificar quais aquelas que mais se adequam ao contexto da situacdo-problema. Segue abaixo

um exemplo dessa estratégia.

Questdo 5 - Usamos um gréfico de linhas quando pretendemos mostrar mudangas
nos dados, como o gréifico a seguir, que mostra a variagdo da precipitacdo pluvial em uma

semana, numa certa cidade:

i I & 3§ ¥V 3

it

Figura 2 — Resolucao da quinta questao referente ao pre-teste

Figura 6.51 — Quinta questio do teste diagndstico.
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Com base no grdfico do exemplo, responda:
a) Em que dia choveu mais? Em que dia choveu menos?
b) Em quais dias a chuva foi superior a 10cm?

c)Quanto centimetro a mais choveu na sexta-feira que no doming

PROTOCOLO 21

Entrevista:

1. E: Como foi que vocé resolveu o item “b” da quinta questao?

2. A:No dia de quarta eu vi que estava maior do que 10.

3. E: O que mais?

4. A: Quinta, quarta e sdbado!

5. E: E os outros dias, por qué ndo servem?

6. A: Domingo € 7, segunda é 10, terca é 6 e sexta é 9.

7. E: Voce teria outra maneira, outro modo de resolver esta questao?

8. A: Naio seinao!

Veja que o processo de raciocinio do aprendiz foi verificar a precipitagdo pluvial
de cada dia e comparar quais deles superavam a precipitacdo pluvial de 10 cm (linha 4 a 6). O
seu foco de pensamento é mais pontual. Ele poderia ter tracado uma reta y = 10 e perceber
quais ordenadas eram maiores do que 10 relacionando com os dias. Nesse caso, haveria
também uma inferéncia baseada na eliminag¢do, mas o processo eliminatdrio seria mais geral,

qualitativo, do que exaustivo.
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6.4.2 Estratégia do raciocinio inverso

Considera-se aqui como estratégia do raciocinio inverso, aquela estratégia baseada
na localizagdo inicial da ordenada y,, a partir da qual o aprendiz comeg¢a a comparar com as
outras ordenadas existentes com suas abscissas correspondentes. O seu objetivo € verificar
quais entre estas ordenadas satisfazem as exigéncias da situacdo-problema. Para tanto, o aluno
pode tracar uma reta y=y; e, logo em seguida, verificar quais ordenadas estdo acima desta
reta, quais estdo abaixo, e finalmente, verificar quais aquelas que pertencem a essa reta. O

protocolo a seguir exemplifica este tipo de estratégia.

PROTOCOLO 22

Entrevista:

1. E: Como foi que vocé resolveu o item a da primeira questdo?

2. A: Olhei o gréfico e olhei o que tinha mais e também olhei o que tinha menos!

3. E: Como foi que vocé fez o item c.

4. A: O que era 10 eu passei uma reta € 0 ponto que tivesse superior eu anotava e ponto

que tivesse inferior também!

6.4.3 Calculo mental

A estratégia do calculo mental € aquela na qual o aluno calcula mentalmente o
problema e explica oralmente. Dentro da categoria cédlculo mental, podem-se destacar alguns
recortes. A seguir, o aluno Jaques concebe um algoritmo para a resolucdo da questdo, mas

verifica que ndo € adequado, e ai, recorre ao cdlculo mental.
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6.9 Cinco pintores levam 40 dias para pintar uma escola. No mesmo ritmo de
trabalho, quanto tempo levariam 10 pintores para fazer o mesmo serv ico? — 20Llon D

Figura 6.52 - Tentativa do aluno de resolver o problema por grandezas diretamente proporcionais.

PROTOCOLO 23
Entrevista:

1. E: Como foi que vocé fez a oitava questao?
A: Fiz pelo 6bvio! Se 5 levaram 40 dias (10 fariam pela metade).
E: Vocé tentou armar uma regra de trés e ndo continuou! Por qué?

A: Eu vi que ndo dava certo né!

2
3
4
5. E: Como assim? Ndo dava certo?
6. A: Fiz de cabega!

7. E:Para vocé o que significa grandezas inversamente proporcionais?
8

A: [um longo periodo de tempo calado].

O aprendiz armou a regra de trés para obter a resposta, mas viu que ndo daria o
resultado 20 dias. Logo em seguida, o aprendiz lancou mao de um conceito-em-a¢do baseado
na idéia de que, aumentando o nimero de operarios (o dobro), diminui o nimero de dias (pela
metade). O protocolo a seguir ilustra a dificuldade do aluno em se lembrar de grandezas

inversamente proporcionais.

8°  Cinco pintores levam 40 dias para pintar uma escola. No mesmo ritmo de

- trabalho, quanto tempo levariam 10 pintores para fazer o mesmo servigo?

,:, U Lard.

Figura 6.53 — Resposta do aluno obtida através do calculo mental.
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PROTOCOLO 24

Entrevista:

E: Como foi que vocé fez a oitava questdao?

A: De cabeca!

E: Como assim de cabeca? Explique melhor seu raciocinio!

A: Se cinco pintores levam 40 dias para pintar uma escola, 10 levariam a metade!

E: Para vocé o que sdo grandezas inversamente proporcionais?

A: [um longo periodo calado]

E: Muito bem! Vocé estd lembrado de que no final da sexta série estudou no finalzinho do
ano dois assuntos: grandezas diretamente proporcionai e inversamente proporcionais?

A: S@o as contas feitas por regra de trés?

O aprendiz usou a estratégia do cdlculo mental. Seu raciocinio estd baseado no
conceito em acdo de que, quando aumentado o nimero de operdrios, o nimero de dias €
reduzido. Observe que os elementos da célula de defini¢do conceitual estdo insatisfatorios e a

imagem mental que ele tem dos assuntos acima referidos esté relacionado a regra de trés!

6.5 Os conceitos-em-acao

Conceitos-em-acdo e teoremas-em-acao - Na perspectiva da Teoria dos Campos
Conceituais, elaborada pelo psicélogo francés Gérard Vergnaud, um conceito para ser
compreendido deve estar inserido numa variedade de situacOes e as situacdes, por sua vez,
estdo envolvidas por uma diversidade de conceitos. Dessa forma, o estudo de conceito
envolve uma teia de conceitos e situacdes interligados. Além disso, Vergnaud postula que até
chegar a solu¢do de um problema, o professor precisa valorizar os caminhos percorridos pelo
aluno. Diante de uma situacdo-problema, os aprendizes aplicam estratégias, mobilizam
conceitos que se encontram no interior de um esquema cognitivo, chamados pelo pesquisador

francés de conceitos-em-a¢do. Esta secdo trata os quatro conceitos-em-a¢do identificados na
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pesquisa.

6.5

.1 A diferenca constante

Na fase de modelagem algébrica’®, trabalhando com as funcdes do primeiro grau,

os alunos, ao preencherem a tabela, podem perceber que os nimeros que ficam a direita da

tabela — coluna que consta os valores da varidvel dependente — apresentam uma diferenca

constante numa seqiiéncia gerada a partir de uma funcdo linear. O protocolo abaixo ilustra

esse conceito-em-a¢do lancado pelos alunos.

2 Considere a tabela abaixo gue relaciona o numero de litros de gasolina

comprados e o prego a pagar por eles (em agosto de 2003).

Numero de litros comprados Prego a pagar
1 RS$ 1.5
= NHhsS.

= RS 3.0 > Ui
3 RS 4.5 > =" so
a > o= <0
40 RS$ 60,00

a) Quanto pagarei por 5 litros? —

?baq“-—‘-\ Ny = o=yl S\ idrvioy. . C
b) Quanto pagarei por 7 litros’/
FPo o es A o5 omrn 2 A o e
<) O prego a pagar ao posto de gasolina € funcdo dos litros colocados no tangque?

. .Por que?
ol T R e o~ S N\ X vl
AN el U e —
D Quanto pagarei por x litros de gasolina?
= M, e

=c\occ. oS S e vve |

e) Quantos litros coloquei no tanque sabendo que paguei R$ 30 reais?

o =X = L = A= o
Q( L) o - R = —e————
*~ >0 a AR S = o
i = -
Cio\bq\\e N e N\ e ~ \—u\‘—\chu‘a,
Figura 28 — Resolucao da dupla Bruna e Emerson sobre questoes

relativas a nogao intuitiva de funcgdes

Figura 6.54 — Resolucdo da dupla Bruna e Emerson sobre questoes relativos a nocao intuitiva de funcoes.

PROTOCOLO 25

Entrevista:

1. Emerson: quanto pagarei por 5 litros?
2. Bruna: quatro, seis, sete € meio.

3. E: [Observe que a aluna ndo usou a férmula y = 1,5x; a resposta foi calculada com o

56 N e . ~
Meira (1997) define modelagem algébrica como o processo de criar equagdes para representar e estudar
fendmenos (fisicos, sociais, econ0micos etc.).
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seguinte célculo: 6+1,5=7.5.]

4. Emerson: Quanto pagarei por 5 litros? [O aluno repete a pergunta como se tivesse
tentando entender a resposta da colega].

5. Bruna: sete e meio! Quatro e meio com mais um e meio seis. Com mais um e meio

sete € meio.

Pela entrevista acima, constata-se que utilizaram um conceito-em-a¢do relativo a
defini¢do de uma P.A. (Progressdo aritmética). De fato, observando a tabela, a dupla percebeu

uma diferencga constante de uma seqiiéncia gerada a partir de uma func¢ao linear.

Como se pode perceber, essa seqiiéncia é uma progressao aritmética (P.A) de
razdo 1,5. Para calcular a quantia correspondente a 5 litros, a dupla fez o seguinte célculo:
6+1,5 = 7,5(vide linha 1 a 5 do protocolo). Tem-se, entdo, um conceito-em-acao do assunto

Progressdao Aritmética:

a, =a,, +r

as=a,+1,5

O aluno Janailson também utilizou este teorema para resolver uma situacao-

problema contextualizada de Fisica.

Questao 4

Um carro realiza um movimento uniforme (MU). O espaco (posi¢do em que o carro se encontra
no percurso) varia com o tempo, segundo a fungio hordria s=sy+vt, na qual s, indica a posi¢do do
automével no instante t = 0 e v, a velocidade desenvolvida por ele. Sabendo-se que s = 20, quando t
=0, e que s = 28, quando t = 1, responda:

a) Qual é o valor de s,?

b) Qual € o valor de v?

¢) Qual é o valor des, quando t="7?

d) Qual é o valor de t, quando s = 527

Figura 6.55 -Resposta do aluno Janailson sobre a quarta.

PROTOCOLO 26
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Entrevista:

1. E: Janailson, Eu gostaria de entender como foi que vocé€ pensou para responder o item
“c”. Como foi que vocé encontrou o resultado s=76?

2. A: Pela tabela!

3. E: Como foi que vocé fez a tabela?

4. A:0nao é20?

5. E: Sim! Quando o tempo € igual a zero o espaco € vinte. E o que mais?

6. A: 1 corresponde a 28

7. E: Ok! Quando o tempo € igual a 1 o espacgo € 28. Como foi que vocé descobriu que a
velocidade era 8m/s?

8. A: Diminui 20 de 28.

9. E Por qué? Em que vocé se baseou?

10. A: O inicio da folha.

11. [O aluno apontou a introducdo do texto].

12. E: Ok! Vocé se baseou pelo texto que estava no inicio da tarefa. Mas como vocé
descobriu que a velocidade era 8 m/s?

13. A: Na tabela [apontando para a segunda coluna da introduc¢do] vi que anda de dois em
dois! E a velocidade € 2.

14. E: OK! A func¢do hordria da tabela é s = 5+2t e vocé observou que a velocidade é 2. E
aqui, nesta questao?

15. A: Anda de 8 em 8!

16. E: Entendi! Af vocé foi completando a tabela.

Para responder o item c, o aprendiz lancou mdo do conceito-em-acdo relativo a PA cuja

razdo € 8. Nesse caso, o seu raciocinio implicito foi:
A7 = a¢ +1, ou seja, a7 = 68+8=76.

Através dos organizadores prévios, os aprendizes podem lancar mado de
importantes conceitos-em-acao. Nesse caso, o aluno releu o texto e notou que, para calcular a
velocidade a cada 1 segundo, bastava diminuir dois espacos consecutivos (linhas 8). Nessa

ordem de idéias, o aluno foi completando a tabela e respondendo corretamente os itens da
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questdo. Observe também que, em nenhum momento, utilizou seus conhecimentos fisicos

(férmula da velocidade média).

6.5.2 O raciocinio algébrico para determinar o sinal do coeficiente “a” de uma

fun¢do afim

Neste conceito em acdo, diante de um grafico de uma reta, o aluno substitui

pontos na lei algébrica f(x) = ax+b para determinar o sinal do coeficiente “a”.

Quarta questdo

4.) Qual € o sinal do coeficiente a da fungdo y = ax +b representada pelo gréfico ilustrado abaixo?

T ——

Anténio Davi

Resposta: Serd negativo.

0=1,5"+3
1,5%=-3
-3
a=——a=-2
1,5

Figura 6.56— Resolucio da quarta questiao
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O aprendiz sabe que o grafico da funcdo € do primeiro grau (f(x) = ax+b) e que o
coeficiente linear “b” € igual a 3. Veja que tem a nocdo geométrica do zero ou raiz da funcdo
porque substituiu a varidvel x por 1,5 e a varidvel y por zero. Assim, o aprendiz utilizou o

instrumental da Algebra para saber o sinal do coeficiente “a”.

PROTOCOLO 27

Entrevista:

1. E: Davi, vocé acertou! Como foi que vocé fez aqui!

2. A: Eu observei o grafico onde o gréfico interceptava o eixo x seria x e onde
interceptou o eixo y seria o b! E af eu substituo. Af achei o “a”.

3. E por que voce igualou a varidvel dependente y igual a zero?

4. A: Porque toda vida que toca no x, o y é zero.

5. E: Mas se vocé ndo usasse esse raciocinio, por que essa reta teria o valor do
coeficiente “a” negativo?

6. A:Porque é uma fungdo decrescente!

7. E: Veja! Em termos de angulo de inclinagdo!

8. A: AH! Porque o angulo formado € obtuso!

9. E: Continue o seu raciociniol

10. A: E a reta tem um angulo obtuso o a é negativo!

Observa-se que o aluno interliga a interpretacdo geométrica com a interpretacao
algébrica do zero ou raiz da funcdo (linhas 2 a 4), tendo uma compreensdo relacional da

questdo ora em analise.
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6.5.3 Conceitos-em-acdo relativos a transformacao linear

O aprendiz lanca mao de conceitos-em-acdo baseados na defini¢do e propriedades

da funcdo linear f(x) = ax, a#0.

Sétima questio
A tabela mostra a distancia d percorrida por um carro que viaja a uma constante de 75 km/h durante
t horas.

a) Se t=6h, quanto vale d?

T (h) d (km
1 75

2 150

3 225

4 300
Djones

Figura 6.57- Resolucio da sétima questao da segunda avaliacio

PROTOCOLO 28

Entrevista:

E: Se t= 6 h, quanto vale d?
A: 450 km.
E: Como foi que chegou a esse resultado?

A:4¢300e2¢ 150 .[pensando] 2 horas a mais ia ser mais 150. Total: 450 Km

A Unica funcdo do primeiro grau que é uma T.L. é a funcdo linear. De fato,

f(ka;)=a(ka;)=k(aa;)=kf(a;) e f(a;+bi)=a(a;+b;)=aa;+ab;=f(a;)+f(b;).

Observa-se que o aprendiz evocou um teorema-em-ac¢do. Com efeito, como f(4) =

300 e f(2) = 150 entdo: {(6) =300+150=450 e f(6)=f(4+2)=1(4)+£(2).
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6.5.4 Conceitos-em-ag¢do relativos ao gréafico da funcdo do primeiro grau f(x) =

ax+b

Na resolucdo das atividades relativas aos graficos das fungdes do primeiro grau f(x) =
ax+b, muitos conceitos-em-a¢do foram concebidos pelos alunos. Esta categoria de conceitos-
em-acdo estd dividida em trés itens: conceitos-em-acdo relativos a distancia da reta ao eixo

(1))

vertical “y”, conceitos-em-acdo relativos a funcdo y=x+b e propriedades do gréfico da funcdo

f(x) = ax+b com o coeficiente b fixo, os quais estdo descritos abaixo.

[y

6.5.4.1 Conceitos-em-ag¢do relativos a distancia da reta ao eixo vertical “y”.

O aluno percebe que numa familia de retas y = ax+b, fixado o coeficiente linear
[137%k] A . . ~ . ~ . .
b”, e aumentando o angulo de inclinagdo agudo, mais as retas vao se aproximando do eixo

vertical y.

Questdo 4 da atividade 7
4. Utilizando o WINPLOT, trace o grafico das seguintes funcdes:
a) y=0.5x-1b) y=1x-1 c)y=1.5x-1 d) y=2x-1

CRISTIANE

Resposta: As retas estdo proximas ao €ixo x e tocam o mesmo ponto (-1.0).

Figura 6.58— Resolucio da quarta questao da sétima atividade

PROTOCOLO 29

Entrevista:

1. E: As retas se interceptam no ponto cuja ordenada € y = -1. O eixo vertical € o eixo y.
O eixo horizontal € o eixo x. Vocé disse que as retas estdo proximas do eixo x?

2. A: E ndo! Do eixo vertical.

3. E: Vocé estd notando mais alguma coisa?

4. A: O que?
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5. E: N6s ja discutimos isso! Na equacdo y = ax+b, o valor de a € o coeficiente angular; e
o valor de b é o coeficiente linear. Olhando para os coeficientes angulares dessa reta, o
que voce estd percebendo?

6. A: Nao seindo!

7. E: Vou dar uma dica! Olhe para os coeficientes angulares e a posi¢cdo da reta.

8. E: [Neste momento foi trabalhado novamente o Winplot objetivando explorar mais o

comando “familia”. Em seguida, foram visualizadas vérias familias de retas y=ax-1].

Figura 6.59 - Familia de retas y=ax-1 (quatro retas).

1= semnome wp2

Equacdo Ver Mouss Um  Dois  Anim  Outros

‘s Iniclar = & o Mic. . 2 T = B #% HP Deskis!

Figura 6.60 - Familia de retas y=ax-1 (dez retas).
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74 Iniciar

Figura 6.61 - Familia de retas y=ax-1 (20 retas)

familia [v = ax-17]

paramekro IE [ & ... 0]

mininna |O.50000
ma=ino | 2. 00000

pass0s I 10

I olhar retraso IEI:I

definir | desdefinir |

Figura 6.62 — Comando do Winplot para tracar a familia de retas y = ax-1.

9. E: Vou dd uma dica! Olhe para os coeficientes angulares e a posi¢do da reta.
10. A: H4! Estd aumentando!

11. E: O que estd aumentando?
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12. A: 05,1, 1.5, 2.

13. E: Ok! Estd aumentando os coeficientes angulares! E o que estd acontecendo mais?

14. A: As retas estdo proximas do eixo vertical.

15. E: E o que mais?

16. A: O b é igual.

17. E: OK! Tem o mesmo coeficiente linear.

18. E: Vamos recapitular. O que vocé notou? Diga as coisas que vocé notou.

19. A: As retas estdo proximas ao eixo verticall Mesmo b e os valores de a vdo

aumentando.

Por intermédio da entrevista acima, percebe-se que a aluna se enganou. Veja que

quis dizer que estdo proximas do eixo vertical “y” (linhas 1 e 2).

Ao utilizar o comando “Inventdrio/Familia” do Winplot, foram plotados vérios
graficos da familia de retas y=ax-1, cuja variagdo do parametro foi de 0,5 a 2. Inicialmente, a
aluna Cristiane colocou o nimero de passos 5, em seguida alterou para 10 e finalmente para
20. Com isto, pdde visualizar seguidas simulagdes de retas na tela do computador (vide
figuras 6.58 a 6.61). A partir dessas simulagdes, ela pode perceber que essas retas se

interceptavam no coeficiente linear -1 e se aproximavam do eixo vertical

Diante desse quadro, houve um processo de negociagdo entre o pesquisador e a
aluna, quando aquele incentivou que ela comecasse a fazer uma associacdo entre oOs

coeficientes angulares com os seus respectivos graficos.

Neste processo dinamico, ela comecou a conceber um conceito-em-a¢do (linhas 8,
10 e 12), a saber: “fixado o coeficiente linear b, quanto maior o coeficiente angular, mais as
retas vdo se aproximando do eixo vertical y”. De fato, fixado o coeficiente linear “b”, quanto
maior o angulo de inclinagdo, maior o coeficiente angular. Consequentemente, as retas “dao

uma impressao” que estdo se aproximando do eixo vertical y.

Aqui, o ambiente computacional Winplot ajudou na aprendizagem sendo capaz de

realizar rapidamente o tragado de gréficos. Através deles, a aluna se concentrou mais em
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perceber propriedades do que fazer técnicas rotineiras de construcdo de gréficos.

z

Este conceito-em-a¢do evocado pela aluna € relacionado a conteidos da
Geometria Analitica, particularmente distancia entre dois pontos. De fato, sejam duas retas

mostradas no gréfico a seguir.

1

tm sSemnome’1 . wp2

Arquivo  Equacdo Wer Btns Um  Dois  Anim  Misc

Iniciar : <pl... studs 0 I8 yinplot 00 "k el

Figura 6.63 — Duas retas que se interceptam na mesma ordenada e tém diferentes raizes.

Inicialmente note que se b <0 = -b > 0. Dessa forma temos,

az>al:>i<i:>—£<—£:>—£<—E = OB<OA
a & a, a; a, a,
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6.5.4.2 Conceitos-em-acao relativos a funcdo y=x+b

O aprendiz ao explorar a familia de retas y = x+b, descobre um invariante, a saber,
quando o coeficiente linear “b” for positivo, o zero ou raiz da fun¢ido y = x+b é negativo; por

outro lado, quando “b” for negativo, o zero ou raiz da fungdo € positivo.

Questio sete
7. Com o auxilio do Winplot trace o grafico da funcioy=x+b
7.1 Qual é o valor do coeficiente angular “a”?
7.2 Faca o grafico da funcdo com b = 0.
7.3 Obtenha o grafico da funcdo para diferentes valores de “b”.
7.4 Qual o significado do coeficiente "b" nos graficos obtidos? Associe o valor do
coeficiente ao grafico correspondente.
7.5 Descreva os graficos das fung¢des em termos de movimentos aplicados ao grafico de y =

X.

EMERSON E DAVI
2.11.

2.2 Ok!

2.3 Ok!

2.4 Quando o B for positivo o x vai ser negativo
Quando o B for negativo o x vai ser positivo.

2.5

a)

Porcentagem: 100%.

Figura 6.64 - Conceitos-em-acao relativos a funcoes afim y = x+b.

Entrevista:

[No Winplot, foram tragados os grafico y=x-1, y=x-2, y=x-3, y=x+1, y=x+2 e y=x+3].
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Y& fniciar

Figura 6.65 - Familia de retas y=a-+b.

PROTOCOLO 30

Entrevista:

1. E: Eu gostaria de entender o raciocinio de vocés. No item “2.4” vocés responderam
que “quando o b for positivo o x vai ser negativo”, o que significa esse x?

2. Davi: E essa abscissa aqui [apontando para a equacio y=x+1 e a abscissa x=-1].

3. E: Emerson, vocés disseram que quando o b for negativo o x vai ser positivo, que x é
esse?

4. Emerson: Esse x aqui [Apontado para a reta y=x-1 e a abscissa x=1].

5. E: Muito bem! Quando o coeficiente linear “b” for positivo a reta intercepta o eixo
horizontal no ponto cuja abscissa x é negativa e quando o coeficiente linear “b” for
negativo a reta intercepta o eixo horizontal cuja abscissa € positiva. Esta abscissa significa
0 qué?

6. Davi: O encontro da reta com o X.

7. E: Vocé concorda Emerson?

8. Emerson: Aha.

9. E: Por qué?

10. Emerson: E o ponto de cruzamento.

11. E: Emerson, nesse ponto de cruzamento, a abscissa € o ponto x=-1 e qual vai ser a
ordenada?

12. [O aprendiz manteve-se calado por um pequeno periodo de tempo].
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13. E: Voce pode falar Davi.

14. Davi: O zero.

15. E: Ok! Geometricamente, a reta y=x+1 intercepta o eixo horizontal x na abscissa x=-1
e a ordenada € quanto?

16. Davi: zero.

17. E: Mas algebricamente, o que significa o valor x=-1? N6s ja estudamos isso!
18. [A dupla manteve-se calada por um pequeno periodo de tempo].

19. E: Vou da uma dica! Substitua o x=-1 na equagdo y=x+1.

20. [Davi substituiu x=-1 na equagdo y=x+1 encontrando y=0]

21. E: Muito bem! Qual o significa algébrico de x=-1

22. Davi: A raiz da funcao?

23. E: Ok! A abscissa x=-1 significa o zero ou a raiz da fungdo y=x-1.

Através do computador, os alunos perceberam que, numa familia de retas y=x+b,
existe uma associacdo com o sinal do coeficiente linear “b” com a abscissa do ponto de
intersecdo dessas retas com o eixo horizontal. Mas, em suas respostas, nao explicitaram quem
era esta abscissa. Neste sentido, através da interveng¢do do pesquisador, desencadeou-se um
processo investigativo com iniciacdo baseada nestas respostas, até a percep¢do de que esta

abscissa € o zero ou raiz da funcao.

Deve-ressaltar que o professor interferiu na zona de desenvolvimento proximal
. . .~ . . . 57
dos alunos, fazendo-os associar o novo conhecimento (descricdo feita mais acima™’) ao

conhecimento prévio (o zero ou raiz da fungdo).

Além disso, os aprendizes lancaram mao de um importante teorema-em-acao
sobre as retas y=x+b (vide protocolo acima): quando b for positivo, o zero ou raiz da fungdo

y=x+b € negativo; por outro lado, quando b for negativo, o zero ou raiz da funcao € positivo.

. . ~ . b .
Com efeito, o zero ou raiz da fun¢do y=ax+b € X e 0= -—; mas a=1 e b>0. Assim
a

>7 Os invariantes percebidos inicialmente pelos aprendizes: “quando o B for positivo o x vai ser negativo” etc.
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b : . . . .
tem-se que Xyero= 1T —b .<0. Por conseguinte, a reta intercepta o eixo x na abscissa negativa

x=-b.

Por outro lado, quando b<0, a reta interceptard o eixo x na abscissa positiva x=-b.
6.5.4.3 Propriedades do grafico da fun¢do f(x) = ax+b com o coeficiente b fixo

Concebendo este conceito em agdo, o aluno descobre invariantes relativos a

familia de retas y=ax+b, onde o coeficiente angular “a” varia e o coeficiente “b” € fixo.

4.)Qual € o sinal do coeficiente a da funcdo y = ax +b representada pelo grafico

ilustrado abaixo?

P bmin] | ot - Bt | —m £ [ e F ]

DIOMES: Fesposta: O sinal do cosficdente € positivo

Figura 6.66 — Resolucao da quarta questao da segunda avaliacao
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nes_30_08_1.wp2
Arquive EquagSo Ver Mouse Um Dois  Anim  Outros

. sem I'IDI'I'IE.WPZ

Arquivo  EquagBo Yer Mouse Um Dois  Anim  Outros

J Iniciar -3 &

Figura 6.68 - Familia de retas y=ax+2 com variacao do “a” de -5 a -1

Entrevista:

Neste momento, Djones, utilizando o comando “familia” do ambiente

computacional Winplot, faz varias simulacdes com a familia de retas y=ax+2. Esse
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procedimento € dividido em dois momentos. No primeiro momento, ele varia o pardmetro “a”
de 1 a 5 (vide figura 6.66). No segundo momento, por sua vez, varia o parametro “a” de -5 a -

1 (vide figura 6.67).
PROTOCOLO 31
Entrevista:

1. E: Qual ¢ a diferenca dessa familia para outra?

2. A: Quando “a” é negativo vai interceptar pela direita! Quando a € positivo vai
interceptar pela esquerda!

3. E:E ai a sua resposta estd correta ou errada?

4. A: Errada, o a é negativo.

Sabe-se que o zero ou raiz real da funcdo y=ax+b é x :—E. De fato, se y=0
a

b . ~ . .
temos O=ax+b = x =——. Para o conceito-em-a¢do lancado pelo aluno analisa-se dois casos.
a

Primeiro caso: Quando a>0 e b>0.

Sea>0eb>0=2>0=x=-2<0.

Assim, quando o zero ou raiz da funcdo afim é negativo e o valor do coeficiente

z

linear “b” € positivo, a reta intercepta, respectivamente, no eixo horizontal x em uma abscissa

negativa e eixo vertical y em uma ordenada positiva, “interceptando pela esquerda”.

Segundo caso: Quando a<0 e b>0.

Sea<0eb>0=2<0=x=-2>0.
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Assim, quando o zero ou raiz da fungdo € positivo e o valor do coeficiente linear
“b” € positivo, a reta intercepta, respectivamente, o eixo horizontal “x” numa abscissa positiva
e eixo vertical y numa ordenada positiva, “interceptando pela direita”. Portanto, o conceito-
em-acdo langcado pelo aluno esta correto para b>0. Para o caso do coeficiente “b” negativo, a

andlise € andloga e foi feita e discutida com os alunos.

Segunda Avaliacao

70
60 -
50
40 -
30
20

10 -
) [ ] [ ]
CeC_1 CeC 2 CeC_3 CeC 4

Conceitos em acao

Percentual

Grafico 6.15 — Conceitos-em-acio concebidos pelos alunos

Por intermédio desse gréfico, observa-se que um dos conceitos-em-a¢ao menos
utilizados foi aquele denominado “o raciocinio algébrico para determinar o sinal do
coeficiente “a” de uma funcdo afim” (CeC_2) uma vez que se baseia num esquema de
raciocinio bastante sofisticado. De fato, ao invés de o aprendiz determinar o sinal do
coeficiente através do crescimento e decrescimento da funcdo ou analisar através do angulo de
inclinacdo e, por conseguinte pelo coeficiente angular, ele substitui um ponto conhecido (xj,
X2) na fungdo f(x) = ax+b e determina o sinal do coeficiente “a”. Este conceito-em-a¢do deve
ser incentivado pelo professor em praticas pedagdgicas destinados ao estudo do conceito de

funcdes e Geometria Analitica.

Os conceitos-em-acdo mais utilizados foram aqueles relacionados ao grafico da
funcdo do primeiro grau f(x) = ax+b (CeC-1). Mas muitas dentre estas estratégias estdo

parcialmente corretas, uma vez que o aluno se fixa muito nos pontos de intersecdo do gréfico
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da fun¢do com os eixos horizontal e vertical e a partir dai comeca a fazer inferéncias. Isto ja

tinha sido percebido nos estudos de Ferreira (1998).

J4 o aparecimento do conceito-em-a¢do baseado nas transformacdes lineares
(CeC_4) ¢ interessante, pois poderd ser trabalhados com os alunos ja no primeiro ano do
Ensino Médio. Deve-se salientar que esta abordagem deve ser trabalhada inicialmente a nivel
intuitivo e depois a nivel formal com uma abordagem condizente ao nivel de estrutura

cognitiva do aluno.

J4 o conceito em acdo baseado nas diferengas constante (CeC3) € uma indicacio
de que ao se trabalhar com as multiplas representagdes, o ensino podera ter bons resultados
propiciando aos alunos um ambiente rico de investigacdes. Além disso, o conteudo de
progressdo aritmética pode ser trabalhada concomitantemente com o estudo de fungdes. De
fato, uma progressao aritmética € uma seqiiéncia que pode ser enquadrada como uma funcao

cujo o dominio é o conjunto dos nimeros naturais..
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7. CONSIDERA COES FINAIS

O conceito de fungdo causa empecilhos na compreensdo do aluno. De fato, ele
tem dificuldade em entender varidvel, ficando muito preso ao conceito de incdgnita, visto
com maior profundidade a partir da sétima série. No préprio conceito de funcao, por sua vez,
trabalha-se com outros conceitos subjacentes, a saber, conjunto dominio, conjunto imagem,
conjunto contradominio, relagdo, par ordenado, dentre outros. Dessa maneira, o aprendiz se
sente inseguro de fazer a interligacdo entre esses conceitos e de conectar as principais

representacdes de fungdes (SIERPINSKA, 1992; VINNER, 1992; REGO, 2000).

O objeto matemdtico fun¢do pode ser apresentado aos alunos sob diversas
abordagens. Uma delas € a abordagem dada pelo grupo de matemaéticos franceses denominado
Bourbarki, em 1939, que define este conceito através de pares ordenados. Mas, também, o
conceito de funcdo pode ser visto como um tipo especial de correspondéncia entre dois
conjuntos, dada pelo matemdatico Dirichlet em 1837 (SIERPINSKA, 1992; ZUFFI, 2001;
BRAGA, 2006). Muitos pesquisadores apontam que a definicdo bourbarkiana € abstrata,

principalmente numa abordagem inicial. Como alternativa, e por ser mais intuitivo, o conceito

de funcdo poderia ser introduzido através daquela preconizada por Dirichlet.

Em nossa pesquisa, ao utilizar a abordagem de Dirichlet numa fase inicial, o aluno
teve dificuldades de conectar as duas estruturas dessa definicio. Em alguns momentos, ao
fazer a relagcdo entre os dois conjuntos A e B, o aprendiz se concentrava mais na primeira
estrutura da definicdo (para cada elemento de A), esquecendo-se ou ndo atentando para a
segunda e, em outros momentos, concentrava-se mais na segunda estrutura (associando um
unico elemento de B), ndo se lembrando da primeira. Este resultado traz importantes
implicagdes para o ensino-aprendizagem do conceito de func@o. Com efeito, diante dessa
informacao, o professor, em sala de aula, deve detectar essas deficiéncias de compreensdo nos
alunos e procurar meios para superd-las. No caso especifico desta pesquisa, o pesquisador-
professor fez a intervencdo sem a mediagdo do computador. Através de questionamentos,
sempre voltando para a defini¢do, o aprendiz era incentivado a lembrar, perceber e interligar

as duas estruturas interconectadas desse conceito.
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Muitas pesquisas apontam que o computador auxilia a aprendizagem do conceito
de fun¢des (FERREIRA, 1998; REGO, 2000; CASTRO-FILHO, 2001). Primeiramente,
através de seu impacto visual, o aluno se sente mais motivado ao resolver uma determinada
situacdo-problema com sua mediacdo. Por outro lado, utilizando os seus comandos,
rapidamente podem ser tragados varios gréaficos com suas tabelas correspondentes, evitando
célculos algébricos cansativos e desnecessdrios. Em segundo lugar, ao trabalhar com as
multiplas representacdes oferecidas pelo software educacional, o aprendiz tem mais
possibilidades de produzir significados aos contetidos ligados ao conceito de fun¢do, uma vez
que ele pode interligar essas representagdes, ampliando o seu repertério de compreensao

(BORBA, 1999; BARRETO; CASTRO FILHO, 2008).

Nesta pesquisa, houve muitos casos em que o aluno se familiarizou com uma
determinada representacdo, mas foi orientado pelo pesquisador-professor a recorrer a outra
para vetar uma hipdtese. Assim, por exemplo, houve momentos, no decorrer deste estudo, em
que o estudante, trabalhando com a representacdo algébrica de uma relagdo, achava que a

equacdo x*+y’=1 era uma funcio.

Através da sugestido do pesquisador, foi sugerido que os alunos trabalhassem com
as outras duas representacdes de funcdo, a saber, a gréfica e a tabular. Com essa ultima
representacio, surgiram novos questionamentos que recairam no dominio da relacdo e a
conclusdo de que esta ndo representava uma funcdo. Comparando essas trés representagoes,
observou-se uma melhor familiaridade do aluno com a representacdo tabular. Ao trabalhar
com ela, o aluno vetou a hipdtese de que esta relacdo representava uma fungdo. Esses dados
sdo coerentes com a afirmacdo de Borba e Penteado (2001, p. 30) de que “ndo devemos
privilegiar um tipo de representacdo de fungdes, mas trabalhar com varias delas”. No presente

caso, trabalhamos as representacdes algébrica, gréfica e tabular.

Na secdo 2.2, foi realizada uma breve explanacdo cronolégica da formalizacdo de
funcdo. A definicdo que em tempos atuais conhecemos e divulgamos em nossa pratica
docente ndo foi concebida de uma hora para outra, em um momento dnico e isolado. Em
1718, Bernoulli considerou fun¢do como uma expressdao formada de uma varidvel e algumas

constantes. Nessa época, a defini¢cdo de fungdo era uma conjectura puramente abstrata voltada
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para o campo conceitual da Matemitica e “demonstrava um certo encantamento pela Algebra
onde funcdo é dada como uma expressdo algébrica” (ZUFFI, 2001, p.12). De forma
semelhante, os alunos também sentem um certo enlevo pela Algebra, tendo grande convicgio
na forca das operagdes formais usadas em expressdes algébricas. Para eles, somente relagdes
descritas como formulas analiticas merecem ser denominadas de func¢des. Dessa forma, na
pesquisa, foram encontrados alunos que associaram o conceito de funcdo a uma expressao

analitica com x e y, enquadrando-se num obstdculo epistemolédgico.

Levando em conta essas consideracdes, na fase inicial da construcdo do conceito
de funcdes, ndo se devem restringir funcdes a forma analitica ou algébrica uma vez que se
pode constituir num obstdculo a aprendizagem do conceito de fungdo. Nesse sentido, na
proposta pedagdgica desta pesquisa, propos-se aos alunos atividades em que eles puderam ter
oportunidades de se familiarizar com tabelas e graficos que reconhecidamente sio de

fundamental importancia para a formagao do conceito.

Segundo Sierpinska (1992), muitos alunos ndo fazem a discriminagdo entre
varidveis dependentes e independentes quando estdo diante de uma férmula de funcdo,
representadas por letras como x ou y. E um obsticulo epistemolégico a construcio do
conceito de fungdo uma vez que a ordem das varidveis € vista como irrelevante. Ha uma forte
conviccdo de que quando uma féormula de funcdo é dada, em que aparece x e f(x), deve-se
substituir o valor da varidvel independente “x”’pelo nimero dado. Aqui, a ordem das varidveis
ndo tem importancia. A fixacdo do aluno no raciocinio puramente algoritmico de que na
férmula sempre deve ser encontrado o valor da varidvel dependente f(x) = y é de tal forma
determinante, que nao consegue perceber que a varidvel que estd sendo procurada € a varidvel
independente “x”. Para Sierpinska (1992), uma condi¢do necessdria para a aprendizagem do
conceito de funcdes consiste na discriminagdo entre as varidveis dependentes e independentes.
No presente estudo, foi identificado esse obstdculo. Contudo, através da intervencdo do
pesquisador-professor, os alunos foram orientados a utilizar o ambiente computacional

Graphmdtica. Mediados por esta ferramenta, conseguiram identificar e transpor esse

obstéculo a compreensdo do conceito de fungao.

Muitas pesquisas (TALL & BAKAR, 1992; FOSSA; FOSSA, 2000; LIMA, 2008)

apontam que o aprendiz tem dificuldade de lidar com a representacio algébrica das fungdes
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constantes. Para eles, relagdes do tipo y = k ndo podem ser vistas como fungdes uma vez que
ndo existe ou ndo aparece a varidvel x para substituir. Eles ndo consideram esses tipos de
relagdes como funcdes porque ndo conseguem visualizar uma dependéncia causal entre as
varidveis (relacdo entre a varidvel dependente e independente). Lima (2008), em uma
pesquisa recente com estudantes licenciandos em Matematica, conclui que eles tiveram
dificuldades de ressignificar o conceito de func¢des, sobretudo em relacdo a fungdo constante.
No decorrer desta pesquisa, foram constatadas essas dificuldades, verdadeiros obstdculos a
compreensdo do conceito de fungcdo. Todavia, com a intervencdo do pesquisador, os alunos

conseguiram transpor essas barreiras.

A intervencdo foi desencadeada tendo como referéncia os principios de
diferenciacdo progressiva e reconciliacdo integrativa propostos por Ausubel (AUSUBEL
NOVAK; HANESIAN, 1980) para efetivar e facilitar a aprendizagem significativa. Dessa
forma, a defini¢do e a relacdo causal entre as varidveis da funcdo do primeiro grau foram
apresentadas, em primeiro lugar aos estudantes com dificuldades, para, logo em seguida,
serem exibidas as funcOes lineares e constantes. Com isso, 0o pesquisador proporcionou as
relacdes entre idéias e conceitos dessas trés funcdes, fazendo com que o estudante percebesse
ou lembrasse que os das duas dltimas funcdes sdo casos particulares da primeira e que a
funcdo constante y = k pode ser escrita como y = Ox+k. Como segundo momento, as
peculiaridades dessas trés funcdes foram trabalhadas com os aprendizes, ressaltando as

propriedades relativas a cada uma.

Outra dificuldade encontrada foi aquela relacionada ao estudo da variacao do sinal
da fun¢do, principalmente as fungdes do primeiro grau do f(x) = ax+b, com a <0. Para
responder o estudo do sinal, alguns alunos desta pesquisa se basearam nao pelas imagens dos
nimeros pertencentes a vizinhanga da raiz da fungdo, mas pelo sinal do zero ou raiz da funcao
e, ainda, pelo coeficiente linear “b”. Eles estavam centrados nestes dois quadros, ou seja, a
fixacdo desses aprendizes nos pontos de interse¢do do grafico com o eixo horizontal e vertical
¢ de tal forma determinante, que eles ndo conseguem perceber as imagens dos nimeros que
estdo na vizinhanga do zero ou na raiz da funcdo do primeiro grau. Estes resultados também
foram encontrados nos estudos de Ferreira (1998). Em nosso estudo, mediado pelo ambiente
computacional Winplot, comecou-se o trabalhar com uma func¢do polinomial do terceiro grau

com trés raizes reais, fazendo com que os aprendizes se descentralizassem dos pontos de
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intersecdo do grafico com o eixo horizontal e vertical da antiga funcio (a fun¢do do primeiro
grau) e comecassem a se concentrar nas vizinhancas das raizes da nova funcio (a funcio do

terceiro grau).

Nessa dindmica, os alunos t€ém uma melhor percep¢do dessas vizinhancas e ao
focalizar a funcdo restrita a estes intervalos fazem com que vejam e compreendam melhor o
comportamento da fun¢do. Para tanto, foram utilizados os diversos recursos do ambiente
computacional Winplot com alternancias de representacdo (da gréfica para algébrica,
passando pela tabular). Além disso, através de um processo de questionamentos, foi
identificado que alguns alunos possuiam apenas uma compreensdo instrumental do zero ou
raiz da fun¢do na medida em que s tinham a no¢do de que este nimero real era a abscissa de
encontro do grafico com o eixo horizontal x. Mediada pelo Winplot, eles comecaram a
perceber ou se lembrar da interpretacdo algébrica da raiz da funcao, ou seja, o zero ou a raiz
da funcdo é o valor de x que anula a fungdo. Assim, conectando as duas concepcdes sobre este

assunto, conceberam uma compreensao relacional (SKEMP, 1989).

Para Vinner (1991, 1992), um aprendiz forma e expressa conceitos imagem e
definicdo de um conceito matemdtico. Muitas vezes, em contextos de ensino e de
aprendizagem, o professor espera que seus alunos recorram as definicdes formais, mas eles
acabam utilizando as imagens conceitual. Fazer um mapeamento das imagens conceitual dos
alunos, num processo de aquisicdo de conceitos, pode auxiliar o professor a organizar
estratégias que os levem em consideracdo, podendo facilitar, assim, a aprendizagem. Nesta
pesquisa, muitas imagens mentais conceitual foram observadas e, algumas delas, eram
errdneas, ou seja, imagens mentais que poderiam entrar em conflito com o conceito
(fendmeno de Compartimentar (VINNER, 1992). Contudo, com a media¢do, propiciada pelo
computador e através da alternincia de representacdes, o aprendiz se convencia de que esta

concepgdo estava em desacordo com a defini¢do de funcao.

Como ja foi mencionado, o conceito de funcdo € de dificil compreensao e deve-se
tomar cuidado com a sua apresentacdo. Tendo isto em mente, devem-se planejar atividades
que favorecam o enriquecimento das células das imagens do conceito, promovendo desta
forma um melhor entendimento desse importante conceito da Matematica. Giraldo (2004)

afirma que a definicdo do conceito de fun¢do deve fazer sentido ao aluno. Para tanto, deve
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haver uma imagem de conceito pré-existente, desenvolvida através do contato com uma gama
ampla e diversificada de representacdes e ambientes de aprendizagem. Os resultados desta
pesquisa indicam que a abordagem desse conceito, ao se utilizar intervencdes mediadas por
ambientes computacionais e privilegiar as multiplas representacdes, propicia ao estudante
estabelecer ligacdes significativas entre os sub-conceitos, gerando um enriquecimento das

imagens do conceito e, consequentemente, do assunto em estudo.

Numa aula tradicional de Matemdtica, o professor tem como foco a exposi¢ao de
contetddos e féormulas. O aluno € considerado como um elemento passivo na sala de aula, cuja
tarefa consiste em copiar a matéria e fazer exercicios baseados no inico modelo exposto pelo
seu mestre. Muito dessa pratica pedagdgica foi influenciada pelo Movimento da Matematica
Moderna, movimento internacional surgido na década de 1960 que enfatiza o conhecimento
da linguagem formal e o rigor na resolu¢do dos problemas. Na programacao dos contetidos,
muitas questdes com fundamentos da teoria dos conjuntos e da Algebra devem ser resolvidas
com os estudantes. Contrariamente a essa abordagem tradicional, a corrente construtivista
defende que o aluno deve ser ativo no seu processo de aprendizagem, construindo conceitos e
estratégias na resoluc@o de problemas. Além disso, para haver avangos em sua aprendizagem,
€ preciso incentivar que os alunos criem e experimentem diferentes estratégias e teoremas em

acao (VERGNAUD, 1993).

Nesta pesquisa, muitas estratégias e teoremas-em-ac¢ado utilizados pelos alunos na
resolucdo de problemas foram identificados, ajudando a entender como eles constroem o
conhecimento. Essas diferentes formas de raciocinios devem ser compreendidas e levadas em
conta pelo professor no momento em que estdo planejando as suas aulas, pois podem tornar a

sua interven¢do mais eficiente.

Durante a realizagdo da intervencdo e na fase de andlise de dados da presente
pesquisa, foram observadas as dificuldades dos alunos quanto a localizacio de pontos no
plano cartesiano e interpretacdo gréafica de uma funcdo. Essa defasagem dos alunos, em
localizarem pontos no plano cartesiano, ja tinha sido apontada por Chaves e Carvalho (2004),
quando constataram, em uma pesquisa feita com uma turma do primeiro ano do Ensino
Médio, a dificuldade de alguns alunos entenderem um ponto como par ordenado. Como os

autores salientam: “esta ‘dncora’ para a formagdo do conceito de funcdo precisa estar muito
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bem ‘atracada’ uma vez que muitos outros conceitos relativos a constru¢do do conceito de
funcdes dependem dela” (CHAVES; CARVALHO, 2004, p. 8). Todavia, apds a exploracdo
do Objeto de Aprendizagem (OA) Desafio Fungdes, como vimos na andlise estatistica, houve
um aumento significativo de desempenho dos alunos em relacdo a estes contetidos, revelando
ainda uma menor dispersdo de conhecimentos. Além disso, o OA criou um contexto para que
uma negociacdo de significados pudesse ser feita, uma ancora no entender de Chaves e

Carvalho (2004).

Uma das grandes vantagens de se ter trabalhado com o Desafio Fung¢des, ao invés
de trabalhar com situacdes convencionais de sala de aula, foi a possibilidade de o aluno
localizar pontos dinamicamente. Assim, por exemplo, ao marcar a despesa referente a0 més
de maio, o aluno manuseando o mouse, visualiza dinamicamente os meses € 0s valores
relativos as despesas, percebendo as dimensdes do espago bi-dimensional. Além disso, outro
potencial deste Objeto de Aprendizagem € inserir os alunos em uma situacao de mundo real,
na qual o aluno € um gerente de uma empresa que ird lidar com os conceitos de despesas,
receitas e lucros. Com isso, o aluno pdde construir conhecimentos, produzindo significados
aos conceitos matemdticos em relacdo a estes trés nicleos (GIMENEZ; LINS, 1997). Este
diferencial foi possivel pelo uso das situacdes presentes no OA e da negociacdo de significados

entre os alunos e o professor-pesquisador (BARRETO; CASTRO-FILHO, 2008).

Atualmente, no Ensino Médio, o estudo de fungdes € voltado essencialmente para
Algebra, ou seja, para a expressio analitica de uma funcdo. Os alunos pouco estudam as
representacdes graficas ou tabulares das funcdes matemadticas. Acreditamos que o motivo
maior de enfocar mais a representacdo simbdlica em detrimento das outras se deve a énfase no
raciocinio algoritmico, praticando a seqiiéncia técnica (algoritmo) e pratica (exercicios),
objetivando a aprovacdo no vestibular. Além disso, como argumentam Borba e Penteado
(2001, p. 29): “[...] tal destaque muitas vezes estd ligado a prépria midia utilizada. Sabemos
que ¢ dificil a geracdo de diversos graficos num ambiente em que predomina o uso de lapis e

papel e, entdo, faz sentido que ndo se dé muita énfase a esse tipo de representacdo’.

Esses autores lembram que, no final dos anos 1980 e inicio dos anos 1990, muitos
pesquisadores ja alertavam para essa perigosa tendéncia do ensino de fungdes e propunham

que as funcdes deveriam ser estudadas por representacoes multiplas. Para eles, o interessante
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ndo era s privilegiar um tipo de representacdo e, sim, diferentes representacdes para uma
mesma fungdo: a expressdo algébrica, o grafico e a tabela. Todavia, este estudo de diferentes
representacoes ndo deve ser isolado, mas de uma maneira coordenada. “Assim, conhecer
sobre funcdes passa a significar saber coordenar representacdes. Essa nova abordagem sé
ganha forca com ambientes computacionais que geram graficos vinculados a tabelas e

expressoes algébricas” (BORBA; PENTEADO, 2001, p. 30).

Nesse sentido, 0 OA Desafio Fun¢des cumpre este papel, ou seja, de conectar as
multiplas formas de representacdo de fung@o. Muitas vezes, numa aula tradicional e sem
recursos computacionais, dificilmente o professor consegue detectar as principais dificuldades
conceituais dos alunos sobre o estudo do conceito de funcdes. Por meio da realizacdo desta
pesquisa, foi possivel identificar algumas dificuldades dos alunos quando eles estavam
explorando o OA Desafio Funcdes. Assim, pode-se concluir que a utilizacdo de ferramentas
computacionais € de grande auxilio ao professor na medida em que podem ser detectados os

principais obstdculos a elaboracio conceitual.

Segundo Scheinerman (2003), o mundo da matemética pode ser dividido em
aproximadamente em dois dominios: o discreto e o continuo. Assim, como 0s nimeros
inteiros sdo o instrumento principal da Matematica Discreta, os nimeros reais estdo no cerne
da Matemadtica Continua. Durante a realizacdo da intervencdo e na fase de andlise dos dados
do presente estudo, observa-se que uma pesquisa mais detalhada sobre a compreensido do
aluno sobre o conceito de fun¢do na passagem do discreto para o continuo deve ser feita, na
medida em que, na presente pesquisa, as atividades realizadas, os softwares e OA utilizados
trabalharam o conceito de funcdo a partir da perspectiva dos nimeros inteiros. Portanto, a
perspectiva do continuo nao foi suficientemente contemplada. Neste sentido, como objeto de
futuras investigagdes, pode-se fazer um mapeamento dos obsticulos epistemolégicos a
compreensdo do conceito de continuidade j4 encontrados e outros que poderdo ser

descobertos.

Muitas pesquisas realizadas na drea da Educagdo Matematica (FELICE, 2007;
IGLIORI, 2007) apontam que o conceito de nimero real (nimeros racionais e irracionais)
causa muita dificuldade aos alunos, pois estdo subjacentes varios outros conceitos: densidade

da reta, relacdo de equivaléncia e de ordem, de infinito e de nimero irracional, dentre outros.
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Por outro lado, os professores se sentem inseguros ao tratar desses conceitos com seus alunos.

Assim, por exemplo, Igliori (2007), realizando um estudo diagndstico com 45
professores de matemadtica do ensino fundamental e médio sobre a imagem conceitual e
defini¢do da reta real, evidenciou concepcdes apresentadas pelos professores sobre nimeros
reais ndo muito diferentes das dos alunos. As informagdes foram obtidas por meio de testes

diagndsticos e realizagdo de entrevistas.

O conceito imagem de alguns professores indicava a existéncia de “vérios”,
“alguns” e “muitos nimeros reais entre dois nimeros reais dados. Além disso, alguns deles
acreditavam na existéncia de antecessor e sucessor entre os dois nimeros reais, entrando em

conflito com a compreensdo do conceito de densidade da reta real.

Continuando com sua pesquisa, agora sobre o conceito de funcdo e com oito
alunos do 2° ano de um curso de Licenciatura em Matemadtica, a autora inferiu, a partir de
dados colhidos por meios de questiondrios e entrevistas, que esses sujeitos tinham conceitos

imagem sobre graficos de fun¢des como sendo continuos.

Pesquisas futuras poderdo investigar que atividades e objetos de aprendizagens
poderiam dar suporte ao desenvolvimento de conceitos de funcdes relacionados a matematica

dos continuos.

Os resultados da presente pesquisa de doutoramento dardo suporte para propor um
padrdo de andlise para o uso de Objetos de Aprendizagem e software educativo para o ensino

de fun¢des. Que aspectos um software ou OA de fungdes deveria ter?

Um deles ja pode ser destacado. Um ambiente computacional voltado para o
estudo de fungdes deve trabalhar com as multiplas representagdes. O aprendiz, ao articula-las,
podera ter uma compreensdo relacional dos conteudos relacionados ao conceito de fungdo.
Neste sentido, o uso de Objetos de Aprendizagem deve pressupor uma ou mais situacodes-
problemas que devem ser resolvidas pelos alunos, usando uma variedade de representacdes e,

conseqiientemente, pondo em a¢do um conjunto de invariantes.
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Além disso, também baseados nas conclusdes desse estudo e tendo em mente
trabalhos e pesquisas futuras, pretende-se esbog¢ar uma proposta de formagdo continuada para
professores de Matematica, na drea de Algebra e, em particular, no estudo de funcdes, na
modalidade a distancia. O conteddo do curso abordard os seguintes tépicos: obstaculos
epistemologicos a compreensdo do conceito de funcdo, teoria dos campos conceituais,
exploracdo de software e objetos de aprendizagem que enfoquem o conceito de fungdo;
planejamento de aulas sobre o conceito de fungdo com suporte de software e objetos de

aprendizagem.

Segundo Machado (1992), o uso de Metéaforas, figuras de linguagem que
predominam na literatura e na linguagem materna, € um instrumento essencial aos que se
dedicam a Matemadtica, sobretudo ao seu ensino, podendo ser um recurso didatico poderoso
para a compreensdo de conceitos matemadticos. Para o autor, baseado em Aristételes, uma
metdfora € “[..] dar a uma coisa o nome de outra coisa, produzindo-se como que uma
transferéncia de significados, com base na analogia e na semelhanca” (MACHADO, 1992, p.

10).

Assim, por exemplo, o professor ao ensinar o conteiido equacdes podera utilizar a
metdfora da balanca utilizada em uma feira livre. Neste sentido, o aprendiz, fazendo
analogias, poderd fazer uma transferéncia de significados entre o principio de equivaléncia

com as acOes, executadas na balanca, realizadas pelo feirante.

Neste sentido, como resultados desta pesquisa e tendo em mente o relevante papel que
as metdforas podem desempenhar no exercicio da funcdo docente, pretende-se produzir um
Objeto de Aprendizagem destinado ao estudo de fungdes, utilizando a alegoria da méiquina.
Mediado por esse Objeto, o aluno imaginard uma funcdo y = f(x) como sendo uma mdquina
onde os elementos x do dominio sdo transformados nas imagens correspondentes f(x). Este
processo de transformacdo € justamente a lei de correspondéncia entre a varidvel dependente
y com a varidvel dependente x. Os assuntos tais como composi¢cdo e inversa de fungdes

estardo igualmente contemplados neste Objeto de Aprendizagem.
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Finalmente, durante o processo interventivo e na andlise dos dados desta pesquisa,
foram anotados e observados diversos recursos computacionais que poderiam ser inseridos
num ambiente computacional. Levando em conta essas consideracgdes, pretende-se viabilizar a

construcdo de um novo software educativo.

Neste software, além das representacdes tradicionais do estudo de funcdes (a
algébrica, tabular e grifica), deverdo estar contidos a representacdo de fungdes por diagramas
e o estudo desse conceito através da alegoria da maquina. Também nele, serdo trabalhados

gréficos de fungdes definidos tanto em dominios discretos como continuos.

O presente trabalho ndo teve a intencdo de esgotar todas as questdes relacionadas a
aprendizagem do conceito de funcdes mediadas por ambientes computacionais. Espera-se que
os resultados contribuam para a realizacdo de outros estudos e a aplica¢do traga melhoria na
aprendizagem desses conceitos fundamentais no desenvolvimento do pensamento

matematico.
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APENDICE A - Teste Diagnéstico

Escola: Aluno:

N° Turma

1.°) (Enem) O nimero de individuos de certa populacio € representado pelo grafico abaixo:
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Em 1975, a populacdo tinha um tamanho aproximadamente igual a populacdo no ano
de:
a) 1960. b) 1963 c) 1967 d) 1970 e) 1980.

2.°) Baseado no gréfico da quest@o anterior responda:

a) Entre os anos de 1940 a 1970 o nimero de individuos cresceu ou decresceu? E entre os

anos de 1970 a 1980, o que ocorreu?

b) Entre os anos de 1935 a 1939, o que aconteceu?

3.°) Indique as coordenadas dos pontos A, B, C e D dados abaixo:
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4.°) Determine o valor de x na equacdo: 4x-6=2.

5.%) Usamos um gréfico de linhas quando pretendemos mostrar mudancas nos dados, como o
grafico a seguir, que mostra a variacdo da precipitacdo pluvial em uma semana, numa certa

cidade:
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Com base no grafico do exemplo, responda:

a) Em que dia choveu mais?

b) Em que dia choveu menos?

¢) Em quais dias a chuva foi superior a 10cm?

d) Quantos centimetros a mais choveu na sexta-feira que no domingo?
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6.°)  Comprando 3 paezinhos, vocé paga 36 centavos. Quanto vocé paga por 15 paezinhos?

7.°)  Verifique se o nimero 2 ¢é raiz da equagio x*+7x+12=0.

8.°)  Cinco pintores levam 40 dias para pintar uma escola. No mesmo ritmo de trabalho,
quanto tempo levariam 10 pintores para fazer o mesmo servigo?

9.°)  Certas relagcdes de A em B possuem a seguinte propriedade: para cada elemento de A é
associado em um tnico elemento de B.

Identifique as relacdes de A em B que gozam dessa propriedade:
| “ |
c) A B‘ d)
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APENDICE B - Atividade 1 — Avaliaciio apés o OA

INTRODUCAO

No cotidiano, encontramos muitas situagdes que envolvem a aplicacdo de
fun¢des, principalmente aquelas que envolvem férmulas, gréaficos e tabelas. Diversas

vezes, trabalhamos com fungdes especiais tais como as lineares, sem nos percebermos.

Empresas, por exemplo, usam funcdes para calcular quanto tempo deve manter
uma méquina considerando seu custo e sua depreciacdo anual antes de trocd-la por outra
que possui custo maior mesmo que esse apresente maior producdo. Podem ainda utilizar
uma fun¢do para relacionar a venda de um produto com o investimento feito com

propaganda em meios de comunicacao (televisdo, jornal, revista etc).

Um tdltimo exemplo seria o célculo do valor que se paga por kilograma (kg) de
um produto. Vocé sabe quanto custa um kg de feijao? Se vocé for comprar 5,5 kg, como

vocé calcularia o prego total?

Além disso, em vérias dreas do conhecimento, estamos sempre relacionando
duas grandezas, mas nem sempre conseguimos percebé-las. A atividade proposta no
Objeto de Aprendizagem: Desafio Fungdes baseia-se, portanto, na importancia que o
conhecimento sobre funcdes tem para a compreensao de muitos problemas da vida, em

especial o controle de despesas e receitas.

Ap6s a exploracdo do Desafio fungdes no computador, responda as questoes

abaixo.

1. O grafico abaixo representa as despesas em funcdo dos meses dos anos. Nele estdo
marcados os pontos A, B, C, D, E, F, G e H.
a) No gréfico de despesas, onde se véem as datas (meses) referentes ao grafico?
b) Onde se vé as despesas?
c) Desses pontos, qual o de maior despesa? E o de menor?
d) Qual foi a despesa aproximada do més de setembro?

e) Em que meses as despesas foram iguais?
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f) Entre os meses de junho a julho as despesas cresceram ou diminuiram? E durante os

meses de agosto e outubro, o que ocorreu?

O grafico abaixo, representa as despesas, receitas e lucros em funcdo dos meses do
ano. Agora, responda as seguintes perguntas:

a) Em que meses as despesas foram maiores que as receitas?

b) Qual foi més que apresenta o maior lucro? E qual o menor lucro(responder em termos
monetarios)?

¢) Houve crescimento do lucro entre maio a junho? Por qué?

d) Em que meses as despesas e as receitas foram iguais?

valor R$ Gl'éfiCO
40000
30000 \ /\
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APENDICE C - Atividade 2 — Noc#o Intuitiva de Funcdes

INTRODUCAO

Em muitas relagdes entre dois conjuntos, o valor de uma delas depende do valor
da outra. Por exemplo, o imposto sobre um produto depende do seu preco de venda, a
distancia que um objeto percorre em determinado tempo depende de sua velocidade, o preco
de postagem de uma encomenda pelo correio depende do seu peso, € a drea de um circulo

depende do seu raio.

ATIVIDADES
1. Um taxista recebe R$ 3,00 pela bandeirada e mais R$ 2,00 por quildmetro rodado.

1.1 Baseado nessas informagdes, preencha a tabela abaixo:

Numero de quilometros rodados | Preco a pagar ao taxista
1 km

2 kms

3 kms

4 kms

5 kms

6 km

7 kms

8 km

1.2 O valor da corrida paga ao motorista é funcdo dos quildmetros rodados? Por qué?
1.3 Utilizando o papel quadriculado, faga o grafico dos pontos obtidos na tabela.
1.4 Tente escrever uma expressao que relacione o total a pagar em fun¢do do nimero

de quildmetros rodados.

2. Considere a tabela abaixo que relaciona o nimero de litros de gasolina comprados e o

preco a pagar por eles (em agosto de 2003).



b)
c)

d)
€)

Numero de litros comprados | Prego a pagar
1 R$ 1,5
2 R$3.,0
3 R$ 4.5
4
40 R$ 60,00

Quanto pagarei por 5 litros?

Quanto pagarei por 7 litros?
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O preco a pagar ao posto de gasolina é funcdo dos litros colocados no tanque? Por

que?

Quanto pagarei por x litros de gasolina?

Quantos litros coloquei no tanque sabendo que paguei R$ 30 reais?

O motorista Antdnio possui uma camioneta cujo tanque comporta 30 litros. Ele vai

abastecer num posto de gasolina que cobra R$ 1,5 por cada litro de gasolina. Sabendo

que ele abasteceu 18 litros o seu carro, o quanto pagou? Se enchesse o seu tanque

completamente, o quanto pagaria?

Utilizando o software GRAPHMATICA, trace o gréifico da fun¢do encontrada na

questdo anterior.

-30

a) Complete a seguinte tabela. (Sugestdo: Menu: Ver\Tabelas

de Pontos e use os icones Ampliar e Reduzir).

-15

b) Para o dono de um posto, existe sentido em calcular o

valor de y quando x =-157 Por qué?

¢) Para o motorista Antonio, existe sentido em calcular o

30

valor de y quando x = 37? Por qué?

37




Complete a seguinte tabela. (Sugestdo: Menu: Ferramentas\Calcular)

o y
35
72
74
-41

303

Existe alguma possibilidade em que Antdnio poderd pagar R$ 75,00? Nesse caso,

quantos litros iriam ser colocados no tanque de sua camioneta? Explique com suas

proprias palavras.
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APENDICE D - Atividade 3 — Nocdes geométricas

INTRODUCAO

As vezes, € necessdrio determinar o ponto de intersec¢do entre os gréficos de
duas fun¢des. Vejamos um exemplo.

O carro de Julia e o de Pedro estdo em movimento uniforme na mesma estrada,
que € reta. Pedro saiu do marco 1m e dirige a 2 m/s. Jalia, por sua vez, saiu do marco 2m e vai
a mesma direcdo e sentido que Pedro, a 1.5 m/s.

Se desejarmos saber em que metro os carros irdo se encontrar € em quantos
segundos chegardo nesse ponto, precisamos calcular as funcdes hordrias e determinar a
posicdo de encontro.

As funcdes hordrias sdo
e Sy= 2+ 1.5t, para o carro de Julia.
e Sp=1+2t, para o carro de Pedro.

Como queremos posicdes iguais, devemos fazer Sp = Sy, isto €, 1 + 2t =2 + 1.5t
e, resolvendo a equagdo, obtemos t = 2s. Assim, Sp = S;= 5.

Os carros irdo encontrar-se no marco 5 m, dois segundos apds a saida.

Conhecidas as leis das fungdes hordrias, podemos construir os grificos
correspondentes, em um par de eixos.

O grafico a seguir mostra os valores de t e de s.
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ATIVIDADE 1

Duas particulas A e B movimentam-se segundo uma mesma trajetéria retilinea.
Sabe-se que a funcdo hordria da particula A é Sy = 1.8 + 0.6t. A particula B, por sua vez, tem
funcdo hordria Sp = 1 + 2t. Sendo que t (tempo) estd em segundos € s (espago), em metros.

Pede-se:

a) Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico da funcdo horaria da particula A:
Sa = 1.8 + 0.6t. (Procedimento: Menu: Equacdo\Explicita. Além disso,
lembre-se que a adaptacdo tem que ser feita para 'y = 1.8 + 0.6x).
b) Utilizando o WINPLOT, trace o grafico da fun¢do horéria da particula B:
Sg= 2.7+0.3t
¢) Determine o ponto de encontro das duas particulas.
d) No WINPLOT utilizando o menu Equagdo/Ponto/(x, y) plote o ponto

encontrado na questdo anterior.

Na geometria euclidiana quando duas retas se encontram chamamos de retas

concorrentes.

RETAS CONCORRENTES
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Definicao: Duas retas sdo concorrentes se, € somente se, elas tém um tinico ponto

comuim.

rovs={P} P

ATIVIDADE 2

Duas particulas A e B movimentam-se segundo uma mesma trajetéria retilinea.
Sabe-se que a funcdo hordria da particula A é Sy = 1.8 + 0.6t. A particula B, por sua vez, tem
funcdo horéria Sg = 1 + 0.6t. Sendo que t (tempo) estd em segundos e s (espagco), em metros.

Pede-se:

a) Utilizando o WINPLOT, trace o grafico da funcdo horaria da particula A:

Sa = 1.8 + 0.6t. (Sugestdo: Menu: Equagdo\Explicita. Além disso, lembre-se
que a adaptacdo tem que ser feita para y = 1.8 + 0.6x).

b) Utilizando o WINPLOT, trace o grafico da fun¢do horéria da particula B:
Sg= 1+0.6t

¢) As retas se interceptam em algum ponto? Justifique a sua resposta.

Na geometria euclidiana, quando duas ndo se interceptam sdo chamadas de retas

paralelas.

RETAS PARALELAS

Duas retas sdo paralelas quando sdo coplanares (estdo no mesmo plano) e ndo
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possuem ponto comum. Vejamos o exemplo abaixo.

v

Observe que as retas r e s ndo tém pontos comuns: r Ns =@. Para representarmos

o paralelismo, utilizamos o simbolo / /. No nosso exemplo temos r / /s.

ATIVIDADE 3

1. Utilizando o WINPLOT verifique se as retas (r): 3x-y-2 = 0 e (s): -9x+3y-1 = 0 sdo
paralelas.
Procedimento: Na op¢do Equacdo/ Implicita digite as equacdes pedidas.
2. Classifique as retas r e s conforme suas posi¢des relativas:
a) (r) 2x-y+20=0
(s)2x-y+1=0
b) (r) -3x+3y-3=0
(s) 3x-3y+1=0
¢) (r) x-5y+3=0
(s) 5x+y-1=0
d) (r) 5x+2y+1=0 1
(s) 2x+5y+4 =0
3. Construa  os  seguintes

pontos: A(1, 3) e B(-2, -3).

S <

v

Procedimento:

Selecione Ponto com a opg¢ao:
(X, y) e preencha os valores solicitados: Na op¢ao Ver/ Grade marque as unidades e coloque
setas nos eixos. Para editar os pontos no plano cartesiano (indicar os pontos A e B) selecione

Btns/Texto e Click com o botdo direito do mouse para nomear 0s pontos.
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ATIVIDADE 4

Duas particulas A e B movimentam-se segundo uma mesma trajetéria retilinea.

Sabe-se que a fun¢do hordria da particula A é Sp = 1 + 2t. A particula B, por sua vez, tem
. 1
funcdo hordria Sg = _E+ 0.6t. Sendo que t (tempo) estd em segundos e s (espago), em

metros. Pede-se:

a) Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico da funcdo horaria da particula A:
Sa=1+2t. (Sugestdo: Menu: Equacao\Explicita. Além disso, lembre-se que a
adaptacdo tem que ser feita para y = 1 +2x).

b) Utilizando o WINPLOT, trace o grafico da fun¢do hordria da particula B:
Sp = 1 + 0.6t
B > .Ot.

¢) As retas se interceptam em algum ponto? Justifique a sua resposta.

d) Qual o angulo formado pelas duas retas?

Procedimento: Para encontrar o angulo formado pelas duas retas no WINPLOT,
utilize os seguintes comandos: Dois/ IntersecOes/ angulo de interse¢cdo em

graus.
RETAS PERPENDICULARES

Consideremos duas retas r e s concorrentes € observemos os quatro angulos (nio
rasos) que elas determinam. Se um desses angulos for reto, diremos que elas sdo retas
perpendiculares entre si e indicaremos (indiferentemente) r L s ou s L r, para significar que r é

perpendicular a s ou s € perpendicular ar.

ATIVIDADE 5

1. Construa o segmento definido pelos pontos H(-2, 3) e I(4, 3). Observe as posi¢cdes dos

pontos H e 1. Depois responda as perguntas.
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Procedimento: Selecione Equacdo com a op¢do Segmento/ (X, y) e preencha os
valores solicitados: Na opcdo Ver/ Grade marque as unidades e coloque setas nos eixos. Para
editar os pontos no plano cartesiano (indicar os pontos A e B) selecione Btns/Texto e Click

com o botdo direito do mouse para nomear os pontos.

a) Suas abscissas sdo iguais?
b) Qual é o de menor abscissa? Qual é o de maior abscissa?
c¢) De H para I as abscissas crescem ou decrescem?
d) Quais desses pontos tém abscissa negativa? Quais t€m abscissa positiva?
e) De H paraI as ordenadas crescem ou decrescem?
f) Pontos que estdo situados sobre um mesmo segmento horizontal, paralelo ao

eixo das abscissas, possuem abscissas iguais?

2. Utilizando o WINPLOT faca a proje¢ao do segmento HI sobre o eixo horizontal x.

Sugestdo: Selecione a opcao Equacao/Ponto/(x, y)/ancoras.

3. Construa o segmento definido pelos pontos L(2, 1) e M(2, 3) e faca a sua projecdo sobre o

eixo horizontal x e vertical y.
4. Observe as posi¢cdes dos pontos L e M. Depois responda as perguntas.

a) Quais sdo as abscissas desses pontos?

b) Suas ordenadas sdo iguais?

¢) Qual deles tem a maior ordenada? Qual o de menor ordenada?

d) De L para M, as ordenadas crescem ou decrescem?

e) De L para M, as abscissas crescem ou decrescem?

f) Os dois pontos estdo situados sobre um mesmo segmento vertical, paralelo ao
eixo das ordenadas. Suas ordenadas sdo iguais? Suas abscissas sdo iguais?

g) Pontos que estdo situados sobre um mesmo segmento vertical, paralelo ao eixo

das ordenadas, possuem ordenadas iguais?

MOVIMENTOS NUMA CURVA
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Neste item, vamos analisar como variam as coordenadas de um ponto, quando

ele caminha sobre curvas quaisquer.
Considere, como exemplo, o ponto de coordenadas (1, 2). Se P parte dele,
caminhando para a direita e para cima, como mostra a Figura Abaixo, sua abscissa aumenta e

sua ordenada também aumenta.

Se P parte do ponto (1.5, 2.25) e caminha para a direita e para baixo, como
mostra a Figura Abaixo, sua abscissa aumenta e sua ordenada diminui.
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ATIVIDADE 6

Agora analise o caso em que P parte do ponto (1.5; 2.25) e caminha para a
esquerda e para baixo, como na Figura Abaixo. Em seguida, preencha os espacos em branco.

No movimento descrito, a ordenada P

E a sua abscissa

ATIVIDADE 7

1. Desenhe no plano cartesiano:

a) O segmento definido pelos pontos (1;y) com -2<y<3
b) O segmento definido pelos pontos (x; -3) com -1<x<4
¢) O retangulo determinado pelos pontos (X;y), emque -1<x<4e -2<y<3.

d) O retangulo determinado pelos pontos (x;y), emque -2<x<3e -1<y<4.

2. Utilizando o WINPLOT, trace o grafico das seguintes equagdes:

a) 2x+y+1=0
Procedimento: Click no menu Equacao/ Implicita
b) y=-2x-1

c) Existe diferenca entre as equagdes 2x+y+1=0 e y = -2x-1? Justifique a sua resposta
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Atividades no Winplot

Construa o segmento definido pelos pontos A(-2, 3) e B(4, 3).

Procedimento: Selecione Equacdo com a op¢do Segmento/ (X, y) e preencha os

valores solicitados: Na op¢do Ver/ Grade marque as unidades e coloque setas nos eixos.

Para editar os pontos no plano cartesiano (indicar os pontos A e B) selecione

Btns/Texto e Click com o botdo direito do mouse para nomear 0s pontos.

2.1 Agora, marque os seguintes pontos: C(1.5, 3); D (-1, 3) e E(-1.7, 3). Analisando os
pontos marcados, o que € possivel concluir?

2.2 Marque os seguintes pontos: F(5, 3); G (-4.6, 3) e H(4.5, 3). Analisando os pontos
marcados o que € possivel concluir?

2.3 Marque os seguintes pontos I(1.5, 3.5); J (-1, 2) e L(-1.7, 1.9). Analisando os pontos

marcados o que € possivel concluir?

Construa o segmento definido pelos pontos M(2, 1) e N(2, 4).

3.1 Qual a distancia entre A e B?
3.2 Agora, marque os seguintes pontos: O(2, 3.2); P (-1, 3) e Q(2, 2.9). Analisando os

pontos marcados, o que € possivel concluir?

Marque o segmento determinado pelos pontos L(2, 3) e M(1, 2) e encontre a sua

projecao sobre o eixo horizontal e vertical. Desenhe no plano cartesiano:

a) O segmento definido pelos pontos (1;y) com -2<y<3
b) O segmento definido pelos pontos (x; -3) com -1<x<4
¢) O retangulo determinado pelos pontos (X;y), emque -1<x<4e -2<y<3.

d) O retangulo determinado pelos pontos (x;y), emque -2<x<3e -1<y<4.

PROJECAO DE UM PONTO SOBRE UMA RETA

Chama-se projecao ortogonal (ou simplesmente projecdo) de um ponto sobre uma



reta ao ponto de intersecao da reta com a perpendicular a ela conduzida por aquele ponto.
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P' ¢ a projecao de P sobre 1.

r

)
|
|
!
|
|
i
|
|

°

=

> >
PP "1lr er e PP Nr={P’}

P“¢€ o pé da perpendicular a reta r conduzida por P.

PROJECAO DE UM SEGMENTO SOBRE UMA RETA
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A projecio de um segmento da reta AB ndo perpendicular a uma reta r sobre esta

reta é o segmento de reta A'Bem que: A’¢é a projecdo de A sobre r e B’¢ a projecdo de B

sobre r.

A B’

Consideremos duas retas r e s concorrentes € observemos os quatro angulos (nio

rasos) que elas determinam. Se um desses angulos for reto, diremos que elas sdo retas

perpendiculares entre si e indicaremos (indiferentemente) rL s ou s L r, para significar que r é

perpendicular a s ou s € perpendicular ar.
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APENDICE E - Atividade 4 - O conjunto dominio e o conjunto imagem

No nosso cotidiano, ¢ comum irmos a uma padaria comprarmos paes
“carioquinhas”. O valor que uma dona de casa gasta, por dia, com carioquinhas, depende de

quantos paes comprados. Observe a tabela de precos a seguir.

Quantidade de paes comprados (q) | Valor gasto em reais (1)

1 0.15 0.15=1+0.15
2 0.30 0.30=2+0.15
8 1.2 1.2=8+0.15
10 1.5 1.5=10+0.15
20 3.0 3.0=20+0.15

Note que temos dois conjuntos de nimeros. O primeiro, que representa os paes
comprados e o segundo, que representa o total a pagar. No nosso exemplo, podemos
representar o conjunto dos paes como P = {1, 2, 8, 10, 20}. Em matematica, costumamos
chamar esse conjunto de dominio. J4 o conjunto doa valores gastos podem ser representados
por V= {

Vemos que a tabela obedece a um padrdo numérico. Cada nimero da segunda
coluna € igual ao seu correspondente na primeira, multiplicado por 0.15.

A lei da fungdo é v = pe 0,15 sendo que p indica a quantidade de paes comprados,
e v, o valor pago pela comprar. Sabemos que, se p vale 20, v € 3 uma vez que 3 = 20+0.15.
Dizemos que 3 é imagem do elemento 20.

Quando temos uma fun¢do de um conjunto A em um conjunto B, dizemos que A é
0 dominio dessa func¢ao.

O conjunto imagem da funcdo é formado por todas as imagens dos elementos do

dominio.

ATIVIDADES

1. Monte as tabelas das fun¢des dadas por suas leis, conhecendo-se seus dominios. Em cada

caso, determine o conjunto imagem I da fungao.

a) Leida fungdo: y = 4x+1, dominio D={1,3,5,7}
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b) Leida funcdo: y= %, dominio D={0,6,12,18,24}

¢) Leida fungdo: d:gT_6, dominio D={6,8,10,12,14}

Utilizando o software WINPLOT marque os pontos obtidos nos itens a € b da questao

anterior.
Utilizando o software WINPLOT trace o gréfico da funcdo f(x)= 0.5x-1.

a) Complete a seguinte tabela. (Sugestdo: Menu: Misc/ Tabelas).
X y=f(X)
-2

-0,2
0
2
3

b) O grafico da fungdo f(x)= 0.5x-1 intercepta a origem? Por qué?
Agora, trace o gréfico da funcao g(x)= 0.5x-1 {0,4}.

a) Complete a seguinte tabela. (Sugestdo: Menu: Misc/ Tabelas ou Um/Traco).

X y=g(x)
2
-0,2
0
2
5

b) Comparando o grifico e a tabela da fun¢do g(x)= 0.5x-1 {0,4} com os da funcdo f(x)

= 0.5x-1 (fun¢do trabalhada na terceira questdo) quais foram as principais mudancgas

ocorridas?
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¢) Com base no grifico e na tabela, qual seria o intervalo de variagdo da varidvel x

a)
b)

c)

(Dominio)? E da varidvel y (Imagem) da funcdo trabalhada nessa questao

(g(x)=0.5x-1 {0,4})?

Um taxista recebe R$ 1,00 pela bandeirada e mais R$ 2,00 por quilometro rodado.
Quanto o motorista do tdxi receberd por uma corrida de 10 quildmetros rodados?
Tente escrever uma expressao que relacione o total a pagar em fun¢do do nimero de

quildometros rodados.

Utilizando o software WINPLOT, trace o grafico da funcdo encontrada na questdo

anterior e complete a seguinte tabela (Sugestdo: Menu: Um\Traco).

X |Y=(x)
-14
-1

0

12
13.4
35
70.3

Para o taxista, existe sentido em calcular o valor de y quando x =-14? Por qué?

Existe alguma corrida em que vocé poderia pagar R$ 1,00? Discutam e expliquem
com suas proprias palavras como solucionar esse problema.

Com base na tabela, ou grifico, qual seria o intervalo de variacdo da varidvel

quildometro rodado (Dominio)? E da variavel total a pagar (Imagem)?

Observando as tabelas das fungdes dadas. D€ uma lei que representa cada uma delas e

escreva o dominio e o conjunto imagem.
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a) | X|Y b | X]|Y o XY
5120 0(0 0]5
6|24 1|1 1|7
71 12¢ 2 (2 209
8|32 313 311
9136 414 4113
10] 40 6|6 5115

Com base nas questdes anteriores, dada uma tabela, vocé seria capaz de encontrar uma
maneira mais “rdpida” de determinar o Dominio e o Conjunto Imagem? Explique com

suas proprias palavras.
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APENDICE F - Atividade 5 — Funcéo do 1° grau

Um carro estd se locomovendo em uma estrada reta, na qual foi colocado um
marco a cada 2 metros. Um crondmetro registrou o instante da passagem do carro em cada um

dos marcos. Com os dados obtidos, montamos a seguinte tabela:

Tempo em segundos (t) | Espago em metros (s)
0 5
1 7
2 9
3 11
4 13
5 15
6 17

O espago representa a posicdo em que o automodvel se encontra na pista, em
relacdo ao ponto inicial (marco zero). Observando a tabela, notamos que o carro realizou um
Movimento Uniforme (MU), ja que ele percorreu distncias iguais em intervalos de tempo
iguais, ou seja, a cada 1 segundo o carro percorreu 2 metros.

O espaco € uma funcdo do tempo. A lei dessa funcdo € s = s, +vt, na qual s,
representa o espaco inicial e v, a velocidade desenvolvida pelo carro. A posi¢do em que o
carro se encontra no instante t = 0 fornece o valor de s,. A fun¢do que possui a lei s = sq+vt é
chamada func¢ao horaria.

A funcdo hordria do movimento do carro de provas citado € a funcdo s = 5+2t e

seu grafico a partir do espaco inicial, é:
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-10

Uma funcdo do 1° grau € do tipo y=ax+b, sendo a e b nimeros reais.

EXEMPLOS
1
a=4 a=-0,5 x 11273

a)y=4x-4 b)y=-0,5x+5 ’ S bk

& {b=- ¥ * {b:S V=377 1
b=--
2

ATIVIDADES

1. Escreva algumas fun¢des do 1.° grau.

2. Identifique as func¢des do 1° grau:

a) y=x-5
b) y=2

©) d=¢’

d) s=5t+4
e) y=2x

H s=+t
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3. A fung¢do do 1° grau y = ax+5 € definida pela tabela:

X Y

1 7 a) Determine o dominio D e o conjunto imagem I dessa funco.

2 9 b) Determine o valor de a.

-1 3 Sugestdo: vocé pode fazer isso usando qualquer par de valores da tabela.
-3 -1

4. Um carro realiza um movimento uniforme (MU). O espaco (posi¢do em que o carro se
encontra no percurso) varia com o tempo, segundo a funcao horaria s=so+vt, na qual s, indica
a posi¢cdao do automdvel no instante t = 0 e v, a velocidade desenvolvida por ele. Sabendo-se

que s = 20, quando t = 0, e que s = 28, quando t = 1, responda:

a) Qual é o valor de s,?
b) Qual € o valor de v?
¢) Qualé o valor de s, quando t =77

d) Qualé o valor de t, quando s = 527
5. Galileu Galilei fez descobertas que contribuiram muito para o avango da fisica. Uma delas
foi de que a distancia d percorrida por um corpo que cai é fungdo do tempo t. Se d estd em

metros e t em segundos, a férmula aproximada dessa fungdo é d = 4,9 t*.

a) Baseado nessas informagdes, preencha a tabela abaixo:

t (em segundos) [ d em (metros)

1

2
3
4

b) A func¢do € do primeiro grau? Por qué?
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c) Se t=6s, quanto vale d?

d) Quanto tempo, aproximadamente, leva uma pedra para cair 491 m?

e) Quando a varidvel tempo cresce o que acontece com a distancia percorrida pela
pedra?

f) De acordo com a funcdo estabelecida por Galileu, o que cai mais depressa: uma bola
de chumbo de 1 kg ou uma bola de ferro de 2 kg?

g) A varidvel d percorrida pela pedra depende do peso da pedra? Por qué?

6. No WINPLOT trace o grafico da funcdo anterior.
a) O gréfico intercepta a origem do eixo cartesiano?

b) Quais sdo os valores de x que ndo pertencem ao dominio da funcao? Por qué?

¢) No item b, vocé observou que muitos valores de x ndo pertencem ao dominio. Nesse

sentido, trace o grafico que se adapte a famosa fun¢do descoberta por Galileu.

Sugestdao: Observando o grafico, qual o intervalo no eixo horizontal x que nao est4 contido no

dominio da func¢ao?
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APENDICE G - Atividade 6 — Funciio do 1° Grau (continuaciio)

2. Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico da funcdo f(x) = 1,5x-6.

XY

3

2 a) Complete a seguinte tabela.

0 (Sugestdo: Menu: Inventario \ Tabela)
3,2 b) Qual € o valor de y no ponto em que o grafico corta o eixo x?
3,4 ¢) Qual o sinal de y quando x estd a direita do ponto de intercessdo da
3,6 reta com o €ixo x?

4 d) Qual o sinal de y quando x estd a esquerda do ponto de intercessdo da reta
4,2 com o eixo x?
4,6

4.8

5

3. Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico da funcdo f(x) = -1,5x +6.

X1Y

a) Complete a seguinte tabela.

(Sugestdo: Menu: Inventario \ Tabela)

4,2
4,6

4. Utilizando WINPLOT trace o grafico das funcdes abaixo.

a) y=1,5x2 b) y=1,5x-1 c)y= 1,5x+1 d) y=1,5x+2
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Procedimento: Entre com a equacdo: y=1,5x+b, selecionando esta equacdo na
janela “inventdrio” e acionando o botdo ‘“familia” aparecerd a seguinte janela: Em
“parametro” coloque a letra b (que aparece na equagdo). Em “minimo” e “médximo” coloque a
variacdo que deseja para o parametro b (-2 € +2) Em “passos” coloque o numero de curvas da
familia (4). Acione o botdo “definir” para visualizar a familia de curvas. Para excluir a familia
de curvas, entre novamente nessa janela (selecionando a mesma curva, no caso, y=1,5x+b) e
acione o botdo desdefinir.

Baseado nos gréficos tragados pode-se dizer que:

a) As retas sdo paralelas e possuem o mesmo coeficiente linear.

b) As retas s@o concorrentes € possuem o mesmo coeficiente angular.
¢) As retas sdo paralelas e possuem diferentes angulos de inclinagao.
d) As retas possuem diferentes coeficientes lineares.

e¢) Nenhuma das anteriores.

Justifique a sua resposta.

5. Utilizando WINPLOT trace o gréfico das fungdes abaixo.
a) y=-2x+4 b)y=-1x+4 coy=+Ix+4 d)2x+4

6. Procedimento: Entre com a equacdo: y = ax +4, selecionando esta equacdo na janela
“inventdrio” e acionando o botdao “familia” aparecerd a seguinte janela: Em “parametro”
coloque a letra a (que aparece na equagdo). Em “minimo” e “maximo” coloque a variacdo que
deseja para o parametro a (-2 e +2) Em “passos” coloque o nimero de curvas da familia (4).
Acione o botdo “definir” para visualizar a familia de curvas. Para excluir a familia de curvas,
entre novamente nessa janela (selecionando a mesma curva, no caso, y=ax+4) e acione o
botdo desdefinir.

Baseado nos gréficos tragados, pode-se dizer que:

a) As retas sdo concorrentes e perpendiculares.
b) As retas sdo coincidentes.
¢) As retas sdo concorrentes e possuem diferentes angulos de inclinagéo.
d) As retas possuem diferentes coeficientes lineares.

e¢) Nenhuma das anteriores.
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Justifique a sua resposta.

7. Utilizando WINPLOT trace o gréfico y = 2x -2 e y = -2x —2. Qual a diferenca entre eles?

8. Utilizando WINPLOT trace o grifico y = 4x -2 e y = -3x —6. Analisando os graficos

obtidos, além de serem retas, o que € possivel concluir? Qual € a diferenca entre eles.

9. Qual deve ser o valor do coeficiente a da funcdo y = ax+b, para que seu grafico seja

paralelo a reta que representa a funcdo y = 4x+5?

10.  Qual € o sinal do coeficiente a da funcdo y = ax +b representada pelos graficos

ilustrados abaixo?

11. Qual € o sinal do coeficiente a da fungdo y = ax +b representada pelos graficos ilustrados

abaixo?
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APENDICE H - Atividade 7 - Estudo do Sinal da Funciio do 1° grau

Um comerciante teve uma despesa de R$ 6,00 na compra de certa mercadoria.
Como vai vender cada unidade por R$ 2,00; ele deseja saber quantas unidades dessa
mercadoria devem ser vendidas para que haja lucro no final da venda.

Sabemos que o lucro (receitas menos despesas) € dado em fun¢do do nimero x de

unidades vendidas, ou seja,
L(x) = R(x) — D(x)
Assim, a lei dessa funcdo € L(x) = 2x-6.

® Vendendo 3 unidades dessa mercadoria ndo havera lucro nem prejuizo.
Para x = 3, temos L(3) =2.(3)-6 = 6-6 = 0.
® Vendendo mais de 3 unidades haverd lucro.

Para x >3, temos L(x) >0, uma vez que
L(x)>0 =22x-6>0 =2x>6= x >§:3

¢ Vendendo menos de 3 unidades havera prejuizo. Para x < 3, temos L(x) <0,

uma vez que
Lx) <0 =22x-6<0 =2x<6 = x<§:3

Em situagdes com esta, dizemos que foi feito o estudo do sinal da funcdo, que
consiste em determinar os valores de x do dominio para os quais f(x) = 0, f(x) > 0 e f(x)<O0.

Para maiores detalhes, observar o grafico abaixo.

Vimos que a empresa teria prejuizo ao produzir unidades de mercadoria menores
que trés. Todavia, daqui a pouco, iremos ver que nem todo valor de x ird satisfazer a condigdo

de a fun¢do lucro ter prejuizo.
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1. Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico da fun¢do L(x) = 2x-6.

a) Complete a seguinte tabela. (Sugestdo: Menu: Inventério \ Tabela)

b) Para que valores de x o lucro serd maior que R$ 35,00?

il ¢) Para que valores de x a empresa ndo terd lucro nem prejuizo?

i d) Para que valores de x a empresa terd lucro?

-3 e) Lembre-se que o eixo horizontal ou o eixo das abscissas (valores de
-2 X), representa o nimero de unidades produzidas. Além disso, muitos
0 valores de x ndo pertencem ao dominio. Nesse sentido, o conjunto de
2,6 unidades produzidas pode estar contido totalmente no eixo horizontal?
2,8 Por qué? Agora, especifique para que valores de x a empresa terd
3 prejuizo.

4

5

ZERO OU RAIZ DA FUNCAO

Em uma partida de futebol, Luiz fez um lancamento, e a bola descreveu uma
pardbola, dada por y = 12x —2x*. Podemos notar que, quando y = 0, x assume dois valores, x
=0e x=6,uma vez que 0 = 12x 2x% = x(12-2x), ou seja, x = 0 e 12-2x=0. Resolvendo esta
dltima equagdo:

12-2x = -2x =-12 <x = % =6.
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Observe que o alcance desse langcamento foi de 6 metros e x =0

XY
ol corresponde o inicio do langamento.
b
~ 2 .
o5 Os valores de x para o qual a fung¢@o y = 12x —2x” se anula, ou seja, para
]
o qual y = 0, denomina-se zeros ou raizes da fungdo.
1
1.2
1 ’4 ZS—y Langamento do bola
22 20~
3 Altura maxima: 18 metros
15~

10~

5-

1 ; g 1 ; ; t t
-2 =l 1] i 2 L 5

x =0 corresponde/o inicio do langamento
=

p/x=6 & o alcance do\ langamento da bola

[No Ponto (6,35 : 22,97)

ZERO OU RAIZ DA FUNCAO DO PRIMEIRO GRAU

O valor de x para o qual a fungdo L(x) = 2x — 6 se anula, ou seja, para o qual y =

0, denomina-se zero ou raiz da funcdo do primeiro grau. Assim:

y=0=2x-6=0= 2x=6 = x= — =3 (zero ou raiz da funcio)

|

Por exemplo, o zero da funcdo definida por f(x) = 3x -9 é 3, pois:
3-9=0=3x=9=x= % = 3 (zero ou raiz da fung¢do)

Agora, responda:
1. Dada a funcgio f(x) = 5x -5, responda e faca o que se pede:

a) Qual é o zero ou raiz dessa fungdo f?

b) Utilizando o WINPLOT, trace o seu gréfico.

c¢) Complete a tabela ao lado. (Sugestdo: Menu: Inventério \ Tabela)

d) Baseado nos itens anteriores, qual é o significado geométrico do zero ou raiz da
funcdo afim y =5x-5 ou f(x) = 5x-57?
(Sugestdo: Reveja também a tabela e o grafico dessa fungdo)

e) Para que valores de x temos f(x) < 0? Como pode ser interpretado esse caso?



330

f) Para que valores de x temos f(x) > 0? Como pode ser interpretado esse caso?

g) Para que valores de x temos f(x) = 07 Como pode ser interpretado esse caso?

2. Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico da funcao f(x) = -2x+4

a) Complete a tabela ao lado.

(Sugestdo: Menu: Inventario \ Tabela)
b) Para quais valores de x a fung@o tem imagem positiva?
¢) Para quais valores de x a funcdo tem imagem negativa?

d) Para quais valores de x a fun¢do tem imagem nula?

XY

1,6

1,8 3. Utilizando o WINPLOT:

2 a) Determine a intersec¢do das retas y = 0.5x-1 e y=0.

22

2,4

i Procedimento:

7 Na opcdo Egquacdo/Explicita digite as equacdes da reta. Para a
5 interseccdo das retas utilize os menus: Dois/Intersecoes/dngulo de intersecdo

em graus.

a) No ponto de intersecc¢ao, qual o valor de x? E o da ordenada y?

b) Na funcdo y = 0.5x-1, qual o valor do coeficiente angular “a”? E qual o valor do
coeficiente linear “b”?

¢) Qual o valor do angulo de intersec¢do da reta y = 0.5x —1 com a reta y=07?

d) O angulo formado é:

a. obtuso b.agudo  c. retangulo

4. Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico das seguintes fungdes:
a) y=0.5x-1 b) y=1x-1 c)y=1.5x-1 d)y=2x-1

Anote as suas observagoes

5. Baseado na terceira e quarta questdes, qual € a relacdo que existe entre os coeficientes

angulares e o angulo de inclinagdo?



331

6. Utilizando o WINPLOT:

a) determine a interseccao das retas y = -1.5x+4.5 e y=0.

Procedimento:

Na opcio Equacdo/Explicita digite as equacdes da reta. Para a intersec¢do das

retas utilize os menus: Dois/Intersecoes/angulo de intersecdo em graus.

a. No ponto de intersecc¢ao, qual o valor de x? E o da ordenada y?
b. Na funcdo y = -1.5x+4.5, qual o valor do coeficiente angular “a”? E qual o valor do
coeficiente linear “b”?
¢. Qual o valor do angulo obtuso formado pela intersecdo das duas retas
y =-1.5x+4.5 com a reta y=07?
Observagdo: O angulo de intersecdo de duas retas dado pelo WINPLOT ¢é sempre

o angulo agudo.

7. Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico das seguintes fungdes:
a) y=-1.5x+4.5 b) y=-2x+4.5 c) y=-3x+4.5 d) y=-4x+4.

Anote as suas observagdes.

8. Baseado na sexta e sétima questdes, qual € a relacdo que existe entre os coeficientes

angulares e o angulo de inclinagdo?
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APENDICE I - Atividade 8 — Funcdes lineares

INTRODUCAO

Um carro estd se locomovendo em uma estrada reta, na qual foi colocado um
marco a cada 1000 metros. Um crondmetro registrou o instante da passagem do carro em cada

um dos marcos. Com os dados obtidos, montamos a seguinte tabela:

Tempo em segundos (t) Espaco em metros (s)
0 0
50 1000
100 2000
150 3000
200 4000
250 5000

O espago representa a posicdo em que o automodvel se encontra na pista, em

relacdo ao ponto inicial (marco zero). Note que:

1000 2000 3000 _ 4000 5000 1000 _
50 100 150 200 250 50

20

Vemos que a tabela obedece a um padrdo numérico. Cada nimero da segunda
coluna € igual ao seu correspondente na primeira, multiplicado por 20.

A lei da funcgdo € s(t) = 20 t sendo que t indica a tempo gasto em segundos pelo
carro, € s, o espaco percorrido. Sabemos que, se t vale 50, s ¢ 1000, uma vez que 1000 =
20250. A férmula mostra como s varia em fungdo de t:

e em 50 s, o carro percorreu s(50) = 2050 = 1000 m;

e em 100 s, o carro percorreu s(100) = 202100 = 2000 m;
e em 150 s, o carro percorreu s(150) =20 « 150 = 3000 m,
e em 200 s, o carro percorreu s(200) = 20 » 200 = 4000 m;
e em 250 s, o carro percorreu s(250) = 20° 250 = 5000 m.

Observando a tabela, notamos que o carro realizou um Movimento Uniforme
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(MU), ja que ele percorreu distancias iguais em intervalos de tempo iguais, ou seja, a cada 50

segundos o carro percorreu 1.200 metros.

FUNCAO LINEAR

Chamamos de func¢do linear toda funcao do tipo: f(x) = ax, ac Re a # 0.

Exemplos:
e f(x)=-2x(a=-2)
e f(x)= lx(a‘t:v)
5
e f(x)=3x(a=+3)
1. Escreva algumas fung¢des lineares
2. Identifique nas fungdes abaixo, quais sdo as lineares. Justifique.
a. y=2x5
b. y=2
c. d=t
d. s=5t+4
e. y=5x
. s=At
g Y= 1 X
2

3. Utilizando o WINPLOT:

X Y

3 a)

-2

] b)
-0,4 C)
02

0 d)
02
0.4 e)

1

2

Trace o grafico da fun¢do f(x) = 2x.

Complete a tabela ao lado. (Sugestdo: Menu: Inventario\Tabela)

Qual € o valor de y no ponto em que o grafico corta o eixo x?

Qual o sinal de y quando x estd a direita do ponto de intercessdo da reta
com o eixo x?

Qual o sinal de y quando x estd a esquerda do ponto de intercessao da

reta com o eixo x?

4. Considerando a fungdo s = -3e, complete a tabela abaixo:
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e S
2

7
-2

-15

5. Baseado na fung¢do da questdo anterior e no preenchimento da tabela complete as
frases abaixo
L. Sempre que € for positivo, S SETa ......ccceveeeveereerneeeeneenne.
II. Se e € negativo, entdo S € .......ccceeeueeriinniienieeieene
6. Considerando a funcdo y=5x, complete a tabela abaixo:
X y
2
7
2
15
7. Baseado na funcdo da questdo anterior € no preenchimento da tabela complete as
frases abaixo
I. Sempre que x for positivo, y SEra ........ccoceerveeueeneennnennn
II. Se x € negativo, entdo y € ..................
8. Utilizando o WINPLOT, plote as seguintes familias de retas:
a) familia de retas y = ax com a variando de 0.5 até 4.
Procedimento:

Na op¢dao Equa escolha y = f(x) e digite a expressio ax, use a opcao

Equa/Inventario /Familia com os limites 0.5 até 4 para o pardmetro a. Para o nimero de

passos digite 5. Repita o procedimento para as demais familias.
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b) familia de retas y = ax com a variando de 0.5 até 8.

¢) familia de retas y = ax com a variando de 0.5 até 16.

Analisando os gréaficos obtidos, o que € possivel concluir? Os graficos possuem
algum ponto em comum? Por qué? A medida que os coeficientes das funcdes lineares

crescem O que acontecem com a posicao das retas em relac@o aos eixos x e y?

9. Utilizando o WINPLOT, plote as seguintes familias de retas:
a) familia de retas y = ax com a variando de -0.5 até -4.
b) familia de retas y = ax com a variando de -0.5 até -8.

c) familia de retas y = ax com a variando de -0.5 até 16.

Analisando os graficos obtidos, o que € possivel concluir? Os graficos possuem
algum ponto em comum? Por qué? A medida que os coeficientes das funcdes lineares

crescem O que acontecem com a posicao das retas em relac@o aos eixos x e y?

10.  Construa o gréfico das fun¢des lineares, em um mesmo par de eixos.

a) yz%x,y:x,ey:Zx.
1
b) yzgx, y=xey=5x
11. Baseado na questdo anterior, observe a lei das funcdes em cada item e seus

coeficientes, a medida que os coeficientes das funcdes lineares crescem o que

acontecem com a posicao das retas em relagdo aos eixos x e y? .

12. Em um mesmo par de eixos, construa o grafico das fungdes.

a) y=-2x,y=-xe y:—% X

b) d=-5t,d=-te d:—ét

13. Observe a lei das fungdes em cada item e a posi¢do de seus grificos em relagdo ao

eixo vertical. O que pode dizer sobre as retas correspondentes as funcdes?
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APENDICE J - Atividade 9 — Grandezas diretamente e inversamente
proporcionais

1. Sabe-se que numa mercearia, 4 quilogramas (kg) de arroz custam R$ 8,00. A partir

das informacdes dadas, complete a tabela abaixo:

Quantidade de quilos comprados (kg) | Valarpago(R$)
1
2
3
4 8
8
10

1.1 Utilizando o WINPLOT, marque os pontos obtidos na tabela anterior.

1.2 Tente escrever uma expressdao que relacione o total a pagar em fun¢do do ndimero de
quilogramas de arroz comprados.

1.3 Utilizando o WINPLOT, trace o grafico da lei da fungdo obtida do item anterior e

verifique se intercepta os pontos marcados.

GRANDEZAS DIRETAMENTE PROPORCIONAIS

Sabe-se que 4 quilogramas (kg) de arroz custam R$ 8,00, e que o preco do
quilograma de arroz ndo sofre aumento ou redugdo de preco quando a quantidade comprada
varia. Ao dobrarmos a quantidade de arroz, o custo total também dobra. Se triplicarmos a
quantia de arroz, o preco também triplica. Se dividirmos a quantidade de arroz por 2, o preco

também se reduz a metade e assim por diante. Nesse caso, as razdes entre as quantidades

. ~ 8 18 4 16 .
preco e quantidade ndo se alteram, por exemplo, n = o ouE =— . Quando isso ocorre, as
grandezas sdo diretamente proporcionais.
Observe que quando calculamos 2 temos um valor constante que é 2.
X

DEFINICAO

Duas grandezas x e y sdo diretamente proporcionais se existir uma constante c, tal que

R para cada dupla de valores correspondentes de x e y.

X



N P

1

2

3

4

5

X Y
2 36
6 12
12 6
72 1

1.
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EXEMPLO:

Observe a tabela:
Ela representa duas grandezas, x e y, diretamente proporcionais. Isso

ocorre porque os valores de x aumentam juntamente com os valores

correspondentes de y, de tal forma que quando calculamos 2 temos um valor

X

N | =

constante que €

EXERCICIOS

Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico da funcao f(x) = 4x.

1.1 Complete a seguinte tabela. (Sugestdo: Menu: Equac@o\Inventério\Tabelas de Pontos).

Explique por que y é diretamente proporcional a x.Nesse caso, qual € a

constante de proporcionalidade?

Um prémio de loteria de doze milhdes serd dividido igualmente entre n ganhadores.

Cada um recebera P reais. A partir das informacdes dadas, complete a tabela abaixo:

2.1 Utilizando o WINPLOT, marque os pontos obtidos na tabela anterior.

2.2 O prémio € diretamente proporcional ao nimero de ganhadores?
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2.3 Tente escrever uma expressdo que relacione o prémio da loteria em funcao do niimero de

ganhadores.
2.4 Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico da lei da fun¢do obtida do

item anterior e verifique se intercepta os pontos marcados.

Aqui é facil observar que, se dobrarmos a quantidade de
ganhadores, o prémio se reduz pela metade. Se triplicarmos a
quantidade de ganhadores, o prémio se reduz a terca parte. Por outro
sabemos que quatro ganhadores receberdo trés milhdes cada um, e um,
ganhard doze milhdes. Por conseguinte, se dividirmos a quantidade de

ganhadores por 4, o prémio serd quadruplicado e assim por diante.

A=

Do | =

[u——

(O, N I )

lado,

Nesse caso, quando aumentamos uma das grandezas, a outra diminui na mesma proporcao e

vice-versa. Quando isso acontece, dizemos que as grandezas sdo inversamente proporcionais.

DEFINICAO

X e y sdo inversamente proporcionais se existir uma constante c, tal que xy=c para

cada dupla de valores correspondentes de x e y.

EXEMPLO

Observe a tabela:

Ela representa duas grandezas, x e y, inversamente proporcionais. Isso ocorre

porque os valores de X aumentam e, em compensacio,

2|36 um valor constante que é 72.

6 |12 ExERCiCIO
12 6

72 |1

valores

X 1Y correspondentes de y diminuem, de tal forma que quando calculamos x-y temos

1. Considere a funcdo de férmula y = l, sendo x um niimero qualquer,
X

diferente de O.

a) Copie a tabela ao lado em seu caderno e complete-as:
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b) Explique por que y € inversamente proporcional a Xx.

C) Nesse caso, qual € a constante de proporcionalidade?

2. Utilizando o WINPLOT, trace o grafico da funcdo y = 3.5x+2.
2.1 Complete a seguinte tabela. (Sugestdo: Menu: Equacdo\Inventdario\ Tabelas de

Pontos).

Al W N

2.2 O que acontece com os valores de y quando os valores de x duplica?
2.3 Existe alguma rela¢do de proporcionalidade entre os valores de y e os valores de x?
2.4 As grandezas da tabela podem ser classificadas em inversamente proporcionais? Por

que?

EXERCICIOS ADICIONAIS

1. Considere uma funcido polinomial do 1 grau y=f(x) tal que y seja diretamente
proporcional a x e y = 20 quando x=8. Encontre uma férmula e trace o gréfico dessa

funcdo. Qual € a constante de proporcionalidade?

2. Considere uma funcdo polinomial do 1 grau y=g(x) tal que seja diretamente
proporcional a x e y=-15 quando x=20. Encontre uma férmula e trace o grafico da

funcao.
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Considere uma fun¢do polinomial do 1 grau y=F(x) tal que x seja diretamente
proporcional a 2y+1 e y =1 quando x=3/2. Encontre uma férmula e trace o grafico

dessa funcao.

A tabela mostra o perimetro p de um quadrado de lado L

1 (cm) P (cm)
1 4

3 12

36 144

50 200

Encontre a fun¢do polinomial do 1° grau que contém todos os pares ordenados da

tabela. Trace o grafico dessa fungdo. Qual € a constante de proporcionalidade?

A tabela mostra a distancia d percorrida por um carro que viaja a uma constante de 75

km/h durante t horas.

t (h) d (km
1 75

g 150

3 225
20 300

Encontre a fungdo polinomial do 1.° grau que contém todos os pares ordenados da

tabela. Trace o grafico da funcdo. Qual € a constante de proporcionalidade?

7.
a)
b)
c)
8.

O preco de venda de um livro é de R$ 15,00 por unidade. A receita total obtida pela
venda desse livro pode ser calculada pela féormula: receita total = preco de venda por
unidade vezes quantidade de livros vendidos.

Indicando por x a quantidade de livros vendidos, escreva a lei dessa fungdo.

Essa fun¢do € linear?

A receita total é diretamente proporcional ao nimero de livros vendidos?

Dada uma funcao linear f tal que f(4) = 3, calcular f(8), f(2) e f(10).
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APENDICE K - Atividade 10 — Funcio Identidade

INTRODUCAO

Nas grandes cidades, como Sdo Paulo, existem lojas de comércio que se chamam
“POR UM REAL”. Sdo estabelecimentos que possuem uma grande variedade de produtos. Se
vocé comprar um alicate de manicura pagard R$ 1,00. Outra alternativa, seria a compra de
uma fruteira de pléstico cujo custo seria também de um real. Neste sentido, um pequeno
comerciante poderd fazer compras nessas lojas para revender em seu mercantil. Na compra de

80 unidades diferentes de produtos, pagard R$ 80,00 e, assim, sucessivamente.
FUNCAO IDENTIDADE

Chamamos de fun¢do identidade toda func¢do do tipo: f(x) = x.

Observe que as funcdes identidades sdo casos particulares de fungdes do primeiro
grau. De fato, lembre-se que as fun¢des do primeiro grau sdo da forma f(x) = ax+b.
Assim, se o valor do coeficiente angular “a” for 1 e se o valor do coeficiente linear “b” for
zero a fung@o do primeiro grau f(x) = ax+b se torna a funcdo identidade f(x) = x.
=1
Veja, f(x)=x

o 0o o
Il
=]

ATIVIDADES

40. Dada a func¢do f(x) = x, responda e faca o que se pede:
a) Qual o zero ou raiz dessa funcdo f?
b) Utilizando o WINPLOT, trace o seu gréfico.

c¢) Complete a seguinte tabela. (Sugestdo: Menu: Inventdrio\ Tabela)

X Y
-2.00000

-1.60000

-1.00000
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-0.20000
0
1

2
3

d) Imagine que voce seja o dono de uma loja “POR UM REAL”.
Voceé deve ter percebido que a fun¢do venda desse estabelecimento comercial é
uma funcdo identidade f(x) = x. Nesse sentido, qual seria o significado
comercial do zero ou raiz da func¢do?

e) Para que valores de x temos f(x) >0?

f) Para que valores de x temos f(x) < 0?

2. Com o auxilio do Winplot trace o grafico da funcioy=x+b

2.1 Qual € o valor do coeficiente angular “a”?

2.2 Faga o grafico da fun¢do com b = 0.

2.3 Obtenha o gréfico da funcao para diferentes valores de " b".

2.4 Qual o significado do coeficiente " b " nos graficos obtidos? Associe o valor do
coeficiente ao grafico correspondente.

2.5 Descreva os gréficos das funcdes em termos de movimentos aplicados ao gréifico de y

= X.
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APENDICE L - Atividade 11 — Funcoes Constantes

INTRODUCAO

No nosso cotidiano, lidamos com muitas fun¢des constantes. Mesmo sem saber
nomed-las, vocé ji resolve situacdes relacionadas a elas. Por exemplo, um restaurante com
sistema rodizio cobra 15 reais, ndo importando com a quantidade consumida, ou seja, ela
pode ser 0,2 kg, 0,5 kg, 2 kg, etc, o preco unico pago é sempre R$ 15,00. Logo, se
relacionarmos o consumo ao valor pago, obtermos uma fun¢do f constante: y = 15. Observe

que o valor de y ndo varia.

FUNCOES CONSTANTES

Chamamos de funcdo constante toda funcdo do tipo: f(x) = k, onde k é um

ndmero real.

EXEMPLOS
a) y=4 b) y=0.5 c)y:é
CONTRAEXEMPLOS
a) y= X b) y=2x+1 ¢) y=sen(x+3)
ATIVIDADES
1. Uma dona de casa quer comprar um jogo de estofado. No més de marco o preco do

conjunto era R$ 983, 00 e se manteve constante durante 6 meses. Construa o grafico

da funcdo que representa essa situacao.

2. Utilizando WINPLOT trace o gréfico da fun¢do y = 2. Baseado no grafico, responda as
seguintes questoes:
2.1 Qual € o ponto de intersec¢do do grafico com o eixo vertical?
2.2 A posicao da reta, que representa a funcdo y = 2, em relagc@o ao eixo vertical é:

a) paralelas b) coincidentes ¢) perpendiculares.
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2.3 A posicdo da reta, que representa a funcdo y = 2, em relacdo ao eixo horizontal
é:
a) paralelas b) coincidentes ¢) perpendiculares

2.4 Qual é o ponto de intersec¢do do grafico com o eixo horizontal?

3. Baseado na questdo anterior complete a seguinte tabela. (Sugestdo: Menu: Inventério \

Tabela)

4. Baseado na tabela e no grafico, determine o conjunto-imagem e o dominio da fungdo y =

2.

5. Utilizando WINPLOT trace o grafico das seguintes fungdes:
a) y=1 b)y=2 c)y=3 dy=4 e)y=5

Procedimento: Entre com a equagdo: y= k, selecionando esta equa¢do na janela
“inventdrio” e acionando o botdo ‘“familia” aparecerd a seguinte janela: Em “parametro”
coloque a letra k (que aparece na equacdo). Em “minimo” e “médximo” coloque a variacdo que
deseja para o parametro b (1 e 5) Em “passos” coloque o nimero de curvas da familia (4).
Acione o botdo “definir” para visualizar a familia de curvas. Para excluir a familia de curvas,
entre novamente nessa janela (selecionando a mesma curva, no caso, y = k) e acione o botado

desdefinir.

6. Além do fato de serem retas, o que os gréficos construidos pelo WINPLOT tém em

comum?
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7. Utilizando WINPLOT trace o grafico das seguintes funcdes:
a) y=-5 b)y=-4 c)y=-3 d)y=-2 e)y=-1

Procedimento: Entre com a equagdo: y= k, selecionando esta equa¢do na janela
“inventdrio” e acionando o botdo “familia” aparecerd a seguinte janela: Em “pardmetro”
coloque a letra k (que aparece na equacdo). Em “minimo” e “médximo” coloque a variacdo que
deseja para o parametro b (-5 e -1) Em “passos” coloque o niimero de curvas da familia (4).
Acione o botdo “definir” para visualizar a familia de curvas. Para excluir a familia de curvas,
entre novamente nessa janela (selecionando a mesma curva, no caso, y = k) e acione o botado

desdefinir.

8. Além do fato de serem retas, o que os graficos construidos pelo WINPLOT tém em

comum?
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APENDICE M - Atividade 12 - Definico de funciio

INTRODUCAO

Durante o nosso curso, vimos o problema do tanque de gasolina. Nesse caso, o
motorista do carro sabe que o total a pagar ao frentista do posto de gasolina depende da
quantidade de litros de gasolina colocados no tanque. O total a pagar varia em funcdo do
nimero de litros colocados. Nesse sentido, o total a pagar € a varidvel dependente e o niimero
de litros colocados € a varidvel independente. Revendo a tabela, poderemos se lembrar mais

dos detalhes.

Numero de litros comprados | Preco a pagar
1 R$ 1,5

2 R$ 3,0
3 RS 4,5
4 RS 6,0
5

6

R$ 7,5
R$ 9,0

Observe que para cada niimero de litros colocados hd em correspondéncia apenas
uma tnica quantia a pagar. E claro que se o motorista colocar 4 litros pagara uma quantia bem
menor do que se colocasse 10 litros.

Vejas que um dos focos principais do estudo das func¢des € a variagdo das

grandezas entre si. Mas o que € exatamente uma fungao?

DEFINICAO DE FUNCAO

Uma func¢ao é uma relagdo entre duas varidveis tal que, a cada valor da varidvel

independente, corresponde exatamente um valor da varidvel dependente.
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O dominio da fungdo é o conjunto de todos os valores da varidvel independente
para os quais a funcdo é definida. A imagem da funcdo é o conjunto de todos os valores
assumidos pela varidvel dependente.

Antdnio tem uma lotagdo que transporta diariamente passageiros de uma cidade a

outra. Ele fez uma tabela no dia anterior.

Passageiros |Quantidade a receber: R$
1 2

4

6

8

10

12

14

N N ] B W N

Nesse caso temos de fato uma funcdo, pois para cada nimero de pessoas
transportadas diariamente hd em correspondéncia apenas uma quantia de dinheiro.
Essa correspondéncia pode expressar-se pela equagao
Q=2p.
Nessa equacgdo, o valor de Q (quantidade de dinheiro a receber ao final do dia)
depende do valor do nimero de passageiros p. Por isto, Q é a varidvel dependente e p a
varidvel independente. Em notacdo de fun¢do, esta equacio tem a forma:

f(x) = 2x Notagdo de funcdo

A varidvel independente € x, e 0 nome da funcao € “f’. O simbolo f(x) I&-se “f de
x” e denota o valor da varidvel dependente. Por exemplo, o valor de f quando x = 8 é
f(8) =2.8 = 16.
O valor de f(8) ¢ chamado um valor da funcdo, e estd na imagem de f. Também

podemos expressar uma fungdo através da equacgdo y = 2x.

O GRAFICO DE UMA FUNCAO
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Ao tracar o grifico de uma fungdo, a convengcdo € representar a varidvel
independente x no eixo horizontal x. J4 a varidvel dependente f(x) serd representada no eixo
vertical y.

No nosso exemplo, o valor da varidvel independente x = 8 pertence ao eixo
horizontal. J4 o valor de f(8) pertence ao eixo vertical. Isto significa que o ponto (8, f(8)

pertence ao gréfico de f.

0 ESTUDO DE FUNCOES ATRAVES DE DIAGRAMAS DE FLECHAS.

Uma fun¢do de A em B pode ser representada por um diagrama de flechas como o

seguinte:
A B

Xo— —e f(x)=y

No diagrama de flechas, x representa um elemento de A (conjunto de partida) e
f(x) representa um elemento de B (conjunto de chegada).
Agora, analisemos alguns exemplos de relacdes de A em B. Alguns deles serdo

funcdes e outros nio.
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EXEMPLO 1

Observe que a seguinte relacdo de A em B representada por um diagrama de

flechas € uma funcao.

De fato, a cada elemento de A corresponde um unico elemento de B. Veja que

D=A={1,2,3}, B={1,2,3,,4,5,6} e Im= {2,4,6}. Observe que: f(1) = 2; f(2) =4 e f(3)=6.

EXEMPLO 2

O seguinte esquema abaixo ndo representa uma funcdo de A em B.
A B

/I

Observe que ha elementos de A (os nimeros 1 e 8) que ndo tém correspondente em B.

EXEMPLO 3

Agora, vamos observar o seguinte esquema:
A B

§...“---

Nesse caso ndo temos uma funcdo de A e B, pois ao elemento 1 de A corresponde a

trés elementos de B: 2, 3 e 5. E ndo apenas um tnico elemento de B.
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EXEMPLO 4

Note que para cada elemento em A estd associado um unico elemento em B.

Por conseguinte, a relacdo de A em B € uma funcao.

ATIVIDADES
1. Responda se cada um dos esquemas abaixo define ou ndo uma fun¢do de A={-1, 0, 1,
2}emB={-2,-1,0, 1, 2, 3} e justifique:
A B A B
a) l l b) l '
A B A B
c) d
al B
= —
NN
2. Para decidirmos se o griafico de uma relagdo é uma funcdo podemos usar o teste da

reta vertical. Este teste afirma que, se toda reta vertical intercepta o grafico de uma
equagdo em, no maximo um ponto, entdo a equacao define y com fungdo de x. Agora,
utilizando o software educativo GRAGHMATICA verifique se o grifico da equagdo
INSERIR representa uma funcao.

Sugestdo: Digite y = sqrt(x-1). Em seguida digite a fun¢do x = 2 para fazer o teste
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da reta vertical.

3. Utilizando o software educativo GRAGHMATICA verifique se o grifico da equagdo

x*+y’=1 representa uma fungo.

4. Agora, vamos trabalhar com o software Int. Diagramas\ Vertical Line Test. Utilizando
0 Menu Relation List escolha uma equacdo e decida se seu grifico representa uma

funcdo. Para seu auxilio use o comando removivel VERTICAL LINE TEST.

5. No mesmo software, utilize o menu SKETCH TOOL para desenhar um circulo
qualquer. O seu gréfico representa uma funcio? Por qué? Qualquer curva fechada ou

semi-fechada pode representar uma fun¢do? Justifique a sua resposta.

6. Uma funcdo € bijetora se cada valor da varidvel dependente na imagem corresponde
exatamente um valor da varidvel independente. Por exemplo, a fun¢do do Exemplo 4 é
um a um, enquanto a funcdo do exemplo 1 ndao o é. Geometricamente, uma fungao é
um a um se toda reta horizontal intercepta seu grifico no maximo uma vez. Esta
interpretacdo geométrica € o teste da reta horizontal para fun¢cdes um a um. Assim, um
grifico que represente uma funcdo um a um deve satisfazer tanto o teste da reta
vertical como o teste da reta horizontal. Agora, utilizando o software educativo

WINPLOT verifique se o grafico da equacio f(x) = x*+5x+4 é uma funcio bijetora.

Sugestdao: Na op¢dao Equacdo escolha a opgdo Explicita e digite a expressdao

x"2+5x+4. Logo apds, trace uma reta paralela ao eixo x que corte o gréfico.

7. Com o auxilio do WINPLOT trace o grafico da funcio y=x+b
7.6 Qual € o valor do coeficiente angular “a”?

7.7 Faga o gréfico da fungdo com b =0.

7.8 Obtenha o gréfico da funcdo para diferentes valores de “b".
7.9 Qual o significado do coeficiente " b " nos graficos obtidos? Associe o valor do
coeficiente ao grafico correspondente.

7.10Descreva os gréificos das fungdes em termos de movimentos aplicados ao grafico de

y =X



8.

10.

a)

b)
c)

d)

a)

b)

c)

d)

€)

g)
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Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico da fun¢do y = 2x.

Complete a seguinte tabela. (Sugestdo: Menu: Inventério \ Tabela)

X y

-0.4
-0.2

0.2

Para que valores de x temos y = 0?
Para que valores de x temos y > 0?

Para que valores de x temos y < 07

Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico da fun¢do y = 4x.
Qual € o valor do coeficiente a? O angulo de inclinacdo € maior ou menor do que
90°?
Qual € o valor de y no ponto em que o grafico corta o eixo dos x?
Qual € o valor de x no ponto em que o grafico corta o eixo dos x?
Vocé seria capaz de encontrar uma maneira de determinar para que valor de x temos
y =0, para uma equacao do tipo y = ax, associada a uma fun¢do linear qualquer?
Qual o sinal de y quando x estd a direita do ponto de intercessdo da reta com o €ixo
x?
Qual o sinal de y quando x estd a esquerda do ponto de intercessdo da reta com o
eixo x?
Tente resumir as ideias apresentadas nos itens a e g. Encontre um método para o
estudo do sinal da func¢do linear f(x) =ax, sendo a>0.

Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico da funcdo f(x) = -2x.

a) Complete a seguinte tabela. (Sugestdo: Menu: Inventério \ Tabela)
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-0.4

0.2

b) Qual é o valor do coeficiente a? O angulo de inclinacdo € maior ou menor do que 90°?
¢) Qual é o valor de y no ponto em que o grafico corta o eixo dos x?

d) Qualé o valor de x no ponto em que o grafico corta o eixo dos x?

e) Voce seria capaz de encontrar uma maneira de determinar para que valor de X temos y =
0, para uma equagdo do tipo y = ax, associada a uma funcao linear qualquer?

f) Qual o sinal de y quando x estd a direita do ponto de intercessdo da reta com o eixo x?
g) Qual o sinal de y quando x estd a esquerda do ponto de intercessdo da reta com o €ixo
x?

h) Tente resumir as ideias apresentadas nos itens a e g. Encontre um método para o estudo

do sinal da funcao linear f(x) =ax, sendo a<0.

11. Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico da funcdo f(x) = 2x -1.

a) Complete a seguinte tabela.

(Sugestao: Menu: Inventario\ Tabela. Caso os valores da varidvel x ndo
coincidam com os valores da tabela do WINPLOT, entre na op¢do Inventario\ Tabela\

Parametros e mude o nimero de passos de 50 para 40).

b) Qual € o valor do coeficiente a? Qual o valor do coeficiente b? O dngulo de inclinagdo é
maior ou menor do que 90°?

¢) Qual é o valor de y no ponto em que o grafico corta o eixo dos x?

d) Qualé o valor de x no ponto em que o grafico corta o eixo dos x?

e) Qual o valor de y no ponto em que o gréfico corta o eixo dos y?
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f) Voce seria capaz de encontrar uma maneira de determinar para que valor de x temos
y = 0, para uma equacdo do tipo y = ax+b, associada a uma fun¢do do primeiro grau
qualquer?

g) Qual o sinal de y quando x estd a direita do ponto de intercessdao da reta com o eixo
x?

h) Qual o sinal de y quando x estd a esquerda do ponto de intercessdo da reta com o
eixo x?

1) Tente resumir as ideias apresentadas nos itens a € h. Encontre um método para o

estudo do sinal da fun¢@o do primeiro grau f(x) =ax+b, sendo a>0.

12.  Utilizando o WINPLOT, trace o gréfico da func¢do f(x) = -2x +1.
a) Complete a seguinte tabela.
(Sugestdo: Menu: Inventario \ Tabela. Caso os valores da varidvel x ndo coincidam
com os valores da tabela do WINPLOT, entre na  opcao Inventario\ Tabela\

Parametros e mude o nimero de passos de 50 para 40).

X y
-1
-0.5
0
0.5
1
1.5
2
2.5

b) Qual € o valor do coeficiente a? Qual o valor do coeficiente b? O dngulo de inclinagao é
maior ou menor do que 90°?

¢) Qual é o valor de y no ponto em que o grafico corta o eixo dos x?

d) Qualé o valor de x no ponto em que o grafico corta o eixo dos x?

e) Qual o valor de y no ponto em que o gréfico corta o eixo dos y?

f)  Voce seria capaz de encontrar uma maneira de determinar para que valor de x temos y = 0, para

uma equagdo do tipo y = ax+b, associada a uma funcdo do primeiro grau qualquer?
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g) Qual o sinal de y quando x estd a direita do ponto de intercessdo da reta com o eixo x?
h) Qual o sinal de y quando x esté a esquerda do ponto de intercessdo da reta com o eixo x?
1) Tente resumir as ideias apresentadas nos itens a € h. Encontre um método para o estudo

do sinal da funcdo linear f(x) = ax+b, sendo a>0.
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APENDICE N - Questiondrio para orientar Digrio de Campo

1.°)  Descreva o que vocé havia planejado. Qual foi a atividade realizada? Fazer uma
descricdo dos topicos sobre funcdes desenvolvidos na atividade, assim como os ambientes

computacionais utilizados.

2.°)  Quais foram as principais duvidas sobre a utiliza¢cdo do programa?

3.°)  Como superar essas dividas?

4.°)  Quais foram os principais conhecimentos-em-acao (conceitos-em-agdo e teoremas-em-

acdo) que emergiram na resolugdo da atividade?

5.) Quais foram as imagens conceitual evocadas pelos estudantes ao explorarem os

ambientes computacionais e ao resolveram as atividades?

6.) Quais foram os principais obstdculos epistemoldgicos que surgiram durante as

atividades?

7.) Aparecem alguns protétipos de fungdes? Quais?

5.°)  Quais foram as principais dificuldades sobre o conteido matematico que os alunos

tiveram?

6.°)  Como superar essas dificuldades?

7.°) Descricdo da interacdo entre os pares

» Como os alunos interagem?
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Quem inicia a atividade?

Quem utiliza mais o mouse?

Os sujeitos estdo atentos?

De que modo eles participam na atividade?

Quando surgem duvidas os alunos conversam entre si para achar uma solugao?

vV VvV Vv ¥V V VY

Como os alunos reagem quando a atividade termina?

8.°)  Descreva o que foi diferente do que havia planejado.

9.°)  Com vocé avalia a atividade?

10.°) Faca um sumdrio dos principais acontecimentos.
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ANEXOS
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ANEXO A - Pos-Teste

Escola: Aluno

S:

Turma

1.°)  Em matematica, o que vocé acha o que € funcao?

2.°)  Cite cinco exemplos quaisquer de funcdes.

3.°)  5x+4 =0 é uma fun¢ao? Justifique a sua resposta.

4.) Qual € o sinal do coeficiente a da funcdo y = ax +b representada pelos graficos

ilustrado abaixo?

5.°)  Monte as tabelas das fungdes dadas por suas leis, conhecendo-se seus dominios.

Em cada caso, determine o conjunto imagem I da funcao.
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a) Lei da fungdo: y = 2x2+5x+1, dominio A = {-2, -1, 0, +1, +2}.
b) Lei da funcdo: y =4, dominio A = {+1, +2, +3, +4}.

6.°)  Dado o gréfico da funcao abaixo, responda:

!ra‘. SEMNOME. Wp2

a) Para que valores de x temos f(x) = 0?

b) Para que valores de x temos f(x) < 0?

c) Para que valores de x temos f(x) > 0?

d) Qual o ponto de intersec¢do do grafico da fungdo com o eixo vertical y (eixo das
ordenadas)?

e) Qual o ponto de interseccdo do grafico da funcdo com o eixo horizontal x (eixo das
abscissas)?

f) O gréfico da fun¢do intercepta a origem do sistema de coordenadas cartesianas?

Por qué?

7.%) A tabela mostra a distancia d percorrida por um carro que viaja a uma

constante de 75 km/h durante t horas.
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T (h) d (km
1 75

2 150

3 225

4 300

a) Se t= 6s, quanto vale d?

b) Quando a varidvel tempo cresce o que acontece com a distancia percorrida pela carro?
¢) A distancia d percorrida pelo carro € diretamente proporcional ao tempo t? Em caso
afirmativo, ou seja, se voc€ acha que sim, escreva a constante de proporcionalidade.

d) Tente escrever uma expressdo que relacione a distancia percorrida em funcio da

varidvel tempo.
8.°)Dado a funcao f(x) = -2x+10, calcule:
Os valores de f(0) e f(5).
O valor de x para o qual f(x) = 20.
O zero ou raiz da funcio.
Faca o seu gréfico.

9. Faga o estudo do sinal da funcdo f(x) =-10x

10. O esbogo seguinte representa uma fungdo, observando-o, determine o dominio D e o

conjunto imagem Im da fungao:
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Considere a funcdo y = 5x 3.

a) Para x = 10, qual € o valor de y?

b) Para que valores de x se tem y = 10?
Um projétil langado da origem (0,0), segundo um referencial dado, percorre uma trajetéria
parabdlica cuja funcdo representativa € y = ax2+bx. Sabendo que o projeto atinge sua altura

maxima no ponto (2, 4), escreva a fun¢do dessa trajetoria.

Boa Sorte!



