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"Adjoint functors arise everywhere."

(Saunders Mac Lane)



RESUMO

A presente dissertacdo mostra como a teoria das categorias pode ser utilizada como
ferramenta para tratar o Problema dos Universais. Os resultados desenvolvidos aqui
permitem que o Problema dos Universais seja encarado a partir de uma nova e original
perspectiva, a saber, a de uma ontologia esquematica. De fato, o presente trabalho
mostra como construir formas esquematicas de sentencas. A ideia bésica ¢ que a
justificativa para a aplicagao de um mesmo predicado a particulares distintos ¢ dada por
meio de uma relagcdo esquematica entre formas esquematicas de sentengas; para tal, eu
defino também a forma esquemadtica da no¢do de particular paradigmatico. Para levar a
cabo essa ideia, eu utilizo constru¢des presentes na teoria das categorias. Assim, formas
esquematicas de sentencas sdo formalizadas como cones, a forma esquematica da nogao
de particular paradigmatico ¢ formalizada como o limite para um dado funtor, ¢ a
relacdo esquematica entre formas esquematicas de sentencas ¢ formalizada como a
relacdo esquematica fatora-se por meio de. Além disso, eu defino uma categoria na qual
os objetos sdo formas esquemadticas de sentencas, € as setas sdo as relagdes
esquematicas entre essas formas esquemadticas de sentencgas. Finalmente, eu
“funtorializo” a nocdo de particular paradigmatico, mostrando que perguntar sobre a
existéncia de uma forma esquemadtica da nogdo de particular paradigmatico ¢ perguntar
sobre a existéncia do adjunto direito de um dado funtor. Como um exemplo do
nominalismo de categorias desenvolvido nesta dissertacdao, eu apresento uma solucao
para o regresso infinito apontado por Russell no nominalismo de semelhanga. Na
conclusdo, eu esbogo brevemente como a teoria das formas esquematicas desenvolvida
aqui pode ser utilizada em problemas do ambito das teorias da verdade e das teorias do
significado.

Palavras-chave: Nominalismo de Categorias. Formas Esquematicas. Funtorializagao.



ABSTRACT

The present dissertation shows how Category Theory can be used as a tool to deal with
the Problem of Universals. The results developed here allow the Problem of Universals
to be viewed from a new and original perspective, that is, of a schematic ontology. In
fact, the present study demonstrates how to build schematic forms of sentences. The
basic idea is that the justification for applying the same predicate to distinct particulars
is given by a schematic relation between schematic forms of sentences; for this, I also
define the schematic form of the paradigmatic particular notion. To conclude this idea, |
use constructions present in Category Theory. Hence, schematic forms of sentences are
formalized as cones, the schematic form of the paradigmatic particular notion is
formalized as the limit for a given functor, and the schematic relation between
schematic forms of sentences is formalized as the schematic relation factors through.
Moreover, I define a category in which the objects are schematic forms of sentences,
and the arrows are the schematic relations between these schematic forms of sentences.
Finally, I “functorize” the notion of paradigmatic particular, showing that asking about
the existence of a schematic form of the notion of paradigmatic particular is asking
about the existence of the right adjoint of a given functor. As an example of the
Category Nominalism developed in this dissertation, I present a solution to the infinite
regress pointed out by Russell in the Resemblance Nominalism. In the conclusion I
briefly outline how the theory of schematic forms developed here can be used in
problems in the field of the theories of truth and theories of meaning.

Keywords: Category Nominalism. Schematic Forms. Functorialization.
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1 INTRODUCAO

Esta dissertacdo contém os resultados alcangados na minha pesquisa durante
o mestrado. Os pré-requisitos para um bom entendimento e absor¢do do contetido
presente neste trabalho podem ser divididos em duas partes. A primeira concerne a uma
maturidade filosofica, no sentido de saber que o trabalho principal do filésofo ¢ buscar
solucdes para os problemas que competem a atividade filos6fica. Ou seja, o leitor deve
ter maturidade suficiente para ndo esperar deste trabalho uma mera repeticao do que ja
existe. E deve ter em mente que a atividade filosofica termina onde comeca a atividade
cientifica. N6s discorreremos mais sobre o ultimo pormenor adiante. A segunda
concerne a familiaridade com nogdes basicas de matematica. Por exemplo, o leitor ¢
encorajado a familiarizar-se com as nogdes de relacdo e funcao (injecdo, sobrejecao,
bijecdo, composicao e identidade).

Esta dissertacdo esta estruturada de forma bastante simples. Existe um
capitulo introdutério no qual eu discorro sobre a questdo dos universais (realismo e
nominalismo) e apresento a minha ideia da maneira mais intuitiva possivel, bem como
justifico a necessidade da utilizagdo da teoria das categorias. Espero que esse capitulo
introdutorio encoraje o leitor a entender e absorver o conteudo aqui presente. A teoria
das categorias talvez assuste um pouco no inicio, mas o que o leitor deve ter em mente é
que a teoria das categorias ndo ¢ apenas mais uma teoria, ¢ uma nova forma de
raciocinar. Entdo, a partir do momento em que o leitor entender isso, todas as nogdes
categoriais passardo a fazer sentido de forma intuitiva. Depois do capitulo introdutorio
supracitado, vem um capitulo dedicado a teoria das categorias. Tal capitulo ¢ uma
apresentacao detalhada do que eu presumo ser o basico que alguém deve saber sobre
teoria das categorias para poder entender a sua utilizacao nesta dissertagdo. O préximo
capitulo ¢ onde eu desenvolvo a minha teoria das formas esquematicas e apresento o

meu nominalismo de categorias.
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2 UNIVERSAIS

2.1 O que ¢ o Problema dos Universais?

Antes de iniciar qualquer tratamento sobre o Problema dos Universais, eu
devo explanar a que se refere esse problema. Nos podemos caracterizar universais da
seguinte maneira: algo ¢ um universal se, e somente se, pode ser instanciado; caso
contrario ¢ um particular. A instanciagao, claro, pode ser realizada por outro universal, e
ndo somente por particulares; por exemplo, a sabedoria ¢ um universal, mas também ¢
uma instancia de outro universal, a saber, a virtude. Ja um particular ndo pode, de forma
alguma, possuir uma instancia; por exemplo, Gregg Allman ndo pode ter uma instancia.
Assim, a distingdo entre particular e universal ¢ tomada como sendo exaustiva e
exclusiva. Podemos dizer que o assunto ‘universais’ se inicia (ou pelo menos ganha
forca e destaque) em Platdo. No Parménides, Platdo discorre sobre uma série de
problemas que surgem a partir da sua teoria das formas, sem, contudo, fornecer
respostas que poderiam ser consideradas satisfatorias.

E de conhecimento de todos que Aristoteles discordava veementemente da
teoria de Platdo. Entretanto, alguns neoplatdnicos, tais como Plotino, Agostinho e
Boécio, enxergavam nas obras dos dois filosofos uma concordancia bésica: em
Aristoteles se encontra a explicacdo de como a mente do ser humano adquire conceitos
universais a partir das coisas particulares encontradas na experiéncia; ¢ em Platdo se
encontra a explicacdo de como as coisas particulares tém as caracteristicas universais
estabelecidas por meio de uma modelacdo efetuada pelos seus arquétipos universais.
Essa maneira de expor e tratar o problema no final da Antiguidade foi o ponta pé inicial
para tratamentos mais sofisticados na Idade Média. Por exemplo, os conceitos (da
mente humana) foram considerados como posteriores as coisas particulares que tais
conceitos representam; assim, conceitos eram universalia post rem. J& as caracteristicas
inerentes as coisas particulares, isto €, suas caracteristicas universais, eram considerados
universais nas coisas, ou seja, eram universalia in re. J4 os universais na mente divina
eram universalia ante rem.

Dai para atrelar os universais a linguagem foi um caminho natural. Todas as
nogdes explanadas acima sdo expressas e ganham significados por meio dos 6bvios
sinais universais presentes na linguagem ordinaria. Por exemplo, se ndés tomarmos o

termo ‘homem’ constataremos imediatamente que se trata de um termo universal, tendo



15

em vista que podemos predica-lo de maneira sempre verdadeira a todos os particulares
que sdo homens. Em contrapartida, se tomarmos o termo singular ‘Grothendieck’,
constataremos imediatamente que, se utilizado de forma inequivoca, poderemos
predica-lo de forma verdadeira somente a um Unico particular.

Universais sdo, digamos assim, universais dentro da filosofia. Ou seja,
mesmo que o filésofo ndo se dedique ao estudo envolvendo a questdo dos universais
diretamente, de uma maneira ou de outra, ¢ em maior ou menor grau, ele estara
comprometido com alguma posicdo com respeito a universais: € algo que ndo ¢ uma
op¢do. A classificagdo dessas posicdes, grosso modo, ¢ a seguinte: realistas;
conceitualista; e nominalistas. Deixe-me, agora, ser um pouco mais explicito sobre o
que € o Problema dos Universais, € por que ele ¢ um problema.

Rodriguez-Pereyra (2000) mostra que o Problema dos Universais possui a
mesma forma que Nozick (1981, p. 9) identifica em muitos problemas filoséficos:
“como ¢ uma certa coisa, digamos ‘X’, possivel dada (ou supondo) certas outras
coisas?”' Por exemplo, como ¢é possivel que tenhamos livre-arbitrio, dado que todas as
nossas agdes sdo causalmente determinadas? Ou, como o movimento ¢ possivel, dado o
argumento de Zendao? Nozick chama essas “certas outras coisas” de “excluidores
aparentes” (apparent excluders), ou seja, eles parecem excluir a possibilidade de X
ocorrer. Tal como Rodriguez-Pereyra percebe, a forca desses “excluidores aparentes”
varia: alguns parecem excluir X logicamente, ja em outros casos tal exclusdo parece ser
metafisica, € em outros casos apenas fisica. O ponto em questdo ¢ que a coexisténcia de
X e seus “excluidores aparentes” configura-se um quebra-cabecas que necessita de uma
explanagdo. Assim, explanar como X ¢ possivel ¢ mostrar que seus “excluidores
aparentes” nao sdo reais. Obviamente, tal como Rodriguez-Pereyra pontua, existem
duas maneiras de fazer isso: a primeira ¢ mostrar que os “excluidores aparentes” nao
existem; e a segunda ¢ mostrar que esses “excluidores aparentes” sdo, de fato, aparentes.

Rodriguez-Pereyra argumenta que podemos constatar, na formulacao de
Armstrong (1978, p. 41), que o Problema dos Universais possui a forma dos problemas
de Nozick: “o problema de como particulares numericamente diferentes podem, mesmo
assim, ser idénticos em natureza, ser todos do mesmo ‘tipo”’z. A existéncia de um

“excluidor aparente” aqui, tal como notado por Rodriguez-Pereyra, ¢ indicada pelo

"how is a certain thing, call it ‘X’, possible given (or supposing) certain other things?

% the problem of how numerically different particulars can nevertheless be identical in nature, all be of
the same ‘type’.
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advérbio contrastivo “nevertheless”, e o “excluidor aparente” ¢ justamente a diferencga
numérica entre os particulares. Mais especificamente, o problema em questdo ¢ saber
como pode existir identidade na diferenga, ou como pode existir unidade na
multiplicidade. A incompatibilidade aqui pode variar, por exemplo, alguns podem ver
uma incompatibilidade 16gica, enquanto outros podem ver uma incompatibilidade mais
fraca. Mas, seja qual for o grau de incompatibilidade, explana-la ¢ exatamente o que
solugdes para o Problema dos Universais tentam fazer. Note, entretanto, tal como
Rodriguez-Pereyra (2000, p. 257) aponta, que algumas pessoas podem sugerir que nao
existe incompatibilidade alguma entre, por exemplo, a € b serem os mesmos em tipo (ou
em relagdo a algum aspecto qualitativo), e, ndo obstante, numericamente diferentes.
Mas, o ponto ¢ que existe uma incompatibilidade entre ser o mesmo e ser diferente, e
apelar para uma distin¢gdo entre identidade numérica e identidade qualitativa ja ¢ uma
tentativa de explanar como particulares podem ser idénticos apesar de serem diferentes.
No entanto, sem uma explanacdo dos tipos ou das propriedades, dizer meramente que
particulares numericamente diferentes podem ser idénticos em tipo ¢ uma explanacdo
incompleta.

Seja como for, existe ainda um problema mais basico, a saber, a pouca
clarificagdo do requerido tipo de explanacdo sobre como particulares diferentes podem
ter as mesmas propriedades. Quais fatos devemos explanar? O fato de que a e b tém
uma propriedade comum? O fato de que a e b t€m em comum a propriedade F? O fato
de que a e b sao ambos F? Rodriguez-Pereyra cita Campbell para mostrar que a

possibilidade de discordancia vai mais além:

[...] nés podemos colocar duas questdes bastante diferentes sobre, digamos,
objetos vermelhos. Nos podemos pegar um unico objeto vermelho e
perguntar: o que ¢ isso sobre esse objeto em virtude do qual ele ¢ vermelho?
Nos vamos chamar essa questdo de questdo A.

Segundo, nds podemos perguntar sobre quaisquer dois objetos vermelhos: o
que ¢é isso sobre esses dois objetos em virtude do qual eles sdo ambos
vermelhos? Deixemos essa ser a questdo B. (CAMPBELL, 1990, p. 29,
traducgdo nossa.)

Tal como Rodriguez-Pereyra pontua, ¢ comum a confusao envolvendo as
duas questdes acima. Por exemplo, para Devitt (1980, p. 435), uma solugdo para o
Problema dos Universais deve explanar verdades como “a € F”, e ndo verdades como “a
e b tém a mesma propriedade F”’. Rodriguez-Pereyra prossegue mostrando como Oliver

(1996, pp. 49-50) aponta o exemplo mais notavel desse tipo de confusdo, a saber, o
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proprio Armstrong. Oliver mostrou que Armstrong vacila entre as seis seguintes
sentengas, que indicam os fatos a serem explanados por uma solugdo para o Problema

dos Universais:
(1) a e b sao do mesmo tipo / t€ém uma propriedade comum.

(2) a e b sao ambos F.

(3) a e b tém uma propriedade comum, F.
(4) a tem uma propriedade.

(5)aéF.

(6) a tem a propriedade F.

Segundo Oliver (1996, p. 50), Armstrong vacila entre (1) - (6) pelo fato de
utilizar o seguinte raciocinio: “a ¢ F” ¢ equivalente a “a tem a propriedade F”, assim,
pode-se inferir a partir disso “a tem uma propriedade”; da mesma forma, “a e b sdo
ambos F”’ ¢ equivalente a “a e b tém uma propriedade comum, £, igualmente, pode-se
inferir a partir disso “a ¢ b sdo do mesmo tipo / t€m uma propriedade comum”; e, por
ultimo, de “a tem a propriedade F™ e “b tem a propriedade F”’ pode-se inferir “a e b tém
uma propriedade comum, F”. A questdo levantada por Oliver ¢ que, algumas vezes, “a ¢
F” ndo ¢ equivalente a “a tem a propriedade F”’, o que pode ser visto no fendmeno da
auto-instanciacao. Entretanto, a discussao sobre a distingdo entre “a é F” ¢ “a tem a
propriedade F”’ ndo importa muito aqui, tendo em vista que o Problema dos Universais
se preocupa apenas com propriedades esparsas e, o tipo de propriedade utilizada para
gerar uma contradi¢do na supracitada discussdo, a saber, a de ndo ser auto-instanciada,
se existe, ¢ uma propriedade abundante’.

Deixando de lado a discussao sobre se “a € F”’ € ou nao equivalente a “a tem
a propriedade F”’, Rodriguez-Pereyra toma, provisoriamente, (2) e (3) e, da mesma
forma (5) e (6), como expressando os mesmos fatos. Assim, os fatos que necessitam de
explanagdo sao quatro: (1), (2)/(3), (4) e (5)/(6). Portanto, a questdo que se pde ¢ saber
qual desses fatos uma solugdo para o Problema dos Universais deve explanar. Tal como
Rodriguez-Pereyra pontua, tal questdo ndo ¢ de maneira nenhuma trivial, tendo em vista

que se os fatos sdo diferentes, ndo necessariamente deve existir uma explanagdo

*Paraa distingdo entre propriedades esparsas versus propriedades abundantes, ver Lewis (1983, pp.
346-7, 1986, pp. 59-63).
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unificada para todos. Por exemplo, Lewis (1983, pp. 354-5) sustenta que (1) e (3)
possuem explanagdes diferentes e, como visto, Campbell pede explanacgdes diferentes
para (2) e (5). Neste ponto, as questdes que surgem sdo as seguintes: (i) o que deve ser
explanado por solugdes para o Problema dos Universais; e (ii) que tipo de explanagao ¢
requerida.

Para (ii), Rodriguez-Pereyra nota que Oliver (1996, p. 50) aponta trés visdes
de o que uma explanacdo de (1) - (6) deveria ser, e entre as quais Armstrong parece
vacilar:

(a) uma andlise conceitual do contetdo de (1) — (6);
(b) uma descricao do comprometimento ontologico de (1) — (6); e
(c) uma descrigao dos truthmakers de (1) — (6).

Rodriguez-Pereyra toma as trés visdes acima como os possiveis candidatos ao tipo de
explanagdo requerida pelo Problema dos Universais. Entretanto, logo de cara o
candidato (a) ¢ descartado, tendo em vista que, para Rodriguez-Pereyra, o Problema dos

Universais ¢ um problema ontologico:

[...] seja qual for a natureza exata do Problema dos Universais, algo sobre
isso parece claro, a saber, que ¢ um problema ontoldgico, um problema sobre
quais tipos de entidade existem, ndo sobre como nds conhecemos, pensamos
ou falamos sobre tais entidades (embora uma solucao pode, e provavelmente
tera, consequéncias interessantes para estes) (RODRIGUEZ-PEREYRA,
2000, pp. 256-257, tradug@o nossa).

Assim, uma solu¢cdo ndo pode ser uma que seja capaz apenas de nos
informar sobre o conteudo dos conceitos e palavras que sdo usados para falar e pensar
sobre o que existe, mas uma que diga alguma coisa sobre o que existe. Por outro lado,
os candidatos (b) e (c) ndo possuem o problema do candidato (a), pois ambos dizem
algo sobre o que existe e, portanto, ndo podem ser descartados tendo como base o
problema de (a). Tal como encontrado em Oliver (1996, p. 60), a caracterizagdo de

comprometimento ontologica de uma sentenga pode ser dada da seguinte forma:
(OC) A sentenca S ¢ ontologicamente comprometida com a entidade E se, e somente se,
S implica “E existe”.

Ou seja, o comprometimento ontoldgico de uma sentencga ¢ sobre quais entidades devem
existir para que tal sentenca seja verdadeira. J& o truthmaker de uma sentenga ¢ aquilo

que faz algo verdadeiro, ou aquilo em virtude do qual uma dada sentenga ¢ verdadeira.
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Tal explanacdo intuitiva nao ¢ exatamente clara, entretanto, nas palavras de Rodriguez-

Pereyra: [...] “autores concordam que ‘fazer verdadeiro’ ndo significa ‘causar ser

verdadeiro’, e muitos deles pensam que isso significa ‘implicar’.””* (2000, p. 260).
Portanto, a caracterizagdo do truthmaker de uma sentenga €, na maior parte

das vezes, dada da seguinte forma (OLIVER, 1996, p. 69):
(T) A entidade E ¢ um truthmaker de sentengas S se, e somente se, “FE existe” implica S.

Note que as nog¢des de implicagao envolvidas aqui sdo reciprocas:

[...] a necessidade nas nogdes de implicagdo envolvidas aqui é amplamente
logica ou metafisica. Mas, seja qual for a nogdo de implicagdo,
comprometimento ontoloégico e truthmaking sdo relagdes reciprocas de
implicagdo, indo da linguagem para o mundo por comprometimento
ontolégico e do mundo para a linguagem por truthmaking (RODRIGUEZ-
PEREYRA, 2000, p. 260, tradug@o nossa).

Apesar da intima ligacao entre os candidatos (b) e (c), fica 6bvio, a partir do
exposto acima, que somente o candidato (c) se qualifica como o tipo correto de
explanacdo requerida pelo Problema dos Universais. Isso pode ser visto facilmente pelo
fato de que, no caso do candidato (b), a existéncia de E ¢ compativel com a ndo
existéncia do fato de que S e, portanto, compativel com a existéncia de seus
“excluidores reais” (real excluders), tendo em vista que S implica, mas ndo ¢ implicado
por “E existe”. Portanto, a existéncia de E ndo ¢ suficiente para explanar como o fato de
que S ¢ possivel. Por outro lado, desde que, como visto acima, o Problema dos
Universais diz respeito a dar uma explanagdo filosofica ou metafisica de como os fatos
expressados por (1) — (6) sdo possiveis, fica facil constatar que o candidato (c) faz
exatamente o requerido. Para ver isso, basta notar, como apontado por Rodriguez-
Pereyra, que uma maneira simples de explanar como algum dado fato S ¢ possivel ¢é
invocar a existéncia de algo que o implique. Ora, mas € exatamente 1SS0 0 que ocorre no

caso do candidato (c):

Se “E existe” implica S, entdo a existéncia de E exige o fato de que S, que
significa que, dado E, o fato de que S ndo pode deixar de obter, ndo que
obtém ou existe necessariamente. A existéncia de E exclui os excluidores
reais do fato de que S: o que exige o fato de que S “impossibilita” seus
excluidores reais e, assim, explica como S ¢ possivel. Mas, se E é um
truthmaker de S, entdo “E existe” implica S (RODRIGUEZ-PEREYRA,
2000, p. 261, tradug@o nossa).

* authors agree that ‘making true’ does not mean ‘causing to be true’, and many of them think that it
means ‘entailing’.
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Portanto, com Rodriguez-Pereyra eu concluo que somente o candidato (¢) se
qualifica como o tipo correto de explanacdo requerida pelo Problema dos Universais.
Dessa forma, uma solugdo para o Problema dos Universais deverd ser uma explanacao

dos truthmakers das sentengas (1) — (6).

2.1.1 Teoria dos truthmakers

Apesar de ser o candidato correto, a nog¢ao de truthmaker nao esta livre de
controvérsias. Como apontado por Rodriguez-Pereyra, existem argumentos que tentam
mostrar que tal no¢do € vazia ou incoerente, como, por exemplo, uma versdo do
Slingshot argument (Oliver 1996, p. 73). Entretanto, o Slingshot argument pode ser parado com
pela adogdo do chamado critério de identidade “estruturalista” para fatos (OLSON, 1987, p. 91).
Outro problema da nocao de truthmaker diz respeito a propria defini¢ao (T): a partir da
defini¢ao (T), cada truthmaker para uma dada sentenca S ¢ também um truthmaker para
cada verdade necessdria. A nogdo relativamente clara de implicagdo ¢ utilizada para
esclarecer as nogdes relativamente obscuras de “fazer verdadeiro” e “ser verdadeiro em
virtude de”. O problema ¢ que uma proposta que implique, por exemplo, que
Wittgenstein ¢ o truthmaker de uma verdade necessaria, obviamente mais distorce do
que clarifica a no¢do de truthmaker. A solugdo encontrada por Rodriguez-Pereyra para

esse problema em particular € a seguinte:
(T*) Se E ¢ um truthmaker de S, entdo “E existe” implica S.

Ou seja, a implicagdo ¢ uma condig¢do necessaria, porém, ndo suficiente para
E ser truthmaker. A definicdo mais fraca (T*) ndo pode, obviamente, ser usada para
mostrar quais sao os truthmakers de uma sentenga, mas pode ser usada para mostrar que
algo ndo € o truthmaker de uma sentenca; entretanto, para os propositos de Rodriguez-
Pereyra isso ¢ suficiente. E importante salientar que o debate sobre a questdo dos
truthmakers & bastante controverso’; no entanto, Rodriguez-Pereyra ndo se aprofunda
em tal debate, tendo em vista que o seu foco sdo as sentencas (1) — (6) apenas. Assim, a
nog¢ao de truthmaker que eu irei apresentar aqui sera a concep¢ao de Rodriguez-Pereyra,

a saber, os truthmakers das sentencgas existenciais singulares, das sentencas de

> Armstrong, Truth and Truthmakers (2004, pp. 24-25).
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identidade, das sentencgas disjuntivas, das sentengas conjuntivas e das sentengas de
generalizacdo existencial.

Uma sentenga existencial singular ¢ definida por Rodriguez-Pereyra como
qualquer sentenca contendo apenas uma constante individual e o predicado ‘existe’, por
exemplo, “Wittgenstein existe”. J& uma sentenga de identidade ¢ definida como
qualquer sentenca composta por um sinal de identidade ladeado por ocorréncias de
constantes individuais, por exemplo, “Wittgenstein = Wittgenstein”. A partir dessas
defini¢des fica claro que os truthmakers de sentengas existenciais singulares e sentengas
de identidade sdo particulares. Sentencas disjuntivas sdo da forma P V Q. Assim, os
truthmakers de sentencas disjuntivas sao os truthmakers de quaisquer de seus disjuntos.
Para as sentencas conjuntivas, uma analise mais apurada se faz necessario. A fim de
evitar o problema de se ter a indesejavel conclusdo de que P ¢ verdadeira em virtude do
fato de que P A Q, Rodriguez-Pereyra (2002, p. 39) define os truthmakers de uma
senten¢a conjuntiva por meio do seguinte principio geral, o qual ele chama de joint

truthmaking:

(T**) If E4, ..., E,, sdo joint truthmakers of ‘S’ then ‘E; existe e...e E, existe’ implica

‘S’.

Tudo o que (T**) diz € que ¢ impossivel que um grupo de joint truthmakers de ‘S’
coexista enquanto ‘S’ ¢ falso.

Sentencas de generalizagdo existencial sdo da forma (3x)(Fx), e qualquer
coisa que torne verdadeiro ‘Fa’, ‘Fb’, ‘Fc’ etc. também tornara verdadeira a sentenca
(3x)(Fx). Assim, o truthmaker de uma sentenga tal como (3x)(Fx) é qualquer coisa
que seja F, ou seja, os truthmakers das sentengas de generalizagcdo existencial sdo

quaisquer coisas que as torne verdadeiras.

2.1.2 Many over one

Para Rodriguez-Pereyra, uma solu¢ao para o Problema dos Universais
consiste na descricdo dos truthmakers de sentencas do tipo (5) e (6). Mas, por qué?
Porque os truthmakers de sentengas do tipo (5) e (6) oferecem uma descricdo dos
truthmakers de todas as outras sentencas consideradas para o Problema dos Universais,
ou seja, as sentencas (1) — (6). Lembremo-nos que Rodriguez-Pereyra toma,

provisoriamente, (2) e (3) e, da mesma forma (5) e (6), como expressando 0os mesmos
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fatos. Essa assuncao ¢ agora enfraquecida tomando (2) e (3) e, da mesma forma (5) e
(6), ndo como expressando os mesmos fatos, mas, como tendo os mesmos truthmakers.
Rodriguez-Pereyra prossegue argumentando que sentencas do tipo (1) sdo uma covert
disjunction, algo como “a ¢ (tem a propriedade) F e b ¢ (tem a propriedade) F, ou a ¢
(tem a propriedade) G e b ¢ (tem a propriedade) G...”. As sentengas do tipo (1) podem
também ser tomadas como generalizacdes existenciais, algo como “Existe alguma coisa
(alguma propriedade) que tanto a quanto b sdo (tem)”. O ponto ¢ que, seja como for, o
que faz sentencas do tipo (1) verdadeiras sdo exatamente os truthmakers de sentencas
dos tipos (2) e (3). Da mesma forma, sentencas do tipo (4) sdo uma covert disjunction,
algo como “a ¢ (tem a propriedade) F ou a ¢ (tem a propriedade) G ou a ¢ (tem a
propriedade) H...”. Também da mesma forma, as sentencas do tipo (4) podem ser
tomadas como generalizagdes existenciais, algo como “Existe alguma coisa (alguma
propriedade) que a ¢ (tem)”. Igualmente, o ponto ¢ que, seja como for, o que faz
sentengas do tipo (4) verdadeiras sdo exatamente os truthmakers de sentencas dos tipos
(5) e (6). Agora, note que, como apontado por Rodriguez-Pereyra, as sentencas dos
tipos (2) e (3) sao encurtamentos para conjungdes como “a € (tem a propriedade) F'e b ¢
(tem a propriedade) F”. Por (T**) pode-se dizer que os truthmakers de sentencas dos
tipos (5) e (6) tomados conjuntamente fazem sentengas dos tipos (2) e (3) verdadeiras.
Ou seja, uma descri¢do dos truthmakers de sentengas dos tipos (5) e (6) nos dard uma
descricdo dos truthmakers de sentencas dos tipos (1) — (6). Assim, assumindo que o
Problema dos Universais ¢ um problema sobre truthmakers, a solugao ¢ uma descrigao
dos truthmakers de sentengas dos tipos (5) e (6).

A questdo que se pde imediatamente ¢ a seguinte: quais sdo os truthmakers
de sentencas do tipo (5) e (6)? Como aponta Rodriguez-Pereyra, diferentes teorias

propoem diferentes respostas a essa questao:

Assim, o realismo sobre universais diz que o trethmaker de (5) e (6) € que a
instancia a F-idade, que ¢ também um truthmaker de (4); e que « instancia a
F-idade e que b instancia a F-idade sdo os joint truthmakers das sentengas (2)
e (3) e, portanto, de (1). Similarmente, o nominalismo de semelhanga
responde ao Problema dos Universais dizendo, grosso modo, que o
truthmaker de (5) e (6) é que a se assemelha a F-particulares, que é também
um truthmaker de (4); e que a se assemelha a F-particulares e que b se
assemelha a F-particulares s3o os joint truthmakers das sentencgas (2) e (3) e,
consequentemente, de (1) também. Finalmente, a teoria dos tropos deve dizer
que o truthmaker de (5) e (6) é que a tem um tropo que se assemelha ao F-
tropos, que ¢ também um truthmaker de (4); e que um dos tropos de a se
assemelha aos F-tropos e que um dos tropos de b se assemelha aos F-tropos
sdo os joint truthmakers de (2) e (3) e, assim, de (1) (RODRIGUEZ-
PEREYRA, 2000, pp. 266-267, tradugao nossa).
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Existe ainda o nominalismo de avestruz, segundo o qual o truthmaker das sentencas de
tipo (5) e (6) ¢ apenas a. Rodriguez-Pereyra apresenta varios motivos que mostram a
deficiéncia de se considerar apenas o particular a como um fruthmaker. Entretanto, eu
ndo irei apresentar essa discussdo aqui, para maiores detalhes ver a secao Against
Truthmaker Ostrich Nominalism (RODRIGUEZ-PEREYRA, 2002, pp. 43-46).
Assumindo que a somente ndo pode ser o truthmaker das sentengas de tipo (5) e (6),
uma explicagdo da multiplicidade de propriedades de a se faz necessario. Isso mostra,
tal como Rodriguez-Pereyra argumenta, que o Problema dos Universais nao ¢ saber
como ¢ possivel que particulares numericamente diferentes possuam a mesma
propriedade, mas sim, saber como ¢ possivel que um particular, que ¢ numericamente
uma unidade, possua muitas propriedades. Essa nova perspectiva do Problema dos
Universais ¢ chamada por Rodriguez-Pereyra de Many over One, em contraste a

perspectiva original do problema, chamada de One over Many:

O fato a ser descrito por uma solugdo para o Problema dos Universais € o que
eu chamo o Many over One (...) O One over Many requer uma explicagdo da
unicidade dado o seu excluidor aparente — multiplicidade.
Correspondentemente, o Many over One requer uma explicagdo da
multiplicidade dado o seu excluidor aparente — unidade. A questdo colocada
pelo Many over One — exatamente a oposta da cquestdo colocada pelo One
over Many — €, entdo “Como pode existir multiplicidade na unidade?”, ou
seja, “Como pode um particular ser em algum sentido multiplo, dado que ele
¢ numericamente um?” (RODRIGUEZ-PEREYRA, 2000, p. 269, tradugdo
nossa).

Mas, entdo, isso significa que a perspectiva One over Many deve ser
negligenciada? Nao! Para Rodriguez-Pereyra, o que ocorre, na verdade, ¢ que ao
considerarmos a perspectiva Many over One juntamente com a solugdo proposta pela
teoria dos truthmakers, a perspectiva One over Many desaparece. Isso porque a
perspectiva One over Many tem como ponto de partida fatos sobre multiplos
particulares compartilhando uma mesma propriedade, ou seja, fatos expressados por
sentengas como “a ¢ (tem a propriedade) F e b ¢ (tem a propriedade) F”°. Mas, como
visto acima, os truthmakers dessas conjuncdes sdo os truthmakers de “a é (tem a
propriedade) F” e “b € (tem a propriedade) F”’ tomados conjuntamente. Portanto, o
problema que fica ¢ justamente saber como a multiplicidade de propriedades que a
possui ¢ possivel, isto ¢, a perspectiva Many over One.

Para Rodriguez-Pereyra, explicar como ¢ possivel que um particular a, que ¢

numericamente uma unidade, possua multiplas propriedades, pode tomar duas formas:
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[...] ou nega-se que existam quaisquer particulares numericamente um ou
mostra-se que a unicidade de particulares ¢ meramente um excluidor aparente
de ter uma multiplicidade de propriedades (RODRIGUEZ-PEREYRA, 2000,
p. 270, tradugdo nossa).

A segunda forma ¢ realizada por meio da explanacdo de como essa multiplicidade de
propriedades de um dado particular ¢ compativel com a sua unidade numérica. Tal
como Rodriguez-Pereyra aponta, nesse sentido, solugdes para o Problema dos
Universais sao teorias de propriedades, ou seja, o papel de tais teorias ¢ o de explicar em
virtude de que um particular individual pode ter multiplas propriedades. Por exemplo, o
nominalismo de semelhanga explica a perspectiva Many over One por meio da
semelhanga entre particulares: o que faz ser verdade que a ¢ F ¢, grosso modo, que a se
assemelha a todos os F-particulares, onde F' ¢ uma variavel. Ou seja, um particular pode
ter multiplas propriedades diferentes se ele se assemelhar a multiplos grupos diferentes
de particulares.

Todos os que reconhecem que o Many over One € um problema genuino
comprometem-se, em maior ou menor grau, com propriedades. Para Rodriguez-Pereyra
tal comprometimento ¢ minimo, tendo em vista que o comprometimento ¢ apenas com a
ideia de que o que faz sentencas como “a € F”’ e “a tem a propriedade F”’ verdadeiras ¢é
mais do que apenas a, e € esse extra que diz respeito a teorias de propriedades. Agora
que ja sabemos o que ¢ o Problema dos Universais, eu vou apresentar duas teorias (ja
citadas brevemente aqui) que dao diferentes respostas a questdo sobre quais sdo 0s
truthmakers das sentengas (5) e (6), a saber, o realismo ¢ o nominalismo. Eu nao vou
me ater muito ao realismo, pois essa posi¢cdo ndo terd relevancia para o que sera
apresentado neste trabalho. Entretanto, tentarei ser mais abrangente sobre o

nominalismo, desde que € a posi¢do que proponho aqui ¢ uma forma de nominalismo.
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2.2 Realismo e Nominalismo

2.2.1 Realismo

A posicdo realista sustenta que universais existem. Realistas argumentam
que eliminar os universais da nossa ontologia nos torna incapazes de explanar um fato
supostamente aparente e fundamental, a saber, a uniformidade e sistematizacdo da
natureza. A experiéncia mostra que os particulares parecem compartilhar propriedades;
para o realista isso ocorre porque € o que de fato acontece. Ou seja, em cada particular
desses existe, a0 mesmo tempo, uma entidade que explica como € possivel que nds
possamos dizer que tais particulares sdo qualitativamente idénticos; essa entidade ¢ um
universal.

Dentro da posicdo realista encontram-se algumas variagdes. Dentre essas
duas se destacam: o realismo extremo e o realismo forte que sdo inspiradas,
respectivamente, em Platdo e Aristoteles. A explicacdo dada em Platdo para o fato de
termos individuos qualitativamente idénticos ¢ fornecida postulando a existéncia do que
ele chama de Formas. Por exemplo, a existéncia de duas xicaras vermelhas se da pelo
fato de existir uma Forma capaz de se manifestar nessas duas xicaras. Assim, ¢
postulada a existéncia de uma entidade além dessas duas xicaras que ¢ a responsavel
pelas suas identidades qualitativas. Mas, qual ¢ a natureza dessa Forma? Grosso modo,
podemos dizer prontamente que essas Formas sdo imateriais, estdo completamente fora
do espago e do tempo, e sdo totalmente abstratas. Entretanto, obviamente que para que a
Forma seja a responsavel pela ‘vermelhiddo’ da xicara deve existir uma relagao entre a
Forma e a xicara; para Platdo, essa relacao ¢ chamada de participacdao. Dessa forma, em
Platdo diz-se que as coisas estao participando na Forma, e ¢ a partir dessa ‘participacao’
que as coisas adquirem as suas qualidades. Note, também, que a Forma ¢ uma espécie
de éapice da qualidade em questdo, perfeita. Assim, a Forma na qual os particulares
vermelhos participam e pela qual adquirem a qualidade de serem vermelhos ¢, em si,
vermelha; mas nao vermelha como os particulares participantes, ela € o supremo e
perfeito vermelho. Além disso, a existéncia dessas Formas perfeitas independe da
existéncia dos particulares participantes.

Como dito, o realismo forte ¢ inspirado em Aristoteles. Grosso modo,
podemos dizer que a diferenca entre o realismo extremo e o realismo forte ¢ que o

ultimo rejeita universais independentemente existentes. Como vimos, na versao extrema



26

do realismo ha uma triade relacional envolvendo individuo, uma dada qualidade do
individuo e a Forma (que ¢ a responsavel pelo fato de o individuo possuir a qualidade
em questdo). No realismo forte ha apenas o individuo e a sua qualidade. Nao ha a
necessidade de uma terceira parte (uma entidade independente) para que o individuo
possua a qualidade. Assim, para o realista forte, um universal ¢ apenas a qualidade que
esta no individuo em questdo (e em qualquer outro qualitativamente idéntico). Ou seja,
o universal ndo possui existéncia independente do individuo. Entretanto, o universal na
versdo forte do realismo também pode existir em muitos lugares de uma vez, e ¢

numericamente idéntico em cada lugar.

2.2.2 Nominalismo

2.2.2.1 Duas variantes gerais de nominalismo

Em geral, encontra-se na literatura duas variantes do que os fildsofos
denominam de nominalismo, a saber, a variante que rejeita os objetos abstratos e a
variante que rejeita os universais. Tais variedades ndo sdo dependentes, no sentido de
que qualquer uma das variantes pode ser levada a cabo sem a outra. Entretanto, como
veremos, ndo obstante essa independéncia, ambas possuem motivagdes e argumentos
bastante proximos. Neste topico ndés abordaremos o nominalismo em ambas as formas.
O intuito disso ¢ tornar claro como o nosso nominalismo apresenta uma nova maneira
de encarar a questao dos universais.

Em primeiro lugar, ¢ importante destacar que essas variedades se dao
principalmente pelo fato de que o termo ‘nominalismo’ de certa maneira tornou-se
ambiguo na contemporaneidade. Ou seja, se levarmos em consideragao aquilo a que os
filésofos medievais referiam com esse termo, nds estamos lidando com a doutrina
segundo a qual universais ndo existem. Por outro lado, se levarmos em consideragdo
aquilo a que os fildésofos contemporaneos referem com o mesmo termo, nos estamos
lidando com a doutrina segundo a qual objetos abstratos ndo existem. Obviamente que
essa distingdo s6 faz sentido se universais e objetos abstratos ndo sdo, em geral, a
mesma coisa. De fato, por um universal se entende aquilo que pode ser instanciado por
entidades distintas; ja por um objeto abstrato se entende aquilo que ndo tem existéncia

espago-temporal. Mas, claro, pode-se dizer que um universal ¢ um objeto abstrato, mas
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nao se pode dizer, em geral, que um objeto abstrato ¢ um universal; portanto, nao
podem ser a mesma coisa.

Entretanto, como veremos, a distin¢do entre universais e objetos abstratos
nessas variedades seguem como coisas, de fato, diferentes. Por exemplo, David
Armstrong e Willard Quine evidenciam bem esse fato: Armstrong (1978; 1997) sustenta
a existéncia de universais, mas nega a existéncia de objetos abstratos, tendo em vista
que para ele tudo o que existe ¢ espago-temporal; ja Quine, pelo menos em algumas
fases de suas posicoes filosoficas (1964; 1981), ndo rejeita a existéncia de conjuntos e
classes, sendo, portanto, um nominalista que sustenta a existéncia de objetos abstratos,
mas ndo a de universais. Assim, a distin¢do entre essas duas variedades de nominalismo
¢ que uma (a que rejeita universais) sustenta que cada coisa ¢ um objeto particular;
enquanto a outra (a que rejeita objetos abstratos) sustenta que cada coisa € concreta.

No entanto, claro, as duas variedades de nominalismo sdo ambas
antirrealistas: o nominalismo de universais nega a existéncia e, portanto, a realidade de
objetos abstratos; e o nominalismo de objetos abstratos nega a existéncia e, portanto, a
realidade de universais. Mas, o ponto importante aqui ¢ no trato das alegagdes de
determinadas entidades como sendo, para alguns, universais, € para outros, objetos
abstratos. Como o nominalista trabalha com essas questdes? Vamos chamar de opgao
negativa (ON) a posicao segunda a qual o nominalista simplesmente nega a existéncia e
realidade dessas supostas entidades; ¢ vamos chamar de op¢do de aceitacdo (OA) a
posi¢do segunda a qual o nominalista aceita a existéncia dessas suposta entidades, mas,
ndo obstante, justifica essa aceitagdo argumentando que tais entidades sdo ou
particulares ou concretos.

O que esta sendo apresentando aqui ¢ uma ampliagdo da compreensao do
que ¢ o nominalismo. Isto €, eu ndo estou apresentando o nominalismo como a posi¢ao
que rejeita propriedades, proposicdes, classes etc.; isso seria apenas um exemplo de
(ON), por exemplo. O objetivo de mostrar o nominalismo nessas duas variedades ¢é
apresenta-lo como a posicao que utiliza (ON) e (OA) como estratégias. Portanto, ndo ¢ o
fato da rejeicao de determinadas entidades que caracteriza o nominalismo, mas sim o
fato de essa rejeicdo ter como principal razdo a constatagao de que essas entidades sao
universais ou objetos abstratos. Da mesma forma, aceitar determinadas entidades, tais
como proposic¢des, classes ou mundos possiveis, ndo entra em conflito com a posi¢cdo

nominalista, desde que essas entidades sejam caracterizadas como particulares ou
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objetos concretos. Com isso em mente, nds mostraremos, entdo, que O NoOSsoO
nominalismo ¢ a posi¢do que utiliza uma nova estratégia.

E importante salientar algumas observagdes sobre objetos abstratos. Objetos
abstratos sdo caracterizados como ndo existentes no espago € no tempo e, por
conseguinte, causalmente inertes. Entretanto, essa caracteriza¢ao nao ¢, de modo algum,
0 que se pode chamar de definicdo padrdo. De fato, existem outras defini¢des
alternativas de caracterizagdo mais positiva6; todavia, ao nosso particular, tais
alternativas ndo sdo importantes, pois o problema que concerne ao nominalista nao ¢ o
de caracterizar de forma positiva os objetos abstratos, mas sim o de evitar justamente a
sua apresentacdo negativa, ou seja, ndo existentes no espacgo € no tempo e causalmente
inertes. Dessa forma, o problema (e principal motivagdo) que o nominalista tem com os
objetos abstratos ¢ exatamente os problemas decorrentes do fato de que esses objetos
ndo existem no espaco-tempo e sdo causalmente inertes. Note que na posi¢ao ante rem
0s universais possuem suas existéncias fora do espago e do tempo, ou seja, se for
assumida a inércia causal, universais sdo objetos abstratos nessa posi¢ao.

De forma analoga ao caso ante rem, note que desde que na posigao in re as
instancias (que sao particulares) existem no espago € no tempo, podemos dizer que os
universais também existem no espago e no tempo nessa posi¢do. Entretanto, tanto no
caso ante rem quanto no caso in re, o envolvimento que hé entre o espaco e universais €
obviamente diferente do que ha entre o espaco e os objetos do cotidiano: no primeiro, os
universais estao fora do espaco; no segundo, os universais podem ocupar varios lugares

no espacgo ao mesmo tempo.
2.2.2.2 Argumentos contra objetos abstrato e universais

Mas o que exatamente existe de tdo ruim em universais e objetos abstratos?
Grosso modo, podemos dizer que a base para a rejeicdo tanto de universais quanto de
objetos abstratos ¢ a famosa navalha de Occam, segundo a qual ndo se deve multiplicar
entidades ou tipos de entidades desnecessariamente. Ou seja, se ¢ possivel que um
objeto concreto efetue o mesmo papel tedrico que um objeto abstrato, entdo se deve
preferir o primeiro e eliminar o ultimo. Rodriguez-Pereyra (2002, pp. 210-16) sustenta

um outro principio que serve como mais um apoio a ndo aceita¢do da postulacio de

6 Burgess e Rosen (1997, pp. 13-25).
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entidades. Isto ¢, o principio segundo o qual ndo se deve postular entidades ad hoc ou
tipos de entidades desnecessariamente. Esse principio se aplica no caso em que
podemos usar tanto um objeto concreto quanto um objeto abstrato para desempenhar
um determinado papel tedrico. Se temos como Unica evidéncia de existéncia o fato de a
entidade desempenhar um papel tedrico qualquer, ou seja, entidades sem provas de
existéncia que independam dos seus papéis tedricos desempenhados, entdo, essas
entidades devem ser evitadas, se possivel.

Mas os principios citados acima ndo sdo as unicas razoes contra objetos
abstratos. De fato, existe um argumento epistemologico bastante comum na literatura
contra tais objetos. Esse argumento ¢ bastante intuitivo quando pensamos na inércia
causal dos objetos abstratos: ora, se esses objetos sdo causalmente inertes, & possivel
termos conhecimento ou crenga confiavel sobre eles? E, se for o caso, como isso se da?
Um argumento amplamente discutido que utiliza o viés da inércia causal € o argumento
de Benacerraf (1973): como ¢ possivel a referéncia linguistica e, ou mental a objetos
abstratos? Field (1989, pp. 25-27) também utiliza um argumento similar.

Existe, também, um argumento de viés ontologico. Embora ndo tao
divulgado e debatido quanto o argumento de viés epistemologico, esse argumento ¢
importante. O argumento ataca a inteligibilidade da ontologia realista, que muitas vezes
admite objetos sem condi¢des claras e inteligiveis de identidade (a propria nogdo de
objeto abstrato ¢, em geral, inteligivel). Entretanto, obviamente, ndo ¢ o fato de serem
objetos abstratos a razao da inteligibilidade e falta de clareza nas suas condi¢des de
identidade, tendo em vista que, por exemplo, conjuntos, ndo obstante serem objetos
abstratos, possuem condigdes claras e inteligiveis de identidade. O problema aqui € o
principio de Goodman sobre composi¢do: pode-se argumentar que as condigdes de
identidade para conjuntos sdo inteligiveis se, e somente se, a no¢ao de um conjunto ¢
inteligivel; mas, como diferentes entidades podem ser compostas a partir dos mesmos
constituintes fundamentais? Aqui, novamente, o problema ndo ¢ ser um objeto abstrato,
pois ¢ possivel a existéncia de objetos abstratos simples, mas sim uma lacuna
explicativa na composi¢ao de objetos abstratos complexos.

Como ¢ facil notar, grande parte desses argumentos que motivam a rejeicao
de objetos abstratos podem igualmente motivar a rejei¢do dos universais ante rem. E
facil notar, também, que a navalha de Occam se aplica mesmo aos universais in re
(desde que se possa demonstrar que particulares podem desempenhar os papéis tedricos

dos universais in re), tendo em vista que tais entidades, a despeito de serem
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espaciotemporais, sdo, como ja notado acima, tipos de entidades distintas dos objetos
ordinarios. No entanto, existem argumento que atacam universais diretamente. Um
desses argumentos ¢ o bem conhecido regresso infinito que surge a partir da postulagao
de universais. Para ver esse regresso, suponha que existem universais, monadico e
relacional. Agora, suponha (ou constate) que quando uma entidade (varias entidades)
instancia um universal (relagdo) essa ligacdo se da por meio de uma relacdo de
instanciagao.

Todavia, note que a relagdo de instanciacdo também € um universal, ja que a
relagdo de instanciacdo se dd em todas as coisas que sdo instancias de universais. Ou
seja, se uma coisa ¢ uma instdncia de algum universal (se um grupo de entidades
instancia uma relagdo), entdo, podemos dizer que existe uma relagdo de instanciagdo
que os liga. Dessa forma, se a instancia P, entdo, a, P, e ‘instancia’ devem ser ligados
por uma relagdo de instanciagdo, digamos R,, ja que ‘instancia’ ¢ uma relagdo universal.
Mas, se R, ¢ uma relagdo universal, entdo deve existir uma relacao de instanciacao R;
que liga a, P, ‘instancia’ e R,, e assim ao infinito. Esse argumento ¢ devido a Bradley
(1893, pp. 27 — 28), e talvez seja um pouco forgado, pois ndo € conclusiva a suposta
intuicao de que ha uma relacao entre um universal e o particular que o instancia.

Mas, vejamos outro argumento. E algo mais ou menos 6bvio o fato de que
teorias de universais devem postular estados de coisas. Agora, note que para um estado
de coisas que Rab, onde R ¢ uma relacdo qualquer nao simétrica, a existéncia de b ¢
exigida. Assim, parece existir uma necessaria conexao entre existéncias completamente
distintas. Por outro lado, digamos que a, b e R sdo partes do estado de coisas que Rab;
logo, a, b e R também compdem o estado de coisas que Rba. Mas, entdo, isso implica
dizer que duas entidades sdo compostas de, exatamente, as mesmas partes. Nesse caso,
os realistas possuem apenas duas alternativas: a primeira seria a ndo aceitacdo de
universais estruturais e estados de coisas, admitindo apenas universais simples; e a
segunda seria admitir universais estruturais e estados de coisas, mas aceitar que
entidades distintas, pelo menos algumas entidades, possam ser compostas de
exatamente 0s mesmos constituintes, mas com a ressalva que essa composicao seja dada
por ligagdes de caminhos diferentes. Para ver mais sobre essa discussdo: Armstrong

(1986), Forrest (1986b) Armstrong (1997, pp. 31-38).
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2.2.2.3 Tipos de nominalismo

Eu irei manter o foco apenas no nominalismo de universais, pois ¢ 0 mais
debatido e o que carrega o problema principal na questao dos universais. Como dito,
para essa variedade de nominalismo existem apenas particulares. Dessa forma,
nominalistas de universais tendem a tratar a questdo sobre a existéncia de supostas
entidades universais por meio de duas vias: a primeira ¢é, claro, simplesmente negar a
existéncia de universais (o que seria a estratégia (ON) aplicada ao nominalismo de
universais); € a segunda ¢ aceitar que universais existem, mas, ndo obstante, sdo
particulares, ou seja, ndo sdo universais no sentido do realismo (o que seria a estratégia
(OA) aplicada ao nominalismo de universais). As duas formas mais comuns de aplicar
(ON) e (OA) sao: as famosas parafrases (aceitaveis do ponto de vista do nominalismo)
ou andlises de sentencas as quais sdo intuitivamente verdadeiras, mas implicam a
existéncia de universais; e dar descri¢des (aceitaveis do ponto de vista nominalista) dos
truthmakers de sentengas, isto ¢, se ¢ um universal que supostamente faz com que uma
sentenca seja verdadeira, a estratégia ¢ descrever um truthmaker que nao seja um
universal.

No que segue, irei utilizar apenas o problema concernente a propriedades.
No entanto, ¢ muito simples reorganizar tudo de modo a abranger espécies e relacdes,
nao o faremos aqui por uma questdo de brevidade. Para comegar, ¢ importante salientar
que propriedades possuem diversos papéis teoricos, dentre os quais se encontra o de ser
o valor semantico de predicados, € o de serem as responsaveis (ou representarem) pela
similaridade e poderes causais das coisas. Assim, para os filosofos contemporaneos, a
discussdo sobre universais, em geral, gira em torno da nocdo de propriedade como
sendo as responsaveis pela similaridade e poderes causais de coisas. Lewis (1983)
introduziu a disting@o entre propriedades esparsas e abundantes. A nogao de propriedade
que estamos lidando aqui ¢ a de propriedades esparsas, que sdo aquelas capazes de
(além de serem responsaveis pela similaridade e poderes causais de coisas) caracterizar
as coisas de forma completa e sem redundancias. Com isso em mente noés podemos,
agora, falar sobre a questao principal a que realistas e nominalistas querem responder: o
que faz uma coisa P ser P (onde P ¢ um predicado de propriedade esparsa)?

Uma possivel resposta nominalista a essa questdo ¢ dada pela teoria dos
tropos (CAMPBELL, 1990, EHRING, 2011). Tedricos dessa posi¢do nao rejeitam

propriedades, o que eles fazem ¢ renegociar os termos (utilizando a estratégia (OA))
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argumentando que propriedades sdao tropos. Mas, o que sdao tropos? Tropos sao
particulares exatamente no mesmo sentido que os objetos ordinarios do cotidiano sdo
particulares. Isso quer dizer que se nds temos um objeto, por exemplo, uma xicara,
vermelha, a ‘vermelhidade’ da xicara ndo é um universal, mas uma ‘vermelhidade’
particular, a saber, a ‘vermelhidade’ da xicara em questdo, e essa ‘vermelhidade’ ¢ um
tropos. Além disso, esse tropos existe apenas, € somente apenas, no espago € no tempo
em que a xicara em questdo ¢ vermelha. Assim, a xicara ¢ vermelha por possuir um
tropo vermelho, € ndo por ser uma instancia do universal ‘vermelhidade’. A questao que
surge aqui ¢€: mas o que faz do tropo vermelho um tropo vermelho? Uma resposta
possivel € apelar para a semelhanca, sem, contudo, explicar essas semelhanca em
termos de instanciagdo de universais. Por exemplo, o tropo vermelho da xicara ¢
vermelho porque se assemelha a outro tropo vermelho, que por sua vez ¢ vermelho
porque se assemelha a outro tropo vermelho, isto ¢, sdo vermelhos porque se
assemelham um ao outro, € somente um ao outro. Isso quer dizer que um tropo ¢é
vermelho, e ndo azul, por se assemelhar somente aos tropos vermelhos, e ndo aos azuis.
Ehring (2011, pp. 175-241) defende outra resposta possivel a questdo: tropos vermelhos
formam uma classe primitiva natural.

O problema com a semelhanca vai além do fato de se ¢ o caso ou ndo que
tropos vermelhos sdo vermelhos por se assemelharem um ao outro. Independente de tal
fato ser a razdo pela qual tropos vermelhos sdao vermelhos, o caso ¢ que tropos
vermelhos se assemelham a outros tropos vermelhos, ou seja, tropos de mesma cor se
assemelham. Com isso em mente, considere que as xicaras x,y € z sdo vermelhas e, por
conseguinte, possuem, cada uma, um tropo particular vermelho. Vamos denotar cada
tropo particular de x,y e z por ty, t, € t,, respectivamente. Note, agora, que ty, ty € t,
sdo tropos vermelhos e, portanto, assemelham-se. Isto €, t, € semelhante a t,,, que por
sua vez ¢ semelhante a t,, que por sua vez ¢ semelhante a t,; ou seja, nds temos trés
tropos semelhanga, os quais vamos denotar por t,St,, t,St, e t,St,. Mas, desde que os
tropos semelhanga sdo tropos semelhanga, eles se assemelham. Assim, nés temos t,St,,
¢ semelhante a t,St,, que por sua vez € semelhante a t,St,, que por sua vez €
semelhante a t,St,, que sdo tropos semelhanga de segunda ordem, os quais nos
denotamos por t,St,S%t,St,, t,St,S%t,St, e t,St,S*t,St,. Mas, desde que esses

tropos semelhanca de segunda ordem sdo tropos semelhanca de segunda ordem, eles se
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assemelham. Dessa forma, n6s temos tropos semelhanca de terceira ordem, e assim ao
infinito.

Outros dois tipos de nominalismo de universais sdo o nominalismo de
predicados e o nominalismo de conceitos. Para o nominalista de predicados nao existe
tal coisa como a ‘vermelhidade’, ou seja, uma xicara ¢ vermelha apenas pelo fato de o
predicado ‘vermelho’ se aplicar a ela. Ja para o nominalista de conceitos uma xicara ¢
vermelha apenas pelo fato de cair sob o conceito ‘vermelho’. Mas, claro, esses dois
tipos nominalismos implicam que uma xicara ¢ vermelha somente se existem falantes e
pensantes. Existe, também, o nominalismo mereologico. Para esse tipo de nominalismo,
a propriedade de ser vermelho ¢ apenas o agregado (soma mereoldgica) das coisas que
sdo vermelhas. Assim, uma xicara ¢ vermelha pelo fato de fazer parte do agregado das
coisas que sao vermelhas, que por sua vez ¢ um particular. O problema com esse tipo de
nominalismo ¢ revelado quando tratamos de propriedades extensivas, tais como massa ¢
forma. Por exemplo, ndo ¢ o caso que todas as partes do agregado das coisas que sdo
quadradas sdo quadradas. Assim, ndo podemos dizer que coisas quadradas sdo
quadradas por fazerem parte do agregado das coisas que sao quadradas.

Um tipo de nominalismo bem mais conhecido, e que também ¢ um
nominalismo de universais, ¢ o nominalismo de classe, sustentado por Lewis (1983).
Nesse tipo de nominalismo as classes sdo particulares (se sdo abstratos ou concretos ¢
outra discussdao, mas aqui sao particulares). Assim, propriedades para o nominalista de
classe sdo apenas classes de coisas. Ou seja, a propriedade de ser vermelho ¢ apenas a
classe de todas, e somente aquelas, coisas que sdo vermelhas. O problema principal com
esse tipo de nominalismo ¢ justamente o fato de identificar classes com propriedades.
Isso ¢ um problema porque classes sdo extensionais e propriedades sdo intencionais.
Assim, duas classes que possuem os mesmos membros sdo exatamente as mesmas, mas
duas propriedades que possuam as mesmas instdncias ndo necessariamente sdo as
mesmas. Ou seja, ndo ha nada que garanta a corre¢do dessa identificagdo, e mesmo
quando ela parece ser correta, ndo ¢ de modo algum necessario que seja correta. Outro
ponto seria o seguinte: digamos que cada F ¢ um G e que cada G ¢ um F; n6s devemos
dizer, se o nominalismo de classe ¢ correto, que o que torna algo F ¢ o mesmo que o
torna G. Nao ha problemas em dizer que cada F pode ser um G e que cada G pode ser
um F. Mas ndo podemos dizer que o que faz das coisas F seja 0 mesmo que os torna G.

Por exemplo, cada bola pode ser vermelha, e cada coisa vermelha pode ser uma bola
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(basta pensar que existem apenas bolas vermelhas). Mas disso ndo se segue que o que
faz da bola uma bola seja a mesma coisa que a faz ser vermelha.

Talvez o tipo de nominalismo que mais esteja em voga hoje em dia seja o
que iremos apresentar agora, a saber, o nominalismo de semelhanca. Nesse tipo de
nominalismo a ordem ¢ invertida, grosso modo: ndo € por ser vermelho que as coisas
vermelhas se assemelham, mas sdo vermelhas porque se assemelham. Aqui, semelhanca
¢ fundamental e primitivo. Ou seja, ou as propriedades das coisas dependem sobre as
coisas que elas se assemelham, ou ndo ha propriedades. Além disso, a semelhanga ¢
algo ndo analisavel. Isso quer dizer que em uma versao desse tipo de nominalismo uma
xicara ¢ vermelha porque possui uma propriedade que nada mais ¢ do que uma classe
cujos membros satisfazem certas condi¢des de semelhanga definidas. Em outra versao,
propriedades apenas ndo existem, sendo a xicara vermelha’ porque ela satisfaz certas
condi¢gdes de semelhanca. A questdao que se coloca imediatamente a partir do exposto
acima ¢€: o que sdo essas condi¢cdes de semelhan¢a? Rodriguez-Pereyra (2002, pp. 156-
98) apresenta um nominalismo de semelhanca cujas condi¢des de semelhanca incluem
diretrizes a serem satisfeitas nao pelo objeto em questdo, mas pelas coisas que se
relacionam de uma dada forma com esse objeto. Por exemplo, no caso da xicara
vermelha, hd um grau de semelhanca d tal que ndo ha duas coisas vermelhas, e ndo ha
dois pares de ordem n cujos urelementos sao coisas vermelhas, assemelhando-se em um
grau menor do que d; e a classe de coisas vermelhas est4, ou ndo estd incluida em outras
classes definidas em termos das condi¢des de semelhanga explanadas acima. Tal como
o nominalismo de classe, o nominalismo de semelhanga enfrenta o problema sobre a
identidade de propriedades de mesma extensdo. Além disso, ha o problema do regresso

infinito de Russell, o qual falaremos adiante.

2.3 Por que Teoria das Categorias?

Aqui eu irei fornecer justificativas e um pano de fundo geral sobre por que a
teoria das categorias deve ser usada no problema dos universais, € como ela nos
direciona a uma nova forma de encarar a questdo. A primeira coisa que devo deixar
bastante clara aqui ¢ a distingdo entre esquematico e assertdrio. Essa distingdo ¢ a

principal razdo que leva a utilizagdo da teoria das categorias como uma ferramenta no

7 , ; . . , . , ,
Todos querendo saber por que a xicara é vermelha. Sera que ninguém acredita que a xicara é vermelha
simplesmente porque alguém a pintou de vermelho?
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tratamento do Problema dos Universais. Sem essa distin¢do, nada funcionaria, pois eu
estaria usando no tratamento aquilo que queremos eliminar, e tudo ndo passaria de um
grande equivoco. Portanto, antes de entrarmos em detalhes sobre o que ¢ uma categoria,

devemos entender essa distingao.

2.3.1 Esquematico versus Assertorio

Para compreender a distingdo esquematico versus assertorio ¢ necessario
compreender a distingdo entre axiomas esquematicos versus axiomas assertorios.
Axiomas assertorios sdo verdades basicas, seus termos primitivos possuem significados
determinados que contribuem para a acima mencionada verdade dos axiomas; em suma,
como 0 nome sugere, esse tipo de axioma enuncia verdades acerca de um dado dominio.
Os axiomas de teorias ndo-algébricas, tais como aritmética, geometria Euclidiana e
teoria de conjuntos, sdo tradicionalmente assim entendidos. J& os axiomas esquematicos
ndo sdo verdades basicas, e seus termos primitivos falham em ter um significado
determinado, adquirindo qualquer significado somente no contexto de uma dada
interpretagdo, sao apenas esquemas, “andaimes”, nos diz meramente o que € ser uma
estrutura de um dado tipo, por exemplo, o que € ser um grupo, ou um anel.

Particularmente, os axiomas esquematicos sdo neutros no que diz respeito
ao status ontologico. Essa distingdo remonta ao famoso debate entre Frege e Hilbert
acerca da concepcdo de sistemas axiomaticos. Na teoria de conjuntos os axiomas sao
assertorios, ou seja, frequentemente a teoria inicia com axiomas existenciais, por
exemplo, “ha um conjunto infinito”, e deriva conjuntos adicionais por meio de axiomas
tais como ‘“cada conjunto tem um conjunto poténcia” etc., construindo, assim, um
universo de objetos matematicos, a saber, conjuntos. Os axiomas da teoria das
categorias, por exemplo, “cada seta tem um dominio e um codominio” ndo sdo
assertorios, ou seja, ndo devem ser entendidos da mesma forma que o axioma ‘“cada
conjunto tem um conjunto poténcia”, isto €, os axiomas categoriais nao sao assertorios,
sd0 esquematicos.

Mas o que isso tem a ver com o tema da presente dissertacao?
Absolutamente tudo! Como dito, sem essa distingdo tudo seria um equivoco. Por
exemplo, quando eu for definir categorias e as demais construgdes categoriais falarei
muito em ‘propriedades’; entdo, seria no minimo estranho que uma dissertagao que

apresenta um tipo de nominalismo utilizasse ‘propriedades’ como um realista.
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Entretanto, quando eu utilizo o termo ‘propriedade’, estou me referindo a propriedades
esquematicas, ou seja, propriedades que ndo implicam ou se comprometem
ontologicamente com nenhum tipo de entidade. Tal como falei acima, essas
propriedades sdo apenas esquemas, “andaimes”, nos dizem apenas o que € ser uma
estrutura de um dado tipo, nada mais. Assim, ‘propriedade’ nas defini¢cdes e construgdes
categoriais que serdo realizadas adiante sempre se referird a propriedades esquematicas,
e ndo assertorias.

Note, portanto, que a teoria das categorias ¢ essencial para uma abordagem
esquematica da questdo. Qualquer outra teoria matematica implicaria o
comprometimento ontolégico com algum tipo de entidade. Mas, entdo, do que adianta
ter todo um trabalho para tratar o Problema dos Universais se a ferramenta utilizada esta
até o pescogo comprometida ontologicamente com diversas entidades? Assim, para que
possamos estar despreocupados quanto a comprometimentos indesejados, devemos
pagar o preco de usar uma teoria que exige bastante no quesito formal. Entretanto, como
dizia Bertrand Russell, ndo espere uma solugdo simples para um problema complexo.
Entdo, tenha em mente que nos necessitamos da teoria das categorias para que nos
possamos trabalhar no ambito esquematico e evitar comprometimentos ontologicos

indesejados que, de outra forma, seriam inevitaveis.

2.3.2 Esboco intuitivo da ideia

No entanto, o viés esquematico da minha abordagem nao serve apenas para
evitar os comprometimentos ontologicos indesejados; mas ¢ a nogdo principal do
nominalismo que apresento aqui. De fato, a ideia basica ¢ chegar até o esquema de uma
sentenca tal como “a ¢ F”, e a partir disso mostrar como n6s podemos raciocinar e falar
sobre propriedades sem nos comprometer ontologicamente com elas. O que nos temos
em mente ¢ um processo de categorificacdo de sentengas a fim de, como dito,
chegarmos até o seu esquema. Isso significa que podemos responder a questdo: em
virtude de um particular tem multiplas propriedades? Essa questdo deve, entdo, assumir
a sua forma mais nominalista: como podemos raciocinar e falar sobre propriedades sem
que para isso tenhamos de nos comprometer ontologicamente com universais? Todo o
trabalho desta dissertacdo se resume a uma resposta a essa questao.

O esbogo do que tenho em mente ¢ como segue. Por exemplo, para saber em

virtude de que o predicado F ¢ atribuido a a e a b, onde a, b sdo distintos, nds devemos
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primeiro chegar até o esquema das sentengas “a ¢ F” e “b ¢ F”. Vamos denotar esses
esquemas por E& e EL, respectivamente. Nos, entdo, devemos estabelecer uma seta
entre os esquemas EZ e EZ tal que “a é F” ¢é verdadeira porque Ef — E2, e “b ¢ F” ¢
verdadeira porque E2 — Ef. Mas isso ndo ¢ tudo. Sera definida uma maneira de chegar
a uma sentenga “u é F” e ao seu esquema EF, tal que para qualquer x, “x é F” ¢

verdadeira se, ¢ somente se, Ef — EF. Assim, um mesmo predicado F ¢ atribuido aos

termos distintos a4, a,, ..., a,_1 se, € somente se, existe um q;, 1 < i <n—1, tal que
para qualquer a;, 1< j<n-—1,E ;Lj - E 1? !, Note que em algum momento nds teremos
j =1, pois a defini¢do serd dada de tal modo que para qualquer a;, 1<j<n-—1,
E;Lj - E;Lj . Mas isso ira concordar exatamente com as nossas intuigdes. Por exemplo,
nés podemos dizer que um objeto x ¢ semelhante a um objeto y se, e somente se,
E¥ > E} e E} > E¥.

Note que a perspectiva utilizada no esboco da minha ideia, exposto no
paragrafo anterior, estd no formato Omne over Many, ¢ ja foi especificado que a
perspectiva correta do Problema dos Universais diz respeito ao Many over One.
Entretanto, a escolha de colocar o esboco, bem como a ideia na integra, que sera
apresentada a frente, na forma do One over Many ¢é apenas a titulo de uma melhor
compreensao intuitiva da ideia. Todos os resultados podem ser traduzidos naturalmente
para a forma do Many over One, por exemplo, multiplos predicados F,G,H, ... sdo
atribuido a a, isto ¢, “a é F” é verdadeira, “a é G” é verdadeira, “a é G” ¢ verdadeira,...
porque existem setas Ef — E¥, EJ —» E¥, Ef - E},..., onde EF, E¥, E},... sio os
esquemas tais que para qualquer x, “x é F” é verdadeira se, ¢ somente se, Exr = Ef, “x
¢ G” ¢ verdadeira se, e somente se, Ex - EF, “x é H” é verdadeira se, e somente se,
Ej = Ej,....

Note, também, que o fato de que Ef — E7 e EY — E ndo é o que torna o
objeto x semelhante ao objeto y, e nem a semelhanca ¢ o que faz como que x e y sejam,
por exemplo, F. Eu ndo estou querendo aqui explicar como e por que o objeto x ¢ F.
Isso ficara mais claro no proximo paragrafo.

Dando continuidade ao esbogo que tenho em mente, a primeira coisa que
deve ser enfatizada € que eu ndo estou utilizando nem a estratégia (ON) nem a estratégia
(OA). Note que eu ndo estou negando que ha universais, o que estou fazendo ¢
afirmando que a filosofia ndo tem as ferramentas necessarias para tratar essa questao.

Mas, o ponto importante no fato de que nao estou utilizando a estratégia (ON) ¢ que eu
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desenvolvi uma estratégia de tal modo que se hd ou ndo universais se torna
completamente irrelevante para respondermos a questdo para a qual o filésofo tem as
ferramentas, ou seja, a de saber como podemos raciocinar e falar sobre propriedades
sem que para isso tenhamos que nos comprometer ontologicamente com universais.

Alguém poderia argumentar que eu estou utilizando a estratégia (ON), ja
que estou desenvolvendo uma maneira de evitar universais. Sim, eu quero evitar
universais, mas eu ndo estou argumentando que tudo o que ha sdo particulares. Nem eu,
nem nenhum filosofo, pode afirmar isso. A estratégia (ON) ndao € apenas evitar
universais, mas negar a existéncia de universais afirmando que tudo o que ha sdo
particulares. Mas, o filésofo ndo pode afirmar ou negar isso, pelo simples fato de ele
ndo possuir as ferramentas para tal. Quem deve concluir se hd ou ndo apenas
particulares € a ciéncia, pois esta sim possui as ferramentas. Ao filosofo cabe encontrar
maneiras de libertar a linguagem dos comprometimentos ontolégicos, justamente para
que o uso da linguagem ndo interfira nas investigacdes cientificas: a linguagem deve ser
ontologicamente neutra. E essa neutralidade serd possivel se tivermos uma maneira de
esquematizar as sentengas, ou seja, chegarmos até os seus esquemas, € se tivermos uma
maneira esquematica de relacionar esses esquemas e tirar conclusdes a partir dessas
relacdes esquematicas.

Assim, embora eu concorde com Rodriguez-Pereyra sobre o Problema dos
Universais ser um problema sobre os truthmakers das sentengas (5) e (6), e que a
perspectiva correta do Problema dos Universais ¢ a forma Many over One, € ndo a
forma One over Many, a minha posicao difere fundamentalmente da sua no seguinte
sentido: enquanto Rodriguez-Pereyra quer encontrar uma maneira de mostrar como ¢
possivel que um particular possua multiplas propriedades diferentes, o que eu quero ¢
simplesmente encontrar uma maneira de falar sobre um particular que possui multiplas
propriedades diferentes sem, contudo, precisar levantar a questdo sobre como ou por
que tal particular possui multiplas propriedades diferentes. Em outras palavras, o que eu
quero ¢ encontrar uma maneira de falar sobre multiplas propriedades diferentes sem
precisar me comprometer ontologicamente com maultiplas propriedades, e nao explicar
por que ou como um particular possui multiplas propriedades diferentes.

Da mesma forma, e talvez com ainda mais eficicia, o argumento acima
pode ser utilizado para mostrar que ndo estou usando a estratégia (OA). Pois ¢ muito
obvio que nao estou afirmando que existem entidades tais como universais, mas que, na

verdade, sdo particulares. A minha estratégia ¢, como ja deve ter ficado evidente, a
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neutralidade ontologica. E importante deixar claro, a fim de evitarmos compreensdes
erroneas, que a neutralidade ontoldgica a que me refiro ndo quer dizer que, no fim das
contas, o problema dos universais que concerne a filosofia permanece em aberto, pois
ele ndo permanece. Dado tudo o que expusemos acima, fica facil perceber qual ¢ o
problema dos universais que compete a filosofia resolver: nés podemos raciocinar e
falar sobre propriedades sem que para isso tenhamos que nos comprometer
ontologicamente com universais, ou isso ¢ impossivel? Ou seja, ¢ impossivel raciocinar
e falar sobre propriedades sem postular universais? Para esse problema dos universais
n6s damos uma resposta nesta dissertacdo, a qual, como ja deve ter ficado claro, ¢: Sim,
nds podemos raciocinar e falar sobre propriedades sem que para isso tenhamos que nos
comprometer ontologicamente com universais. Se universais existem ou ndo, se apenas
existem particulares ou nao, sdo questdes para a ciéncia responder.

E bom enfatizar, também, que uma das principais definicdes que
apresentarei nesta dissertagdo ¢ uma categoria cujos objetos sao formas esquematicas de
sentengas, e as setas sdo relacdes esquematicas entre esses esquemas, sendo possivel
tirarmos certas conclusdes dessas relagdes esquematicas. Grosso modo, uma categoria
consiste de objetos e setas regidos por certos axiomas. Nao sera necessario entrar em
detalhes aqui, quero apenas tentar passar da maneira mais clara e intuitiva possivel o
que tenho em mente. Nessa categoria nds teremos como objetos esquemas tais como
EE, e, claro, setas entre esses esquemas. Essas setas serdo relagdes esquematicas que
nos permitirdo concluir certas coisas dos esquemas em questao, e serdo essas conclusdes
que nos permitirdo responder afirmativamente a questdo sobre universais apresentada
acima. O objetivo ¢ que os esquemas nos permitam responder questdes sobre as

sentencas, tais como “por que ‘a € F’?”, ja esbogadas acima.

2.3.3 Trés bases principais

A distingdo “esquematico versus assertorio” ja foi explicada, e ja deixei
claro que essa distin¢do ¢ a base sobre a qual repousa toda a teoria que serd apresentada
nesta dissertagdo. Ficou claro também que utilizar a teoria das categorias ¢ essencial
para mantermos tudo no ambito esquematico. Assim, a partir do que ja foi exposto,
acredito que ficou claro que a distingdo “esquemadtico versus assertorio” € a primeira
base e o principal motivo que justifica o uso da teoria das categorias. A segunda base e

o segundo principal motivo que justifica o uso da teoria das categorias ¢ que ela nos
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permite criar um ambiente no qual todas as nossas definigdes estdo interligadas, bem
como possuem um objetivo definido dentro desse ambiente. Sendo mais claro, nds nao
precisaremos de nada ad hoc para que a teoria aqui proposta funcione. Assim, por
exemplo, e como ja esbocei brevemente acima, serd necessario a presenga de um
esquema EF tal que para qualquer x, “x é F” ¢é verdadeira se, e somente se, Ef — Ej.
Na categoria que sera definida, isso equivale a dizer que Ef ¢ um objeto terminal. Sera
necessario, também, a presenca de um procedimento que “produza” EF; mas isso, na
categoria que sera definida, equivale a dizer que devemos ter um procedimento que nos
dé o limite de um dado funtor. Ou seja, tudo o que ¢ necessario para que a teoria
proposta aqui funcione possui um correspondente categorial no ambiente que serd
definido, isto ¢, na categoria que sera definida.

A terceira base e o terceiro principal motivo que justifica o uso da teoria das
categorias ¢ a capacidade que essa teoria possui de generalizar e abstrair. Antes de
prosseguirmos, ¢ bom ficar claro que o termo ‘abstrair’ aqui também ¢ utilizado num
sentido esquematico, e ndo no sentido de objeto abstrato. Como se pode ver, a terceira
base ¢ intimamente ligada a primeira e a segunda; mas, ¢ bom que ela seja explanada
separadamente, para que se torne intuitivamente clara. Sem a capacidade de
generalizacdo e abstracdo da teoria das categorias ndés ndo poderiamos utilizar
construgdes categoriais familiares e poderosas dentro da teoria proposta aqui. Por
exemplo, € por ser suficientemente geral que a nocao de um objeto terminal pode ser
utilizada para definir o esquema E; e é por ser suficientemente geral que nds podemos
usar o procedimento para encontrar o limite de um dado funtor na nossa categoria.
Dessa forma, a teoria das categorias se torna essencial para os propoésitos desta deste

trabalho.
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3 TEORIA DAS CATEGORIAS

3.1 Definic¢oes introdutdrias

3.1.1 Um breve panorama historico

A teoria das categorias teve seu germe na parceria entre os matematicos
Samuel Eilenberg e Saunders Mac Lane. Os dois trabalhavam juntos num problema em
topologia algébrica formulado anteriormente por Borsuk e FEilenberg. Durante a
colaboragdo, os métodos utilizados evidenciaram que muitos homomorfismos de grupo
eram “naturais”. Tal fato despertou nos dois colaboradores a necessidade de uma
defini¢do mais exata da expressao “isomorfismo natural”, como eles mesmos afirmam:
“Nos estamos agora em uma posi¢ao para dar um preciso significado ao fato de que os
isomorfismos estabelecidos no capitulo V sdo todos ‘naturais’.” (EILENBERG; MAC
LANE, 1942b, p. 815). No decorrer do trabalho em conjunto e dos resultados que
conheciam, o fendmeno denominado por eles de ‘naturalidade’ mostrou-se comum em
diferentes contextos, 0 que os motivou a escrever um pequena nota na qual introduzem,
em geral, a no¢do de um funtor, e em particular, a no¢cdo de um isomorfismo natural.
Por meio dessas nogdes, os dois queriam dar um significado preciso ao que ¢ partilhado
pelos isomorfismos naturais. Tal nota era uma base para uma teoria geral apropriada,
entretanto, os isomorfismos naturais eram restritos a teoria dos grupos. No final da nota,
Eilenberg e Mac Lane afirmam que a presenga de isomorfismos naturais ¢ requerida,
também em outras areas da matematica, pela estrutura axiomatica geral (EILENBERG;
MAC LANE, 1942a, p. 537).

Dando continuidade as pesquisas, Eilenberg e Mac Lane escrevem em 1945
um artigo intitulado General Theory of Natural Equivalences. E um consenso a
afirmacdo de que o nascimento da teoria das categorias se d4, oficialmente, nesse artigo.
O objetivo principal era pormenorizar o que foi esbogado na nota, ou seja, apresentar
um framework axiomatico geral a fim de definir a no¢do de isomorfismo natural, que
por sua vez seria utilizada para ‘capturar’ aquilo que ¢ compartilhado pelas estruturas de
areas distintas da matematica. A nocdo de categoria surge justamente da necessidade de
uma definicdo precisa da nocdo de isomorfismo natural: para levar a cabo essa
empreitada, funtores tiveram que ser definidos numa completa generalidade no artigo de

1945, e para atingir essa completa generalidade foi necessaria a defini¢ao de categorias.



42

Aqui ¢ como o proprio Mac Lane explica: "nds tivemos que descobrir a no¢ao de uma
transformagdo natural. Que por sua vez obrigou-nos a olhar para functores, que por sua
vez nos fez olhar para categorias." (MAC LANE, 1996, p. 136). E ele diz também que
“[...] o desenvolvimento conceitual da topologia algébrica inevitavelmente descobriu as
trés nogdes basicas: categoria, funtor e transformacao natural.” (MAC LANE, 1996, p.
130).

Algumas dificuldades foram imediatamente percebidas por Eilenberg e Mac
Lane. E importante salientar, antes de prosseguirmos, que a nogio de funtor para os dois
era como sendo a de fungdo, e, como tal, necessitava de dominios ¢ codominios bem
definidos; assim, a no¢do de categoria teve que ser introduzida justamente para
satisfazer essa restricdo na definicdo de funtor. Dito isso, fica facil ver o que Eilenberg e
Mac Lane logo perceberam: construgdes tais como a categoria de todos os grupos, ou a
categoria de todos os espacos topoldgicos, ndo sdo legitimadas se o ponto de vista for a
partir da teoria de conjuntos padrdo. Vejamos, nas proprias palavras dos dois, como

eles, inicialmente, objetivaram driblar essa dificuldade:

... Todo o conceito de uma categoria €, essencialmente, um auxiliar, os
nossos conceitos basicos sdao essencialmente aqueles de um functor e de uma
transformacdo natural ... A ideia de uma categoria ¢ exigida apenas pelo
preceito de que cada funcdo deve ter uma classe definida como dominio e
uma classe definida como codominio, as categorias sdo fornecidas como os
dominios e codominios de functores. Assim, pode-se abandonar o conceito de
categoria completamente ¢ adotar um ponto de vista ainda mais intuitiva, em
que um functor tal como "Hom” ndo estd definido sobre a categoria de
‘todos’ os grupos, mas para cada par especial de grupos que podem ser
dados. O ponto de vista seria suficiente para as aplicagdes, uma vez que
nenhum dos nossos empreendimentos envolvem construgdes elaboradas
sobre as proprias categorias (EILENBERG; MAC LANE, 1945, p. 247,
traducdo nossa).

Fica claro, a partir da citagdo exposta acima, que em 1945 a nogdo de
categoria para Eilenberg e Mac Lane ndo era nada mais do que um dispositivo
heuristico, algo completamente descartavel para o bom funcionamento das aplicagdes
que os dois tinham em mente naquele momento. De fato, de 1945 até 1957-1958 essa
era, grosso modo, a posicao subjacente ao status de categorias. Mesmo assim, Eilenberg
e Mac Lane ndo estavam completamente satisfeitos com essa solucdo intuitiva, tendo
em vista que logo passam a buscar alternativas. Por exemplo, uma alternativa seria a

ado¢ao de NBG como um framework e a utilizagdo da sua distingao entre conjuntos e
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classes, sendo possivel, dessa forma, afirmar que a categoria de todos os grupos ¢ uma
classe.

A adocdo dessa alternativa suscitaria a preocupacdo no que diz respeito a
legitimidade das operagdes realizadas nessas classes. No entanto, na pratica, em
decorréncia da simplicidade dessas operagdes nos primeiros, pelo menos, dez anos, tal
legitimidade ndo era uma grande preocupacdo no uso da alternativa NBG. Diversos
livros na década de sessenta adotaram a alternativa segunda a qual categorias grandes
devem ser tomadas como classes (EILENBERG; STEENROD, 1952). E importante
salientar, também, que no livro de Cartan and Eilenberg (1956) sobre algebra
homolégica, que teve bastante influéncia no que diz respeito ao papel de certos funtores,
a questdo sobre o que sdo categorias sequer ¢ levantada, todo o livro ¢ desenvolvido sem
a defini¢cdo de categorias. Em particular, os livros de Eilenberg e Steenrod, e de Cartan e
Eilenberg foram cruciais para o desenvolvimento posterior da teoria das categorias.

Até aqui fica 6bvio que a teoria das categorias ndo era vista ainda como um
campo de investigacdo autonomo, mas, apenas como uma linguagem acessivel, uma
linguagem de orientacdo. As coisas comecaram a mudar em meados dos anos cinquenta,
e ndo pelas maos dos dois fundadores, mas pelos trabalhos de Alexander Grothendieck
e Daniel Kan, que foram publicados, respectivamente, em 1957 e 1958. Em seu, hoje
classico, artigo Sur quelques points d'algebra homologique, Grothendieck definiu as
categorias abelianas, além de introduzir uma hierarquia de axiomas, os quais categorias
abelianas podem ou nao satisfazer, que permite determinar o que se pode construir e/ou
provar nesses contextos. Nesse artigo, ele generaliza varios resultados, como, por
exemplo, os trabalhos de Cartan e Eilenberg. Mas o que nos importa aqui ¢ que ¢é
justamente no contexto das categorias abelianas, tal como definido por Grothendieck,
que a teoria das categorias adquiri a generalidade que conhecemos hoje. Ou seja, nesse
contexto, aquilo sobre o que o sistema estudado trata ndo tem a menor importancia.

A ideia ¢ mover a investigagdo para um nivel comum de descri¢ao, no caso,
o das categorias abelianas e suas propriedades, e por meio de funtores estabelecer que as
relacdes de determinados objetos categoricos a, b, c, ... entre si s30 as mesmas que as
relagdes de determinados objetos categéricos o,p, g, ... entre si. Isso significa que a
caracterizacdo de um tipo de estrutura se da por meio dos padrdes dos funtores
existentes entre objetos, sem, contudo, qualquer necessidade de especificagdo dos

objetos e setas. Como McLarty explica:
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[...] conceitualmente isso ndo é como os axiomas para grupos abelianos. Esta
¢ uma descri¢do axiomadtica da categoria toda de grupos abelianos e outras
categorias similares. NoOs ndo prestamos atencdo ao que os objetos e
morfismos sdo, somente a quais padrdes de setas existem entre os objetos.
(MCLARTY, 1990, p. 356, tradugao nossa).

As implicagdes disso sdo dbvias. Em particular, isso influenciou diretamente
na alternativa NBG que, como vimos, até entdo era padrdo entre os que utilizavam a
teoria das categorias, tendo em vista que se n6s nao precisamos nos preocupar com a
questdo sobre a natureza das setas e objetos para caracterizar uma dada categoria, nds
ndo precisamos da teoria de conjuntos NBG para responder essa questdo. De fato, como
afirma McLarty sobre as categorias abelianas: "os axiomas basicos permitem executar
as construgdes basicas da algebra homologica e provar os teoremas basicos, sem 0 uso
da teoria de conjuntos em absoluto." (MCLARTY, 1990, p . 356).

Em 1958, Kan publicou um artigo intitulado Functors involving c.s.s.
complexes, no qual unifica varios resultados do seu trabalho em homotopia. Para levar a
cabo tal unificacdo, Kan utilizou a nogdo de funtor adjunto, introduzida por ele em
1956. Entretanto, obviamente, a unificagdo dos seus resultados publicados em Functors
involving c.s.s. complexes s6 faria sentido com uma explica¢do da ferramenta utilizada,
ou seja, com uma explicacdo da nogao de funtor adjunto. Para cumprir esse proposito,
Kan publica um artigo separado, um pouco antes da publicacdo de Functors involving
c.s.s. complexes, intitulado simplesmente Adjoint functors. O que nos importa aqui ¢é
que a nocdo de um funtor adjunto acabou se mostrando para Kan, enquanto escrevia
Adjoint functors, uma nogao absolutamente geral. Em particular, Kan observou que a
no¢ao de um funtor adjunto estava conectada com outras nogdes categoricas
fundamentais, tais como as no¢des de limite e colimite. A no¢do de um funtor adjunto
tornou-se a no¢do fundamental na teoria das categorias, como afirma Mac Lane: “o
conceito sobre o qual uma teoria completa e autonoma poderia ser construida e

desenvolvida.” (MAC LANE, 1971, p. 103).

3.1.2 Visao geral

Antes de entrarmos nas defini¢des categoricas em si, sera util darmos uma
visao bem geral de como a teoria das categorias funciona. A teoria parte da ideia de que
propriedades de sistemas matematicos podem ser representados por meio de diagramas

de setas, tornando possivel, como veremos, unificar e simplificar essas propriedades.
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Um exemplo bastante simples pelo qual podemos comegar ¢ a representagdo da

composicao de fun¢des que pode ser vista como

o diagrama acima, que comuta quando h = go f. Pela simples substituicdo dos
conjuntos X, Y e Z pelos espagos topoldgicos X, Y e Z, nés temos que f,g e h sdo
mapeamentos continuos, ¢ X, Y e Z como grupos, ndés temos f,ge hcomo
homomorfismos, o que mostra que esse mesmo diagrama pode ser aplicado em outros
contextos matematicos. O diagrama ¢ visto, entdo, como uma propriedade universal dos
contextos que envolvem espacgos topoldgicos, grupos, conjuntos e as respectivas
composicdes de mapeamentos continuos, homomorfismos e fungdes.

De fato, como dito, essa propriedade universal dada pelos diagramas pode
representar propriedades de diversas constru¢des, vamos a um exemplo um pouco mais
complexo. Seja X,Y conjuntos quaisquer, o produto cartesiano X X Y ¢ definido como
todos os pares ordenados <x, y>tal que x € X e y € Y. Agora, considere o seguinte: as
fungdes p: X XY — X, ¢: X XY — Y sdo as projecdes <x,y>+— x, <x,y>+y, de
modo que qualquer fungdo h:C — X X Y ¢ unicamente determinada pelas compostas
po he q o h. De modo andlogo, sejam as fungdes f:C — X e g: C — Y, existe, entdo,

uma unica funcdo h: C — X X Y tal que o diagrama

C
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comuta. Ou seja, h(c) = (f(c), g(c)), paracadac € C.

Nos podemos ver facilmente que dados X ¢ Y ¢ dado o par (f,g) de um
conjunto qualquer, no caso C, para X e Y, tal par fatora-se unicamente por meio de
(p,q) (via h), o que, como veremos a frente, faz de (p, q) o universal dentre os pares
arbitrarios de fun¢des de um conjunto arbitrario * para X e Y. Essa propriedade descreve
unicamente (a menos de bije¢do) o produto cartesiano X X Y. Tal como na primeira

propriedade acima, podemos utilizd-la nos contextos dos espagos topologicos e dos

grupos.

3.1.3 Categorias por axiomas

Categorias podem ser descritas sem a necessidade de qualquer mengao a
conjuntos, somente por meio de axiomas, ¢ o que usualmente ¢ chamado de
“metacategorias”. A noc¢do utilizada para esse fim ¢ a de (meta) grafo. Um metagrafo
tem objetos a,b,c,.., setas f,g,h,.. como constituintes, juntamente com duas
operagdes chamadas dominio e codominio que, respectivamente, atribui a cada seta f

um objeto a =dom f, e a cada seta f um objeto b = cod f. Tais operacdes sao

representadas como segue: f:a — b ou a —f>b . Um grafo finito ¢ exibido como
segue: * — *x — * ou * 3 * .

Podemos agora definir uma metacategoria, que nada mais ¢ do que um
metagrafo juntamente com duas operagdes adicionais, a saber, as operagdes identidade e
composi¢io que, respectivamente, atribuem a cada objeto a uma seta® id, = 1,:a - a,
¢ a cada par de setas (f, g) com dom g = cod f uma seta g o f:dom f — cod g. Essas

duas operacdes adicionais obedecem a dois axiomas:
e Sejam f:a—b, g:b > c, k:c — d, temos sempre que
ko(gef)=(kog)ef (AS)

ou seja, a operagao de composicdo ¢ associativa, o que pode ser representado

diagramaticamente da seguinte forma:

® As duas notac¢Oes para a seta identidade serdo utilizadas.
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ko(gef)=ko(gef)

»
»

kog

g

e Dadasassetas f:a = b e g:b — c, juntamente com a seta identidade 1, temos

lyef=fegely,=g (UN)

ou seja, 1, atua como uma identidade para a operagao de composicao. Representamos

diagramaticamente isso da seguinte forma:

a f b

»
»

&
<«

v

3.1.4 Categorias

Uma categoria ¢ distinta de uma metacategoria pelo fato de a primeira ser
uma interpretacdo da segunda (dos axiomas) com teoria de conjuntos. Em primeiro
lugar introduziremos a no¢ao de um grafo dirigido que ¢ a seguinte: um conjunto O de

objetos, um conjunto A de setas, e duas fun¢des

A 0. (3.1.4.1)



48

Temos o seguinte conjunto como o conjunto de pares componiveis de setas no grafo:
AxpA={g,) g f €Aedomg = cod f}, que é o “produto sobre 0.

Assim, uma categoria ¢ um grafo com as seguintes funcdes, respectivamente, identidade

id

00— A AXgA—— A (3.1.4.2)
c— id, <g,f>gce°f
tais que

dom(id,) = a = cod(id,), dom(g o f) =dom f,ecod(gef) =cod g (3.1.4.3)

paratodoa € 0,(g, f) € A X, A, ¢ tais que (AS) ¢ (UN) valem.
Seja C uma categoria qualquer, como usual, n6s deixamos de lado as letras

A, O e escrevemos
cECefemC (3.1.4.4)

para indicar que ¢ ¢ um objeto da categoria C e f ¢ uma seta da mesma categoria. NOs

também escrevemos
hom(b,c) ={f | fem C,dom f = b,cod f = c} (3.1.4.5)

para o conjunto de setas de b para c.

Deixe-nos, antes de prosseguir, dar aqui a definicdo teodrico-categorica
abstrata de uma nog¢do importante. Tal defini¢do ¢ abstrata no sentido de fazer uso
apenas das nogdes tedrico-categoricas sem mencionar informagdes adicionais sobre

objetos e setas.

Definicao 3.1.4.6. Uma seta f:a = b em uma categoria qualquer C é chamada um
isomorfismo (ou invertivel) se ha uma seta g:b > aemCtalque gof =1,efog =
1,. Uma seta g relacionada a f pela satisfacdo da equagdo acima ¢ chamada uma
inversa para f. Dois objetos a e b sdo ditos isomorficos se existe pelo menos um
isomorfismo f:a — b, e tal fato ¢ denotado por a = b. A rela¢do de isomorfismo entre

objetos ¢ obviamente reflexiva, simétrica e transitiva.
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Proposiciao 3.1.4.7. Se g:b = a ¢ uma inversa para f:a — b, entdo, ela ¢ unica, e ¢

denotada por f L.

Prova. Digamos que exista uma seta k:b - atalque ko f =1,, fok=1,¢e g # k.
Mas, k=1,0k=(gof)ok=go(fok)=go1, =g, contradizendo a hipdtese
deque g # k.

3.1.5 Categorias usando conjuntos-hom

Seja C uma categoria pequena, € a, b objetos de C. Para tais objetos a, b o

conjunto-hom
home(a,b) = {f | f éumaseta f:a - b em C}

¢ o conjunto de todas as setas de C com dominio a e codominio b. A nota¢do para o
conjunto-home varia na literatura: home(a,b) = C(a,b) = hom(a, b) = (a,b) =
(a,b)¢e. Nesta dissertagdo nods utilizaremos a que melhor se encaixe no contexto e

espago, ou seja, nao ficaremos com uma notacao fixa para conjuntos-hom.

Definicao 3.1.5.1. A defini¢do de uma categoria pequena em termos de conjuntos-hom

¢ dada abaixo:

(1) Um conjunto de objetos a, b, c, ... , esse conjunto ¢ comumente denotado por
ObC ;

(i1) Uma fun¢do que atribui a cada par ordenado {a, b) de objetos um conjunto
hom (a, b);

(iii)  Para cada tripla ordenada (a, b, c) de objetos uma fungao
hom (b, c) X hom (a,b) — hom (a, c)

(g.f)—gef

para g € hom (b,c) e f € hom (a, b), chamada composigao;
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(iv)  Para cada objeto b, um elemento 1, € hom (b, b), chamado a identidade de

b.

Tal que satisfazem os axiomas (AS) e (UN). Além disso, a definicdo em termos de

conjuntos-hom requer que um axioma “disjuntador” adicional seja satisfeito:

(V) Se (a,b) # {(a’,b"), entio hom(a,b) Nhom(a’,b’) =0, onde @ ¢é o

conjunto vazio.

Em termos de comutacdo de diagramas, o axioma da associatividade (AS) requer que o

seguinte diagrama comute:

hom(c,d) X hom(b, c) X hom(a, b) —— hom(b,d) X hom(a, b)

‘} v

hom(c,d) X hom(a, ¢) » hom(a,d) .

Exemplo 3.1.5.2.
0 ¢ a categoria vazia (sem objetos, € sem setas);
1 ¢ a categoria U com apenas um unico objeto e uma unica seta (a seta identidade);

2 ¢ a categoria U—U com apenas dois objetos a, b € uma Unica seta a — b nao-trivial

(ou seja, exceto as duas setas identidades);

3 ¢ a categoria com trés objetos e cujas setas nao-triviais sdo dadas como no triangulo

abaixo:
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Il ¢ a categoria com dois objetos a, b e apenas duas setas ndo-triviais a = b. Tais setas

sao comumente chamadas de setas paralelas.

Em todos os casos citados acima, existe apenas uma unica defini¢do possivel de

s x99
composigcao .

Ens ¢ a categoria definida como segue: se V¢ qualquer conjunto de conjuntos, a
categoria Ensy, ¢ a categoria cujos objetos sdo todos os conjuntos X € V, e cujas setas
sdo todas as fungdes f: X — Y, com a usual composicdo de fungdes e a usual seta

identidade de fung¢des.

Definicao 3.1.5.3. Uma categoria C ¢ chamada uma categoria discreta quando cada seta

em C é uma seta identidade.

Da defini¢ao acima se segue que cada conjunto X € o conjunto de objetos de
uma categoria discreta, ou seja, para cada x € X nds temos a seta identidade x — x.
Assim, cada categoria discreta ¢ determinada pelo seu conjunto de objetos. Dessa
forma, categorias discretas sdo apenas conjuntos. Note que a categoria vazia 0 ¢&,

portanto, o conjunto vazio.

3.1.6 Funtores (Covariantes)

Grosso modo, funtores sdo transformagdes entre categorias que preservam

dominios, codominios, identidades e composicdes.

Definicao 3.1.6.1. Dadas duas categorias C e D arbitrarias, um funtor (covariante)
F:C—>D ¢ uma transformagdo consistindo de duas fungdes adequadamente

relacionadas: a fun¢do objeto F, que atribui a cada objeto cde C um objeto Fc de C; e a

° Veja Mac Lane (p. 11)
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fungdo seta, também denotada por F, que atribui a cada seta f:c — c¢’de C uma seta

Ff:Fc — Fc’ em D10, de tal forma que satisfaz as seguintes condigdes:

(F1) F(go f) = F(g) o F(f) para todo par (g, f) de setas de C cuja composi¢do g o f

esta definida;
(F2) F(1.) = 1p(), para todo objeto ¢ de C.

Uma explicagdo mais clara sobre (F1) serd util. Tal condi¢do afirma que

sempre que o diagrama abaixo comuta em C,

v

14

ouseja, h = g o f, o diagrama abaixo também comuta em D,

F(a) F(f)  Fa)

F(g)

F(h)

v

F(all)

ou, seja, F(h) = F(g) o F(f). Entdo, a F-imagem de uma composi¢do de duas setas ¢ a

composi¢ao das suas F-imagens.

Definicao 3.1.6.2. Um funtor F:C — B ¢ pleno (full) quando para todo par c,c” de
objetos de C e para toda seta g: Fc = Fc¢” de B, ha uma seta f:c = ¢ de C com g =
Ff. Claramente, a composicdo de dois funtores plenos é um funtor pleno. Um funtor
F:C — B ¢ fiel (faithful) quando para todo par c,c” de objetos de C e para todo par
fi, f2: ¢ = ¢’ de setas paralelas de C a igualdade Ff; = Ff,: Fc —» Fc" implica f; = f5.

10 . ~ . s ~ e .
Aqui, novamente ndo nos fixaremos numa Unica notagao, utilizaremo F(a), Fa ou F(f), Ff, ou seja, o
uso ou ndo de parénteses vai depender, mais uma vez, do contexto e espago.
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Funtores podem ser descritos em termos de conjuntos-hom. Seja F:C = B
um funtor, a descricdo de F usando conjuntos-hom apenas “reescreve” a funcao seta, a

funcdo objeto ¢ a usual. A fungdo seta ¢ uma colegdo de fungdes

F.:home(c,¢”) — homg(Fc, Fc)

fr—=Ff

para f € home(c,¢”), tal que cada F, .1, = 1g,, e tal que cada diagrama

home(c', ¢'") X home(c, c') > home(c, ')
F'C’,C” X F‘C,C’ F'C,C’
v '
homg(Fc', Fc'") X homg(Fc, Fc') » homg(Fc, Fc'"),

sendo as setas horizontais a composi¢ao em B e C, ¢ comutativo.

Definicao 3.1.6.3. Um funtor F: C — D ¢ dito ser fiel se para todo o par de objetos a,
a’ de C a fungdo F, 4 € injetora; pleno se para todo o par de objetos a, a” de C a fungdo
F, o € sobrejetora; injetivo em objetos se a respectiva fungdo objeto ¢ injetora; uma

imersao se ¢ fiel, pleno e injetivo em objetos.

Proposi¢io 3.1.6.4. Sempre que k:a — a’' é um isomorfismo de A, entdo Fk é um

isomorfismo de B, para qualquer funtor F: A — B. Ou seja, preserva isomorfismos.
Prova. F(k) o F(k™Y) = F(ko k™) = F(15,) = 1pq.

Da mesma forma, F(k™1) o F(k) = 14,. n
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3.1.7 Transformacoes Naturais

Para explicar a no¢ao de transformagao natural de forma intuitiva, deixe-nos
considerar uma situacdo que surge frequentemente. Por exemplo, seja C uma categoria
arbitraria, muitas vezes nos deparamos com uma determinada construgdo sobre C que se
relaciona com outra determinada constru¢do de maneira tal que ¢ independente de
objetos especificos e setas envolvidas. Em tal situacdo, a relacdo se da entre as proprias
construgdes. Para exemplificar, vamos considerar que C tem produtos, € vamos supor
que a, b, c sdo objetos de C. Agora, considere o seguinte: (a X b) X c e a X (b X ¢).
Agora, note que existe um isomorfismo h: (a X b) X ¢ = a X (b X ¢) que ndo depende
da especificidade dos objetos a, b, c, ou seja, ¢ independente do que sdo os objetos

a, b, c. Mas, o que isso significa? Uma maneira de explicar ¢ da seguinte forma: dada

qualquer seta f:a — a’ noés temos um quadrado comutativo como segue:

(axb)Xxc hg aX(bxc)

v

(a'xXb)Xxc , a'x(bxc).
hga,

Como podemos ver, o isomorfismo acima ¢ uma relacdo que se da, na
verdade, entre as construgdes (— X b) Xc e — X (b X ¢), ou seja, o isomorfismo ¢
independente da consideragdo sobre o que ¢ tomado como argumento. Obviamente que
0 que estamos querendo dizer com “construgdo” ¢, claro, apenas um funtor, € o que
estamos querendo dizer por “relagdo entre construgdes” € na verdade uma seta entre
funtores. No nosso exemplo, o isomorfismo (—Xb)Xc=—X(bXc) ¢ um
isomorfismo de funtores € — C. Se tomarmos os funtores (— X =) X —{C X C X C - C
e — X (=X —=):CXCXC — C de trés argumentos, o isomorfismo (— X —) X —= — X
(= X =) permanece de maneira analoga, nesse caso, um isomorfismo de funtores
CXCxC - C. Eisso o que a definicio de transformagdo natural captura de forma

rigorosa.
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Definic¢ao 3.1.7.1. Dados dois funtores S, T: C = B, uma transformacao natural 7:S = T
¢ uma fung¢do que atribui a cada objeto ¢ de C uma seta 7. = 7c: Sc = Tc de B de tal
forma que cada seta f:c — ¢’ em C produz um diagrama comutativo. Como pode ser
visto, os funtores precisam possuir os mesmos dominios ¢ codominios. Deixe-nos

pormenorizar um pouco mais essa nogao.

e Componentes: cada objeto ¢ de C ¢ mapeado para uma seta Sc = Tc em B que
sdo os componentes de T em c. O seguinte diagrama mostra de forma mais

intuitiva esse processo:

c T B

R .

Tc
Sc—Tc
S >

Isso ¢ 0 que ocorre com os objetos da categoria dominio dos funtores S,T:C — B.
Agora vamos mostrar o0 que ocorre com a estrutura nessa categoria, para isso, devemos

mostrar o que ocorre com as setas em C, f: ¢ — ¢’, em B.

e Condi¢io de Naturalidade: cada seta f: ¢ - ¢’ em C é mapeada para duas setas
em B, componentes de T em ¢ ¢ em ¢’. Novamente, o diagrama abaixo mostra de

forma mais intuitiva esse processo:
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T
i TN
c y SC TC Tc
S >
f Sf Tf
c S N Yol , > Tc'
TC
Tc’
v
T

Para a naturalidade ¢ requerido que o quadrado em B comute, ou seja,
17¢" o Sf = Tf o tc. Quando isso ¢ o caso, dizemos que 7.: Sc — Tc ¢ natural em c, e
como vimos, ta,1h, T, ..., sdo chamados os componentes da transformacao natural 7.
Como ¢ facil constatar, aqui se dd um passo adiante no caminho da abstragao e define-se

0 que podemos chamar de um morfismo entre funtores.

Proposi¢ao 3.1.7.2. Sejam S, T:C — B funtores e 7: S = T uma transformacao natural
de S para T. Assuma que, para cada objeto a de C, t,: Sa = Ta ¢ um isomorfismo.

Entdo, 7 € um isomorfismo natural.
-1, -1 _ -1
Prova. Definat™":T - Sport™", = (t5)" " .
771 & natural, desde que para cada seta f:a — b em C, nds temos

T o T(f) = () o T(f) 0 T © (7)™
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= (@) ety S(f) e ()7
=T(f)et . u

Assim, se cada componente Tc da transformag¢do natural t ¢ invertivel em B,
ou seja, se para cada Tc existe uma inversa (7¢)”! em B, T ¢ uma equivaléncia natural
ou um isomorfismo natural, e ¢ denotada por 7:S =T e, obviamente, as inversas
(tc)™! em B sdo os componentes de um isomorfismo natural 7-%:T - S. Para uma
melhor compreensdo intuitiva, podemos fazer um paralelo com a noc¢ao de funtor. Se
um funtor S de C em B da uma imagem em B de todos os objetos e setas de C, uma
transformagao natural T € um conjunto de morfismos mapeando (ou traduzindo) a
imagem de S para a imagem de T. Isso ¢ o0 mesmo que dizer que todos os quadrados e

paralelogramos do diagrama abaixo

a
f
h b
g
v
c
Sa Ta > Ta
Sh Sf Tf
Sb (4] > Th
Sg Tg
VL ‘}
Sc » Tc

TC
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comutam. A defini¢do de naturalidade captura a ideia intuitiva de “fazer a mesma coisa”

com objetos diferentes.
Exemplo 3.1.7.3.

Tome um conjunto fixado X e defina um funtor Fy:Set — Set da seguinte forma: a
fungdo objeto ¢ definida por A = (X = A) X X, onde X = A ¢ o conjunto de fungdes de
X para A; e a fungao seta ¢ definida por f — (f o —) X idy. Aqui, claro, (X > A) X X ¢
um produto cartesiano de conjuntos, e (f o —) X idy denota um produto cartesiano de
funcdes. Nos podemos, entdo, definir uma transformacdo natural ev: Fy — idg.; por
ev,(g,x) = gx, onde (g,x) € (X = A) X X. De fato, para qualquer funcdo f:4 - B

em Set, o diagrama abaixo

A Fx(4) €Uy IR idger (A)

f Fx(f) idset (f)
v Fx(B) » ldset(B)
B evgy

comuta da seguinte forma:

A X=A4A)xX evy -

f Fx(f) idse (f)
v X=>B)xX , B
B €Vp

isto ¢, seja (g,x) € (X = A) X X, entdo
(idsee(f) 0 evy)(g,x) = f(eVA(g’ x))
= f(g(x))

= evp(fg, %)
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= evg(Fx(f)(9,x))

= (evp o Fx(f))(g, %) .
Assim, nés temos uma transformagdo natural ev:Fy = idg,; com componentes
evg: (X > A) XX - A

3.1.8 Categorias de Funtores

Devemos agora definir a composi¢do de duas transformacdes naturais, e

mostrar que tal composi¢do também ¢ uma transformacao natural.

Definicio 3.1.8.1. Sejam C, D categorias, F,G, H funtores de C em D. A lei de
composi¢ao das transformagdes naturais (vertical) t: F > G, 0 : G - H ¢ definida

como segue:
l.o-t:F — H ¢édefinida como (0 - 1), = g, ° 7,.

Considere o seguinte diagrama:

(0°T)q
a Fa Tq Ga Og . Ha
f Ffl le le
Fb .~ Gb _ Hb
b Tp Op
(G°D)p

Dado que 7, 0 sdo ambas naturais, os dois quadrados no diagrama acima comutam.
Dessa forma, o retangulo externo também comuta, ou seja, (0 - 7)p o F(f) = H(f) o

(0 " 1)q. Como podemos ver, a composi¢ao de transformagdes naturais também ¢ uma
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transformag¢do natural, e (0 - 7), s@0 os componentes de uma transforma¢do natural

o-1:F > H paracada a de C.

Para cada funtor F : C = D, existe uma transformacdo natural identidade 1 : F > F
que atribui a cada objeto a de C o morfismo identidade 1,: Fa — Fa em D, ou seja,
temos os componentes (1), = 1z, para cada objeto a de C. O diagrama abaixo mostra

que 1z : F = F ¢ de fato uma transformagao natural:

a Fa 1rq Fa

f Ff Ff
v Fa' > Fa'.
a’ 1ra

Isto ¢, para cada seta f:a — a” em C nos temos 1z, o Ff = Ff o 1p,.
Além disso, os axiomas (AS) e (UN) sdo satisfeitos:

(AS) Dadas t: F > G, 0: G- H, a : H- Q, transformacgdes naturais entre funtores

F,G,H,Q : C = D, nds temos:

((a-a)-r)a=(a-a)aora=aaoaaora=aa0(a-r)a=(a-(a-r))a, para cada

a de C.

(UN) Dadas 7 : F = G, 0 : G = H, transformag¢des naturais entre funtores F,G : C = D,

juntamente com a transformagao identidade 1;: G = G, nds temos:
lset=71e0°1; =o0.

Recapitulando, o que nds mostramos ¢ que a composi¢do de uma
transformagao natural também ¢ uma transformacao natural, que a composi¢ao entre
transformagdes naturais ¢ associativa; que para cada funtor F : C —» D existe uma
transformagado natural identidade; e que (AS) e (UN) sdo satisfeitos. Nos temos, entao,
todos os requisitos necessarios e suficientes para a definicdo de uma categoria onde

objetos sdo funtores e morfismos sdo transformagdes naturais, ou seja, a categoria de
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todos os funtores de uma dada categoria C para uma dada categoria D, a qual se denota

por [C,D] = DE.
O “conjunto-hom” da categoria D¢ é definido como segue:

Nat(F,G) = D°(F,G) = {r |t : F = G natural} .

3.1.9 Monomorfismo e Epimorfismo. Objeto Inicial e Objeto Terminal

As definigdes de quatro nog¢des devem ser dadas aqui, tendo em vista que as
utilizaremos posteriormente. Tais nog¢des sdo as de monomorfismo, epimorfismo, objeto

inicial e objeto terminal.

Definicao 3.1.9.1. Uma seta m:a — b ¢ um monomorfismo em uma dada categoria C
quando para quaisquer duas setas paralelas f;, f,:d — a a igualdade mo f; = mo f,
implica f; = f,. Uma seta que ¢ um monomorfismo também é chamada de uma seta
cancelavel a esquerda. Uma seta h: a = b ¢ um epimorfismo em uma dada categoria C
quando para quaisquer duas setas gi,g,:b — ¢ a igualdade g, o h = g, o h implica
g1 = g2- Uma seta que ¢ um epimorfismo também ¢ chamada de uma seta cancelavel a
direita. Uma seta h: a — b ¢ dita ter inversa a direita se existe uma seta h: b — a tal que
hoh”=1,, e se uma tal seta possui inversa a direita ela ¢ evidentemente um
epimorfismo. A conversa ¢ o caso na categoria Set, mas falha na categoria Grp.
Similarmente, uma seta h:a — b ¢ dita ter inversa a esquerda se existe uma seta
h':b - a tal que h"oh=1,, e se uma tal seta possui inversa a esquerda ela ¢

necessariamente um monomorfismo.

Definiciio 3.1.9.2. Seja C uma categoria arbitraria. Um objeto inicial em C ¢ um objeto
tal que para qualquer objeto x de C, existe uma Unica seta do objeto inicial para x. Um
objeto terminal em C ¢ um objeto tal que para qualquer objeto y de C, existe um Unico

morfismo de y para o objeto terminal.

Proposicao 3.1.9.3. Objetos iniciais e terminais, se existem, sdo Unicos a menos de

isomorfismo.

Prova. Considere os objetos i, i” como objetos iniciais para uma mesma categoria C.

Por defini¢do, existe uma unica seta f:i — i” e uma Unica seta g:i” = i. Compondo f e
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g, ¢ dado que a uUnica seta de i para i e a Unica seta de i” para {” sd30 suas respectivas
setas identidade, n6s temos go f =1, ¢ f o g = 1;. Assim, f ¢ o Unico isomorfismo

entre i ¢ . A demonstracdo para os objetos terminais é analoga. [

Proposicao 3.1.9.4. Uma fungdo ¢ injetiva se, e somente se, ¢ um monomorfismo na

categoria Set de conjuntos como objetos e fungdes totais como setas.

Prova.(=) Seja f: A - B uma funcdo injetiva. Agora, suponha g, h: X — A fungdes
quaisquer. Entao,

Vx€X,fog(x)=foh(x)=

Vx € X, f(g(x)) = f(h(x)) =

Vx €X, g(x) =h(x) =

g=nh.

(&) Seja f: A = B um monomorfismo em Set. Seja 1 um conjunto unitario fixo, e
suponha que c,: 1 = X denota a fungdo que associa o tnico elemento de 1 a constantes
x € X. Entao,
Va,b € A,3c,,cp:1 > A
(feca=fecp=>ca=cp)=

fl@)=fb)=>a=h. n

Proposicao 3.1.9.5. A ¢ um conjunto unitario se, € somente se, A ¢ objeto terminal em

Set.

Prova. (=) Seja A = {*} um conjunto unitdrio ¢ B um conjunto qualquer. Agora,

considere os seguintes casos:
(1) B = @, entdo existe uma unica fungdo f: B — A, ou seja, a fungdo vazia;

(2) B # @, entdo existe uma unica funcdo f:B — {*}, isto €, a funcdo constante

f(z) ==, paratodo z € B.
(&) Observando os seguintes casos, nos temos:

(1) Se A = @, entdo este s6 admite uma fungdo com dominio vazio; nesse caso, essa

funcao seria @: @ — @, e assim, A ndo seria objeto terminal;
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(2) Por outro lado, se existissem {x,y} € A tais que x # y, e dado qualquer conjunto
B # @, nds poderiamos definir, pelo menos, duas fung¢des distintas f, g: B = A; logo, A

ndo seria objeto terminal. [

3.1.10 Fundacdes

Como Mac Lane (1997) afirma, um dos principais objetivos da teoria das
categorias ¢ discutir propriedades de totalidades de objetos matematicos, por exemplo, o
“conjunto” de todos os grupos, ou o “conjunto” de todos os homomorfismos entre
quaisquer dois grupos etc.. Um grupo, por sua vez, ¢ considerado como um conjunto
com dadas propriedades adicionais, assim, podemos considerar um conjunto de todos os
conjuntos com alguma dada propriedade adicional. Entretanto, colocar as coisas dessa
maneira nos faz voltar aos velhos paradoxos, tais como o famoso paradoxo de Russell,
tendo em vista que isso equivale a aplicacdo do principio da compreensdo: dada uma
propriedade ¢(x) de conjuntos x, é possivel formar o conjunto {x | ¢(x)} de todos os
conjuntos x com essa propriedade. Como sabemos, a pratica padrdo em teoria de
conjuntos, com a usual relagdo de pertenca €, ¢ restringir o supracitado principio.
Grosso modo, permite-se apenas o conjunto de todos aqueles x com uma dada
propriedade ¢ que sdao membros de um conjunto u ja dado. Assim, restringe-se o
principio de compreensdao permitindo apenas a compreensdo para elementos de u:
{x|x€eu A o)}

Antes de prosseguirmos, ¢ essencial explicitarmos aqui uma distin¢do a fim
de evitar possiveis mal-entendidos, a saber, a distingdo entre (i;) fundag¢des categoriais
para a matematica, ¢ (i,) fundag¢des matematicas para a teoria das categorias. A
teoria das categorias serve como uma alternativa fundacional para a matematica,
entretanto, 0 que vamos fazer neste topico nio é isso! Para uma melhor compreensao
do que significa utilizar a teoria das categorias como uma alternativa fundacional ¢
necessario ter em mente a distingdo entre axiomas assertorios € axiomas esquematicos
esbocada anteriormente.

Dito isso, nds devemos afirmar que a teoria das categorias ndo necessita, em
absoluto, da teoria de conjuntos como uma fundagao para si: a teoria das categorias ¢
independente da teoria de conjuntos. Note que isso equivale a afirmar duas coisas: (1) a

matematica pode ser fundamentada de modo puramente esquematico ou, colocando as
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coisas em termos mais filosoficos, a teoria das categorias ¢ um framework fundacional
para a variedade esquematica da interpretacdo in re do estruturalismo matematico; e (2)
a teoria das categorias ndo necessita ser fundamentada por qualquer teoria assertoria,
sendo ela mesma a sua fundagdo. A afirmagdo (2) pode parecer estranha e
despropositada, mas esse aparente non-sense surge pelo desconhecimento dos niveis de
hierarquia axiomatica categorial, a saber, os niveis de hierarquia entre os axiomas EM
(Eilenberg-Mac Lane), ETCS (An Elementary Theory of the Category of Sets) e CCAF
(The Category of Categories as a Foundation for Mathematics). Obviamente que uma
defesa da nossa afirmag¢ao aqui fugiria completamente do escopo do tema concernente a
esta dissertacdo, e tal defesa necessitaria ela propria de uma dissertacao.

Passando para a distingao (i), antes de entrarmos em maiores detalhes,

considere um conjunto U com as seguintes propriedades:

(1) x €u € U implicax € U,

(i1) u € Uev € Uimplica {u, v}, (u,v),eu Xv € U;

(1) x € UimplicaPx € UeUx € U,

(iv) w € U (onde w = {0,1,2, ...} é o conjunto de todos os ordinais finitos);

(v) se f:a — b é uma fung¢ao sobrejetivacoma € Ue b < U, entdo b € U.

O conjunto U ¢ conhecido como o universo de Grothendieck. As propriedades (i) - (v)
asseguram que a aplicagdo de quaisquer das operacdes que sao padrdo na teoria de
conjuntos aos elementos de U sempre produza elementos de U, ou seja, (i) - (v) sdo
propriedades de fecho para U. O universo de Grothendieck permite que a realizagdo de
toda a matematica “ordinaria” seja feita exclusivamente dentro de si, ou seja, com 0s

elementos de U.

Defini¢cao 3.1.10.1. Dado o universo U, um conjunto u € U ¢ chamado um conjunto
pequeno. Assim, o universo U ¢é o conjunto de todos os conjuntos pequenos.
Similarmente, uma func¢do f:u — v é chamada pequena quando u e v s3o conjuntos
pequenos.

Note que se f:u — v ¢é pequena, entdo isso implica que f pode ser
considerada como um conjunto pequeno, tendo em vista que f nada mais ¢ do que uma
tripla ordenada (u, G¢,v), com Gf C u X v que é o usual conjunto de todos os {(x,y)

com x Eu, y = fx. Note também que o principio de compreensdo na sua forma
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limitada permite a constru¢do do conjunto A cujos elementos sdo todos os conjuntos que

sdo fungdes pequenas, visto que tais fungdes sao também todas elementos de U.

Definicao 3.1.10.2. A categoria Set de todos os conjuntos pequenos € a categoria cujos
objetos sdo todos os elementos do conjunto U, e cujas setas sdo todos os elementos do

conjunto A.

Definicao 3.1.10.3. Seja C uma categoria, nos dizemos que C ¢ uma categoria pequena
se a sua colecdo de objetos e a sua colecao de setas sao ambos conjuntos pequenos, caso

contrario, C ¢ uma categoria grande.

Definicio 3.1.10.4. Seja C uma categoria, ndés dizemos que C ¢ uma categoria
localmente pequena se, para todos os objetos x,y em C, a cole¢do home(x,y) € um

conjunto pequeno.

E possivel mostrar que todos os conjuntos x € U satisfazem os axiomas
ZFC", entretanto, nés nio nos aprofundaremos mais do que o estritamente necessario
aqui pelo simples fato de que o objetivo deste topico ¢ apenas nos dar os subsidios
necessarios para saber o que sdo categorias pequenas, grandes e localmente pequenas, e
sabermos qual categoria estamos denotando quando falamos sobre a categoria Set,
tendo em vista que vamos utilizar essas distingdes adiante. E importante salientar,
também, que ¢ possivel assumirmos classes, por meio da utilizacdo dos axiomas Godel-
Bernays e definindo uma classe € como sendo qualquer sub-conjunto C < U do
universo: desde que x € u € U implica x € U, cada elemento de U ¢ também um sub-
conjunto de U, portanto, cada conjunto pequeno ¢ também uma classe; entretanto,
conversamente, algumas classes, por exemplo, o proprio conjunto U, ndo sdo conjuntos
pequenos, tais classes sdo as chamadas classes proprias. Uma categoria grande seria,
entdo, uma categoria cuja cole¢do de objetos e a colecdo de setas sdo, ambas, classes

proprias. Por exemplo, a categoria Set ¢ uma categoria grande.

" Ver Mac Lane (1997, p. 23) para maiores detalhes.



66

3.2 Construcoes sobre categorias

3.2.1 Dualidade

A nogao de dualidade ¢ uma das mais importantes em teoria das categorias;
ela nos permite concluir, a partir da obten¢do de um resultado valido em uma dada
categoria, que tal resultado ¢ igualmente valido na sua categoria oposta. Essa
propriedade faz com que comumente seja dito que a teoria das categorias reduz o
trabalho pela metade.  Grosso modo, a dualidade categorial ¢ o processo de reverter
todas as setas. Por exemplo, monomorfismos e epimorfismos sdo no¢des duais, assim
como as nogdes de objeto inicial e objeto terminal. Dada a importancia da nocdo de
dualidade para a teoria das categorias, daremos aqui uma exata descri¢ao desse processo
sobre uma base axiomatica.

As afirmagdes X que consistem a teoria elementar de uma categoria abstrata
(ETAC do inglés elementary theory of an abstract category) envolvem letras a, b, c, ...
para objetos e letras f, g, h, ... para setas. As afirmacgdes atomicas que envolvem os
usuais termos indefinidos da teoria das categorias sdo as afirmagdes “a ¢ o dominio de
7, “b é o codominio de f”, “i ¢ a seta identidade de a”, e “g pode ser composta com f,
e h é a composi¢ao”, “a = b” e “f = g”. Como ¢ usual, podemos escrevé-las em forma
de equagdes familiares: “a = dom f”, “h = g o f”. Dessa forma, uma afirmagdo X ¢
qualquer frase construida a partir das afirmagdes atdmicas por meio dos conectivos
proposicionais ordindrios (e, ou, ndo, implica, se € somente se) e os quantificadores

29 <¢ 29 ¢ 29 ¢

usuais (“para todo a”, “para todo f”, “existe um a ...”, “existe um f ...”). Por exemplo,
“a ¢ o dominio de f e b é o codominio de f” ¢ uma afirmacdo Z, o que se denota por
“f:a - b”. Uma sentenca ¢ uma afirmac¢do X cujas varidveis estdo todas ligadas por
quantificadores, por exemplo, “para todo f existem a € b com f:a — b”. Os axiomas
sdo sentencas verdadeiras em todas as categorias. A afirmacao dual de uma afirmagdo X
de ETAC, que se denota por X*, ¢ construida por meio das seguintes substitui¢des em X:
“dominio” por “codominio”, e “h ¢ a composi¢do de g com f” por “h é a composi¢cdo
de f com g”; setas e composi¢des sdo invertidas, mas a parte loégica ¢ mantida

inalterada. Assim, também ¢ o caso que as duais dos axiomas para uma categoria sao

axiomas. Como ¢ claro de maneira 6bvia, a afirma¢ao dual da afirmagdao dual é a
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afirmagdo original, ou seja, ¥** = Z. E fécil ver que se uma afirmagdo X envolve algum

tipo de diagrama de objetos e setas,

f

entdo, a afirmac¢do dual X* envolve o diagrama obtido pela inversdo da dire¢dao e ordem

das composigoes de setas.

f

Podemos agora enunciar o principio de dualidade.

e Principio de Dualidade: Se uma afirmacdao ¥ da teoria elementar de uma
categoria abstrata ¢ uma consequéncia dos axiomas, entdo, a afirmacao dual X*

também o é.

Esse principio significa que se temos a prova de um teorema sobre uma
categoria arbitraria a partir dos axiomas, e substituirmos cada afirmac¢ao pela sua dual,
nés temos uma prova valida da conclusdo dual. Por exemplo, a demonstragdo do
teorema da unicidade a menos de isomorfismo do objeto inicial, nos d4, por meio do
processo supracitado, a demonstracdo do teorema dual, a saber, a unicidade a menos de

1somorfismo do objeto terminal.

3.2.2 Categorias opostas (duais)

Dada uma categoria qualquer C, nés sempre podemos associar a C a sua

categoria oposta, a qual se denota por C°P: os objetos da categoria C°? sdo os objetos da
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categoria C; as setas da categoria C°P, as quais sdo denotadas por f°P, g°P, h°P, ...,
estdo em uma correspondéncia 1-1 f = f°P com as setas da categoria C, sendo que a
dire¢do das setas f°P ¢ uma inversdo da diregdo das setas f, ou seja, para cada seta
f:a — b da categoria C, o dominio e codominio das correspondentes f°P da categoria
C°P sao como em f°P:b — a; a composi¢ao f°P o g°? das setas em C°P ¢ definida
como (g o f)°P exatamente quando a composi¢do g o f esta definida em C; as setas
identidade, obviamente, sdo iguais nas duas categorias. Em termos de conjuntos-hom, a

categoria C°P ¢ definida da seguinte forma:

1. ObC°? = 0bC
2. Dados a,b € 0bC°P, nos temos que f°? € homeor(a,b) & f € home(b, a).

Nao havendo riscos de ambiguidade, ¢ comum a denotagdo de f°P por f.

3. Dados a, b, c € ObC°P, a operagao dual de composigdo categorial

0% : homgop(a, b) X homeop(b,c) = homeon(a, c)
étal que g o°?P f = (f o g)°P, sempre que f o g esta definida em C;

4. Dado a € ObC°?, nbs temos que (1,)°? = 1,.

Esse processo traduz qualquer afirmagdo X sobre C na afirmacdo dual X*
sobre C°P. Pode-se provar por meio de uma indugdo evidente sobre a construcao de X a
partir das afirmacdes atOmicas que se X ¢ uma afirmacdo com variaveis livres f, g, ... na
teoria elementar de uma categoria abstrata, entdo X é verdadeira para setas f, g, ... de
uma categoria C se, ¢ somente se, a afirmacdo dual £* ¢ verdadeira para as setas
f°P,g°P,... da categoria oposta C°P. Em particular, uma senten¢a ¥ ¢é verdadeira em
C°P se, e somente se, a sentenca dual £* é verdadeira em C. Obviamente, isso significa
que podemos interpretar a dual de uma propriedade £ como a propriedade original

aplicada a categoria oposta.
3.2.3 Contravariancia
Os funtores definidos em §3.1.6 preservam a direcdo das setas, ou seja, sao

covariantes. Existem, no entanto, funtores que invertem tal dire¢do, sdo os chamados

funtores contravariantes. Devemos, agora, utilizar o que foi exposto acima para explanar
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a nocdo de contravariancia e definir alguns funtores importantes. Comecemos pelo
6bvio, um funtor T:C — B pode ter a sua fungdo seta f — Tf reescrita como fP -
(TP e, junto com a sua fungdo objeto ¢ — Tc, dar origem a um funtor da categoria
oposta de C para a categoria oposta de B, isto ¢, de C°P para B°P, o que é denotado por
TOP.C% — B, Além disso, a atribuigdo C = C°? ¢ T » TP define um funtor
covariante Cat — Cat.

Vamos considerar, agora, um funtor da categoria oposta de C para B, ou
seja, vamos considerar um funtor S:C°P — B. Por defini¢dao, sabemos que a fungdo
objeto de S atribui a cada objeto ¢ de C°P? um objeto Sc de B, e a fungdo seta atribui a
cada seta f°?:b — a em C°P uma seta Sf°P:Sb — Sa em B. Sabemos também pela
defini¢do de funtor que S(f°P o g°P) = S(f°P) o S(g°P) sempre que f°P o g°P esta
definida. O que ndés queremos mostrar ¢ que podemos expressar o funtor S em termos de
C, ou seja, em termos da categoria original. Nos podemos escrever Sf para Sf°P,
obtendo, assim, um funtor contravariante de C para B, definido pela funcdo objeto
¢ » Sc e pela fungdo seta (f:a — b) » (Sf:Sh - Sa) com, obviamente, S(1,) = 15,
e, sempre que f o g esta definidaem C, S(f o g) = S(g) o S(f).

Tendo explanado a nocdo de contravariancia, ¢ importante salientar que
podemos (e ¢ o que faremos aqui, seguindo Mac Lane) representar funtores
contravariantes como funtores covariantes, por exemplo, o funtor contravariante S de C
para Bpode ser representado como um funtor covariante S:C°? — B, ou como um

funtor covariante S°P: C — B°P.
3.2.4 Funtores-hom

Um importante tipo de funtor é o fornecido por conjuntos-hom. Para
definirmos, aqui, os funtores-hom, devemos considerar uma categoria C localmente

pequena, ou seja, isso quer dizer que os conjuntos-hom da categoria C sob consideracao

sdo objetos da categoria Set de todos os conjuntos pequenos.

Defini¢io 3.2.4.1. Dito isso, podemos definir o funtor covariante C(a,—) =

hom(a, —) : C — Set definido pela fun¢do objeto

b - hom(a, b)
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b um objeto de C. E pela fung¢do seta

(k:b — b") » (hom(a, k) :hom(a, b) - hom(a, b))
foom kef

k:b — b’ uma setaem C.

Para mostrar que C(a,—) = hom(a,—):C — Set é um funtor, devemos

mostrar que

(F1) hom(a, g o f) = hom(a, g) e hom(a, f);

F(2) hom(a, 1.) = lhom (a,0)-

Suponha as setas f:c = b, g: b — d. Assim, para qualquer seta k:a — ¢

(hom(a, g) e hom(a, f)) (k) = hom(a, g) (hom(a, f) (k)) = hom(a, g) (f * k)

=geo(feok)
=(g°f)k
= hom(a, g © f) (k).

Para um objeto ¢, hom(a, 1.) :hom(a,c) » hom(a, c) toma uma seta f:a — ¢ para

1. o f = f. Assim, hom(a, 1.) = 1pom (4,c)» cOMo requerido.

Como dissemos, trataremos a contravaridncia de funtores de forma
covariante, assim, representaremos a contravariancia dos funtores-hom de forma

covariante.

Definicao 3.2.4.2. O funtor-hom contravariante é escrito covariantemente da seguinte

forma: C(—, b) = hom(—,b) : C°? — Set e definido pela fungio objeto

a —» hom(a, b)

a um objeto de C. E pela fungao seta
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(g:a - a”) » (hom(g, b):hom(a’,b) - hom(a, b))
fooo» feg

g:a — a’ uma seta emC.

A fungdo hom(a, k) ¢ comumente denotada por k, e chamada “composi¢do
com k a esquerda”, ou, “o mapeamento induzido por k”. Ja a funcdo hom(g,b) ¢
comumente denotada por g* e chamada “composi¢do com g a direita”. Assim, para
cada f:a” = b, nds temos que k, (f) =kof e g* (f) =fog . Além disso, note que

tanto a seta g: a — a’ quanto a seta k: b — b’, ou seja, para duas tais setas, o diagrama

hom(a’, b) g® _ hom(a,b)
k. k. (3.2.4.3)
hom(a’, b") » hom(a, b").
g*

¢ comutativo em Set, tendo em vista que g* o k, = k, o g* = k o f o g. Mais sobre isso
sera dito adiante.

Antes de prosseguirmos, note que os funtores-hom foram definidos somente
para uma categoria C localmente pequena. A categoria grande Set, por exemplo, ¢
localmente pequena. Mas, e quanto a categorias que ndo sdo localmente pequenas? Os
funtores-hom sdo funtores importantissimos e muito uteis, sendo, portanto, essencial
apresentarmos aqui a maneira pela qual podemos incluir categorias que nao sao

localmente pequenas.

Definicao 3.2.4.4. Dada uma categoria C, tome um conjunto V' grande o suficiente para
incluir todos os subconjuntos do conjunto de setas de C (por exemplo, V pode ser o
conjunto poténcia do conjunto de setas de C). Seja Ens = Sety uma categoria cujos
objetos sdo todos os conjuntos X € V, e cujas setas sdo todas as fungdes f: X — Y entre
dois tais conjuntos, com composicao ¢ identidade como as usuais em fungdes. Entdo,
cada conjunto-hom C(a, b) = hom (a, b) é um objeto da categoria Ens. Nos podemos,

assim, definir dois funtores-hom:
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C(a,—) =hom(a,—):€¢ > Ens e C(—,b) =hom(—,b):C°? - Ens.

Note que quando V ¢ o universo de todos os conjuntos pequenos, entdo Ens = Set.
Assim, a categoria Ens é uma categoria variavel de conjuntos que atua como uma

categoria que “recebe” os funtores-hom de uma categoria C em questao.
3.2.5 Produto categorial e demais construcoes universais

Definicao 3.2.5.1. Seja C uma categoria arbitraria, € a, b objetos de C. Um produto

s s
(binario) de a e b ¢ um objeto a X b de C, junto com duas setas a —axb—bem C,

chamadas projecdes canonicas, tais que para todo objeto ¢ de C e para todas as setas

i f . ., - .
aec>bem C, existe uma Unica seta (f3, f2): ¢ = a X b em C tal que o diagrama

h f2

{f1. f2)

Qe axb——4b

T Ty

comuta. Ou seja, 1y © {fy, f2) = fr e My ° (f1, f2) = f.

O produto binario de a,b de C é, portanto, a tripla (a X b, mwy,m,). Além
disso, qualquer objeto ¢ de C, juntamente com quaisquer setas fi:c = a e f,:c = b €
denominado usualmente como o pré-produto de a,b. Disso se segue que o produto
(a X b,my,m,) também ¢é um pré-produto. Obviamente, para verificarmos se, de fato,
uma tripla (a X b, m;, ;) é um produto, deve-se demonstrar a existéncia e a unicidade
da seta (f;, f»). Quando (f3, f,) existe, ¢ satisfaz todas as propriedades especificadas, tal
existéncia ¢ referida como a Propriedade Universal do Produto. Uma propriedade
universal ¢ a menor estrutura pela qual qualquer outra estrutura de mesmo tipo pode ser
definida de forma unica. Esse tipo de abordagem ¢ o que comumente ¢ chamada de
construgdo universal, ¢ ¢ o nosso principal interesse na utilizagdo da teoria das
categorias como uma teoria para os universais concretos, isso ficard claro quando

tratarmos adiante de limites e colimites.
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Definicio 3.2.5.2. Seja C uma categoria. Dizemos que C tem produtos finitos se
qualquer numero finito de objetos cy, ..., ¢, de C possui um produto. Isso quer dizer que
para qualquer namero finito de tais objetos existe um produto consistindo de um objeto
produto ¢; X ... X ¢, de C, junto com n proje¢des candnicas 1;: c; X ... X ¢, = C;, para
i=1,..,n, com a seguinte propriedade universal: para qualquer colecdo de setas
fith > c;em C,i = 1, ...,n, existe uma unica seta h: ¢ = ¢; X ... X ¢,, tal que, para cada

i =1,..,n,odiagrama

fi

Ci

comuta. Note que o produto 0-ario € apenas o objeto terminal em C, desde que, nesse
caso, a Unica coisa que resta ¢ a propriedade universal que diz para qualquer objeto c,
existe uma unica seta h de ¢ para o produto 0-ario, ou seja, dado nenhum objeto, existe
um objeto £ sem nenhuma projecdo candnica, tal que dado qualquer outro objeto ¢ e
nenhuma seta, existe uma unica seta !: ¢ = t fazendo nada mais comutar. O produto
y . , . . . ;. 1 .
undrio ¢ apenas a seta identidade, ou seja, um produto unario a* de um objeto a tem
ol : . : "o
uma seta p:a- — a tal que, dado qualquer objeto b e seta g: b — a, existe uma Unica

seta (q): b = a! fazendo o diagrama abaixo

b (q) e @

comutar. A seta identidade id:a — a satisfaz a propriedade requerida para p: que
id o (q) = q ¢ 6bvio, assim como a unicidade de (g). Assim, o objeto produto de um
unico objeto a € apenas a, com a seta a = a como proje¢do coordenada. Obviamente,
também, se C tem produtos finitos, entdo C tem produtos binarios: nos dizemos que uma
categoria C tem produtos binarios se para cada par de objetos a, b existe um produto

aXb.
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Proposi¢ao 3.2.5.3. Um objeto b ¢ o objeto produto de um objeto a com projecdo

coordenada p: b = a se, e somente se, p € um isomorfismo.

Prova. Se p:b — a ¢ um diagrama produto unario, entdo, por defini¢do, para cada

objeto Xexiste uma bije¢ao
Hom(X,a) - Hom(X, b)

f=AN

para a qual p o (f) = f. Essa bijecdo ¢ um isomorfismo natural de Hom(—,a) para

Hom(—, b), desde que, dada uma seta u: Y = X, o diagrama

Y Hom(X, a) Hom(X, b)

u Hom(u, a) Hom(u, b)
v Hom(Y, a) , Hom(Y,b)
X

comuta da seguinte maneira

Y f D

u Hom(u, a) Hom(uw, b)
v fotl o 5 {fouy={f)ei,
X

desde que p o (f) e u = f o u. Como um corolario do assunto que discutiremos quando
tratarmos do Lema de Yoneda, a transformacao natural Hom(—,a) - Hom(—, b) ¢ um
isomorfismo se, € somente se, a correspondente seta a = b ¢ um isomorfismo. Assim, p

¢ um isomorfismo. ]

Proposicao 3.2.5.4. Se uma categoria C tem objeto terminal e produtos bindrios, entao

C tem todos os produtos finitos.
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Prova. Primeiro, note que, dada a Definicao 3.2.5.2, em qualquer categoria com
produtos binarios noés podemos calcular o produto ternario de a,b e ¢, a X b Xc, a

partir de ou (a X b) X c oua X (b X ¢). Nos provamos isso para (a X b) X c.

Escreva p;, i = 1,2, para as projegdes que fazem a X b um produto de a ¢ b, e q;,
i = 1,2, para as projecdes que fazem (a X b) X cum produto de a X b e ¢. Nos vamos

provar que

(axb)Xc

%

axbhb q>

¢ um diagrama produto com vértice (a X b) X ¢ e projecdes p; © q1: (a X b) X ¢ = a,

pP2oqi:(axXxb)yxc—->begqgy:(axb)xXc—c.

Para ver isso, suponha f:d — a, g:d = b ¢ h: d — ¢ s3o dadas, ou seja, nds temos um
diagrama produto (pré-produto) cujo vértice € d e cujas projecdes sdo as setas f, g e h.

O que nos temos que fazer ¢ apresentar umaseta u: d — (a X b) X c, Unica,tal que

(a)ploqlou:fa
(b) peqiou=g,e
(¢) gzou=h.

Por definigao, (f, g):d = a X b ¢é atinica seta que faz o diagrama abaixo comutar
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(3.2.5.5)
(f,9)

0 e G XD ————— D

P1 2]

Daqui, nds temos uma tnica seta u = {(f, g), h):d = (a X b) X ¢ fazendo o diagrama

.90 h (3.2.5.6)

u

aXbge— —— (@Xb)XC—» ¢

q1 qz

comutar. Que (a) — (c) valem pode ser constatado por meio dos diagramas (3.2.5.5) e
(3.2.5.6): para (a) nos temos p; ©c gy o U = py o (f,g) = f; para (b) temos p o q; o u =
p2o(f,g) = g; e para (c) temos g, o u = h.

Que a seta u ¢ unica pode ser visto da seguinte forma: seja u” outra seta tal que (a) — (c)
valem, assim nos temos p;oqiou =f e py,oq,ou’ = g, mas, desde que (f,g) é
unica em (3.2.5.5), g ou’ = (f,g); desde que g, ou’ = h, a unicidade de u em

(3.2.5.6) significaque u = u’.

Agora note que, como vimos, toda categoria tem produto unario, e por hipotese temos
produtos 0-arios e binarios. Daqui, a categoria em questdo tem produtos n-arios para
n=0, 1 e 2, e acabamos de mostrar que 0 mesmo vale para n = 3, ¢ 0s passos

essenciais para uma 6bvia inducao sobre n. ]

Definiciio 3.2.5.7. Seja C uma categoria arbitraria, e a, b objetos de C. Um coproduto

i i
(binario) de a e b € um objeto a + b de C, junto com duas setas a Sa+b<bemC



77

. . i f . .
tais que para todo objeto ¢ de C e para todas as setas a Scéb em C, existe uma Unica

seta h*:a + b = c em C tal que o diagrama

comuta. Ouseja, h*oiy =fieh*oi, =f,.

Definicio 3.2.5.8. Seja C uma categoria arbitraria, e f, g: a = b duas setas paralelas em
C. Um equalizador de f,g ¢ uma seta e: E - a em C, com f oce = g o e, tal que, para
qualquer outra seta e™:E* > a em C com foe" =goe", existe uma Unica seta

h: E* — E tal que o diagrama

E*

comuta. Ou seja, e o h = e”.

Definicio 3.2.5.9. Seja C uma categoria arbitraria, e f, g: a = b duas setas paralelas em
C. Um coequalizador de f,g éumasetac:b - C em C,comc o f = c o g, tal que, para
qualquer outra seta ¢c*:b —- C* em C com c*of =c*og, existe uma Unica seta

h*:C — C* tal que o diagrama
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Q
A
o
v

comuta. Ou seja, h* o c = c”.

. . o f
Definiciio 3.2.5.10. Seja C uma categoria arbitraria, e a - d iy um par de setas em C

com o mesmo codominio. Um pullback para o par f, g ¢ dado por um objeto a X4 b de

. p (27
C, junto com um par de setas @ < a X4 b = b com f o p, = g ° pp, tal que, dadas duas

ka kb . ;.
setasa < c—>bem C com f o k, = g o k,;,, existe uma Unica seta h: c = a X, b tal que

o diagrama
c kg
h
kp axXgb Pa a
— e
Pb F
b —> d
g

comuta. Ou seja, p, o h =k, € pp © h = k. Nos dizemos que p, ¢ o pullback de g ao

longo de f, e que p;, € o pullback de f ao longo de g.
3.2.6 Produtos de categorias
Podemos obter o produto de duas dadas categorias B e C, o qual se denota

por B X C, sendo também tal produto uma categoria. Os objetos de B X C sdo pares

(b, c) de objetos b de B e ¢ de C; as setas (b, c) = (b’,c") de B X C sdo pares (f, g) de
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, , _— 9, ., a9, ., .,
setas f:b - b" ¢ g:c — ¢’; a composi¢do das setas (b,c) — (b’,c’) —> (b, c”) ¢

definida em termos das composi¢des em B e C como (f, g e {f,g) =(f"°f,9 °g);

a seta identidade 1, de um objeto (b,c) é o par de setas identidade (1,,1.). As

P P

projecoes da categoria produto B X C sdo funtores B EBXC—C definidos pelas

fungdes objeto, respectivamente, (b,c) = b e (b,c) = c, ¢ pelas fungdes seta, também

respectivamente, (f,g) —» f e{(f,g) ~ g.

Teorema 3.2.6.1. Sejam B ¢ C categorias. Entdo, dada qualquer categoria D e dois
F G

funtores B « D — C, existe um Unico funtor H:D - B X C tal que PgoH=F ¢

P.oH =G.

Prova. Suponha primeiro que F e G sdo os dois dados funtores. Defina o mapeamento
H:D — B X C pelaregra H(x) = (F(x),G(x)) para objetos x de D, e f:x — y mapeia

(F(FLE(N)
para (F(x),G(x)) — (F(y),G(y)) para setas f:x -y em D. Desde que, por

definicdo, Pg o H = F ¢ P; o H = @, basta demonstrar que H ¢ de fato um funtor e que

C : g o .
¢ Unico. Sejam, x = y — z uma sequéncia de setas em D, entdo,

(F1) H(ge ) =(F(gof),G(g°))=(F(g) o F(f),G(g) > G(f)) = (F(g),G(g) °
F(f),G(f)) =H(g)>H(f) e

(F2) H(1,) = (F(1,),6(1,)) = (1 o) = Lemew) = lugo -

Para demonstrar a unicidade de H, suponha H,K:D — B X C tal que PgoH = Pgo
K =FePs;oH = P; oK = (. Entdo, para qualquer x em D,

H(x) = ((Pg o H)(x), (Pe o H)(x)) = ((Pg o K)(x), (Pz ° K)(x)) = K(x)

e para qualquer seta f:x - yem D,

H(f) = ((Pg o H)(f), (Pe o H)()) = ((Pz o KI(f), (P o K) () =K(f). m

O diagrama comutativo de funtores
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(3.2.6.2)

apresenta uma visualizagdo da constru¢cdo de H. Mais a frente nos vamos detalhar essas
propriedades gerais que caracterizam esse tipo de constru¢do na teoria das categorias.
Por agora, deixe-nos dar um passo adiante na abstracdo e apresentar a nog¢do de um
produto de dois funtores. Sejam U: B = B" e V:C — C” dois funtores, o produto de U e
V, UXV:BXC—- B xC’, é um funtor definido sobre objetos e setas da seguinte
forma: (U X V){b,c) = (Ub,Vc) e (UXV){f,g)=(Uf,Vg). Nos podemos, também,

descrever o funtor U X V como sendo o unico que faz o diagrama

P BXxC Q -
Ul lUxV lv (3.2.6.3)
B B X C’ ¢’

5 0

comutar.

A partir do exposto acima, fica facil constatar que a propria operagdo X ¢
um funtor X: Cat X Cat = Cat (restrito a categorias pequenas) definido pela funcdo
objeto (B, C) = B X C e pela fungéo seta (U, V) —» U X V, de tal forma que, claramente,
(U XV)o(UXV)=UoUXV"oV, sempre que as composi¢des U oU e V' oV

estao definidas.
3.2.7 Bi-funtores
Note, também, que a definicdo de categoria produto da de forma automatica

a definicdo de um funtor de duas varidveis, ou, bi-funtor. Por exemplo, funtores

S:B X C = D de uma categoria produto sdo funtores de dois objetos variaveis, a saber,



81

em B e em C, ou bi-funtores sobre B ¢ C. Um exemplo bastante conhecido de
ocorréncia de um bi-funtor ¢ o produto cartesiano X X Y de dois conjuntos X e Y, tal
produto € a fung¢do objeto de um bi-funtor Set X Set — Set.

Ainda mantendo o foco nos bi-funtores, note que a fixacdo de um
argumento num bi-funtor, por exemplo, S: B X C — D, produz um funtor ordinario do
argumento que restou. A questdo, entdo, ¢ saber se, em geral, dado um bi-funtor
S:BXC—-D, S ¢ unicamente determinado pelas duas matrizes de funtores de uma
variavel S(—,¢):B—->D ¢ S(b,—):C—> D, e, além disso, se dado um conjunto
parametrizado de funtores S.:B — D e S;,:C = D, para todos os objetos b, ¢ de B, C,
respectivamente, se existe um funtor S: B X C - D tal que S(b,—) = S, ¢ S(—,¢c) = S,.,

para cada b, c, tal que S € tnico com respeito a essa propriedade.

Teorema Fundamental dos Bi-funtores. Sejam B, C e¢ D categorias. Para todos os
objetos ¢ de C e b de B, sejam S.: B — D, Sp,: C — D funtores tais que S.(b) = S, (c)
para todo b ¢ c. Entdo, existe um bi-funtor S: B X € = D com S(—,c) = S, para todo ¢
e S(b,—) = S, para todo b se, e somente se, para todo par de setas f:b > b" e g:c = ¢’

tem-se o diagrama comutativo

Sc(b) = Sp(c) Sp(@)  Se(b) =Sp(c)
Sc(f) Se(f) (3.2.7.1)
Sc(b) = Sy (c) > So(b) =Sp(c) ,

Sp(9)

ouseja, Sp'(g) °Sc(f) = Sc(f) °Sp(9) -

Essas setas iguais (3.2.7.1) em D sdo entdo o valor S(f, g) da fungdo setade S em f ¢

g.

Prova. Tomando as correspondentes setas identidades 1,,1;-, 1. e 1., a definicdo da

composi¢ao em B X C mostra que

(L, @) o {fi1e) =(Lpof,gele) =(f,g) =(folpleog)=(f,1c) (1 9) .
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Aplicando o funtor S a essa equagdo da

S(lb"g) ° S(f' 10) = S(f, lc’) ° S(lblg) ;

como um diagrama comutativo essa condicdo ¢é

S(b,c) S(1,,9) Y S(b,c")

S(f,1,) S(f, 1) (3.2.7.2)

S(b’,¢) > S(b',C) .
S(lb'J g)

Isso ¢ justamente a condi¢do (3.2.7.1) reescrita, entdo, essa condi¢ao (3.2.7.1) €

necessaria.

Reciprocamente, dados S.:B — D, S,:C — D funtores tais que S.(b) = Sp(c) para
todo b de B e ¢ de C, e tais que satisfazem a condi¢do (3.3.7.1), nos definimos S: B X

C — D atuando sobre objetos por S({b,c)) = (S,(c) = S.(b)), ¢ atuando sobre sctas

(f.9)
tomando (b, ¢) 29 (b’,c’) para Sp-(g) o S.(f) =S.(f) o S,(g). O diagrama abaixo

nos mostra que S ¢ um funtor:
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Sc(b) = Sp(c) Sp(g)  Se(b) =Sp(c)
NCAD)

Sc(f) Se(f)

Sc(b) = Sp(c) > Se(b) = Sp(€)
Sp'(9)

Sp'(9) Sp'(9)
Se(b") = Sy (c) Sp(g) . Ser(0) = Sp(c”)
SUf9M)

Se(f) Se(f)
Se(b”) = Sp-(c) > S (b7) = Sp(c”) .
Sp(9")
(£.9) (r.9"

De fato, sejam (b, c) — (b’, ¢’y —= (b”’, ¢”’) uma sequéncia de setas em B X C, entdo,
FDSUSfg) e (f.9) =
= ((Sp7(g) 2 Se(f D) © (S (9) © Sc (1)) = (S (f) © Sp:(9)) © S () ° Sp(9))
= ((Sp(9) ° Se(f) = S (f) 2 Sp(9)) © (S (g) © Sc(f) = S (f) © Sp(9))
=SUf 9N e SUf, 90 -
(F2) (1p,09) = SULp, 1) = (Sp (1) © Sc (1) = S (1) © S, (1)) = (Lsy (e ©

Is.) = 1s.) © Lsy(e) = Lsqney - m

Note que, na verdade, S(—, g):S(—,¢c) = S(—,¢) e S(f,—):S(b,—) —
S(b’,—) sdo transformagdes naturais, respectivamente, entre funtores do tipo
S(—,¢):B > D e entre funtores do tipo S(b,—):C — D, induzidas por cada seta,
respectivamente, g:c = ¢ em C e f:b—>b" em B e, tendo como componentes,

respectivamente, S(—,g)p, =S(1,,9):S(b,c) = S(b,c’) para cada b de B e



84

S(f,=)e =S(f,1.):S(b,c) =» S(b’,c) para cada ¢ de C. A naturalidade tanto de
S(—,g) quanto de S(f,—) ¢ atestada pela comutatividade do diagrama (3.3.7.2). Mais

especificamente, para cada seta f: b = b” em B nds temos o diagrama comutativo em D

b S(b,¢) S(1p,9) N S(b,c")

f S(f,10) S(f, 1)
v S(b’c) » S5
b’ S(lblg)

ouseja, S(1,,9) o S(f,1.) = S(f, 1) e S(1,,9) . E para cada seta g: ¢ = ¢” em C nds

temos o diagrama comutativo em D

c S(b,c) S(f,1.) AS(b', c)

g S(1p,9) S(1p,9)
v S(b,c") > S,c)
¢’ S(f, 1)

ou seja, S(f' 10) ° S(lb'g) = S(lb'g) ° S(f' 10) .

Note que o teorema fundamental dos bi-funtores pode ser reescrito da

seguinte forma:

Teorema Fundamental dos Bi-funtores (II). Sejam B, C e D categorias. Para todos os
objetos ¢ de C e b de B, sejam S.: B = D, Sp,: C = D funtores tais que S.(b) = Sp(c)
para todo b ¢ c. Entdo, existe um bi-funtor S: B X € = D com S(—,c) = S, para todo ¢

e S(b,—) =S, para todo b se, e somente se, todo par de setas f:b - b" em B ¢
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g:¢ = ¢ em C induzem as transformagdes naturais, respectivamente, S(f, —):S(b, —)
->Sb,-)eS(—,9):S(—,¢c)>S(—,c).

Varios tipos de combinagdes sao possiveis, algumas das quais bastante
importantes, de modo que apresentaremos algumas dessas aqui. Por exemplo, ¢ possivel
formar produtos de mais do que duas categorias, além de ser possivel também a
combinacdo de categorias produto com categorias opostas. Em particular, ¢ possivel
formar um bi-funtor que ¢ contravariante na primeira variavel e covariante na segunda
variavel. Por exemplo, o bi-funtor B°? X C - D, que ¢é contravariante em B e
covariante em C com valores em D. Um exemplo muito importante desse tipo de bi-
funtor ¢ o que surge da combinagdo dos funtores-hom covariantes e contravariantes.

Deixe-nos pormenorizar um pouco mais.

Definicao 3.2.7.3. Seja C uma categoria localmente pequena. Agora, note que o
diagrama (3.2.4.3) em §3.2.4 mostra que os funtores hom(—,c):C° — Set ¢
hom(b, —): C — Set satisfazem a condi¢do (3.2.7.1) do teorema, que ¢é requerida para
formar bi-funtores. Dessa forma, os funtores-hom covariante ¢ contravariante formam o
bi-funtor-hom hom(—,—): C°? X C — Set que ¢ contravariante na primeira variavel ¢

covariante na segunda varidvel com valores em Set.

3.2.7.4. Bi-funtores-hom

Interpretando o bi-funtor hom(—, —): C°? X C — Set pela segunda leitura
do teorema fundamental dos bi-funtores, cada seta g:a - a” em C induz uma

transformagao natural

hom(g, —) :hom(a’,—) - hom(a, —)
entre funtores
C(a,—) = hom(a,—):C - Set,

tendo como componentes hom(g,—), = hom(g, b) :hom(a’,b) » hom(a, b), para

cada b de C. Assim, para cada seta k: b — b” em C nods temos o seguinte diagrama:
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hom(a’, b)

hom(a’, k)

hom(a’,b")

hom(a’, k)

kof
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hom(g,b) hom(a,b)

hom(a, k)

hom(a, b")

v

hom(g, b")

hom(g,b) fog

v

hom(a, k)

(kef)eg=

v

hom(g,b) ke (fog).

A rota inferior leva f para (k o f) o g, e a rota superior leva f para k o (f o g). Ou seja,
hom(g, b") e hom(a’, k) = hom(a, k) e hom(g, b).

Similarmente, cada seta k: b — b” em C induz uma transformacao natural

hom(—, k) :hom(—, b) > hom(—, b")

entre funtores

C(—,b) = hom(—, b) : C°? - Set,

tendo como componentes hom(—, k), = hom(a, k) :hom(a,b) » hom(a, b"), para

cada a de C°P. Assim, para cada seta g: a = a’” em C°P nds temos o seguinte diagrama:
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a’ hom(a’,b) hom(a’,k) hom(a’,b")

g hom(g, b) hom(g, b")
v hom(a, b) » hom(a, b")
a hom(a, k)

comutando da seguinte forma em Set:

a f hom(a’, k)A kof

g hom(g, b) hom(g, b")
v feg pko(feg)=
a’ hom(a, k) (kof)eog.

A rota inferior leva f para k o (f o g), e a rota superior leva f para (k o f) o g. Ou seja,
hom(a, k) e hom(g, b) = hom(g, b") e hom(a’, k).

Note que os dois diagramas acima produzem equacdes que sdo apenas
inversoes dos lados da igualdade, o que nos dé justamente o diagrama (3.2.4.3) em

§3.2.4.

3.2.7.5. Transformagoes naturais entre bi-funtores

Nos devemos, agora, apresentar a defini¢do de uma transformagdo natural
entre bi-funtores. Esse tipo de transformagdo natural ¢ muito importante, pois aparece
na definicdo da no¢do mais importante da teoria das categorias, a saber, a nogdo de

funtores adjuntos, ou, adjuncao.

Definicao 3.2.7.5.1. Considere dois bi-funtores S,S:B X C —» D e seja @ uma fungdo

que atribui a cada par de objetos b de B, ¢ de C uma seta a(b, c): S(b,c) = S’(b,c) em
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D. A fungdo a ¢ dita natural em b se para cada objeto ¢ de C os componentes a (b, c)
para todo b definem uma transformagao natural a(—,c): S(—, c) = S’(—, ¢) de funtores
B — D. Analogamente, a funcdo a ¢ dita natural em c se para cada objeto b de B os

componentes a(b,c) para todo ¢ definem uma transformacdo natural

a(b,—):S(b,—) > S’(b,—) de funtores C - D.

Teorema 3.2.7.5.2. A fun¢do a ¢ uma transformacdo natural a:S — S para bi-funtores
S,S:B X C — D se, e somente se, a(b,c) ¢ natural em b para cada objeto ¢ de C e

natural em ¢ para cada objeto b de B.

Prova. Se a ¢ natural em b entdo para cada f: b — b” em B, o diagrama abaixo comuta

em D:

b S(b,c) a(b,c) AS'(b, c)

f S(f,1e) S (f,1e)
v S(b’,c) , S'(bc) ,
b’ a(b’,c)

ouseja, a(b’,c) o S(f,1,) =S (f, 1) e a(b,c’) .

Se a ¢ natural em c entdo para cada g: ¢ = ¢” em C, o diagrama abaixo comuta em D:

c S(b,c) a(b,c) S’(b,c)
g 5(1p,9) S (s, 9)
v S(b,c") y S'(b,c) ,

c’ a(b,c’)
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ouseja, a(b,c) o S(1,,9) =S (1,9) o a(b,c) .

Se a é uma transformagdo natural a:S = S” para bi-funtores S,S:B X C = D entdo

Sa ., , _
para cada seta (b,c) — (b’,c’) em B XC, nés devemos ter, pela condi¢do de

naturalidade, a(b’,c") o S(f,g) = S'(f,g) o a(b,c). Vejamos o diagrama abaixo:

S(b’,¢) a(b’,c) S0

S(b’, ) a(b’,c) S'(b0)

S(f1e) S (fr1e)

S(b,0) a(b,c) L S’(b,c)

S(p 9) §(p,9) /S°(f,1e)

S(b,¢) y S'(b,c)
a(b,c’)

Desde que a ¢ natural em c, o primeiro e o Gltimo quadrado interno do diagrama acima
comutam, e desde que a também ¢ natural em b, o quadrado interno do meio e o
quadrado externo comutam. Assim, o diagrama inteiro comuta, e a(b’,c") o S(f,g) =

S°(f,g) o a(b, c), como requerido. A reciproca ¢ analoga. [
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3.2.8 Exponenciacio

Considere a seguinte fungdo entre conjuntos: f(x,y):AX B — C, com
variaveis x sobre A e y sobre B. Agora, fixando a € A, nds temos a funcédo f(a,y): B -
C, e, portanto, um elemento f(a,y) € CE, onde CB é o conjunto das funcdes de B para
C. Se n6s deixarmos a variando sobre A, entio noés temos uma funcio f:A — CB
definida por a = f(a,y), ou seja, a fungdo f:A — CP toma um pardmetro qualquer
a € A e leva para a funcdo f(a,y):B — C € CB. Assim, ela é unicamente determinada
pela equacio f(a)(b) = f(a,b). De fato, qualquer mapeamento ¢:A — CE ¢
unicamente da forma ¢ = f, para algum f:AX B — C, o que nos permite definir
f(a,b) := ¢(a)(b).

Grosso modo, o exposto acima significa que existe um isomorfismo de
conjuntos-hom hom (4 X B, C) = hom (4, C?), ou seja, existe uma correspondéncia
bijetiva entre as fun¢des da forma f: A X B — C ¢ as fungdes da forma f: A —» CE. A
mediagdo dessa bijecao ¢ feita por meio de uma operagdo de evaluagdo, a qual devemos
explicitar a fim de que a referida bijecao possa ser generalizada para outras categorias.
Na categoria Set, a funcdo evaluacdo é a seguinte: eval: C® x B — C, definida por
(g,b) » g(b), ou seja, eval(g,b) = g(b). Tal fungdo evaluagdo possui a seguinte
propriedade universal: dado qualquer conjunto A e qualquer funcdo f:A X B = C,
existe uma unica fungio f: A — C® tal que eval o (f x 15) = f. Isto ¢, eval(f(a), b) =

f(a,b).

Definiciio 3.2.8.1. Seja C uma categoria com produtos binarios. Um exponencial de
objetos b e ¢ consiste de um objeto c? e uma seta €:c? x b — c tal que, para qualquer

objeto a e seta f:a X b — ¢, existe uma Unica seta f:a — c? tal que o diagrama
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a axbhb
f fX1b '3

¥ c?xb > C
c? €

comuta. Isto é, € o (f X 1,) = f. Segue abaixo a terminologia bésica:

e c:c? x b > céaseta evaluacio;
e f:a - c? échamada a transposta exponencial de f;

b

e Dada qualquer seta g:a — ¢”, nés escrevemos g:=€o (g X 1y):aXb—>ce

chamamos g a transposta de g. Pela clausula de unicidade da defini¢do, nos
temos que g = g, e para qualquer f:a X b — c, f: = f, ou seja, a transposi¢ao

da transposigdo ¢ a identidade.

Dessa forma, a operagio de transposicio (f:a X b — c¢) = (f:a — c?) fornece uma
inversa para a operagio induzida (g:a—c?) P (g:=€o(gx1,):axb - c),

produzindo, assim, o isomorfismo hom (4 X B, C) = hom (4, C5).
3.2.9 Categorias comma

A categoria que iremos apresentar agora ¢ a categoria comma (categoria das
setas). Uma maneira intuitiva de entender essa categoria ¢ da seguinte forma: imagine
que queremos comparar guitarras e violinos; entdo, estabelecemos uma base de
discussdo comum: instrumentos musicais. Assim, temos a categoria das guitarras, a
categoria dos violinos, a categoria “base” dos instrumentos musicais, ¢ dois funtores
que traduzem guitarras e violinos para instrumentos musicais. Generalizando, n6s temos
entdo que as construgdes das categorias D e £ se relacionam se for estabelecida uma
categoria base C junto com dois funtores F: D — C e G: £ = C, ou seja, F e G mapeiam
as construcoes de D e € permitindo que essas construgdes sejam relacionaveis em C:

dados objetos x € D e y € £, nés podemos ter os morfismos f: F(x) = G(y) em C, que
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sdo exatamente os objetos da categoria Comma. Para sermos mais precisos, 0s objetos
sdo triplas (x,y, f) onde x é um objeto em D, y um objeto em &£, e f um morfismo
F(x) = G(y). Para definirmos os morfismos dessa categoria, devemos lembrar que tais
morfismos devem respeitar a estrutura dos objetos. Como se trata de uma tripla, isso
quer dizer que devemos respeitar cada componente da tripla de maneira separada.
Entdo, dado um morfismo (x,y, f) = (x",y’, f"), é 6bvio que para os componentes x, X
e y, ¥y ndés devemos ter os morfismos j:x = x" ¢ h:y = y’. Ja para respeitar os
morfismos f e f’, ndés devemos respeitar todas as composigdes nos termos que as

envolvem, ou seja, nds devemos ter um diagrama comutativo de algum tipo.

Definicio 3.2.9.1. Sejam A, B e C categorias, e F: A = C e G: B — C funtores. A
categoria comma (F | G) possui como objetos triplas {(a, 8, f), onde a é um objeto em
A, B éumobjetoem Be f: F(a) = G(B) ¢ um morfismo em C. Os morfismos entre
dois objetos (a, B, f) e {a’, B’, f") sdo pares (g, h),onde g:a@ — @’ e h: f — [’ sao

morfismos em A e B, respectivamente, tal que o diagrama

F(a) F(g9) o F(a)

fl lf’

G(B) , G(B)
G(h)

comuta. Ou seja, f o F(g) = G(h) o f.

O morfismo identidade para qualquer objeto {a, §, f) ¢ o par (id, idg), que
existe porque id, € idg existem em A € B, respectivamente. A operagdo de composigdo
¢ dada como segue: se g: @ = a’ € componivelcom g:a”" > a”"em A,e h:ff - [ ¢
componivel com h": 8" = B em B, entdo, (g, h) e (g, h") sdo componiveis em (F | G),
com (g, h")o{(g,h) =(g o g,h" oh). Essa composi¢do tem como dominio {(a, 3, f) ¢
como codominio (@™, B, f*'). Os diagramas comutativos resultantes de (g, h) e (g, h")

nos dao o seguinte diagrama:
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F(a) Flgp , Fl@) FGg) | F(a@?)

fl lf, lf,,

G(B) y» G(B) » G(B).
G(h) G(h)

Note que as setas horizontais compostas requerem, por funtorialidade, F(g o g) e

G(h' o h), o que nos da:

Fl@ Flg'>g9) | F(a™)

fl lf,,
G(B) , G(BY) .
G(h o h)

Para mostrar que (F | G) é realmente uma categoria, devemos verificar que
a composi¢ao de dois (F | G)-morfismos também ¢ um (F | G)-morfismo; que a
composi¢do € associativa; e que (idg, idg) ¢ um morfismo identidade para (a, B, f).
Note que para mostrarmos que a composi¢do de dois (F | G)-morfismos também ¢ um

(F 1 G)-morfismo devemos demonstrar que f o F(g" o g) = G(h" o h) o f. De fato,

froF(gog)=f"oF(g)oF(g)=Gh)of oF(g)=G(h)oG(h)of = G(h o
h)of.

A associatividade da composi¢ao de morfismos segue da associatividade em
cada morfismo componente. Da mesma forma, a lei da identidade segue da lei da

identidade para cada morfismo componente.
3.3 Propriedade universal e limites
3.3.1 Seta universal
Em teoria das categorias nds temos muitas constru¢des com suas respectivas

duais, tais como: produto, co-produto, pullback, pullshot, equalizadores, co-

equalizadores etc.. Algo que ¢ bastante freqliente nas definigdes dessas construgdes € o
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seguinte: para todo  existe um unico _ tal que . Na verdade, todas as construgdes
citadas acima, e outras, podem ser consideradas como casos particulares de uma tinica e
mesma nog¢ao (ou, sua dual): a nogdo de seta universal. A defini¢do de seta universal ¢

dada abaixo:

Definicio 3.3.1.1. Sejam D, C categorias, ¢ um objeto de C, ¢ F : D —» C um funtor.
Uma seta universal de ¢ para F ¢ um par (r,u), onde r ¢ um objeto de D e u é uma seta
u:c— F(r) em C, tal que para todo par (d, f), onde d ¢ um objeto de D ¢ f uma seta

f:c = F(d) em C, existe uma unica seta f : r - d em D, tal que o diagrama

T c u o F(r)
f F(f)
f
il F(d)
d

comuta. Ou seja, F(f ) ou = f.
Vejamos o conceito dual de seta universal:

Definiciio 3.3.1.2. Sejam D, C categorias, ¢ um objeto de C, ¢ F : D —» C um funtor.
Uma seta universal de F para ¢ ¢ um par (r, v), onde r ¢ um objeto de D, e v é uma seta
v: F(r) - c em C, tal que para todo par (d, f), onde d ¢ um objeto de D, ¢ f é uma

seta f : F(d) = c em C, existe uma Unica seta f" : d = r em D, tal que o diagrama

d F(d)

f F(f) f
v F(r) > C
r v

comuta. Isto é, vo F(f") = f.

E possivel expressar a no¢ao de universalidade em termos de “elementos

universais”.
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Definicao 3.3.1.3. Seja D uma categoria ¢ H:D — Set um funtor. Um elemento
universal do funtor H é um par (r, e) consistindo de um objeto r de D e um elemento
e € Hr tal que, para cada par (d, x) com x € Hd, existe uma tnica seta f:r — d de D

com (Hf)(e) = x.
3.3.1.4 Unicidade da seta universal

Para demonstrar a unicidade a menos de isomorfismo da seta universal (e da
sua dual) utilizaremos a categoria comma. O objetivo € mostrar que uma seta universal ¢
um objeto em uma categoria comma, € mais, € um objeto inicial (e, no caso da sua seta
dual, um objeto terminal) em uma categoria comma. Assim, desde que ja demonstramos
a unicidade a menos de isomorfismo de objetos iniciais e objetos terminais, nada mais

precisa ser provado.

Definicao 3.3.1.4.1. A categoria 1 ¢ uma categoria que possui um Unico objeto, *, € um
unico morfismo, f. A partir disso, podemos ver que tal estrutura estd totalmente

determinada:

Como * é o unico objeto de 1, nds temos, necessariamente, f : * = *, ¢, portanto, (i)
f =id,. Vemos, também, que a Uinica composicao possivel é: (ii) f o f = f. Podemos,

entdo, satisfazer as condigdes necessarias para que 1 seja uma categoria:

e Leida ldentidade: id. o f(Of o id, Df o f(Dy;

e Leida Associatividade: (f o f) o fDf o f(Df o (£ o ), .

Definicao 3.3.1.4.2. Sejam B, C categorias arbitrarias, ¢ um objeto de C,e G: B — C um
funtor. ¢ pode ser considerado como sendo um funtor ¢ : 1 = C, isto é, um funtor da
categoria 1 para a categoria C. Nos podemos, assim, definir a categoria comma (c | G).
Um (c | G)-objeto é uma tripla (x,b, f) & f:c(x) = G(b), e um (c | G)-morfismo
entre dois (c | G)-objetos (*,b, ), (x,b",f’) é um par (Lh) coml:*—>xeh:b —> b’

tal que o diagrama
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) c® e

»

fl lf’
F(b) , F()
F(h)

comuta. Ou seja, f o c(l) = G(h) o f.

Note que [ é o morfismo identidade id, : * = *, e, claro, c(x) = ¢ € ObC, ¢
c(id,) = id.. Assim, os objetos de (c I G) sdo triplas {(c,b,f) & f :c - G(b), ¢ os
morfismos entre {(c, b, f), {(c,b’, f") sao pares (id., h) com id.:c —c, h:b — b’ tal

que o diagrama

c id, o c
fl lf’
F(b) , F(b)
F(h)

comuta. Ou seja, (f oid, = G(h) o f) = (f = G(h) o f).

Definicao 3.3.1.4.3. Sejam A, C categorias arbitrarias, ¢ um objeto de C, e F: A — C
um funtor. ¢ pode ser considerado como sendo um funtor ¢ : 1 = C, isto é, um funtor
da categoria 1 para a categoria C. NOs podemos, assim, definir a categoria comma
(Flc). Um (F l c)-objeto ¢ uma tripla (a,*, ) © f:F(a) - c(*), e um (F ! ¢)-
morfismo entre dois (F | c)-objetos (a,*, ), {(a’,*, f') éumpar([,h) coml: a — a’e

h :x—x tal que o diagrama

F(a) F)  F(@)

fl lf’

c(*) » C(¥)
c(h)

comuta. Ou seja, f o F(I) = c(h) o f.

Note que, analogamente ao que ocorre na Defini¢do 3.4.1.2.2, h € o

morfismo identidade id, : * — *, e, claro, c(*) = c € ObC, ¢ c(id,) = id,. Assim, o0s
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objetos de (F | ¢) sao triplas {(a,c, f) & f : F(a) = c, e os morfismos entre {(a,c, f),

(a’,c, f7) sdo pares (l,id.) com [ : a —» a’id, : ¢ — c, tal que o diagrama

F(a) F()  F(a)
fl lf’
Cc > (5
id,

comuta. Ou seja, (id.o f = f o F(1)) = (f = f o F(1)).

Teorema 3.3.1.4.4. Sejam B ¢ C duas categorias, ¢ um objeto de C, ¢ G um funtor
G : B — C. Um par ordenado (b;, f;), onde b; ¢ um objeto de B e f; um morfismo
fi 1 ¢ = G(b;) em C, é um morfismo universal de ¢ para G se, e somente se, (c, b;, f;) ¢

um objeto inicial na categoria comma (¢ | G).
Prova.

(=) Suponha que (b;, f;) ¢ um morfismo universal de ¢ para G. Assim, para qualquer
outro objeto (c, b, f) em (c I G), o fato de que f é um morfismo f : ¢ = G(b) nos da
um Gnico morfismo h : b; - b tal que G(h) o f; = f. Nos, entdo, vemos que (id., h) ¢é,
de fato, um morfismo em (c | G), mais especificamente, um morfismo de {c, b;, f;) para
(c, b, f). Vamos supor, entdo, que exista outro morfismo (id., k) : {c, b;, f;) = {(c, b, f),
dessa forma, k deve necessariamente ser um morfismo k : b; = b tal que G(k) o f; = f;
mas, isso contradiz a unicidade do morfismo h. Assim, nés vemos que todo objeto em
(¢ ! G) tem um unico morfismo emanando de {c, b;, f;), e, entdo, {c, b;, f;) ¢ objeto

inicial em (¢ | G).

(<) Suponha que {c, b;, f;) é objeto inicial em (c | G). Agora, note que se b ¢ um objeto
em B, ¢ f é um morfismo f:c — G(b), {(c,b,f) é¢ um objeto em (c ! G). Como
(c, b;, f;) é objeto inicial em (c I G), por defini¢do, existe um tnico morfismo (id, h)
em (¢  G) de (c, b;, f;) para (c, b, f). Dessa forma, h é o tinico morfismo h : b; — b tal

que (G(h) o f; = idc o f) = (G(h)  f; = f). u

Teorema 3.3.1.4.5. Sejam A e C duas categorias, ¢ um objeto de C, e F um funtor

F : A - C. Um par ordenado (ay, f;), onde a; é um objeto de A ¢ f; um morfismo
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ft : F(a;) = c em C, ¢ um morfismo universal de F para c se, ¢ somente se, (a;,c, f;) €

um objeto terminal na categoria comma (F | ¢).
Prova.

(=) Suponha que {ag, f;) ¢ um morfismo universal de F para c. Assim, para qualquer
outro objeto (a,c, f) em (F 1 c), o fato de que f é um morfismo f : F(a) — ¢ nos da
um unico morfismo [ : a — a; tal que f; o F(I) = f. Nos, entdo, vemos que ([, id.) é,
de fato, um morfismo em (F | ¢), mais especificamente, um morfismo de (a, c, f) para
(as, c, f;). Vamos supor, entdo, que exista outro morfismo (k,id.): (a,c,f) —
(as, c, f;), dessa forma, k deve necessariamente ser um morfismo k : a = a; tal que
ft o F(k) = f; mas, isso contradiz a unicidade do morfismo [. Assim, nds temos que
para todo (F | c¢)-objeto (ay,, ¢, fy), existe um unico (F | ¢)-morfismo de{ay, ¢, f;) para

(as, c, fi), e, entdo, (a;, c, f;) € objeto terminal em (F | ¢).

(&) Suponha que (a;,c, f;) é objeto terminal em (F | ¢). Agora, note que se a é um
objeto em A, e f ¢ um morfismo f: F(a) — c, {(a,c, f) ¢ um objeto em (F | ¢). Como
(ag c, ft) € objeto terminal em (F | c¢), por defini¢do, para todo (F ! c)-objeto
(ay, ¢, fy), existe um tnico (F 1 c¢)-morfismo ([, id.) de (a,, c, f;) para {a, c, f;). Dessa
forma, [ é o Ginico morfismo [ : a, — a; tal que (fio F(I) =id.° f,) = (fr o F(l) =

fx) |

Exemplo 3.3.1.4.6 (Produto categorial como o dual da seta universal).

Podemos ver que as proje¢des p:aXb —>a e qg:aXb — b de um produto numa
categoria C exemplificam uma seta universal. De fato, para quaisquer outros pares
fico>aeg:c—b paraae b, existe um Unico h: c>aXb tal que poeh = f,
qoh =g, sendo assim, (p,q) ¢ um par universal. Para que (p,q) seja uma seta
universal ¢ necessaria a introdu¢do do funtor diagonal A : C - C X C. O funtor diagonal
A:C — C X C ¢ dado sobre objetos por A(c) = (c,c) e sobre morfismos por A(f) =
(f,f). Dessa forma, f, g se tornam a seta (f,g) : A(c) = (a,b) em C X C. Assim,
(p,q) ¢ uma seta universal de A para o objeto (a,b). Vamos pormenorizar isso um

pouco.

Sejam C, C X C categorias, (a, b) um objeto de C X C, e A: C — C X C um funtor tal

como definido acima. Uma seta universal de A para (a, b) ¢ um par (a X b, (p, q)), onde
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a X b é um objeto de C, ¢ (p, q) é uma seta (p,q): A(a X b) = (a,b) em C X C, tal que
para todo par (c,{f, g)), onde ¢ é um objeto de C, e (f, g) ¢ uma seta (f, g) : A(c) =

(a,b) em C X C, existe uma unicaseta h : ¢ > a X b em C, tal que o diagrama

c A(c)
h ACh) (f,9)

! A(a x b) » (a,b)
axb (v, q)

comuta. Isto ¢, (p,q) o A(h) = (f, g). Note que isso atesta exatamente a propriedade
universal do produto: A(h):A(c) = A(a X b) = (h,h):{c,c) » {a X b,a X b), dada
pelas setas h:c—-axb ¢ h:c—-axb; (p,q):Alaxb)—{ab)=(p q){ax
b,a X b) - (a,b), dada pelas setas p:axXb —-a e g:a X b — b, compondo, nos
temos (p, q) o (h,h):{(c,c) — (a, b), dada pelas setas poh:c »>a e qoh:c = b, que
pela comutatividade do diagrama nos sabemos que ¢ igual a (f,g) : A(c) = (a, b) =
(f,g):(c,c)—(a,b), dada pelas setas f : c > a e g : ¢ > b. Ou seja, para quaisquer
pares f :c—>a e g:c— b, existe uma Unica seta h:c—>aXb tal que peh=f,

qoh=g.
3.3.2 Imersao de Yoneda

Dentre as categorias de funtores existe uma muito util, a saber, a categoria
Set®, onde C ¢ uma categoria localmente pequena. Tais categorias possuem como
objetos os chamados funtores set-valorados, ou seja, funtores tais como F,G: C — Set, e
como setas transformacgdes naturais a, f: F = G entre tais funtores. Dentre os objetos da
categoria Set® estio os ja apresentados set-valorados funtores-hom C(a,—) =
hom(a, —):C — Set. Note que o set-valorado bi-funtor da forma hom(—,—): C°? X

C — Set possui como transposta exponencial um funtor contravariante
y:C°P — Set®.
Definicdo 3.3.2.1. A imersdo Yoneda de C°P na categoria Set® ¢ o funtor

y: CP — Set®
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que leva cada objeto ¢ de C para o funtor representavel covariante
y(c) = hom(a, —): C — Set,
e cada seta g:a — a’ em C para uma transformacao natural
y(g) = hom(g, —) :hom(a’, =) - hom(a, —).
Note que y(g) € uma transformacao natural entre funtores-hom covariantes
C(a,—) = hom(a,—):C - Set,

tendo como componentes y(g)b = hom(g, b):hom(a’,b) - hom(a, b), para cada b
de C.

Para ver que y:C°P - Set® ¢, de fato, um funtor, considere as setas
fira—->b,g:b—c em C. Agora, note que se nds tomarmos go f:a — c como
argumento para y, nos teremos y(g e f) = hom(g e f,—):hom(c,—) - hom(a, —),
com componentes dados em cada d de C por y(g e f)d = hom(g ° f,d) :hom(c,d)
— hom(a, d), definidos por k = k o (g o f). Assim, y(g o f)d(k) = ko (g e f). Mas,
ainda considerando as setas f,g acima, nés temos y(g) = hom(g, —):hom(c, —)
- hom(b,—), com componentes dados em cada d de C por
y(g)d = hom(g,d) :hom(c,d) » hom(b,d), definidos por k= kog, ¢ y(f) =
hom(f, —) :hom(b, —) - hom(a, —), com componentes dados em cada d de C por
y(f)d = hom(f,d) :hom(b,d) » hom(a,d), definidos por kogw (kog)of.
Dessa forma, a composi¢do y(g)d o y(f)d:hom(c,d) - hom(a,d) é definida por
k- (kog)of, ou seja, y(g)dey(f)d(k)=(kog)of. Mas, pela lei da
associatividade, ko(gof)=(kog)ef, e portanto, y(ge f)d(k)=y(g)deo
y(f)d(k). Agora, considere um objeto ¢ de C, e assim, nos temos y(1.) =
hom(1,, —) :hom(c,—) - hom(c, —), com componentes dados em cada d de C por
y(1.)d = hom(1,,d):hom(c,d) - hom(c,d), definidos por f = f o1, = f, assim,
y(1)d = 1y)a-

Se nds aplicarmos a transposi¢do em hom(—, —) com respeito ao seu outro

argumento, nds teremos, entdo, um funtor covariante

y:C - Set¢”,
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ou seja, um funtor covariante de C para uma categoria de funtores contravariantes set-
. op , . , .
valorados. A categoria Set® ¢ chamada a categoria de pré-feixes de C, sendo os

objetos de Set®os pré-feixes sobre C.
Definicao 3.3.2.2. A imersao Yoneda de C na categoria Set®’” ¢ o funtor
y:C - Set¢”,

que leva cada objeto ¢ de C para o funtor representdvel contravariante

y(c) = hom(—,c): C°? — Set,
e cada seta h: b —» b” em C para uma transformacao natural

y(h) = hom(—, h) :hom(—, b) > hom(—,b").
Note que y(h) é uma transformagao natural entre funtores-hom contravariantes
C(—,b) = hom(—, b) : C°? - Set,

tendo como componentes y(h)a = hom(a, h) : hom(a, b) - hom(a, b’), para cada a
de C°P.
O funtor

y: C - Set¢”

¢ a imersao de Yoneda covariante.
Lema 3.3.2.3 (Lema de Yoneda).
(Formulagdo Covariante) Seja C uma categoria localmente pequena. Para qualquer
objeto ¢ de C e qualquer objeto F de Set® existe um isomorfismo
Y, ri Natgge(hom(c,—),F) = Fc
natural em F e em c.

(Formulagao Contravariante) Seja C uma categoria localmente pequena. Para qualquer

objeto ¢ de C e qualquer objeto F de Set®”” existe um isomorfismo

Y ri Natg, cov (hom(—,¢c), F) = Fc
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natural em F e em c.
Prova (Formulacao Covariante).

Em primeiro lugar, n6és devemos mostrar que, para cada ¢ e para cada F,
Y, r: Natgee (hom(c, —),F) = Fc ¢ um isomorfismo. Antes, nds devemos definir as
atribui¢des Natgc(hom(c,—),F) = Fc e Fc — Natg,c(hom(c, —), F). As defini¢des

seguem abaixo:
Y, r: Natgye (hom(c,—),F) — Fc
a— al,
cuja inversa ¢
Yo Fc — Natgge (hom(c, —), F)

¢(2)4:hom(c,d) — Fd
2 P re)

Aqui, @(2)g:hom(c,d) > Fd é um componente da transformagdo natural
¢@(z):hom(c,—) = F. Assim, obviamente, para que a defini¢do acima faga sentido, nds
devemos mostrar que ¢(z), de fato, ¢ uma transformac¢ao natural. Para isso, basta ver

que o diagrama

d hom(c, d) p(z)q  Fd

g hom(c, g) Fg
v hom(c,d") , Fd’
d’ 0(2)a

comuta da seguinte forma
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d f p(2)a  Ff(2)

g hom(c, 9) Fg
v gef y Fgof(z) =FgeoFf(2)
d’ 0(2) g

De fato,
Fgo(2)a(f) = Fg°Ff(2)
=F((g° )
= @@ a(gef)
= ¢(2) ¢ (hom(c, 9)(f))

= @(2)a ° hom(c, g)(f) .

Devemos mostrar, agora, que as atribuicdes Y. sdo isomorfismos (bije¢des) com

inversas dadas por Y, #.

O primeiro passo € mostrar que Y. Yer = lNatS (c(hom(c,),F)- Pela naturalidade de «

nos temos
c hom(c, ¢) a. . Fc
f hom(c, f) Ff
v hom(c, ¢") , Fc’
c’ a.

comutando da seguinte forma:
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c 1. a. a1,

f hom(c, f) Ff
v f > acf = Ff(acly) .
¢ -

Mas, por defini¢do, Yz 2 Y. r(a) = YsA(ac1.), o que nos da
A1) (f) = Ff(acl)
= ac(hom(c, (1))
= ac(folc)
= ac(f).

Assim, os componentes de Y, I(a,1.) sdo os mesmos componentes de a, ou seja, as

transformagdes naturais Y. +Y.r(@) e a sdo idénticas, como requerido.
No segundo passo, nds vamos mostrar que Y. rY,, L =1p.
Seja d € Fc, entdo, nos temos
yc,ch_,I% (d) =Y. r (yC_Fl (d))
= Yer(d)c(1,)
= F(1)(d)
=d.

Tendo mostrado que Y.r € um isomorfismo para cada ¢ e para cada F, nos
estabelecemos uma bije¢do entre o conjunto Fc e a cole¢do Natgy.e(hom(c,—), F),

implicando, assim, que a ltima ¢ realmente um conjunto.
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Nos devemos agora mostrar que Y. ¢ um isomorfismo natural em F e em c, para
qualquer objeto ¢ de C e qualquer objeto F de Set®. O primeiro passo nés ja demos, a
saber, nos estamos considerando F como um objeto na categoria de funtores Set®. Em
seguida, devemos considerar o dominio e o codominio de Y. como funtores do par
(c, F), e considerar tal par como um objeto na categoria C X Set’. Assim, o codominio
para Y. r ¢ o funtor evaluagdo que mapeia cada par {c, F) para o valor Fc do funtor F
no objeto ¢, e o dominio ¢ o funtor Natg,.c (hom(—, —), —) que mapeia o objeto {c, F)
para o conjunto Natg,.c(hom(c,—),F), e o par de setas f: ¢ — ¢, u: F - F’ para a seta

Natg.c (hom(f, —), ). Deixe-nos colocar as coisas de modo mais formal:

Defini¢io 3.3.2.3.1. Seja C uma categoria, e [C, Set] = Set a categoria dos funtores de
C para Set. Nos podemos, entdo, definir um bi-funtor Ev: € X Set® — Set com funcio
objeto (c,F) » Fc e fung¢do seta (f,u) » usoFf =Ffopu, onde fic—>c ¢

u: F = F’, tal como pode ser visto no diagrama abaixo:

c Fc Ue . Fc

f Ff F'f
v Fc’ , F'c
¢’ He

Definicao 3.3.2.3.2. Seja C uma categoria localmente pequena, F: C — Set um funtor, e
c um objeto de C. Dado que a colecdo Natg,.c(hom(c,—),F) ¢ um conjunto, noés

podemos definir um bi-funtor
Natgg.c(hom(—, =), —): C X Set® - Set

da seguinte forma: a fungdo objeto ¢ definida como (c, F) = Natg.c(hom(c,—),F), e

a fungdo seta leva o morfismo (f, u): (¢, F) = (c’,F") em C X Set® para a fungio
Natge (hom(f, —), u): Natge (hom(c, —), F) = Natg,c(hom(c’, =), F")

definida por

Natgee (hom(f, =), 1)(@) = p o @ o hom(f, =),

onde, claro, a:hom(c, —) = F é uma transformagao natural.
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Assim, para mostrar que Y.r € um isomorfismo natural, basta mostrar que
Y:Natg e (hom(—,—),—) — Ev ¢ uma transformagdo natural com componentes

Y, r: Natgge (hom(c, —), F) — Fc. Isso quer dizer que o diagrama abaixo

Natggc (hom(c, —), F) Yer Fc
NatSetc(hom(f’ _)r l'l') F,f ° U
Natgge (hom(c’, =), F") , F'c

yc',F’

comuta da seguinte forma:

a yc,F . aclc
NatSetc(hom(f’ _)r l'l') F,f °Uc
Natgec (hom(f, =), w)(a) = ¢ > pcle =Ffopc(acl) .
yc’,F'

onde, claro, (f,u):{(c,F)— (c’,F’) é uma seta em C X Set®. Para constatar isso,

considere a transformagao natural a: hom(c, —) = F. Assim, nos temos:
(Yo' © Natgeie (hom(f, =), ) (@) = Yo, (Natggie (hom(f, =), u) ()
= Yo (0 & > hom(f, =)
Pela defini¢do de Y, ¢ = uoaohom(f,—) 1.
= (K¢ © a¢ o hom(f, ) (1)
= (¢ ° ag) (hom(f, c) (1))
= (U o ag) (hom(c, £) (1))

= (U¢ © ap o hom(c, f))(1,)
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pela naturalidade de a, n6s temos que o diagrama

c hom(c, ¢) a.  Fc

f hom(c, f) Ff
v hom(c, ¢”) y FC
¢’ Q-

comuta, € assim, temos

= (e o Ffoar)(1e)

pela naturalidade de i, nos temos que o diagrama

c Fc pe . Fc
f Ff F’f
Fc , F'c
v »
¢’ He

comuta, e assim, temos
=(F'fopco yc,F)(a)- u
Prova (Formulagao Contravariante).

A prova da formulagdo contravariante ¢ andloga. ]

3.3.3 Seta universal em termos de conjuntos-hom

Lema 3.3.3.1. Sejam D, C categorias pequenas, ¢ um objeto de C, ¢ S : D — C um
funtor. Um par (r,u : ¢ — S(r)) é uma seta universal de c para S se, e somente se, para
cada objeto d de D, a fungdo a,: D(r,d) = C(c,Sd) definida por f* = Sf” o u, ou seja,
que leva cada f:r - d para Sf ou:c - Sd ¢é uma bijecdo. Em tal caso, ¢ ¢ um

isomorfismo natural.
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Reciprocamente, dados os objetos r e ¢, qualquer isomorfismo natural a:D(r,—) =

C(c,S—) é determinado dessa forma por uma tnica seta universal (r, u) de ¢ para S.

Prova. A propriedade universal de (r,u) ¢ exatamente que para cada objeto d de D,
aq:D(r,d) = C(c,Sd) é uma bijegdo. De fato, pela universalidade de (r, u), para cada
objeto d de D nds temos que para toda seta f € C(c,Sd) existe uma seta f° € D(r,d)
tal que ay(f) = (Sf ecu=f:c - Sd), o que faz de a; uma sobrejecdo para cada
objeto d de D; além disso, essa seta f" € D(r,d) tal que az(f) = (Sf cu=fic—-
Sd) ¢ tinica, assim, se a;(f") = a;(g"), entdo, f* = g’, e portanto, @y € injetiva para

cada objeto d de D.

A naturalidade de a: D(r, —) — C(c,S—) pode ser provada da seguinte forma: para cada

g:d = d’ em D, nds temos o seguinte diagrama

d D(r,d) ag _ C(c,Sd)

g D(r,g) C(c,S9)
v D(r,d") > C(c,Sd")
d, 09k

que comuta da seguinte forma:

d f’ ag _Sfleu

g D(r,9") Sg’
! gof ______ S(geof)eu=Sg o (Sf ou.
d, (V9%

Assim, a ¢ uma transformacgao natural, e, portanto, um isomorfismo natural.

Reciprocamente, pelo lema de Yoneda, o mapeamento y:Nat(D(r,—),C(c,S-)) —
C(c,Sr), tal que y(a) = a,1,, é uma bijecdo. Assim, sendo um isomorfismo natural,
requer adicionalmente que a; seja bijetiva para cada objeto d de D no seguinte

diagrama
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r D(r,1) a, . C(c,Sn)

f D(r,f") C(c,Sf)
v D(r,d) » C(c,5d)
d agq

que comuta da seguinte forma:

T 1, a, _oal,

r D f) ¢(c,Sf)
v f » Sf o (arly) .
d ag

Isso quer dizer que cada seta f:c — Sd tem a forma f = Sf” o (a,-1,) para uma Unica

seta f:r — d. Isso ¢ exatamente a afirmacdo de que y(a) € universal de c para S. ]

3.3.4 Cocones e colimites. Cones e limites

3.3.4.1 Cocones e colimites

Definicio 3.3.4.1.1. No6s podemos definir um diagrama em C como um funtor
covariante. Um diagrama de shape J em uma categoria C ¢ um funtor covariante
F:J— C, J ¢ a categoria indexadora (ou, o esquema do diagrama F). Os objetos e
morfismo de J sdo irrelevantes, apenas a maneira pela qual eles se relacionam entre si
importa. Assim, um diagrama de shape J em uma categoria C ¢ apena um quadrado

comutativo:
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J1 a ) J2 a f > b
R
j3 j4 c _ d s

v

onde F(j;) = a, F(j,) = betc., e F(a) = fetc..

Assim, o limite e o colimite para um funtor F é o mesmo que o limite e o colimite para

um diagrama F.

Definiciio 3.3.4.1.2. Sejam C e J duas categorias, e assuma que J ¢ uma categoria
pequena. Entdo, nos definimos o funtor diagonal A : C — CJ da seguinte forma: a
fungdo objeto ¢ tal que ¢ = A(c) : J — C, que por sua vez é definida pela fungdo objeto
j = c e pela fungdo seta f:j—j = 1.:c - c, ou seja, a fungdo objeto do funtor
diagonal A : C — €Y leva cada objeto ¢ de C para o funtor constante A(c) : J — C que
¢ um objeto da categoria C7 de todos os funtores de J para C; a funcio seta do funtor
diagonal A: € » €9 étal que f : ¢ = ¢’ 1:A(C) N A(c") com 7, = f paratodo a de
J, isto é, a funcdo seta do funtor diagonal A : € - CY leva cada seta f : ¢ > ¢’ para a
Obvia transformagédo natural entre os funtores constantes A(c) e A(c”) que é uma seta na

categoria CY de todos os funtores de J para C.

Definicao 3.3.4.1.3. Sejam C, J categorias ¢ F:J — C um funtor. O Colimite de

F:J — C éuma seta universal {r, ) de F para o funtor diagonal A: C — CY.

Deixe-nos pormenorizar essa defini¢do. A seta universal de F para A ¢ um
par (r,u), onde r é um objeto de C e u ¢ uma transformagio natural u: F = A(r), tal
que para todo par (d,7n), onde d é um objeto de C e n é uma transformagdo natural

n: F = A(d), existe uma tnica seta t: v — d de C tal que o diagrama
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r F U A
t’ A(t)
U]
il A(d)
d

comuta. Ou seja, A(t) o u = 1.

Assim, o par (r, u) consiste de um objeto r de C, que ¢ usualmente denotado
por ColimF, ¢ ¢ chamado o objeto colimite do funtor F, juntamente com a
transformagao natural u: F = A(r), que entre as transformagdes naturais n: F = A(c) €
universal para todo objeto ¢ de C. Note que [A(c)](i) = ¢ para todo objeto i de J,
assim, 17 ¢ apenas o morfismo 7;: Fi — ¢ em C, para cada indice i de J, tal que para
cada seta u:i = j em J, pela condi¢cdo de naturalidade, o diagrama
i Fi n;

—b
»

u Fu 1,

J n;j

¢ comutativo em C. Ou seja, 17; o Fu = 1;, tal como no diagrama abaixo:

Fi =Fj.
Fu

Dado o exposto acima, um cocone da base F para o vértice ¢ ¢ uma
transformagdo natural n: F = A(c). A propriedade universal de u ¢, entdo, que y ¢ um

cocone da base F para o vértice Colim F tal que, para qualquer cocone 7, existe um
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unico morfismo t":Colim F — ¢ tal que t o u; =n; para todo indice i de J. Uma

descricdo pictdrica do exposto acima pode ser visto no diagrama abaixo:

¢
Colim F > C
N n, A
Ui n; u = cocone limite
Hj
Fi > Fj.
Fu

3.3.4.2 Cones e limites

Definicao 3.3.4.2.1. Sejam C, J categorias e F: J — C um funtor. O Limite de F: J — C

¢ uma seta universal (r,v) do funtor diagonal A: ¢ - CJ para F.

Deixe-nos pormenorizar essa definicdo. A seta universal de A para F ¢ um
par (r,v), onde r ¢ um objeto de C ¢ v ¢ uma transformagao natural v: A(r) = F, tal que
para todo par (d,t), onde d ¢ um objeto de C e T é uma transformacdo natural

T: A(d) = F, existe uma Unica seta t: d — r em C tal que o diagrama

d A(d)
t A(t) T

il A(r) » F

r v

comuta. Ou seja, T = v o A(t).
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Assim, o par (r, V) consiste de um objeto r de C, que ¢ usualmente denotado
por Lim F, e ¢ chamado o objeto limite do funtor F, juntamente com a transformacao
natural v: A(r) = F, que entre as transformag¢des naturais 7: A(c) = F ¢ universal para
todo objeto ¢ de C. Note que [A(c)](i) = ¢ para todo objeto i de J, assim, T é apenas a
seta 7;: ¢ — Fi em C, para cada indice i de J, tal que para cada seta u:i — j em (J, pela

condi¢do de naturalidade, o diagrama

v

Fj

¢ comutativo em C. Ou seja, Fu o 7; = 1;, tal como no diagrama abaixo:

Fi > Fj.
Fu
Dado o exposto acima, um cone para a base F do vértice ¢ ¢ uma
transformagao natural 7: A(c) = F. A propriedade universal de v é, entdo, que v é um
cone para a base F do vértice Lim F tal que, para qualquer cone 7, existe um unico

morfismo t:c — Lim F tal que 7; = v; ot para todo indice i de J. Uma descri¢do

pictdrica do exposto acima pode ser visto no diagrama abaixo:
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c » Lim F

V; v = cone limite

v
Fi » Fj.
Fu

As propriedades do limite e do co-limite podem ser sumarizadas no

diagrama abaixo:

Lim F v . F U . Colim F
c . F c
T o

No diagrama acima os cones s3o as setas horizontais, e as setas verticais sao setas em C.

Quando o limite e o co-limite existem, ha os seguintes isomorfismos naturais:
C(c,Lim F) = Nat(A(c), F) = Cone(c, F) ,

Cone(F,c) = Nat(F,A(c)) = C(Colim F, ¢) .

3.3.4.3 Existéncia de limites e colimites

Definicao 3.3.4.3.1. Uma categoria C ¢ dita ser (finitamente) completa ou co-completa

se o limite ou co-limite de qualquer diagrama (finito) em C existe em C.

Teorema 3.3.4.3.2. C ¢ (finitamente) completa se, ¢ somente se, C tem produtos
(finitos) e equalizadores. Dualmente, C ¢ (finitamente) cocompleta se, € somente se, C

tem coprodutos (finitos) e coequalizadores.

Prova. Pode ser encontrada em Bell (2008, p. 16).
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Teorema 3.3.4.3.3 (Completude da Categoria de Funtores). Se [E ¢ completa (ou,

dualmente, cocompleta) e C é pequena, entdo E€ é completa (ou cocompleta).

Prova. Pode ser encontrada em Bell (2008, p. 27).

Corolario 3.3.4.3.4. Para qualquer categoria pequena C, a categoria Set® ¢ completa e
cocompleta.

3.4 Adjuncao

3.4.1 Adjunc¢io com conjuntos-hom

Definiciio 3.4.1.1 Sejam A e X categorias. Uma adjun¢do de X para A ¢ uma tripla
(F,G,@): X = A, onde F e G sao funtores

X

F
—>
A
‘_
G

enquanto ¢ ¢ uma fungdo que atribui a cada par de objetos x de X', a de A uma bijecao

@ = Qyq: A(Fx,a) = X(x,Ga) (3.4.1.2)
que ¢ natural em x € em a.
Aqui, A(F—, —) nada mais ¢ do que a composi¢ao do funtor produto

FP X Id:XP X A - AP X A

(x,a) = (FP (x),1d(a))
com o bi-funtor hom
hom_4(—, —): AP X A — Set,

ou seja,

FOPxId hom 4 (—,-)

A(F—,=): XP X A —— AP X A ——5Set

que leva cada par de objetos (x, a) para o conjunto-hom A (Fx, a).
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Similarmente, X (—, G —) é a composi¢do do funtor produto
IdP X G:XPXA->XPXX
com o bi-funtor hom
homy (—, —): X°P? X X - Set,

ou seja,

d°PxG homy (—,-)

I
X(—G—):XPXA—>XP XX ——Set
que leva cada par de objetos (x, a) para o conjunto-hom X (x, Ga).

A naturalidade da bije¢@o ¢ significa que para cada k:a — a” e h: x” = x, os diagramas

abaixo

a A(Fx,a) Q@ . X(x,Ga)
k A(Fx, k) X (x,Gk)
v A(Fx,a’) y» X(x,Ga’)
a Q
(3.4.1.3)
x A(Fx,a) Q . X(x,Ga)
h A(Fh,a) X (h,Ga)
v A(Fx',a) y» X(x',Ga)
x ®

comutam da seguinte forma:
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a f ) A' of

k A(Fx, k) X (x,Gk)
v ko f > (P(k ° f)
a’ Q
x f o , of

h A(Fh, a) X (h, Ga)
v feFh y» @(f o Fh)
x ®

3.4.2 Adjuncio sem conjuntos-hom

Nos também podemos definir adjungdes diretamente em termos de setas,
sem a necessidade de conjuntos-hom. Uma adjun¢do ¢ uma bijecdo que atribui a cada
seta f:Fx - a uma seta ¢f =radf:x — Ga, o adjunto direito de f, tal que as

condig¢des de naturalidade em (3.4.1.3)

(3.42.1a) @(kof) = Gk o ¢f,

(3.4.2.1)

(3.42.16) @(f o Fh) = ¢f o h,

valem para todo f e todas as setas k:a — a” e h:x” — x. Note que isso equivale a

1

requerer que ¢~ - seja natural, isto é, que para cada h,k ¢ g:x = Ga, nés temos o0s

diagramas abaixo



a X(x,Ga) ™t
k X (x,Gk)

v X(x,Ga") >

a’ p!

x X(x,Ga) p~1

—
»

h X (x,Gk)

X(x',Ga)

que comutam da seguinte forma:

a g ot
k X (x,Gk)
v Gkog >
a’ p 1
x g !

v

v
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A(Fx,a)

A(Fx, k)

A(Fx,a’)

(3.4.2.2)

A(Fx,a)

A(Fx, k)

A(Fx',a)

» g

A(Fx, k)

¢ ' (Gk ° g)

» g

A(Fh, a)

p'(geh),
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ou seja,
(3.4.23a) @ (goh)=¢ lgoFh,
(3.4.2.3)

(3.423b) @ Y (Gkog)=kop1g.

Dada uma adjun¢do como acima, o funtor F ¢ dito ser um adjunto a
esquerda para G, enquanto o funtor G ¢ chamado um adjunto a direita para F, o que ¢

comumente denotado por F - G.
3.4.3 O que adjuncodes determinam?

Teorema 3.4.3.1 (unidade). Uma adjun¢ao (F,G,¢):X — A determina uma

transformagao natural n: I, = GF tal que, para cada objeto x, a seta 1, € universal de x

para G, enquanto o adjunto direito de cada f: Fx —» a é o(f) = Gf o n,:x - Ga.

Prova. Estabelecendo a = Fx na equacdo (1), o conjunto-hom do lado esquerdo contém
a seta identidade 1: Fx — Fx, e denotamos por 7, a sua @-imagem. Pelo Lema 3.3.3.1

nos temos que 17, € uma seta universal

NyiX = GFx, Ny = @(1px)

do objeto x de X para G, mais especificamente, ¢ uma seta universal (Fx,1,), onde Fx
¢ um objeto de A, e n,: x = GFx uma seta em X, tal que para todo par (a, g), onde a ¢
um objeto de A, e g: x = Ga uma seta em X, existe uma unica seta f: Fx - a em A,

tal que o diagrama
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Fx x Ny . GFx
f Gf
g
Ga
v
a

comuta. Ou seja, Gf on, = g. Dessa forma, a adjun¢do da uma seta universal 1, de x

para G para cada objeto x.

Para provar que a fungdo x - 7, € uma transformacao natural I, — GF, basta ver pela

equacdo (3.4.2.1), que descreve a naturalidade de ¢, que para cada seta h: x” = x em X

o diagrama
Ny . GFx’
h GFh
x » GFx
Tx

¢ comutativo, ou seja, GFhon,  =mn,oh . Para constatar isso basta, baseado em

(3.4.2.1), calcular tal como no diagrama abaixo:



A(Fx',Fx")

cﬂ(lpx', Fh)

v

A(Fx',Fx)

A

A(Fh,1E,)

A(Fx,Fx)

que comutando da:

1Fx'

A(1px, Fh)
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Q XX GFx) T
X (1,GFh)
v
Q . X(x',GFx) Tr.Nat.
A
X(h, 1)
1, X (x,GFx)
% s 901Fx’
X (1,GFh)

T (Xpx ©)Fh (o 1p) 4 ___ @ , GFho P(px) = @(1px) o h

A(Fh, 15y)

1Fx

X(h 1)

@ ~ Plpy

»

GFh(@(1rx)) = @(Fh(1px)) = @(1px(FR)) = @(1px(h))

ou seja,

GFho@(1py) = @(Fholpy) = @(1px o Fh) = ¢(1g) o h

como requerido.
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Por fim, nés podemos expressar a bijecdo ¢ por meio das setas 1, da seguinte forma:

paraf:Fx = a

o(f) =Gf ony, (3.4.3.2)

a naturalidade (3.4.2.1) de ¢ mostra que, de fato, o diagrama abaixo

A(Fx,Fx) 1) _ X (x,GFx)
AL, f) X(1,Gf)
A(Fx,a) » X(x,Ga)
®
comuta da seguinte forma:
1px % > ®(1px)
A, f) X(1,Gf)
folpx » (Pf =Gfony)
®

isto €, n6s temos a equagao:

o(f) =@(f o lp) =Gf o (1) = Gf o1y,
o que significa que o adjunto direito de cada f: Fx > a é @(f) =Gf ony:x »> Ga. ®

Teorema 3.4.3.3 (co-unidade). Uma adjun¢do (F,G,@): X — A determina uma

transformagao natural €: FG — [ 4 tal que, para cada objeto a, a seta g, ¢ universal de F

para a, enquanto o adjunto esquerdo de cada g:x = Ga é ¢~ 1(g9) = e, 0 Fg: Fx - a.

Prova. Estabelecendo x = Ga em (3.4.1.2) nds temos, similarmente ao que ocorre no
conjunto-hom do lado esquerdo, a seta identidade 1: Ga — Ga no conjunto-hom do lado
direito, e denotamos por &, a sua ¢~ 1-imagem. Pelo Lema 3.3.3.1 nds temos que &, é

uma seta universal
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gq:FGa - a, e =0 15a) » a um objeto de A ,

de F para a, mais especificamente, ¢ uma seta universal (Ga, £,), onde Ga ¢ um objeto
de X, e g, ¢ uma seta €,: FGa — a em A, tal que para todo par (x, f), onde x ¢ um
objeto de X', e f € uma seta f: Fx = a em A, existe uma Unica seta g: x = Ga em X,

tal que o diagrama abaixo comuta:

X Fx
g Fg f
FGa >
v
Ga &

isto ¢, €, o Fg = f. Dessa forma, a adjun¢do d4 uma seta universal &, de F para a para

cada objeto a.

Para provar que a fun¢do a = ¢, ¢ uma transformagao natural FG — [ 4, basta ver pela
equagdo (3.4.2.3), que descreve a naturalidade de ¢!, que para cada seta k:a — a’ em

A o diagrama

FGa &a . a
FGk k
FGa’ , a
Eq

¢ comutativo. Para constatar isso basta, baseado em (3.4.2.3), calcular tal como no

diagrama abaixo:
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X(Ga,Ga) p! o A(FGa,a) —
X (1gq Gk) AL k)
v v
X(Ga,Ga") p ! , A(FGa,a)
A A
X(Gk, 154 A(FGk, 1)
X(Ga',Ga") p! _A(FGa',a)
que comutando da
1ga o A' ¢ M gq
X (1gq Gk) AL k)

1

T (1Ga’ O)Gk (° 1Ga) ! 9_ > ko (p_l(lGa) = (p_l(lGa’) o FGk

X (Gk, 144) A(FGk, 1)

1Ga’ (p_l o (p_llGa’

»

k(9™ (16a) = ¢~ (Gk(164)) = ¢~ (164 (Gk)) =
ko 90_1(1Ga) = 90_1(Gk °lgg) = (p_l(lGa' o Gk) = 90_1(1Ga') o FGk.

Por fim, nés podemos expressar a bije¢do ¢! por meio das setas &, da seguinte forma:

para g:x — Ga

¢ '(g) =¢,°Fg (3.4.3.4)

a naturalidade (3.4.2.3) de ¢! mostra que, de fato, o diagrama abaixo
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X(Ga,Ga) ™' A(FGa,a)
X(g, 1) A(Fg,1)
X(x,Ga) » A(Fx,a)
o1

comuta da seguinte forma:

1Ga (p_l > (p_l(lGa)
X(g,1) A(Fg,1)
lga°g > 90_1g:£a°Fga
o1
ouseja, 1 (g9) = ¢ ' (1ga°9) = ¢ ' (1gg) ° Fg = g4 ° Fg. n

e 7 ¢ ¢ sao denominadas, respectivamente, a unidade e a co-unidade da adjuncao.

F F
Teorema 3.4.3.5 (identidade triangular). A composicio F —n>FGF €—>F ¢ a

G G
transformagdo identidade de F. A composi¢ao G AR GFG N G ¢ a transformagdo

identidade de G.

Prova. Tomando x = Ga, podemos ver, a partir da formula (3.4.3.2) para ¢, que

gq = @ 1(14,) da, para cada a de A
16 = 0(gq) = G(&g) °Ngq
mostrando, assim, que a transformag¢ao natural composta
nG Ge
G— GFG—G

¢ a transformacao natural identidade para G.
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Similarmente, tomando a = Fx, podemos ver, a partir da formula (3.4.3.4) para ¢ 1,

que N, = @(1g,) da, para cada x de X

1py = 90_1(77)6) = epx o F(My) ,

mostrando, assim, que a transformag¢ao natural composta

Fn &F
F— FGF — F

¢ a transformacao natural identidade para F. [
3.4.4 Quais “itens” determinam adjuncées?

Os teoremas acima mostram o que cada adjungdo (F,G,@):X — A
determina. A seguir, apresentaremos mais trés teoremas que mostram a partir de quais

“itens” cada adjuncao pode ser completamente determinada.

Teorema 3.4.4.1. Cada adjuncédo (F, G, @): X = A é completamente determinada pelo
seguinte: sejam X, A categorias, F: X = A, G:A - X, 1:X - X funtores, e
1: 1x = GF uma transformacdo natural tal que cada 7,:x — GFx ¢ uma seta universal

do objeto x de X para G. Entdo, ¢ ¢ definida por ¢f = Gf on,:x — Ga.

Prova. Pela hipdtese de que 1,: x = GFx ¢ uma seta universal do objeto x de X para G
nds temos que para cada seta g: x = Ga em X, existe uma unica seta f: Fx —» a em A

tal que o diagrama

Fx x Ny . GFx
f Gf
g
Ga
v
a

¢ comutativo. Ou seja, Gf o n, = g. Isso atesta justamente que @(f) = Gf o n, define

uma bijecao

@:A(Fx,a) - X(x,Ga)
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que ¢ natural em x, tendo em vista que 1 € natural, e natural em a, dado que G ¢ um

funtor, o que significa que (F, G, ¢) ¢ uma adjungao. [ ]

Teorema 3.4.4.2. Seja G: A — X um funtor, tal que para cada objeto x de X existe um
objeto Fyx de A e uma seta universal 17,:x = GFyx do objeto x de X para G. Entdo,
existe um funtor F: X — A tal que F(x) = Fyx , ¢ F ¢ definido sobre setas h: x = x”

por GFh on, =1, o h .Além disso, F € Gnico a menos de isomorfismo.

Prova. Note que neste Teorema 3.4.4.2 ¢ dada apenas a seta universal (Fyx,n,) de x
para G, para cada objeto x. O que ele afirma, entdo, ¢ que cada seta universal desse tipo
induz uma adjungdo (F,G,@):X — A. O que nds precisamos mostrar ¢ que ha
exatamente uma maneira para fazer F, a funcdo objeto de um funtor F para o qual
n: Iy = GF seja natural. Por hipotese, nds temos que para cada seta h:x = x’, a
universalidade de (Fyx,n,) assegura que para o par (Fyx',n, o h:x - GFyx’) existe

uma Unica seta g: Fox — Fyx” tal que o diagrama

Fox X Ny . GFyx

g h Gg
v x y GFyx’
Fox’ Nx

comuta. Tomando Fh = g, nos temos entdo que F ¢é definido sobre setas h: x = x” por
GFhon, =n, oh . Mas, veja que tomando essa seta tinica como Fh: Fyx = Fyx" nos
temos exatamente a comutatividade que assegura a naturalidade de 1, ou seja, GFh o

Ny = Ny © h. Assim, n: Iy = GF ¢ uma transformacao natural.

Que F ¢ um funtor pode ser provado da seguinte forma: considere o par de setas

h:x - x’,z:x" = x”’, que compondo daasetazo h:x = x”.
F(z) =GFzon,y =ny-oze

F(h) =GFhon, =n,ch.
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O que noés temos que mostrar ¢ que F(zoh) =F(z)oF(h) ¢ que F(1,) = 15, .

Considere o diagrama abaixo

I Ny . GFx T
h GFh
v v
Zoh x Ny GFyx’ G(FzoFh)
Z GFz
v v
L x Ny GFyx" +—

v

Como G é um funtor, nds temos
G(FzoFh)on, =GFzo GFhon, =ny ozoh.

Pela defini¢do de universalidade, nos temos que F(zo h) é a Unica seta que faz o

diagrama acima comutar. Disso se segue, portanto, que F(z o h) = Fz o Fh.

Para mostrar que F preserva identidades o raciocinio ¢ analogo. Considere que h = 1,

assim nos temos o seguinte diagrama:

Fox X Ny . GFyx
F1, 1, GF1,
v X » GFox

Fox Nx

Note que se h = 1,, entdo F1, tem de ser igual alg,, pois, tendo em vista que G ¢ um

funtor (e, portanto, preserva identidades), 15, faz o diagrama acima comutar; mas, pela
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defini¢do de universalidade, nos temos que F 1, ¢ a nica seta que faz o diagrama acima

comutar. Disso se segue que F1, = 1p,.

Sumarizando, o Teorema 3.4.4.2 nos dé a partir do funtor G: A — X e da seta universal
(Fox,my) de x para G, para cada objeto x, um funtor F: X = A tal que F(x) = Fyx , ¢
F(h:x - x) = (GFh on, = n, o h) para o qual n: Iy > GF ¢ natural. Pelo Teorema
(3.44.1) 1SS0 nos da uma adjungao (F,G,p): X = A.

Teorema 3.4.4.3. Cada adjungdo (F, G, p): X — A é completamente determinada pelo
seguinte: sejam X, A categorias, F: X = A, G:A - X, 14:A — A funtores, e
e:FG - 1,4 uma transformagao natural tal que cada €,: FGa — a ¢ uma seta universal

de F para o objeto a de A. Entdo, ¢~ ¢ definida por ¢ 1(g) = g, o Fg: Fx - a.

Prova. Pela hipotese de que ¢,: FGa — a ¢ uma seta universal de F para o objeto a de
A nods temos que para cada seta f: Fx = a em A, existe uma unica seta g: x = Ga em

X, tal que o diagrama

X Fx
g Fg f
FGa > a
v
Ga &q

¢ comutativo. Ou seja, &, © Fg = f. Isso atesta justamente que @~ 1(g) =¢,°Fg

define uma bijecao
o 1: X (x,Ga) > A(Fx,a)

que ¢ natural em a, tendo em vista que € ¢ natural, e natural em x, dado que F ¢ um

funtor, o que significa que (F, G, ¢) ¢ uma adjun¢ao. [ ]

Teorema 3.4.4.4. Seja F: X' — A um funtor, tal que para cada objeto a de A existe um
objeto Goa de X e uma seta universal €,: FGya = a de F para a. Entdo, existe um
funtor G: A - X tal que G(a) = Gya , e G ¢é definido sobre setas g:a — a’ por

GFhon, = n, o h.Além disso, G ¢ tinico a menos de isomorfismo.
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Prova. Note que neste Teorema 3.4.4.4 é dada apenas a seta universal (Gya, ;) de F
para a, para cada objeto a. O que ele afirma, entdo, ¢ que cada seta universal desse tipo
induz uma adjungdo (F,G,@):X — A. O que nds precisamos mostrar ¢ que ha
exatamente uma maneira para fazer G, a fun¢do objeto de um funtor G para o qual
e:FG - I 4 seja natural. Por hipdtese, nds temos que para cada seta z:a — a’, a
universalidade de (Gya, €,) assegura que para o par (Gya’, &, o Ff: FGya — a’) existe

uma unica seta f: Goa = Gya’ tal que o diagrama abaixo comuta

Goa FGoa &a IR

f Ff z
v FGoa’ > a
Goa’ Eq

Tomando Gz = f, nés temos entdo que G ¢ definido sobre setas z:a = a” por g, ©
FGz = z o ¢, . Mas, veja que tomando essa seta unica como Gz: Goa = Gya’ nds temos
exatamente a comutatividade que assegura a naturalidade de €, ou seja, €, 0o FGz = z o

Eq - Assim, €: FG = [ 4 ¢ uma transformacao natural.

Que G ¢ um funtor pode ser provado da seguinte forma: considere o par de setas

zza—a’,h:a” > a”’, que compondoddasetahoz:a—a”.

O que nés temos que mostrar € que G(hoz)=G(h)°G(2) e que G(1,) = 14,.

Considere o diagrama abaixo:
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— FGya & IR a —
FGz z
v v
F(Gho Gz) FGya’ Eq a’ hoz
FGh h
v v
Ly FGya” Eq a’ .

v

Como F é um funtor, nos temos
€y °©F(GhoGz) =€40oFGhoFGz = hozog,.

Pela defini¢do de universalidade, nés temos que G(heoz) ¢ a Unica seta que faz o
diagrama acima comutar. Disso se segue, portanto, que G(h o z) = Gh o Gz. A prova de
que G(1,) = 1;, € andloga (em caso de davidas, veja a prova no caso dual acima, basta

inverter as setas).

Sumarizando, o Teorema 3.4.4.4 nos d4 a partir do funtor F: X’ — A e da seta universal
(Gya, g,) de F para a, para cada objeto a, um funtor G: A — X tal que G(a) = Gya , e
G(zia—a’) =(egpoFGz =2z0¢,) para o qual €: FG - [,4 é natural. Pelo Teorema

3.4.4.3 isso nos da uma adjun¢ao (F, G, @): X — A. [ ]

Teorema 3.4.4.5. Sejam F: X > A, G:A->X, 1: X > X, 14:A - A funtores,
F F G
n:ly = GF, €:FG - [, transformagdes naturais, e F —n>FGF £—>F, G SR GFG

G
N G as respectivas transformagdes identidades de F e G. Aqui, ¢ ¢ definida por

of =Gf ony:x » Gae @1 édefinidapor 9 1(g) =g, 0 Fg:Fx - a.
Prova. Por meio de 77 € € nos definimos as fungdes

@: A(Fx,a) 2 X(x,Ga): 6

por ¢f = Gf on,, paracada f: Fx = a,e 8(g) = €, ° Fg, para cada g: x — Ga. Entdo,

desde que G ¢ um funtor e 1 ¢ natural, nds temos
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P09 = GegoGFgon, =GeggonNgg° g .

Mas, por hipotese, Ge, o g, = 1, € consequentemente, @6 = id. Por dualidade, nos
temos B¢ = id, e consequentemente, ¢ ¢ uma bijecdo, claramente natural, com inversa

6. Sendo, assim, uma adjungao. [

Por causa do tecorema Teorema 3.4.4.5, uma adjung¢do (F,G,qp) ¢

frequentemente denotada por (F,G,n,&): y — A.

3.4.4.6 Utilidade dos Teoremas 3.4.4.1-3.4.4.5

Nos vamos exemplificar, agora, algumas aplicagdes dos teoremas
apresentados acima. De fato, ¢ facil constatar que eles podem ser muito uteis. Os
Teoremas 3.4.4.2 ¢ 3.4.4.4 afirmam que, sempre que nds temos uma seta universal de
ou para cada objeto de uma dada categoria, nds temos uma adjuncao. Por exemplo, uma
dada categoria C tem produtos finitos quando para cada par (objeto) {(a,b) de C X C
existe uma seta universal de A:C — C X C para (a, b). Pelo teorema acima podemos
concluir que a fungdo (a, b) » a X b dando o objeto produto é na verdade um funtor
C X C - C, e que tal funtor ¢ adjunto direito para o funtor diagonal A. Isso significa que

nos temos a bije¢ao

@:C X C(Ac,{(a, b)) = C(c,a X b),
que pela defini¢do das setas em C X C nos da

@:C(c,a) X C(c,b) = C(c,a xb).

Tomando ¢ = a X b no conjunto-hom da direita a co-unidade dessa adjuncao ¢ uma seta
(a X b,a X b) = (a, b), sendo, portanto, nada mais do que um par de setas a « a X
b — b, que sdo justamente as projecdes p:aX b - a e q:a X b - b do produto. A
adjun¢io ¢! leva cada f:c - a X b para o par (pf,qf), que é exatamente a forma

pela qual ¢ ¢ determinada pela co-unidade €.

Por sua vez, o Teorema 3.4.4.5 descreve uma adjungao por duas simples identidades
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F Fn . FGF GFG nG G

A
A

eF Ge
F G

sobre a unidade e a co-unidade da adjuncdo. A utilidade decorrente desse tipo de
constru¢do (comumente chamada de identidade triangular) proporcionada pelo Teorema
3.4.4.5 ¢ que ela ndo faz uso explicito dos objetos das categorias A e X, sendo, assim,
de facil manipulacdo. Além disso, ¢ muito mais conveniente quando se trata de discutir

propriedades de adjungdes.

Proposicao 3.4.4.6.1. Se os funtores F,F: X — A sdo adjuntos a esquerda de um

funtor G: A — X, entdo eles sdo naturalmente isomorficos.

Prova. Segue da unicidade a menos de isomorfismo da seta universal. [
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4 NOMINALISMO DE CATEGORIAS

4.1 Formas Esquematicas de Sentencas

Neste topico nds introduziremos a nocdo de forma esquematica de
sentengas. O que seria a forma esquemadtica de uma sentenga? A primeira coisa que
devemos ter em mente ¢ que formas esquematicas de sentengas ndo sio entidades, mas
sim, como o proprio nome diz, sdo apenas esquemas. Portanto, ndo estamos aqui
tratando de um mundo cujos habitantes sdo as formas esquematicas de sentengas. A
segunda coisa que devemos ter em mente ¢ que uma forma esquematica nao ¢ nada mais
do que uma constru¢cdo. Ou seja, ¢ uma maneira de tratarmos o nosso problema
motivador, a saber, mostrar que ¢ possivel falarmos e raciocinarmos sobre propriedades
sem que para isso tenhamos de postular universais. Assim, quando dissemos que vamos
chegar até a forma esquematica de uma sentenca, queremos dizer que vamos construir a
forma esquematica de uma sentenca. Isto ¢, ndo ¢ uma maneira de desvendar algo que
esta escondido, ¢ apenas uma maneira de construir um esquema que, como tal, ¢
ontologicamente neutro. A terceira coisa que devemos ter em mente € que tal construgao
ndo ¢ padrdo, no sentido de que s6 existe uma maneira de tal construcdo ser efetuada.
Pelo contrario, a maneira como essa construgdo ¢ efetuada estd ligada as nossas
intuicdes, e nada mais. Isso quer dizer que ndo ¢ algo pré-determinado'” e com
existéncia independente. O que estamos querendo dizer ¢ que a construgdo utiliza aquilo
que intuitivamente nos ¢ dado, a partir da observagao empirica.

Dessa forma, noés podemos utilizar algo intuitivo como a aglomeragdo de
coisas; e podemos utilizar coisas que fazem parte de uma determinada aglomeracao,
mas também fazem parte de outra determinada aglomeragdo. Por exemplo, nés podemos
classificar varias aglomeragdes a partir de uma unica aglomeracdo, mediante a
observagdo das caracteristicas dos objetos que compdem essa Unica aglomeracao.
Digamos que nos temos uma aglomeragao composta de magas, uvas, bananas, canetas,
cadernos, lapis, xampu, pasta de dentes e escova de dentes. A partir dessa Unica
aglomerac¢do nos podemos identificar trés outras aglomeracdes, a saber, a aglomeragao
de frutas, a aglomeracao de materiais escolares e a aglomeracao de produtos de higiene

pessoal. Dentre essas trés aglomeragdes, podemos identificar outra aglomeragdo, por

12 ape . ~ , . .
Talvez pelo nosso aparato cognitivo. Mas quando dizemos que nao é pré-determinado queremos dizer
que ndo é algo que ndo poderia ser de outra forma, como um universal platonico.
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exemplo, a aglomeracdo das coisas vermelhas. Assim, digamos que alguns lapis,
algumas canetas e algumas macas sdo vermelhas; logo, nds temos na aglomeracao das
coisas vermelhas, objetos que também fazem parte de outras aglomeragdes, a saber,
respectivamente, da aglomeragdo de materiais escolares e da aglomeragao de frutas. Isso
¢ obvio e ndo precisamos de nada mais do que as nossas intui¢des € a nossa capacidade
de classificacdo para fazé-lo.

Muitos dos problemas filosoficos (para nao dizer todos) surgem de outra
capacidade que nos temos, a saber, a capacidade de abstragdo. Assim, se unirmos a
nossa capacidade de abstracdo as intuigdes e a capacidade de classificagao, fazemos
surgir monstros como conjuntos e universais. Usando o nosso exemplo acima, nds
podemos dar surgimento a duas entidades: o conjunto das coisas vermelhas, e o
universal ‘vermelhidade’. O ponto em questdo aqui € que ¢ quase impossivel para a
mente humana deixar de se comprometer ontologicamente com certas entidades quando
esta (a mente humana) utiliza as capacidades supracitadas. Entretanto, isso ndo quer
dizer, obviamente, que tais entidades existam de modo independente (ou nas coisas, ou
seja 1a onde for), e muito menos quer dizer que ndo podemos nos livrar desses
comprometimentos. Assim, do fato de as nossas capacidades nos forgar a certos
comprometimentos ontoldgicos (caso ndo tenhamos cuidado) ndo se segue que usar
essas capacidades ¢ algo ruim ou proibido. Pelo contrario, a lida com o mundo seria
imensamente mais dificil sem elas, e, portanto, ¢ completamente legitimo (e necessario)
que as utilizemos.

Mas, o que isso tudo quer dizer? Que nds vamos utilizar as nossas intui¢des
¢ as nossas capacidades de classificacio e abstragio’ no processo de construcdo das
formas esquematicas de sentencas. O que tem de ficar claro ¢ que nés temos que partir
de algo, e o qudo esse algo ¢ perigoso nos sabemos, mas o uso ¢ legitimo, pois, note que
do fato de a nossa mente associar esses aglomerados a conjuntos ndo se segue que
conjuntos s3o essenciais a0 nosso processo, ou que estamos utilizando como ponto de
partida algo abstrato, segue-se apenas que a nossa mente associa esses aglomerados a
conjuntos. Para ver isso, basta saber que esses aglomerados ndo sdo conjuntos: o0s
aglomerados que o nosso processo toma como ponto de partida sao tdo concretos quanto
os proprios objetos concretos que o formam, pois, caso contrario, nds poderiamos

identificar outro conjunto com o aglomerado em questdo, a saber, o conjunto das

B Note que o termo ‘abstragdo’ aqui esta sendo utilizado no sentido ordinario.
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moléculas dos objetos que formam esse aglomerado; no entanto, por extensionalidade,
esses dois conjuntos seriam obviamente distintos, tendo em vista que enquanto o
primeiro conjunto teria, digamos quarenta elementos, o ultimo teria trilhdes. Assim, o
nosso ponto de partida, além de necessario, ¢ completamente legitimo.

Mas, obviamente que a melhor teoria sobre aglomerados que temos ¢ a
teoria de conjuntos. Portanto, ndo adiantaria muita coisa dizer que partimos de
aglomerados concretos se utilizarmos teoria de conjuntos. Assim, o primeiro passo do
processo € saber como nds podemos utilizar as nossas capacidades acima citadas de
uma maneira que nos permita dar o passo seguinte, ou seja, de uma maneira que nao nos
deixe presos na metade do caminho, em meio a monstros como conjuntos € universais.
Dessa forma, o primeiro passo ¢ saber como podemos tratar de forma categorial

raciocinios tipicos da teoria de conjuntos. O proximo topico tratara dessa questao.

4.1.1 Sub-conjuntos e elementos em categorias

Sejam A, Bconjuntos tal que A € B. Isso faz surgir uma fun¢do inclusdo
A © Bque, como sabemos, € injetiva, e assim, um monomorfismo. Por sua vez, se nos
temos qualquer monomorfismo f:C = B, ndés podemos determinar um subconjunto de
B, ou seja, Im f = {f(x):x € C}. Como sabemos, também, f induz uma bijegdo
C =Im f. Isso quer dizer que o dominio de um monomorfismo ¢ isomoérfico a um
subconjunto do codominio, ou seja, a menos de isomorfismo, o dominio ¢ um
subconjunto do codominio. Os dados acima nos levam a defini¢do dos “analogos” sub-

objetos em teoria das categorias.

Definicao 4.1.1.1. Seja C uma categoria, € d um objeto de C. Um sub-objeto de d ¢ um

monomorfismo f:a = d, isto é, com codominio d.

A cole¢do de todos os subconjuntos de um dado conjunto D é o chamado conjunto
poténcia de D, o qual é denotado por P(D), ou seja, P(D) = {A:A € D}. Como
sabemos, € ¢ uma ordem parcial sobre P(D), ou seja, (P(D),S) é um conjunto
parcialmente ordenado (poset). Como também sabemos, (P(D), <), como um poset, €
uma categoria com setas definidas da seguinte forma: A — B se, ¢ somente se, A € B.

Se A — B existe, entdo, o diagrama
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s
v
o

A

comuta, onde todas as setas do diagrama acima sao monomorfismos. Esses dados nos

permitem definir um “analogo” a relagao de inclusdao em teoria das categorias.

Definicao 4.1.1.2. Seja C uma categoria, ¢ f:a = d, g: b = d sub-objetos de d. Nos
dizemos que f € g se, e somente se, existe um monomorfismo h: a — b em C tal que o

diagrama

comuta. Ouseja, f = g o h.

A defini¢do acima afirma, entdo, que f € g exatamente quando f fatora-se
por meio de g. Note que a relagdo de inclusao sobre sub-objetos ¢ reflexiva e transitiva,

como podemos ver nos seguintes diagramas abaixo:

W) f<f;

Q
QU

v

la
a

(ii)sef S geg S k,entdo f C k;
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sef =goheg =koli,entio

\
g , a
f=kol(ioh).
f

E importante notar, também, que se f S g e g € f, entdo f e g fatoram-se um por meio

c

i‘

ioh b
h}

a

do outro, e temos sub-objetos isomorficos, f = g, tal como no diagrama abaixo:

b g y d

a

ouseja, f =goheg=foi. Aqui, h é um isomorfismo com inversa i, isto é, quando
f<SgegC<f,fegpossuem dominios isomorficos.

Note que, para afirmar a antissimetria de &, deve ser possivel afirmar que se
fSgegcf,entio f = g. No entanto, tal como definida acima, isso ndo é possivel,
tendo em vista que podemos ter a # b. Assim, em geral, © ¢ uma pré-ordem sobre os
sub-objetos de d, e ndo uma ordem parcial. Note, todavia, que = ¢ uma relacdo de
equivaléncia, ou seja, = ¢ reflexiva, simétrica e transitiva. Dessa forma, cada f:a » d

determina uma classe de equivaléncia
[f1={9:f =g},
e nds podemos, entao, formar a colegao

Sub(d) = {[f]: f é um monomorfismo com codf = d}.

Agora, seja C uma categoria qualquer, € d um objeto de C. Vamos denotar
por D a colecdo de sub-objetos de d. Como ja mencionamos, = ¢ uma relacdo de

equivaléncia. O conjunto quociente de D, o qual denotamos por D~, equivale a unido
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disjunta de todas as classes de equivaléncia que formam D. Isso quer dizer que, dado
[f]1={g € D:f = g}, nés temos D~ = {[f]: f € D}. Como ¢ facil notar, D~ = Sub(d).
Mas, num conjunto quociente, nds temos [f] S [g] se, e somente se, f S g em D, e
[f] =1[g] se, e somente se, f = g. Portanto, S ¢ antissimétrica em Sub(d), desde que
se [fl1S[gle [g] S[f], entdo fS g e g<Sf, logo, f=g, e assim, [f]=[g]
Definidos dessa forma, os sub-objetos de d agora formam um poset (Sub(d), ©).

Note que, tal como foi o caso para a nogdo de subconjunto, nés também
podemos dar um “analogo” a nocao de elementos em teoria das categorias. Um
elemento x € A pode ser identificado com o subconjunto unitario {x} € A, e portanto,
com uma inclusdo {x} & A. Conversamente, qualquer funcdo f:{*} - A determina um
elemento de A, a saber, a f-imagem do unico elemento de {*}. Lembre-se que inclusdes
sdo sempre injetivas, e assim, monomorfismos, € que o conjunto unitirio ¢ o objeto
terminal (Gnico somente a menos de isomorfismo) na categoria Set. Assim,
generalizando, podemos afirmar que em qualquer categoria C com objeto terminal 1,
um elemento x de um objeto a de C ¢ definido como uma seta x: 1 = a em C. Note que

setas x: 1 — a sdo sempre monomorfismos.

4.1.2 Formas esquematicas de senten¢as como cones

Agora que nds ja sabemos como tratar raciocinios tipicos da teoria de
conjuntos, tais como subconjuntos e elementos, de forma categorial, nds estamos
prontos para o passo seguinte. Nesse passo ndés vamos mostrar como podemos construir
esquemas de sentengas utilizando a nogado de cones. A ideia aqui € mostrar que podemos
converter a nossa intuicdo sobre o que significaria uma sentenga tal como ‘x ¢
vermelho’ em uma nocao totalmente esquematica tal como um cone. Lembrem-se que
nds estamos efetuando um passo a passo que envolve intui¢des perigosas como a de
aglomerados, mas que tais intui¢des sdo completamente legitimas e necessarias. Assim,
utilizando essas intui¢des, o que significaria dizer que algo ¢ vermelho? Obviamente
existem muitas respostas para essa pergunta, mas, vamos nos manter dentro do ambito
primitivo das nossas intuicdes e das nossas capacidades de classificacdo e abstracdo.
Podemos dizer que ‘x ¢ vermelho’ significa que x faz parte do aglomerado das coisas

que sao vermelhas. Mas, intuitivamente, dizer que x ¢ vermelho ¢, antes de tudo, dizer
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que x ¢ alguma coisa, digamos, um lapis, uma caneta, uma magca etc.. Portanto, x faz
parte de um aglomerado que faz parte de outro aglomerado.

Também, intuitivamente, o aglomerado das coisas da qual x faz parte (por
exemplo, x pode ser um lapis) ¢ menor do que o aglomerado das coisas que sao
vermelhas (mas, mesmo que ndo seja o caso, ¢ muito facil pensar num aglomerado ao
qual um objeto pertenca que ¢ menor do que o aglomerado de todas as coisas que sdo
vermelhas; em todo caso, isso ¢ apenas um exemplo intuitivo). Assim, a partir do
aglomerado ao qual x pertence podemos separar aqueles objetos que também sdo
vermelhos, € podemos dizer que esse segundo aglomerado esta contido no aglomerado
de todas as coisas que sao vermelhas. Dessa forma, como ja dissemos, podemos dizer
que ‘x ¢ vermelho’ significa que x € uma coisa que faz parte do aglomerado das coisas
que sdo vermelhas. Note que aqui ndo estamos querendo saber como ou por que a coisa
x ¢ vermelha, nos estamos querendo saber como podemos utilizar as nossas intuigdes ¢
as nossas capacidades de classificacdo e abstra¢dao para mostrar o que significa dizer que
x ¢ vermelho. Com o exposto acima em mente, vamos dar o passo adiante.

Como mencionado no tdpico anterior, f € g exatamente quando f fatora-se
por meio de g. Isso nos diz, imediatamente, que a inclusdo de sub-objetos ¢
caracterizada por uma propriedade definidora de cones. Mais especificamente, se nds
temosf:a = d, g: b = dsub-objetos de d, dizer que f S g ¢ afirmar que f:a >
d,h:a = b formam um cone com vértice a para g: b = d. Formalmente, a categoria
indexadora deve ser J =#—*, onde *—* ¢ um monomorfismo, ¢ o funtor F:J — C
deve ser tal que preserva monomorfismos, ¢ com C sendo completa e cocompleta.
Mantendo este paragrafo em mente, vamos definir uma relacdo esquematica e provar

uma proposi¢ao que sera crucial para os préximos passos.

Definicio 4.1.2.1 (Relacdo Esquematica). Seja C uma categoria arbitraria adequada, a
formulagdo da relacdo fatora-se por meio de pode sempre ser dada em C da seguinte

forma:

Sejam f:d — a e g:d = b morfismos, dizemos que g fatora-se por meio de f, se, ¢

somente se, existe uma seta h: a — b, tal que o diagrama
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comuta. Ou seja, g = h o f. Se h € Gnica dizemos que g fatora-se unicamente por meio

def.
A nocdo dual da relagdo fatora-se por meio de ¢ dada abaixo:

Sejam f:a — d e g: b = d morfismos, dizemos que f cofatora-se por meio de g, se, e

somente se, existe uma seta h: a — b, tal que o diagrama

d

v

comuta. Ou seja, f = g o h. Se h € Unica dizemos que f cofatora-se unicamente por
meio de g. A relacdo fatora-se por meio de, bem como sua dual, sdo puramente
esquematicas, e como tais, sdo ontologicamente neutras. Isso quer dizer que ndo faz
nenhum sentido perguntar, por exemplo, se tais relagdes sdo um universal ou um
particular.

Antes de continuarmos, serd necessario falarmos sobre propriedades'*
definidoras de cones. Sejam C, J categorias e F: J — C um funtor. Vejamos o diagrama

abaixo em C:

Fi

v

Fj (4.1.2.2)
Fu

" Lembre-se que se trata de propriedades esquematicas.
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Seja, agora, a propriedade G definida sobre pares de morfismos com dominios comuns
para Fi e Fj, por exemplo, 7;:¢ = Fi e 7j:¢ = Fj, como G((Tl-,rj)) = (Fuot; =15).
Note que G ¢ exatamente a propriedade que define cones para o diagrama (4.1.2.2).
Considere, agora, o par de morfismos A;:¢” = Fi e A;:¢"—> Fj, ¢ o morfismo
h:(z;, 7;) = (4, 4;), o qual se define por h:c - ¢’, tal que 7, =A;0h e T, = A0 h.
Dessa forma, podemos ver que (7;, 7;) fatora-se por meio de (A;, A;). Se o morfismo h ¢
unico, entdo, dizemos que a fatorizagdao ¢ Unica. A relacdo fatora-se por meio de € a
relagdoentre instancias'® da propriedade G. Vejamos o exposto acima em forma

diagramatica:

Fu
Agora podemos apresentar e provar a proposicao que sera essencial adiante.

Proposicao 4.1.2.3. O morfismo h reflete a propriedade de comutar com Fu, ou seja,

reflete a propriedade G. Isto ¢, se nés temos o par de morfismos (4;,4;) tal que
G((/ll-,/lj)), e se o morfismo h:(t;,7;) = (4;, 4;) existe, entdo, o par (t;,7;) possui a

propriedade G.

Prova. Se G((/li,/lj)), entdo, FuoA; = A;, que implica FuoA;oh = A;°h, mas,
T;=2Aohet; =2 oh,oquenosdd, (Fued;oh) =2 0oh) = (Fuort; =r1). m

Assim, a relagdo fatora-se por meio de reflete a propriedade, isto é: se G({4;,4;)) e

(i, Tj) fatora-se por meio de (A, 4;), entdo G ({t;, T;)).

15 ~ 4
Relacdo esquematica.
16 . , . s ; . . A . s
Mais uma vez, note que G é uma propriedade esquematica, e o que é chamado aqui de instdncia é
apenas uma forma esquematica.



143

Agora, podemos continuar 0 nosso passo a passo. Vamos considerar o

seguinte cenario:

{x}

h X (4.1.2.4)

v

Dizer que x € v ¢ dizer que existe um h:{x} = B tal que x = v o h. Podemos dizer,
entdo, que x, um membro de B, ¢ também um membro de C porque existe uma seta
voh que injeta x em C, e essa seta ¢ igual a seta x do diagrama acima. Note que as
setas h e x injetam, respectivamente, x em B ¢ em C. De acordo com o que ja expomos,
nos podemos dizer que (h, x) possui a propriedade de comutar com v, tal propriedade
denotaremos por V. Assim, dizer que (h, x) tem a propriedade V ¢ dizer que x = v o h;
portanto, dizer que (h,x) possui a propriecdade V ¢é dizer que o objeto x que é um
membro de B também ¢ um membro de C.

Voltando ao nosso exemplo, digamos que B seja um aglomerado de objetos,
e C seja o aglomeradode todos os objetos que sdo vermelhos. Assim, V{h, x) quer dizer
‘x é vermelho’'”. Assim, a forma esquematica da sentenga ‘x é vermelho’ ¢ V(h, x).
Note que ao chegar nesse ponto ndo precisamos mais pensar em aglomerados, mas
apenas no cone que expressa a forma esquematica de ‘x ¢ vermelho’, ou seja,
precisamos pensar apenas no diagrama (4.1.2.4). Mas, agora, para que possamos colocar
em pratica o que temos em mente, temos que encontrar uma maneira de relacionar
esquemas de sentengas. Mais ainda, nés temos que definir uma categoria na qual
esquemas de sentencas sao objetos e as relagdes esquematicas entre esses esquemas sao
setas. Sabendo que esquemas de sentencas sdo cones, fica facil saber que tal categoria

deve ser uma categoria onde os objetos sdo cones. O proximo tdpico ird tratar disso.

17 e~ g s z . ~ . .
X aqui ndo é uma varidvel, mas uma constante! E de suma importancia que o leitor mantenha em

mente que em todos os exemplos envolvendo formas esquematicas de sentengas estaremos lidando
com constantes, e ndo com variaveis!



144

4.1.3 Categoria das formas esquematicas de sentencas

Lembrem-se que limite ¢ um caso particular de seta universal, isto ¢, sejam
J, C categorias tais que J ¢ uma categoria pequena, F um funtor de J para C, e o funtor
diagonal A: C — €Y. Como sabemos, um limite para F ¢ uma seta universal de A para
F. Isso significa que o limite para o funtor F é o objeto terminal na categoria (A | F).
Deixe-nos pormenorizar essa defini¢do.

Tomemos o funtor diagonal A:C — €Y, e também um funtor F:J — C.
Note que F:J — C é um objeto de CY, assim, novamente, podemos considerar o objeto
F:J — C como um funtor da categoria 1 para a categoria C?, ou seja, F: 1 - C9. Dessa
forma, podemos definir a categoria comma (A | F) da seguinte forma:

Um objeto de (A 1 F) é uma tripla {(c,*, 1), onde ¢ é um objeto de C, * é o
objeto de 1, e n:A(c) = F(*), isto ¢, {c,*,nn) © n:A(c) = F(*). Um morfismo em
(Al F), ou seja, entre dois objetos {(c,*,n), {¢’,*,n") de (Al F), é um par (h,[), com

h:c - ¢’ e l:x - *, tal que o diagrama

A(c) A(hy  A()

nl ln’

F(x) , F(*)
F()

comuta. Ou seja, n” o A(h) = F(l) o n. Note que | é o morfismo identidade 1,:* — *, e,
claro, F(x) = F:J - C, e F(1,) ¢ a transforma¢do natural identidade 1z: F = F, que
atribui a cada objeto j de J a identidade 1p¢jy:F(j) — F(j). Assim, a tripla {(c,*,1)
representa a transformacdo natural 1n:A(c) = F. Note, também, que A(c), A(c") e
A(h):A(c) = A(c”) s@o justamente, e respectivamente, os funtores constantes e a
transformagdo natural resultantes da aplicacdo do funtor diagonal A:C — CY, que leva
objetos ¢ de C para o funtor constante A(c), e morfismos h: ¢ — ¢’ em C para as dbvias
transformagoes naturais T:A(c) = A(c)com T, = h para todo a de J. Assim, o

diagrama, na verdade, ¢ o seguinte:
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A(0) T A(c)
nl l n
F , F
1r

Note que como 7 ¢ uma transformacgao natural, para cada u:i - j em J nos

temos
[A(0)](D i, [AEIO
[A()]W) l l[A(C’)](u)
[A()]() > [A(N]D)
T
que d4
h  c
{7k
c >
h

ou seja, 1ooh =ho1, = h. Assim, nds precisamos ter apenas a comutatividade do

diagrama abaixo

h o c
nl ln’
F . F.
1p

Obviamente, do fato de 1 ser uma transformacao natural, segue-se que nds
temos, para cada objeto j deJ , um morfismo 7;: [A(c)](j) = F(j). Mas, claro,
[A(c)](j) = c para todo objeto j de J, o que nos faz ter, no fim das contas, apenas um
objeto ¢ de C e um morfismo ¢ — F(j) para cada objeto j de J. Assim, para cada

objeto j de J, tanto para 1 quanto para n°, nds temos



146

h o C
nl ln’
Fj . Fj.
1Fj

Obviamente, também, a condi¢do de naturalidade tanto de n quanto de n’
deve ser respeitada. Dessa forma, se u:i = j ¢ uma seta em (J, nds temos paran e 1,
respectivamente, os pares de setas n;:¢c = F(i), nj:c > F(j) e n'iic” > F(i), n'j ¢

¢” = F(j), junto com a comutatividade dos seguintes diagramas, respectivamente:

n; n;

Fi. ——» Fj
Fu

isto &, F(u) on; = 1j,e

Fi — » Fj,

Fu
isto ¢, F(u) o n’; =7n’j, o que nada mais sdo do que cones para o diagrama F (u). Dessa
forma, uma seta em (A | F), ou seja, entre dois objetos (c,x,n), (¢’ ,*,n") de (Al F), é

dado por uma seta h: ¢ — ¢’ tal que o diagrama
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n; nj n';

v v

F(0) > F(j)
F(w)

¢ comutativo. Ou seja,n; =n';ohen; =n'joh.

Assim, objetos na categoria (A I F) sdo cones para o funtor F, e podemos dizer que tal
categoria ¢ a categoria dos F-cones, o que denotamos por Coner.
Note que a seta h do diagrama acima ¢ justamente a relacdo fatora-se por

meio de. Agora, considere o seguinte cenario:

v

{x} {x}

v

De forma analoga ao cone (4.1.2.4), V(h’, x") quer dizer ‘x” é vermelho’. Como vimos, a
propriedade de comutar com v ¢ refletida pela seta [, ou seja, de acordo com a
Proposicdo 4.1.2.3, se V(h',x"), ¢ se a seta l: (h,x) = (h’,x") existe, entdo, V(h, x). Em
outras palavras, o predicado ‘¢ vermelho’ ¢ atribuido ao objeto x, ou seja, nds podemos
dizer ‘x¢é vermelho’, porque a forma esquematica V(h, x) fatora-se por meio de V{h', x")

(que também ¢ uma forma esquematica). Agora, note que a relagdo esquematica fatora-
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se por meio de ¢ a forma esquematica da relacdo de semelhanca'®. Isso porque ¢
intuitivo dizer que nds podemos afirmar que x ¢ vermelho' por x se assemelhar a outro
objeto vermelho (¢ claro que do ponto de vista em questdo, ou seja, cores). Assim, a
relagdo esquematica entre formas esquematicas de sentengas ¢ a forma esquematica da
relacdo de semelhancga entre objetos.

Mas, se x se assemelha a x*, entdo, obviamente, x” se assemelha a x. Assim,

nos temos que ter uma seta de volta, tal como no diagrama abaixo:

{x} <+ {x}
n
h X x’
v v
B » C
v

Também de acordo com a Proposi¢ao 4.1.2.3, se V(h,x), e a seta [":(h",x") = (h, x)

<

existe, entdo, V(h’,x"). Em outras palavras, o predicado ‘¢ vermelho’ ¢ atribuido ao
objeto x” por x” se assemelhar ao objeto x. Note que a x ¢ a x” sdo atribuidos 0 mesmo
predicado, ou seja, ‘¢ vermelho’, pelo fato de um assemelhar-se*® ao outro.

A partir do exposto acima nds podemos ter formas esquematicas nao apenas
de sentengas, mas também de fatos. Por exemplo, a forma esquematica do fato®' de x

possuir a mesma cor que x~ ¢ o diagrama comutativo abaixo:

¥ Muito cuidado aqui! “Relagado de semelhanga” aqui esta sendo entendido como um fato bruto, ou
seja, o fato de x se assemelhar a x’. O interessante sobre isso é notar que podemos construir formas
esquematicas para fatos! Isso bem pode dar bons insights, por exemplo, em teoria da verdade (veja §6
para uma explana¢do um pouco mais detalhada disso).

¥ podemos afirmar que x é vermelho, mas ndo podemos dizer que é por causa dessa semelhanca que x
é vermelho. Como e por que x é vermelho é um assunto que diz respeito a ciéncia, e ndo a filosofia!

% Lembre-se que a relacdo esquematica “fatora-se por meio de” é a forma esquematica da relagdo de
semelhanga.

* Tal como no caso das formas esquematicas de sentengas, é de suma importancia que o leitor
mantenha em mente que estamos lidando com constantes, e ndo com variaveis.
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v

Entretanto, nos temos um circulo vicioso aqui, pois para que V(h’, x") seja o caso, nds
temos que ter I/{h, x); mas para que V(h, x) seja o caso, nds temos que ter V{(h’, x").
Assim, deve existir algo fora da relagdo entre os esquemas das sentencgas ‘x ¢ vermelho’
e ‘x” é vermelho’. Para tal, n6s vamos precisar da no¢ao de esquemas paradigmaticos,

que vira da nog¢ao de particular paradigmatico.

4.1.4 Particulares paradigmaticos

Intuitivamente falando, a nogdo de um particular paradigmatico comumente
ocorre no uso da linguagem ordinaria como uma referéncia paradigmadtica, ou o
exemplo “perfeito”, de alguma coisa. Ou seja, podemos usar instdncias concretas para
exemplificar de forma paradigmatica certas caracteristicas. Por exemplo, o moto
perpetuo de Nicolo Paganini ¢ frequentemente utilizado como uma referéncia
paradigmatica do virtuosismo musical. Outros exemplos intuitivos podem ser mesmo
encontrados na definicdo de propriedades por meio de particulares paradigmaticos, tais
como a propriedade de ser Coltraneano, significando que o musico em questao possui a
capacidade de improvisar sobre harmonias complexas de mudancas rapidas. Aqui, John
Coltrane ¢ o particular paradigmatico para essa propriedade, e todas as pessoas as quais
o termo “Coltraneano” ¢ atribuido o sdo por estas assemelharem-se ao particular
paradigmatico. Enfim, podemos encontrar, no uso da linguagem ordinaria, inimeros
exemplos que caracterizam a nog¢ao intuitiva de um particular paradigmatico.

Uma intui¢do metafisicamente ruim sobre isso ¢ a seguinte: um particular
paradigmatico seria uma entidade x com uma propriedade P, mas, diferente de todas as

outras entidades com a propriedade P, x instanciaria P de um modo perfeito. Todas as
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outras entidades com a propriedade P assemelham-se a x, que representa a esséncia de
P, de modo que todas as outras entidades possuem a propriedade, mas, de maneira
imperfeita. Assim, se a propriedade ¢ vermelhiddo, o particular paradigmatico x seria
algo perfeitamente vermelho, e a uma entidade y seria atribuida o termo “vermelho” se,
e somente se, ela se assemelhasse a x.

Entretanto, a nog¢do de particular paradigmatico possui uma descricdo um
pouco mais aceitavel na visao de H. H. Price. Rodriguez-Pereyra (2002, p. 124) faz uma
distin¢do dentro do nominalismo de semelhanga, a saber, o0 nominalismo de semelhanca
igualitario e o nominalismo de semelhanca aristocratico. A diferenca se daria nas
concepgoes de estruturas de semelhanga nas classes de propriedades. Classes de
propriedades aqui seriam, de acordo com Rodriguez-Pereyra (2002, 4.2), classes cujos
membros sdo todos e somente aqueles particulares compartilhando uma propriedade. Na
posicdo igualitdria do nominalismo de semelhanca, como ¢ de se esperar pela
terminologia, todos os membros dessa classe possuem o mesmo status. Ja na posi¢ao
aristocratica do nominalismo de semelhanca existem, nessas classes de propriedades,
um ou mais pequenos grupos de particulares privilegiados. Dentre os possiveis
exemplos de nominalismo de semelhanga aristocratico, o principal ¢ o apresentado por
Price (1953). A terminologia igualitario/aristocratico ¢ encontrada no supracitado texto
de Price, e ¢ justamente de 14 que Rodriguez-Pereyra tira a sua terminologia para
distinguir os dois tipos de nominalismo de semelhanga. No entanto, Price utiliza o termo
‘igualitario’ para se referir a filosofia dos universais (realismo), deixando o termo

‘aristocratico’ para se referir a filosofia da semelhanga. Como Price mesmo explica:

Ambas as partes concordam que ha uma classe de objetos vermelhos. A
questdo €, que tipo de estrutura uma classe tem? (...) De acordo com a
Filosofia dos Universais, uma classe ¢, por assim dizer, uma promiscua ou
igualitadria aglutinacdo. Todos os seus membros tém, por assim dizer, o
mesmo status. Todos s3o instdncias do mesmo Universal, e nada mais pode
ser dito. Mas, na Filosofia de Semelhangas uma classe possui uma estrutura
mais complexa do que isso; ndo igualitaria, mas aristocratica. Cada classe
tem, por assim dizer, um nucleo, um anel interno de membros-chave,
consistindo de um grupo pequeno de objetos padrdes ou exemplares. Os
exemplares para a classe de particulares vermelhos podem ser um certo
tomate, um certo tijolo, ¢ um certo pos-box Britanico (PRICE, 1953, p. 20,
traducdo nossa).

Note que o que a Filosofia de Semelhancas de Price ¢ exatamente o
nominalismo de semelhanca aristocratico de Rodriguez-Pereyra. Seguindo Rodriguez-

Pereyra e Armstrong (1978a, pp. 45-46), n6s vamos chamar os objetos padrdes ou



151

exemplares de Price de paradigmas. Como ¢ algo facil de constatar, os paradigmas
possuem um papel essencial no nominalismo de semelhanga aristocratico, desde que as
classes de propriedades sdo determinadas por eles, ou seja, todos os particulares que se
assemelham aos paradigmas, em algum certo sentido ou maneira, pertencem a classe em
questdo. Talvez seja desnecessario dizer, mas para evitar qualquer problema, note que
os paradigmas sdo particulares. Dessa forma, paradigmas e particulares paradigmaticos
sdo a mesma coisa. Note também que, pelos motivos expostos acima, todas tais classes

devem possuir paradigmas, como Price mesmo diz

De acordo com a Filosofia de Semelhangas, ndo pode existir uma classe a
menos que existam objetos exemplares que mantenham a classe junta (...) Na
Filosofia dos Universais, o que mantém a classe junta ¢ um universal (...) Na
Filosofia de Semelhangas (...) 0 que mantém a classe junta ¢ um conjunto de
membros nucleares ou padrdes. Qualquer coisa que possua um grau
suficiente de semelhanga com esses membros ¢, assim, um membro da
classe; e ‘assemelhar-se suficientemente a eles’ significa ‘assemelhar-se a
eles tal como eles assemelham-se uns aos outros’ (PRICE, 1953, pp. 21-22,
traducdo nossa).

Armstrong (1978, p. 47) e Raphael (1955, p. 114) ressaltam, no entanto, que
‘assemelhar-se tal como’ deve significar ‘assemelhar-se pelo menos tal como’, ou seja,
‘pelo menos a0 mesmo grau como’. O motivo disso ¢ que, por exemplo, considere os
paradigmas vermelhos. Dado como Price coloca, nenhum outro tomate poderia
pertencer a classe, tendo em vista que tal tomate assemelhar-se-ia com o tomate
paradigma mais do que com o tijolo € o pos-box Britdnico. Assim, nenhum tomate
satisfaria a condicao de assemelhar-se aos paradigmas tal como eles (os paradigmas)
assemelham-se uns aos outros. Dessa forma, seguindo Rodriguez-Pereyra, vamos tomar
a posi¢do de Price como sendo aquela segundo a qual as classes possuem como
membros os particulares que se assemelham aos paradigmas pelo menos tal como os
paradigmas assemelham-se uns aos outros. Portanto, podemos dizer que, em geral, o
Nominalismo de Semelhanca Aristocratico ¢ a posicdo que sustenta o seguinte: para
cada propriedade F, a classe dos F-particulares tem alguns paradigmas. Note que, desde
que a visdo sustenta a ndo existéncia de universais, sem os paradigmas, como dissemos,
ndo existiria nada que mantivesse a classe junta. Vamos manter em mente, entdo, que
para Price, o que faz um particular ser F' ¢ que ele assemelha-se a F-paradigmas pelo
menos tal como eles (os paradigmas) assemelham-se uns aos outros. Nds, agora, vamos

mostrar como a teoria das categorias trabalha no que diz respeito a particulares
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paradigmaticos. O resultado sera a construgdo de formas esquematicas da nocdo de

particular paradigmatico®.

4.1.5 Forma esquematica da nocao de particular paradigmatico

Neste subitem serd mostrado como nds podemos chegar a forma
esquematica da nocdo de particular paradigmatico, ou seja, mostrar que essa no¢ao
possui um modelo preciso na teoria das categorias. A primeira coisa que deve ser feita €
mostrar como podemos chegar a uma forma esquematica de sentencgas que faz o0 mesmo
papel tedrico que o particular paradigmatico, s que, obviamente, com respeito as
formas esquematicas de sentencas. Entretanto, a partir do que expomos nesta
dissertacdo, mais especificamente, na parte dedicada a teoria das categorias, fica facil
perceber que tal forma esquemadtica ¢ apenas um limite para um dado funtor. Ou seja,
um limite tem o mesmo papel teodrico que um particular paradigmatico. Isso pode ser
visto muito facilmente da seguinte forma: lembrem-se que a relagdo esquematica fatora-
se por meio de é a forma esquematica da relagdo de semelhanca™; pela Proposico
4.1.2.3, n6és vemos, entdo, que todas as instdncias esquematicas de uma dada
propriedade esquematica G adquirem a propriedade esquematica G por estarem numa
relacdo esquematica com o limite, a saber, a relagdo fatora-se unicamente por meio de.
Por defini¢do, todas as instancias de uma dada propriedade esquematica G fatoram-se
unicamente por meio do limite (se ele existe). Nos podemos dizer, entdo, que a relagdo
esquematica fatora-se unicamente por meio de ¢ a forma esquematica da relagdo de
semelhanga entre uma instancia de uma dada propriedade e o particular paradigmatico™*.

Isto €, nds temos aqui duas coisas que tornam o limite a forma esquematica da nogao de

2 Algo de suma importancia que o leitor deve manter em mente aqui é o seguinte: quando falamos
sobre “formas esquematicas da nocdo de particulares paradigmaticos” ndao precisamos pressupor a
existéncia de particulares paradigmaticos no sentido de Price, ou no de qualquer outro sentido; nds
precisamos apenas saber qual seria o papel teérico de um particular paradigmatico, exatamente por isso
nds esbogcamos acima esse papel tedrico; o resto é completamente irrelevante.

2 Novamente, “relagdo de semelhang¢a” esta sendo entendido aqui como um fato bruto, a saber, o fato
de x se assemelhar a x’.

** Note gue nds estamos falando aqui em termos de papel teérico! Novamente, é completamente
irrelevante se ha ou ndo particulares paradigmaticos! A Unica coisa que importa aqui é o papel tedrico
da nocdo de um particular paradigmatico. Assim, de acordo com esse papel tedrico, a relagao fatora-se
unicamente por meio de é a forma esquematica da relagdo de semelhanca entre x e p, onde p é um
particular paradigmatico. Lembre-se também que “relagdo de semelhanga” aqui é entendido como um
fato bruto, a saber, o fato de x assemelhar-se a p, onde p é um particular paradigmatico. E, novamente,
a existéncia ou ndo desse fato bruto é irrelevante, s6 nos importa a nogao!
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um particular paradigmatico: (1) a propria definicdo de limite; e (2) a Proposicao
4.1.2.3.

Agora que nbés sabemos que a forma esquematica da nocdo de particular
paradigmatico ¢ um limite, n6s precisamo de uma maneira de chegarmos até essa forma

esquematica paradigmatica. Considere o seguinte diagrama:

[A()](xx7) = ¢ > [A()](xx ) =¢"-

. g . . . 9., , .
Seja a = b um diagrama em C, isso quer dizer que a = b ¢ a imagem do funtor

a ) g N N )
F:J — C, onde J =*—x*". Dois cones para a = b s3o duas transformacdo naturais
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T:A(c) > F, u: A(c”) = F. Agora, note que Af, que ¢ uma transformagao natural entre

) . . fo,
os dois funtores constantes, também forma um diagrama em C, a saber, ¢ — ¢’. Note,

também, que os componentes 7, de 7, u, de u, e 7, de 7, p, de p, formam,
. . f o, .
respectivamente, dois cocones para ¢ = ¢, ou seja, ,of =7, ¢ Uy of =1,. Um

. fo., . ,
colimite para ¢ — ¢ ¢ dado por um objeto Col F e duas setas ®,:c = Col F, ®;:¢” —
ColF, com ®,of =d, tal que se pu,of =1, ¢ U, of =rt,, entdo, existe,
respectivamente, uma unica seta !,: Col F — a, !,: Col F — b, com, respectivamente,!,, o

by=1, lgod,=pu, e lyody=1,, ! od; =pu,. Por sua vez, um limite para o

. g , . . . P
diagrama a — b ¢ dado por um objeto Lim F e duas setas x: Lim F = a, x: Lim F - b,
com gox =x’, tal que se got, =7, € gopu, = U, entdo, existe, respectivamente,
uma Unica seta !.:c —» LimF, !.:c"—= LimF, com, respectivamente, x o!. = T,,

xol.=t1,exol.=pu,,x ol.=pu,. Note que o objeto Col F e suas setas associadas
. _— . . 9
satisfazem exatamente a defini¢ao de um limite para o diagrama a — b. Dessa forma, o

e ) g . , - . fo, L.
limite para o diagrama a = b ¢ o colimite do diagrama ¢ — ¢” formado pelos dominios

dos cones para a % b.

Desde que, como ja mencionado, um limite € um caso especial de seta
universal, mais especificamente, ¢ uma seta universal de A para F, como corolario do
Teorema 3.3.1.4.5 nds temos que o F-cone limite ¢ o objeto terminal da categoria
Coneg, ou seja, o F-cone limite ¢ um objeto (c;,*,7n;) na categoria Coney tal que para
quaisquer outros Coneg-objetos (cy,*,1,) existe uma unica Coneg-seta de (Cy,*,1y)
para {c:,*, 1;¢). Além disso, como corolario do Teorema 3.3.1.4.5, nds temos que Limites
sd0 unicos a menos de isomorfismo, e por dualidade, Colimite ¢ o objeto inicial na
categoria comma (F ! A), que, como corolario do Teorema 3.3.1.4.4, também ¢ unico a
menos de isomorfismo. A seta unica acima mencionada €, entdo, a forma esquematica
da relagao de semelhanca entre um dado particular que e o particular pradigmatico.
Portanto, nés temos aqui uma categoria onde os objetos sdo as formas esquematicas de

sentencgas, € as setas sdo as formas esquematicas das relagdes de semelhanca.
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4.2 Nominalismo de semelhanca e o regresso infinito de Russell

Agora eu irei exemplificar o nominalismo de categorias proposto aqui
dando uma solugao para o regresso infinito identificado por Russell no nominalismo de

semelhanca.

4.2.1 Nominalismo de semelhanc¢a

Como vimos, o nominalista de semelhanca explica o fato de que a dois ou
mais particulares ¢ atribuido o mesmo predicado em razdo da semelhanga entre esses
particulares. Dessa forma, a semelhancga entre particulares ndo ¢ vista como o resultado
da pertenca de tais particulares a um dado universal, como instancias deste, pelo
contrario, a semelhanga ¢ vista como o fundamento ultimo pelo qual atribui-se 0 mesmo
predicado a particulares distintos. Assim, por exemplo, os particulares aos quais ¢
atribuido o predicado “branco” ndo sdo instancias do universal “brancura”, mas apenas
particulares semelhantes entre si.

O problema com o nominalismo de semelhanga foi apresentado por

Bertrand Russell no capitulo 9 do The Problems of Philosophy.

Se nds quisermos evitar os universais brancura e triangularidade, nos
devemos escolher alguma mancha branca particular ou algum particular
triangulo, e dizer que qualquer coisa ¢ branca ou um triangulo se ela tem o
tipo certo de semelhanga com os nossos particulares escolhidos. Mas, entdo, a
semelhanca requerida devera ser um universal. Desde que ha muitas coisas
brancas, a semelhanca deve ser o caso entre muitos pares de coisas brancas
particulares; e isso ¢ a caracteristica de um universal. Sera inutil dizer que
existe uma semelhanga diferente para cada par, pois nos, entdo, deveremos
dizer que essas semelhangas assemelham-se umas as outras, e, assim, no fim
das contas, nos seremos for¢cados a admitir semelhanga como universal. E
tendo sido forgados a admitir esse universal, descobrimos que nao vale a
pena inventar teorias dificeis e implausiveis a fim de evitar a admissdo de tais
universais como brancura e triangularidade (1912, p. 53, tradug@o nossa).

Podemos expor o argumento de Russell contra o nominalismo de semelhanga da
seguinte forma: considere a existéncia de trés particulares a, b e ¢ com uma mesma
propriedade P, desde que a ¢ semelhante a b ¢ b ¢ semelhante a ¢, a relacdo de
semelhanca deve ser um universal. Entretanto, o nominalista de semelhanca nega a
existéncia de universais, entdo, ele argumenta que a semelhanca entre a e b (digamos
s1), € a semelhanga entre b e ¢ (digamos s,) ndo sdo as mesmas, logo, sdo particulares

tais como a e b. Mas, se s; € s, sdo particulares, e 0 nominalista de semelhanga explica
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as propriedades de objetos particulares em termos de semelhanga, entdo, devemos dizer
que s; € S, sdo semelhantes por serem semelhancas de particulares que sao P. Assim,
nos temos uma semelhanga de segunda ordem, digamos, s, , que por sua vez tambeém €
um particular, o que nos obriga a efetuar o mesmo procedimento, ou seja, considere as
semelhancas 54, S, € S3 que sdo semelhantes por serem semelhancas de particulares que
sdo P, entdo, nds temos que s; ¢ semelhante a s, e s, ¢ semelhante a s3, 0 que nos da as
semelhangas s, € sg,, que sdo semelhantes por serem semelhangas de semelhangas de

particulares que sdo P, e assim por diante, em um regresso infinito.

O problema com o argumento de Russell ¢ o fato de ndo termos uma
defini¢do rigorosa de “semelhanca”, a no¢cdo de semelhanca aqui empregada ¢ obscura,
nada ¢ dito sobre o que de fato ocorre quando existe uma relagdo de semelhanca entre
dois particulares ou mais. E isso, claro, ¢ uma falha do préprio nominalista de
semelhanga, pois a sua explicagdo nao especifica o que ele quer dizer quando afirma:
“os particulares sob os quais atribuimos o predicado ‘¢ Q’ ndo sdo instancias da Q-
idade, mas sim particulares que se assemelham”. O que significa dizer “particulares que
se assemelham”? Ou seja, a resposta a questao “Como ¢ possivel que dois particulares
compartilhem o mesmo predicado?” tem uma resposta, no nominalismo de semelhanga,
incompleta. Alguém poderia objetar argumentando que ndo ¢ necessario dar uma
defini¢do rigorosa para a nocdo de semelhanca, pois a semelhanga entre dois objetos
surge a partir da propria existéncia destes, sendo, portanto, intuitiva e ndo-analisavel.
No entanto, ndo estamos afirmando que a nogdo de semelhanga ndo ¢ intuitiva, estamos

afirmando que apenas dizer que ¢ intuitiva ndo ¢ suficiente.

4.2.2 Solucao de Cargile

Note que a premissa de Russell que deve ser combatida pelo nominalista de
semelhanga ¢ a que afirma a existéncia da semelhanca entre pares de particulares
brancos (no caso do nosso exemplo), ou seja, para Russell, a inica forma de evitar o
regresso infinito ¢ considerar a semelhangca como um universal, pois, como vimos, se
sustentarmos que a semelhanga entre a ¢ b ¢ a semelhanga entre b e ¢ sdo particulares,
isto ¢, sdo diferentes, caimos no fatidico regresso. A tentativa de eliminar esse regresso
infinito, dada por Cargile (2003), utiliza a no¢do de particular paradigmatico. A ideia

basica de Cargile ¢ sustentar que as relacdes de semelhanca se ddao apenas entre
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particulares nao paradigmaticos e o particular paradigmatico. Assim, por exemplo, tome
novamente 0s objetos a,b e ¢ do exemplo acima, mas, considere agora a como o

particular paradigmatico. Nos temos, entdo, as seguintes relagdes:
1. aR,b, aR,c;

2. (R)R3(Ry).

Postulando a como um paradigma, o regresso para em R;. Note que a
solucdo de Cargile exige certos pressupostos, tais como a ndo instanciagdo da relacdo de
semelhanca por multiplos particulares, e a ja citada exclusividade das relagdes, ou seja,
as relagdes de semelhanca ocorrem apenas entre particulares nao paradigmaticos € o

particular paradigmatico.

4.2.3 Problemas com a solucido de Cargile — A solu¢do que proponho

Miotto Lopes (2012) aponta os problemas da solugdo de Cargile. O primeiro
¢ sobre a propria nocao de particular paradigmatico, ou seja, parece ndo existir nenhuma
maneira, além de mera convencdo, que nos faga saber como e por que um particular ¢
definido como paradigmatico. Assim, sendo uma mera convengdo, no caso da nado
existéncia de agentes cognitivos num caso qualquer que haja particulares e semelhanga
entre particulares, o regresso ocorreria, tendo em vista que a ndo existéncia de agentes
cognitivos que convencionem um particular como paradigmatico equivale a nao
existéncia de um particular paradigmatico no caso acima descrito. Outro problema
apontado por Miotto Lopes ¢ sobre a exclusividade das relagdes de semelhanca, isto &,
mais uma vez, ndo existe nenhuma maneira, ou mesmo razao, que nos faca saber por
que a relacdo de semelhanga se da apenas entre particulares ndo paradigmaticos e o
particular paradigmatico; e mais ainda, ndo existe nenhuma razao, além de, mais uma
vez, mera convencao, para aceitarmos a exclusividade das relagcdes de semelhanga, ou
seja, para aceitarmos que as relagdes de semelhanca ndo ocorrem também entre
particulares nao paradigmaticos. Por exemplo, se o particular paradigmatico a ¢
vermelho, e b, ¢ s3o vermelhos por se assemelharem a a, entdo, obviamente deve existir
algum tipo de semelhancga entre b e c, isto ¢, devem existir relagdes de semelhanca entre
particulares ndo paradigmaticos. Assim, mesmo se aceitarmos particulares

paradigmaticos, o regresso infinito de Russell ocorre.
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Assim, nossa proposta resolve todos os problemas apontados por Miotto
Lopes. Nos definimos uma categoria onde a forma esquemadtica da nogdo de particular
paradigmatico ¢ o limite, isto ¢, nds ndo precisamos convencionar nada, ela esta 14, e a
sua existéncia independe da existéncia de agentes cognitivos. Além disso, a forma
esquematica da nogdo de particular paradigmatico nao ¢ escolhida e identificada
arbitrariamente, ela ¢ o colimite do diagrama formado por todas as formas esquematicas
de sentencas. A exclusividade da relacdo de semelhanga também ¢ garantida, e
igualmente independente da existéncia de agentes cognitivos, pois na categoria em
questdo, a forma esquematica da nog¢ao de particular paradigmatico (o limite) ¢ também
0 objeto terminal, logo, existe uma, e somente uma relacdo (seta) entre cada forma
esquematica de sentenga e a forma esquematica da nocao de particular paradigmatico, e
essa relagdo se da exclusivamente entre formas esquematicas de sentengas e a forma
esquematica da nogao de particular paradigmatico, ou seja, ela ndo se da entre formas
esquematicas de sentencas. Sobre a existéncia de relacdes de semelhanca entre
particulares ndo paradigmaticos, na categoria em questdo existe uma relagcdo que se da
apenas entre as formas esquematicas de sentencas. Entretanto, o regresso infinito de
Russell ndo ocorre, pois as relagdes sempre param na forma esquematicada nogao de

particular paradigmatico.

5 FUNTORIALIZACAO DA NOCAO DE PARTICULAR PARADIGMATICO

Eu vou utilizar aqui dois corolarios que seguem diretamente de §3.4.

Corolario 5.1. Seja F: C —» D um funtor. Entdo, F tem um adjunto direito se, e somente

se, para cada objeto d de D, existe um objeto terminal na categoria dos cones (F | d).

5.1.1 Aplicacao do Corolario 5.1 as formas esquematicas da nocao de particular

paradigmatico

Seja A:C — €I o funtor diagonal. Entdo, A tem um adjunto direito se, e
somente se, para cada objeto (funtor) F de €7, existe um objeto terminal na categoria
dos cones (A | F). Ou seja, se, e somente se, para cada objeto (funtor) F de CY, existe
uma forma esquematica da nogdo de particular paradigmatico na categoria das formas

esquematicas de sentengas (A | F).
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Assim, o0 a forma esquematica da nogdo de particular paradigmatico existe
se, ¢ somente se, o funtor A possui um adjunto direito. Portanto, perguntar pela
existéncia da forma esquemadtica da nogdo de particular paradigmatico ¢ perguntar se

um dado funtor possui um adjunto direito.

Corolario 5.2. Sejam F:C - D ¢ G: D — C funtores. Entdo, uma adjungdo (F - G) ¢

equivalente a:
e Existe uma transformacao natural
€:FG - idp (co-unidade)
tal que dado qualquer objeto d em D, o morfismo
eqFGd - d
¢ um objeto terminal na categoria dos cones

(Flad).

5.2.1 Aplicacido do Corolario 5.2 as formas esquematicas da nocio de particular

paradigmatico

Sejam A:C — €J e A:CJ — C funtores. Entdo, uma adjungdo (A + A) é

equivalente a:
e Existe uma transformacao natural
e:AA - id g (co-unidade)
tal que dado qualquer objeto F em €7, o morfismo
& AAF - F
¢ um objeto terminal na categoria dos cones

(ALF).



160

5.3 Funtorializando a no¢ao de particular paradigmatico

5.3.1 Aplicacdo do Teorema 3.4.3.3 (co-unidade)

Uma adjungao (A, A, @):C — CJ determina uma transforma¢do natural
e AA > | cJ tal que, para cada objeto F, a seta £ ¢ universal de A para F, enquanto o

adjunto esquerdo de cada g:c —» AF é 9 1(g) = ez o Ag: Ac — F.

Pelo Lema 3.3.3.1 nos temos que €, € uma seta universal
epiAAF - F | er = @ (155) F um objeto de €7 ,

de A para F, mais especificamente, ¢ uma seta universal (ZF , €r), onde AF éum objeto
de C, e &r ¢ uma seta &g: AAF - F em CY, tal que para todo par (c, A1), onde ¢ é um
objeto de C, e A ¢ uma seta A: Ac > F em CY, existe uma unica seta g: ¢ — AF em C, tal

que o diagrama

AF &
comuta. Isto €, ep 0o Ag = A.

Dessa forma, a adjun¢ao da uma seta universal & de A para F para cada objeto F.
5.3.2 Co-unidade da adjuncio como limite

Relembre a defini¢do de um limite. Sejam C, J categorias € F:J — C um
funtor. O Limite de F:J — C é uma seta universal {r,v) do funtor diagonal A: ¢ —» C9
para F.

Note que a co-unidade da adjungdo A + A satisfaz exatamente a defini¢do de

limite. A seta universal da defini¢do acima (o limite), tal como entendida no contexto da
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co-unidade, ¢ o par (ZF ,€r), onde nesse contexto, ¢ universal entre os pares (c, 7).
Como ja dissemos,[A(c)](i) = ¢ para todo objeto i de J, assim, A é apenas a seta
Aiic = Fiem C, , para cada indice i de J. E como ja sabemos, para cada seta u:i — j

em (J, pela condi¢do de naturalidade, o diagrama abaixo ¢ comutativo em C

i Cc Ai L Fi

1. Fu
v » FJ,
] /1j

ou seja, Fu o A; = A;, tal como no diagrama abaixo:

Fu

Da mesma forma no caso da co-unidade: a seta gz: AAF — F é, no fim das
contas, apenas a seta &g (;): [AEF](i) = ¢ — Fi, para cada indice i de J
Assim, os pares (c, 1), como ja sabiamos, sdo os cones, € a co-unidade é exatamente o

limite, tal como pode ser visto, novamente, abaixo:



t
c > [AAF](i) = Lim F
Ai EF ()
v v
Fi > Fj

Fu

&r = cone limite

162
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6 CONCLUSAO

No decorrer desta dissertacdo eu apresentei uma nova e original abordagem
para o Problema dos Universais. No entanto, podemos dizer que os desdobramentos dos
resultados aqui expostos vao muito além do Problema dos Universais, trata-se de uma
nova abordagem metafisica. O que foi apresentado aqui pode ser encarado como uma
revolucdo na metafisica, onde foram dados os ingredientes basicos que nos permitirdo
nos livrar de vez de qualquer tipo de comprometimento ontolégico. Uma das principais
vantagens dessa abordagem ¢ que podemos trabalhar com ontologia sem que para isso
tenhamos que invadir o territério da ciéncia. Ou seja, quando construimos a forma
esquematica de um fato, ndo precisamos postular a existéncia de uma entidade (a forma
esquematica) por tras da realidade.

Outro desdobramento interessante pode ser encontrado em teorias da
verdade e do significado. Por exemplo, em geral, o nominalista ndo pode aceitar a
existéncia de proposicdes sem se comprometer ontologicamente com entidades
extralinguisticas. Ou seja, enquanto uma sentenca ¢ apenas uma constru¢ao gramatical,
o mesmo nado pode ser dito de proposicdes. Proposicdes sao aquilo que as sentencas
declarativas sinOnimas possuem em comum, isto ¢, duas sentencas vao expressar a
mesma proposicao se, e somente se, elas possuem o mesmo significado. Assim, ‘possuir
o mesmo significado’ pode ser definido como ‘possuir a mesma forma esquematica’. A
vantagem de tratar significados como formas esquematicas de sentencas ¢ Obvia. Em
primeiro lugar, como eu disse, ndo ha comprometimento ontologico, ou seja, nds nos
livramos do inconveniente de termos de nos comprometer ontologicamente com
significados. Em segundo lugar, n6s podemos facilmente definir a ideia de sentengas
com a mesma forma esquemadtica, por exemplo, podemos dizer que duas sentencas
possuem a mesma forma esquemadtica se, e somente se, a seta identidade da forma
esquematica de uma ¢ a mesma seta identidade da forma esquematica da outra. Ja no
caso do significado, para definir a ideia de sentencas com o mesmo significado nos
teremos que, primeiro, enfrentar e solucionar o célebre problema da sinonimia, ou seja,
n6és devemos recorrer a nog¢do celebremente complicada e insoltivel de sinonimia. E
facil ver, a partir do exposto neste paragrafo, que isso nos da as ferramentas necessarias,
€ nos mostra o caminho, para uma reabilitacdo da analiticidade.

Em teorias da verdade a teoria das formas esquematicas desenvolvida aqui

pode dar uma nova, plausivel e eficaz roupagem para a teoria da verdade por
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correspondéncia. Russell e Wittgenstein, na época em que sustentavam o atomismo
logico, usaram correspondéncias entre proposi¢des e fatos como defini¢des de verdade.
Nao ¢ necessario discorrer sobre os detalhes das visdes de Russell e Wittgenstein sobre
a teoria da verdade por correspondéncia e o atomismo légico. O ponto aqui € que as
criticas contra tal teoria, em geral, atacam a sua tese principal, a saber, a
correspondéncia entre proposicdo e fato. Ou seja, os criticos apontam que a
correspondéncia ¢ obscura. Até mesmo se exemplos simples forem escolhidos, tais
como, ‘o gato esta a esquerda do homem’, o isomorfismo que a teoria afirma existir
entre a estrutura da proposicdo e a estrutura do fato esta envolto em complicacdes e
dificuldades. Se formos analisar a proposi¢do e o fato, constataremos que o fato de o
gato estar a esquerda do homem tem apenas dois componentes, enquanto que a
proposi¢ao tem pelo menos trés. Susan Haack (2002, p. 135) chama a atencdo para o
fato de que a interpretacao desse isomorfismo estd intimamente relacionada as duas
teses caracteristicas do atomismo légico, a saber, a teoria sobre a estrutura Ultima do
mundo e ideal de uma linguagem perfeitamente clara. E a partir disso ela coloca a

(13

seguinte questdo: “... a teoria da correspondéncia pode ser divorciada do atomismo
logico e, se pode, que explicagdo poderia, entdo, ser dada a respeito da relacao de
correspondéncia” (p. 135). Desde que n6s podemos construir tanto formas esquematicas
de sentencas quanto formas esquematicas de fatos, ndés podemos dizer que uma sentenca
¢ verdadeira se, ¢ somente se, a sua forma esquematica ¢ isomorfica a forma
esquematica do fato declarado. Assim, respondendo a questdo colocada pela Susan
Haack, nos dizemos que sim, a teoria da verdade por correspondéncia pode ser
divorciada do atomismo légico. E quanto a explicacdo da relagdo de correspondéncia,
como ja dito, pode ser dada em termos de isomorfismos entre formas esquematicas de
sentencas e formas esquematicas de fatos.

Como podemos ver, os resultados apresentados aqui sobre a teoria das formas
esquematicas possuem um fértil terreno para prover solu¢des a problemas filosoficos
conhecidos. De fato, a ideia de uma ontologia esquematica aliada as ferramentas

encontradas na teoria das categorias pode tirar a filosofia da sua fama de area dos

problemas que nao se resolvem.
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