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RESUMO

Este trabalho esta dividido em duas partes. Na primeira parte, obtemos um teorema de
rigidez para hipersuperficies CMC completas de um espago homogéneo riemanniano, com
uma versao para hipersupericies compactas e uma para nao compactas. No caso de um
grupo de Lie lorentziano G munido de uma métrica biinvariante, mostramos que as tinicas
hipersuperficies espaciais compactas, imersas em GG e CMC sao as classes laterais de um
subgrupo de Lie L de G. Mostramos também, que toda hipersuperficie espacial compacta
que possui o operador de Weingarten A positivo semidefinido é totalmente geodésica. Na
segunda parte, a partir de uma variedade kahleriana M que possui um campo conforme
fechado, construimos uma familia de métricas kidhlerianas para M e obtemos equacoes
diferenciais ordinarias para encontrar exemplos de métricas Einstein e sélitons de Ricci
no espago euclidiano complexo e em um cone riemaniano gerado por uma variedade de

Sasaki Einstein.

Palavras-chave: Espagos Homogéneos. Grupos de Lie Lorentzianos. Métricas Kahleri-

alnas.



ABSTRACT

This work is divided into two parts. In the first part, we obtain a rigidity theorem
for complete CMC hypersurfaces in a Riemannian homogeneous space, with versions for
compact and noncompact hypersurfaces. In the case of a Lorentzian Lie group G with
a bi-invariant metric, we show that the only compact CMC spacelike hypersurfaces im-
mersed in G are the lateral classes of a Lie subgroup L of G. We also show that every
compact spacelike hypersurfaces of G having positive semi-definite Weingarten opera-
tor A are the totally geodesic ones. In the second part, from a Kéhlerian manifold M
with a closed conformal vector field, we crafted a family of Kahlerian metrics of M and
get ordinary differential equations to find examples of Einstein metrics and Ricci solitons

in the Euclidean complex space and in a Riemannian cone over a Sasaki Einstein manifold.

Keywords: Homogeneous Spaces. Lorentzian Lie Groups. Kéhlerian Metrics.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho estd dividido em duas partes. Na primeira parte tratamos
do estudo de hipersuperficies de espagos homogéneos riemannianos e de grupos de Lie
lorentzianos. A segunda parte trata da construgao de métricas kahlerianas em variedades
kahlerianas que possuem um campo conforme fechado.

No estudo de hipersuperficies de espagos homogéneos, nosso objetivo é obter
um resultado de rigidez para hipersuperficies CMC pondo uma hipdtese de limitacao sobre
|A]?, onde A é o operador de Weingarten da hipersuperficie. Dados um espago homogéneo

G/H tal que Ad(H) tem fecho compacto em G'L(g) e uma hipersuperficie
¢: M — G/H,

onde G e H sao grupos de Lie. Denotando por g a algebra de Lie de G, construimos uma
aplicagao
n:M—g,

que generaliza a aplicagdo de Gauss definida em (BITTENCOURT and RIPOLL, 2006).
Vamos mostrar varias propriedades da aplicacao 7 e caracterizar as hipersuperficies de
G/H para as quais a aplicagao n é constante. Para os resultados principais vamos conside-
rar uma fungao f : M — R, dada por f = (V, N), onde V é um campo de Killing de G/H
e N é um campo normal unitario de M. Calculamos o laplaciano de f e nossas hipoteses
nos permitirao concluir que a aplicagao n é constante. Os resultados estao dividos nos
casos em que M é compacta e no caso em que M é completa e nao compacta. Para este
ultimo caso precisaremos adicionar uma hipotese de convergéncia no infinito da aplicagao
7.

Passando para o caso de um grupo de Lie lorentziano G que possue uma

métrica biinvariante, vamos estudar hipersuperficies espaciais
o: M — G,

e obter dois resultados. O primeiro é mostrar que as tnicas hipersuperficies espaciais
compactas, imersas em G e CMC, sao os subgrupos L™ de G"*! e suas clases laterais. E o
segundo é mostrar que toda hipersuperficie espacial compacta (nao necessariamente CMC)
que possui o operador de Weingarten A positivo semidefinido é totalmente geodésica. Para
este segundo resultado mostramos também uma versao para o caso em que M é completa
nao compacta. Para tal resultado, adicionamos uma hipotese de convergéncia no infinito
da aplicacao de Gauss de M .

Na segunda parte do trabalho, generalizamos um método utilizado em (CA-

MINHA, 2017) para construgao de novas métricas kéhlerianas em variedades kéhlerianas
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que possuem um campo conforme fechado. Mais precisamente, dada uma variedade kéahle-
riana (M, J, g) que possua um campo conforme fechado £ e p € C*°(M) é uma fungao
positiva que depende de |£]? = g(&,€). Se y/ denota a derivada de p com relagao a |€]? e
p+ p'€)? > 0, entdao a métrica g dada por

§=pg+ (02 +6%)

¢ uma métrica kahleriana de (M, J). Vamos obter algumas condi¢oes para que § seja
uma métrica riemanniana completa, calcular a curvatura seccional holomorfa e o tensor
de Ricci dessa nova métrica. Ao final usamos a expressao do tensor de Ricci para obter
EDO’s que geram exemplos de métricas que sao Einstein e sélitons de Ricci em C” e em
um cone (0, +00) x; N, onde N ¢ uma variedade de Sasaki e Einstein. No Exemplo (5.19)

encontramos o mesmo séliton de Ricci de C" j& encontrado em (CAO, 1994).
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2 Preliminares

Este capitulo tem como objetivo apresentar alguns conceitos basicos sobre
grupos de Lie e espacos homogéneos, bem como apresentar alguns resultados que serao
utilizados no restante do texto. Indicamos (CAMINHA, 2014) e (LEE, 2003) como re-

feréncias gerais aos assuntos tratados aqui.

2.1 Grupos de Lie

Dado um grupo de Lie G com élgebra de lie g, denotamos, respectivamente, por L, e R,
as translagoes a esquerda e a direita por um elemento g € G. A representacao Adjunta de
G é a aplicacao Ad : G — GL(g), tal que Ad, = Ad(g) = d(Lg o Ry1).. A representacao
adjunta da algebra de Lie g é a aplicagao ad : g — gl(g), tal que

ad(X)(Y) = adxY = [X,Y].

As representacoes adjuntas de G e g sao relacionadas pela igualdade Ad, = ad, onde Ad,

denota a diferencial de Ad na identidade de G. Portanto, para X,Y € g, temos que

d
% tzoAdexp(tX)(Y) = [Xa Y]a (21)

onde exp : g — G, denota a aplicagao exponencial do grupo de Lie G.

Dizemos que um subespago vetorial h C g é uma subalgebra de g se [X,Y] € b,
para quaisquer X,Y € b; dizemos que esse subespaco h é um ideal de g se [X,Y] € b,
para quaisquer X € heY € g. E mostrado no Capitulo 20 de (LEE, 2003) que, a cada
subdlgebra b de g, corresponde um unico subgrupo de Lie conexo H de G, cuja algebra
de Lie é h. Também é mostrado 14 que, para um subgrupo conexo K de G, a sua algebra
de Lie R é um ideal de G se, e somente se, K é um subgrupo normal de G.

A seguir entraremos em alguns detalhes a respeito de algebras de Lie que serao
explorados mais a frente. Indicamos o Capitulo 1 de (KNAPP, 2002) como referéncia para
tais detalhes.

Uma soma direta de dlgebras de Lie h e & com colchetes [-, ]y e [, |, respec-
tivamente, ¢ uma algebra de Lie g = h & R (soma direta de espagos vetoriais), onde o
colchete de Lie de g ¢ definido, para X = X + Xz e Y = Y| + Yi, como sendo

(X, Y] = [ X, Yoly + [Xg, Yals.

De forma que [h, 8], = 0.
Dizemos que uma algebra de Lie g ¢ simples se ela é nao abeliana e nao contém
ideais proprios. Dizemos que uma algebra de Lie g é semisimples se g ¢ uma soma direta

g=091P - D gk, onde cada g; ¢ uma algebra simples. E facil verificar que, para uma
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algebra semisimples g, temos
9.9 = 0. (2.2)

Dizemos que um grupo de Lie G é simples, ou semisimples, se sua algebra de Lie g é
simples, ou semisimples, respectivamente.

Pode-se definir também um produto semidireto de algebras de Lie. Dada uma
algebra de Lie K, definimos uma derivacao de 8 como sendo um elemento p € gl(fK) tal
que

pIX, Y] = [p(X), Y]+ [X, p(¥)],

para quaisquer X,Y € K. O conjunto de todas as derivagoes de K é uma subalgebra de
gl(R), denotada por Der K. Dado um homomorfismo de &lgebras de Lie ¢ : h — Der R,

definimos o produto semidireto h x4 & como g = h x & com colchete definido por

[(Xy, Xa), (Y, Ya)| = ([Xp, V), 6(X3) (Ya) — ¢(¥y) (Xa) + [ X, Yi))-

Assim como para dlgebras, podemos definir um produto semidireto de grupos
de Lie. Dado um grupo de Lie K, denotamos por Aut (K) o grupo dos automorfismos de K
(aplicagbes que sao difeomorfismos e isomorfismos do grupo K). Dado um homomorfismo
de grupos de Lie 7 : H — Aut (K), definimos o produto semidireto H x, K como a

variedade produto H x K, munida com o produto

(h1, k1) - (ho, k2) = (haky, ki7(R)(ho)).

Com o produto acima G = H x, K, torna-se um grupo de Lie, com elemento identidade
(e,e) e inversao (h,k)~' = (b=, 7(h"")(k™")). A Proposigao 1.124 de (KNAPP, 2002)
mostra que a algebra de Lie de H x, K é b x4, K.

Agora, trataremos da estrutura métrica de um grupo de Lie G. Dizemos que
uma métrica de G é invariante a esquerda se L, ¢ uma isometria de G para cada g € G. O
conjunto das métricas invariantes a esquerda de G pode ser identificado com o conjunto
dos produtos escalares de g. De fato, dado um produto escalar (, ). em T,G ~ g, definimos

uma métrica invariante a esquerda (,) em G por
(v,w)g = (dLy-1(v),dLy-1(w))e.

Uma métrica invariante a esquerda de G é dita ser biinvariante se ela também é invariante
a direita, ou seja, se I?, ¢ uma isometria de G para cada g € G.
A Proposicao 11.9 de (O’NEILL, 1983) d4 algumas caracterizacoes de métricas

biinvariantes. A seguir, apresentamos duas delas.

Proposicao 2.1. Seja G um grupo de Lie munido de uma mélrica biinvariante (,).

Entao:
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a) (identidade de Wey ara quaisquer X,Y, Z € g vale que
dentidade de Weyl) P XY, Z [
((X,Y], 2) = (X, [, Z]). (2.3)

(b) Se V € a conexdo de Levi-Civita de G e X,Y € g, temos

VY = %[X, Y], (2.4)

Com o auxilio da proposicao acima e da identidade de Jacobi, obtemos o
tensor de curvatura R de um grupo de Lie G munido de uma métrica biinvariante. Para

X,Y,Z € g o tensor de curvatura de G é dado por
1

2.2 Submersoes Riemannianas

Sejam M e B variedades riemannianas e 7 : M — B uma submersao. Para cada ¢ € M,
temos T,M = V, ® Mg, onde V, = ker(dm,) e Hy, = V,". Um vetor v € T,M ¢é dito
vertical se pertence a V,, e horizontal se pertence a H,. Dizemos que a submersao 7 ¢
uma submersao riemanniana se dm, : H, — T B for uma isometria linear para cada
q € M. Pode-se mostrar que, dado um campo X em B, existe um tinico campo horizontal
X em M tal que dﬂp(yp) = Xi(p); esse campo ¢ chamado de levantamento horizontal de
X.

Dada uma submersao riemanniana 7 : M — B, denotamos ambas as métricas
de M e B por (,); também, denotamos por V,V as conexdes de Levi-Civita de M e
B, respectivamente. Dado um campo X em M, denotamos as componentes vertical e
horizontal de X por XV e X", respectivamente. Abaixo, temos um lema que sers 1til

para fazer cdlculos. Para uma demonstragao, veja o Lema 4.3 de (CAMINHA, 2014).

Lema 2.2. Se X,Y sdo campos em B, com levantamentos horizontais X,Y € X(M),
entao:

(a) (X,Y)=(X,Y)or.

(b) [X,Y]" € o levantamento horizontal de [X,Y].

(c) (VY)" € o levantamento horizontal de VxY .

2.3 Espacgos Homogéneos

Dados um grupo de Lie G e uma variedade diferencidavel M, uma acao a esquerda de G

em M é uma aplicacao suave

0:GxM—M

(9.p) —g-p
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tal quee-p=peg-(h-p) = (gh)-p, para todos g,h € G e p € M. Denotamos por
0, : M — M a aplicagao dada por 6,(p) = g - p. Segue que 8, = Idy € 0,0, = O,,; em
particular, 0, ¢ um difeomorfismo de M, com inverso 0,-1.

Analogamente, definimos uma agao a direita de G em M como uma aplica¢ao suave

0:Gx M —M

(9.p)—p-g

tal que p-e=pe (p-h)-g=p-(gh), para todos g,h € G e p € M.

No que segue, por simplicidade, os conceitos e resultados referentes a acoes
serao restritos as acoes a esquerda. No entanto, existem conceitos e resultados analogos
referentes a agoes a direita. Uma agao (a esquerda) 6 : G x M — M da origem a uma

relagao de equivaléncia ~ em M, tal que
p~qge3gEeG; g=0,(p)

A classe de equivaléncia de p € M em relagao a ~ é a orbita de p em relacao a acgao 6,
a qual denotamos por G - p. O conjunto quociente M /G, munido da topologia quociente,
é o espago quociente da agao; a aplicagdo quociente correspondente, 7w : M — M/G, é
continua, aberta e associa a cada p € M sua érbita em M/G.

Uma acao 0 : G x M — M ¢ livre se o unico g € G para o qual 6, tem pontos

fixos é g = e; propria, se a aplicacao

0:GxM— MxM

(9,p) — (9 p,Dp)

for prépria. O resultado a seguir revela a importancia de agoes livres e proprias de grupos

de Lie sobre variedades diferenciaveis.

Teorema 2.3. Se: G x M — M ¢ uma acao livre e propria do grupo de Lie G sobre
a variedade diferenciavel M, entao o espago quociente M/G tem uma unica estrutura
de variedade diferencidvel, de dimensdo dim M — dimG, tal que a aplicagao quociente

7: M — M/G € uma submersao sobrejetiva.

Demonstragao. Veja o Teorema 9.16 de (LEE, 2003). O

Um caso particular importante do teorema acima ¢é o da acao por translacoes
a direita de um subgrupo fechado H de um grupo de Lie G sobre o proprio G. Nesse caso,
o espago quociente G/H é o conjunto das classes laterais a esquerda de H em G.

Dizemos que a agao 6 é transitiva se M /G consistir de um tnico ponto, e nesse

caso diremos que M é um G-espago homogéneo.
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Teorema 2.4. Se G € um grupo de Lie e H é um subgrupo de Lie fechado de G, entao o
espago quociente G/H, das classes laterais a esquerda de H em G, tem uma inica estrutura
de variedade diferenciavel de dimensao dim M — dimG, tal que a projecao canonica T :

G — G/H € uma submersao. Ademais, a aplica¢ao

¥: G xG/H — G/H
(a, gH) — agH

¢ uma agao que torna G/H um G-espago homogéneo.
Demonstragao. Veja o Teorema 4.15 de (CAMINHA, 2014). O

Dada uma acao 0 : G x M — M e um ponto p € M, definimos o subgrupo de
isotropia F(p) de p € M, por

E(p)={9€G;g-p=rp}.

E imediato verificar que E (p) é um subgrupo fechado de G e, portanto, é um subgrupo
de Lie de G pelo Teorema 20.10 de (LEE, 2003). O resultado a seguir usa o Teorema 2.4

para caracterizar os G-espagos homogéneos como os quocientes G /H.

Teorema 2.5. Seja M um G-espaco homogéneo. Se p € M, entao a aplicacio ¢ :
G/E(p) — M, dada por ¢(gE(p)) = g - p, estd bem definida e é um difeomorfismo.

Demonstracao. Veja o Teorema 4.17 de (CAMINHA, 2014). O

Agora, passamos a considerar métricas na variedade M para, a partir dai,

obter métricas em M/G. O resultado a seguir trata dessa situagao.

Teorema 2.6. Sejam M uma variedade riemanniana, G um grupo de Lie e 0 : G x M —
M uma a¢do (a esquerda) livre e propria. Se 0, : M — M for uma isometria de M
para todo g € G, entao MG admite uma tinica métrica riemanniana em relagdo a qual

a projecao canonica w: M — M/G é uma submersdo riemanniana.
Demonstracao. Veja o Teorema 4.28 de (CAMINHA, 2014). O

No caso da acao por translacao a direita  : HH x G — G, onde H é um
subgrupo fechado de G, vimos que o espaco quociente obtido é o conjunto das classes
laterais a esquerda e o Teorema 2.4 nos diz que 7 : G — G/H ¢é uma submersao. O

Teorema 2.6 aplicado a esse caso ¢ apresentado a seguir.

Teorema 2.7. Seja G um grupo de Lie munido de uma mélrica invariante a esquerda.
Se H € um subgrupo fechado de G e, para cada h € H, a translagdo a direita Ry € uma

1sometria, entao:
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(a) O espago homogéneo G/H admite uma tnica métrica riemanniana em relagao a
qual a projecao canonica m: G — G/H € uma submersao riemanniana.
(b) A acao a esquerda ¢ : G x G/H — G/H € transitiva e tal que ¢, € uma isometria
de G/H, para todo g € G.
Demonstracao. O item (a) segue diretamente do Teorema 2.6. Para (b), observe que

tgom =mo L, e que Ly leva campos horizontais em campos horizontais. Tomando X, Y’

campos em G/H, e sendo X,Y seus respectivos levantamentos horizontais, temos que
(dip, X, dvp,Y) = (dr(dL,X),dr(dL,Y)) = (dL,X,dL,Y) = (X,Y) = (X,Y).

]

Para obter uma métrica invariante a esquerda em um grupo de Lie G, tal que

Ry, seja uma isometria para todo h em um subgrupo fechado H de G, vamos supor que

Ad(H) tem fecho compacto em GL(g). O fecho Ad(H) é, entdo, um subgrupo compacto

de GL(g). Nesse caso, dada uma métrica (,) em g, e uma forma de volume w em Ad(H),

invariante a direita, definimos uma outra métrica ((,)) em g por

«MW»:/ GV, 6V

Ad(T)

Vamos mostar que ((,)) é invariante por ) = Ady, para cada k € H. Dados V,W € g,

seja [+ Ad(H) — R, definida por f(¢) = (¢(V),(W)). Entao, como a translacio a

direira R, ¢ um difeomorfismo positivo, temos

= [ ge= [ h
— [ (oRaw= [ (s@)ewn),
Ad(H) Ad(H)
= (V) V) = (Ad(V), Ady(W)).

Uma vez que Ry = Ly o Adj-1, segue R é uma isometria de G, para cada k € H.

Observe, entao, que a restricao da métrica acima a H é biinvariante.
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3 HIPERSUPERFICIES EM ESPACOS HOMOGENEOS RIEMANNIANOS

Considerando uma hipersuperficie ¢ : M — G/H em um espago homogéneo
riemanniano G/H, em (BITTENCOURT and RIPOLL, 2006), foi definida uma aplicagao
de Gauss N : M — g para o caso em que o grupo de Lie G possui uma métrica biinvariante,
e foi obtida uma caracterizacao de hipersuperficies CMC compactas cuja imagem dessa
aplicacao de Gauss esta contida em um hemisfério fechado da esfera de g. Nesse capitulo,
vamos definir uma aplicacao n : M — g que generaliza a aplicacao N para hipersuperficies
de um espago homogéneo riemanniano G/H, no caso em que o subgrupo H de G ¢ tal que
Ad(H) tem fecho compacto em GL(g). Com o auxilio da aplicagdo 1, vamos obter uma
relagdo de rigidez para hipersuperficies CMC completas de G/H em rela¢ao ao tamanho

de |AJ?, onde A é o operador de Weingarten de M.

3.1 A aplicagdo n de uma hipersuperficie de G/H

Seja G é um grupo de Lie de dimensao n + k+ 1, n > 2, k > 0, com &lgebra de
Lie g e munido de uma métrica riemanniana (, ), invariante a esquerda. Considere um
subgrupo fechado H de G, de dimensao k e com &lgebra de Lie b, tal que Ad(H) tem fecho
compacto em GL(g). De agora em diante, vamos considerar o espago homogéneo G/H,
munido com a métrica riemanniana dada pelos Teoremas 2.6, 2.7 e discussao subsequente.
Denotando tal métrica também por (,), vimos que a proje¢ao canénica 7 : G — G/H é
uma submersao riemanniana, cujo espaco vertical em T,G ¢é dL,(h). Denotaremos por v
e V as conexoes de Levi-Civita de G e G/H, respectivamente.

Seja 7, a aplicacao que representa a agdo a esquerda de g sobre os elementos de G/H. A

aplicagao 7, é uma isometria de G/H e temos que
T,om =mo L. (3.1)
Para cada V' € g, associamos um campo £(V) em G/H, definido por

d
E(V)(H) = | exp(tV)gH = dry(dR,).(V). (32
E imediato notar que £(V) é um campo de Killing de G /H, com fluxo Texp(tv)- O resultado
a seguir é essencialmente a Proposi¢ao 9.33 de (O’NEILL, 1983), escrita de maneira mais

clara. Mostraremos que ¢ é um anti-homomorfismo de g na algebra de Lie dos campos de
Killing de G/H.

Proposicao 3.1. Sejam G/H um espago homogéneo, g a dlgebra de Lie de G e £ a
aplicagao definida por (3.2). Entdo,

SV, W) = =[e(V), E(W)],



20

para quaisquer Ve W em g.

Demonstragao. Sejam VW € g e a(t) = exp(tV) o subgrupo a 1-parametro gerado por
V. O fluxo do campo §(—V) é 74—y e o fluxo de V' é Ry4); logo, aplicando sucessivamente
(3.2) e (3.1), obtemos

6=V, €0V))(gH) = lim 7 (drago (€W (a(~1)gH)) — E(W) (9 )
= Pj%% (d7a(t)(d7a(-1)gdRa(-0)g(W)) = drgdRy(W))
= g%% (A7 g Loty dRyd Ry (W) — dyd Ry(W))
= lim %dﬂngg (dLagydRo(—ty(W) — W)
— dmydR, (15%% (Adon (W) — W))
— dmydR,([V,W])
= (V. W](gH).

O

Sejam p € G/H e w € T,(G/H). Considere o funcional linear sobre g, dado
por V. — (£(V)(p), w), e seja & o tnico elemento de g tal que, para cada V € g,

(V) (p), w) = (€, V).

Dado um campo de vetores W definido em U C G/H, definimos uma aplicagao &y, : U — g

por
Ev(p) = Sivgy)-

Considere, agora, uma hipersuperficie ¢ : M — G/H, com campo normal

unitdrio N globalmente definido!. Identificando ¢(p) ~ p, seja n: M — g definida por

n=~&n- (3.3)

Temos, para cada V € g, que

(EV) (), N(p)) = (V,n(p))- (3.4)

Observe que aplicacao 1 nao se anula em nenhum ponto p € M, uma vez que para cada
v € T,(G/H) existe V € g tal que £(V)(p) = v (cf. Proposicao 9.33 e Corolario 9.38 de
(O’NEILL, 1983)).

LQuando o espago homogéneo G /H é orientavel, a existéncia de um campo normal unitario globalmente
definido sobre M é equivalente a orientabilidade de M. Vamos usar como hipdtese a existéncia de tal
campo, pois ela engloba também o caso em que o espago homogéneo G/H nao é orientdvel
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No caso em que a métrica de G é biinvariante, a Proposi¢ao 3.1 de (BITTEN-

COURT and RIPOLL, 2006) assegura que a aplicacao n é dada, para p = gH, por
n(gH) = dR;" (drmy) ™" (N (gH)), (3.5)

onde (dm,)~! é a inversa da aplicagao dm, restrita ao espago horizontal em g; a aplicagao
dada por (3.5) é a aplicagdo de Gauss de M, como definida em (BITTENCOURT and
RIPOLL, 2006).

No exemplo a seguir, vamos calcular a aplicagao n de uma hipersuperficie de

um espago homogéneo, a qual é, ela mesma, também um espago homogéneo.

Exemplo 3.2. Sejam G/H um espago homogéneo e K um subgrupo de Lie de G de
codimensao [, 1 <[ < k+1, e algebra de Lie 8. Suponha que o subgrupo L = KN H seja
conexo, e que M = K/L tenha dimensao n, ou seja, que dimL =k + 1 — L.

Considere a aplicagao

¢ :M — G/H (3.6)
gL — gH ' .

E imediato verificar que @ estd bem definida e ¢ injetiva.
Denotando por mx a projecao canonica de K sobre K/IL = M, verificamos que
¢ o g = 7|k, de forma que
dper, © d(TK)e = dme|s. (3.7)

Seja h* o complemento ortogonal de h em g, de sorte que h; = h* N K é o complemento
ortogonal de h N K em K. Veja que d(mg).|p, € uma isometria linear sobre Ty M. Agora,
como dme|yr @ b+ — T.p(G/H) também ¢ isometria linear, esse é o caso de dm|yiqg =
dmeln, . Segue, pois, de (3.7) que dy.r, ¢ uma isometria linear de To M sobre dm.(hy).

Denotemos por 6, e 7, as aplicagoes que representam as agoes do elemento
g € K sobre K/L e G/H, respectivamente. Veja que w0 8,(g'L) = 7,0 p(¢'L), para todos
9,49 € K; logo,

dipgr 0 d(0g)e = d(Tg)em © diper,

e a discussao do paragrafo anterior garantem que dyg, é uma isometria linear sobre sua
imagem. Portanto, ¢ é uma imersao isométrica.

Daqui em diante, identificaremos M =~ p(M). Temos que Ty M = dry(T,K) =
dL4(R). Note também que

dim (R N p*) = dimbh* —dim (RN hH) = (n+ 1) — (dim(R) =k —1+1) = 1.

Sejam £+ o complemento ortogonal de £ em ge X € &+Nh* unitdrio. Vamos mostrar que

o campo N(gL) = dm,(X) estd bem definido, de modo a ser um campo normal unitario
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em M. Se gL = golL € M, entao g; = goh, para algum h € L. Uma vez que mo R,—1 =,
temos que
dﬂ-g1 (Xgl) = d(ﬂ- © Rh*1)92h(Xg2h) = dﬂ-g2 (dRh*l(th))' (38)

Para cada h € L, sabemos que R), ¢ uma isometria de G tal que R, (K) = K e R, (H) = H.
Assim, dR,(8F Nbht) = & Nht, de sorte que dRy(X) = £X. Uma vez que L. é conexo
e a aplicagao h — dR,(X) é continua, com dR.(X) = X, entdao dR,(X) = X sobre L.
Portanto, (3.8) assegura a boa definigdo de V.

Para cada V' € g e g € K, lembrando da identificacao glL ~ gH, temos de (3.4)
e (3.2) que

(n(gH), V) = (€(V)(gH), N (gH))

{

= (dmydRy(V'), dmy(X))
= (dRy(V), Xy)
= (Ady—(V), X)
= ((Adg—)"(X), V).

(3.9)

Entao, neste caso a aplicagao n é dada por
n(gH) = (Adg-1)"(X),

onde (Ad,-1)* denota a aplicagao adjunta de Ad,-1 com relacao ao produto interno de g.

Observe que (Ady-1(V), X) = 0 para V € 8+ b, de forma que
n(gH) = (Ad,+(X), X)X (3.10)

Agora, levando em conta que M ~ ¢(M) = n(K), considere, para g € G, a
hipersuperficie My = 7,(M) = 7(gK). Seja 7 = 5, onde N = dry(N) é o campo normal
unitario de Mj. Novamente por (3.4) e (3.2), temos que

((ggH), V) = (£(V)(ggH), N (g9H))

= (dmggdRge(V'), dr5(N(gH)))

= (drgdmydLy, YdR,dRy(V),dr;(N(gH)))
= (£(Adg ' (V))(gH), N (gH))
(n(gH) Adg (V)

=

(Adg")* (n(gHD), V).

Entao,

7(ggH) = (Adg")" (n(gH)). (3.11)
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Vamos supor, agora, que K é normal em G. Seja f : K — R a fungao definida
por f(g) = (Ad,~1(X), X). Para w € T,K, seja a(t) = gexp(tW), onde W = dL;l(w) €

K. Temos que

Ada(t)fl (X), X>

t=0

= dt t:OAdexp(*tW)Adg‘1 (X), X)

= <[Adg_1(X)7W]7X> = 07

w(f) = (%
d

onde utilizamos, na tltima igualdade, que X € £+, juntamente com o fato de £ ser um
ideal de g. Assim, f ¢é constante e igual a f(e) = (X, X) = 1; a partir dai, (3.10) garante
que n é constante e igual a X.

Por fim, vamos mostrar que M tem curvatura média constante em G/H. Dado
p =m(x) € M, seja (e, ..., e,) uma base ortonormal de T,M, e sejam Ej, ..., E,, vetores
no espaco horizontal em z, tais que dm.(E;) = e;, para 1 < ¢ < n. Uma vez que
N(p) = dr,(X) é normal a T, M, segue que cada E; pertence a X*+. Como o espaco
horizontal em z é dL,(h*), segue que E; € AN bHL, para 1 <i < n. Sejam E, 1, ..., Enik
vetores ortonormais verticais em z, ou seja, em dL,(h). Para cada 1 < i < n + k,
estendemos F; a um campo invariante a esquerda em G.

Vamos mostrar que Vg, F; = 0, para n+ 1 <14 < n+ k. De fato, dados Y € b

e Z € g, temos pela formula de Koszul que

2VyY, Z) = (Y, [V, Z]) + (Y, [Z,Y]) + (Z,[Y,Y])

= 2(Y,[2,Y)). (3.12)

Dado h € H, sabemos que Adj, é uma isometria linear de g e que Adp(h) = b, logo,
Ady,(ht) = bt. Desse modo, temos que [, h*] C b*. Dai, se Z € h*, entao (Y, [Z,Y]) = 0.
Por outro lado, se Z € B, entao, como a métrica induzida sobre H é biinvariante, tem-se
pela identidade de Weyl (2.3) que (Y,[Z,Y]) = —([Y,Y],Z) = 0. Segue de (3.12) que
VyY = 0. Dessa forma, para n + 1 <1i < n+ k, temos

(Vi X, E) = —(X,Vg,E) = 0. (3.13)

Por fim, denotemos por H a curvatura média de M na direcao de N. Usando

o item (c¢) do Lema 2.2, juntamente com (3.13) e a féormula de Koszul, temos que
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No resultado a seguir, os dois primeiros itens formam uma generalizacao da
Proposigao 3.4 de (BITTENCOURT and RIPOLL, 2006), enquanto o terceiro item ca-

racteriza as hipersuperficies de G/H que tém aplicagao n constante.

Proposicao 3.3. Seja ¢ : M — G/H wuma hipersuperficie conexa e completa, com
campo normal unitdrio N. Sen: M — g € a aplicagao definida como em (3.3), entdo:
(a) O subespago & = n(M)* ={V € g;(n(p),V) =0, Vp e M} é uma subdlgebra de
Lie de g.
(b) Se K € o subgrupo de Lie conexo de G com dlgebra de Lie K, entao M ¢é invariante
pela acao a esquerda de K. Reciprocamente, se M ¢ invariante pela acao a esquerda
de um subgrupo K de G, e Réa algebra de Lie de K, entdo R C n(M)*.
(¢) Sen € constante, entdo K € um ideal de codimensao 1 de g. Ademais, se K é o
subgrupo de Lie conexo de G com dlgebra de Lie K, entao M € isométrica ao espago
homogéneo K/(KNH).

Demonstra¢ao. Note que, por (3.4), V € R se, e somente se, {(V) é tangente a M.

(a) Tome V e W em R Como £(V) e {(W) s@o tangentes a M, entao {([V,W]) =
—[&(V),£(W)] também é tangente a M; assim, novamente por (3.4),

[V, Wn() = (€(V.W)(p). N(p)) = 0

para todo p € M, de sorte que [V, W] € &.

(b) J& que K é conexo, ele é gerado por uma vizinhanga qualquer da identidade; portanto,
é suficiente mostrar que M ¢ invariante pela agdo dos subgrupos a um-parametro «(t) =
exp(tV) com V € R. Seja, pois, V € K. A completude de M garante que o campo &(V),
como campo sobre M, é completo. Entao, dado p € M, a curva integral ¢t — exp(tV)p de
£(V) partindo de p deve ser uma curva em M.

Reciprocamente, se M ¢ invariante pela acao a esquerda de um subgrupo a
um-parametro «(t) = exp(tV) de G e p € M, temos que exp(tV)p € M. Entao, (V) é

tangente a M e, assim, V € n(M)=*.

(¢) Por (3.11), podemos supor que eH € M; realmente, tomando g € 7 '(M), temos
que el € 7,-1(M), e (3.11) garante que a aplicacao n de 7,-1(M) permanece constante.
Suponha, pois, que eH € M e n(p) = X para todo p € M, e seja N o levantamento
horizontal de N. Como M é invariante por K, a hipersuperficie 771 (M) de G também o
é. Como e € m1(M), segue que K C 771 (M). Vamos mostrar que m(K) = M.

Sabemos que K C 771(M) e dimK = dim7 (M), logo, K é a componente
conexa de 7~ }(M) que contém a identidade. Se g € 7~ *(M), entao, pela invariancia i
esquerda de 71 (M) por K, temos que R,(K) C 7 *(M). Como 7 : 7~ *(M) — M é uma

submersao e, portanto, uma aplicagao aberta, os conjuntos 7(R,(K)) sdo abertos em M
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para cada g € 7 '(M). Dados g1 e g» em 7 (M), x € 7(R,,(K)) e y € m(R,,(K)), se
existe z € (R, (K)) N7(Ry,(K)) podemos tomar k; e ky em K tais que kyx = z = koy e,
assim, y = ky 'kiz € 7(R,,(K)) e 2 = k{ 'koy € 7(R,,(K)). Conclui-se daf que os abertos
(R, (K)) com g € m1(M) sdo, dois a dois, iguais ou disjuntos. Uma vez que M é conexa
e é igual a unido de tais conjuntos abertos, devemos ter M = 7(R,(K)) para qualquer
g € 7 (M). Em particular, para g = e, temos M = 7(K).

Como 7(K) = M, a acao de K em M é transitiva. Em relacao a essa acao, o
grupo de isotropia do ponto eH € M é o grupo KNH, e assim temos que M ~ K/(KNH).

Resta mostrar que K é um ideal de g. Observe que o campo X é normal a K,

logo, ¢é paralelo a N ; além disso, em e, vale que
(n(eH), V) = {dre(V), dme(N)) = (V,N(e)),

para todo V' € g. Portanto, N(e) = X e, consequentemente, N = dm(X). Segue dai que,
para g € K,

(X, X) = (X, X)(9)

= (
= (n(gH), X(9))

= <d7ngRg (X)), dm, (X))
= (dRy(X), X(9))

= (Ad,~1(X), X).

Com isso, concluimos que g — (Ad,-1(X), X) é constante sobre K. Agora, derivando este

valor em e em relacao a cada V' € K, temos que

0=V(Ad,~(X),X)

d
= <E t:OAdeXp(_tV) (X), X)
= ([X, V], X).
Segue que [X,V] € Xt = & e que & é um ideal de g. ]

Observe que o item (c¢) acima, junto com o Exemplo (3.2), mostra que a
subdlgebra & = X+ é um ideal se, e somente se, a aplicacao n for constante. Observe
ainda que para obter M ~ K/(K N H) nao é necessario que n = X. De fato, basta que
a aplicagao 7 seja paralela ao vetor X, como pode-se ver no Exemplo 3.2 (cf. (3.10)). A
seguir, fornecemos um critério para, no caso de 7 ser paralela a um tal vetor, saber se n

é constante.

Proposicao 3.4. Sejam ¢ : M — G/H wuma hipersuperficie conexa e completa, com

campo normal unitdrio N, e X € g unitdrio. Suponha que a aplicacio n : M — g,
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definida como em (3.3), € paralela a X em cada ponto de M. Se |n| € limitado, entao n

€ constante sobre M.

Demonstracao. Como na proposi¢ao anterior vamos supor, por simplicidade, que eH € M
(como 14, tal suposi¢do nao destréi o fato de |n| ser limitado), e assim 7w(K) = M e
N =dn(X). Por (3.10) é suficiente mostrar que g — (Ad,-1(X), X) é constante.

Seja V € R e uy(t) = (Adexpv)(X), X). Temos

d

uy(t) = -
d

— <Adexp(s\/) Adexp(tV) (X), X>

ds s=0

= <[Adexp(tv) (X), V], X>
= (Adexpvy (X), X)X, V], X)
- <[X7 V]’ X>uv<t)7

0 <Adexp((s+t)V) (X>7 X>

onde, na penultima igualdade, utilizamos o fato de que X+ = £, juntamente com a
formula para expansao ortonormal de Adexpv)(X). A solucao da equacao acima com
uy(0) = 1 é up(t) = v, onde Cy = ([X, V], X). Se |n| é limitado, entao Cy = 0 e
uy = 1, para todo V € K Como X ¢ unitdrio, Adeper)(X) = X para todot € R e
V € R Por K ser conexo, todo elemento de K é um produto de elementos da forma
exp(tV), comt € Re V € R Segue dai que (Ad,(X),X) = 1 para todo g € K e,

portanto, n é constante igual a X. [

3.2 Resultados principais

Antes de enunciar nossos resultados principais a respeito de uma hipersuperficie ¢ : M —
G/H com campo normal unitario N, vamos calcular o laplaciano da fungao fy : M — R,
dada por fyy = (V, N), onde V é um campo de Killing de G/H. Esse é um calculo classico,

aparecendo em varias referéncias, e apresentado aqui por completude.

Lema 3.5. Sejam M um espaco homogéneo e ¢ : M —s M wma hipersuperficie coneza
com campo normal unitdrio N. Considere um campo de Killing V' em M ea funcao
fv = (V,N) definida sobre M. Temos que

Afy = —n(VH,V) — (Ric(N) + |A) fv,

onde A € o laplaciano de M, Ric o tensor de Ricci de G/H, H a curvadura média de M

e A o operador de Weingarten com relagao a N.

Demonstragao. Para Y € X(M), temos

(Vfv,Y)=Y(V,N) = (VyV,N) + (V,VyN)
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—((VaV)T,Y) = (A(VT),Y).
Como V é um campo de Killing, temos (VyV, N) = 0 e, daf,
Viy=—-AWV") = VyV. (3.14)

Assim,
Af = —divy (VaV) — diva (A(VT)).

Dado um ponto p € M, seja (ey,...,e,) um referencial ortonormal definido
numa vizinhanga de p, geodésico em p e tal que Ae;(p) = A\je;(p). Vamos calcular ambos

os divergentes acima em p. Para o primeiro deles, temos em p

n

divM(@NV) = Z(@ei@NV, €;)

i=1

—Z( (60 NIV, &) + (¥ Vi) + (Ve mVier))

— Ric(N, V) + Z (Nmm &) — (Vo V,Vne) — (Vo V, —Ae; — @Nei>)
=1
— Ric(N, V),

onde, nas duas tultimas igualdades acima, utilizamos a equacao de Killing, juntamente

com Ae;(p) = A\ie;(p). Para o segundo divergente, em p,

n n

divy (AVT) =D (Vo AV &) = =) (V. VyrN,e))

i=1 i=1

= — Z < 617 VT Z> + <6VT661.N, €i> + <€[ei,VT]N7 61>>

= —Ric(V',N) =Y~ (VTN%N, &) + (Ae;, Vyre;)) — (Ae;, Vo VT — mrei))

i=1

= —Ric(V — fyN,N)+ VT (nH) + Y (Ae;, Ve, (V — fuN))
— —Ric(V, N) + fyRic(N) + VT (nH) + fv| A,

onde utilizamos a autoadjuncao do operador de Weingarten na terceira igualdade, o fato
do referencial ser geodésico em p na quarta igualdade e a equagao de Killing na quinta

igualdade. Dali, segue o resultado enunciado. ]

Agora, usaremos o lema anterior para obter um resultado de rigidez para as

hipersuperficies do Exemplo 3.2, referente a hipersuperficies CMC compactas.
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Teorema 3.6. Seja ¢ : M — G/H uma hipersuperficie com campo normal unitdrio
N, conera, compacta e CMC. Suponha que |A|* < —Ric(N). Entio, |A]? = —I/%?C(N) e
o(M) € isométrica a K/LL, onde K é um subgrupo de Lie conexo de G, gerado por um

ideal R de g, de codimensao 1, e L = KN H.

Demonstracao. Sejam (F, ..., Fy i p11) uma base ortonormal de g, V; = {(E;) e fi = fy, =
(V;,N), parai=1,...,n+ k+ 1. Temos que

e, dessa forma, 7 se escreve na base acima como

n+k+1

n= Y fib.
i1

Pelo Lema 3.5, obtemos
Af; = =(Ric(N) + [AP) f;,
de modo que
Af} =20V = 2Ric(N) + |A]) 7.

Nossa hip6tese sobre o tamanho de |A|? garante que A sz > 0 sobre M. Como
M é compacta, segue do teorema de Hopf que cada funcao f; é constante, e portanto
n é constante. Se n = X, concluimos pela Proposicio 3.3 que & = X+ é um ideal de

codimensao 1 que gera um subgrupo conexo K, e M ¢é isométrica ao espago homogéneo
K/(KNH). [

Observe que nossa hipdtese sobre o tamanho de |AJ?, nao faz sentido para
espagos homogéneos G/H com curvatura de Ricci ndo negativa. Pode-se considerar o
caso em que a curvatura de Ricci troca de sinal em G/H, mas o caso mais interessante é
quando a curvatura de Ricci é nao positiva em G/H.

Em relacao ao caso de grupos de Lie G que admitem uma métrica invariante
a esquerda de curvatura de Ricci nao positiva, foi mostrado em (MIATELLO, 1986) a
existéncia de tais métricas em certos produtos semidiretos. No caso de grupos simples
foi mostrado em (MILNOR, 1976) que os grupos simples SL(2,R) e o grupo E(1,1) das
isometrias do espago de Minkowski de dimensao 2 admitem uma tal métrica. Também
foi mostrado em (MIATELLO, LEITE, and MIATELLO, 1984) e (LEITE, MIATELLO
et al., 1982) a existéncia de métricas de curvatura de Ricci estritamente negativa, respec-
tivamente, em certos grupos simples complexos e nos grupos SL(n,R) com n > 3. Tais

observagoes dao sentido aos corolarios a seguir.
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Corolario 3.7. Suponha que G/H € um espago homogéneo tal que b nao estd contido em
nenhum ideal proprio de g. Entao nao pode ezistir uma hipersuperficie ¢ : M — G/H

conezxa, compacta, com campo normal unitdrio N e CMC tal que |A]* < —E{C(N).

Demonstracao. Suponha, por contradi¢cao, que exista tal hipersuperficie. Pelo teorema
anterior, M seria isométrica a K/(K N H), onde K é o subgrupo gerado por um ideal £
de codimensao 1. Mas, o fato de K/(K N H) ser um espago homogéneo de dimensao n,
garante que a dimensao de KN H ¢ igual a dimensao de H, e dai h C K contraria nossa

hipétese. O

Corolario 3.8. Seja p : M — G/H uma hipersuperficie conexa, compacta, com campo
normal unitdrio N e CMC. Se G € um grupo semisimples, entdo existe p € M tal que
|A]? > —R?C(N) em p. Em particular, se G/H tem curvatura de Ricci nao positiva e G é

semisimples, entao G/H ndo possui hipersuperficies totalmente geodésicas compactas.

Demonstragio. Por contradicio, se |A|? < —Ric(N) em M, entdo g conteria um ideal £
de codimensao 1. Nas notacoes da Proposicao (3.3), temos & = X+, para algum X € g.
A partir daf, um cédlculo imediato garante que [g,g] C X+. Mas, se a dlgebra de Lie g ¢

semisimples, entao [g, g] = g por (2.2). O

Corolario 3.9. Seja ¢ : M — G/H uma hipersuperficie conexa, compacta, com campo
normal unitario N e CMC. Se H é compacto e G nao possui subgrupo normal compacto,
entio existe p € M tal que |A|2 > —Ric(N) em p. Em particular, se G/H tem curvatura
de Ricci nao positiva, H é compacto e G nao possui subgrupo normal compacto, entao

G/H nao possui hipersuperficies totalmente geodésicas compactas.

Demonstracao. Suponha que o resultado é falso. Pelo teorema anterior, existe um espago
homogéneo compacto K/L, onde K é um subgrupo normal de G. Como vimos na demons-
tracao do item (c) da Proposicao 3.3, K é a componente conexa da identidade de 7= (M)
que é um fechado de G. Em particular, K é fechado em G, de sorte que L = KN H
é compacto. Mas dai, pelo Lema 11.18 de O’NEILL (1983), o subgrupo K deveria ser

compacto, contradizendo nossas hipdteses. ]

O Teorema 3.6 nao é valido para hipersuperficies CMC completas. A seguir

exibimos um exemplo onde o teorema nao vale no caso completo.

Exemplo 3.10. Vamos considerar o espaco hiperbdlico H"! = R% x R"™ como um grupo
de Lie, dado pelo produto semidireto R* x;R", onde 7 : R% — Aut(R") é o homomorfismo

dada por 7(t) = tId. Dessa forma, o produto e a inversao em H"™! sdao dados por

(t,v) - (s,w) = (ts,tw +v), (t,v) ' = (1 —lv) :

tT ot

Um célculo simples fornece dL(_t}U)(X, W) = (+X, ;W) para (t,v) € H""! ¢
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X, W em sua algebra de Lie. Tomando em T(LO)H"“ o produto interno canonico de R"+!,
a métrica invariante a esquerda obtida é exatamente a métrica do espago hiperbdlico.

Existem (cf. Capitulo 8 de (DO CARMO, 2011)) hipersuperficies de H"*!,
chamadas de hiperesferas, que sao totalmente umbilicas e com curvatura média constante
H =qa,com 0 < a<1. Se A é o operador de Weingarten de uma tal hipersuperficie em
relacao ao campo normal unitdrio N, e Ric é a curvatura de Ricci de H"™!, temos que
|A]? = na® < n = —Ric(N). Portanto, nesse caso a desigualdade |A|> < —Ric(N) nao
implica |A|? = —Ric(N).

Embora o Teorema 3.6 nao seja valido para hipersuperficies CMC completas,
pode-se adicionar uma condicao sobre a aplicagao n para torna-lo verdadeiro. Para tanto,
dada uma variedade riemanniana M, seja d(p) = d(p, q) a distancia riemanniana de M a
partir de algum ponto ¢ fixado. Dado X € g unitario, seja 6(p) = 0(X,n(p)) o angulo entre
X en(p). Se B(p) — 0, quando d(p) — 400, entdo (12 X) — 1 quando d(p) — +oc; se,

[n(p)]
além disso, 7 for limitada, entao (n(p),Y) — 0, quando d(p) — +o0, para todo Y € X*.

Teorema 3.11. Seja ¢ : M — G/H uma hipersuperficie conexa, completa, com campo
normal unitdrio N e CMC. Suponha que n é limitada e que 0(X,n(p)) — 0 quando
d(p) — +o0, para um certo X € g unitdrio. Se |A|* < —R\;C(N), entao p(M) € isométrica
a K/L, onde K é um subgrupo de Lie conexo de G, gerado por um ideal R de g de
codimensao 1, e L. = KN H.

Demonstracao. Seja (Ey, ..., Eyixr1) uma base ortonormal de g tal que Fy = X. Consi-
dere V; = &(E;) e fi = fv, = (V;, N), parai = 1,...,n+ k+ 1. Como na prova do teorema

anterior, temos

n+k+1

n= Z Jils;.
i=1

Para i = 2,...n + k + 1, a hipétese de convergéncia garante que f?(p) — 0 quando

d(p) — +o0, de sorte que f? atinge seu mdximo em algum ponto de M. Além disso,
Af2 =2V i[> — 2(Ric(N) + [A]?) 7 > 0.

Portanto, f; é sub-harmonica, e a versao classica do principio do maximo (cf. (GILBARG
and TRUDINGER, 2001)) assegura que f? é constante, logo nula, para i > 2. Assim, a
aplicagao n ¢é paralela a X e, pela Proposigao 3.4, concluimos que 1 é constante igual a X.
Segue da Proposicao 3.3 que £ = X+ é um ideal de codimensdo 1 que gera um subgrupo
conexo K de G, e M é isométrica ao espago homogéneo K/(K N H).

]
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4 HIPERSUPERFICIES EM GRUPOS DE LIE LORENTZIANOS

Nesse capitulo, vamos considerar um grupo de Lie lorentziano G™*' com
algebra de Lie g, e obter alguns resultados a respeito de uma hipersuperficie espacial
o M™ — G"*! orientada por um campo normal unitdrio tipo-tempo N. Os resultados
que obteremos generalizam resultados de (ALfAS and CAMINHA, 2017).

Sejam V e V as conexoes de Levi-Civita de G e M, respectivamente. Seja A,

dado por Av = —V,N, o operador de Weingarten da imersao ¢ e H a curvatura média,
dada por
1
H=—-Tr(A).
n

Para cada X € g, vamos considerar a funcao fx : M — R dada por
fx = (X,N).

Como a métrica de G ¢é biinvariante, cada X € g ¢ um campo de Killing.

Assim, podemos usar uma versao lorentziana do Lema 3.5 para calcular A fy.

Lema 4.1. Seja G™"' um grupo lorentziano e ¢ : M™ — G™ wuma hipersuperficie
espacial com campo normal unitirio N. Seja X € g e fx = (X, N) definida sobre M.

Entao,

Vix=—-AXT —VyX (4.1)

Afx =n(VH,X)+ (Ric(N) + |A]*) fx. (4.2)

De maneira a obter nosso primeiro resultado, vamos mostrar que Ricg(Y) > 0

sempre que Y ¢é tipo-tempo. De fato, se Y € g é tipo-tempo e Z € g é tipo-espaco, entao
<Y7 [Yv Z]) = <[Y> Y]v Z> =0,

mostra que [Y, Z] é tipo-espago, e portanto, para uma base ortonormal (Y, 71, ..., Z,,) de

g, vale que

n n

1 1

RiCG(Y) = _Z Z([[Z,“Y],YL ZZ) = Z Z(HZZ,Y], [Z’HY]> > 0.

=1 i=1

Usaremos o fato de Ricg(IN) > 0 e o Lema 4.1, para mostrar que as tinicas hipersuperficies

espaciais compactas, imersas em G e CMC, sao os subgrupos L" de G e suas classes
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laterais.

Teorema 4.2. Seja G"™' um grupo lorentziano e ¢ : M™ — G™' uma hipersuperficie
espacial coneza, compacta e CMC. Entao, o(M) = gL, para algum g € G e um subgrupo
compacto L de G, de dimensao n. Além disso, g = R@ | (soma direta de dlgebras de Lie),

onde | ¢ a algebra de Lie de L e R é um ideal de g.

Demonstracao. Uma vez que M é espacial, é orientada. Sendo N um campo normal
unitario ao longo de M, existe um campo tipo-tempo X € g tal que fx = (X, N) > 0 ao
longo de M. Assim,

Afx = (JA]* + Ricg(N)) fx > 0.

Como M é compacta, segue do teorema de Hopf que A fx = 0, e portanto |A|*+Ricg(N) =
0. Como Ricg(N) > 0, temos |A]*> = Ricg(N) = 0.

Dada uma base ortonormal (Xi,...,X,41) de g, sejam ¢; = (X;,X;) e f; =
fx;, para 1 < j < n+ 1. Voltando a (4.2), concluimos que cada f; ¢ constante, para

1<j7<n+1, eportanto N = Z;fll g f; X; ¢ a restricao a M de um campo invariante

a esquerda £ € g. Seja (E, Ey, ..., E,) uma base ortonormal de g. Cada campo E; é

tangente a M, para 1 < j < n, e temos que

<[Ei> Ej]? E> = <Ei7 [Ej7 E]> = 2<Ei7 6EJ*N>
= —2(E;, AE;) = 0.
Entao, (Fy, ..., F),) gera uma subdlgebra [ de g, e portanto ¢(M) é uma folha da folheagao

de G gerada por (Ey, ..., E,). Assim, (M) deve ser alguma classe lateral gL, onde L é o

subgrupo de Lie conexo gerado pela subdlgebra [. Além disso, note que

<[E7Ei]vE> = _<Eia [E>E]> =0,

<[E7 Ei]v Ej> = <E> [Ei’ EJ]) =0.
Portanto, [F, E;] = 0, para 1 < i < n, e dessa forma temos que g = R@® [, com R ideal de
g. [
Como consequéncia imediata do resultado acima, temos o seguinte.

Corolario 4.3. Seja G um grupo lorentziano semisimples. Entdo nao existe hipersu-

perficie @ : M™ — G™™, que seja espacial, compacta e CMC.

Demonstracao. Se g é a algebra de Lie de GG, entao g é uma algebra semisimples. Porém,
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algebras semisimples nao tém ideais abelianos, portanto nao podem ser da forma R®I. [

Agora, mostraremos outro resultado para hipersuperficies espaciais compactas,

mas sem pedir que a curvatura média seja constante.

Teorema 4.4. Seja G™™ um grupo lorentziano e @ : M™ — G™ wma hipersuperficie es-
pacial, conexa e compacta. Se o operador de Weingarten A de ¢ for positivo semidefinido,

entao M ¢é totalmente geodésica.

Demonstra¢ao. Sejam p € M e (ey,...,e,) um referencial ortonormal definido numa de

vizinhanca de p em M. Se X € g, temos que

n n

divy (XT) = Z(VeiXT, e;) = Z(ﬁeiX + fx N, e;)

i=1 =1
n

= Z(@eiX, €Z'> + fX Z<@eiN7 ei>
=1

=1

(4.3)

= anXa
onde usamos na ultima igualdade o fato de X ser um campo de Killing. Por (4.1),

(Vie, XT) = —(AXT + VX, XT)

(
(
( 1 (4.4)
(

onde usamos na ultima igualdade o fato de (X, X) ser constante, e X ser um campo de

Killing. Assim,

diVM<foT) == fxleM(XT) + <fo, XT>

(4.5)
=nHf} - (AX",X7).

Como A > 0, temos H = —XTr(A) < 0 e (AXT,XT) > 0. Logo, divy(fxX") < 0.
Por outro lado, pelo teorema da divergéncia, a Integral de divy;(fxX ") sobre M é nula.
Logo, divy(fxX ") = 0. Tomando X € g tipo-tempo e, voltando a (4.5), temos H = 0, e
portanto A = 0. ]

O teorema acima nao é valido se ¢ : M™ — G"*! é completa nao compacta.
Pode-se citar como contra-exemplo o espaco hiperbdlico, visto como hipersuperficie es-
pacial do espaco de Lorentz. No entanto, podemos adicionar uma condigao para que o
resultado valha. Assim como fizemos no Teorema 3.11, dizemos que a aplicacao de Gauss
n(p) = dLljl(Np) converge no infinito para X € g, se (p) — X quando d(p) — oo, onde

d(p) é a distancia riemanniana, em M, de p a algum ponto fixado. Antes de enunciar
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a versao do Teorema 4.4 para o caso completo nao compacto, precisamos do seguinte

resultado.

Lema 4.5. Sejam M uma variedade riemanniana completa, nao compacta e orientdvel, e
X € X(M) um campo de vetores sobre M. Suponha que exista uma fungdo ndao-negativa
fe M)\ {0} tal que (Vf,X) >0 e d(glﬂi)riloof(x) =0, onde d(x) = d(x,q) denota a
distancia riemanniana, em M, a partir de um ponto q. Se divX > 0, entdo:

(a) (Vf, X)=0.

(b) divX =0 em M\ f~(0).

(¢) divX =0 em M, se f~1(0) tem medida nula.

Demonstragdo. Denotamos por m a medida de Lebesgue em M e L£'(M) o espago das
funcoes Lebesgue integraveis sobre M. Pela hipotese de convergéncia, sabemos que f é
limitada superiormente. Sem perda de generalidade podemos supor que sup,, f =a > 1.
Mostraremos primeiramente que existem fungoes ¢, : [0,a] — R, tais que ¢/, ¢’ > 0
em (0,a] e que satisfazem:

(1) 6o f = o(f) € L1(M);

(2) a funcao (¢ o f)|X| =¥ (f)|X]| é limitada sobre M.

Para cada inteiro positivo k, considere o conjunto
1
Ay ={x e M; f(x) > E}
Observe que Ay C Appr , 0 < m(Ax) < oo para k > 1, pois limg) e f(2) = 0 e
M= f70)u | A

k>1

Para obter (1), defina ¢(a) = —m(in)’

(*5(%):%

o(31) <o (7) <o

Agora, tome uma extensao de ¢ sobre (0, a], de modo que, ¢ seja de classe C! e satisfaca

e observe que, para k > 1,

0<¢(t) <2 ( (4.6)

para todo t no intervalo [k%l, =]

Estendemos ¢ sobre [0, a] fazendo ¢(0) = 0. Vamos mostrar que ¢ é de classe
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k+1 k k

Figura 1: Extensao da funcao ¢

Cl em [0,a]. Para 0 < o < %, existe k > j tal que kL <

. Temos

I =

1
S0 _ o) k4l

x k:+r1 C 2km(Ag)

e assim, ¢'(0) = 0. Por fim,

¢

I =
~—

— 0(eg) _ (k4 1)(2m(Apss) — m(Agia)) _ ket 1) ok

— 0.
o, 2 m(App2)m(Agi1) 2"m(Ag11)

Bl

Entao,(4.6) garante que lim, .o ¢'(z) = 0 = ¢/(0), e portanto ¢ é de classe C* em [0, al.
Como ¢(f) =0 em f~1(0), temos

flamM = dM + dM
/¢ K ;AMWMﬂ

Para mostrar (2), defina

1 1
_ X 1 - ) = — k> 1.
Sk SXE\ |+ 1, (a) 5 ° 0 <k) Jrer Pk =

Veja que

(0 <%+1> < (%) < (a) para k > 1.

Como para ¢, podemos estender v sobre (0, a], de modo que 1 seja de classe C? e estri-

tamente crescente. Por um argumento anédlogo ao caso da funcao ¢, definindo 1(0) = 0
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temos ¢ de classe C! em [0, a]. Entao, dado € M, temos

PIXD(@) < g, se € A\ Ay, para k> 1
PIXDG) <1, se 2 € Ay
DIXDG) =0, se 2 € [7(0)

22 E

Por fim, considere o campo Y = ¢(f)u(f)X e note que |Y| € L1(M). Como

div(Y) = ¢(f)o(f)div(X) + (¢'(N)e(f) + oS (F)IVS,X) =0, (4.7)

temos pela Proposigao 2.1 de (CAMINHA, 2011) que div(Y) = 0. Agora, uma vez que
GOS) + 6N (D)) > 0 para & ¢ F(0), segue de (47) que (V, X)(x) = 0
para um tal z. No caso em que x € f~1(0), devemos ter Vf(z) = 0, uma vez que x é
um ponto de minimo de f, e assim (Vf, X) = 0 sobre M. Portanto, (4.7) se reduz a
o(f)v(f)div(X) = 0, e div(X) = 0 nos pontos onde f nao se anula. Entao, o conjunto
aberto U = {p € M;div(X)(p) > 0} estd contido no conjunto f~'(0). Assim, se f~1(0)
tem medida nula, entao div(X) = 0 sobre M. O

Agora, como aplicacao do lema anterior, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.6. Seja G™' um grupo lorentziano e ¢ : M™ — G™™ uma hipersuperficie
espacial, conexa, completa e ndao compacta. Suponha que a aplicacao de Gauss de M
converge no infinito para X € g. Se o operador de Weingarten A de M for positivo

semidefinido, entao M € totalmente geodésica.

Demonstragao. Seja n a aplicacao de Gauss de M. Como 7(p) é tipo-tempo e unitario
para todo p € M, o vetor X € g ¢é unitario e tipo-tempo. Vamos supor que fy < 0, de
modo que fy < —1, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz. Apliquemos o Lema 4.5 em
M, para o campo X | e para a funcdo f = —1 — fx > 0.

A convergencia de  a X no infinito garante que ] lim f(z) =0. Por (4.3) e

(z)—o0

(4.4), temos que

diva (XT) =nHfx >0

(VEXT) = ~(Vi, XT) =(AXT XT) > 0.

Seja F' = f~1(0). Pelo Lema 4.5, temos que divy/ (X ") = 0 em F¢ e dai H = 0 em F¢.

Se p é um ponto interior de F', entao N = X em uma vizinhanca de p em M, e tomando
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um referencial ortonormal (eq, ..., e,) em p, temos

H(p) = = D (Ve X &) =0.

n <
=1

Por continuidade, H = 0 na fronteira de F', e assim H = 0 sobre M. Como A é positivo

semidefinido, isso garante A = 0. O
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5 Deformacoes de métricas kahlerianas

Neste capitulo vamos construir métricas kahlerianas em variedades kahlerianas que pos-
suem um campo conforme fechado e obter algumas propriedades dessas métricas. O
método utilizado para construcao de tais métricas é uma generalizagao do método utili-
zado em (CAMINHA, 2017). Para uma melhor compreensao do tema variedades kéhleri-

anas, indicamos o capitulo 5 de (CAMINHA, 2014) como referéncia.

5.1 Variedades kahlerianas

Antes de definir o que é uma variedade kahleriana precisamos de algumas outras defini¢oes.
Dado um espago vetorial real V', dizemos que um operador linear J : V' — V

¢ uma estrutura complexa em V se J? = —Id, onde Id denota o operador identidade.

Definicao 5.1. Uma estrutura quasi-complexa J em uma variedade diferenciavel M é
um tensor J : X(M) — X(M) tal que J, é uma estrutura complexa em 7),M, para todo
pe M.

Uma classe de variedades que possuem uma estrutura quasi-complexa natural

sao as variedades complexas, as quais definimos abaixo.

Definigao 5.2. Uma variedade complexa M de dimensao (complexa) n é uma variedade
diferenciavel 2n-dimensional (dimensao real), munida de um atlas formado por cartas
0o+ Uy = C" ~ R satisfazendo a seguinte condi¢do: sempre que U, N Uz # 0, a

mudanca de coordenadas

¥B© @a_l : QDa(Ua M UB) — QDB(Ua N Uﬂ)

¢ uma fungao holomorfa de n varidveis complexas. Nesse caso, escrevendo ¢,(p) =
(z1(p), ..., zn(p)) € C*, dizemos que (z1, ..., z,) é um sistema de coordenadas complexas
para M em U,.

Se M ¢é uma variedade complexa de dimensao (complexa) n e (z1, ..., z,) é um
sistema de coordenadas complexas para M definido em um aberto U C M, definimos um

operador linear J, : T,M — T},M por

0 0 0 0
T (a—) =y ¢ (@) e

onde zp = zp + iyg. A Proposicao 5.12 de (CAMINHA, 2014) garante que J independe
das coordenadas complexas z; e define uma estrutura quasi-complexa em M, chamada de
estrutura quasi-complexa canonica de M.

Uma métrica riemanniana g = (,) em uma variedade complexa M munida de
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uma estrutura quasi-complexa .J é dita hermitiana se
(JX,JY) =(X,)Y),

para todos X, Y € X(M). Dizemos, entao, que uma variedade hermitiana é uma variedade

complexa M, munida de uma métrica hermitiana. Nesse caso, se w é o 2-tensor covariante
em M, dado para X,Y € X(M) por

w(X,Y) = (JX,Y),

entao w é uma 2-forma diferenciavel em M, denominada a forma kahleriana de M.

Definicao 5.3. Se M é uma variedade complexa com estrutura quasi-complexa J, uma
métrica kahleriana em M é uma métrica hermitiana g em M cuja forma kahleriana é

fechada. Nesse caso, (M, J, g) é denominada uma variedade kéhleriana.

No teorema a seguir (Teorema 5.31 de (CAMINHA, 2014)), exibimos uma
caracterizacao das métricas kéahlerianas de uma variedade hermitiana M em termos da

derivada covariante da estrutura quasi-complexa J de M.

Teorema 5.4. Se M ¢é uma variedade hermitiana com estrutura quasi-complexa J e

conexao de Levi-Civita V, entdo M ¢ kahleriana se, e so se, VJ =0, ou seja,
VxJY = JVxY,

para quaisquer X, Y € X(M). Nos referimos a tal fato dizendo que J € um tensor paralelo.

Para concluir esta secao, exibimos o conceito de variedade de Sasaki. Uma
variedade de Sasaki é uma variedade riemanniana (M, g = (-,-), V), para a qual o cone
M = (0,+00) x¢y M é uma variedade kdhleriana; em particular, M tem dimensao impar,
digamos 2n — 1.

Aqui, (0,+00) x; M denota o produto warped do intervalo (0, 4+00) pela vari-
edade riemanniana M e por meio da fungao warping f : (0, +oc0) — R, dada por f(t) =1t
para todo ¢ > 0 (cf. Capitulo 7 de (O’NEILL, 1983)). Nesse caso, identificamos M com
sua imagem isométrica {1} x M em M.

Denotemos por § a métrica e por V a conexao de Levi-Civita de M. Se & = td,
entdo € é um campo conforme fechado em M, com fator conforme 1) = 1. Nas notacoes
acima, se M é uma variedade de Sasaki e M tem estrutura quasi-complexa .J, é possivel
provar que Z = J¢ é um campo de Killing unitério em M. Sendo 6 € Q'(M) a 1—forma

em M metricamente dual a Z, também é possivel provar que df coincide com a restri¢ao
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a M da forma kéhleriana de M, e

n=0A(dO)A...A(df) € QM)

4

¢ uma forma de contato em M, de sorte que M é uma variedade de contato.

5.2 Deformacao de métricas kahlerianas

Seja (M™,J,g = (,)) uma variedade kédhleriana de dimensao complexa n. Para cada

X € X(M), denotamos por x a 1—forma metricamente dual a X, ou seja,
Ox(Y) = (X, Y),
para Y € X(M). Denotaremos também por 6% o 2-tensor simétrico dado por
0x (Y, Z) = 0x(Y)0x(Z),

para Y, Z € X(M).

Nosso objetivo é construir uma nova métrica kiahleriana g em (M, J), a partir
da métrica kahleriana inicial g. Para isso, vamos precisar que exista em M um campo
conforme fechado £. Recordemos que isso significa que existe uma fungao ¢ € C*°(M)

tal que
VX€ - 77qu

para qualquer X € X(M). E simples mostrar que 0 ¢ uma 1—forma fechada se £ ¢ um
campo conforme fechado em M.

O resultado a seguir é parte do Lema 1 de (ROS and URBANO, 1998) e nos da
algumas propriedades de variedades que possuem um campo conforme fechado, as quais

serao utilizadas daqui em diante. Por completude, apresentamos sua prova.

Lema 5.5. Seja & um campo conforme fechado nao trivial em uma variedade riemanniana

(M, (,)) e o fator de conformidade de &. Entao:

(a) Escrevendo é = £ onde € # 0 e Ric para denotar o tensor de Ricci de M, os

13
gradientes das fungoes f = |£|* e+ sdo dados por

Vi =20¢ (5.1)

~

Vi = —Ric(§)E, onde £ # 0. (5.2)
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(b) O tensor de curvatura R de M satisfaz a relagio
€[PR(X,Y)E = —Ric(§)((X, )Y — (V,£)X). (5.3)
(c) Se M' = {p € M;&(p) # 0}, a distribuigio
D(p) ={v € T,M; (v,§) = 0}

define uma folheacao em M’, onde cada folha € uma hipersuperficie umbilica de
(M7, (,))-
Demonstracao. Dado X € X(M), (5.1) segue de

(Vf,X) = X( &) =2(Vx¢, &) = (296, X).
Para X,Y € X(M), temos
Hess(f)(X,Y) = 2(Vy, X){£,Y) + 20*(X,Y).

Como Hess(f) e (,) s@o tensores simétricos, entao (Vip, X)(£, &) = (V,£) (€, X). Dal, se
(€, X) =0, temos |£*(V, X) = 0, e assim

[PV = (Vi €)¢€.
Fazendo uso da ultima igualdade, temos

IEPR(X,Y)E = € (VxVyé — VyVx€ — Vixyié)
= [EA(VxvY — VyvX —¢[X,Y])

) ) (5.4)
= ([E°Vy, X)Y = {[{"Vy, V) X
Seja n a dimensao de M. Tomando um referencial ortonormal (ey,...,e,) numa vizi-
nhanga de um ponto p € M, temos, nesse ponto,
SN e
[€°Ric(€) = == (R, )€, &) = ~ |6 (V. £). (5:5)

i=1

~

Assim, onde € # 0, temos Vi = (Vi),£)§ = —Ric(€)¢. Para mostrar (5.3), basta
substituir (Vi,£) = —Ric(§) em (5.4) se £ # 0 e ver que tal igualdade é ébvia se £ = 0.
Para mostrar o item (c¢), sejam X,Y € X(M') tais que (X,&) = (Y, &) = 0.
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Temos que

((X,Y], &) = (VxY = VyX,§)
= X(Y,&) — (Y, Vx&) = Y(X,&) + (X, Vy&) = 0.

Isso mostra que a distribuicao D é involutiva e, portanto, define uma folheacdo em M.
As folhas da folheacao sao umbilicas, uma vez que o campo f ¢ normal e unitario sobre
as folhas e satisfaz

Vxé = %X (5.6)

se X é um campo tangente a uma das folhas. ]

Como vimos acima, um campo conforme fechado & gera uma distribuicao in-
tegravel £(x)*, nos pontos x € M, onde &(z) # 0, tal que as folhas dessa folheacdo sdo
hipersuperficies umbilicas de M. Pelo item (a) do lema anterior, vé-se que |£|? e v sdo
constantes sobre as folhas de tal folheagao. De fato, se ¢ = |£(z)]* > 0, para algum x € M,
a hipersuperficie

(16117 (c) = {p € M3 [E(p)|* = c}

é a uniao das folhas dessa distribui¢ao onde [£]? = c.

Diremos que uma fungao pu € C°°(M) depende de |£[?, se a restricao de y ao
conjunto (|£]*)7!(c) é constante, para ¢ > 0. Nesse caso, a fungao p = u(|¢]?) pode ser
considerada como uma fungao definida em R, t — u(t), com ¢t = |£]?. Daqui em diante,

vamos denotar por p’ a derivada de uma tal funcao com relacao a variavel t.

Teorema 5.6. Seja (M, J,g = (-,-)) uma variedade kidhleriana com conexao de Levi-
Civita V, e £ € X(M) um campo conforme fechado de M. Se u = u(|€*) é uma fungio
positiva que depende de |£|? e tal que p > —p'|€|?, entdo o 2—tensor simétrico

§=pg+p (02 +6%)

define uma outra métrica kihleriana sobre (M, J).

Demonstragao. Para mostrar que g é positivo definido, fixe p € M. Se {(p) = 0, fica claro

que g ¢é positivo definido em T,M. Se &(p) # 0, seja £ = % e
(er,Jer, .. en 1, Jen1,en =E, Jen, = Jé)

uma base ortonormal de T,M. Veja que g(e;,e;) = g(Je;, Je;) =, para 1 <i <n—1,

e glen, en) = §(Jen, Jen) = p+ p'[€]%.
Dados X,Y € X(M), ja que (-,-) é hermitiana, temos

GIX,JY) = p(JX, JY )+ (03(X,Y) + 07:(X,Y))
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= (X, Y) + p'((§, JX)(E, TY) + (JE, JX)(JE, JY))
= u(X,Y) + 1 ((J§ JPX)(JE, JY) + (€, X)(£,Y))
= (X, Y) + i/ ((J€, X)(JEY) + (€ X)(EY)

= 9(X,Y),

de modo que g também é uma métrica hermitiana em relacao a J.

Agora, seja @ a forma kéhleriana de g. Para X, Y € X(M), temos que

D(XY) =g(JX,Y) = W(JX,Y) + (0 (JX,Y) + 05:(JX.Y))

= pw(X,Y) + p/((§, JX)NEY) + (JE JX)(JE,Y))
= pw(X,Y) + 1/ ((J€, JPX) (€ Y) + (£ X)(JE,Y))
= (X, Y) + i (=06 (X)0(Y) + 0¢(X)0¢(Y))
= pw(X,Y) 4+ 1 (0 A Oye)(X,Y).
Dessa forma,
0= pw + e A0 e. (5.7)

Uma vez que w e 8¢ sao fechadas (a primeira destas por ser a forma kéhleriana
de uma variedade kahleriana e a segunda por ser metricamente equivalente a um campo

conforme fechado), segue que
d@zdqu+du’A95A9J§—u'ﬁg/\d%g. (58)
Seja 1 o fator de conformidade de §. Para X € X(M), temos que

du(X) = X (u([€P) = 1/ X (€, €)
=21/ (Vx§, &) = 20/ (¥ X, €)
= 2¢p'0¢(X)

e, do mesmo modo, dp/'(X) = 2¢p"0:(X). Assim,
dp = 2¢u'0¢ e dp' = 2" 0. (5.9)
Usando a férmula de Koszul e o fato de J ser paralelo, temos para X,Y € X(M) que

dye(X,Y) = X(0,¢(Y)) = Y (05e(X)) — 0se([X, Y])
=X(J&Y) - Y (JE X) — (JE [X,Y])
= (VxJEY) — (VyJE X)
= (JVx&Y) — (JVyE, X)
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= (J(X),Y) = (J(¥Y), X)
= 20(JX,Y) = 20w (X,Y),

ou seja, dfje = 21w. Substituindo as expressoes acima para du, dy' e dfje em (5.8) e

notando que ¢ A 0 = 0, tem-se
d(:) = 2¢/4L/0£ A w + 21#[1”95 A\ 95 N 9{]5 — ,U,/Qg A (Q@Dw) = 0

]

Nosso préximo resultado dé algumas condigbes sob as quais (M, §) é uma

variedade riemanniana completa.

Proposigao 5.7. Sob as hipdteses do Teorema (5.6), suponha que (M,g = (,)) é com-
pleta. Entao:

(a) Se [£|* tem um minimo em M e i/ >0, entao (M,g) é completa.

(b) Se ' <0, e f=pu+p|€* € tal que

/0 VT 0E)ds = oo

para qualquer curva 7y : [0, +00) — M parametrizada pelo comprimento de arco de

(M, g), entdao (M,g) é completa.

Demonstragao. Uma curva v : [0,4+00) — R é chamada de curva divergente se, dado
qualquer conjunto compacto K C M, existe ¢ tal que y(t) ¢ K para t > t5. Pelo lema
da curva divergente (cf. exercicio 7.5 de (DO CARMO, 2011)), se toda curva divergente
tem comprimento infinito, entao M é completa.

Sejam £(-) e £(-) os comprimentos de arco com respeito as métricas g e g,
respectivamente. Se v : [0, +00) — M é uma curva divergente em M, entao £(vy) = +oo,
e assim podemos supor que 7 : [0,+00) — M estd parametrizada pelo comprimento de
arco com respeito a g. Se sempre tivermos 5(7) = +o0, entdao (M, g) serd completa.

(a) Seja p € M um ponto onde o minimo de |£|* é atingido e ¢ = u(p) > 0. Se ' > 0,

entao p como fungao de |£|* é uma fungao nao decrescente, e assim p > ¢ sobre M. Logo,

l(y) = /OOO V3 (s),7(s))ds > /OOO Vi(y(s)g(+/(s), 7' (s))ds
= /OOO Vi(y(s))ds = +oc.

(b)Se#0e€

£
GE temos

L= (o) = (7,62 + (7, JEY = @«m? i, TE).
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Assim, se ¢/ < 0, temos

W62+ (7, ) > gl
em todos os pontos de M. Dessa forma, pela desigualdade anterior e nossa hipdtese sobre
f=n+ €, temos

= | Vit Gas
> /Ooo Vi (8)g(Y(5), 7 (5)) + 1/ (v(s))|€(~(s)) [2ds
— /OOO f(y(s))ds = +oc.

]

Com a proposicao acima, podemos encontrar uma grande quantidade de exem-
plos de métricas kahlerianas completas. Por exemplo, em C" com sua estrutura canonica
de variedade kéhleriana, temos o campo conforme fechado £(p) = p, cuja norma tem o
minimo atingido em p = 0. Assim, pelo item (a) da Proposicao 5.7, basta tomar uma
funcao positiva g que dependa de |€]? e tal que p/ > 0 para obter uma nova métrica
kahleriana g, dada pelo Teorema 5.6, que é completa em C".

A Proposicao 5.7 trata de obter uma métrica kahleriana completa g a partir
de métrica kahleriana completa g. Agora, mostraremos um resultado para o caso em que

a métrica inicial g nao é necessariamente completa.

Proposicao 5.8. Sob as hipoteses do Teorema 5.6, suponha que o fator de conformidade
W de & € limitado e que nao se anula fora de um conjunto compacto de M e que p' > 0.
Sejam a = infy; |€]* e b = supy, |€]* < +oo. Se |€]? : M — [a,b) € prépria e a fungdo
= f: VI (s)ds € tal que limy_, F'(t) = 400 , entdo (M, g) é completa.
Demonstracao. Mais uma vez vamos usar o lema da curva divergente. Como p' > 0,

temos
9(v,v) = pg(v,v) + @' (€, 0)* + (JE0)?) > 1/ ({§,0))°.

Sejam 7y : [0,400) — M uma curva divergente, K C M um conjunto compacto tal que
1 # 0 sobre K¢ ety > 0 tal que v(t) ¢ K para t > ty. Se sup,, || = a < 400, entao

{(i0.9) /v d8>/ Vi (s))|ds

tw} VIR KO E), Vo8] ds
MEe

_ % ‘F(|§(7(to))|2) — F(5(v(t)P)] -

—|€ s))[*ds




46

Seja k um inteiro. Uma vez que |£]? é prépria, |€]? < b e sup,, |£]* = b, existe
1
k
tal que y(t) € L§ para t > t;. Pelo cdlculo acima, temos

um compacto Lj de M tal que |£]* > b— 1+ em LS. Como v é divergente, existe t; > tg

i) = Jim_Uojoeg) > 5= T [F(EG0)?) ~ FEG )P = oo

o k——+oo

[

Exemplo 5.9. Sejam J a estrutura quasi-complexa canonica e g = (, ) a métrica canonica
em C". Seja B" = {z € C"; |z] < 1}. Como &(p) = p é conforme e fechado e pu(|¢]?) =

_I_Tﬂz ¢ uma funcao positiva sobre B" para a qual p' = p? > 0, entao

1 1
9= )+ s (0 + 0%)
1—¢f? (L—[g2)2rs "%
define uma métrica kiahleriana em B"™. A completude desta métrica é imediata a partir
fP=1e

da proposicao anterior, uma vez que supgn

/Utmdszfotlisdsz—log(l—t),

A variedade kéhleriana (B",J, §) é o espaco hiperbdlico complexo n-dimensional. Para
isto basta utilizar a férmula da curvatura seccional holomorfa, dada na Proposi¢ao 5.13
adiante, e mostrar que a curvatura seccional holomorfa é constante e negativa.

O proximo resultado relaciona a conexao de Levi-Civita de (M, g) com a de
(M, g).

Proposicao 5.10. Seja (M, J,g) uma variedade kihleriana, & € X(M) um campo con-
forme fechado e g a métrica kihleriana sobre (M, J), dada pelo Teorema 5.6. Denotando

por V e V, respectivamente, as conexdes de Levi-Civita de g egq, para X € X(M), tem-se

VxY = VY +¢uT(X,Y) + 1oV (X,Y) (5.10)

w'n=2(u')?
p(ptp'E]2) 7

onde v € o fator de conformidade de &, v = %, o=

T(X,Y) = (&, X)Y + (£, V)X + (JEY)IX + (JE X)TY

VX, Y) = (& X){&,Y) = (J& X)JEY)E + (6 X){JE,Y) + (JE§, X) (€, Y)) J¢E.
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Demonstragao. Por um lado, temos, para X,Y, 7 € X(M),

25(VxY,Z) = 2u{VxY, Z) + 24/ (0F + 63.)(VxY, Z)
= 2UVxY, Z) + 20/ ((§, VxY) (&, Z) + (JE, VxY)(JE, Z)} (5.11)
= 2uVxY + 2/ (VxY, )6+ 21/ (VxY, JE)JE, Z).

Por outro lado, segue da férmula de Koszul que

2§(VxY,Z) = X(3(Y, 2)) + Y (3(2, X)) - Z(3(X.Y))

(5.12)
—9(X, [V, Z2]) + g(Y. [Z, X]) + 9(Z, [ X, Y]).

Vamos calcular cada membro do lado direito da expressao acima.

X(9(Y,2)) = X(u)(Y, Z) + pX (Y, Z) + X (1) (&, YIS, Z2) + (JE YIS, Z))
+ W X((&Y)E Z) + (€ Y)(JE Z)).

Usando (5.9), e os fatos de ¢ ser conforme fechado e J ser paralelo, temos que

X(9(Y,2)) = 20§, X)(Y, Z) + pX(Y, Z)
+2W"<£ X)(&Y)E Z) + (JEY)(JE, 2))
p XY Z) + (6, VXY )€ 2)
PG YNX, Z) + (6, Y)(E Vi Z)
P WIXY)IE Z) + (I, VxY)(JE, Z))
WG YWIX, Z) + (JE YIS, VX Z)).

)
5.13
) (5.13)

Também,

9([X. Y], Z) = i([X, Y], Z) + i/ (&, [X, Y])(E, 2) + (JE, [X, YIS, Z). (5.14)

O calculo dos termos restantes é analogo ao dos que foram feitos acima. Substituindo

(5.13),(5.14) e as férmulas andlogas a estas em (5.12), temos

2§(VxY,Z) = 20/ (€, X)(Y, Z) + (£, Y){X, Z) — (€. Z){X.Y))
+u(XY,Z2)+Y(X,Z) - Z(X,Y))
+ 20" ((§, X)(&,Y)(E, Z) + (& X)(JE Y)(IE, Z2) + (6, Y)(€ X)(E, Z))
+ 20" ((§,Y) (&, X)(JE, Z) — (& 2)(§, X, Y) — (£, 2)(J€, X){JE,Y))
+ W (DX YNE Z) + (6 VY )E Z) + (6 Y X, Z))
+ i (& Y)E Vx Z) + 0 (JX, Y)(JE, Z) + (JE, VxY)(JE, Z))
W WIEYNIX, Z) + (JEY)(IE Vx Z) + (Y, X)(¢, Z))



W (6, Vy X)(E, Z) + (6, X)(Y, Z) + (€. X)(E, Vv 2)

W (OUTY, XWIE, Z) + (JE, Ty X)(JE, Z) + $(J€, X)(JY, Z))
'<<Js X)(JE Vy Z) = 9(Z,Y)(E, X) — (6, V1Y){E, X))

— W WEYWZ.X) + (& Y)(E Vi X) + 92, Y)(JE X))
/( JE VY )JIEX) + ${JEY)(IZ, X) + (JE Y IIE VX))
Y], 2) ~ ([Y, 2),X) + (2. X],Y))

i

{

p((X, A

(& [X,YI(E 2) + (JE, (X YINIE, 2) = (6 Y, Z])(6, X))
(J€ (

’(

/

JE Y, Z])(JE X) —
Apos alguns cancelamentos, a expressao acima torna-se

20(VxY,Z) = (XY, 2) +Y(X,Z) — Z(X,Y))
+u(([X, Y], Z) = ([Y, 2], X) + ([Z, X].Y))
+ 29 (& XY, Z) + 290/ (€, Y )(X, Z)
+20p" ((§, XY, Y)(E, Z) + (&, X)(JE Y) (IS, Z))
+ 20" ((JE, X)(& Y)(IE Z) — (JE, X)(JE Y)(E, Z))
+1'(2(6 VYN Z) +2(JE, VxY)(JE, Z))
+ 1 Y(JEY)(IX, Z) + 24(JE, X)(JY, Z)),

e (5.15) pode ser escrita como

25(VxY, Z) = (2uVxY + 20/ (€, X)Y + (£, Y)X)
+ 20" (€, X)(E, V) + (€, X)(JE, V) JE)
+ 20" ((JE X)(E,Y) JE — (JE X)(JE, Y)E)
+ 20 ((VxY, )¢ + (VxY, JE) JE)
+ 2p’(1p(J§,Y)JX +(JE, X)IY), Z).

Igualando as expressoes para 23(VxY, Z) em (5.11) e (5.16), obtemos

P(VxY = V) + 1/ (VxY = VY, &+ 1/ (VxY — VY, JE) JE =
= Yp/ (&, X)Y + (&, V)X + (JE,Y)IX + (JE, X)TY)

+op” ({6 X)EY) = (JE X)(JEY))E + ({6 XNJEY) + (J§ X)(E, V) JS) .

(€, 12, X Y) = (J&, 12, X]){JE, ).
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(5.15)

(5.16)

Fazendo W = VY — VY e denotando por F (X,Y) o lado direito da expressao acima

dividido por p, obtemos

/

W+ <W§>§+ (WJ€>J§ FX,Y).

(5.17)
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Tomando o produto interno de (5.17) com § e J&, respectivamente, tem-se

{<W,s><1 %< £)) = (F(X,Y),€)
(W, JE) (1 + £(€,€)) = (F(X,Y), JE).

Segue dai que

/ /

L (F(X,Y),6)¢ -

ey rzeAUL R RIERRA (5.18)

Temos também que

(POCY)LE) = 26 X)) + (6 VIX,€) + JE YIIX,€) + (JE XNV, )
+ 2l X)EYVEP - (6 XHIE VP
= S + i€ X)HE V) - (U6, X))
e, similarmente,
(POXY),76) = S+ wIER)(E X)IEY) + (6. Y)IE X))

Por fim, substituindo as expressoes de F'(X,Y), (F(X,Y),§) e (F(X,Y), J¢) em (5.18),

obtemos

W = (&, X)Y + (€, Y)X + (JEY)IX + (JE X) IV}
+ P {((§, X)(€,Y) = (J& X)(JE Y ))E + ((§, X)(JE,Y) + (JE X)(€,Y))JE},

/ 2 N2
onde v = ¥ 0 g = M =201

1 plp+ /' [€12)

Mostraremos agora que as curvas integrais do campo f

[

§| quando parame-

trizadas pelo comprimento de arco de g, sdo geodésicas de (M, g).

Corolario 5.11. Nas notacoes e hipoteses da proposi¢cao anterior, se é = é—‘, entao

@aé&é = 0,

1
v A €12

Demonstracao. Pela proposicao anterior, temos

onde o« =

Vocab = 0?Vel + 2pad[E[€ + 20vaP|g|E + oo’ (g’
= |¢|((?®) 4 2va® + a|§|2a2)é.
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2 _ 2u/4p € _ 1
Observe que 2v + o|é|* = e Tomando o = T obtemos

(Oz2)/ _ _2// + NH|€|2a2
o 1 ¢)2
gl

e o resultado segue. ]

Nosso préximo resultado relaciona a curvatura seccional holomorfa da métrica
g = (,) com a da métrica g. Antes, precisamos do seguinte lema devido a CAMINHA
(2017).

Lema 5.12. Se (M™,J,g) € uma variedade kihleriana e p € M, entdo eziste uma vizi-

nhanca U C M de p e um referencial hermitiano em U o qual é geodésico em p.

Demonstracao. Tome uma bola normal U C M com centro p e uma base hermitiana
(€1, Jper, ..., en, Jpe,) de T,M. Estendendo tais vetores por transporte pararalelo ao longo
dos raios geodésicos em U que partem de p, obtemos (cf. exercicio 3.7 de DO CARMO
(2011)) um referencial ortonormal (e, €], ..., e,, €.,) em U, que é geodésico em p. Afirma-
mos que e, = Je, em U, para 1 < k < n. De fato, dado ¢ € U, tome a geodésica radial

v :[0,1] — U, tal que y(0) = p e y(1) = ¢; Segue do fato de J ser um tensor paralelo que

D
EJ@;C = VV/Jek = JVyek = 0,

de modo que Jey, é paralelo ao longo de 7. Mas, como e (p) = Jyer = (Jex)(p), a unicidade

do transporte paralelo implica que ej, = Je, ao longo de v, e assim e), = Jej em q. O

Proposicao 5.13. Sejam (M, J,g) wma variedade kdhleriana, & um campo conforme
fechado em (M, g) com fator de conformidade v e § a métrica kihleriana de (M, J) dada

pelo Teorema 5.6. Para X € T,M unitdrio com relagdao a g, temos

1 . (8 2 2
= W{MK(X) +3u'Ric(§) ((X,€)* + (X, JE)?)

K(X)
+ p"Ric() ((X, )2 + (X, J€)?)°
— 220" (u + 1 1E2) ((X, €)% + (X, JE)?)’}
1

+ m{—w?(zv’ — %) ((X,€)% + (X, JE)?) — 4w},

(5.19)

onde K(X) e K(X) denotam, respectivamente, as curvaturas seccionais holomorfas de

(M, J,q) e(M,J,g) com respeito a X, Ric(§) denota a curvatura de Ricci de g na dire¢ao
de € (tomado como 0 se £(p) = 0) e 1 denota o fator de conformidade de €.

Demonstragao. Dado X € T,M com (X, X) = 1, estenda X a um campo suave numa

vizinhanga de p. Se R denota o tensor de curvatura de (M, g), a curvatura seccional
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holomorfa de (M, g) com relacao a X é dada por

. G(R(X,JX)JX, X)
K(X) = 73X, X)3(JX, JX) — §(X, JX)?

1 . )
= WQ(VXVJXJX — VixVxJX = Vix xJ X, X)

= m{x(g(%xm, X)) = §(VyxJX,VxX) = JX(§(VxJX, X))

+§(VxJX,VixX) — §(VixsxJ X, X)}.

Lembrando que p é uma fungao que depende |£[?, temos

X () = 20%(X, €) and JX () = ~20(X, JE). (5.20)

Temos também, de (5.2) e para £ # 0,

~

X(¥) = (X, Vi) = —Ric(§)(X, €) (5.21)

~ ~

JX(¢) = —Ric(§)(J X, €) = Ric(§)(X, J§). (5.22)

Visando simplificar a notacao, considere

a=2yv(X, &), b=22pv(X, JE),

(5.23)
¢ =Yo((X,€)* — (X, JE)*) e d = 290 (X, E)(X, JE).
Segue de (5.10) que
VxX = VxX +20v((X, )X + (X, JE) JX)
+ 9o (((X,6)* — (X, JE)*)E + 2(X, (X, JE) JE)
= VxX 4 aX +bJX + ¢t + dJE,
VxJX = JVxX = J(VxX +aX 4+ bJX + c€ + dJE)
= VxJX +aJX —bX + cJE — dE, (5.24)

VixX =V x X 4 20v(—(X, JOX + (X, €)JX)
+ o (=2(X, (X, JEE + ((X, ) — (X, JE)?) JE)
= VixX —bX +aJX —dé+cJé
VixJX = JV,;xX = J(V,;xX —bX + aJX — dé + ¢JE)
= VixJX —aX —bJX — € — dJE.

Para o que segue, observamos que, como o valor K (X) em p s6 depende do valor
de X em p, podemos assumir que (V,X)(p) =0 ¢ (V,JX)(p) = 0 para todo v € T,M
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(para isso basta aplicar o Lema 5.12 para obter um referencial geodésico hermitiano
(€1, Jeq, ..., e, Je,) numa vizinhanca de p, tal que e;(p) = X,). Desse modo, [X, JX]| =
VxJX —V,;xX =[X,JX] =0 em p, e assim a expressio de K (X) torna-se
8 1 e e - e
K(X) = W{X(Q(VJXJXaX)) —9(VyxJX,VxX) = JX(§(VxJX, X))
+3(VxJX,Vx X}

Substituindo na expressao acima as férmulas em (5.24), tem-se

K(X) ! E (X(§(VyxJX —aX —bJX — & — dJE, X))

T aXX
—§(VyxJX —aX —bJX — € —dJE, Vi X +aX + BIX + c€ + dJE)
— JX(§(VxJX = bX +aJX — d¢ + cJE, X))
+G(VxJX —bX +aJX — dé + cJE,V x X —bX + aJ X — dE + ¢J€)}
— o (X G(Tax X, X)) = IX(G(TxI X, X))

I(X.X) .

+ = {3(X, X)(=X(a) + 2(a® + 1) + JX(b))}
—aX(5(X, X))+ bIX(§(X, X))}

117

T T X8 X) — X(@g(UE X) — IX(QFUE,X) + IX (e, X))}

+ = X6 X)) — XU X) = eI X (06 X)) + AIX (36 X))

\%4

~
1V

1 - ~ 2 2\ ~
50, e+ bd)g (g, X) + 2ad - b%)g(JS,X) +2(c” + d7)g(&, &)}

Vamos calcular separadamente cada um dos seis termos acima, substituindo

a,b, c e d pelos seus valores em (5.23) quando necessario:

I = X(p)(VixJX, X) + pX{VxJX, X)
+ X () ((Vax JX, (X, §) + (Vux JX, JE(X, JE))
+ U X((Vux JX (X, §) +(Vux JX, JO(X, JE))
— IX (VT X, X) — g X (VI X, X)
— JX(W)(VxJ X, (X, §) + (VxJX, JOX, JE))
— W IX([(VxJX, (X, &) + (VxJX, JEX, JE)).
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Recordando que V, X =V,JX =0 e [X, JX] =0 no ponto p, nesse ponto tem-se

I = m(VxVxJX, X) + (Vi Vix JX, E(X, €)
VRV T X, JEV X, JE) — u(V VT X, X)
— 1V yxVx J X, E0(X, &) — 1 (Vax Vx JX, JE) (X, JE)
— (R(X, JX)JX, X+ (R(X, JX)JX, €)(X,€)
IR(X, TX)TX, JEVX, JE)
= pK(X) + p(R(X, JX)JX, (X, §) + p'(R(X, JX)JX, JE(X, JE).

(5.25)

Vamos supor que p é um ponto tal que £(p) # 0. Ao final da demonstragao, consideramos

o caso em que &(p) = 0. Utilizando (5.3), temos
I = pK(X) + p'Ric(§) ((X, €)% + (X, J€)?) . (5.26)
Também,

IT = g(X, X){—2X()v(X,&) — W/ (X, €)* — 2¢%v
+2JX (V){JX, E) — 4p*V (X, JE)? — 2% + 8?2 ((X, €)* + (X, JE)H) ).

Entao, por (5.21) e (5.22), temos

IT = 2vRic(€) ((X, €)% + (X, JE)?) §(X, X)

(5.27)
— 4 {(V = 20%) ((X,€)* + (X, JE)?) + 1) }g(X, X).

Para o célculo de I11, considere Y € X(M). Sabendo que Y (u) = 2¢p/(Y, &)
e Y(u') = 2¢u"(Y,€), e lembrando que (V,X)(p) = 0 para todo v € T,M. No ponto p,

temos que

Y(§(X,X) =20/ (Y, &) + 2" (Y, &) ((X, &) + (X, JE)?)
+ 1 (20(X,E)(X,Y) + 20(X, JENX, JY)).

Substituindo Y na expressao acima respectivamente por X e JX e usando (5.23), obtemos

11T = —a (Yp' (X, €) + 20" (X, E) (X, €)* + (X, JE)?))
+ b (— 4 (X, JE) — 2" (X, JE((X,€)* + (X, JE)?)) (5.28)
= =8¢ ((X, €)% + (X, JE)?) — 42w (X, €) + (X, JE)?).

Para calcular o termo IV, usamos (5.23), (5.21) e (5.22) para calcular as derivadas no
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ponto p das fungoes ¢ e d em relagao a X e JX. Tem-se

X(c) = (—oRic(¢) + 2¢°0")(X, ) (X, €)* — (X, JE)?) + 20°0 (X, &)
X(d) = (—20Ric(§) + 40" ) (X, XX, JE) + 2% (X, JE)

JX(c) = (oRic(§) — 20°0")(X, JE((X, )* — (X, JE)*) + 2’0 (X, JE)
JX(d) = (20Ric(§) — 4°0")(X, €)(X, JE)* — 20°0 (X, €).

Usando as expressoes acima e as igualdades g(X,&) = (u + (/|E2)(X,€) e (X, JE) =
(1 + wI€F7)(X, JE), temos

IV = (0Ric(€) — 20%0") (u+ 1|€]?) ((X, )2 + (X, J€)?)

(5.29)
— aPo (IR (X624 (X, J6)?)

Por fim, vamos ao calculo do termo V. E facil verificar, com o auxilio de (5.15), que
I(Vx&X) = 3(Vaxé, JX) e §(Vxé, JX) = §(Vxé X) = 0. (5.30)
Utilizando (5.30), (5.24) e calculando no ponto p, temos que

—cX(9(§, X)) —cJX(g(JE, X)) =

= —c(G§(Vx& X) +§(6, VxX) = §(Vyx&, JX) = §(€, Vyx JX))
—c(g(&,aX +bJx + €+ JE) — g€, —aX — bJx — c€ — dJE))

= —2ac(§, X) — 2bcg(§, JX) — 2¢°§(&, €)

e também
—dX(9(J€ X)) +dIX (3(&, X)) =
d(G(Vx& JX) + 36, Vx JX) + §(Vx&, X) + §(&, Vix X))
=d(g(&, aJ X —bX + cJ§ — dE) + G(&, —bX + aJ X — dE + cJE))
= 2adj(¢, JX) — 2bG(€, X) — 2d>§(&, €).
Assim,

V = —2(ac + bd)§(¢, X) + 2(ad — be)g (€, JX) — 2(c* + d?)g (&, €),

e dessa forma V + VI = 0.

Para obter K (X), comecamos somando a expressao dada em (5.28) como o
segundo termo de (5.29), usando que o(u+ p/|*) = p”" — 2w’ e p/((X,£)* 4+ (X, JE)?) =
(X, X) — pu. Obtemos

— 8¢ ((X,6)2 + (X, JE)?) — 4w (X, €)% + (X, JE)?)?
— 4% (i 4 4 [€1%) (X, €)% + (X, JE)?) = (5.31)
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_ _M% ((X.€)° + (X, JE)) §(X, X).

Somando o primeiro termo de (5.27) como o primeiro termo de (5.29), obtem-se

2uRic(§) ((X,€)* + (X, JE)?) §(X, X)
+ (oRic(§) — 20°0") (n+ W/ [€°) ((X, €)% + (X, JE)?)
= ("Ric(€) ((X,€)* + (X, JE)?)” + 21/ Ric(§) ({X, ) + (X, JE)?)
— 200" (n + W €2) ((X,€)* + (X, J€)?)"

2

(5.32)

Agora, somando o segundo termo de (5.27) e as expressoes em (5.26),(5.31) e (5.32), temos

R(X) = =g (I () 30Rie() (X, €0+ (X, J6))

+ i'Rie(§) ((X. ) + (X, J¢)?)" 4 “— (X7 + (X, 7€) §(X, X) (5 33
— A - 2) (X8 + (X, 76)?) 5(X )~ g, X)
— 200" (u+ W [€]7) ((X,€)* + (X, JE)?)"}.

Substituindo “7” = v/ 4 1% na expressao acima, obtemos

1

KX) = 25 %7

{1 (X) + 3u'Ric(€) ((X,6)* + (X, J&)?)

+ p"Ric(€) (X, €)% + (X, J6)?)”
— 2020 (u+ 1 €7) ((X, €)% + (X, 7))}
{49220 — 1?) ((X,6)? + (X, JE)?) — 4},

(5.34)

+

9(X, X)

A dltima férmula acima foi obtida em p, supondo £(p) # 0. Agora, suponha

que £(p) =0. Sep € {x € M;{(x) # 0}, entao tomando uma sequéncia (p,,) com &(p,,) #

0 e convergindo para p, temos por continuidade que

. - 1 1/)2(p)V(p).

Portanto, a férmula (5.34) continua valida em p. Se p ¢ {x € M;&(x) # 0}, entdo existe
uma vizinhanga U de p tal que £(q) = 0 para todo ¢ € U, e nesse caso p é constante em
U. Assim, 1/, v, e 0 se anulam em U e, portanto, K,(X) = e )K (X), e a férmula (5.34)

continua valida em p. O]
O nosso proximo resultado é calcular o tensor de Ricci de (M, g).

Proposicao 5.14. Sejam (M, J,g) uma variedade kdhleriana, & um campo conforme
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fechado em (M, g) com fator de conformidade 1 e g a métrica kihleriana de (M, J), dada
pelo Teorema 5.6. Para X,Y € X(M), temos

Ric(X,Y) = Ric(X,Y)
—20*{((n + v+ al¢f*)g + ((n + 1)v + al€]*) (67 + 65 (X, Y)
+ Ric(€)((n + Vv + o|¢[*) (07 + 6%) (X, Y)
+ (n — D)Ric(§v(6} — 0% (X, Y),

(5.35)

onde Ric e Ric denotam, respectivamente, os tensores de Ricci de (M, J,g) e (M, J,q),
Ric(€) denota a curvatura de Ricci de g na diregio de € (tomado como 0 se £(p) = 0) e
1 denota o fator de conformidade de .

Demonstragao. Dado um ponto p € M tal que £(p) # 0 tome um referencial geodésico
(e1,...,e2,) €m p , ortonormal segundo a métrica g e tal que es,_1(p) = £(p) € ean(p) =
JE(p). Dados campos X,Y € X(M), uma vez que Ric(X,Y) s6 depende dos valores de
X e Y em p, podemos tomar X e Y de forma que V,X = V,Y = 0 para todo v € T,M.

Considere, agora, o referencial (éq, ... é%) ortonormal segundo a métrica g, onde €; = \e/ﬁ,
para 1l <i<2n—2, éy,_1 = \/% \/#’I&P Temos que
2n ~
Ric(X,Y) = > g(R(&, X)Y, &)
11:; 1 . (5.36)
=2 G(R(en X)Y,e0) + ——s D g(R(ei, X)V, ).
o z:: u+u’!£\2i:;_1
Para o primeiro somatério na segunda linha de (5.36) temos
2n—2 2n—2 ~ 2n—2 ~ ~
Z §(R(e, X)Y,e:) = Y eig(VxYie) = > G(VxY, Vees)
i=1 i=1
2n—2 2n—2 (537)
—ZXgV Y e;) —l—Z (V.Y Vxe).
=1

Vamos calcular cada um dos somatérios do lado direito da igualdade em (5.37) utilizando
(5.15). Temos

2n—2 2n—2

Y eg(VxYie) = Z (Ve, VY, e) +2w2u’2 ei, X)(ei, Y) = (e, JX)(ei, JY))

i=1

+(2n = 2)9°" (&, X)(€.Y) — (JE X)(JE,Y))
= Z vﬁzVXY €i > ( n— 2>¢2M”(<£7X><£7Y> - <J£>X><J£7Y>>7
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onde utilizamos na ultima igualdade que

Z_:(<ez-,X>(e,-,Y> — {es, JX){e;, JY)) = Z((ei,X>(ei,Y> — (e, JX) e, JY))

U XNEY) — (€ IXE V)~ (WEXNIEY) - T vy

= (X,Y) = (JX,JY) =0.

Se T e V s@o os tensores dados na Proposigao 5.10, entao T'(e;, e;) = V(e;, e;) = 0, para
1 < <2n — 2. Desse modo, por (5.10) temos

2n—2 ~ ~

> G(VxY,Vee) =0.

i=1

Para o terceiro somatério de (5.37), temos

D X§(VeYie) = Y p{VxVeY,e) + 0 Y (e X){ew V) + (en, JX)(es, JY))
+ (20 — 2)*/ (X, V) + (2n — 2)(—Ric()p + 201" ) (€, X)(E,Y)
=) w(VxVeY,e) — 2021 ((§, X)E,Y) + (JE, X)(JE,Y))

+ 2001/ (X, Y) + (2n — 2)(—Ric()’ + 2¢°") (€, X)(€,Y),
onde utilizamos na tltima igualdade, por um céalculo anédlogo a (5.38), que

2n—2

> (e X)enY) + (e JX)ew, JY)) = 2(X,Y) = 2((€, X)(E,Y) + (JE, XNJIEY)).

i=1
Para o quarto somatério de (5.37), temos

2n—2 2n—2

> G(VeY, Vxe) = ¢ Z (€Y Ve, 4+ (JEY ) e, (€, X)e; + (JE, X) Tey)
=1
2n—2

= P72 (X)) g(en ) + (JE X)(JE V) g( e, Jer)
i=1
= (2n = 20" u((&, X)E V) + (J§, X){JE,Y))
= (2n = 20w ((§, X)(€,Y) + (JE, X)(JE,Y)).
Juntando os termos de (5.37) calculados, segue que

2n—2 2n—2

Z (R(ez, WYoe) = Z (e;, X
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+ (20— 20 (v — ") (&, XNEY) + (JE X)(JE,Y))
+ 2070 (€, XNEY) + (JE X)IEY)) (5:39)

— 20 (X, Y).

Passemos, agora, ao calculo do segundo somatorio na segunda linha de (5.36).
Sabendo que es, 1 (1) = E(1) = 20" €], ean (") = E(") = 20u"|€| € ean () =
§(v) = —Ric(¢)[¢], temos

e2n1§(VxY, e20-1) = MVeVxY, €)
+2(2¢°1" — Ric() 1) (&, X)(E,Y) — (JE X)(JE,Y))
+ 2020 (€, X)(EY) — (JE, X)(JE,Y))

. 5.40
+ (29" = Ric(Qu")[EP (€ X)(EY) — (JE X)(JEY)) 40
+ 3¢2M”(<f7 X> <§7 Y> - <‘]§7 X><J€7 Y>)
+ M/|§|2<62n—17 VGanleY>
e2nd(VxY, ean1) = 1{V ;eVxY, JE)

+ ¢2M”(_<£a X> <§7 Y> + <‘]£7 X><J€a Y))
+ N,’£‘2<e2n> VeznVXY>'

Note que os tensores T' e V' dados pela Proposi¢ao (5.10) tém a seguinte propriedade:
T(Z,JW)=T(JZ,W) e V(Z,JW)=V(JZ, W), (5.42)

para quaisquer Z, W € X(M). Dessa forma, T'(es,, €2,) = —T(€2,_1,€2,-1) € V(€p, €2,) =

—V(ean_1, €2,_1); assim, por (5.10), temos

2n

Z §(VxY,Vee) =0. (5.43)

1=2n—2

X@(V@THY, 621171) = M(vaegn_1Y, 62n71>
+ 20207 — Ric(§) ') (6, X)(€,Y)
+ P (6, X)(EY) + (JE X)(JEY)) + 02 (X,Y)
+ (270" = Ric(§)p") €16, X) (&, Y)
+ 2020 (€ XNEY) + P[P (X,Y)
+ 1'[€PP (e2n-1, Vx Vey, V)

(5.44)
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X§(Ve, Y, e9) = 1(VxVe, Y, €2)
+2(20° 1" — Ric(€)p) (€, X)(E,Y)
+ I (6, X)EY) + (JE X)(JEY)) + 03/ (X,Y)
+ (207" = Ric(§)u") €€, X)(E,Y)
+ 207" (6, X)(E, Y ) + 2 |EP(XY)
+ 1|1 (e2n, Vx Ve, Y ).

(5.45)

Por fim, usando (5.10), o paralelismo de J e (5.42), obtemos no ponto p
66271,1 JY = @J62n71y € 6X=]e2n—1 - ®X€2n-

Logo,

3(Ver Y, Vxeon1) = §(Vey, , JY,VxJezn1) = §(Ve,,Y, Vxen). (5.46)

Novamente usando (5.10), temos no ponto p,

§<V€2n—1Y7 6-)(6271*1) = g(Za W)’

onde

Z = pu(|E]Y + (£, Y)E + (JE Y)IE) + vo(|E[(E, Y)E + [E[(JE, V) IE)

W = yu((§, X)E + |€]X + (JE X)JE) + vo(|E[(€, X )€ + |E[(JE, X) JE).

Assim,

G(ZW) =22 {G(Y, (6. X) + §(X, Y)[E) + GV, JEOIE X) + §(E.§)(& X)EY)
+ (X OEY) + G(JE X)JEY) + (€, (T X)(JEY)}
+ 2o {25(€, (&, X)(EY) + 25(€, ) (JE X)(JEY) + §(X, ), V)¢
+ G(JE X)TE Y EP + G(Y,€)(E X)IEP + §(JE, Y)(IE X) €}
+ 420 {G(E, ISP (& XNEY) + (T X)(JE V)

Substituindo (Y, &) = u(X, &) + (/|£[2(Y, €) e fazendo o mesmo para todos termos seme-

lhantes, obtemos

g(ﬁegnyv; 6X62n) - §<@egn,1Y7 ﬁX€2n—1)
= PPl H(X,Y) — 9?1 pP(X,Y)
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+ (402 + o e + o?lE) (u+ 1€ P(X,Y) (5.47)
= Ve (X, Y) — ¢ uP(X,Y)
+ 2 (20 + al€)?)’ (u+ (€ P(X,Y),

onde a primeira igualdade segue de (5.46), e P(X,Y) = ({, X){(&,Y) + (J&, X)(JE,Y).
Portanto, por (5.40), (5.41), (5.43), (5.44), (5.45) e (5.47), temos que o segundo

somatorio na segunda linha de (5.36) é dado por

2n 2n—2
Y. G(Rlen X)Y,e) = (u+@lEP) Y (Rlew X)Y, e
1=2n—2 i=1

— 22 (€, X)EY) + (JE, X)(JE,Y)) — 20° 2 uP(X,Y)

— 203" + W€ P(X,Y)

+ Ric(€) (21 + 1€ P(X,Y) (5.48)
+ 207 (20 + ol€?)” (u+ 1€} P(X,Y)

+ 2022 ulE (XY ) — 203 (XY ) — 202 €2 (X, Y ).

Por fim, vamos substituir (5.39) e (5.48) em (5.36) e obter P/{ivc(X, Y). Escrevendo o

segundo e o ultimo termos a direita da segunda igualdade em (5.39) respectivamente

(2n + 2)9* (vp' — p") (&, X)(EY) + (JE X)(JE,Y))
- 4¢2(VILL/ - M”)(<€a X><£v Y> + <J£a X><J§7Y>)
- (2n + 2)¢2M’<X7 Y) + 2¢2M/<X7 Y),
temos

Ric(X,Y) = Ric(X,Y)

+ (20 + 2)0? (%) P(X,Y) — (2n+ 2)1/;2%/()(, Y)
oo (20 8
-ned (S5

/

+(2n — 2)Ric(€)%<€, X)(E,Y)

) P(X,Y)

I p iulél? \ 1

+ 2)? (— — — —P(X,Y 5.49

W\ T wT e e ee) et eY) (549)
I

V,u’—,u” 3,u”—i—,u’”|§]2 o 2
— 0p? (2 + — (2v+ o€ P(X,Y
§ 1t o+ g ( )" ) PXY)
~

J/
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/ 2 2 / 1 2
o (1 vl = — "¢
+mp<;+ p+ €2 Xx.
111

N

Calculemos os termos I, II e I11, dados acima:

()€1 ﬂMﬂ2> 1
I =2 - _P(X,Y
2 (N(M+u’|§|2) ESIIEYAE (X,Y)

v — v/
_MPC————)PXJ’_Q
pot gL )

(5.50)

Para o célculo de 11, veja que

I 2! " ¢|2
v K :l/z—(V/—l—VZ):—I/,, 2y—|—o'|f|2: H +/1; |§2|
7 ot gl

3/// + 'u///|£|2 _ (2// +M//|£’2)/ _ (M +,LL/|£‘2)//-

Dai,

_ o2 oy 4 (A HIER) A+ wIEP)" — ((n+ wIE°))”
=2 ( ’ *( (4 + HIEPP ))

o2 oy <u+wm%>>
¢( V+(W+MH% (5.51)
(- BT

(1 + 1'€]?)
= 2¢*(al¢]?)"

Por fim, temos

77 — M/(M+Ul|§|2) + 22— — M/,N|§|2> Yy
( (e + 1/|€)2) (X,Y)
2 N2 § 2 7 5 2 |
— UQJA+Mgﬁ;|<XAq (5.52)
= —ol¢(X,Y).

Substituindo (5.50),(5.51) e (5.52) em (5.49) e lembrando que # = —(V+v?) =/
e P= 6? + 93§ , segue que

Ric(X,Y) = Ric(X,Y)
= 20*{((n + Vv + o€ )X, Y) + ((n + L)v + al€]*) (67 + 05¢) (X, V) }

R 2/ 1"\ ¢|2
+Rm@({%5%§})wguﬁxxyv
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+(2n — 2)Ric(§)vi(X,Y).
Observando finalmente que

20+ p'|€)?

e = 2 T okE = (e Dy = (= 1w ol (5.53)

a expressao acima torna-se

Ric(X,Y) = Ric(X,Y)
—2¢0*{((n+ Dy + o |§PHX,Y) + ((n+ Dy + o |€[*) (67 + 07) (X, Y)}
+ Ric(€)((n + 1)v + o|€[*)(6 + 6%)(X.Y) (5.54)
+ (n — D)Ric(§v(67 — 0% (X, Y).

Lembramos que todo o célculo foi feito para um ponto p tal que £(p) # 0, mas
um argumento semelhante aquele do final da demonstracao da Proposicao 5.13 garante

que a férmula (5.54) é valida em qualquer ponto. ]

5.3 Exemplos

Nosso objetivo agora é usar a expressao do tensor de Ricci de (M, §) para obter exemplos
de variedades Einstein e sélitons de Ricci.

Uma métrica riemanniana g em uma variedade diferenciavel M é denominada
um séliton de Ricci se existe um campo X € X(M) tal que o tensor de Ricci da métrica
g satisfaz a equagao

1
Ric + §£Xg = \g,

onde Lxg denota a derivada de Lie de g com relacao a X e A € R.

Vamos nos restringir ao caso de uma variedade kahleriana (M, J, g) com tensor
de Ricci nulo e que possui um campo conforme fechado & com fator de conformidade ¢ = 1.
Tal situacao, além de ocorrer em C" com suas estruturas canonicas, também ocorre para
um cone M = (0,+00) x; N?"~! com campo conforme fechado & = td;, onde N é uma
variedade de Sasaki (cf. final da se¢ao 5.1) com uma métrica Einstein. De fato, se gy
denota a métrica de N?"~! segue do Coroldrio 7.43 de (O’'NEILL, 1983) que o tensor de
Ricci de M = (0, +00) x; N é dado por

Ric(,V) = 0
para todo V € X(M), e

Ric(V, W) = Riey (V, W) — (20 — 2)gn(V, W),
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para V,W € X(N). Pela Proposicao 1.2 de (SPARKS, 2011), se N é Sasaki, entao
Rien (J€, J€) = (2n — 2)gn (JE, JE).

Portanto, se gy ¢ Einstein o tensor de Ricci de M se anula.
Para encontrar métricas Einstein para as variedades kahlerianas mencionadas

acima, temos o seguinte.

Proposicao 5.15. Considere uma variedade kihleriana (M, J,g) com tensor de Ricci
nulo e que possut um campo conforme fechado & com fator de conformidade v = 1. Seja
I C Ry a imagem de [£)> : M — R, K uma constante real e y : I — R uma funcio

positiva com derivada positiva que satisfaz a equacdo diferencial ordindria

y/ 1 y// K

Se g € a métrica kdhleriana de (M, J) dada pelo Teorema 5.6 com a fungdo u(t) = @,

onde t = |£|2, entdo (M, §) € uma variedade Einstein tal que Ric = —2K3.

Demonstragao. Seja (M, g) uma variedade kihleriana obtida via Teorema 5.6 com fungao

w(t), onde t = |€|%. Para o nosso caso, o tensor de Ricci Ric de § dado por (5.35), é

Ric = —2{((n + v + ol¢]?)g + ((n + v + o|¢*) (6 + 6%.)}. (5.56)
Pela equagao acima, Ric = —2K g se, e s6 se, u satisfaz
(n+ () +o(t)t = Ku(t). (5.57)

Utilizando (5.53), a equacdo (5.57) torna-se

/ / /
/ oo b, M t o pt+p 1 pt
= —|— t’ fr— 2 + t’ _— = — = — — e fr— —’
y=prpt, y BT i i : M ;
assim, obtém-se a equagao
y/ 1 y// K
—-1)=—n—-1)-+==—y.
=%~ =17+ L= 2

]

Agora, podemos obter alguns exemplos em que (M, g) é uma variedade Eins-
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tein.

Exemplo 5.16. Suponha que K = 0 na equagao (5.55), entao a equagao pode ser escrita

((n — Dlog(y) +1log(y'))" = ((n — 1)log(t))".

Assim, y" 1y = ¢;t""!, onde ¢; é uma constante real, e daf

1 /
(_yn> — Cltnfl
n

nos dé a solucio geral y(t) = (c1t" + c)n. Entdo, a funcdo p que torna (M,§) uma
variedade kihleriana com Ric = 0 ¢
(Cltn + Cz)%

plt) = (5.58)

onde as constantes c; e ¢y sao escolhidas de modo que p seja positiva. Como p esta

definida apenas para t > 0, podemos escolher, por exemplo, M = C" \ {0}.

Exemplo 5.17. Para os casos K > 0 e K < 0, exibimos duas solucoes particulares da

equagao (5.57). Para K =n + 1,
(t)=
MO=1=0
soluciona a equagcao e define a métrica do espago hiperbdlico complexo, dada no Exemplo

5.9. Para K = —(n+1),
plt) =
141
soluciona a equacao. Tal solucao define, em C", uma métrica nao completa de curvatura
seccional holomorfa constante e positiva. De fato, temos ' = —p?, v = —p, 0 = 0 e

20 — v? = ;2. Substituindo em (5.19), obtemos

—4

K(X) = m(@”’— V) (X, €)° + (X, JE)%) +v)
4 2 2 2\ _

Proposicao 5.18. Considere uma variedade kdhleriana (M, J,g) com tensor de Ricci
nulo e que possui um campo conforme fechado & com fator de conformidade v = 1. Seja
I C Ry aimagem de |€]* : M — R, , L e K constantes reais e y : I — R uma funcao

positiva e com derivada positiva, que satisfaz a equacao diferencial ordindria

/ 1 /! K
(n—1) <y§ - ¥> + Z— + Ly = —y. (5.59)
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Se § € a métrica kihleriana de (M, J) dada pelo Teorema 5.6 com a fungdo u(t) = @,

onde t = [£|?, entao (M,g) é um sdliton de Ricci tal que Ric + %EXQ = —2Kg para
X = —9L¢,

Demonstragdo. Primeiro devemos calcular L¢g. Para este célculo utilizamos (5.15) e

obtemos

LG(X,Y) =g(Vx&,Y) + §(VyE, X)
= u(Vx&Y) + (Vv X)
+ 20/ ((€, X)(E,Y) + [€2(X,Y))
+ 200" ({6, X)(€, V)€ + (T, X){(JE, V) EP)

(5.60)
+ 200 ((§, XNEY) + (JE, X)(JE,Y))
+ 20 ((J€, X)(JE,Y))
— 20+ )XY
+ 202 + p € ((E, XN(EY) + (JE X)(TEY)).
Assim, por (5.35), Ric + %(—2L£5§) = —2Kg se, e s6 se,
(n+ Du(t) + o(t)t + L(u(t) + ' (t)t) = Ku(t). (5.61)

Utilizando novamente (5.53) e fazendo y(t) = pu(t)t, como na demonstragao da proposigao

anterior obtemos / .

Y Ly K
—NL =1+ L+ =
(n >y (n )t Y Y ty

]
O exemplo a seguir exibe um séliton de Ricci completo g em C". Esse exemplo

¢ o mesmo encontrado em (CAO, 1994), onde também foi mostrado que § é uma métrica

completa e de curvatura seccional positiva.

Exemplo 5.19. Suponha que K = 0 na equagao (5.59); entao, a equagao pode ser escrita

((n — Dlog(y) +log(y') + Ly)" = ((n — 1)log(t))".

Assim, y" ey’ = ¢;t" !, onde ¢; é uma constante real. Tomando L = 1 e integrando a

equagao, obtemos

n—1
1

(Z k-1 (n - )yk> ¥ — Ay 2 (5.62)
! n n

k=0

A funcao F(y) = ( Z;é(—l)”_k_l%!yk) e¥ é invertivel, uma vez que F’ > 0. Logo,

y(t) = FHcert" + )
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F_I(Cltn + Cg)

u(t) = t . (5.63)

Tomando ¢; = (—1)""'n! e ¢; > 0, temos que F(0) = ¢ e, assim, y(0) = 0. Tomando

a derivada n vezes em relacdo a ¢t em ambos os lados de (5.62), obtemos 3/(0) = (¢1)7.
Dessa forma p(t) também fica definida em ¢ = 0 e, portanto, g define uma métrica sobre
C". Para mostrar que (C", §) é completo, observe que ¢’ = (14 c¢;t)~! paran = 1 e, para

n > 1, existe ty > 1 tal que, para t > t,

t t t
Yy rteV = (n — 1)/ y" el dy + / y"eVdy < n/ y"reVdy = eit™;
0 0 0

assim,
’ Cltn_l 1
Yy = "

(5.64)

ynfley t
para t > to. Como p+ p't =y, segue do Corolario (5.11) que, tomando p € C", s = [£(p)]

7 :[0,s] = C" dada por y(t) = ¢, temos

d(0,p) = /\/u ))t2dt = /\/Tdt

onde d denota a distancia riemanniana de (M, g). Como y/ > para uma constante ¢

c+t’
e todo t > tg, temos d(0, p) — 400 quando |p| — +o0.
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6 CONCLUSAO

No capitulo 3 deste trabalho obtivemos um teorema de rigidez para hipersu-
perficies CMC de um espac¢o homogéneo G/H, mostrando que toda hipersuperficie ¢ :
M — G/H com campo normal unitdrio N, compacta e CMC tal que |A[> < —Ricg/u(N)
¢ isométrica a um espago homogéneo K/(KNH). O método utilizado foi usar o calculo de
Afy, onde fiy = (V,N) e V é um campo de Killing de G/H, mostrando que essas fungoes
sao subharmonicas. No caso em que M é completa e nao compacta foi imposta uma
condicao sobre o comportamento do campo N no infinito, o que possibilitou a utilizagao
da versao classica do principio do maximo para funcoes subharmonicas. Uma questao
que surge é saber se poderiamos aplicar outras versoes de principios do maximo no caso
completo nao compacto para obter um resultado analogo ao deste teorema. Uma segunda
questao ¢é saber se é possivel tratar o caso de subvariedades de codimensao arbitraria de
G/H.

No capitulo 4 tratamos de estudar hipersuperficies ¢ : M — G espaciais de um
grupo lorentziano G munido de uma métrica biinvariante. Obtivemos dois resultados para
o caso em que M ¢é compacta usando os teoremas de Hopf e da divergéncia. Foi obtido
também um resultado para o caso em que M é completa e nao compacta, utilizando um
lema que d& uma condigao para que um campo X, cujo divergente nao troca de sinal,
tenha, de fato, divergente nulo. Nesse ponto, esperamos aplicar esse lema de divergéncia
em que outros contextos.

Por fim, no ultimo capitulo, partindo de uma variedade kdhleriana (M, J, g)
que possui um campo conforme fechado &, construimos uma familia de métricas kahleria-
nas para (M, J). Procuramos, dentre estas métricas, exemplos de métricas Einstein e de
solitons de Ricci e obtivemos equagoes diferenciais ordinarias que nao foram solucionadas
em geral. Acreditamos que ainda haja varias possibilidades de aplicacoes para essa familia

de métricas.
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