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RESUMO

Neste trabalho, calculam-se as massas de graficos assintoticamente planos e assintotica-
mente hiperbdlicos como integrais de volume sobre as variedades. Isto é feito partindo-se
da definicao de massa via tensor de Einstein e aplicando-se o teorema da divergéncia.
E apresentada uma expressao para o centro de massa de um grafico assintoticamente
plano. Faz-se presente neste trabalho a conjectura da massa positiva e a desigualdades de
Penrose. Demonstra-se a veracidade destas para os casos particulares que estamos consi-
derando. Para a demonstracao da desigualdade de Penrose, calcula-se o termo de bordo
da integral que expressa a massa e recorre-se a resultados conhecidos, como a desigualdade
de Alexandrov-Fenchel. Toma-se por base os trabalhos realizados por Lam, para graficos
assintoticamente planos de codimensao um, por Mirandola-Vitorio, para graficos assinto-
ticamente planos de codimensao arbitraria, e os trabalhos de Dahl-Gicquaud-Sakovich e

de de Lima-Girao para graficos hiperbélicos de codimensao um.

Palavras-chave: Massa. Centro de massa. Graficos assintoticamente planos. Gréficos

assintoticamente hiperbdlicos. Desigualdade da massa positiva. Desigualdade de Penrose.



ABSTRACT

In this thesis, masses of asymptotically flat and asymptotically hyperbolic graphs are
computed as volume integrals on the manifolds. This is done by using the mass definition
via Einstein’s tensor and applying the divergence theorem. A brief digression is made
and an expression for the center of mass of an asymptotically flat graph is presented.
The positive mass and Penrose inequalities are considered in this thesis. The validity
of these inequalities are proved for the special cases we are considering. For the proof
of the Penrose inequality, the boundary term of the integral that expresses the mass
is computed and known results, like the Alexandrov-Fenchel inequality, are used. This
thesis is supported on the works of Lam, for codimension one asymptotically flat graphs,
of Mirandola-Vitério, for arbitrary codimension asymptotically flat graphs, and the works

of Dahl-Gicquaud-Sakovich and de Lima-Girao for codimension one hyperbolic graphs.

Keywords: Mass, Center of mass, Asymptotically flat graphs, Asymptotically hyperbolic

graphs, Positive mass inequality, Penrose inequality.
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1 INTRODUCAO

Calcularemos a massa de variedades gréaficos assintoticamente planas e assin-
toticamente hiperbdlicas como uma integral de volume sobre a variedade. Faremos isto
partindo da definicao de massa via tensor de Einstein e aplicando o teorema da divergéncia
de Gauss. Apresentaremos uma expressao para o centro de massa de uma variedade as-
sintoticamente plana. Faz-se presente em nosso trabalho a conjectura da massa positiva e
a desigualdade de Penrose. A conjectura da massa positiva afirma que se uma variedade
assintoticamente plana tem curvatura escalar nao negativa entao sua massa é nao nega-
tiva. A desigualdade de Penrose afirma que se uma variedade assintoticamente plana, com
curvatura escalar nao negativa, tem uma fronteira interna minima mais externa entao sua
massa deve ser maior ou igual a uma certa quantidade que depende da area da fronteira,
a ser especificada posteriormente. Demonstraremos a veracidade destas afirmacoes para
os casos que estamos estudando. Para ser mais preciso, apenas calcularemos as intregrais
de bordo e recorreremos a resultados conhecidos para justificar a validade das afirmagoes.
Tomaremos por base os trabalhos de LAM| (2011)), para variedade gréfico assintoticamente
plana de codimensao um, de MIRANDOLA and VITORIO (2015), para variedade grafico
assintoticamente plana de codimensao arbitraria, de [DAHL, GICQUAUD, and SAKO-
VICH] (2013) e de DE LIMA and GIRAO| (2015)), para variedade grafico assintoticamente
hiperbélica de codimensao um.

E oportuno recordar que temos duas definicoes de massa: a definicao classica
de massa adm e a definigdo de massa via tensor de Einstein (ou via tensor de Ricci).
Sao muito instrutivas as demonstragoes da equivaléncia entre estas defini¢oes feitas em
MIAO and TAM]| (2016), em 2015, e em HERZLICH (2016, também em 2015. Herzlich
apresentou também, no mesmo artigo, a equivaléncia entre a definicao cldssica de massa
e a definicao via tensor de Einstein para variedades assintoticamente hiperbdlicas. E
oportuno ressaltar também que o teorema da massa positiva foi demonstrado sob certas
condicoes por Schoen e Yau em 1979 e que a desigualdade de Penrose foi demonstrado por
Huisken e Ilmanen em 1997 e por Bray em 1999. Em 1973, Penrose deu um argumento
heuristico para justificar que a massa adm de um slice é no minimo a massa do buraco
negro contido no slice.

Este trabalho toma como base os trabalhos das pessoas citadas anteriormente
e apresenta uma forma bastante elementar, mas eficaz, para o calculo de massa e centro
de massa de graficos. O teorema da divergéncia de Gauss desempenha papel importante
neste trabalho. No capitulo inicial sao apresentados os conceitos necessarios ao trabalho e
os resultados que pretendo redemonstrar para massa de variedade grafico assintoticamente
plana e de variedade grafico assintoticamente hiperbdlica. No capitulo dois encontra-se

o céalculo da massa adm de uma variedade grafico assintoticamente plana de codimensao
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arbitraria, e em particular quando tem-se fibrado normal plano. Desmonstra-se neste
capitulo o teorema da massa positiva. Calcula-se também a massa de uma variedade que
tem uma fronteira interna e satisfaz certas condigoes. Usando-se resultados conhecidos
demosntra-se a desigualdade de Penrose. No capitulo trés faz-se tudo que foi feito no

capitulo dois para uma variedade grafico assintoticamente hiperbdlica de codimensao um.
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2 PRELIMINARES

Apresentaremos a seguir as defini¢coes de variedade assintoticamente plana, de fungao
assintoticamente plana, de massa adm cldssica, de massa adm via tensor de Einstein, de
centro de massa de uma variedade assintoticamente plana, de variedade assintoticamente
hiperbdlica, de funcao assintoticamente hiperbdlica, além das definigoes classica e via

tensor de Einstein da massa de uma variedade assintoticamente hiperbdlica.

2.1 Variedade assintoticamente plana

Definicao 2.1. Uma wvariedade assintoticamente plana € uma variedade riemanniana
completa (M, g) com curvatura escalar integravel tal que existe um difeomorfismo ¢, cha-
mado carta do infinito, do complementar de um compacto em M no complementar de uma

bola fechada em R™, tal que, nestas coordenadas e para algum T > "772 tem-se:

19ij(x) — 0i5(x)| = O(|z|™7), |Ogij(z)| = O(|93|_T_1)> |0k019:5()| = O(’x|_T_2)a

onde 0; = 8‘2.

Dado que trataremos de variedades graficos, temos que intimamente relacio-
nado ao conceito de variedade assintoticamente plana estd o de funcao assintoticamente
plana. Definiremos uma funcao assintoticamente plana de modo que sua variedade grafico

seja assintoticamente plana. De modo mais preciso temos a definicao seguinte.

Definigao 2.2. Uma funcio de classe C?, f = (f1, f2, ..., f™) : R"\Q2 — R™, n > 3, onde
Q € um subconjunto aberto limitado com bordo compacto suave, € dita assintoticamente
plana se a curvatura escalar Scal de seu grdfico dotado da métrica ambiente do R™™™
¢ uma funcao integrdavel sobre o R™ e suas derivadas parciais satisfazem as sequintes

condigoes de decaimento:

@) =0(=[72), |f5(=)| =057 (2.1)

no infinito, para todo o« =1,... . m ei,j,k=1,...,n, onde T > (n — 2)/2.

Definigao 2.3. Seja (M",g) uma variedade assintoticamente plana e {x'}?_, um sitema

de coordenadas em R™; entdo sua massa adm cldssica m € definida por:

1 ] .
m = m rlg?o ; (9ijj — 94j.i) Ve dSy (2.2)

T
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onde e € a métrica euclidiana, S, esfera euclidiana de raio v, v o campo normal unitdrio
apontando para fora de S, e w,_1 a drea da esfera unitdria S*t. Observe-se também que

ha um somatorio em i e j.

A principio a definicao depende da carta do infinito, contudo foi provado por
CHRUSCIEL| (1986) e BARTINIK| (1986) que este limite ¢ indepemdente da escolha da
carta do infinito.

Vamos dar a seguir uma definicao de centro de massa de uma variedade assin-
toticamente plana. Existe mais de uma definicao de centro de massa; a que daremos a
seguir é devida a REGGE and TEITELBOIM)| (1974). Para que faga sentido a defini¢ao
deles, a métrica da variedade assintoticamente plana deve satisfazer mais uma condicao,

dita condicao de Regge-Teitelboim.

Definigao 2.4. Dizemos que uma variedade assintoticamente plana (M™,g) satisfaz a

condi¢ao de Regge-Teitelboim se

n—2
2 b

g;;(x) = O(lz]7"71) e |(Bkgiy)' (2)] = O(|z|777%), 7> (2:3)

onde g};(x) = 5(gi;(x) — gij(—x)) € a parte impar da métrica.

Podemos entao estabelecer a definicao de centro de massa de uma variedade

assintoticamente plana.

Definigao 2.5. Seja (M™, g) uma variedade assintoticamente plana que satisfaz a condigdo
de Regge-Teitelboim e com massa adm nao nula; definimos o centro de massa desta vari-

edade, num sistema de coordenadas {x*}_, do R"™, por C' = (C*,C?,--- ,C™), onde

« 1 : [ 7 ) a
e = m rlgglo ; [I (9ij.j — Gjji)Ve — (GiaVe — Gl )} dS;

r

Va=1,2,...,n.

Estabeleceremos a seguir as definicoes de massa e de centro de massa de uma

variedade assintoticamente plana via tensor de Einstein.

Definicao 2.6. Sendo X = x'0; o campo posicio, definimos a massa via tensor de

Finstein da variedade assintoticamente plana (M, g) por:
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1 1
= — 1 o9 g g g
me(g) (R R . (ch > Seal g) (X,19)ds?. (2.4)

Como ja foi mencionado anteriormene, esta definicao é equivalente a defini¢ao
classica de massa adm, e portanto usaremos doravante a mesma letra m para representa-

las.

Definigdo 2.7. Sendo X® = r20, — 22°0°0;, a € {1,...,n}, que é um campo de
Killing conforme, definimos o centro de massa via tensor de Finstein por Cg(g) =
(ck(9);- -, ci(9)), donde

1 1
2(g) = li Ric? — =Scal’g ) (X@,19)dS?. (2.5
CE<g) 2<n - 1)(71 . 2)Wn—1m(g) TLIEO s, ( 1C 2 ca g) ( vV ) r ( )

Uma demonstracao da equivaléncia entre a definicao anterior e a definicao
classica pode ser encontrada em |[MIAO and TAM]| (2016).

2.2 Variedade assintoticamente hiperbdlica

H& mais de uma definicao de variedade assintoticamente hiperbélica. Em consonancia com
nosso trabalho, seguimos a adotada em DAHL, GICQUAUD, and SAKOVICH (2013),
onde o hiperbdlico (H",b) é tomado como sendo H" = R, x S™"! munido da métrica
b = dr* + sinhr hgn-1, onde r(z) é a distancia do ponto = & origem e hgn-1 é a métrica

canonica da esfera.

Definicao 2.8. Variedade assintoticamente hiperbdlica ¢ uma variedade rieman-
niana completa (M™,g) para a qual existe um difeomorfismo ® : M\K — H"\B, K
compacto e B uma bola fechada, chamado carta do infinito, tal que:

®.g e b sao uniformemente equivalentes e tomando e = ®,g — b, tem-se

/ (le]z + |"Vel}) coshr dp® < oo

H™\ B

/ 1S9 4 n(n — 1)| coshr du® < oo.
H™\B

Intimamente relacionado ao conceito de variedade assintoticamente hiperbdlica

estd o de funcao assintoticamente hiperbdlica. A funcao f : H" — R tera seu grafico em
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H"+' = H" x R munido da métrica b = b+ cosh?® r dt?. Nestas condicoes tem-se que H"+?

¢ um espago hiperbélico (n + 1)- dimensional e % ¢ Killing. Estamos, portanto, conside-

rando graficos de Killing no espago hiperbdlico.

Definicao 2.9. Uma funcao f : H" — R € dita assintoticamente hiperbdlica se sua vari-
edade grdfico é uma variedade assitoticamente hiperbolica com a métrica grdfico induzida

de H"*' e se |e(z)| = cosh®r |V f(z)]?> = 0 quando x — oo.

O conceito de massa de uma variedade assintoticamente hiperbdlica é bem
distinto do conceito massa adm de uma variedade assintoticamente plana. Inicialmente
definiremos o que é o funcional massa de uma variedade assintoticamente hiperbdlica as-
sociado a uma carta do infinito. Este funcional age no nicleo do adjunto do linearizado
da curvatura escalar na métrica b, denotado por Ker(DScal*),. De modo mais geral,
temos a definigdo seguinte, encontrada nos trabalhos de HERZLICH]| (2016) e MICHEL
(2011]).

Definicao 2.10. Definimos o adjunto linearizado de um invariante polinomial da curva-

tura escalar e suas derivadas F' em relagao as métricas g e b da sequinte maneira:

V(DF)y(g —b) = (V,(DF)y(g — b)) = ((DF);V,g —b) + U(V, g,b)

Onde U(V,g,b) € uma fungdo que deve satisfazer a relagdo acima.

Na prética, ao calcularmos (V, (DF),(g — b)), encontramos duas partes, sendo
uma U(V, g,b) e a outra ((DF);V,g—b). Observe que quando V' € Ker(DScal*), tem-se
V(DF)y(g—b) =U(V,g,b)). Para o caso mais simples, quando F' = Scal, temos

(DScal);V = H.V 4+ A Ve,

mais particularmente, quando V' = 1, temos

1
li U(1l dse = my,.
2(n — Dwm — 1) fusd . (1,9, €) dsc = my

Mais resultados sobre os invariantes geométricos podem ser encontrados no trabalho de
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MICHEL| (2011]).

Retomando o fio da meada, tem-se que Ker(DScal*), é constituido pelas
fungoes V tais que H,V = Vb, ou mais precisamente: este conjunto é gerado pelas fungoes
V:RxS" ' =R, VO(r z) =coshr e V®(r z) = (¥ sinhr a =1,2,--- ,n, onde z(*
é a a- ésima coordenada da esfera unitaria.

Redenotaremos o niucleo do adjunto do linearizado da curvatura escalar sim-
plesmente por N. Podemos definir em N uma métrica lorentziana 7 tal que n(Vg, Vo) = 1,
n(Vi, Vi) ==-1,Vi=1,2,--- ,nen(V,V;) =0,Vi # j. Ademais, simbolizaremos por N'*
o subconjunto das fungoes positivas de N, ou seja, das fungoes V tais que n(V,V) > 0
e por N'' o conjunto das funcoes positivas unitrias de N, ou seja, o subconjunto das

fungoes V' tais que n(V, V) = 1.

Defini¢ao 2.11. Dada uma variedade assintoticamente hiperbdlica (M, g) e uma carta
do infinito ®, definimos o funcional massa de M associado a carta do infinito ® por
Hy : N — R,

1 . .
Ho(V) = 20— D s Th_r)noo . [V (div’e — ditrye) + try(e)dV — e(V°V, ) ] (12) dS?,

onde e = ®,g — b, V¥ é o vetor unitdrio normal a S, com sentido exterior na métrica b,
divbe é o divergente de e na métrica b, trye o traco de e na métrica b e dV a diferencial
de V.

Observacao 2.1. Dadas duas cartas do infinito numa mesma variedade assintoticamente
hiperbolica M, ®1 e @y, existe uma isometria A de H" tal que seus funcionais massa estao
relacionados da sequinte forma: He, (V) = He,(V o A™Y).

Vamos agora definir massa para particulares variedades assintoticamente hi-

perbolicas.

Definigao 2.12. Se (M, g) € uma variedade assintoticamente hiperbolica tal que He (V') >

0, VV € Nt entao definimos a massa de M, denotada por m, como sendo

m = inf He (V).

VeN?!
Definicao 2.13. Dizemos que uma carta do infinito ¢ € balanceada se m = Hy(p),
p = VO = coshr e dizemos que o grdfico de uma funcio ou a prdpria funcdo é ba-

lanceada se a carta natural for balanceada. A carta natural para um grdafico é dada por

¢(x) = (z, f(z)).
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Daremos em seguida a definicao de massa de uma variedade hiperbdlica via
tensor de Einstein. Alias, serd um tensor de Einstein modificado, o qual denotaremos por
E. definido por:

~ 1 1 1
E = Ric—§Scalg—§(n—1)(n—2)g = E—§(n—1)(n—2)g.

Como vimos anteriormente, o funcional massa atua num espago (n+1)—dimensional,
e portanto, para sua definicao via tensor de Einstein necessitamos de n + 1 campos X.

Dito isto, temos a definigao seguinte.

Definigao 2.14. Dada uma variedade assintoticamente hiperbdlica (M, g), definimos o

funcional massa de M, via tensor de Einstein, por Hg : N — R,

) 1 ~ )
H @y = — li E(X® 19)ds9
E(V ) (n_ 1)(”-2)60”_1 riglo s, ( »V ) S

onde os campos X9, no modelo da bola de Poincaré, sio dados por
XO =rp, e X =y29, — 2:L'o‘xj8j,
para o =1,... n.

Podemos encontrar a equivaléncia entre a definicao de funcional massa classico

e funcional massa via tensor de Finstein modificado de uma variedade assintoticamente

hiperbdlica em HERZLICH) (2016)).

2.3 Resultados conhecidos para massa adm de variedades graficos

Apresentaremos a seguir alguns resultados conhecidos para o calculo de massa de varie-
dades graficos assintoticamente planas e assintoticamente hiperbdlicas, obtidos por [LAM
(2011), MIRANDOLA and VITORIO (2015) e DAHL, GICQUAUD, and SAKOVICH
(2013)).

Teorema 2.1. (LAM) Sendo (M", g) uma variedade grifico de uma fun¢ao suave assin-
toticamente plana f : R™ — R com a métrica induzida do R™*', S sua curvatura escalar

na métrica g, do grafico, V f o gradiente de f na métrica plana, tem-se que sua massa
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adm m € dada por

1 S,

"= St Ju VT

Teorema 2.2. LAM Sendo (M", g) uma variedade grdfico de uma fun¢do suave assin-
toticamente plana f : R"™\Q — R, com Q aberto, limitado e com fronteira suave ¥ = 952,
tal que cada componente conexa de f(X) estd num conjunto de nivel de f e |V f(x)] — oo
quando x — X, g a métrica induzida do R, S sua curvatura escalar na métrica g, do
grafico, Vf o gradiente de f na métrica plana, e Hy a curvatura média de ¥ como uma

hipersuperficie de (R, J); tem-se que sua massa adm m é dada por

1

R,
= 2(n — Dwp—1 [/M V1+ |Vf|2dM+/zH0dE] ‘

Coroléario 2.1. (LAM) Nas mesmas condigoes do teorema anterior e assumindo que

cada componente conexa de §) é convexa tem-se

m >

1 Sy
dM
~ 2(n—1Dwu_1 /M Vdet g

Em particular, se S > 0 entao

Este resultado decorre da desigualdade de Alexandrov-Frenchel, a qual permite estabelecer

a relagdo entre a integral da curvatu média e a area da hipersuperficie (veja LAM| (2011)).
MIRANDOLA and VITORIO| (2015) demonstraram os resultados seguintes.

Teorema 2.3. (Mirandola-Vitério) Sendo (M", g) uma variedade grdfico de uma fungao
suave assintoticamente plana f : R™ — R™ com a métrica induzida do R"*™, S a cur-
vatura escalar de M™ e St = <RL(Vfa,Vfﬂ)775,na>, onde 7 = =V [ + eyin,y =
1,2,...,m, e Rt é o tensor curvatura normal da subvariedade M C R™™, tem-se que

sua massa adm m € dada por
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S+ S*H)dM.

m =

1 1
2(n — Va1 /M Jdeig

Em particular, quando o fibrado normal € plano tem-se

1 1
= dM.
o 2(n — 1wp—1 /M \/deth

Teorema 2.4. (Mirandola-Vitério) Seja (M", g) uma variedade grafico de uma fun¢ao
continua f : R"\Q — R™, com § aberto e limitado, assintoticamente plana em R™"\Q e
constante em cada componente conezxa de ¥ = 9, com a métrica induzida do R"t™, S
a curvatura escalar de M™ e S+ como definido anteriormente, H a curvatura média de
Y como uma hipersuperficie do R™ e suponha também que M se estende C? até ON) e que
em cada componente conexa X' de ¥ a variedade M € tangente ao cilindro ¥ x [, onde [

¢ uma reta de R™, e que S* € limitada numa vizinhanca de ¥; entdo a massa adm m de
M é dada por

m:m (/M \/dle_tg(SJrSL)dMJr/EHdz).

Teorema 2.5. (Mirandola-Vitério) Sob as condi¢oes do teorema anterior e assumindo
que M tem curvatura escalar nao negativa e fibrado normal plano e que cada componente

conexa de §2 € estrelada e possui curvatura média positiva, tem-se entao o sequinte resul-

tado:
1/ 3\
>
m<g) —_— 2 (wn_1> )

onde |X| € a drea total de 0. E mais, a igualdade anterior ocorre somente se a curvatura

escalar € nula e OS2 € uma esfera.

Vejamos a seguir os resultados obtidos por DAHL, GICQUAUD, and SAKO-
VICH| (2013)).

Teorema 2.6. Seja f: H"\Q — R, com Q aberto, relativamente compacto e com bordo

suave, uma funcao assintoticamente hiperbolica tal que f seja constante e df # 0 em 0€);
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entao
Vv V2 2
Hy(V) =C, / [S+n(n—1)] dv?d + V] HV ds® |,
mne /1 + V2V ]2 o0 \/1+ V2V ]2
onde C,, = m, V = coshr, Vf = Vf e H ¢é a curvatura média de ¥ como

hipersuperficie de H.
E quando |V f| — oo tem-se

—; V _ g b
H¢<V)_2(n—1)wn_1 (/Hn\g\/l_i_v—W[S—i-n(n 1)] dv? + 8QHVdS).

Com o proposito de demosntrar a desigualdade de Penrose DE LIMA and
GIRAO) (2015) demonstraram o resultado seguinte.

Teorema 2.7. (de Lima e Girao) Se ¥ C H" € estrelada e tem curvatura média

positiva, entao

n—2 n
o [ () (L)),
2(n — Nwp1 Jy 2 \ \wn-1 Wn—1

onde |X| é a drea de ¥. Mais ainda, a igualdade vale se e somente se ¥ € uma esfera

geodésica centrada na origem.

Partindo do 1ltimo teorema de DAHL, GICQUAUD, and SAKOVICH]| (2013)
e usando o resultado anterior de DE LIMA and GIRAO|(2015) tem-se o resultado seguinte.

Teorema 2.8. Seja 2 C H" aberto, relativamente compacto e com bordo ¥ suave, es-
trelado e com curvatura média positiva e f : H"\Q2 — R uma fun¢do assintoticamente
hiperbdlica balanceada tal que f seja constante em X e |df (x)| — oo quando x — X, e que

o grdfico de f satisfaca S +n(n —1) > 0 entao
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Demonstracdao. A demonstracao é conseguéncia imediata dos dois ultimos teoremas. [J
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3 MASSA E CENTRO DE MASSA DE VARIEDADE GRAFICO ASSINTO-
TICAMENTE PLANA

Para nosso propésito faz-se necessario reapresentar a definicao de fungao assintoticamente

plana.

Definigao 3.1. Uma fungdio de classe C?, f = (f1, f%,..., f™) : R"™\Q — R™, onde Q
¢ um subconjunto limitado, é dita assintoticamente plana se a curvatura escalar Scal de
seu grdfico dotado da métrica ambiente do R"™™ ¢é uma funcao integrdvel sobre o R™ e

suas deriwadas parciais satisfazem as sequintes condicoes de decaimento:

[fe@)] =0(=72) e |f5(@)] = O(lz[27Y), (3.1)

no infinito, para todo a« =1,...,m ei,j,k=1,...,n, onde 7 > (n —2)/2.

Observe que dada a condigao de decaimento de f, g = d;; + f{*f; tem as
condigoes de decaimento apropriadas para tornar M, o grafico de f, uma variedade as-
sintoticamente plana. Observe também que tomando fA = foll : M — R™, onde
m(x, f(x)) = z, temos que V?Z = ¢/*f20;, onde 9; = F.(e;), F(x) = (x, f(x)). Aqui
também sera cometido um abuso de notagao, nao pondo o chapeu na funcao f%, o que

confundird com a prépria ¢, e mais uma vez, por comodidade de escrita a utilizaremos.

O nosso proposito é passar de uma integral de superficie do tensor de Eins-
tein a uma integral de volume, aplicando o teorema da divergéncia de Gauss, necessi-
tando portanto calcular o divergente do campo E(X ), onde E é o tensor definido por
E(V,W) = g(E(V),W). Faremos entdo varios lemas envolvendo o divergente deste

campo. Vejamos entao o primeiro.

Lema 3.1. Tem-se que div(E(X)) = g7 E(Vy,X,0;)

Demonstragao. Fixado o campo X, podemos definir a 1-forma w, por w(Y') = <E(X), Y),
de tal modo que div(E(X)) = divw

Temos que:
divw = Vw; = g"Vaw; = g9 0w; — g7w(V5,0;) = U, E(X, ;) — g" E(X,Vs,,0))
= 970,E(X,0;) — g"E(V,X,0;) — g7 E(X,V5,0;) + g? E(Vo, X, 0;)
= (divE)(X) + ¢"E(V5,X,0;) = g7 E(V, X, 0;),
(3.2)

pois F tem divergéncia nula. O]
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Lema 3.2. Sendo (M™, g) a variedade grdafico da func¢ao assintoticamente plana f : R™ —
R™ com a métrica induzida do R™™ e V a conexdo do ambiente R tem-se 0s sequintes
resultados:
1. 0i = e+ [featn e nd=—-Dff+eqin, Vi=12--- nea=12--- ,m,
e DfY = 9V f, constituem um frame global para o fibrado tangente de M e para o
fibrado normal de M, respectivamente.
ii. A0, = —(Van™)T = g f50;. Observe que o vetor n® ndo estd normalizado. O A®
¢ dito operador de forma com relagao ao normal n®.
i, ¢y = —@lL,.
w. T = (Vf)Ffo.
L GV X = 6giX, + O[A(2)PV fo — G[A=(V ) X.
vi. 99E(Vo,¢X,0;) = g7 XFEyj + ¢g([A®, E)(Vf), X).

<

<

Demonstragdo.  i. Sendo M = {(z, f(z)); f = (f*, % .., ™) : R"\Q — R™} tem-se
que F : R"\Q — R™™ F(x) = (x, f(z)) é uma carta global e portanto 0; = F; =
e+ flearn, a=1,2...mei=1,23, .., n, constituem um frame do fibrado tan-
gente TM, onde f; = e;(f).

Sendo 7% = —V f + eq4n, temos:

(0N + earm e + [Pesin)
— (V) + (Catm [Pegin:)
=i+

—0.

<77a7 al>

(3.3)

Portanto os 7 constituem uma base para o fibrado normal T+ M, j que sdo inde-
pendentes e ortogonais ao grafico. Para simplificar a notagao, doravante usaremos
1 \V4 fa =D fa~

ii. Sendo {0;},;-1 um frame de T'M e
Vo = 0m® = =D}

temos:

A%(0;) = Ajﬁj = (A%(0;), Ok)
= AV(0;, 0%) (3-4)
= Ajgjk7
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e portanto:

A = g*(A%(0), Or)
= g™ {(=(Von™)", 0k)
= ¢ (=Va1", 0) (3:5)
= "(Dff en + fiearn)
= " fi
Substituindo este tltimo valor na equagao inicial tem-se A%0; = g~ f50;.
iii. - Como I'l; = 9;(In\/g) = —9In® = —%, tem-se ®; = OT,.

iv. Temos que

1
I‘Z = —gkl(gljﬂ' + gil; — gijJ)

2
= SO A+ G = R (3.
= %gkl~2fzaiof = (Vfa)k 3

v. Temos:

Vo 0X = VooX"0 = 6X50 + X ¢iey + 9X'T,0,

= ¢XFOp — X L0, + 9 X' TL.0) (3.7)
= OX[0, — oX (V) [0k + 0 X (V) 01

Resulta entao:

9V 0,0X = ¢g" X0, — ¢ X (V) g" 110k + 9 X (V ) g7 0,
= 09" XFOp — 9 XF(V ) (A%0) O + o X" (V) (A%0r) 0, (3.8)
= ¢g" X; — 9[A* (V)P X + ¢[A%(X)]V f*.

vi - Do item anterior tem-se:

GVE(Vs,0X,0;) = E(¢g9” X;,0;) — E(p[A“(V ) X, 0;) + E(¢[A%(X)]V f*, ;)
= ¢g" X} Eyj — 9E(X, A*(V f%) + ¢E(V [, A*(X))
= 69" XF By — ¢g(X, E(A*(V %)) + ¢9(V f*, E(A*(X)))
= o9 XFEy; — pg(X, EAY(V[*)) + pg(A*(V ), X)
= 69" X Ey; + ¢9([A%, E)(V %), X).
(3.9)

Foi usado o fato que
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E(X, A%V f*) = 9(X, E(A*(V %)) = g(X, EA*(V %))

e que, por abuso de notagao, tomando X = F,(X), tem-se

9(V [, EA%(X))

= g((EA*) (Vf*), X)
= g((A)"E*(Vf*), X) (3.10)
= g(A“E(V %), X).

0

Lema 3.3. Se X € o campo posicao e M o grafico de f: R™ — R™ entao:

i. gE(Vo,0X,0;) = 0TrE + ¢g([A, E](V f*, X)).
i. Se M tem fibrado normal plano entio g¥E(Vy,¢0X,0;) = ¢TrE. Lembre-se que

para codimensao 1 o fibrado normal € sempre plano.

Demonstracao. i. Este resultado decorre imediatamente do lema anterior e da ob-
servacio que se X é o campo posicao entdo XF = oF.
ii. Para mostrar o resultado basta mostrar que [A%, E] = 0. Temos:
A*(8;) = gM f5.0; e B(0;,0;) = U fanf, onde Uap = (n®,1°) e U é sua inversa.
Temos portanto que (A%(8;),0,) = ¢" fgi = f5. Partindo da equacdo de Gauss

temos:

Rij = ¢"' Ry
= gM ((Bij, Bi) — (B, Bij))
= ¢ (U S5 U fin’) = (U fin®, U7 ')
g (UPU £ fiUss — UPU £ £ Uss) (3.11)
" (U510 - U L))
- g’“’Uaﬁ( it = 1af))
= " U ((A%(8:), 0) (A% (Dk), 1) — (A%(0r), D) (A% (D), Dy)) -

Utilizando este resultado na expressao abaixo e considerando que o fibrado normal

é plano, ou seja, que A*A°% = AP A temos:
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([E, A(V),W) = E(A(V),W) = E(AT(W),V)

= Ric(A"(V),W) — %SW(V) W) — Ric(A7(W),V) + %sw(w), v)

~—  —

= Ric(A"(V),W) — Ric(A"(W),V))
= " U ((A*(AT(V)), WA (), B1) — (A (AT(V)), (A" (8r), W) —
— g" U ((A“(AT (W), VYA (8R), Oy) + (A*(AY (W), 0) (A% (), V)
= gMUP (A (A (V)), WY(AP(O), Or) — g" U (A°(A(V) )
— gHU(V, AV(A(W))) (AP (0k), B1) + gH U (A%(AY (W) )
= —U[A(AY(V))]F(AP(0)), W) + UP[A%(AY(W))]*(A%(0,), V)
= —UP(AP(A*(A(V))), W) + UP(AP(A*(A"(W))), V)
= —UP(AP(A*(AV(V))), W) + UP (W, AT(A%(AP(V))))
=0.

( (V)
( (V)

(3.12)
]

Teorema 3.1. Se (M,g) é uma variedade grdfico assintoticamente plana da fun¢do
=042 ™) R = R™, de classe C?, com fibrado normal plano entio sua massa

adm € dada por:

S dM
n—lwn 1 Sy Vdetg

onde S € a curvatura escalar. Observe que para M com codimensao 1 tem-se detg =
L+ PV [P,

Demonstragio. Temos pelo item (ii) do lema anterior que g7 E(Vy,¢X,0;) = ¢TrE =
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¢>2_T"R e portanto:

1 ' )
" T T Ak, P X as;
_ 1 . g
S T D= Do, o, FOX ) (Xor)dS;
1 ' . g
= - (n—1)(n — 2)wn_1 7«1550 n g (E(qu), 1/)) dS?
- ! lim div(ﬁ(gﬁX))dW

(n—=1)(n — 2)wy_1 7 Jp

! ; (3.13)
_ . . o
T T D e oy, ! E(Vo,0X,0;) dv
1 9_n
(n—1)(n —2)w, /Mr 9 ¢S dv
1
BRTEE T S dv?
(n - 1)&)”,1 'I‘Lrgo B, ¢ v
1
- / 5 dv?.
(n — Dwn_1 Ju /detg
]

Teorema 3.2. Sendo (M™,g) uma variedade grdfico de uma fungdo suave assintotica-
mente plana f : R"\Q — R, Q aberto, limitado e com fronteira suave 0X), tal que cada
componente conexa de f(0Q) estd num conjunto de nivel de f e |V f(z)| — oo quando
x — p € 00, g a métrica induzida do R", S sua curvatura escalar na métrica g, V f
o gradiente de f na métrica plana, e H® a curvatura média de 02 como subvariedade de

(R\2,6); tem-se que sua massa adm m € dada por:

1

_ S 5
771—2(”_1)%%1 [/MW(ZM—F/{)QHCZS(;].

Demonstragao. Como |V f(z)| — oo quando x — p € 0f, a integral no bordo 92 nao
estd definida, pois ¢ e X nao estao definidos ai, e por conseguinte nao podemos aplicar
diretamente o teorema da divergéncia envolvendo a fronteira 0€2. Tomemos entao o aberto
limitado €)., o qual contém 2 e suas fronteiras distam ¢ entre si, apliquemos o teorema
da divergeéncia ai e depois fagamos ¢ — 0. Isto podera ser feito se a integral de bordo

converge quando € — 0, o que mostraremos ser verdadeiro. Sendo assim, temos:
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1 ~
= — 11 F(X.19)dS?
M (= D, i Jg S

1 ' o .
_ C(n—1)(n — 2w (7«1520 /STUBMEE@X,V ) dS? /8M5 E(¢X, v )dST)

= — ! (/ gIE(V,¢X,8;)dv? — lim E(¢X,19) de)

(n—1)(n—2)w,—1 e= 0 Jonr

! — lim E(¢X,19) de) .

—(n—2) S
<n—1><n—2>wn1< T

(3.14)

Calculemos agora o limite da integral. Verificaremos que o integrando converge quando
x — p € 002 e portanto o limite da integral sera a integral deste limite na fronteira OM.
Tomemos em dM, um frame ortonormal {v, vy, -+ ,v,} e escrevamos X neste frame. Te-

mos entao:

X = (X, )+ (X, 05)vs + (X, 03)03 + - - - + (X, 0 ) V.

Portanto,
E(¢X,v) = ¢(X, V)E(,v) + ¢(X, ) E(va, 1) + -+ + (X, v,,) E(vn, /). (3.15)

Utilizaremos agora dois resultados muito tteis aos nossos céalculos: primeiro, sendo 9
campo unitario conormal exterior da variedade gréafico e sendo esta variedade ortogonal a
R™, na fronteira, tem-se que 9 — +e,,1; e segundo, presente em [DE LIMA and GIRAO
(2015)), no limite v¢ tornar-se um autovetor do operador de forma A, resultando portanto

os seguintes resultados:

i (X, ) = G(X + (X, Vf)enss,v) = 6(X,0) + (X, d{enss, )V f) = (X,n), onde
n é o campo conormal interior do bordo visto como hipersuperficie de R", pois v

(ent1,1)Vf

VIHIVS?

para funcao crescente V f aponta para fora da curva de nivel e v tende para —e,, 1;

torna-se perpendicular a X e ¢{e, 1, )V f = — 1, pois (ep41,V) — £l e
e para funcao decrescente V f aponta para dentro da curva de nivel e v converge

para €,41.

ii. Sendo E(v,v) = Ric(v,v) — 1Sg(v,v) = Ric(v,v) — 35 e usando as seguintes ex-
pressoes para o Ric e Scal, decorrentes da Equagao de Gauss, e que podem ser
encontradas em |ALIAS, DE LIRA, and MALACARNE (2006)), temos:
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Ric(v,v) = Ric(v,v) — (R(v, N)v, N) + H{Av,v) — (Av, Av)

S =S —2Ric(N,N) + 2H,,

e levando em consideracao que estamos no espaco euclidiano R"*!, temos:

E(v,v) = H(Av,v) — (Av, Av) — Hy. O Hy é a soma do produto dois a dois dos

autovalores do operador de forma A.

Tomando Aq, Ag, - -+, A, 08 autovalores associados a base de autovetores de A, com

A1 o autovalor associado a v, tem-se, quando ¢ — 0, que:

E(v,v) — H\ — X} — H,
- )\% ‘|‘>\1[>\2 + te +)\n] - )\% - )\1[)\2 + ctt + )\n] - Zlgigj)\z)\j

(3.16)
= —YicigiAid
= —HJ,
sendo HJ referente a 0.
Por tltimo, observe que ¢<)?,Um>E(Um,I/) — 0,Ym = 2,3,--- ,n, quando ¢ — 0,

pois ¢ — 0, quando € — 0, e os outros dois fatores sao limitados. Juntando os 3

resultados, tem-se quando € — 0:

Portanto podemos tomar o limite, obtendo:

1

_ —(n—-2) S o
e (n—l)(n—?)wn_1< 9 /MWdM-i— /6M<X777>H2d >

1

_ —(n—2) S 5 s’
_ (n—l)(n—2)wn1< . /M e /aQ(X,mHQd )
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A mudanca da regiao de integracao e da métrica nao afeta o calculo por que a funcao
¢é constante em cada componente conexa de ). Para finalizarmos a demonstragao
do teorema devemos usar a equacao de Minkowski seguinte, encontrada também em
ALIAS, DE LIRA, and MALACARNE (2006)): se M é uma hipersuperficie do R™

entao
S (H‘S + (X, n)Hg) ds = 0, onde 7 tem sentido interior a hipersuperficie M.

Aplicando a equacao de Minkowski para a hipersuperficie €2 e lembrando que a ex-

pressao anterior estd normalizada teremos:

n—2
2

Hlds = / (X,n)Hids.
o0 o0

Substituindo esta equagao na iltima equacao da massa, tem-se:

1

1
L 1 S +/ Hidss | .
2(n— 1)wns ( i JIE VTP o0 5)

m =

]

Teorema 3.3. Nas mesmas condi¢oes do teorema anterior e assumindo que cada compo-

nente coneza de §) € convexa tem-se

1 S,
O e e .

Em particular, se S > 0 entdo

L1 1o2) =
2 Wn—1 '

Demonstracao. A demonstracao decorre imediatamente do teorema anterior e da desi-

gualdade de Alexandrov-Frechel.

]

Apresentaremos a seguir um lema e um teorema sobre o centro de massa de

uma variedade grafico assintoticamente plana.
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Lema 3.4. Se M ¢ uma variedade grdfico assintoticamente plana com fibrado normal
plano, X, = 1?04 — 22%2'0; o campo de Killing relacionado ao centro de massa, O,
o push-foward de e, e X o push-foward do campo posicao via carta global definida por

F(zy, 29, ...,xn) = (1, Tay ooy Ty f1(21, Ty ooy Tp)y ooy frn(X1, T2y oy ) entdo
GTE(V0,0Xa,0;) = g7 X[y By = 20E(00, X ) — 20E(X,e7) — 202°TrE,

onde X € a extensdo natural do campo X e €,! a projecdo no grdfico da extensio natural

do campo e,.

Demonstracao. Temos pelo Lema [3.3| que:

9V E(Vo,0Xa,0;) = 097 Xy Brj = 097 (22"6°F — 2276%" — 220%6"") E (0, 0))
= 202G E (04, 0;) — 202" g™ E (O, 0;) — 22*g" E(0;, 0;)
= 20E (O, 797 0;) — 20 E (2", g% 0;) — 22°TrE (3.17)
= 20F(0,, 7'’ ) — 20E(2"0y, 85" ) — 22°TrE
= 20B(00, X ) — 20E(X,857) — 22°TrE.
Usamos o fato Va* = &7 ou seja g*9; =& O

Como consequéncia imediata do lema anterior temos o teorema seguinte.

Teorema 3.4. Se (M, g) é uma variedade grdfico assintoticamente plana da funcgdio f =
(fY £2 . f™) : RMN\Q — R™ com fibrado normal plano, entdo o centro de massa é dado
por C = (CY,C?,--- ,C™), onde

1 T
¢ (n —=1)(n —2)w,—1m b s [(b (0a, X ) — 9E(X,e5" ) — 2*TrE| dS?

Ya=1,2-,n.
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4 CALCULO DE MASSA DE VARIEDADE GRAFICO ASSINTOTICA-
MENTE HIPERBOLICA

Dada uma base {e;}, de H", com métrica b, acrescentando a esta base o vetor e,1 = %
temos uma base {e;}/!} para H"*!, com a métrica b = b + p?dt?, b a métrica de H".
E interessante observar que os calculos que faremos a seguir nao dependem de qual mo-
delo hiperbdlico estamos tomando. Podemos ter em mente dois modelos para o H": o
Ry x S™ ! com métrica b = dr? + sinh? r hgn-1, onde hgn-1 é a métrica da esfera, e neste
caso tem-se p = coshr; e a bola unitdria aberta do R" com a métrica b = u?og», onde

, Y ~ 1+ X2
e ogn € a métrica canonica do R", e neste caso tem-se p = 1J_FIX}2'

_ 2
U= 1xPp

Nos calculos seguintes serd usada a seguinte notacgao:
. ~ 1

V="V, V=%, V=9V, ¢p=—0u
L+ 2|V ]2

Para o célculo da massa é usado o campo X =% Vp. No modelo da bola este campo é

dado por X = z'e;, o qual serd adotado nos lemas seguintes.

Lema 4.1. Para o grdfico da fungao assintoticamente hiperbolica f : H" — R e os campos

X = ale;, X = 2°0; e XT, a projecio no grdfico de f da extensio natural do campo X,

temos:
i. Os campos 0; = e; + fiepi1,1 = 1,-+-  n constituem um frame do fibrado tangente
ao grafico.
ii. O campo unitdrio N = —¢pV f + deg, onde ey = p~Lten i1, € perpendicular ao grdfico.
iii. (X, N); = —¢p(X, V).
. ¢ = (N,eo);

v. X =20, = X — ¢1(X, N)eo, onde X = z'e;.
vi. Vf =@V + ¢*|Vf|ensn.

vii. €7, = p*V .

viii. XT =X — ¢?*p* (X, VIV + o> (X, Vet
ir. XT =Vp.
z. XT =X — pXX,VfIVS.

Demonstracao. i. Dada a carta F' : H* — M™",
F(xt 2% - ja™) = (222 -+ 2™, f(z 22, .-+ ,2")), onde f : H® — R é uma
funcao assintoticamente hiperbdlica, tem-se Fie; = e; + fie, 11, € portanto consti-

tuem um frame para o fibrado tangente de M™.
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. Basta observar que

(N,0;) = (—=dpV [ + deo, i + fieni1)
= _¢p<vf7 €i> + ¢p_1fi<en+17 en—&—l>
= —¢pfi+ opfi
=0,

(4.1)

e que

(N, N) = (=¢pV [ + deo, —dpV [ + deo,)
= ¢*p(VF,Vf,) + ¢*(eo, eo)
= P’V + ¢ (4.2)
=¢” (P’|VSI* +1)
= 1.

i. Observe que (X, N) = (X, —opV [ + dey) = —pp(X, V).

. Observe que (N, eg) = (—ppV f + ¢eo, e0) = P{ep, eg) = ¢.

. Observe que X = 2'0; = wi(e; + fieny1) = x'e; + 2 fien1 = X + (X, Ve =
X —¢1pHX, NYeps1 = X — ¢ H(X, N)eg. A pentltima igualdade decorre de iii.

. Temos 6f = gijfiai = gijfi(ei +fi€n+1) = ¢2Vf+¢2‘vf‘2€n+1-

vil.

@ZH = ent1 — (eny1, N)N
= ent1 — (ens1, =PV [ + ¢p~lens) N
= ent1 — Op(—pV [ + dp~ensr)
= 1+ O’V — ¢Penta)
=P’V +(1—¢%)ensn)
= ¢’ 0’V [+ ¢*p° |V fPPensr)
= P (O°V [ + |V [ensa)
= p*V/,

(4.3)

pelo item anterior.
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viii.
X' =X - (X,N)N
=X +¢p(X, V)N

(4.4)
= X+ 0p(X, V)=V f + ¢eo)
=X = @0 (X, VAV + 6 (X, Vewpn.
ix.
Vf=g"p:0; = g7 pile; + fiens1)
= g”pie; + g pifienna
=bpie; — &0 fipifle; + O pifienn (4.5)

=Vp =& (VI V)V I+ 6 (VI Vp)eni
=X - ¢2p2<vf7 X>Vf + ¢2<Vf> X>€n+1
= X7

x. Sendo X = X +(X,Vlens1 e XT=X—-¢*p2(X,VHVf+2(X, VS ent,
temos:
XT =X = =" 0" (X, VOV + 62X,V en — (X, Vf)enn
= =’ (X, VOV +(¢* = 1)(X,Vf)ens

= ¢’ (X, VAV = ¢*p* VX,V en (4.6)
= XX, VIOV + p*|V fIPenin)
= (X, V/)V],
de onde resulta X7 = X — p*(X, Vf)V/.
[
Temos mais um lema importante.
Lema 4.2. Sendo T'o simbolo de Christoffel do ambiente H"t', temos:
( —=n+1
E(n—f—l)(n—i—l) =0
F(Tln(nﬂ) = —pp'
—n T
Ly =0
sz =0
T _ 1k
Ty = T3

Vi, j k=12 n.
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Demonstracao. Usando a relagao ffj = %Bkm (l_)mj,z- + l_)z-myj — l_),-jym) NVi=1,2,---,n+1
e tendo em mente que b = b + p?dt?, o resultado de cada item é imediato.
m

Temos a seguir mais um importante lema.

Lema 4.3. Para X = 2'¢;, X = 2'0;, X, a projecdo sobre o grdfico da extensdo natural
do campo X e el a projecio do campo ey sobre o grdfico, temos:
i. Vo,eo = —fiX.
ii. Vo, X = pe; + | X|?eo.
iii. Vo,0X = (0, AXT))el — (01, A(e])) XT + 0.
iv. Vo,0X = p(0i, AX)Vf — p(0:, AV )X + ¢p0;.

Demonstracao. i

Vao.eo = Veeo+ f ivenﬂ €0
=Veip i1+ [iVerip e
= p 2pieni1+ P 'Veeni1+ fip Ve, 1€nt
= p 2Pl ens1 + 0 poreiensa + fip (—ppFer) (4.8)
= —fipex
=—/iVp
= —fiX.

ii.
Vo X =V, X+ fivenﬂX
= VX + fivenﬂxkek
= pe; + fixkven+16k,
= pe; + fix" o prenia
= pei + p~ il X, Vpenn
= pe; + |IE|2fi€o-

Da segunda para a terceira igualdade foi usado o fato que o campo X satisfaz
Ve, X = pe;.

~ ~ . ~\T
fii. Temos: Vg ¢X = (v@iqsx) , onde
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Vo, 6X = Vo6 (X — ¢ (X, N)eo)
= 0;(¢)X + &V, X — 0;(X, N)eg — (X, N)Vy,eq
= 0;(N,e0)X +¢Va. X — (V5. X, Neg — (X, Vg, N)ey — (X, N)Vy,eq
= (Va,N,e0) X + (N, Vse0) X + ¢Va X — (Vo X, N)eg — (X, Va,N)eg — (X, NYVa,eo
= (—A(0),e0) X + (N, —; X)X + ¢pe; + p| X |* fieo — {pei + | X |2eq, N)eo+
+ (X, A(0;)N)eo — (X, N)(— fiX)

= —(A(0:), e0) X + dpe; + pl X | fieo — (pei + | X* fieo, —pdV [ + peg)eo+
+ (X, A(9)))eq

= —(A(D)), e0) X + ¢pe; + p| X | fieo + pp*(es, V reo — p| X fileo, €o)eo+
+ (X, A(9)))eo

= —(A(8)), e0) X + @pe; + pd” fieo + (X, A(9y))eo

(9
- <A<a ) 60>*X + ¢p(62 + ¢f160) <X7 A(az)>€0
— (s, Aleg ) X + (A(XT), 0i)eo + ¢p0.
(4.10)

Tomando a parte tangente do campo anterior temos o resultado,

65#5)’2 (8,, A(XT)> <817 A(eo )>XT + ¢pa

iv. Tomando X7 = X — p2(X, V)V e el = pVf, e substituindo na expressio do item

anterior temos:

VaoX = (0, 4 (X = X VAV VS = 0, AV ) (X = 54X, V1V + 600,
= (0, A(X) = p*(X, VH ANV 1)) pV f = (05, A(pV £)) X —
— (0, AV )X, V)V | + dp0;
= p(0, AX))Vf = p(X, V)0, AVF)VF — plds, A(VF)) X —
= pY0, AV WX, V)V + ¢p0;
= (0, AV f = p(0:, AV )X + pp0;.

(4.11)

Temos um ultimo lema.

Lema 4.4. .
i. gVE(V,0X,0;) = ¢rE + p([A, E|(V ), X).
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ii. ¢9E(Vy¢X,0;) = ptrE.

Demonstracio.  i. Sendo Vo, X = p(0;, AX))V f — p(d;, AV F))X + ¢pd;, temos:
GIE(NV0,6X,0;) = g7 E(p(0;, AX))V1,0;) — g E(p(0:, AN £))X,0;) + g E (0%, 0;)
= pE(Vf,9"(0;, A(X))9)) — pE(X, 970, A(V [))9)) + dpg" E(8;, 0;)
ZpE(Vf A(X)) = pE(X,A(Vf)) + ¢ptrE
p(E(Vf), AKX >> p(X, E(A(Vf)) + optrE
<(( 1) = E(A(Vf)), X) + éptrF
p([B, AV ), X) + ¢ptrFs

(4.12)

ii. Para demonstrar este item basta demonstrar que o colchete é nulo e usar o item

anterior. Temos

E(V,AW) — E(W, AV) =

= Ric(V,AW) — %Scalgg(v, AW) — (n =1 = 2)9

- <Rz’c(W, AV) — %Scalgg(W, avy— =

= Ric(V, AW) — Ric(W, AV)
= Ric(V, AW) — (R(V,N)AW, N) + H(AV, AW) —(AV, AAW ) —
————

- (mwv, AV — (R(W,N)AV, N) + H(AW, AV —(AW, AAV)) (4.13)
—_————

= Ric(V, AW) — (R(V, N)AW, N) — Ric(W, AV) + (R(W,N)AV, N)
= Ric(V, AW) + [b(V, AW)b(N, N) — b(V, N)b(N, AW)] —

— Ric(W, AV) — [b(V, AW)b(N, N) — b(V, N)b(N, AW)]

= Ric(V, AW) + b(V, AW)b(N, N)—

— Ric(W, AV) — b(V, AW)b(N, N)

= Ric(V, AW) — Ric(W, AV).

Para continuar a demonstracao usaremos dois importantes resultados, decorrentes
da equacdo de Gauss (veja por exemplo ALI,AS7 DE LIRA, and MALACARNE
(2006)). Sao eles:

Ric(V,W) = Ric(V,W) — (R(V, N)W, N) + H(AV,W) — (AV, AW)
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=

it = (—1)[bijbrs — babjg).

Temos entao:

(AW Ric(e',e’) — W'(AV) Ric(e', ¢?)
= [V/(AW) — W' (AV )] Ric(e', €?)
VAW~ WHAVY] P R

E(V,AW) — E(W,AV) =

= — [Vf(AW — WiAV)] D" _ ' (Bt — E_B ] (4.14)
= — [VH(AW) — W (AVY] [bi(n + 1) — by]
= —n [V/(AW) — W (AV )] by
= —n [b(V, AW) — b(W, AV)]
= 0.
0

Podemos agora enunciar os resultados principais.

Teorema 4.1. Sendo (M™,g) uma variedade grdfico de uma fun¢ao suave assintotica-
mente hiperbdlica balanceada f : H* — R, com a métrica induzida do H"*', S sua curva-
tura escalar na métrica do grafico, Vf o gradiente de f na métrica de H", p = coshr,

tem-se que sua massa € dada por:

I I T By I
7mm—2m_lwmlém e S =1l d

Demonstracao. A demonstracao é resultado imediato da definicao de massa via tensor
de Einstein e do lema anterior, bastando observar que E é um campo simétrico e de di-

vergéncia nula, com trE = —222(S + n(n —1)).

]

Teorema 4.2. Sendo (M™,g) uma variedade grdfico de uma fungdo suave assintotica-
mente hiperbdlica f : H"\Q — R, com Q aberto e limitado e com fronteira suave OS2, tal
que cada componente conezxa de f(0S) estd num conjunto de nivel de f e |V f(z)| — oo
quando x — 0, g a métrica do grdfico induzida do H"*', S sua curvatura escalar na

métrica do g, Vf o gradiente de f na métrica de b, H® a curvatura média de OQ como
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subvariedade de (H",b), p = coshr; tem-se que seu funcional massa aplicado em p €

dada por:
m(p):; / +[S+n(n—l)] dv? +/ pHds, | .
200 = Dot \Jue /T T IV IT o0

Demonstragao. Como |V f(z)| — oo quando z — p € 0f, a integral no bordo 92 nao
esta definida, pois ¢ e X nao estao definidos ai, e por conseguinte nao podemos aplicar
diretamente o teorema da divergéncia envolvendo a fronteira 0€2. Tomemos entao o aberto
limitado €)., o qual contém ) e suas fronteiras distam ¢ entre si, apliquemos o teorema
da divergeéncia ai e depois fagamos ¢ — 0. Isto podera ser feito se a integral de bordo

converge quando € — 0, o que mostraremos ser verdadeiro. Sendo assim, temos:

1 -
m(p) = — lim E(X,v9)dS?

(n—1)(n —2)wy—q r= Jg
1

T (n—=1)(n = 2)wp—1 (Th—{go /STUE?ME BlgX,v)ds’ = /0M5 E(oX,v?) dsg)

- 1 VE X,0;)dv? — i E(6X. 19 g)
(n—1)(n—2)w,_1 (/ L9 E(V9X,0;) dv Elim - E(oX,v9)ds
1 (n—2)
- M
(n =1)(n = 2)wn / \/TIWP [+ n(n — 1)]dM+
+ ! lim E(¢X’ V9 ds?

(n — 1)(n —2)wn1 270 8ME

= S+n(n—1)dM
s Jy s e
+ 1 lim E(¢X,19)ds?.

(n—1)(n —2)wy—1 =0 Jopr
(4.15)
Calculemos agora o limite da integral. Verificaremos que o integrando converge quando
x — p € 0f) e portanto o limite da integral serd a integral deste limite na fronteira M.
Tomemos em OM. um frame ortonormal {v, vy, -+ v,} e escrevamos X neste frame.

Temos entao:

X = (X, )0+ (X, v3)v + (X, v3)v3 + - - - + (X, v,)0n
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Portanto,

E(¢X,v) = ¢(X, V)E(,v) + ¢(X, ) E(ve, 1) + -+ + (X, ) E(vn, /). (4.16)

Utilizaremos agora dois resultados muito tteis aos nossos calculos: primeiro, sendo v9 o

conormal exterior da variedade grafico e sendo esta variedade ortogonal a H", na fronteira,

tem-se que vY — +e,1; e segundo, no limite, 19 torna-se um autovetor do operador de

forma A, resultando portanto os seguintes resultados:

1.

11.

Temos

S(X,v) = 6(X + (X, Vfeni1,v) = o(X, ) + (X, $lens, )V ) = (X, 1),

onde 7 é o campo conormal interior do bordo visto como hipersuperficie de H", pois
v torna-se perpendicular a X e ¢(e,41, V)V f = % — 1, pois {€,41,V) = 1
e para funcao crescente V f aponta para fora da curva de nivel e v tende para —e,,;1;

e para funcao decrescente V f aponta para dentro da curva de nivel e v converge

para €,.1.
Temos que
E(l/, v) = Ric(v,v) — %Sg(y, V) — (n = 1)2(n — 2)g(y, V) 1)
= Ric(v,v) — %S _(n= 1)2(n =2

Usando as expressoes (que podem ser encontradas em ALI,AS7 DE LIRA, and MA-
LACARNE (2006))

Ric(v,v) = Ric(v,v) — (R(v, N)v, N) + H{Av,v) — (Av, Av)

S =S —2Ric(N,N) + 2H,,
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resulta

E(v,v) = Ric(v,v) — (R(v, N)v, N) + H{Av,v) — (Av, Av)—

— %(? — 2Ric(N, N) + 2H,) — (n = 1);” —2)

= Ric(v,v) = (R(v,N)v,N) + ‘%G‘ LR, )

n—1)(n—2)
5 +

+ H(Av,v) — (Av, Av) — H,.
(4.18)

Ja mostramos no ultimo lema que
Ric(V,W) = —nb(V, W)
e portanto

Ric(v,v) = —n,

Ric(N,N) = —n,

S =0 Ricy; = —nb"bi; = —n(n+ 1),

(N,N)—b(v,N)

[~
=l

(R(v, N)v,N) = —(b(v,v) (N,v))=—(1-1-0-0)=—1.

Observe que:

Ric(v. ) — (R N, N) + 3 (S — 2Rie(N, ) — 2= D=2
:—n—l—l—%(—n(n_'_l)_i_Qn)_ (n_l)z(n—Q)
= 2l2(n = 1)+ n(n— 1) — (1~ 1)n —2) (4.19)
= 2l =1~ 2) — (n—1)(n ~2)

e portanto:
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E(v,v) = H(Av,v) — (Av, Av) —

Tomando Ai, A9, - -+, A\, autovalores associados a base de autovetores de A, sendo

A1 o autovalor associado a v; tem-se portanto, quando € — 0, que:

E(v,v) = H\| — X} — H,
= —YacicjNid;
= —HJ,

(4.20)

onde HY é a curvatura escalar de 992 como subvariedade de (H",b).

Por tltimo observe que quando € — 0 tem-se
¢<)?,vm>Ev(vm, v) = 0,Ym=23,--- n,
pois » — 0 quando € — 0, e os outros dois fatores sao limitados.

Juntando os 3 resultados, quando £ — 0, temos:

E(¢X7V) — _<X7n>Hg

Portanto podemos tomar o limite, obtendo:

1

o) = S e ( e JTIWIQ

[S+n(n—1)] dv? —I—/ —(X, n)Hgdsg)
20

Observe que a métrica g do elemento de integracao da integral a direita pode ser
substituida pela métrica b, posto que a funcao f é constante no bordo. Para finalizar
o teorema devemos usar a seguinte equacao de Minkowski: se M é uma hipersu-

perficie compacta do H" entao:
Sy (pr + (X, n)HS) ds = 0, onde n aponta para o interior de M.
Aplicando a equacao de Minkowski a hipersuperficie €2 e lembrando que H e H,

estao normalizadas, teremos:

n—2

/prds:/ (X,n)Hbds.
2 Joa o0
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Substituindo esta expressao na expressao da massa, tem-se:

_ _ bog.b
m(p)—Z(n_lwnl</WS+nn 1)]dM—I—/anHds).

]

Teorema 4.3. Sendo (M™,g) uma variedade grdfico de uma fung¢ao suave assintotica-
mente hiperbdlica f : H"\Q — R, com Q aberto e limitado e com fronteira suave OS2,
estrelada e com curvatura média positiva, tal que cada componente conexa de f(0S2) estd
num conjunto de nivel de f e |V f(x)| — oo quando x — 02, g a métrica do grdﬁco
induzida do H", S sua curvatura escalar na métrica do g, satisfazendo S + ">~ nncl) > 0,

Vf o gradiente de f na métrica de b, H® a curvatura média de Q) como subvamedade de

(H™,b), p = coshr; tem-se entdo a sequinte desigualdade de Penrose:

onde Y. = 0.

Demonstracao. A demonstracao é conseguéncia imediata do teorema anterior e do Teo-
rema 2.8 . O
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5 CONCLUSAO

O trabalho reapresentou varios resultados conhecidos para a conjectura da
massa positiva e para a desigualdade de Penrose para graficos assintoticamente planos
e assintoticamente hiperbdlicos, partindo de defini¢oes via tensor de Einstein. Foi apre-
sentada também uma expressao para o centro de massa de um grafico assintoticamente
plano. Dado que usamos apenas o fato de F ser simétrico, ter divergéncia nula e comutar
com o operador de forma, resultados semelhantes podem ser obtidos para as massas de

Chern-Gauss-Bonnet.
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