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Tese apresentada ao Programa de Pós-
graduação em Matemática do Departamento
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intelectuais, que com sua força e sua inteligência permitiram-me o progresso em meio
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RESUMO

Neste trabalho, calculam-se as massas de gráficos assintoticamente planos e assintotica-

mente hiperbólicos como integrais de volume sobre as variedades. Isto é feito partindo-se

da definição de massa via tensor de Einstein e aplicando-se o teorema da divergência.

É apresentada uma expressão para o centro de massa de um gráfico assintoticamente

plano. Faz-se presente neste trabalho a conjectura da massa positiva e a desigualdades de

Penrose. Demonstra-se a veracidade destas para os casos particulares que estamos consi-

derando. Para a demonstração da desigualdade de Penrose, calcula-se o termo de bordo

da integral que expressa a massa e recorre-se a resultados conhecidos, como a desigualdade

de Alexandrov-Fenchel. Toma-se por base os trabalhos realizados por Lam, para gráficos

assintoticamente planos de codimensão um, por Mirandola-Vitório, para gráficos assinto-

ticamente planos de codimensão arbitrária, e os trabalhos de Dahl-Gicquaud-Sakovich e

de de Lima-Girão para gráficos hiperbólicos de codimensão um.

Palavras-chave: Massa. Centro de massa. Gráficos assintoticamente planos. Gráficos

assintoticamente hiperbólicos. Desigualdade da massa positiva. Desigualdade de Penrose.



ABSTRACT

In this thesis, masses of asymptotically flat and asymptotically hyperbolic graphs are

computed as volume integrals on the manifolds. This is done by using the mass definition

via Einstein’s tensor and applying the divergence theorem. A brief digression is made

and an expression for the center of mass of an asymptotically flat graph is presented.

The positive mass and Penrose inequalities are considered in this thesis. The validity

of these inequalities are proved for the special cases we are considering. For the proof

of the Penrose inequality, the boundary term of the integral that expresses the mass

is computed and known results, like the Alexandrov-Fenchel inequality, are used. This

thesis is supported on the works of Lam, for codimension one asymptotically flat graphs,

of Mirandola-Vitório, for arbitrary codimension asymptotically flat graphs, and the works

of Dahl-Gicquaud-Sakovich and de Lima-Girão for codimension one hyperbolic graphs.

Keywords: Mass, Center of mass, Asymptotically flat graphs, Asymptotically hyperbolic

graphs, Positive mass inequality, Penrose inequality.
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1 INTRODUÇÃO

Calcularemos a massa de variedades gráficos assintoticamente planas e assin-

toticamente hiperbólicas como uma integral de volume sobre a variedade. Faremos isto

partindo da definição de massa via tensor de Einstein e aplicando o teorema da divergência

de Gauss. Apresentaremos uma expressão para o centro de massa de uma variedade as-

sintoticamente plana. Faz-se presente em nosso trabalho a conjectura da massa positiva e

a desigualdade de Penrose. A conjectura da massa positiva afirma que se uma variedade

assintoticamente plana tem curvatura escalar não negativa então sua massa é não nega-

tiva. A desigualdade de Penrose afirma que se uma variedade assintoticamente plana, com

curvatura escalar não negativa, tem uma fronteira interna mı́nima mais externa então sua

massa deve ser maior ou igual a uma certa quantidade que depende da área da fronteira,

a ser especificada posteriormente. Demonstraremos a veracidade destas afirmações para

os casos que estamos estudando. Para ser mais preciso, apenas calcularemos as intregrais

de bordo e recorreremos a resultados conhecidos para justificar a validade das afirmações.

Tomaremos por base os trabalhos de LAM (2011), para variedade gráfico assintoticamente

plana de codimensão um, de MIRANDOLA and VITÓRIO (2015), para variedade gráfico

assintoticamente plana de codimensão arbitrária, de DAHL, GICQUAUD, and SAKO-

VICH (2013) e de DE LIMA and GIRÃO (2015), para variedade gráfico assintoticamente

hiperbólica de codimensão um.

É oportuno recordar que temos duas definições de massa: a definição clássica

de massa adm e a definição de massa via tensor de Einstein (ou via tensor de Ricci).

São muito instrutivas as demonstrações da equivalência entre estas definições feitas em

MIAO and TAM (2016), em 2015, e em HERZLICH (2016), também em 2015. Herzlich

apresentou também, no mesmo artigo, a equivalência entre a definição clássica de massa

e a definição via tensor de Einstein para variedades assintoticamente hiperbólicas. É

oportuno ressaltar também que o teorema da massa positiva foi demonstrado sob certas

condições por Schoen e Yau em 1979 e que a desigualdade de Penrose foi demonstrado por

Huisken e Ilmanen em 1997 e por Bray em 1999. Em 1973, Penrose deu um argumento

heuŕıstico para justificar que a massa adm de um slice é no mı́nimo a massa do buraco

negro contido no slice.

Este trabalho toma como base os trabalhos das pessoas citadas anteriormente

e apresenta uma forma bastante elementar, mas eficaz, para o cálculo de massa e centro

de massa de gráficos. O teorema da divergência de Gauss desempenha papel importante

neste trabalho. No caṕıtulo inicial são apresentados os conceitos necessários ao trabalho e

os resultados que pretendo redemonstrar para massa de variedade gráfico assintoticamente

plana e de variedade gráfico assintoticamente hiperbólica. No caṕıtulo dois encontra-se

o cálculo da massa adm de uma variedade gráfico assintoticamente plana de codimensão
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arbitrária, e em particular quando tem-se fibrado normal plano. Desmonstra-se neste

caṕıtulo o teorema da massa positiva. Calcula-se também a massa de uma variedade que

tem uma fronteira interna e satisfaz certas condições. Usando-se resultados conhecidos

demosntra-se a desigualdade de Penrose. No caṕıtulo três faz-se tudo que foi feito no

caṕıtulo dois para uma variedade gráfico assintoticamente hiperbólica de codimensão um.
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2 PRELIMINARES

Apresentaremos a seguir as definições de variedade assintoticamente plana, de função

assintoticamente plana, de massa adm clássica, de massa adm via tensor de Einstein, de

centro de massa de uma variedade assintoticamente plana, de variedade assintoticamente

hiperbólica, de função assintoticamente hiperbólica, além das definições clássica e via

tensor de Einstein da massa de uma variedade assintoticamente hiperbólica.

2.1 Variedade assintoticamente plana

Definição 2.1. Uma variedade assintoticamente plana é uma variedade riemanniana

completa (M, g) com curvatura escalar integrável tal que existe um difeomorfismo φ, cha-

mado carta do infinito, do complementar de um compacto em M no complementar de uma

bola fechada em Rn, tal que, nestas coordenadas e para algum τ > n−2
2

tem-se:

|gij(x)− δij(x)| = O(|x|−τ ), |∂kgij(x)| = O(|x|−τ−1), |∂k∂lgij(x)| = O(|x|−τ−2),

onde ∂i = ∂
∂xi

.

Dado que trataremos de variedades gráficos, temos que intimamente relacio-

nado ao conceito de variedade assintoticamente plana está o de função assintoticamente

plana. Definiremos uma função assintoticamente plana de modo que sua variedade gráfico

seja assintoticamente plana. De modo mais preciso temos a definição seguinte.

Definição 2.2. Uma função de classe C2, f = (f 1, f 2, ..., fm) : Rn\Ω→ Rm, n ≥ 3, onde

Ω é um subconjunto aberto limitado com bordo compacto suave, é dita assintoticamente

plana se a curvatura escalar Scal de seu gráfico dotado da métrica ambiente do Rn+m

é uma função integrável sobre o Rn e suas derivadas parciais satisfazem as seguintes

condições de decaimento:

|fαi (x)| = O(|x|− τ2 ), |fαij(x)| = O(|x|− τ2−1) (2.1)

no infinito, para todo α = 1, . . . ,m e i, j, k = 1, . . . , n, onde τ > (n− 2)/2.

Definição 2.3. Seja (Mn, g) uma variedade assintoticamente plana e {xi}ni=1 um sitema

de coordenadas em Rn; então sua massa adm clássica m é definida por:

m =
1

2(n− 1)ωn−1

lim
r→∞

∫
Sr

(gij,j − gjj,i) ν ie dSr (2.2)
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onde e é a métrica euclidiana, Sr esfera euclidiana de raio r, ν o campo normal unitário

apontando para fora de Sr e ωn−1 a área da esfera unitária Sn−1. Observe-se também que

há um somatório em i e j.

A prinćıpio a definição depende da carta do infinito, contudo foi provado por

CHRUŚCIEL (1986) e BARTINIK (1986) que este limite é indepemdente da escolha da

carta do infinito.

Vamos dar a seguir uma definição de centro de massa de uma variedade assin-

toticamente plana. Existe mais de uma definição de centro de massa; a que daremos a

seguir é devida a REGGE and TEITELBOIM (1974). Para que faça sentido a definição

deles, a métrica da variedade assintoticamente plana deve satisfazer mais uma condição,

dita condição de Regge-Teitelboim.

Definição 2.4. Dizemos que uma variedade assintoticamente plana (Mn, g) satisfaz a

condição de Regge-Teitelboim se

gIij(x) = O(|x|−τ−1) e |(∂kgij)I(x)| = O(|x|−τ−2), τ >
n− 2

2
, (2.3)

onde gIij(x) = 1
2
(gij(x)− gij(−x)) é a parte ı́mpar da métrica.

Podemos então estabelecer a definição de centro de massa de uma variedade

assintoticamente plana.

Definição 2.5. Seja (Mn, g) uma variedade assintoticamente plana que satisfaz à condição

de Regge-Teitelboim e com massa adm não nula; definimos o centro de massa desta vari-

edade, num sistema de coordenadas {xi}ni=1 do Rn, por C = (C1, C2, · · · , Cn), onde

Cα =
1

2(n− 1)ωn−1

lim
r→∞

∫
Sr

[
xα(gij,j − gjj,i)νie − (giαν

i
e − giiναe )

]
dSr

∀α = 1, 2, . . . , n.

Estabeleceremos a seguir as definições de massa e de centro de massa de uma

variedade assintoticamente plana via tensor de Einstein.

Definição 2.6. Sendo X = xi∂i o campo posição, definimos a massa via tensor de

Einstein da variedade assintoticamente plana (M, g) por:
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mE(g) = − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

lim
r→∞

∫
Sr

(
Ricg − 1

2
Scalgg

)
(X, νg) dSgr . (2.4)

Como já foi mencionado anteriormene, esta definição é equivalente à definição

clássica de massa adm, e portanto usaremos doravante a mesma letra m para representá-

las.

Definição 2.7. Sendo X(α) = r2∂α − 2xαxi∂i, α ∈ {1, . . . , n}, que é um campo de

Killing conforme, definimos o centro de massa via tensor de Einstein por CE(g) =

(c1
E(g), . . . , cnE(g)), donde

cαE(g) =
1

2(n− 1)(n− 2)ωn−1m(g)
lim
r→∞

∫
Sr

(
Ricg − 1

2
Scalgg

)
(X(α), νg) dSgr . (2.5)

Uma demonstração da equivalência entre a definição anterior e a definição

clássica pode ser encontrada em MIAO and TAM (2016).

2.2 Variedade assintoticamente hiperbólica

Há mais de uma definição de variedade assintoticamente hiperbólica. Em consonância com

nosso trabalho, seguimos a adotada em DAHL, GICQUAUD, and SAKOVICH (2013),

onde o hiperbólico (Hn, b) é tomado como sendo Hn = R+ × Sn−1 munido da métrica

b = dr2 + sinhr hSn−1 , onde r(x) é a distância do ponto x à origem e hSn−1 é a métrica

canônica da esfera.

Definição 2.8. Variedade assintoticamente hiperbólica é uma variedade rieman-

niana completa (Mn, g) para a qual existe um difeomorfismo Φ : M\K → Hn\B, K

compacto e B uma bola fechada, chamado carta do infinito, tal que:

Φ∗g e b são uniformemente equivalentes e tomando e = Φ∗g − b, tem-se∫
Hn\B

(
|e|2b + |b∇e|2b

)
cosh r dµb <∞

e ∫
Hn\B

|Sg + n(n− 1)| cosh r dµb <∞.

Intimamente relacionado ao conceito de variedade assintoticamente hiperbólica

está o de função assintoticamente hiperbólica. A função f : Hn → R terá seu gráfico em
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Hn+1 = Hn×R munido da métrica b = b+ cosh2 r dt2. Nestas condições tem-se que Hn+1

é um espaço hiperbólico (n+ 1)- dimensional e ∂
∂t

é Killing. Estamos, portanto, conside-

rando gráficos de Killing no espaço hiperbólico.

Definição 2.9. Uma função f : Hn → R é dita assintoticamente hiperbólica se sua vari-

edade gráfico é uma variedade assitoticamente hiperbólica com a métrica gráfico induzida

de Hn+1 e se |e(x)| = cosh2 r |∇f(x)|2 → 0 quando x→∞.

O conceito de massa de uma variedade assintoticamente hiperbólica é bem

distinto do conceito massa adm de uma variedade assintoticamente plana. Inicialmente

definiremos o que é o funcional massa de uma variedade assintoticamente hiperbólica as-

sociado a uma carta do infinito. Este funcional age no núcleo do adjunto do linearizado

da curvatura escalar na métrica b, denotado por Ker(DScal?)b. De modo mais geral,

temos a definição seguinte, encontrada nos trabalhos de HERZLICH (2016) e MICHEL

(2011).

Definição 2.10. Definimos o adjunto linearizado de um invariante polinomial da curva-

tura escalar e suas derivadas F em relação às métricas g e b da seguinte maneira:

V (DF )b(g − b) = 〈V, (DF )b(g − b)〉 = 〈(DF )?bV, g − b〉+ U(V, g, b)

Onde U(V, g, b) é uma função que deve satisfazer a relação acima.

Na prática, ao calcularmos 〈V, (DF )b(g− b)〉, encontramos duas partes, sendo

uma U(V, g, b) e a outra 〈(DF )?bV, g− b〉. Observe que quando V ∈ Ker(DScal?)b tem-se

V (DF )b(g − b) = U(V, g, b)). Para o caso mais simples, quando F = Scal, temos

(DScal)?eV = HeV + ∆eV e,

mais particularmente, quando V ≡ 1, temos

1

2(n− 1)ω(n− 1)
lim
r→∞

∫
sr

U(1, g, e) dse = mg.

Mais resultados sobre os invariantes geométricos podem ser encontrados no trabalho de
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MICHEL (2011).

Retomando o fio da meada, tem-se que Ker(DScal?)b é constituido pelas

funções V tais que HbV = V b, ou mais precisamente: este conjunto é gerado pelas funções

V : R× Sn−1 → R, V (0)(r, x) = cosh r e V (α)(r, x) = x(α) sinh r, α = 1, 2, · · · , n, onde x(α)

é a α- ésima coordenada da esfera unitária.

Redenotaremos o núcleo do adjunto do linearizado da curvatura escalar sim-

plesmente por N . Podemos definir em N uma métrica lorentziana η tal que η(V0, V0) = 1,

η(Vi, Vi) = −1, ∀i = 1, 2, · · · , n e η(Vi, Vj) = 0,∀i 6= j. Ademais, simbolizaremos por N+

o subconjunto das funções positivas de N , ou seja, das funções V tais que η(V, V ) > 0

e por N 1 o conjunto das funções positivas unitárias de N , ou seja, o subconjunto das

funções V tais que η(V, V ) = 1.

Definição 2.11. Dada uma variedade assintoticamente hiperbólica (M, g) e uma carta

do infinito Φ, definimos o funcional massa de M associado à carta do infinito Φ por

HΦ : N → R,

HΦ(V ) =
1

2(n− 1)ωn−1

lim
r →∞

∫
Sr

[
V (divbe− d trbe) + trb(e)dV − e(∇bV, ·)

]
(νbr) dS

b
r ,

onde e = Φ∗g − b, νbr é o vetor unitário normal a Sr com sentido exterior na métrica b,

divbe é o divergente de e na métrica b, trbe o traço de e na métrica b e dV a diferencial

de V .

Observação 2.1. Dadas duas cartas do infinito numa mesma variedade assintoticamente

hiperbólica M , Φ1 e Φ2, existe uma isometria A de Hn tal que seus funcionais massa estão

relacionados da seguinte forma: HΦ1(V ) = HΦ2(V ◦ A−1).

Vamos agora definir massa para particulares variedades assintoticamente hi-

perbólicas.

Definição 2.12. Se (M, g) é uma variedade assintoticamente hiperbólica tal que HΦ(V ) ≥
0, ∀V ∈ N+ então definimos a massa de M , denotada por m, como sendo

m = inf
V ∈N 1

HΦ(V ).

Definição 2.13. Dizemos que uma carta do infinito φ é balanceada se m = Hφ(ρ),

ρ = V (0) = cosh r e dizemos que o gráfico de uma função ou a própria função é ba-

lanceada se a carta natural for balanceada. A carta natural para um gráfico é dada por

φ(x) = (x, f(x)).
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Daremos em seguida a definição de massa de uma variedade hiperbólica via

tensor de Einstein. Aliás, será um tensor de Einstein modificado, o qual denotaremos por

Ẽ, definido por:

Ẽ = Ric− 1

2
Scal g − 1

2
(n− 1)(n− 2)g = E − 1

2
(n− 1)(n− 2)g.

Como vimos anteriormente, o funcional massa atua num espaço (n+1)−dimensional,

e portanto, para sua definição via tensor de Einstein necessitamos de n+ 1 campos X.

Dito isto, temos a definição seguinte.

Definição 2.14. Dada uma variedade assintoticamente hiperbólica (M, g), definimos o

funcional massa de M , via tensor de Einstein, por HE : N → R,

HE(V (i)) = − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

lim
r→∞

∫
Sr

Ẽ(X(i), νg) dsg

onde os campos X(i), no modelo da bola de Poincaré, são dados por

X(0) = r∂r e X(α) = r2∂α − 2xαxj∂j,

para α = 1, . . . , n.

Podemos encontrar a equivalência entre a definição de funcional massa clássico

e funcional massa via tensor de Einstein modificado de uma variedade assintoticamente

hiperbólica em HERZLICH (2016).

2.3 Resultados conhecidos para massa adm de variedades gráficos

Apresentaremos a seguir alguns resultados conhecidos para o cálculo de massa de varie-

dades gráficos assintoticamente planas e assintoticamente hiperbólicas, obtidos por LAM

(2011), MIRANDOLA and VITÓRIO (2015) e DAHL, GICQUAUD, and SAKOVICH

(2013).

Teorema 2.1. (LAM) Sendo (Mn, g) uma variedade gráfico de uma função suave assin-

toticamente plana f : Rn → R com a métrica induzida do Rn+1, S sua curvatura escalar

na métrica g, do gráfico, ∇f o gradiente de f na métrica plana, tem-se que sua massa
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adm m é dada por

m =
1

2(n− 1)ωn−1

∫
M

Sg√
1 + |∇f |2

dM

Teorema 2.2. LAM Sendo (Mn, g) uma variedade gráfico de uma função suave assin-

toticamente plana f : Rn\Ω→ R, com Ω aberto, limitado e com fronteira suave Σ = ∂Ω,

tal que cada componente conexa de f(Σ) está num conjunto de ńıvel de f e |∇f(x)| → ∞
quando x → Σ, g a métrica induzida do Rn+1, S sua curvatura escalar na métrica g, do

gráfico, ∇f o gradiente de f na métrica plana, e H0 a curvatura média de Σ como uma

hipersuperf́ıcie de (R, δ); tem-se que sua massa adm m é dada por

m =
1

2(n− 1)ωn−1

[∫
M

Rg√
1 + |∇f |2

dM +

∫
Σ

H0dΣ

]
.

Corolário 2.1. (LAM) Nas mesmas condições do teorema anterior e assumindo que

cada componente conexa de Ω é convexa tem-se

m ≥ 1

2(n− 1)ωn−1

∫
M

Sg√
det g

dM +
1

2

(
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

Em particular, se S ≥ 0 então

m(g) ≥ 1

2

(
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

.

Este resultado decorre da desigualdade de Alexandrov-Frenchel, a qual permite estabelecer

a relação entre a integral da curvatu média e a área da hipersuperf́ıcie (veja LAM (2011)).

MIRANDOLA and VITÓRIO (2015) demonstraram os resultados seguintes.

Teorema 2.3. (Mirandola-Vitório) Sendo (Mn, g) uma variedade gráfico de uma função

suave assintoticamente plana f : Rn → Rm com a métrica induzida do Rn+m, S a cur-

vatura escalar de Mn e S⊥ =
〈
R⊥(∇fα,∇fβ)ηβ, ηα

〉
, onde ηγ = −δ∇fγ + eγ+n, γ =

1, 2, . . . ,m, e R⊥ é o tensor curvatura normal da subvariedade M ⊂ Rm+n, tem-se que

sua massa adm m é dada por



18

m =
1

2(n− 1)ωn−1

∫
M

1√
det g

(S + S⊥)dM.

Em particular, quando o fibrado normal é plano tem-se

m(g) =
1

2(n− 1)ωn−1

∫
M

1√
det g

S dM.

Teorema 2.4. (Mirandola-Vitório) Seja (Mn, g) uma variedade gráfico de uma função

cont́ınua f : Rn\Ω → Rm, com Ω aberto e limitado, assintoticamente plana em Rn\Ω e

constante em cada componente conexa de Σ = ∂Ω, com a métrica induzida do Rn+m, S

a curvatura escalar de Mn e S⊥ como definido anteriormente, H a curvatura média de

Σ como uma hipersuperf́ıcie do Rn e suponha também que M se estende C2 até ∂Ω e que

em cada componente conexa Σ′ de Σ a variedade M é tangente ao cilindro Σ′ × l, onde l

é uma reta de Rm, e que S⊥ é limitada numa vizinhança de Σ; então a massa adm m de

M é dada por

m =
1

2(n− 1)ωn−1

(∫
M

1√
det g

(S + S⊥)dM +

∫
Σ

H dΣ

)
.

Teorema 2.5. (Mirandola-Vitório) Sob as condições do teorema anterior e assumindo

que M tem curvatura escalar não negativa e fibrado normal plano e que cada componente

conexa de Ω é estrelada e possui curvatura média positiva, tem-se então o seguinte resul-

tado:

m(g) ≥ 1

2

(
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

,

onde |Σ| é a área total de ∂Ω. E mais, a igualdade anterior ocorre somente se a curvatura

escalar é nula e ∂Ω é uma esfera.

Vejamos a seguir os resultados obtidos por DAHL, GICQUAUD, and SAKO-

VICH (2013).

Teorema 2.6. Seja f : Hn\Ω → R, com Ω aberto, relativamente compacto e com bordo

suave, uma função assintoticamente hiperbólica tal que f seja constante e df 6= 0 em ∂Ω;
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então

Hφ(V ) = Cn

(∫
Hn\Ω

V√
1 + V 2|∇f |2

[S + n(n− 1)] dvg +

∫
∂Ω

V 2|∇f |2√
1 + V 2|∇f |2

HV dsb

)
,

onde Cn = 1
2(n−1)ωn−1

, V = cosh r, ∇f = b∇f e H é a curvatura média de Σ como

hipersuperf́ıcie de H.
E quando |∇f | → ∞ tem-se

Hφ(V ) =
1

2(n− 1)ωn−1

(∫
Hn\Ω

V√
1 + V 2|∇f |2

[S + n(n− 1)] dvg +

∫
∂Ω

HV dsb

)
.

Com o propósito de demosntrar a desigualdade de Penrose DE LIMA and

GIRÃO (2015) demonstraram o resultado seguinte.

Teorema 2.7. (de Lima e Girão) Se Σ ⊂ Hn é estrelada e tem curvatura média

positiva, então

1

2(n− 1)wn−1

∫
Σ

ρHdΣ ≥ 1

2

((
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

+

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

)
,

onde |Σ| é a área de Σ. Mais ainda, a igualdade vale se e somente se Σ é uma esfera

geodésica centrada na origem.

Partindo do último teorema de DAHL, GICQUAUD, and SAKOVICH (2013)

e usando o resultado anterior de DE LIMA and GIRÃO (2015) tem-se o resultado seguinte.

Teorema 2.8. Seja Ω ⊂ Hn aberto, relativamente compacto e com bordo Σ suave, es-

trelado e com curvatura média positiva e f : Hn\Ω → R uma função assintoticamente

hiperbólica balanceada tal que f seja constante em Σ e |df(x)| → ∞ quando x→ Σ, e que

o gráfico de f satisfaça S + n(n− 1) > 0 então

m ≥ 1

2

((
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

+

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

)
.
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Demonstração. A demonstração é conseguência imediata dos dois últimos teoremas.
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3 MASSA E CENTRO DE MASSA DE VARIEDADE GRÁFICO ASSINTO-

TICAMENTE PLANA

Para nosso propósito faz-se necessário reapresentar a definição de função assintoticamente

plana.

Definição 3.1. Uma função de classe C2, f = (f 1, f 2, ..., fm) : Rn\Ω → Rm, onde Ω

é um subconjunto limitado, é dita assintoticamente plana se a curvatura escalar Scal de

seu gráfico dotado da métrica ambiente do Rn+m é uma função integrável sobre o Rn e

suas derivadas parciais satisfazem as seguintes condições de decaimento:

|fα(x)| = O(|x|− τ2 ) e |fαij(x)| = O(|x|− τ2−1), (3.1)

no infinito, para todo α = 1, . . . ,m e i, j, k = 1, . . . , n, onde τ > (n− 2)/2.

Observe que dada a condição de decaimento de f , g = δij + fαi f
α
j tem as

condições de decaimento apropriadas para tornar M , o gráfico de f , uma variedade as-

sintoticamente plana. Observe também que tomando f̂ = f ◦ Π : M → Rm, onde

π(x, f(x)) = x, temos que ∇f̂α = gjkfαk ∂j, onde ∂j = F∗(ej), F (x) = (x, f(x)). Aqui

também será cometido um abuso de notação, não pondo o chapeu na função fα, o que

confundirá com a própria fα, e mais uma vez, por comodidade de escrita a utilizaremos.

O nosso propósito é passar de uma integral de superf́ıcie do tensor de Eins-

tein a uma integral de volume, aplicando o teorema da divergência de Gauss, necessi-

tando portanto calcular o divergente do campo ~E(X), onde ~E é o tensor definido por

E(V,W ) = g( ~E(V ),W ). Faremos então vários lemas envolvendo o divergente deste

campo. Vejamos então o primeiro.

Lema 3.1. Tem-se que div( ~E(X)) = gijE(∇∂iX, ∂j)

Demonstração. Fixado o campo X, podemos definir a 1-forma ω, por ω(Y ) = 〈 ~E(X), Y 〉,
de tal modo que div( ~E(X)) = divω

Temos que:

divω = ∇jωj = gij∇∂iωj = gij∂iωj − gijω(∇∂i∂j) = gij∂iE(X, ∂j)− gijE(X,∇∂i , ∂j)

= gij∂iE(X, ∂j)− gijE(∇∂iX, ∂j)− gijE(X,∇∂i∂j) + gijE(∇∂iX, ∂j)

= (divE)(X) + gijE(∇∂iX, ∂j) = gijE(∇∂iX, ∂j),

(3.2)

pois E tem divergência nula.
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Lema 3.2. Sendo (Mn, g) a variedade gráfico da função assintoticamente plana f : Rn →
Rm com a métrica induzida do Rn+m e ∇ a conexão do ambiente Rn+m, tem-se os seguintes

resultados:

i. ∂i = ei+f
α
i eα+n e ηαi = −Dfαi +eα+n, ∀i = 1, 2, · · · , n e α = 1, 2, · · · ,m,

e Dfαi = δ∇fα, constituem um frame global para o fibrado tangente de M e para o

fibrado normal de M , respectivamente.

ii. Aα∂i = −(∇∂iη
α)T = gkjfαik∂j. Observe que o vetor ηα não está normalizado. O Aα

é dito operador de forma com relação ao normal ηα.

iii. φi = −φΓlli.

iv. Γkij = (∇fα)kfαij.

v. gij∇∂iφX = φgijXi + φ[Aα(x)]j∇fα − φ[Aα(∇fα)]jX.

vi. gijE(∇∂iφX, ∂j) = φgijXk
i Eij + φg([Aα, ~E](∇fα), X).

Demonstração. i. Sendo M = {(x, f(x)); f = (f 1, f 2, ..., fm) : Rn\Ω → Rm} tem-se

que F : Rn\Ω → Rn+m, F (x) = (x, f(x)) é uma carta global e portanto ∂i = Fi =

ei + fαi eα+n, α = 1, 2, ...,m e i = 1, 2, 3, ..., n, constituem um frame do fibrado tan-

gente TM , onde fi = ei(f).

Sendo ηα = −δ∇fα + eα+n, temos:

〈ηα, ∂i〉 = 〈−δ∇fα + eα+n, ei + fβi eβ+n〉

= 〈−δ∇fα, ei〉+ 〈eα+n, f
β
i eβ+n, 〉

= −fαi + fαi

= 0.

(3.3)

Portanto os ηα constituem uma base para o fibrado normal T⊥M , já que são inde-

pendentes e ortogonais ao gráfico. Para simplificar a notação, doravante usaremos
δ∇fα = Dfα.

ii. Sendo {∂j}j=1 um frame de TM e

∇∂iη
α = ∂iη

α = −Dfαi

temos:

Aα(∂i) = Aj∂j ⇒ 〈Aα(∂i), ∂k〉

= Aj〈∂j, ∂k〉

= Ajgjk,

(3.4)
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e portanto:

Aj = gjk〈Aα(∂i), ∂k〉

= gjk〈−(∇∂iη
α)T , ∂k〉

= gjk〈−∇∂iη
α, ∂k〉

= gjk〈Dfαi , ek + fαk eα+n〉

= gjkfαik.

(3.5)

Substituindo este último valor na equação inicial tem-se Aα∂i = gkjfαik∂j.

iii. - Como Γlli = ∂i(ln
√
g) = −∂ilnΦ = −Φi

Φ
, tem-se Φi = ΦΓlli.

iv. Temos que

Γkij =
1

2
gkl(glj,i + gil,j − gij,l)

=
1

2
gkl[(fαl f

α
j )i + (fαi f

α
l )j − (fαi f

α
j )l]

=
1

2
gkl.2fαl f

α
ij = (∇fα)kfαij.

(3.6)

v. Temos:

∇∂iφX = ∇∂iφX
k∂k = φXk

i ∂k +Xkφiek + φXkΓlik∂l

= φXk
i ∂k − φXkΓlli∂k + φXkΓlik∂l

= φXk
i ∂k − φXk(∇fα)lfαli∂k + φXk(∇fα)lfαik∂l.

(3.7)

Resulta então:

gij∇∂iφX = φgijXk
i ∂k − φXk(∇fα)lgijfαli∂k + φXk(∇fα)lgijfαik∂l

= φgijXk
i ∂k − φXk(∇fα)l(Aα∂l)

j∂k + φXk(∇fα)l(Aα∂k)
j∂l

= φgijXi − φ[Aα(∇fα)]jX + φ[Aα(X)]∇fα.

(3.8)

vi - Do item anterior tem-se:

gijE(∇∂iφX, ∂j) = E(φgijXi, ∂j)− E(φ[Aα(∇fα)]jX, ∂j) + E(φ[Aα(X)]∇fα, ∂j)

= φgijXk
i Ekj − φE(X,Aα(∇fα)) + φE(∇fα, Aα(X))

= φgijXk
i Ekj − φg(X, ~E(Aα(∇fα))) + φg(∇fα, ~E(Aα(X)))

= φgijXk
i Ekj − φg(X, ~EAα(∇fα)) + φg(Aα~(∇fα), X)

= φgijXk
i Ekj + φg([Aα, ~E](∇fα), X).

(3.9)

Foi usado o fato que
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E(X,Aα(∇fα)) = g(X, ~E(Aα(∇fα))) = g(X, ~EAα(∇fα))

e que, por abuso de notação, tomando X = F∗(X), tem-se

g(∇fα, ~EAα(X)) = g(( ~EAα)∗(∇fα), X)

= g((Aα)∗ ~E∗(∇fα), X)

= g(Aα ~E(∇fα), X).

(3.10)

Lema 3.3. Se X é o campo posição e M o gráfico de f : Rn → Rm então:

i. gijE(∇∂iφX, ∂j) = φTrE + φg([Aα, ~E](∇fα, X)).

ii. Se M tem fibrado normal plano então gijE(∇∂iφX, ∂j) = φTrE. Lembre-se que

para codimensão 1 o fibrado normal é sempre plano.

Demonstração. i. Este resultado decorre imediatamente do lema anterior e da ob-

servação que se X é o campo posição então Xk
i = δki .

ii. Para mostrar o resultado basta mostrar que [Aα, E] = 0. Temos:

Aα(∂i) = gkjfαik∂j e B(∂i, ∂j) = Uαβfαijη
β, onde Uαβ = 〈ηα, ηβ〉 e Uαβ é sua inversa.

Temos portanto que 〈Aα(∂i), ∂l〉 = gkjfαikgjl = fαik. Partindo da equação de Gauss

temos:

Rij = gklRikjl

= gkl (〈Bij, Bkl〉 − 〈Bil, Bkj〉)

= gkl
(
Uαβfαijη

β, Uγδfγklη
δ〉 − 〈Uαβfαil η

β, Uγδfγijη
δ〉
)

= gkl
(
UαβUγδfαijf

γ
klUβδ − U

αβUγδfαil f
γ
ijUβδ

)
= gkl

(
Uαβfαijf

β
kl − U

αβfαil f
β
ij

)
= gklUαβ

(
fαijf

β
kl − f

α
il f

β
ij

)
= gklUαβ

(
〈Aα(∂i), ∂k〉〈Aβ(∂k), ∂l〉 − 〈Aα(∂i), ∂l〉〈Aβ(∂k), ∂j〉

)
.

(3.11)

Utilizando este resultado na expressão abaixo e considerando que o fibrado normal

é plano, ou seja, que AαAβ = AβAα, temos:
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〈[ ~E,Aγ](V ),W 〉 = E(Aγ(V ),W )− E(Aγ(W ), V )

= Ric(Aγ(V ),W )− 1

2
S〈Aγ(V ),W 〉 −Ric(Aγ(W ), V ) +

1

2
S〈Aγ(w), v〉

= Ric(Aγ(V ),W )−Ric(Aγ(W ), V )〉

= gklUαβ
(
〈Aα(Aγ(V )),W 〉〈Aβ(∂k), ∂l〉 − 〈Aα(Aγ(V )), ∂l〉〈Aβ(∂k),W 〉

)
−

− gklUαβ
(
〈Aα(Aγ(W )), V 〉〈Aβ(∂k), ∂l〉+ 〈Aα(Aγ(W )), ∂l〉〈Aβ(∂k), V 〉

)
= gklUαβ〈Aα(Aγ(V )),W 〉〈Aβ(∂k), ∂l〉 − gklUαβ〈Aα(Aγ(V )), ∂l〉〈Aβ(∂k),W 〉−

− gklUαβ〈V,Aγ(Aα(W ))〉〈Aβ(∂k), ∂l〉+ gklUαβ〈Aα(Aγ(W )), ∂l〉〈Aβ(∂k), V 〉

= −Uαβ[Aα(Aγ(V ))]k〈Aβ(∂k),W 〉+ Uαβ[Aα(Aγ(W ))]k〈Aβ(∂k), V 〉

= −Uαβ〈Aβ(Aα(Aγ(V ))),W 〉+ Uαβ〈Aβ(Aα(Aγ(W ))), V 〉

= −Uαβ〈Aβ(Aα(Aγ(V ))),W 〉+ Uαβ〈W,Aγ(Aα(Aβ(V )))〉

= 0.

(3.12)

Teorema 3.1. Se (M, g) é uma variedade gráfico assintoticamente plana da função

f = (f 1, f 2, ..., fm) : Rn → Rm, de classe C2, com fibrado normal plano então sua massa

adm é dada por:

m =
1

2(n− 1)ωn−1

∫
M

Sg√
det g

dM, ,

onde S é a curvatura escalar. Observe que para M com codimensão 1 tem-se det g =

1 + |δ∇f |2.

Demonstração. Temos pelo item (ii) do lema anterior que gijE(∇∂iφX, ∂j) = φTrE =
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φ2−n
2
R e portanto:

m = − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

lim
r→∞

∫
Sr

E (X, ν) (X, ν) dSgr

= − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

lim
r→∞

∫
Sr

E (φX, ν) (X, ν) dSgr

= − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

lim
r→∞

∫
Sr

g
(
~E(φX), ν

)
) dSgr

= − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

lim
r→∞

∫
Br

div( ~E(φX)) dvg

= − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

lim
r→∞

∫
Br

gijE(∇∂iφX, ∂j) dv
g

= − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

∫
Mr

2− n
2

φS dvg

=
1

(n− 1)ωn−1

lim
r→∞

∫
Br

φS dvg

=
1

(n− 1)ωn−1

∫
M

S√
det g

dvg.

(3.13)

Teorema 3.2. Sendo (Mn, g) uma variedade gráfico de uma função suave assintotica-

mente plana f : Rn\Ω → R, Ω aberto, limitado e com fronteira suave ∂Ω, tal que cada

componente conexa de f(∂Ω) está num conjunto de ńıvel de f e |∇f(x)| → ∞ quando

x → p ∈ ∂Ω, g a métrica induzida do Rn+1, S sua curvatura escalar na métrica g, ∇f
o gradiente de f na métrica plana, e Hδ a curvatura média de ∂Ω como subvariedade de

(R\Ω, δ); tem-se que sua massa adm m é dada por:

m =
1

2(n− 1)ωn−1

[∫
M

S√
1 + |∇f |2

dM +

∫
∂Ω

Hδdsδ

]
.

Demonstração. Como |∇f(x)| → ∞ quando x → p ∈ ∂Ω, a integral no bordo ∂Ω não

está definida, pois φ e X não estão definidos áı, e por conseguinte não podemos aplicar

diretamente o teorema da divergência envolvendo a fronteira ∂Ω. Tomemos então o aberto

limitado Ωε, o qual contém Ω e suas fronteiras distam ε entre si, apliquemos o teorema

da divergência áı e depois façamos ε → 0. Isto poderá ser feito se a integral de bordo

converge quando ε→ 0, o que mostraremos ser verdadeiro. Sendo assim, temos:
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m = − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

lim
r→∞

∫
Sr

E(X̃, νg) dSgr

= − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

(
lim
r→∞

∫
Sr

⋃
∂Mε

E(φX̃, νg) dSgr −
∫
∂Mε

E(φX̃, νg) dSgr

)
= − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

(∫
Mn

gijE(∇∂iφX̃, ∂j) dv
g − lim

ε→ 0

∫
∂Mε

E(φX̃, νg) dSgr

)
= − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

(
−(n− 2)

2

∫
M

S√
1 + |∇f |2

dM − lim
ε→ 0

∫
∂Mε

E(φX̃, νg) dSgr

)
.

(3.14)

Calculemos agora o limite da integral. Verificaremos que o integrando converge quando

x → p ∈ ∂Ω e portanto o limite da integral será a integral deste limite na fronteira ∂M .

Tomemos em ∂Mε um frame ortonormal {ν, v2, · · · , vn} e escrevamos X̃ neste frame. Te-

mos então:

X̃ = 〈X̃, ν〉ν + 〈X̃, v2〉v2 + 〈X̃, v3〉v3 + · · ·+ 〈X̃, vn〉vn.

Portanto,

E(φX̃, ν) = φ〈X̃, ν〉E(ν, ν) + φ〈X̃, v2〉E(v2, ν) + · · ·+ φ〈X̃, vn〉E(vn, ν). (3.15)

Utilizaremos agora dois resultados muito úteis aos nossos cálculos: primeiro, sendo νg

campo unitário conormal exterior da variedade gráfico e sendo esta variedade ortogonal a

Rn, na fronteira, tem-se que νg → ±en+1; e segundo, presente em DE LIMA and GIRÃO

(2015), no limite νg tornar-se um autovetor do operador de forma A, resultando portanto

os seguintes resultados:

i. φ〈X̃, ν〉 = φ〈X + 〈X,∇f〉en+1, ν〉 = φ〈X, ν〉 + 〈X,φ〈en+1, ν〉∇f〉 → 〈X, η〉, onde

η é o campo conormal interior do bordo visto como hipersuperf́ıcie de Rn, pois ν

torna-se perpendicular a X e φ〈en+1, ν〉∇f = 〈en+1,ν〉∇f√
1+|∇f |2

→ η, pois 〈en+1, ν〉 → ±1 e

para função crescente ∇f aponta para fora da curva de ńıvel e ν tende para −en+1;

e para função decrescente ∇f aponta para dentro da curva de ńıvel e ν converge

para en+1.

ii. Sendo E(ν, ν) = Ric(ν, ν) − 1
2
Sg(ν, ν) = Ric(ν, ν) − 1

2
S e usando as seguintes ex-

pressões para o Ric e Scal, decorrentes da Equação de Gauss, e que podem ser

encontradas em ALÍAS, DE LIRA, and MALACARNE (2006), temos:
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Ric(ν, ν) = Ric(ν, ν)− 〈R(ν,N)ν,N〉+H〈Aν, ν〉 − 〈Aν,Aν〉

e

S = S − 2Ric(N,N) + 2H2,

e levando em consideração que estamos no espaço euclidiano Rn+1, temos:

E(ν, ν) = H〈Aν, ν〉 − 〈Aν,Aν〉 − H2. O H2 é a soma do produto dois a dois dos

autovalores do operador de forma A.

Tomando λ1, λ2, · · · , λn os autovalores associados à base de autovetores de A, com

λ1 o autovalor associado a ν, tem-se, quando ε→ 0, que:

E(ν, ν)→ Hλ1 − λ2
1 −H2

= λ2
1 + λ1[λ2 + · · ·+ λn]− λ2

1 − λ1[λ2 + · · ·+ λn]− Σ1≤i≤jλiλj

= −Σ1≤i≤jλiλj

= −Hδ
2 ,

(3.16)

sendo Hδ
2 referente a ∂Ω.

iii. Por último, observe que φ〈X̃, vm〉E(vm, ν) → 0,∀m = 2, 3, · · · , n, quando ε → 0,

pois φ → 0, quando ε → 0, e os outros dois fatores são limitados. Juntando os 3

resultados, tem-se quando ε→ 0:

E(φX̃, ν)→ −〈X, η〉Hδ
2 .

Portanto podemos tomar o limite, obtendo:

m = − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

(
−(n− 2)

2

∫
M

S√
1 + |∇f |2

dM +

∫
∂M

〈X, η〉Hδ
2 ds

g

)

= − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

(
−(n− 2)

2

∫
M

S√
1 + |∇f |2

dM +

∫
∂Ω

〈X, η〉Hδ
2 ds

δ

)
.
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A mudança da região de integração e da métrica não afeta o cálculo por que a função

é constante em cada componente conexa de Ω. Para finalizarmos a demonstração

do teorema devemos usar a equação de Minkowski seguinte, encontrada também em

ALÍAS, DE LIRA, and MALACARNE (2006): se M é uma hipersuperf́ıcie do Rn

então

∫
M

(
Hδ + 〈X, η〉Hδ

2

)
ds = 0, onde η tem sentido interior à hipersuperf́ıcie M .

Aplicando a equação de Minkowski para a hipersuperf́ıcie Ω e lembrando que a ex-

pressão anterior está normalizada teremos:

−n− 2

2

∫
∂Ω

Hδds =

∫
∂Ω

〈X, η〉Hδ
2ds.

Substituindo esta equação na última equação da massa, tem-se:

m =
1

2(n− 1)ωn−1

(∫
Mn

1√
1 + |∇f |2

S dvg +

∫
∂Ω

Hδdsδ

)
.

Teorema 3.3. Nas mesmas condições do teorema anterior e assumindo que cada compo-

nente conexa de Ω é convexa tem-se

m(g) ≥ 1

2(n− 1)ωn−1

∫
M

Sg√
det g

dM +
1

2

(
|∂Ω|
ωn−1

)n−2
n−1

.

Em particular, se S ≥ 0 então

m(g) ≥ 1

2

(
|∂Ω|
ωn−1

)n−2
n−1

.

Demonstração. A demonstração decorre imediatamente do teorema anterior e da desi-

gualdade de Alexandrov-Frechel.

Apresentaremos a seguir um lema e um teorema sobre o centro de massa de

uma variedade gráfico assintoticamente plana.
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Lema 3.4. Se M é uma variedade gráfico assintoticamente plana com fibrado normal

plano, Xα = r2∂α − 2xαxi∂i o campo de Killing relacionado ao centro de massa, ∂α

o push-foward de eα e X o push-foward do campo posição via carta global definida por

F (x1, x2, ..., xn) = (x1, x2, ..., xn, f1(x1, x2, ..., xn), ..., fm(x1, x2, ..., xn)) então

gijE(∇∂iφXα, ∂j) = φgijXk
(α)iEkj = 2φE(∂α, X

T
)− 2φE(X, eα

T )− 2φxαTrE,

onde X é a extensão natural do campo X e eα
T a projeção no gráfico da extensão natural

do campo eα.

Demonstração. Temos pelo Lema 3.3 que:

gijE(∇∂iφXα, ∂j) = φgijXk
(α)iEkj = φgij(2xiδαk − 2xkδαi − 2xαδki)E(∂k, ∂j)

= 2φxigijE(∂α, ∂j)− 2φxkgαjE(∂k, ∂j)− 2xαgijE(∂i, ∂j)

= 2φE(∂α, x
igij∂j)− 2φE(xk∂k, g

αj∂j)− 2xαTrE

= 2φE(∂α, x
iei

T )− 2φE(xk∂k, eα
T )− 2xαTrE

= 2φE(∂α, X
T

)− 2φE(X, eα
T )− 2xαTrE.

(3.17)

Usamos o fato ∇xk = ek
T ou seja gkj∂j = ek

T .

Como consequência imediata do lema anterior temos o teorema seguinte.

Teorema 3.4. Se (M, g) é uma variedade gráfico assintoticamente plana da função f =

(f 1, f 2, ..., fm) : Rn\Ω→ Rm com fibrado normal plano, então o centro de massa é dado

por C = (C1, C2, · · · , Cn), onde

Cα =
1

(n− 1)(n− 2)ωn−1m
lim
r→∞

∫
Sr

[
φE(∂α, X

T
)− φE(X, eα

T )− xαTrE
]
dSgr

∀α = 1, 2, · · · , n.
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4 CÁLCULO DE MASSA DE VARIEDADE GRÁFICO ASSINTOTICA-

MENTE HIPERBÓLICA

Dada uma base {ei}ni=0 de Hn, com métrica b, acrescentando à esta base o vetor en+1 = d
dt

temos uma base {ei}n+1
i=0 para Hn+1, com a métrica b = b + ρ2dt2, b a métrica de Hn.

É interessante observar que os cálculos que faremos a seguir não dependem de qual mo-

delo hiperbólico estamos tomando. Podemos ter em mente dois modelos para o Hn: o

R+ × Sn−1 com métrica b = dr2 + sinh2 r hSn−1 , onde hSn−1 é a métrica da esfera, e neste

caso tem-se ρ = cosh r; e a bola unitária aberta do Rn com a métrica b = u2σRn , onde

u = 2
1−|X|2 e σRn é a métrica canônica do Rn, e neste caso tem-se ρ = 1+|X|2

1−|X|2 .

Nos cálculos seguintes será usada a seguinte notação:

∇ = b∇, ∇ = b∇, ∇̃ = g∇, φ =
1√

1 + ρ2|∇f |2
.

Para o cálculo da massa é usado o campo X =b ∇ρ. No modelo da bola este campo é

dado por X = xiei, o qual será adotado nos lemas seguintes.

Lema 4.1. Para o gráfico da função assintoticamente hiperbólica f : Hn → R e os campos

X = xiei, X̃ = xi∂i e XT , a projeção no gráfico de f da extensão natural do campo X,

temos:

i. Os campos ∂i = ei + fien+1, i = 1, · · · , n constituem um frame do fibrado tangente

ao gráfico.

ii. O campo unitário N = −φρ∇f+φe0, onde e0 = ρ−1en+1, é perpendicular ao gráfico.

iii. 〈X,N〉b = −φρ〈X,∇f〉b.
iv. φ = 〈N, e0〉b.
v. X̃ = xi∂i = X − φ−1〈X,N〉e0, onde X = xiei.

vi. ∇̃f = φ2∇f + φ2|∇f |2en+1.

vii. eTn+1 = ρ2∇̃f .

viii. XT = X − φ2ρ2〈X,∇f〉∇f + φ2〈X,∇f〉en+1.

ix. XT = ∇̃ρ.

x. XT = X̃ − ρ2〈X,∇f〉∇̃f .

Demonstração. i. Dada a carta F : Hn →Mn,

F (x1, x2, · · · , xn) = (x1, x2, · · · , xn, f(x1, x2, · · · , xn)), onde f : Hn → R é uma

função assintoticamente hiperbólica, tem-se F?ei = ei + fien+1, e portanto consti-

tuem um frame para o fibrado tangente de Mn.
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ii. Basta observar que

〈N, ∂i〉 = 〈−φρ∇f + φe0, ei + fien+1〉

= −φρ〈∇f, ei〉+ φρ−1fi〈en+1, en+1〉

= −φρfi + φρfi

= 0,

(4.1)

e que

〈N,N〉 = 〈−φρ∇f + φe0, −φρ∇f + φe0, 〉

= φ2ρ2〈∇f,∇f, 〉+ φ2〈e0, e0〉

= φ2ρ2|∇f |2 + φ2

= φ2
(
ρ2|∇f |2 + 1

)
= 1.

(4.2)

iii. Observe que 〈X,N〉 = 〈X,−φρ∇f + φe0〉 = −φρ〈X,∇f〉.

iv. Observe que 〈N, e0〉 = 〈−φρ∇f + φe0, e0〉 = φ〈e0, e0〉 = φ.

v. Observe que X̃ = xi∂i = xi(ei + fien+1) = xiei + xifien+1 = X + 〈X,∇f〉en+1 =

X − φ−1ρ−1〈X,N〉en+1 = X − φ−1〈X,N〉e0. A penúltima igualdade decorre de iii.

vi. Temos ∇̃f = gijfi∂i = gijfi(ei + fien+1) = φ2∇f + φ2|∇f |2en+1.

vii.

eTn+1 = en+1 − 〈en+1, N〉N

= en+1 − 〈en+1,−φρ∇f + φρ−1en+1〉N

= en+1 − φρ(−φρ∇f + φρ−1en+1)

= en+1 + φ2ρ2∇f − φ2en+1)

= φ2ρ2∇f + (1− φ2)en+1)

= φ2ρ2∇f + φ2ρ2|∇f |2en+1)

= ρ2(φ2∇f + φ2|∇f |2en+1)

= ρ2∇̃f,

(4.3)

pelo item anterior.
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viii.

XT = X − 〈X,N〉N

= X + φρ〈X,∇f〉N

= X + φρ〈X,∇f〉(−φρ∇f + φe0)

= X − φ2ρ2〈X,∇f〉∇f + φ2〈X,∇f〉en+1.

(4.4)

ix.

∇̃f = gijρi∂j = gijρi(ej + fjen+1)

= gijρiej + gijρifjen+1

= bijρiej − φ2ρ2f iρif
jej + φ2ρif

ien+1

= ∇ρ− φ2ρ2〈∇f,∇ρ〉∇f + φ2〈∇f,∇ρ〉en+1

= X − φ2ρ2〈∇f,X〉∇f + φ2〈∇f,X〉en+1

= XT .

(4.5)

x. Sendo X̃ = X+ 〈X,∇f〉en+1 e XT = X−φ2ρ2〈X,∇f〉∇f +φ2〈X,∇f〉en+1,

temos:

XT − X̃ = −φ2ρ2〈X,∇f〉∇f + φ2〈X,∇f〉en+1 − 〈X,∇f〉en+1

= −φ2ρ2〈X,∇f〉∇f + (φ2 − 1)〈X,∇f〉en+1

= −φ2ρ2〈X,∇f〉∇f − φ2ρ2|∇f |2〈X,∇f〉en+1

= −ρ2〈X,∇f〉(φ2∇f + ρ2|∇f |2en+1)

= −ρ2〈X,∇f〉∇̃f,

(4.6)

de onde resulta XT = X̃ − ρ2〈X,∇f〉∇̃f.

Temos mais um lema importante.

Lema 4.2. Sendo Γo simbolo de Christoffel do ambiente Hn+1, temos:

Γ
n+1

(n+1)(n+1) = 0

Γ
i

(n+1)(n+1) = −ρρi

Γ
n+1

i(n+1) = ρ−1ρi

Γ
j

i(n+1) = 0

Γ
n+1

ij = 0

Γ
k

ij = Γkij,

(4.7)

∀ i, j, k = 1, 2, · · · , n.
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Demonstração. Usando a relação Γ
k

ij = 1
2
b
km (

bmj,i + bim,j − bij,m
)
,∀ i = 1, 2, · · · , n + 1

e tendo em mente que b = b+ ρ2dt2, o resultado de cada item é imediato.

Temos a seguir mais um importante lema.

Lema 4.3. Para X = xiei, X̃ = xi∂i, X
T , a projeção sobre o gráfico da extensão natural

do campo X e eT0 , a projeção do campo e0 sobre o gráfico, temos:

i. ∇∂ie0 = −fiX.

ii. ∇∂iX = ρei + |X|2e0.

iii. ∇̃∂iφX̃ = 〈∂i, A(XT )〉eT0 − 〈∂i, A(eT0 )〉XT + φρ∂i.

iv. ∇̃∂iφX̃ = ρ〈∂i, A(X̃)〉∇̃f − ρ〈∂i, A(∇̃f)〉X̃ + φρ∂i.

Demonstração. i.

∇∂ie0 = ∇eie0 + fi∇en+1e0

= ∇eiρ
−1en+1 + fi∇en+1ρ

−1en+1

= ρ−2ρien+1 + ρ−1∇eien+1 + fiρ
−1∇en+1en+1

= ρ−2ρien+1 + ρiρ−1ρ−1eien+1 + fiρ
−1(−ρρkek)

= −fiρkek
= −fi∇ρ

= −fiX.

(4.8)

ii.

∇∂iX = ∇eiX + fi∇en+1X

= ∇eiX + fi∇en+1x
kek

= ρei + fix
k∇en+1ek,

= ρei + fix
kρ−1ρken+1

= ρei + ρ−1fi〈X,∇ρ〉en+1

= ρei + |x|2fie0.

(4.9)

Da segunda para a terceira igualdade foi usado o fato que o campo X satisfaz

∇eiX = ρei.

iii. Temos: ∇̃∂iφX̃ =
(
∇∂iφX̃

)T
, onde
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∇∂iφX̃ = ∇∂iφ
(
X − φ−1〈X,N〉e0

)
= ∂i(φ)X + φ∇∂iX − ∂i〈X,N〉e0 − 〈X,N〉∇∂ie0

= ∂i〈N, e0〉X + φ∇∂iX − 〈∇∂iX,N〉e0 − 〈X,∇∂iN〉e0 − 〈X,N〉∇∂ie0

= 〈∇∂iN, e0〉X + 〈N,∇∂ie0〉X + φ∇∂iX − 〈∇∂iX,N〉e0 − 〈X,∇∂iN〉e0 − 〈X,N〉∇∂ie0

= 〈−A(∂i), e0〉X + 〈N,−fiX〉X + φρei + ρ|X|2fie0 − 〈ρei + |X|2i e0, N〉e0+

+ 〈X,A(∂i)N〉e0 − 〈X,N〉(−fiX)

= −〈A(∂i), e0〉X + φρei + ρ|X|2fie0 − 〈ρei + |X|2fie0,−ρφ∇f + φe0〉e0+

+ 〈X,A(∂i)〉e0

= −〈A(∂i), e0〉X + φρei + ρ|X|2fie0 + ρφ2〈ei,∇f〉e0 − ρ|X|2fi〈e0, e0〉e0+

+ 〈X,A(∂i)〉e0

= −〈A(∂i), e0〉X + φρei + ρφ2fie0 + 〈X,A(∂i)〉e0

= −〈A(∂i), e0〉X + φρ(ei + φfie0) + 〈X,A(∂i)〉e0

= −〈∂i, A(eT0 )〉X + 〈A(XT ), ∂i〉e0 + φρ∂i.

(4.10)

Tomando a parte tangente do campo anterior temos o resultado,

∇̃∂iφX̃ = 〈∂i, A(XT )〉eT0 − 〈∂i, A(eT0 )〉XT + φρ∂i.

iv. Tomando XT = X̃−ρ2〈X,∇f〉∇̃f e eT0 = ρ∇̃f, e substituindo na expressão do item

anterior temos:

∇̃∂iφX̃ = 〈∂i, A
(
X̃ − ρ2〈X,∇f〉∇̃f

)
〉ρ∇̃f − 〈∂i, A(ρ∇̃f)〉

(
X̃ − ρ2〈X,∇f〉∇̃f

)
+ φρ∂i

= 〈∂i, A(X̃)− ρ2〈X,∇f〉A(∇̃f)〉ρ∇̃f − 〈∂i, A(ρ∇̃f)〉X̃−

− ρ2〈∂i, A(ρ∇̃f)〉〈X,∇f〉∇̃f + φρ∂i

= ρ〈∂i, A(X̃)〉∇̃f − ρ3〈X,∇f〉〈∂i, A(∇̃f)〉∇̃f − ρ〈∂i, A(∇̃f)〉X̃−

− ρ3〈∂i, A(∇̃f)〉〈X,∇f〉∇̃f + φρ∂i

= ρ〈∂i, A(X̃)〉∇̃f − ρ〈∂i, A(∇̃f)〉X̃ + φρ∂i.

(4.11)

Temos um último lema.

Lema 4.4.

i. gijẼ(∇̃∂iφX̃, ∂j) = φtrẼ + ρ〈[A, ~̃E](∇̃f), X̃).
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ii. gijẼ(∇̃∂iφX̃, ∂j) = φtrẼ.

Demonstração. i. Sendo ∇̃∂iφX̃ = ρ〈∂i, A(X̃)〉∇̃f − ρ〈∂i, A(∇̃f)〉X̃ + φρ∂i, temos:

gijẼ(∇̃∂iφX̃, ∂j) = gijẼ(ρ〈∂i, A(X̃)〉∇̃f, ∂j)− gijẼ(ρ〈∂i, A(∇̃f)〉X̃, ∂j) + gijẼ(φρ∂i, ∂j)

= ρẼ(∇̃f, gij〈∂i, A(X̃)〉∂j)− ρẼ(X̃, gij〈∂i, A(∇̃f)〉∂j) + φρgijẼ(∂i, ∂j)

= ρẼ(∇̃f, A(X̃))− ρE(X̃, A(∇̃f)) + φρtrẼ

= ρ〈~̃E(∇̃f), A(X̃)〉 − ρ〈X̃, ~̃E(A(∇̃f)) + φρtrẼ

= ρ〈A(
~̃
E(∇̃f))− ~̃

E(A(∇̃f)), X̃〉+ φρtrẼ

= ρ〈[~̃E,A](∇̃f), X̃〉+ φρtrẼ

(4.12)

ii. Para demonstrar este item basta demonstrar que o colchete é nulo e usar o item

anterior. Temos

Ẽ(V,AW )− Ẽ(W,AV ) =

= Ric(V,AW )− 1

2
Scalgg(V,AW )− (n− 1)(n− 2)

2
g(V,AW )−

−
(
Ric(W,AV )− 1

2
Scalgg(W,AV )− (n− 1)(n− 2)

2
g(W,AV )

)
= Ric(V,AW )−Ric(W,AV )

= Ric(V,AW )− 〈R(V,N)AW,N〉+H〈AV,AW 〉︸ ︷︷ ︸−〈AV,AAW 〉−
−
(
Ric(W,AV )− 〈R(W,N)AV,N〉+H〈AW,AV 〉︸ ︷︷ ︸−〈AW,AAV 〉

)
= Ric(V,AW )− 〈R(V,N)AW,N〉 −Ric(W,AV ) + 〈R(W,N)AV,N〉

= Ric(V,AW ) +
[
b(V,AW )b(N,N)− b(V,N)b(N,AW )

]
−

−Ric(W,AV )−
[
b(V,AW )b(N,N)− b(V,N)b(N,AW )

]
= Ric(V,AW ) + b(V,AW )b(N,N)−

−Ric(W,AV )− b(V,AW )b(N,N)

= Ric(V,AW )−Ric(W,AV ).

(4.13)

Para continuar a demonstração usaremos dois importantes resultados, decorrentes

da equação de Gauss (veja por exemplo ALÍAS, DE LIRA, and MALACARNE

(2006)). São eles:

Ric(V,W ) = Ric(V,W )− 〈R(V,N)W,N〉+H〈AV,W 〉 − 〈AV,AW 〉
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e

Rikjl = (−1)[bijbkl − bilbjk].

Temos então:

Ẽ(V,AW )− Ẽ(W,AV ) = V i(AW )jRic(ei, ej)−W i(AV )jRic(ei, ej)

=
[
V i(AW )j −W i(AV )j

]
Ric(ei, ej)

=
[
V i(AW )j −W i(AV )j

]
b
kl
Rikjl)

= −
[
V i(AW )j −W i(AV )j

]
b
kl [
bijbkl − bilbjk

]
= −

[
V i(AW )j −W i(AV )j

] [
bij(n+ 1)− bij

]
= −n

[
V i(AW )j −W i(AV )j

]
bij

= −n
[
b(V,AW )− b(W,AV )

]
= 0.

(4.14)

Podemos agora enunciar os resultados principais.

Teorema 4.1. Sendo (Mn, g) uma variedade gráfico de uma função suave assintotica-

mente hiperbólica balanceada f : Hn → R, com a métrica induzida do Hn+1, S sua curva-

tura escalar na métrica do gráfico, ∇f o gradiente de f na métrica de Hn, ρ = cosh r,

tem-se que sua massa é dada por:

m(ρ) =
1

2(n− 1)ωn−1

∫
Mn

ρ√
1 + ρ2|∇f |2

[S + n(n− 1)] dvg

Demonstração. A demonstração é resultado imediato da definição de massa via tensor

de Einstein e do lema anterior, bastando observar que Ẽ é um campo simétrico e de di-

vergência nula, com trẼ = −n−2
2

(S + n(n− 1)).

Teorema 4.2. Sendo (Mn, g) uma variedade gráfico de uma função suave assintotica-

mente hiperbólica f : Hn\Ω→ R, com Ω aberto e limitado e com fronteira suave ∂Ω, tal

que cada componente conexa de f(∂Ω) está num conjunto de ńıvel de f e |∇f(x)| → ∞
quando x → ∂Ω, g a métrica do gráfico induzida do Hn+1, S sua curvatura escalar na

métrica do g, ∇f o gradiente de f na métrica de b, Hb a curvatura média de ∂Ω como
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subvariedade de (Hn, b), ρ = cosh r; tem-se que seu funcional massa aplicado em ρ é

dada por:

m(ρ) =
1

2(n− 1)ωn−1

(∫
Mn

ρ√
1 + ρ2|∇f |2

[S + n(n− 1)] dvg +

∫
∂Ω

ρHbdsb

)
.

Demonstração. Como |∇f(x)| → ∞ quando x → p ∈ ∂Ω, a integral no bordo ∂Ω não

está definida, pois φ e X não estão definidos áı, e por conseguinte não podemos aplicar

diretamente o teorema da divergência envolvendo a fronteira ∂Ω. Tomemos então o aberto

limitado Ωε, o qual contém Ω e suas fronteiras distam ε entre si, apliquemos o teorema

da divergência áı e depois façamos ε → 0. Isto poderá ser feito se a integral de bordo

converge quando ε→ 0, o que mostraremos ser verdadeiro. Sendo assim, temos:

m(ρ) = − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

lim
r→∞

∫
Sr

Ẽ(X̃, νg) dSgr

= − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

(
lim
r→∞

∫
Sr

⋃
∂Mε

Ẽ(φX̃, νg) dsg −
∫
∂Mε

Ẽ(φX̃, νg) dsg
)

= − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

(∫
Mn

gijẼ(∇∂iφX̃, ∂j) dv
g − lim

ε→ 0

∫
∂Mε

Ẽ(φX̃, νg) dsg
)

= − 1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

−(n− 2)

2

∫
M

ρ√
1 + ρ2|∇f |2

[S + n(n− 1)]dM+

+
1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

lim
ε→ 0

∫
∂Mε

Ẽ(φX̃, νg) dsg

=
1

2(n− 1)ωn−1

∫
M

ρ√
1 + ρ2|∇f |2

[S + n(n− 1)]dM

+
1

(n− 1)(n− 2)ωn−1

lim
ε→ 0

∫
∂Mε

Ẽ(φX̃, νg) dsg.

(4.15)

Calculemos agora o limite da integral. Verificaremos que o integrando converge quando

x → p ∈ ∂Ω e portanto o limite da integral será a integral deste limite na fronteira ∂M .

Tomemos em ∂Mε um frame ortonormal {ν, v2, · · · , vn} e escrevamos X̃ neste frame.

Temos então:

X̃ = 〈X̃, ν〉ν + 〈X̃, v2〉v2 + 〈X̃, v3〉v3 + · · ·+ 〈X̃, vn〉vn.
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Portanto,

Ẽ(φX̃, ν) = φ〈X̃, ν〉Ẽ(ν, ν) + φ〈X̃, v2〉Ẽ(v2, ν) + · · ·+ φ〈X̃, vn〉Ẽ(vn, ν). (4.16)

Utilizaremos agora dois resultados muito úteis aos nossos cálculos: primeiro, sendo νg o

conormal exterior da variedade gráfico e sendo esta variedade ortogonal a Hn, na fronteira,

tem-se que νg → ±en+1; e segundo, no limite, νg torna-se um autovetor do operador de

forma A, resultando portanto os seguintes resultados:

i. Temos

φ〈X̃, ν〉 = φ〈X + 〈X,∇f〉en+1, ν〉 = φ〈X, ν〉+ 〈X,φ〈en+1, ν〉∇f〉 → 〈X, η〉,

onde η é o campo conormal interior do bordo visto como hipersuperf́ıcie de Hn, pois

ν torna-se perpendicular a X e φ〈en+1, ν〉∇f = 〈en+1,ν〉∇f√
1+|∇f |2

→ η, pois 〈en+1, ν〉 → ±1

e para função crescente ∇f aponta para fora da curva de ńıvel e ν tende para −en+1;

e para função decrescente ∇f aponta para dentro da curva de ńıvel e ν converge

para en+1.

ii. Temos que

Ẽ(ν, ν) = Ric(ν, ν)− 1

2
Sg(ν, ν)− (n− 1)(n− 2)

2
g(ν, ν)

= Ric(ν, ν)− 1

2
S − (n− 1)(n− 2)

2

(4.17)

Usando as expressões (que podem ser encontradas em ALÍAS, DE LIRA, and MA-

LACARNE (2006))

Ric(ν, ν) = Ric(ν, ν)− 〈R(ν,N)ν,N〉+H〈Aν, ν〉 − 〈Aν,Aν〉

S = S − 2Ric(N,N) + 2H2,
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resulta

Ẽ(ν, ν) = Ric(ν, ν)− 〈R(ν,N)ν,N〉+H〈Aν, ν〉 − 〈Aν,Aν〉−

− 1

2
(S − 2Ric(N,N) + 2H2)− (n− 1)(n− 2)

2

= Ric(ν, ν)− 〈R(ν,N)ν,N〉+−1

2
(S − 2Ric(N,N))− (n− 1)(n− 2)

2
+

+H〈Aν, ν〉 − 〈Aν,Aν〉 −H2.

(4.18)

Já mostramos no último lema que

Ric(V,W ) = −nb(V,W )

e portanto

Ric(ν, ν) = −n,

Ric(N,N) = −n,

S = b
ij
Ricij = −nbijbij = −n(n+ 1),

〈R(ν,N)ν,N〉 = −(b(ν, ν)b(N,N)− b(ν,N)b(N, ν)) = −(1 · 1− 0 · 0) = −1.

Observe que:

Ric(ν, ν)− 〈R(ν,N)ν,N〉+−1

2
(S − 2Ric(N,N))− (n− 1)(n− 2)

2

= −n+ 1− 1

2
(−n(n+ 1) + 2n)− (n− 1)(n− 2)

2

=
1

2
[−2(n− 1) + n(n− 1)− (n− 1)(n− 2)]

=
1

2
[(n− 1)(n− 2)− (n− 1)(n− 2)]

= 0,

(4.19)

e portanto:
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Ẽ(ν, ν) = H〈Aν, ν〉 − 〈Aν,Aν〉 −H2.

Tomando λ1, λ2, · · · , λn autovalores associados à base de autovetores de A, sendo

λ1 o autovalor associado a ν; tem-se portanto, quando ε→ 0, que:

Ẽ(ν, ν)→ Hλ1 − λ2
1 −H2

= λ2
1 + λ1[λ2 + · · ·+ λn]− λ2

1 − λ1[λ2 + · · ·+ λn]− Σ2≤i≤jλiλj

= −Σ2≤i≤jλiλj

= −Hb
2,

(4.20)

onde Hb
2 é a curvatura escalar de ∂Ω como subvariedade de (Hn, b).

iii. Por último observe que quando ε→ 0 tem-se

φ〈X̃, vm〉Ẽ(vm, ν)→ 0,∀m = 2, 3, · · · , n,

pois φ→ 0 quando ε→ 0, e os outros dois fatores são limitados.

Juntando os 3 resultados, quando ε→ 0, temos:

Ẽ(φX̃, ν)→ −〈X, η〉Hb
2.

Portanto podemos tomar o limite, obtendo:

m(ρ) =
1

2(n− 1)ωn−1

(∫
Mn

ρ√
1 + ρ2|∇f |2

[S + n(n− 1)] dvg +

∫
∂Ω

−〈X, η〉Hb
2dsg

)

Observe que a métrica g do elemento de integração da integral à direita pode ser

substituida pela métrica b, posto que a função f é constante no bordo. Para finalizar

o teorema devemos usar a seguinte equação de Minkowski: se M é uma hipersu-

perf́ıcie compacta do Hn então:

∫
M

(
ρHb + 〈X, η〉Hb

2

)
ds = 0, onde η aponta para o interior de M .

Aplicando a equação de Minkowski à hipersuperf́ıcie Ω e lembrando que H e H2

estão normalizadas, teremos:

−n− 2

2

∫
∂Ω

ρHbds =

∫
∂Ω

〈X, η〉Hb
2ds.
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Substituindo esta expressão na expressão da massa, tem-se:

m(ρ) =
1

2(n− 1)ωn−1

(∫
M

ρ√
1 + ρ2|∇f |2

[S + n(n− 1)]dM +

∫
∂Ω

ρHb dsb

)
.

Teorema 4.3. Sendo (Mn, g) uma variedade gráfico de uma função suave assintotica-

mente hiperbólica f : Hn\Ω → R, com Ω aberto e limitado e com fronteira suave ∂Ω,

estrelada e com curvatura média positiva, tal que cada componente conexa de f(∂Ω) está

num conjunto de ńıvel de f e |∇f(x)| → ∞ quando x → ∂Ω, g a métrica do gráfico

induzida do Hn+1, S sua curvatura escalar na métrica do g, satisfazendo S + n(n−1)
2
≥ 0,

∇f o gradiente de f na métrica de b, Hb a curvatura média de ∂Ω como subvariedade de

(Hn, b), ρ = cosh r; tem-se então a seguinte desigualdade de Penrose:

m ≥ 1

2

((
|Σ|
ωn−1

)n−2
n−1

+

(
|Σ|
ωn−1

) n
n−1

)
,

onde Σ = ∂Ω.

Demonstração. A demonstração é conseguência imediata do teorema anterior e do Teo-

rema 2.8 .
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5 CONCLUSÃO

O trabalho reapresentou vários resultados conhecidos para a conjectura da

massa positiva e para a desigualdade de Penrose para gráficos assintoticamente planos

e assintoticamente hiperbólicos, partindo de definições via tensor de Einstein. Foi apre-

sentada também uma expressão para o centro de massa de um gráfico assintoticamente

plano. Dado que usamos apenas o fato de E ser simétrico, ter divergência nula e comutar

com o operador de forma, resultados semelhantes podem ser obtidos para as massas de

Chern-Gauss-Bonnet.
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v. 17, n. 12, p. 3605–3617, 2016. URL
http://dx.doi.org/10.1007/s00023-016-0494-5.

LAM, Mau-Kwong George. The Graph Cases of the Riemannian Positive Mass and
Penrose Inequalities in All Dimensions. ProQuest LLC, Ann Arbor, MI, 2011, 88
p. URL
http://gateway.proquest.com/openurl?url_ver=Z39.88-2004&rft_val_fmt=info:

ofi/fmt:kev:mtx:dissertation&res_dat=xri:pqdiss&rft_dat=xri:pqdiss:

3454195. Thesis (Ph.D.)–Duke University.

MIAO, Pengzi; TAM, Luen-Fai. Evaluation of the ADM mass and center of mass via
the Ricci tensor. Proc. Amer. Math. Soc., v. 144, n. 2, p. 753–761, 2016. URL
http://dx.doi.org/10.1090/proc12726.

MICHEL, B. Geometric invariance of mass-like asymptotic invariants. J. Math.
Phys., v. 52, n. 5, p. 052504, 14, 2011. URL http://dx.doi.org/10.1063/1.3579137.
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