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RESUMO

Nos investigamos o comportamento de um modelo tipo “pilha de areia” sujeito a um
potencial confinante em uma e duas dimensoes. A partir da descricao microscopica desse
modelo simples com seu mecanismo de exclusao intrinseco, foi possivel obter uma equacao
de difusao nao linear que apresentou singularidades tanto no termo de difusao como no
de arrastamento. As solucoes estacionarias dessa equacao, que maximizam a entropia de
Fermi-Dirac, estao em perfeita concordancia com os perfis espaciais da ocupagao tem-
poral média obtidas por meio de simulagdes numéricas em uma e duas dimensoes. Sur-
preendentemente, no caso unidimensional, nossos resultados mostram que a presenca de
um potencial confinante pode levar a emergéncia de uma cauda em lei de poténcia na
distribuicao de tamanhos de avalanches. Esse regime ¢é assinalado por um maéaximo na
flutuacao de energia. No caso bidimensional, nés observamos dois regimes invariantes de
escala estudando os sistemas em diferentes condigoes de confinamento. Em um dado valor
de confinamento, a distribuicao de tamanho de agregados toma a forma de uma lei de
poténcia. Esse regime corresponde a situacao na qual a densidade no centro do sistema
se aproxima do limiar critico de percolacao. A analise da dimensao fractal da fronteira do
maior agregado nos fornece evidéncias de que esse regime é remanescente de percolagao
gradiente. Aumentando mais um pouco o potencial confinante, a maioria das particulas
se agrupam em um agregado gigante e, entao, observamos um regime onde a distribuicao
de saltos toma a forma de uma lei de poténcia. Como no caso unidimensional, esse regime
¢ assinalado por um maximo na flutuacao de energia.

Palavras-chave: Modelo Pilha de Areia. Difusao Singular. Percolagao. Invariancia de
Escala. Sistemas Complexos.



ABSTRACT

We investigate the behavior of a two-state sandpile model subjected to a confining po-
tential in one and two dimensions. From the microdynamical description of this simple
model with its intrinsic exclusion mechanism, it is possible to derive a continuum nonlinear
diffusion equation that displays singularities in both the diffusion and drift terms. The
stationary-state solutions of this equation, which maximizes the Fermi-Dirac entropy, are
in perfect agreement with the spatial profiles of time-averaged occupancy obtained from
model numerical simulations in one as well as in two dimensions. Surprisingly, in the one-
dimensional case, our results show that the presence of a confining potential can lead to
the emergence of a power-law tail in the distribution of avalanche sizes. The onset of this
regime is signaled by a maximum in the fluctuation of energy. In the two-dimensional case,
by studying the systems at different confining conditions, we observe two scale-invariant
regimes. At a given confining potential strength, the cluster size distribution takes the
form of a power law. This regime corresponds to the situation in which the density at
the center of the system approaches the critical percolation threshold. The analysis of
the fractal dimension of the largest cluster frontier provides evidence that this regime is
reminiscent of gradient percolation. By increasing further the confining potential, most
of the particles coalesce in a giant cluster, and we observe a regime where the jump size
distribution takes the form of a power law. Likewise the one-dimensional case, the onset
of this second regime is also signaled by a maximum in the fluctuation of energy.

Keywords: Sandpile Model Singular Diffusion. Percolation. Scale Invariance. Complex
Systems.
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1 INTRODUCAO

A difusao é um dos fenomenos mais comuns na natureza. A todo momento,
vemos casos onde ela se manifesta como, por exemplo, quando sentimos o cheiro de um
perfume ou quando preparamos nosso café. A difusdo ocorre quando particulas se espa-
lham por um meio, como no exemplo apresentado onde as particulas do pé do café se
espalham na agua quente. Em sua forma mais simples, a difusao é descrita pela le: de
Fick

J=—-DVp. (1.1)

na equacao acima, J é a densidade de corrente, p é a densidade e D é o coeficiente de
difusao que nesse caso é constante. A densidade corresponde a concentracao de substancia
por unidade de volume e a densidade de corrente a quantidade dessa substancia que
atravessa uma unidade de area por unidade de tempo. Do ponto de vista qualitativo, a le:
de Fick determina que a substancia em questao difunde de uma regiao mais concentrada
para uma menos concentrada. Uma consequéncia disso é que a difusao é um fenomeno
irreversivel.

Além da lei de Fick, a difusao simples também obedece a equagao da continui-

dade
o _
ot

que garante que nao ha criacdo nem aniquilacao da substancia que estd difundindo. A

~V-J, (1.2)

combinacgao dessas duas equacoes nos fornece,

% =V - (DVp). (1.3)
que corresponde ao que conhecemos habitualmente como equacao de difusao. Apesar de
bastante 1til, essa equagao de difusao nao descreve todos os fenomenos difusivos. Uma
difusao que nao obedece Eq. (1.3) é comumente chamada difusdo andémala. Ao contrario
do que o nome sugere, a difusao anomala aparece com bastante frequéncia na natureza.

Difusao anomala é observada em muitos fenomenos fisicos como, por exem-
plo, transporte em meios porosos [1,2], difusdo em fluidos sobrecarregados [3], difusao
em substratos “fractais” [4-8], difusao turbulenta na atmosfera [9,10], crescimento de su-
perficies [11], espalhamento espacial de celulas [12], populagoes biologicas [13], transporte
celular [14], superlotagao citoplasmética em células [15], difusao de proteinas devido super-
lotagdo molecular [16], sistemas incluindo atomos ultra-frios [17], analises de histogramas

de batidas cardiacas [18], difusdo em “polimeros vivos” [19] e, até mesmo, em estudos
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de transagoes financeiras [20]. Difusdo anémala pode também manifestar seu comporta-
mento nao Gaussiano em termos de equagoes de Fokker-Plank [21-25], que é o caso, por
exemplo, da dindmica de interagdo de vortices em supercondutores desordenados [26-29],

difusdo em plasma “empoeirado” [30,31] e movimento de pedestres [31].
1.1 Difusao Singular

Um caso bastante interessante de difusao anomala é certamente a difusao sin-
gular, que é identificada como tendo um coeficiente de difusao divergente [32-36]. Esse
tipo de comportamento acontece na natureza em algumas situagoes fisicas, por exemplo
quando adsorvatos difundem em uma superficie adsorvente. Nesse caso, sua difusao pode
ser muito nao linear [37-39] com um coeficiente de difusdo que depende da cobertura local

6 como [39],
1

6 — 6.

Desse modo, o estudo dos mecanismos basicos responsaveis pela difusao em superficies é de

D (1.4)

grande importancia para entender processos tecnologicamente importantes como adsor¢ao
fisica [40] e reacoes cataliticas em superficies [41-43].

Uma conexao direta entre difusdo singular e criticalidade auto-organizada [44]
foi feita por Carlson et al. [32,33] em termos de um modelo de pilha de areia unidimensional
de dois estados com um mecanismo de arrastamento, onde particulas sao adicionadas em
uma das extremidades da pilha e caem fora pela outra extremidade da pilha. Esse modelo
exibe um estado auto-organizado e seu limite continuo leva a uma equacao de difusao nao

linear, onde o coeficiente de difusdao da forma!,

(+p)
=7

que nao apenas depende da densidade local, mas também apresenta a singularidade em um

D x (1.5)

valor “critico” de densidade [32-36]. Apesar dessa importante conexao, alguns aspectos
desse modelo nao foram explicados, especialmente o fato de que o mais profundo sinal
de criticalidade, correlacoes espaciais de longo alcance em forma de lei de poténcia, nao

estavam presentes na descricao original do sistema dinamico estudado.
1.2 Criticalidade Auto-organizada

Em 1987, Bak et al. [44] propuseram o conceito de criticalidade auto-organizada
com o intuito de explicar a ocorréncia frequente de dois fenomenos: o surgimento do ruido

1/f e o aparecimento de estruturas auto-similares [44,45]. De acordo com Bak et al.

! Abordaremos esse modelo com mais detalhes na Sec 1.3.4.
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muitos sistemas possuem essa propriedade, chamada criticalidade auto-organizada, que
corresponde a possuir o ponto critico como um atrator. Esse conceito foi introduzido por
meio de um modelo simplificado que consistia de um automato celular conhecido como
modelo “pilha de areia”?. Esse modelo se baseia na dindmica observada nos deslizamentos
de areia, a partir do qual foi observada uma dependéncia entre o nimero de avalanches e
a area da avalanche dada por uma lei de poténcia.

O fato interessante por tras desse resultado é que essas avalanches estao asso-
ciadas a dissipagoes de energia potencial. Desse modo, a dissipacao de energia no modelo
nao ocorre de forma constante e a distribuicao das flutuagoes de energia, também, esta
relacionadas com uma lei de poténcia.

Outra caracteristica importante do modelo “pilha de areia” é que nele ha
sempre fluxo de energia, uma vez que energia potencial estd sempre sendo introduzida no
sistema através da adicao de graos de areia. Por isso, esse modelo foi difundido como a
explicagao do comportamento de processos fora do equilibrio [44,46]. Devido a grande
ocorréncia desses processos na natureza, a criticalidade auto-organizada foi proposta por
Bak et al. como o mecanismo responsavel pela ocorréncia frequente de um efeito espaco
temporal conhecido com ruido 1/f [47].

Esse fendmeno é observado, por exemplo, na luz dos quazars [48], na intensi-
dade das manchas solares [44], na corrente através de resistores [49,50], no fluxo de areia
de uma ampulheta [51], no fluxo de rios como o Nilo [47] e nos indices de prego de bolsas
de valores [52]. Na Fig. 1 vemos a densidade de espectro de poténcia de um resistor em
funcao da corrente.

Como podemos ver nessa figura, o espectro de poténcia de um resistor apre-
senta uma dependéncia em lei de poténcia em relacao a frequéncia. Analogamente ao que
acontece numa pilha de areia, a energia nesse sistema nao é dissipada de forma uniforme.
Ou seja, existem flutuagoes na energia dissipada pelo sistema. Essas flutuagoes podem
ser expressas como uma superposicao de varias frequéncias de tal forma que a Fig. 1 esta
relacionada a média temporal de quanta energia é dissipada para cada frequéncia.

Além do ruido 1/ f, como foi dito anteriormente, a criticalidade auto-organizada
foi considerada, também, a responsavel pela ocorréncia frequente da evolugao de estrutu-
ras com propriedades auto-similares [47]. Mandelbrot observou que esse tipo de geometria
se manifesta por exemplo no formato das nuvens, das montanhas, das linhas costeiras,
das arvores, dos raios, etc [53]. Esses objetos nao podem ser descritos por formas regu-

lares, como esferas, cones, ou circulos, mas sim através de uma geometria complexa [54].

2 Abordaremos esse modelo do ponto de vista quantitativo mais adiante na Sec 1.3.
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Figura 1 — Espectro de poténcia em funcao da frequéncia da corrente de um resistor
1077
1078 L

1071 i

1016 T Y RPN E ST R R
102 107! 10° 1}1 102 103 104
Fonte: Elaborada pelo autor com dados obtidos em B. Pellegrini et al. Phys. Rev. B, 27
(1983) 1233. O gréfico superior corresponde a um resistor de filme espesso baseado em IrOo
medido a T = 557 K; o gréafico inferior corresponde a um resistor baseado em rutenato, medido
a T = 300 K. Os valores de S sao medidos em V?Hz ! e os de f em Hz.

Essas estruturas podem ser descritas pelo que Mandelbrot chamou de fractais® que sao
figuras matematicas onde essas caracteristicas auto-similares se manifestam em todas as
escalas [53,55].

A Fig. 2 mostra a fotografia da estrutura fractal encontrada quando observamos
a eletrodeposicao do cobre. Nessa figura, vemos a formacao de um padrao que se repete
em varias escalas. Esse tipo de caracteristica é o que chamamos de auto-similaridade.

Além do modelo “pilha de areia”, outro modelo que pode exibir criticalidade
auto-organizada é o modelo “bloco deslizante”, descrito por Carlson e Lander [56,57].
Além de apresentar uma ponte para o estudo do caos [58], algo interessante a respeito desse
modelo, é que ele é completamente deterministico, enquanto o modelo “pilha de areia” é
estocastico. Um terceiro modelo que também apresenta caos deterministico é o modelo
“fogo na floresta” [59-61] que esta diretamente relacionado ao modelo de percolacao de
sitios? que sabidamente exibe comportamento critico.

Esses trés modelos possuem comportamentos similares, mas existem diferencas
significantes entre eles. Muitas variagoes desses modelos foram propostas, algumas de-
las sao consideradas criticamente auto-organizadas, contudo muitas outras variagoes nao

sao criticamente auto-organizados. Além desses trés modelos, outros modelos totalmente

3Para uma leitura detalhada a respeito de fractais veja [53].
4Para um estudo detalhado a respeito de percolacio veja [62].
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Figura 2 — Fotografia do padrao encontrado na eletrodeposicao do cobre

ppem~> . g

)

Fonte: Modificada pelo ;utf‘, aﬁra original foi tirada de A. Bunde e S. Havlin, Fractals in
Science (Springer-Verlag, New York, 1995). A figura da esquerda representa uma ampliagao da
parte destacada na figura a direita. Observe a semelhanca entre as duas figuras, essa
semelhanca em escalas diferentes é o que chamamos de auto-similaridade.

diferentes foram propostos e exibem criticalidade auto-organizada. Do ponto de vista
experimental, logo depois da formulagdo do modelo “pilha de areia”, testes foram re-
alizados para determinar quando deslizamentos de areia descrevem um comportamento
criticamente auto-organizado. Em alguns casos os resultados sao consistentes com leis
de poténcia, em outros, nao, de tal forma que uma definicao satisfatéria de criticalidade
auto-organizada continua dificil de ser elaborada [63].

Apesar da criticalidade auto-organizada ter sido introduzida de forma relativa-
mente simples por meio do modelo “pilha de areia”, ela se trata de um conceito bastante
dificil de ser definido rigorosamente. Na pratica, dizemos que o sistema se encontra no
estado criticamente auto-organizado se uma medida do sistema flutuar em torno no es-
tado de estabilidade. Num sistema criticamente auto-organizado, a “perturbagao” do
sistema é efetuada de forma constante, enquanto a “resposta” é descrita por uma série de
eventos cuja frequéncia segue uma lei de poténcia. Por exemplo, no caso de uma pilha
de areia, a perturbagao é a adigdo de graos de areia, e a resposta sao as avalanches [63].
Essa defini¢ao, apesar de nao ser rigorosa, ird servir para entendermos varios problemas

relevantes que iremos abordar adiante.
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1.3 Modelo “pilha de areia”

A idéia basica por tras do modelo “pilha de areia” é relativamente simples.
Imagine que vamos construir uma pilha de areia real. Para isso, iremos distribuir graos
de areia em locais escolhidos aleatoriamente em cima de uma mesa por exemplo. Inici-
almente, nada de especial acontece com nossa pilha, porém depois de um certo tempo
comecam a aparecer pequenos deslizamentos de areia (avalanches). Esses deslizamentos
ocorrem toda vez a pilha atinge o angulo de repouso critico’.

Esses deslizamentos ocorrem de tal forma que o tempo necessério para a pilha
atingir o novo estado de equilibrio é menor que o tempo entre as deposicoes de areia.
Se prosseguirmos adicionando areia, nossa pilha ird crescer até atingir um estado critico
onde ela ird parar de crescer. Nesse estado, uma nova deposicao de areia ira descadear
avalanches, de todos os tamanhos no sistema, que serao responsaveis pelo escoamento de
areia pela borda do sistema (limites da mesa) de tal forma que a areia depositada nao
contribuira mais para o crescimento da pilha.

Dessa forma, ao adicionarmos areia em um local aleatorio do sistema, podemos
ocasionar modificagdes em todo o sistema. Ou seja, o sistema é critico uma vez que a
deposicao de areia transformou um sistema estavel onde a dinamica é local em um sistema
critico onde a dinamica emergente é global. Além disso, é auto-organizado, uma vez que
ocorre espontaneamente, ou seja sem um controle externo que imponha uma ordem. Nesse

contexto, dizemos que nossa pilha de areia é um sistema criticamente auto-organizado [46].

1.3.1 Modelo “pilha de areia” Unidimensional

Agora vamos discutir um pouco a respeito do modelo “pilha de areia” do ponto
de vista quantitativo. Para entendermos melhor, vamos iniciar com sua versao unidimen-
sional. Nesse caso, iremos representar a pilha de areia por uma rede unidimensional que
pode ser entendida como L quadrados posicionados lado a lado, conforme mostra a Fig. 3.
Cada quadrado da rede corresponde ao que chamamos de sitio. A cada sitio iremos asso-
ciar um numero natural h; que corresponde a altura daquele ponto da pilha. Desse modo,
a adicao de graos de areia na nossa pilha esta associada a um incremento de uma unidade
no valor de h;, ou seja h; — h; +1. De modo a simplificar ainda mais nosso modelo, nossa
rede ird representar apenas o lado direito da pilha de areia.

Além da altura, uma outra quantidade importante para a dinamica do modelo

é a inclinagao local da pilha que é definida como a quantidade z; = h; —h; 1. A inclinagao

50 angulo de repouso critico, de um material é o maior Angulo em relacdo ao plano horizontal que o
material pode ter sem que ocorra deslizamentos [64]. Para a areia seca esse angulo é de aproximadamente
34°.
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¢

Figura 3 — Esbogo do modelo “pilha de areia” unidimensional

grao A + 1 grao

de areia de areia

h

metade direita da pilha

rede | 4 4 3 2 1 0

ho h,l h/2 }L3 h4 }L5

Fonte: Elaborada pelo autor. Do lado esquerdo da figura ilustramos a metade direita da pilha
de areia. Do lado direito da figura, mostramos a representacao da mesma pilha, onde h;
corresponde & altura da pilha localmente. No lado inferior direito temos a representacao da
rede unidimensional onde cada quadrado representa um sitio da rede de tamanho L = 6. A
adicao de areia é representada por um acréscimo de uma unidade na altura h do sitio, desse
modo a adicdo de areia ilustrada na figura corresponde a fazer hg — hs + 1.

desempenha um papel essencial no nosso modelo, uma vez que ela que determina quando
ocorrera um deslizamento de areia. Dessa forma, a dinamica do nosso modelo depende

basicamente de dois mecanismos, a adicao de areia em um sitio ¢ escolhido aleatoriamente,
e o deslizamento, que ocorre em qualquer sitio 2 onde z; > z.,

hi — hl—l,
hixi — hi +1,

onde z. corresponde a um limiar de inclinacao que quando ultrapassado, provoca um
deslizamento. Aqui, o limiar z. estd associado ao que seria a tangente do angulo critico
em uma pilha real.

Outra informacao importante sobre esse modelo é que como estamos mode-
lando apenas a metade direita da pilha, estamos considerando apenas deslizamentos que
ocorrem da esquerda para a direita, ou seja, a areia sai sempre da posi¢ao correspondente
ao i-ésimo sitio para a posigao correspondente ao (i + 1)-ésimo sitio.

Pode acontecer, também, de um deslizamento provocar um aumento na in-
clinacao de um outro sitio de tal forma que essa inclinacao ultrapassa novamente o limiar
Z., provocando, assim, um novo deslizamento. Esse tipo de evento pode levar a uma

reacao em cadeia de deslizamentos que corresponde a uma avalanche nesse modelo.
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Em vez de estudarmos a altura da pilha, podemos utilizar apenas a inclinagao.
Nesse caso, ¢ importante notarmos que a variagao de altura no sitio ¢ corresponde a uma
variacao de inclinagao nao somente no sitio ¢, mas também no sitio ¢ — 1. Desse modo,

uma adicao de areia, é descrita por

zZi — Zl—|—1,

Zic1 — Zi1— 1 (16)

e, de forma andloga, o deslizamento que ocorre em qualquer sitio ¢ onde z; > z. é descrito

por

zZi — Zi—2,

Zig1 — Zix1+ L (1.7)

A Fig. 4 mostra a correspondéncia entre a utilizagdo da altura e inclinacao
local da pilha na descricao do modelo. Nessa figura, podemos notar que ao estudar o
modelo “pilha de areia” do ponto de vista da inclinacao, podemos pensar no problema de
tal forma que “particulas de inclinacao” estao difundindo para ambos os lados da pilha
no momento que o valor maximo de “concentracao de inclinagao” z. = 2 é atingido.

Como estamos interessados em estudar o sistema préximo do ponto “critico”,
o sistema é colocado em uma estado onde z; > z., para todos os i’s, e entao evoluimos

o sistema de acordo com as Egs. (1.6) e (1.7), obedecendo as condigbes de contorno

Figura 4 — Altura e inclinagao do modelo “pilha de areia” unidimensional

Altura : Inclinacao
adicio: hy — h; + 1 adigao: {Zi - zji .
(l7felsfafs]2u]1fo} ¢ [ofaft[s[u]e[1]o]1]o]
Lrl7lEls 43 ]2f1f1fo] ¢ [ofof@]1[1[1]1]o]1]o]
destizmentos {1707 L desizamento: { %752
[7I7]6l6 4s]2[1]1]o] ¢ |[ofafof2[1t]1]o]1 o]

[7[7lel5]503][2][1]1]0]
(7l7l6][sfafal2]1]1]o} ¢ F|[ofs]1]1]o]2]1]o]1]0]
(77lelsl4[s]s]1][1]o} ¢ Eifo]e[e1]i]o]2]0]1]o]
ylrl7felslasfaf2l1fo] ¢ “y[oJefefi]1[afofi]1]o]
Fonte: Elaborada pelo autor. Do lado direito da figura, mostramos a rede unidimensional

correspondente a altura h da pilha e do lado esquerdo, a rede correspondente a inclinacao z da
mesma pilha. No caso mostrado, consideramos z. = 2.

Lof1fufofafifijofi]o]

avalanche
avalanche
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2o = zr—1 = 0, até que o sistema atinja o estado de equilibrio.

Dessa forma, o estudo do modelo é feito “perturbando” a condi¢ao de equilibrio,
ou seja, realizando uma adicao de areia e observando a resposta do sistema com respeito
a perturbacao realizada. Segundo Bak et al. [47], o modelo unidimensional ¢é interessante
do ponto de vista conceitual, contudo o estado estacionario é critico apenas em um sen-
tido restrito. Por esse motivo, é mais conveniente observarmos o que acontece no caso

bidimensional.

1.3.2 Modelo “pilha de areia” Bidimensional

O modelo “pilha de areia” bidimensional consiste numa extensao do modelo
descrito anteriormente aplicado a uma rede bidimensional de L x L sitios. Esse modelo
é o que ficou tradicionalmente conhecido como o modelo “pilha de areia” propriamente
dito. Nesse ponto, é conveniente desprezarmos a descricao baseada na altura da pilha
e descrevermos a pilha apenas por meio da sua inclinacao z. Dessa forma, podemos

descrever, de forma analoga ao que foi feito na Se¢ 1.3.1, uma adi¢ao de areia como

Zi-1j — Zi-1j — 1,
Zij—1 — Zij-1— 1,

Zi.j — zi,j+2, (18)

Figura 5 — Inclinagao do modelo “pilha de areia” bidimensional

ofo[2][1]2] [ofo]2]1]2] [oJoJ2]1]2] [oJo[3]1]2
3|2[3]0[3] [3[2]3]0][3] [3]2]4][o[3] [3]4]0]1]3
233 2]o|=[2]3[@]2]0|=>[2][4]0[3]0]|=[3]0]3]3]0
3lo[3]3]1] [3[o]3]3]1] [3]ol4[3][1] [3]2]0]4]1
o2 [2lafefafa] [2lafefafx] [2]a]3]1]1

U
L[iTsTa2] [a]as]a]2] [ifa[3]i]2] [oft[3]1]2
sli]2]2(3] [B]1]2]2]3] [2[il1]2]3] [a]o]1]1]3
1[3fof[1]1|<[o]3]o[1]1]|&]4]1][4]o]1|<[3]1]3]4]0
of2]2]1]2| [al2]2]1]2] [3]2]1]1]2] [3]2]1]0]2
siafsloln) [2[a]s]2]a] [2]1]3]2]1] [2]1]3]2]1

Fonte: Elaborada pelo autor. Nessa figura, vemos a evolugao de uma “pilha de areia” durante
uma avalanche. O sitio azul corresponde ao sitio perturbado. Os sitios vermelhos
correspondem as sitios afetados por deslizamentos que ocorreram no passo anterior. Os sitios
amarelos e vermelhos mostrados na pilha estavel no canto inferior esquerdo correspondem a
todos os sitios afetados pela avalanche. No caso mostrado, consideramos z. = 4.
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e um deslizamento que ocorre em qualquer sitio 4, j onde z; ; > 2., como

Zij = Zij— 4
Zix1j — Zix1j + 1,

Zij+1 — Zig+1+ 1, (1.9)

onde z, = 4, também, corresponde a um limiar de inclinagao para nossa pilha. Se par-
tirmos de uma configuragao z; ; > 2., andloga ao que foi feito no caso unidimensional, e

aplicarmos as seguintes condicoes de contorno
205 = 20 = 2015 = Zi,L—1 = 0, (1.10)

onde L ¢ largura da rede, o sistema ira atingir uma dinamica estacionéria equivalente a

obtida a partir de uma superficie reta z = 0 perturbada através de adigoes de “unidades
de inclinagao” ao sistema [47]. Ou seja,
Zij —7 Zij + 1. (111)

Desse modo, na pratica, nao importa se adicionamos graos de areia ou “unida-
des de inclinacao”, os resultados encontrados sao estatisticamente independentes do tipo

de perturbacao aplicada. A Fig. 5 mostra a evolugao da inclinagao no modelo de “pilhas

Figura 6 — Representacao instantanea do modelo “pilha de areia”.

Fonte: Elaborada pelo autor. Nessa figura, vemos a representagao instantanea de uma
simulagao obtida utilizando a dindmica descrita pelas Egs. (1.9) e (1.11). As figuras da direita
e da esquerda representam a mesma rede num instante anterior a uma avalanche, onde os sitios
em verde representam os sitios que participam de uma avalanche no instante de tempo
seguinte. O sistema mostrado consiste numa rede 200 x 200 onde a representacao das cores € a
seguinte: 0 - (branco), 1 - (azul), 2 - (laranja), 3 - (vermelho).
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de areia” bidimensional. Nessa figura é possivel ver a reacao em cadeia dos deslizamentos
levando a formagao de uma avalanche. Na Fig. 6 podemos ver um caso tipico de uma
simulacao realizada utilizando a dinamica descrita anteriormente. Aqui podemos ver que
o agregado de avalanche, que corresponde ao conjunto de sitios afetados pela avalanche
(sitios verdes na figura), pode ser de vérios tamanhos, inclusive da ordem do tamanho do
sistema conforme mostra a figura.

Aqui, do mesmo modo que no caso unidimensional, a dinamica descrita pelas
Egs. (1.9) e (1.11) descreve como a inclina¢ao da pilha “difunde” de regides com maior
“concentracao de inclinagao” para regioes de menor “concentracao de inclinagao”. Embora
essa analise qualitativa seja facil, a obtencao de uma equagao de difusao para esse modelo
nao é nada simples.

O modelo descrito pela dinamica mostrada nas Egs. (1.9) e (1.11) evolui de tal
forma que no estado estaciondrio varias leis de poténcia se manifestam. Na figura 7, vemos
o grafico em log-log da distribuicao de tamanhos de avalanches para o modelo “pilha de

areia” bidimensional. Como podemos ver, o grafico apresenta uma lei de poténcia do tipo
D(s)~s T ; 712>~0.98, (1.12)

Figura 7 — Distribuicao de tamanhos de avalanches para o modelo “pilha de areia”.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Nessa figura, vemos uma distribuicao tipica de tamanhos de
avalanches para o modelo “pilha de areia”. O resultado foi obtido fazendo uma média entre
500 redes de tamanho 50 x 50. A linha tracejada é uma linha reta com inclinagdo —0.98. Esses
resultados foram obtidos utilizando a dindmica descrita pelas Egs. (1.9) e (1.11).
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onde s é o nimero de sitios afetados em uma avalanche (tamanho do agregado de ava-
lanche) e D(s) a probabilidade de haver um salto de tamanho s. A distribui¢ao de
avalanches esta diretamente relacionada a uma distribuicao de flutuacoes nos “tempos de
vida” (nimero de interagdes necessérias para uma avalanche acabar).

Isso pode ser notado observando que se a perturbacao cresce com um expoente
v dentro do agregado de avalanche, o tempo de vida ¢ de um agregado ¢é relacionado ao
seu tamanho s por t'*7 ~ 5. Dessa forma, a distribuicao de tempos de vida pesada pela
resposta média s/t, pode ser calculada pela distribui¢ao de tamanhos de agregados da
seguinte forma [44],

d
D(t) = fD(s(t))d—j ~ (DT = o (1.13)

Na Fig. 8, vemos o grafico em log-log da distribuicao de tempos de vidas para
o modelo “pilha de areia” bidimensional. Nessa figura, analogamente ao que ocorre para

o caso da distribuicao de avalanches, o grafico apresenta uma lei de poténcia do tipo
D(t) ~t™ ; «a=~0.45, (1.14)

onde t é o nimero de interagoes necessirias para uma avalanche acabar e D(t) é a pro-

babilidade de acontecer uma avalanche de “tempo de vida” t multiplicada pela resposta

“pilha de areia”.

107! —

Figura 8 — Distribuicao de “tempos de vidas” para o modelo

1073
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Fonte: Elaborada pelo autor. Nessa figura, vemos a distribuicao tipica de tempos de vida
pesados pela resposta média s/t. O resultado foi obtido fazendo uma média entre 500 redes de
tamanho 50 x 50. A linha tracejada é uma linha reta com inclinacao —0.45. Esses resultados
foram obtidos utilizando a dinamica descrita pelas Egs. (1.9) e (1.11).
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média s/t.

Esses sao os principais resultados referentes ao modelo “pilha de areia” tra-
dicional. Como foi dito anteriormente, logo apds o desenvolvimento desse modelo, uma
série de outro modelos criticamente auto-organizados que tinham como base o modelo
“pilha de areia” tradicional foram desenvolvidos. Isso levou a necessidade de um desen-
volvimento formal analitico do modelo “pilha de areia” que permitiria uma melhor anélise

desses modelos.

1.3.3 Modelo “pilha de areia” Abeliano

Estudar o modelo “pilha de areia” do ponto de vista analitico traria varias van-
tagens para o estudo de fenomenos criticos, como por exemplo estimativas de alguns expo-
entes criticos e o entendimento dos mecanismos por tras da criticalidade auto-organizada.
Apesar disso, nao existe ainda uma descrigdo completa do modelo “pilha de areia” [65]
introduzido por Bak et al. [44]. Contudo, o modelo “pilha de areia” sofreu alguns avangos
em uma série de artigos de Dhar et al. [66-69] onde foi mostrado que o modelo “pilha de
areia” possuia propriedades matematicas interessantes. Dentre elas, a de que o atrator
do modelo é caracterizado em termos de um grupo Abeliano [55].

Grande parte desse desenvolvimento se deu pela formalizagao do que seria uma
“pilha de areia” Abeliana. A partir daqui, iremos abstrair toda a descricao do modelo
original e vamos considerar uma descricao puramente matemaética de uma “pilha de areia”.
Considere um conjunto de N sitios, numerados por inteiros de 1 a N. Para cada sitio é
estabelecido uma variavel inteira z; que corresponde a um “ntimero de particulas” nesse

sitio. Nesse caso, um modelo “pilha de areia” Abeliano é descrito por duas regras [66]:

Regra de adigao: Selecionamos um sitio aleatoriamente com probabilidade p; (onde os
. . L .
pi’s ndo sdo necessariamente iguais) e aumentamos z; de 1. Os demais valores de z;

com (j # 1) permanecem inalterados.

Regra de difusao: Especificamos essa regra em termos de uma matriz N x N inteira
A, e um conjunto de N valores limitantes z,; (com ¢ = 1 até N). Para qualquer
sitio 7, se z; > 2. algumas das particulas desse sitio difundem para os outros sitios,

e algumas podem deixar o sistema. Para uma difusao a partir do sitio 7,
z; = z; —A;;, para j = 1 até N. (1.15)
onde, a matriz inteira A satisfaz as seguintes condic¢oes

A;; >0, para todo i, (1.16)
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A;; <0, paratodo i # j, (1.17)

e, além disso

N
Z A;; > 0, para todo <.
j=1

Veja que nenhuma geometria foi especificada e que também nao exigimos que
A seja simétrica. Veja também que essas regras garantem apenas que no sitio a partir
do qual ocorre a difusao, z; deve decrescer, e que z; para j # ¢ nao pode decrescer.
Além disso, determinam que nao ha criagao de particulas e que particulas podem deixar
o sistema [66].

Dessa forma, as “pilhas de areia” de Bak et al. [44] (tanto o caso unidimensional
como o bidimensional) sdo casos especificos de “pilhas de areia” Abelianas. Essas regras
se aplicam também para alguns outros modelos baseados no modelo “pilha de areia”
tradicional inclusive para casos direcionados. Contudo, para modelos baseados no modelo
“pilha de areia” tradicional, onde as regras de difusao dependem de gradientes de z; essa
descri¢@o nao se aplica [66].

Nesse ponto, é conveniente consideramos algumas simplificacoes no modelo
para identificarmos algumas propriedades importantes. Inicialmente, vamos considerar o
caso no qual z,; = A;; para todo i. Desse modo, podemos ver que qualquer configuragao
C, onde 1 < z; < A;;, é estavel com relagao a regra de difusao. Podemos, entao, definir
N operadores a; (i = 1 até N) no espago das configuragoes estaveis requerendo que
a;C seja uma configuracao estavel obtida pela adigdo de uma particula no sitio ¢ para a
configuragao C' e permitindo o sistema evolua pela regra da difusao [66].

Considere, agora, duas configuragoes onde dois sitios « e § sao ambos instaveis
(2o > Apa € 23 > Ap ). Entao aplicando a regra de difusdo em «, § permanece instével,
e depois de aplicarmos a regra em « e 5 obtemos uma configuracao na qual z; decresce
de A,; +Ag,; para i =1 até N. Isso é claramente simétrico com relacao a permutacao
de o e 8. Desse modo, obtemos a mesma configuragao independente se a regra de difusao
¢ aplicada inicialmente em a ou . Utilizando esse argumento repetidamente, podemos
dizer que o estado final de uma pilha é independente da sequéncia que se aplica a regra
de difusao nos sitios instaveis. Além disso, se aplicarmos a regra de difusao em um sitio
instavel a e entao adicionarmos uma particula no sitio 5 obtemos o mesmo resultado
no caso de adicionarmos, inicialmente, uma particula em [ e entao aplicarmos a regra
de difusdo em «. A partir dessas duas propriedades, podemos dizer que para todas as

configuracoes C, e todos os i e j, temos a;a;C = a;a;C. Dessa forma, os operadores a; €
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“pilha de areia” Abeliano.

Figura 9 — Estado final de um modelo

LY
X

TR0

v .

£

Fonte: Elaborada pelo autor. No lado esquerdo, vemos o estado final de uma “pilha de areia”
Abeliana onde, inicialmente, n = 7593905 particulas foram colocadas no sitio central. A cor na
figura corresponde valor de z onde a representacao ¢ a seguinte: 0 - (branco), 1 - (azul), 2 -
(laranja), 3 - (vermelho). No lado esquerdo, mostramos uma visao ampliada da pilha na qual
percebemos o padrao auto-similar presente no modelo.

a; comutam entre si [66]:

la;,a;] = 0, para todo 1, j.

Por conta dessa propriedade chamamos isso de um processo Abeliano [65] ou comutativo.
Essa é uma propriedade bastante importante pois permite tratar essa classe de modelos
de forma simplificada. Além disso, ela garante que o estado estacionario do modelo pode
ser caracterizado de forma simples [66]. Essa abordagem permitiu obter expoentes para
algumas geometrias mais simples do modelo “pilha de areia” [66-69].

O caso mais simples do modelo “pilha de areia” Abeliano corresponde ao caso
onde consideramos a dinamica tradicional do modelo Bak et al. [44], na qual o sitio de
onde parte a difusao decresce de quatro unidades enquanto seus vizinhos aumentam de
uma unidade. Nesse caso, quando consideramos a configuracao inicial com finitamente
muitas particulas posicionadas no mesmo sitio, a regra de difusao sempre encontra uma
configuragao estavel onde cada sitio tem no méximo trés particulas [65]. Além disso,
conforme foi discutido anteriormente, o estado final vai ser independente da ordem que
a regra de difusao é aplicada nos sitios instaveis. A configuracao final desse problema
possui uma estrutura fractal [65,70-73] que (apds um reescalonamento) é independente
do numero inicial de particulas [65].

Na Fig. 9, mostramos o estado final de um modelo “pilha de areia” Abeliano

que acabamos de descrever. Nessa figura, podemos ver um padrao auto-similar que emerge
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naturalmente a partir da regra de difusao descrita anteriormente. KEsse é um exemplo

elegante de como regras simples sao capazes de produzir complexidade.

1.3.4 Modelo “pilha de areia” de Dois Estados.

Os modelos “pilha de areia” de dois estados sao uma classe de modelos base-
ados no modelo “pilha de areia” original de Bak et al. [44]. Esses modelos, que também
foram chamados por Carlson et al. [74] de modelos de desniveis, possuem uma dinamica
governada por um conjunto de regras simples que reproduzem qualitativamente as ca-
racteristicas do modelo “pilha de areia”. A principal caracteristica comum entre esse
modelo e o modelo “pilha de areia” de Bak et al. é a forma a qual as “particulas”® di-
fundem. Desse modo, esse modelo pode ser utilizado para entender como as “particulas
de inclinacao” do modelo de Bak et al. difundem.

Nesses modelos, é definido um niimero inteiro h; andlogo ao z; do modelo “pilha
de areia”, de tal forma que um desnivel é definido, nesses modelos, como qualquer sitio 4
onde h; ¢ inferior a um certo limiar. Carlson et al. [74] mostraram que as avalanches sao
aniquiladas nos desniveis, e que elas funcionam como paredes de dominio para o sistema.
Desse modo, eles justificaram que para entendermos o que acontece no modelo “pilha de
areia” precisamos apenas observar a dinamica dos desniveis.

Um caso interessante do modelo de desniveis foi apresentado por Carlson et al.
em [32]. Esse modelo consiste em uma rede unidimensional de Ny sitios, onde cada sitio
possui um valor de h; inteiro nao negativo. Uma vez definido um valor positivo fixo A, o
sistema entao evolui com a seguinte dinamica: Se h; > h,. entao, com taxa 1, h; — h; — 1
e h; = h;+1, onde j é o préximo sitio j > 4 com h; < h.. O mesmo ocorre, com a mesma
taxa de transicao, para j < i [32].

As condicgoes de contorno do problemas sao impostas de tal forma que o sistema
é aberto do lado direito e fechado do lado esquerdo. Além disso, particulas sao injetadas
na borda direita com taxa a e instantaneamente difundem para o primeiro sitio 5 com
hj < h.. Esse tipo de movimento difusivo foi definido, por Calrson el al., como um
“salto””. Como configuracoes com h; < h, — 1 ou h; > h. sao transientes para qualquer
7, cada sitio pode estar em apenas dois estados: h; = h. e h; = h. — 1. Fazendo h, =1
obtemos um modelo de dois estados, onde s6 temos dois valores para os sitios 1 (ocupado)
e 0 (vazio) [32]. Esse caso é o que chamaremos daqui em diante de modelo “pilha de areia”
de dois estados.

Nesse caso, a dinamica do sistema é seguinte: Os 1’s saltam com taxa 1 para

6As “particulas” que nos referimos aqui sao as “particulas de inclinacio” do modelo de Bak et al.
"Veja que um salto nesse modelo, pode também ser interpretado como se todas as particulas ultra-
passadas pelo salto se movessem da distancia de um sitio na direcao do salto.
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Figura 10 — Ilustragao do modelo “pilha de areia” de dois estados.

000 00

Fonte: Elaborada pelo autor. Os sitios com um circulo dentro representam os sitios ocupados e
0s vazios representam os desocupados. As particulas “saltam” de um sitio até o préximo sitio
desocupado & direita e a esquerda com taxa 1. Na figura acima, a curva p(z) representa
qualitativamente o perfil de probabilidade de ocupacao.

o primeiro 0 a direita ou a esquerda. Os 1’s caem na lateral direita e sao bloqueados na
lateral esquerda. Além disso, uma particula é injetada no primeiro sitio com taxa «a e é
instantaneamente transmitida até o préximo sitio vazio a direita [32]. Um esbogo desse
modelo é mostrado na Fig. 10.

A vantagem de trabalhar com o modelo descrito acima é que um limite continuo
pode ser obtido [32]. Uma das formas de fazer isso é determinando a forma exata do
coeficiente de difusao que pode ser calculada assumindo um perfil linear na probabilidade
de ocupagao com inclinagao 2e. O coeficiente de difusao é entao obtido por D(p) = I/2e,

onde I é a corrente através do plano que separa dois sitios [32],

00 k k

I = [Tlp+2i+1 H (2i + 1) | -

k=0 Li=0 i=
Para cada k o primeiro termo é associado com o fluxo de corrente na direcao positiva, e o
segundo termo com o fluxo na direcao negativa. Os produtorios sao as probabilidades que
todos os sitios do plano até o k-ésimo sitio para a esquerda (ou direita) estejam ocupados.
Em cada caso, a k-ésima particula pode saltar através do plano com taxa 1. Mantendo

termos até O(e) obtemos o seguinte coeficiente de difusao [32]

_ (+p)
Py

que depende da probabilidade de ocupagao local p, e tem um polo de terceira ordem em

(1.18)

p = 1. O que estabelece que o limite continuo® para a equacao do modelo de dois estados

que ¢ descrita por [32]

ap 0 [<1+p> ap}‘

ot dx | (1— p)Pox (1.19)

8Esse limite é feito considerando x = i§, onde § ~ N !

- € o espagamento da rede.



29

¢

Figura 11 — Perfil de probabilidade de ocupacao para o modelo
estados.

‘pilha de areia” de dois

0.9 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Fonte: Elaborada pelo autor. Perfil de probabilidade de ocupagao numérico (linha sélida) e
analitico (linha tracejada). O resultado analitico é obtido através da Eq. (1.21) com a =1,
enquanto o resultado numérico foi obtido através da média temporal dos h(i). Para gerar essa
figura, foi utilizado Ny = 10000 e a média temporal foi feita em 10° passos de tempo.

Para N grande, podemos entao escrever as condicoes de contorno descritas

anteriormente da seguinte forma [32],

p(l) = 0 (sistema aberto),
P (0)D(p(0)) = —aN, (fluxo constante em x=0). (1.20)

Aplicando as condigoes do contorno mostradas na Eq. (1.20), obtemos uma solugao esta-

cionaria do problema

1—/4aN,(1—2)+1
2aN,(1 — z)

Apesar da Eq. (1.19) ter sido deduzida para um sistema infinito, ela concorda muito bem

pn, () =1+ (1.21)

com os resultados numéricos, conforme mostra a Fig. 11.

As relacoes de escala podem ser obtidas a partir de algumas consideragoes: O
espacamento entre dois sitios § escala com § ~ N, 1. A probabilidade de ocupacio média
(pn,) = fol pn.(z)dx converge para o ponto p = 1 uma vez que {py,) ~ 1 — 2//aN,
no limite onde N, é muito grande. Assim, a probabilidade de ocupacao média de zeros
po(Ns) = 1 — {pn,) escala com po(N,) ~ 2/y/aN; [32]. Dessa forma, a distribuigao de

saltos pode ser aproximada assumindo a medida do produto localmente. No sistema
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descrito anteriormente, a probabilidade de uma particula saltar £ < N, sitios em um
evento ¢° [32]

P(kaNs) = [1 - pO(Ns)]k_lpO(Ns)' (122)

Como po(Ns) = 2/v/aNs, a distribuicao de eventos ird escalar com o nimero de sitios.

Assim, pela Eq. (1.22), obtemos:
Pk, N,) = N Pg(k/N?), (1.23)

onde
(1.24)

e f=v=1/2[32].

Observe que, nesse modelo, os saltos sao como perturbacoes que se propagam
por todos os sitios desde o ponto de origem até o ponto de destino do salto. Dessa forma,
um salto corresponde a uma avalanche. Apesar da distribuicao de saltos nao ser uma lei de
poténcia, Carlson et al. utilizam o fato desse modelo, no estado estacionario, apresentar
invariancia de escala, evidenciada por meio da transformacao de escala Eq. (1.23), para

concluir que seu modelo é criticamente auto-organizado.
1.4 Percolagao

Como foi visto, os modelos apresentados até o momento estao relacionados com
fenomenos difusivos. Nessa secao abordaremos um modelo bidimensional desenvolvido
para estudar o fluxo em um meio poroso. Apesar de, a primeira vista, esse modelo
nao parecer tao relacionado com os modelos anteriores, ele possui uma conexao bastante
interessante com os conceitos apresentados anteriormente.

Historicamente, o modelo de percolagao foi primeiro estudado por Flory e
Stockmayer durante a segunda guerra mundial, quando eles estudavam um modelo pra
descrever a transigao de solvente para gel [62]. Contudo, o inicio da teoria de percolagao é
normalmente associado as publicagdes de Broadbent e Hammersley em 1957 [75]. Apesar
de mais de cinquenta anos desde a criacao do modelo de percolacao, esse assunto ainda é
alvo de publicagoes recentes [76-78].

O modelo de percolagao pode ser entendido simplificadamente da seguinte
forma: Imagine uma rede quadrada L x L, como a mostrada na Fig. 12, onde analogamente
ao modelo pilha de areia, cada quadrado menor dessa rede é chamado de sitio. Aqui, um
sitio possui dois estados distintos, ocupado ou desocupado e dois sitios sao classificados

como vizinhos quando eles compartilham um mesmo lado. Quando observamos varios

9Veja que a distribuicdo de saltos é exponencial.
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Figura 12 — Esbo¢o do modelo de Percolagao

Fonte: Elaborada pelo autor. Os quadrados menores representam os sitios. Os pretos e os
vermelhos s&o os ocupados e os brancos, os desocupados. Os sitios vermelhos representam os
sitios que pertencem ao maior agregado da rede (i.e., o que possui mais sitios).

sitios ocupados vizinhos entre si dizemos que eles pertencem ao mesmo agregado.
O que mostramos na Fig. 12 é na verdade uma representagao do modelo de

10 onde os sitios foram ocupados aleatoriamente com uma certa probabilidade.

percolacao
Na realidade, estamos interessados nas caracteristicas desse modelo quando o tamanho da
rede é grande o suficiente (veja a Fig. 13) para desprezarmos os efeitos provocados pelos
sitios encontrados nas laterais da rede, os chamados efeitos de tamanho finito [62].

Esse modelo possui duas fases distintas, uma onde existem varios agregados
pequenos e uma onde existe na rede um agregado cujo tamanho é da ordem do tamanho
do sistema, como mostra a Fig. 13. A transicao dessas duas fases pode ser observada
se estudarmos a probabilidade de um sitio pertencer ao maior agregado da rede, ¥, em
funcao da probabilidade de um sitio estda ocupado, p. Isso pode ser observado na Fig. 14.

Veja que, a medida que se aumenta o tamanho da rede, a curva se torna cada

vez mais fngreme por volta de p ~ 0.593, valor o qual é conhecido como ponto critico'!

Figura 13 — Transigao de fase do modelo de percolacao.

Fonte: Elaborada pelo autor. Na figura, os sitios pretos e os vermelhos sao ocupados e os
brancos, os desocupados. Os sitios vermelhos representam os sitios que pertencem ao maior
agregado da rede. As figuras foram geradas a partir de uma simulacao de uma rede 200 x 200
a medida que seus sitios eram ocupados aleatoriamente. As figuras correspondem a p = 0.4,
p=0.5,p=0.593, p=0.7 e p= 0.8 da esquerda para a direita.

0Por questdes praticas, tratamos aqui apenas do modelo de percolacdo de sitios. Para um tratamento
mais aprofundado sobre percolagao veja [62].
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Figura 14 — Probabilidade de um sitio pertencer ao maior agregado.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Na figura, vemos a probabilidade de um sitio pertencer ao maior
agregado da rede em funcao da probabilidade de ocupacao da rede. O resultado foi obtido
através de uma média de 1000, 100 e 10 amostras para L = 20, L = 200 e L = 2000,
respectivamente.

de percolagao para essa rede [62].

De um modo geral, toda quantidade relacionada ao modelo de percolacao é
funcao de p e depende de detalhes microscopicos do sistema, por exemplo, o nimero
vizinhos de cada sitio da rede. Contudo, a maioria delas obedece leis de escala, proximo
ao ponto critico, que sao insensiveis aos detalhes microscépicos da rede. Dessa forma,

podemos escrever as principais leis de escala da seguinte forma [79]

\I’(p) ~ (p_pc)ﬁa

§p) ~ lp—pl",

onde ¥ é o parametro de ordem (probabilidade de um sitio pertencer ao maior agregado),
& é o comprimento de correlagao.

Outro fato interessante a respeito desse modelo é que no ponto critico a rede
possui agregados de todos os tamanhos, conforme mostra a Fig. 15. Na verdade, o niimero

de agregados depende do tamanho do agregado, também, de acordo com uma lei de

110 ponto critico na realidade depende de caracteristicas geométricas da rede. O valor apresentado
aqui corresponde ao ponto critico de percolacao de sitios em uma rede quadrada. Para um tratamento
mais aprofundado sobre isso veja [62].
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Figura 15 — Agregados de uma rede de percolagao para p = p.

" I__Ir [HE, T s ay [ty F P ] ke

Fonte: Elaborada pelo autor. Na figura agregados diferentes foram representados com cores
diferentes. Para desenhar essa figura foi utilizada uma rede 200 x 200.

poténcia [62]
N(8)pep. ~ s, (1.25)

como ¢ mostrado a Fig. 16. Onde s é o tamanho do agregado e 7 =~ 2.05 é conhecido

como expoente de Fisher.

Figura 16 — Numero de agregados de uma rede no ponto critico.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Na figura, vemos o niimero de agregados de uma rede no ponto
critico em fungao do tamanho do agregado. Para obter essa figura foi utilizada uma rede
2000 x 2000. A linha tracejada é uma lei de poténcia com expoente —2.05.
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1.4.1 Percolacao Gradiente

Nessa secao, abordaremos um modelo de percolagao desenvolvido por Sapo-
val et al. [80] que ficou conhecido como percolagao gradiente. Uma carateristica interes-
sante desse modelo, é que ele relaciona percolacao e difusao. Para isso, Sapoval et al.
consideraram um caso simples de difusao de particulas em uma rede bidimensional, onde
a fonte seria uma linha mantida a concentracao constante igual a 1. No caso considerado,
as particulas apenas se movem para o sitios vizinhos sem que duas delas ocupem o mesmo
sitio [80]. Nessas circunstancias a concentragao varia como fungao do tempo e espago

como o
p(z) = erfe(z/lp) =1 — (2/7?1/2)/0 du exp(—u?) (1.26)

onde Ip = 2(Dt)"/? é o comprimento de difusdo em um tempo t e D é o coeficiente de
difusao. De uma forma geral, a concentracao é funcao do tempo e do espago, porém
Sapoval et al. consideraram apenas situagoes obtidas em tempos fixos.

Na Figura 17, mostramos uma representacao instantanea do modelo de per-

colacao gradiente. A rede de percolacao gradiente é construida seguindo o perfil de

Figura 17 — Representacao instantanea do modelo de Percolacao Gradiente.

percolagao gradiente utilizando o perfil de ocupagao mostrado na Eq. (1.26). O sistema
mostrado consiste em um rede 500 x 500 onde os sitios vermelhos sao sitios ocupados que
pertencem ao agregado principal e os pretos sao os sitios da frente de difusdo. Os sitios cinza
sao sitios ocupados que nao pertencem ao maior agregado. Os sitios brancos sao vazios, e 0s
azuis sao sitios vazios que pertencem ao agregado vazio.
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ocupagao mostrado na Eq. (1.26). Como podemos ver o perfil de densidade é 1 para
xr = 0 e decresce na medida que x aumenta. Desse modo, é bem mais provavel en-
contrarmos particulas ocupadas a medida que nos aproximamos da lateral esquerda da
rede.

Aqui, de forma parecida ao que foi feito em percolagao tradicional, podemos
definir um agregado principal que corresponde ao conjunto de sitios ocupados vizinhos
entre si, cujos sitios da fonte pertencem a ele. Além disso, é conveniente definirmos
o agregado vazio, que corresponde ao conjunto de sitios vazios que sao primeiros ou
sequndos vizinhos'? dos sitios vazios encontrados na regido mais distante da fonte, onde
nao hé sitios ocupados (sitios mais a direita).

Nesse ponto, é conveniente definirmos também uma estrutura conhecida como
frente de difusdo. A frente de difusao é definida como o conjunto de todos os sitios do
agregado principal que sao vizinhos de sitios do agregado vazio. Na Figura 17 é possivel
ver a aparéncia auto similar dessa estrutura. De fato, Sapoval et al. observaram que a
frente de difusao possui geometria fractal onde a massa da frente de difusao se relaciona

com o comprimento L da rede da seguinte forma
M ~ LP7

onde a massa da frente de difusao corresponde ao niimero de sitios pertencentes a frente de
difusdao em uma rede L x L. Sapoval et al. observaram que, para valores de comprimento

de difusao Ip onde os efeitos de tamanho finito sdo pequenos [80],
Dy =1.76 £0.02,

que corresponde a mesma dimensao fractal do perimetro externo de percolagao tradicional.

12 Aqui, segundos vizinhos sdo os sitios que compartilham um vértice entre si.
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2 MODELOS “PILHA DE AREIA” DE DOIS ESTADOS CONFINADOS

Nesse capitulo, vamos apresentar os principais resultados referentes a algums
modelos de “pilha de areia” confinados. Aqui consideramos “confinados” modelos que
apresentam um potencial externo de confinamento que forcam as particulas a permane-
cerem em uma determinada regiao do espaco. Além do confinamento, uma outra carac-
terisitica importante dos modelos que serao apresentados aqui é que eles sao fechados com
relacao ao numero de particulas, ou seja, particulas nao sao inseridas nem removidas do
sistema. Esse capitulo foi dividido em duas se¢oes. Na primeira sec¢ao, introduziremos um
modelo unidimensional baseado no modelo estudado por Carlson et al. [32] (veja Seg 1.3.4)
e mostraremos os principais resultados referentes a ele. Na segunda secao, faremos uma
extensao desse modelo para duas dimensoes e analizaremos os principais resultados bem

como as diferencas com relagao ao caso unidimensional.
2.1 Modelo Unidimensional

O modelo descrito nessa secao consiste em um modelo “pilha de areia” de dois
estados, onde N, particulas sao colocadas numa rede unidimensional na qual definimos a
ocupagdo h; (altura da pilha) para cada sitio como 0, se o sitio estiver vazio, ou 1, se o
sitio estiver ocupado. Definimos também nesse modelo uma energia potencial externa ®;,
associada a cada sitio, que ira atuar como um confinamento para essas particulas.

Dessa forma, ocupagao nos permite determinar quando existe uma particula

em um determinado sitio, em um dado momento. Além disso, a dinamica do modelo é

Figura 18 — Ilustragao do modelo “pilha de areia” de dois estados unidimensional
confinado num potencial parabdlico.

\

p (n) /

S 0

Fonte: Elaborada pelo autor. Uma particula “salta” se A®; v < 0 ou { < R = [0, 1].
Como resultado, a probabilidade de ocupagao média p tem um maximo no regime onde ¢ é
minimo.
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feita por meio de iteracoes onde uma particula pode difundir aleatoriamente para direita
ou para a esquerda, de tal forma que ela sempre difunde de um sitio ocupado 7, chamado
fonte, e ultrapassa todos os sitios ocupados na diregao escolhida até atingir um sitio vazio
i’, chamado alvo, onde ela para (veja Fig. 18).

De forma andloga ao feito na Se¢ 1.3.4, iremos denominar esse movimento
difusivo de salto. Contudo, aqui, o salto podera ser recusado com probabilidade P =
1 — exp[—B(®y — ®;)], se a diferenca de energia entre o sitio alvo e o sitio fonte for
positiva. Dessa forma, um saldo pode ser definido por meio do seguinte algoritimo de
Metropolis, onde AP, ; = @, — &, é a diferenca de energia entre o sitio alvo i’ e o sitio

fonte 1.

1: se A®; ; < 0 entao

2: h(i) — h(i) — 1

3: (i) — h(i') +1

4: senao

5: Escolha & aleatoriamente entre 0 e 1.
6: se £ < e PA%. entao
7: h(i) — h(i) — 1

8: (i) — h(i') +1

9: senao

10: h(i) — h(i)

11: h(i") — h(i)

12: fim se

13: fim se

Nesse ponto, é importante definirmos a nossa unidade de tempo 7 (nosso passo
temporal) como o tempo necessario para realizarmos Ny iteracoes em diregoes aleatérias
com fontes escolhidas aleatoriamente. Onde Ny é o ntimero de sitios da rede!. Similar-
mente, é apropriado definirmos nossa unidade de comprimento (nosso espacamento de
rede) como § = 1/N,. Além disso, iremos definir a probabilidade de ocupacao p;j,, como

a probabilidade de um sitio ¢ estar ocupado em um dado tempo t = nr.

2.1.1 Equacao de Difusao Unidimensional

O modelo descrito nessa secao corresponde a um processo de Markov, uma vez
que o estado do sistema num determinado instante s6 depende do estado anterior. Desse
modo, a probabilidade de ocupacao p;p,4+1 em um sitio ¢ em um dado passo de tempo
n + 1 pode ser obtida por meio da probabilidade de ocupagao em todos os sitios no passo

anterior. Com isso, um limite continuo para esse modelo microscépico pode ser obtido

1Esse nimero é escolhido de forma a ser grande suficiente para as particulas ndo atinjam a borda do
sistema.
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rigorosamente se fizermos p;, = p = p(x,t) ser a probabilidade do sitio ¢ localizado em
T =46 estar ocupado no tempo t = n7 e &; = & = d(x) ser o potencial no sitio i. Nesse

caso, o balanco de probabilidades pode ser escrito como

Piln+1 = Pin + Z 1,3’ =14 \n p1|n X Z (X lpz\n pi’\n)gi’,i (21)

'#l /751
onde § e 7 sdo as unidade continuas de espago e tempo respectivamente, ©;, = min(1,
e Pl®i=2u1) ¢ o fator de Metropolis (probabilidade de um salto ser aceito) e Py é a
probabilidade de encontrar todos os sitios entre ¢ e i ocupados. A Eq. (2.1) pode ser

desenvolvida analiticamente e escrita de seguinte forma?

+5(1+p) e (2.2)

o _ 0 [(+p) 0p lxo) f

ot 0w [(1—p)or

que corresponde a equacdo de diffusao convecgio do nosso modelo. Como podemos ver,
o denominador do termo que acompanha £ possui uma singularidade (diverge para um

p = 1), o que caracteriza uma difusdo smgular.

2.1.2 Entropia para o Modelo Unidimensional

Nesse ponto, é interessante destacar que a equagao de diffusao (2.2) é uma
equagao diferencial nao linear. Dessa forma, podemos relacionéd-la com uma equacao de

Fokker-Planck [21-25] nao linear da forma

= o [0 - @, 23)
onde
D*(p):Di A(x):—d—(p e U(p) = BP 1+P

Desse modo, podemos obter a entropia do nosso modelo. Para isso, consideremos a

Eq. (2.3) com dF'/dt <0, onde

F=U-~S, U= /dxp(a:,t)q)(a:)

e a entropia escrita na forma geral como

ﬂm:/wmw@L

2Para mais detalhes, veja o Apéndice A.
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com g(0) =g(1)=0e % < 0, nés obtemos [29,81],

_dg(p) _D*(p) _ 1 (2.4)

dp? U(p)  Bp(l—p)

onde v é um multiplicador de Lagrange positivo. Essa equacgao tem a solugao na forma,

_ —plnp—(1—p)in(l —p)
9(p) = 5

para o qual a entropia S[p] = [ dz g[p(x)] se reduz a entropia do gés de Fermi, com vy = T..

, (2.5)

O funcional D*(p) fisicamente corresponde a um coeficiente de difusao que depende de
p(x, t). Claramente isso diverge para p = 1 e o coeficiente de difusao tem a mesma forma
para o caso sem o potencial externo. O funcional ¥(p) é relacionado a um arrastamento
devido ao potencial externo, e também diverge para p = 1. Note que, qualquer dinamica
onde D* /¥ = 1/Bp(1—p), levard a entropia de Fermi. Portanto fica evidente que a difusao

singular nao é consequéncia ou efeito do fato da dinamica maximizar essa entropia.

2.1.3 Solucao Estacionaria Unidimensional

Como foi dito anteriormente, a equacao de difusao do nosso modelo é uma
equagao diferencial nao linear. Nesse caso, uma solugao geral para ela é bastante dificil
de ser obtida. Contudo, uma solucao estaciondria pode ser obtida de forma relativa-
mente simples a partir da Eq. (2.2) observando que nosso modelo obedece a equagao da

continuidade

dp  0J
ot oz’
onde J ¢é o fluxo total e pode ser escrito da seguinte forma

1+p dp (14+p) do

S R e a

Aplicando as condigoes estaciondrias pg(z — o0) =0 e J = 0, obtemos

14 pst dps (1+ps) dd
+ st — 07
0 pf de U= ™
que pode ser escrito como
1 dps; d®  d [ /Pst 1 ]
- = — dul . 2.6
B (1= ps) pse de dr  dx |J,, B(1—uu (26)

A Eq. (2.6) pode ser facilmente resolvida e resulta na solugao estaciondria

B 1
pst(®) = 7 T Bl
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onde p é uma constante que pode ser encontrada pela condi¢ao de normalizacao

00 P B o0 1 B

[e.9]

onde N, ¢ o nimero de particulas. Devido ao mecanismo de exclusao intrinseco do modelo,
a probabilidade de ocupagao estaciondria dada pela Eq. (2.7) é uma distribuigao de Fermi-
Dirac [82]. Além disso, essa solugao estaciondria j& era de certo modo a esperada uma

vez que essa € a solucao que maximiza entropia obtida anteriormente.

2.1.4 Probabilidade de Ocupagao Unidimensional

Como o mostrado na Fig. 19, a Eq. (2.7) estd em excelente concordancia com os
perfis de probabilidade de ocupacao média obtidos por meio de simulagoes para diferentes
formas de potencial, ®(x) = Ii|£B|k, k=1, 2,3 e 4, e diferentes valores de confinamento
k (ou de temperatura). A Fig. 19 mostra que, na medida que a forga do confinamento
aumenta (ou a temperatura diminui), o méximo de probabilidade de ocupagao no centro

do potencial se aproxima de um, py ~ 1, e o pico no perfil de probabilidade se torna

Figura 19 — Comparagcao entre o estado estacionario numérico e analitico para a
probabilidade de ocupacao do modelo “pilha de areia” de dois estados unidimensional
confinado.

Fonte: Elaborada pelo autor. Os resultados numéricos sao para um sistema com N, = 4000
particulas, 5 = 1, e potenciais dados por ®(z) = n|x|k, com k=1, 2, 3 ed. Os valores de k
utilizados foram 3.0 (circulos alaranjados), 8.5 (estrelas vermelhas) e 30 (triangulos azuis). Os
resultados analiticos sdo dados pela Eq. (2.7) sem nenhum parametro de ajuste e mostrados
como linhas sélidas para todos valores de k. Em todas as simulagoes, utilizamos 6 = 1/N,,.
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mais estreito. Nesse ponto, como a probabilidade nao pode aumentar mais, qualquer
confinamento adicional, leva a mais sitios com ocupacao média méxima, e com isso o perfil
de probabilidade se aproxima de uma funcao degrau caracteristica de uma distribuicao
Fermi-Dirac.

Nos resultados mostrados na Fig. 19, os valores de p foram obtidos por meio
da solugdo numérica da Eq. (2.8). Isso pode ser facilmente obtido, para um potencial
arbitrario, por meio de uma integracao numérica e um método de busca de raizes que,
por questoes praticas, foram utilizados os métodos de integragao de FEuler e o da bissegao
respectivamente. Encontrar p analiticamente por meio da Eq. (2.8) pode ser bem com-
plicado, dependendo da forma do potencial. Contudo, para ®(x) = k|z|, p pode ser
facilmente encontrado e é dado por

= %ln (ew — 1) (2.9)

Dessa forma, a probabilidade de ocupagao estaciondria dada pela Eq. (2.7) pode ser

reescrita como

BrNpd 1
e 2 —
Pst(T) = s : (2.10)
(e 2 — 1) + erlel

Fazendo x = 0 na probabilidade de ocupacao estacionaria, obtemos o valor da probabili-

dade de ocupacao no centro do potencial, que pode ser escrita como

Po(k) =1 — exp (—BH;VP(S) :

(2.11)

onde podemos ver uma tendéncia exponencial para 1 quando x — co.
A existéncia de uma forma analitica para pg, no caso ®(x) = k|z|, torna esse
potencial bastante conveniente para o estudo do nosso modelo, uma vez que isso facilita

a obtencao de outras quantidades importantes.

2.1.5 Distribuicao de Saltos Unidimensional

A escolha do potencial confinante nao muda apenas o perfil de probabilidade
de ocupagao. O potencial muda também a forma como as particulas saltam para os sitios
vazios mais proximos. Vejamos o que acontece se considerarmos um salto de um sitio ¢
para um sitio ¢ onde o tamanho s do salto é dado por s = |i’ — i|. Nesse caso, podemos
definir a distribuicao de probabilidade S(s) para saltos de tamanho s como

S(s) = lim F\M} ,

At—o0 NS[At]T
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onde Ngpag(s) é o nimero de saltos de tamanho s que foram aceitos no intervalo At, e
NS[At}T ¢ o numero total de saltos aceitos no mesmo intervalo de tempo. Nesse ponto, é

conveniente definirmos o diametro de uma fila compacta de NV, particulas,

D=N,, (2.12)

que esta relacionado ao maior salto possivel no nosso sistema. Assumindo que é possivel
obter S(s) a partir da probabilidade de ocupagao estacionéria, podemos escrever a seguinte

aproximacao

[/\;‘FS n /\i‘|8] , (2.13)

S(s) =~ SOZ 5

onde S, é uma constante de normalizacao e os fatores )\fﬂs estao relacionados a probabi-

lidade de um salto ocorrer em cada direcao e sao definidos como

its—1

)\;TS = (1 - ﬁi:l:s;s)e)i:l:sﬂ H ﬁk;k—ia (214)

k=i+1

onde p., é a probabilidade estaciondria® de encontrar o k-ésimo sitio ocupado, dado
que m sitios anteriores estao ocupados. Note que py.,, ¢ diferente da probabilidade de
ocupagao estaciondria pg(kd), devido ao fato de que ao sabemos que m sitios anteriores
estao ocupados, muda a probabilidade de encontrar o proximo sitio ocupado. Devemos
notar que, no limite onde m = N,, se os N, sitios anteriores tem uma particula, entao o
préximo sitio tem que estar vazio e py.n, = 0, independente de k. Aqui iremos considerar
que pg., continue seguindo uma distribuigao de Fermi, porém, com um g diferente dado

pOr fi.m que deve ser obtido por uma condicao de normalizacao modificada, onde

k—m—1 [eS)

1 1
Y Tram T Ty = N (2.15)

1=—00 =

uma vez que para obter fi.,, nds nao precisamos somar sobre os m sitios que sabemos
que estao ocupados, ou seja, a normalizacao tem que levar em consideracao apenas as
N, —m particulas restantes.

As Equagoes (2.13) e (2.15) podem ser usadas para calcular a distribuigao de
saltos para qualquer potencial, contudo, inverter a Eq. (2.15) para obter p pode nao ser
simples. No caso do potencial linear ®(x) = k|z|, isso pode ser feito aproximando os

somatérios na Eq. (2.15) por integrais calculaveis

iy 1 1 [ls+1/2)8 1
Z b,;— = _/ K|z|— dx
1 + (T Floim 5 (’iofl/2)§ 1 + e Hiesm

1=10

3Veja o Apéndice C para mais detalhes na definigio e obtengao de p.m.
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¢

Figura 20 — Distribuicao de tamanhos de saltos para o modelo “pilha de areia” de dois

estados unidimensional confinado.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Nessa figura, utilizamos N,, = 2048 particulas com 3 =1 e um
potencial linear externo ®(x) = k|z| aplicado no sistema. Aqui D corresponde ao diametro
definido na Eq. (2.12). Para um & intermediario a distribuicao apresenta uma calda longa
seguida de um limiar de corte da ordem do nimero total de particulas. Os simbolos sao
resultados numéricos, enquanto as linhas sélidas correspondem a forma analitica da
distribuigao de tamanho de saltos obtida pela Eq. (2.13).

Se o salto considerado nao passa por x = 0, ou seja k < 0 ou k —m > 0, obtemos uma

equagao cubica em et da forma,
(14 efsm)2(1 4 euk;mené(k—m—lﬂ)) — enﬁ(Np—m)(l + euk;mem(k—lﬂ)) =0, (2.16)

onde k é o sitio de origem e m é o tamanho do salto. Se, por outro lado, o salto passa

por z = 0, ou seja k —m < 0 e k > 0, obtemos uma equacao quadrética,

(1+ euk;mew(k—m—l/?))(l + 6uk;me—m5(k—1/2)) — RO(Np—m) (2.17)

Ambas as equagoes (2.16) e (2.17) possuem apenas uma raiz real positiva que corresponde
a eftm que nos permite calcular a distribuicdo de tamanho de saltos*. Na Fig. 20, nds
comparamos a distribuicao de tamanho de saltos obtida por esse método e com resulta-
dos obtidos por simulacGes numéricas. A concordancia excelente encontrada confirma a
precisao dessa abordagem.

A distribuicao média de saltos com tamanho s é mostrada na Fig. 20 no caso

onde ®(z) = r|z|, para diferentes valores de k. Como o mostrado, a distribuigao cor-

“Veja o Apéndice C para detalhes na obtencio de fig.m.
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Figura 21 — Fracao de saltos aceitos por unidade de tempo para o modelo “pilha de
areia” de dois estados unidimensional confinado.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Aqui vemos que, apesar da Fig. 20 mostrar que o nimero de
saltos grandes aumenta em comparacao com os saltos menores, a fracao total de saltos aceitos
diminui quando x aumenta. Esse efeito estd relacionado ao aumento da probabilidade

P =1—exp[—B(Py — P;)] de um salto entre i e 7’ ser recusado.

responde a um decaimento exponencial para pequenos valores de xk, em concordancia
com o desenvolvimento para o estado de dois niveis sem confinamento. Com o aumento
de k, grandes saltos se tornam mais provaveis, uma vez que o confinamento favorece a
ocorréncia de grandes agregados de particulas préximas ao centro do potencial. Para um
valor intermedidrio® de k, a ocupacao média no centro do potencial se aproxima de 1, e
a distribuicao de tamanho de saltos exibem uma lei de poténcia caracteristica para um
grande intervalo de tamanhos.

Um aumento no parametro de confinamento x eventualmente leva a ocorréncia
de um agregado gigante, com aproximadamente todas as particulas localizadas no centro
do potencial. Nessa situacao, apenas dois tipos de saltos sao comuns de ocorrer, ou a
particula salta um pequeno salto proximo da borda, ou viaja todo o caminho de um lado
para o outro do sistema. Como resultado, um pico s/N, ~ 1 aparece na distribuigao de
tamanhos de saltos.

Na Fig. 21 mostramos como a fracao de saltos aceitos varia na medida que
aumentamos o confinamento x do sistema. Nessa figura, vemos que existe uma reducao

na fracao de saltos aceitos quando intensificamos o potencial externo. Isso ocorre devido

5A determinacao desse valor onde a distribuicdo de saltos se aproxima de uma lei de poténcia nao é
tao simples. Apesar da Figura 20 mostrar que x ~ 12.4 (para N, = 2048) apresenta uma lei de potncia,
variacoes nesse valor de k continuam a apresentando a lei de potencia para valores de kappa maiores.
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a dependencia da probabilidade de um salto ser recusado com o valor de k.

2.1.6 Flutuacao da Energia para o Modelo Unidimensional

Determinar o ponto preciso onde a distribui¢ao de tamanho de saltos se com-
porta como uma lei de poténcia é bastante importante, pois nesse ponto esperamos que a
distribuicao de saltos seja invariante de escala. Para nos ajudar a identificar esse ponto,

¢é conveniente observarmos a flutuacao média quadratica da energia que é definida por
101 ;0
A¢2 Z Z [ z|s ZJFS - P, ) + )\Z‘S((I) - (I)i)2 . (218)

onde os termos /\ . € Pizp sa0 os mesmos utilizados anteriormente para a obtencao de dis-
tribuicao de Saltos. De acordo com essa defini¢ao, vemos que a flutuagao média quadratica
da energia, (A¢?), nos fornece uma média do quadrado da variagao da energia de uma
particula devido aos saltos que ela faz.

A Fig. 22 mostra (A¢?) como funcao de x para diferentes nimero de particulas.
Como podemos observar, essa funcao tem um maximo em um valor especifico de k para
cada valor de N,. Esse valor especial de k é aquele que definimos como k* = k*(N,). Esse
valor de k* possui uma dependéncia logaritmica com o tamanho do sistema, conforme é

mostrado no interior da Fig. 22.

Figura 22 — Flutuacao quadrética média da energia em funcao de x para o modelo
“pilha de areia” de dois estados unidimensional confinado.
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K
Fonte: Elaborada pelo autor. Nessa figura, a flutuacao quadratica média da energia mostra um
pico em um dado valor do parametro de confinamento x = x*. No gréfico interno, mostramos
que k* cresce com o logaritmo do nimero de particulas N,.
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A existéncia de um maximo para (A¢?) pode ser entendida da seguinte forma.
Para valores muito baixos de k, o potencial confinante é fraco e a probabilidade de
ocupacao ¢ significativamente menor que 1 em todo o sistema. Nessa situacao, é im-
provavel que linhas de varios sitios ocupados sejam encontrados, desse modo saltos com
pequena diferenga de energia sao muito mais frequentes e as flutuagoes de energia sao
baixas. No outro limite, ou seja, para k muito alto, as particulas estao confinadas em um
nicleo denso com apenas poucos sitios vazios. Entao a probabilidade que uma particula
na borda se mova para um sitio vazio dentro do nicleo, decrescendo sua energia, ¢ muito
pequena. Por outro lado, as particulas dentro do ntcleo dificilmente irao saltar para a
borda, aumentando suas energias, por conta do fator de Metropolis predominantemente
rejeitar esses saltos. Dessa forma, os saltos mais frequentes acontecem perto da borda
do ntcleo com pequenas diferencas devido a simetria do potencial e, entao, é também
esperado que as flutuagoes sejam pequenas. Para valores intermediarios de intensidade do
potencial, k*, saltos de vérias ordens de grandeza em energia sao possiveis e as flutuagoes
de energia alcancam seu valor maximo. Isso ocorre porque, nesse regime, o nimero de

sitios vazios no ntcleo central é suficientemente grande para que saltos com grandes dife-

Figura 23 — Distribuigoes de tamanho de saltos para o modelo “pilha de areia” de dois
estados unidimensional confinado.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Os gréaficos sao para diferentes tamanhos de sistema na condicao
especifica k = k*(IN). Aqui D corresponde ao diametro definido na Eq. (2.12). Essas curvas
foram obtidas computando a probabilidade para cada possivel salto por meio da Eq. (2.13). A
linha preta tracejada mostra uma dependéncia em lei de poténcia, S(s) ~ s~1. Os valores de
k*(Np) coincidem com a condigao onde a flutuacdo de energia é méxima. O gréfico interno
mostra que, ap6s o reescalonamento com os respectivos valores de N, e x*, todas as
distribuigoes colapsam em uma Unica curva universal.
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rencas de energia da borda para o centro sejam tao provaveis quanto saltos com pequenas
diferencas de energia na borda.

Como podemos ver, a Eq. (2.18) bem como a Eq. (2.13) sao definidas de
modo que podem ser obtidas analiticamente. Isso nos permite obter a flutuacao média
quadratica da energia e a distribuicao de saltos para sistemas bem maiores que os obtidos
pelo método discreto.

A distribuicoes de saltos correspondentes a esses valores de k* sao mostradas
na Fig. 23. Os resultados obtidos podem ser sobrepostos em uma curva tnica universal
usando os valores de N, e k*(NN,), conforme o mostrado no interior da Fig. 23. E preci-
samente nessa condicao que a distribuicao de tamanhos de salto apresentam uma distri-
buigdo em forma de lei de poténcia (com expoente &~ —1.0) com uma pequena elevagao
no final. A utilizacao da expressao analitica para a distribuicao de saltos, nos permite
observar que essa lei de poténcia (para k = k*(IV,)) se estende em quase 3 ordems de

grandeza em s.
2.2 Modelo Bidimensional Confinado

Nessa secao, introduziremos o modelo “pilha de areia” bidimensional de dois
estados. Esse modelo consiste em uma extensao do modelo apresentado na se¢ao anterior,
onde as particulas sao colocadas numa rede quadrada de N sitios (em vez de uma rede
unidimensional). Aqui, definimos a ocupacao h; ; para cada sitio como 0, se o sitio estiver
vazio, ou 1, se o sitio estiver ocupado. Definimos, de forma andloga ao caso unidimensional,
uma energia potencial externa ®; ;, para cada sitio, que ird atuar como um “confinamento”
para as particulas.

Nesse modelo, a ocupacao tem significado similar ao caso unidimensional. Ela
vai nos dizer quando existe uma particula dentro de um determinado sitio, em um dado
instante de tempo. Os saltos, no caso 2D, ocorrem de forma que a particula pode difundir
aleatoriamente para qualquer uma das quatro direcoes da rede®. Como no caso anterior,
um esbo¢o do modelo é mostrado na Fig. 24. Aqui, cada salto pode ser recusado com
probabilidade P = 1 — exp[—/(®y j; — @i ;)], se a diferenca de energia entre o sitio alvo e
o sitio fonte for positiva.

A unidade de tempo 7 (passo temporal) continua definida como o tempo ne-

cessario para realizarmos N, iteracoes em direcoes aleatérias com fontes escolhidas alea-

6Optamos aqui por essa regra de difusdo devido a sua tratabilidade alalitica, contudo, outros regras
de difusao foram testadas, como por exemplo particulas difundindo linearmente qualquer direcao ou
difundindo como um caminhante aleatério até o sitio vazio mais préximo. Em todos os casos testados os
resultados obtidos foram similares.
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Figura 24 — Esboc¢o do modelo “pilha de areia” de dois estados bidimensional confinado.

Fonte: Elaborada pelo autor. Os sitios com discos dentro sado ocupados, o sitio com um disco
preto no interior é o sitio fonte do salto, e o sitio o qual possui uma seta apontando para ele é
o sitio alvo. A seta colorida representa um salto horizontal. O gradiente de cores representa o
valor de ®; ; em cada sitio.

toriamente. J4 a unidade de comprimento’ (espacamento de rede) é, agora, definida como
6 =1//N, onde N, é o niimero total de particulas.

Analogamente, podemos definir a probabilidade de ocupagao p; i, como a
probabilidade de que um sitio na coluna ¢ e linha j esteja ocupado num tempo t = nr.
De forma similar ao que foi feito no caso unidimensional, um limite continuo para esse
modelo microscépico pode ser obtido rigorosamente se fizermos p; ji, = p = p(x,y,t) ser a
probabilidade de ocupagdo de um sitio localizado em (x = ig, Y= jg) num tempo t = nt
ed;,; =0 =>(z,y).

2.2.1 Equacao de Difusao Bidimensional

Como esse modelo é também Markoviano, a probabilidade de ocupacao de um
sitio em uma coluna ¢ e linha j no (n + 1)-ésimo passo de tempo pode ser escrita em

termos da probabilidade de ocupacao de todos os sitios no passo anterior

Pijin+1 = Pijn

1
+ Z Z-Pi,i’—1|jpi’,j|n(]- — Pijin) Ol
i

"Veja que § = 1/,/N, é definido de forma diferente do caso unidimensional onde § = 1/N,. Essa
diferenca estd relacionada com a mudanca na condi¢ao de normalizacao, conforme serd discutido poste-
riormente.
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1
Z ZPi,i’—lljpi,ﬂn(l - Pi',j|n)@z”,ilj

i
1
+ ) 1 D0 =1Pi1n(L = Pigin) Ol j
J'#i
1
> 1D =1Pigin(1 = Pigin) Oy, (2.19)
J'#i
onde ©;;; = min(1,e =%/} ¢ o fator de Metropolis, e Pjj;;» é a probabilidade

de encontrar todos os sitios entre j e j na coluna ¢ ocupados. Similarmente, ©;;; =

B[q)ivf’q’i”i]), onde P;;; ¢ a probabilidade de encontrar todos os sitios entre a

min(1,e”
coluna i e 7' na linha j ocupados. Partindo da Eq. 2.19, podemos obter a equacao de
difusao para o nosso modelo de forma similar a que foi feita para o caso unidimensional®,

de tal forma que

9p (1+p) (1+p)
— =DV . |—LVp+ [—-SpVO| | 2.20
o AT (2:20)
onde definimos _
. 0°
D = %13(1) = (2.21)
7—0

e & é a unidade de espaco utilizada para o limite continuo que é feito consistentemente.
Observe que a singularidade que acompanha os termos de difusao nas Eq. (2.2) e Eq. (2.20)

é a mesma.

2.2.2 Solucao Estacionaria Bidimensional

Essa equagao de difusao é nao linear, dessa forma resolvé-la para um caso
genérico nao é simples. Porém uma solugao estacionaria pode ser obtida observando que

a Eq. (2.20) obedece a equagao da continuidade

dp
5=V
onde J é o fluxo ( ) ( )
1+p }
J=-D Vo
{u—p) o+ BT

Se considerarmos o caso, ® = ®(r), e as condic¢oes para a solucdo estaciondaria

pst(r — 00) =0 e J = 0. Obtemos,

[(Hp) dp

g )3dr+ﬁ S0P

(1+p) d®]
(e dr}‘o‘

que corresponde a condicao estaciondaria para um potencial radial. Essa equacao pode ser

8Para mais detalhes veja o Apéndice D.
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reescrita da seguinte forma

- [y
6(1 - pst)pst dr dr L ﬁ(l — U)U

A equacao acima pode ser facilmente resolvida e resulta na solucao estacionéria

1

,OSt(T) = 1+ eﬂ[@(r)_ﬂ]u (222)

que corresponde também a uma distribuicao de Fermi-Dirac, onde p pode ser obtido pela

p(r)
/?dS - Np,

condicao de normalizacao®

que para & = ®(r) é dada por

>0 1 b N
o 1t etem-a T Tor

A integral acima nem sempre ¢ de fécil resolugao, contudo para ®(r) = kr?, obtemos

N,6?

———rdr = —1In(1+ &%) =
/0 rdr n(1+ e”*) 5

1 + ePler?~nl 2Bk
Onde é possivel escrever u, de tal forma que

1 HNp62

= Bln(eﬁ =~ —1).

Assim, podemos encontrar uma forma para a Eq. (2.22) independente de p onde

NNp62

palr) = — . 2.23)
P+ (efFr? — 1)

Veja que, diferentemente do caso unidimensional, utilizamos aqui um potencial
®(r) = rr? para obtermos uma solucio estaciondria. Isso torna o potencial parabélico”
bastante importante para o caso bidimensional, pois nos permite comparar resultados

numéricos com os resultados obtidos pela Eq. (2.23) para esse potencial particular.

2.2.3 Probabilidade de Ocupacao Bidimensional

Na Fig. 25 nés podemos ver a concordancia entre o resultado numérico e
analitico da Eq. (2.23). Nessa figura, utilizamos p; ; ~ <hm|n> para encontrar uma apro-

ximagao'! de py(x = id,y = j0) = ps(r = RO) onde fazemos um histograma na diregao

9Veja que a integracdo, diferente do caso unidimensional, agora é feita no plano em vez da reta.

0Veja que, aqui, o potencial integravel é o potencial parabdlico ®(r) = kr?, diferentemente do caso
unidimensional onde ®(z) = k|z| é o potencial integravel.

1 Aqui, a média na ocupacao hi jin € feita para um nimero n muito grande de iteragoes.
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Figura 25 — Probabilidade de ocupagao em funcao de r para o modelo “pilha de areia”

de dois estados bidimensional confinado.

Pst

0

Fonte: Elaborada pelo autor. Probabilidade de ocupagao como funcao de r para diferentes k.
Os pontos sao valores de p; j obtidos por meio de simulacoes computacionais e as linhas sélidas
sao solugoes analiticas obtidas pela Eq. (2.23). O gréfico é um histograma radial da média da
ocupagao no tempo para uma realizagao tnica (para cada ) com N, = 8000 particulas. A
figura interna mostra a probabilidade de ocupacao calculada em r = 0 (centro do potencial). A
linha sélida é o resultado analitico (sem ajuste) mostrado na Eq. (2.24).

radial. Observe que quando k aumenta, py se aproxima de 1 em r = 0. O comporta-
mento da Eq. (2.23) segue da caracteristica de volume excluido do modelo, uma vez que
a Eq. (2.22) é uma distribuigao de Fermi-Dirac. Esse comportamento permite a formagao
do agregado gigante de particulas na origem do potencial quando x aumenta.

No interior da Fig. 25 mostramos como p, = ps(r = 0) depende de k. A figura
mostra o comportamento numérico e analitico de p, que é obtido da Eq. (2.23) fazendo

r = 0, que resulta em

——ﬁ“Np(SQ) . (2.24)

po=1—exp
s

Para cada ponto mostrado no grafico interno a Fig. 25 nés precisamos um diferente niimero

n de passos de tempo para alcancar o valor tedrico. Assim, pg pode ser usado como um

modo pratico para saber se a simulacao atingiu ou nao o estado estacionario.
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2.2.4 Distibuicao de Saltos Bidimensional
De forma analoga ao que foi feito no modelo unidimensional, podemos escrever
a distribuicao de saltos como

S(s) ~ lim

At—o00

{NS[At} (8)}
Nsiagr |’

onde s é o tamanho de um salto, S(s) é a probabilidade de um salto de tamanho s ocorrer,
N, S[At](s) ¢ o numero de saltos de tamanho s que apareceram num intervalo At e N S[AGT
é o numero total de saltos aceitos no mesmo intervalo At. Dessa forma, podemos escrever

uma aproximacao pra essa quantidade como'?

)2 80 D0 D Nt X + 0+ i) (2.25)
]

onde S, é uma constante de normalizagdo e p; ; = pst(r = id,y = jd). Os fatores mostrados

na Eq. (2.25) s@o definidos de tal forma que
A(8) = (1= Pis ) Ois il iy

¢ a contribuicao da probabilidade da particula pular para a direcao horizontal e
Ui(8) = (1= Pijes) Oy Vi 0o

¢ a contribuicao da probabilidade da particula pular para a dire¢ao vertical, com Qe W
dados por
J\k H Pixk'; € ,]\k H PijEk
k=1 k=1
A Fig. 26 mostra os resultados da simulagao numérica e o resultado analitico
mostrado na Eq. (2.25). Desse modo, vemos que os resultados analiticos e numéricos estao,
novamente, em perfeita concordancia. Nessa figura, também comparamos o tamanho do

salto com o diametro de um disco compacto de N, particulas,

D= 2@. (2.26)

Essa medida nos d4 um parametro para entendermos o que esta acontecendo com os
tamanhos de saltos quando x aumenta. Vemos que quando x aumenta, a probabilidade

de que sitios préximos da origem se tornem ocupados se aproxima de 1 (veja Fig. 25).

12 A excelente concordancia entre esses dois valores, verificada nos resultados apresentados na Fig. 25,
nos permite utilizar essa aproximagao com confianca. Além disso, aqui nao se faz necessério a utilizagao da
probabilidade condicionada em vez da probabilidade estacionéria, conforme sera discutido posteriormente.
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Figura 26 — Distribuicao de tamanhos de saltos para o modelo “pilha de areia” de dois

estados bidimensional confinado

107! =y - ——————

;\1 P
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Fonte: Elaborada pelo autor. Os graficos sao para diferentes valores de x e IV, = 8000.
Distribuicao de tamanhos de saltos para diferentes valores de x e N, = 8000. Os pontos sao
resultados numéricos e as linhas sélidas sao obtidas através da Eq. (2.25). Aqui nés definimos
D = 2,/N,/m como o diametro de um disco com N,, particulas.

Isso faz a probabilidade de um salto grande (quase o diametro do sistema) aumentar, o
que pode ser visto na Fig. 26 para saltos grandes (grandes valores de s) quando xk = 21.7
por exemplo.

Aqui, é importante notar que consideramos nos nossos calculos a probabili-
dade de ocupagao simples (em vez da probabilidade condicionada que usamos no caso
unidimensional), ou seja, nao precisamos admitir o fato de que um sitio ocupado muda
a probabilidade do préximo sitio estar ocupado no célculo dos produtoérios ﬁfﬂk e {f;i:jl K-
Isso se deve ao fato de o niimero maximo de sitios envolvidos em um salto ser da ordem
de D ~ Ng ? <« N,, o que é diferente do caso unidimensional, onde o nimero maximo de
sitios envolvidos ¢ da ordem de N,,.

A concordancia entre os resultados mostrados na Fig. 26 nos mostra a possibi-
lidade de estudar sistemas muito grandes do ponto de vista analitico e extrair informagoes

uteis do nosso modelo sem a necessidade de executar longas simulagoes. O esfor¢o com-

putacional necessédrio para esse tipo de abordagem é apenas devido as somas encontradas

na Eq. (2.25).
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2.2.5 Flutuacao da Energia para o Modelo Bidimensional

Além disso, podemos obter uma outra informacao 1til sobre a dinamica do

modelo que corresponde a flutuacao quadratica média da energia que é definida por

(Ag?) = Z Z Z % [/\:ﬂs(@iﬁd - ®i5)* + )‘Zjls(q)i—svﬂ' - ®ij)°
s 7 7

+ 2 - 2
07 (Pigas — i)™ + v (Pijos — i) (2.27)
onde os termos )\?:ﬂs e vl.iﬂs sao os mesmos utilizados anteriormente para a obtencao de

distribuicao de saltos.

A Fig. 27 mostra (A¢?) como fungao de k para diferentes niimero de particulas.
Como nés podemos ver, essa fungao tem um maximo em um valor especifico de k para
cada valor de N,, assim como no caso unidimensonal. Esse valor especial de x ¢ aquele
que definimos como k* = k*(N,).

A existéncia desse maximo pode ser, novamente, explicada observando o que
ocorre nos casos extremos. Para pequenos valores de x, o confinamento é fraco e a
probabilidade de ocupacao é muito pequena. Nesse caso, a existéncia de varios sitios

consecutivamente ocupados é improvavel e somente pequenos saltos com uma pequena

Figura 27 — Flutuagao média da energia como funcao de x para o modelo “pilha de
areia” de dois estados bidimensional confinado.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Os gréficos sao para diferentes valores de N,,. Os pontos sao
resultados analiticos computados pelos somatérios encontrados na Eq. (2.27). Nés definimos
k* = k*(INp) como o valor de k que corresponde para o maximo de cada curva.
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diferenga de energia sao frequentes. Ja no outro caso extremo, onde k é muito grande,
as particulas estao aglomeradas no centro do potencial e apenas poucos saltos sao aceitos
uma vez que as particulas ja estao nos sitios mais energéticos e um salto representaria
um aumento de energia (o que é improvavel devido ao fator de Metropolis). Quando
Kk &~ K* existe um balanco entre esses dois efeitos que permite saltos em varias ordens de
grandeza.

Aqui, vemos que a expressao analitica mostrada na Eq. (2.25) nos permite
calcular a distribuicao de saltos bem grandes, contudo para determinarmos o valor de x*,
é necessario calcular (A¢?) para diferentes valores de k, o que torna a tarefa demorada
e nos restringe a valores nao tao grandes de N,. Mesmo assim, foi possivel obter (A¢?)
para tamanhos razoavelmente grandes de N, ~ 160000, conforme mostra a Fig. 27.

Depois de obtermos x* podemos analisar como se comporta a distribuicao de
tamanhos de saltos para esse valor de k. Na Fig. 28, mostramos essa distribuicao para
diferentes valores de N,. Esses resultados foram obtidos através da Eq. (2.25) usando
k = k*. Como podemos ver, as curvas na Fig. 28 se superpoem quando dividimos o eixo

x por D e multiplicamos o eixo y por D, o que evidencia um regime invariante de escala

Figura 28 — Distribui¢ao de tamanho de saltos para o modelo “pilha de areia” de dois
estados bidimensional confinado.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Os gréficos sao para k = x* e diferentes valores de IV,,. Esse
resultado foi obtido através da Eq. (2.25) escolhendo S, de tal forma que S(s) é normalizada.
Os valores de D foram obtidos por meio da Eq. (2.26). A linha tracejada corresponde & uma lei
de poténcia com expoente —1.11.
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para k = k*. Nesse ponto, a distribuicao de saltos segue uma lei de poténcia por duas
ordems de grandeza em s/D com um expoente —1.0 seguido de uma pequena elevagao
para s/D =~ 1.

A elevagao que ocorre na Fig. 28 para s/D & 1 corresponde a saltos que ocor-
rem de uma ponta a outra do sistema. Esses saltos s acontecem quando um grande
nimero de sitios consecutivos se encontram ocupados, ou seja, quando um agregado

grande de particulas se forma na origem do sistema.

2.2.6 Agregados no Modelo Bidimensional

Como foi dito anteriormente, o crescimento desse agregado se d4 quando au-
mentamos o valor de k, contudo essa dependéncia com x nao é linear. Ao intensificarmos
o potencial gradualmente, a mudanca no tamalho do maior agregado parece ser pequena,
até que o agregado gigante comeca a crescer rapidamente a partir de um determinado va-
lor de k. A Fig. 29 mostra uma representacao instantanea da simulacao. Nela percebemos
o efeito de percolacao induzido pelo crescimento de k, onde um grande agregado comeca
a surgir na origem. Isso pode ser observado quantitativamente analisando a média do
tamanho do maior agregado, cujo valor é definido como

M = <maxf(";\lf’ 2, )> , (2.28)

p

onde {my, ma, ...} sdo os tamanhos dos agregados que aparecem em cada passo temporal.
O maximo é tomado em todos os agregados que aparecem em um passo de tempo 7 e a

média é feita em todos os passos de tempo.

Figura 29 — Representacao instantanea da simulacao do modelo “pilha de areia” de dois
estados bidimensional confinado.

r = 1.00 k= 2.96 x = 50.00

Fonte: Elaborada pelo autor. Essa figura corresponde a um sistema com 10000 particulas para
diferentes valores de k. Sitios com a mesma cor pertencem ao mesmo agregado. Observe o
tamanho relativo dos agregados e a formacao do agregado gigante na medida que x aumenta.
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Figura 30 — Fracao do maior agregado para o modelo °

bidimensional confinado.

‘pilha de areia” de dois estados
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Fonte: Elaborada pelo autor. Os graficos sao para a fracao do maior agregado M em
funcao da probabilidade de ocupagao no centro do potencial p, para diferentes valores
de N,. A figura interna mostra o desvio padrao de M em funcao de p,.

A Fig. 30 mostra como a média do maior agregado cresce quando intensificamos
o potencial. Por conveniéncia usamos p, em vez de k, uma vez que essas duas variaveis
estao diretamente relacionadas através da Eq. (2.24). Como podemos ver, a Fig. 30 exibe
um crescimento repentino no tamanho do maior agregado para p, ~ p. = 0.59274621(13),
onde p. é o ponto critico de percolagao na rede quadrada [83]. Desse modo, definimos esse
valor especial de k onde o tamanho do maior agregado instantaneamente aumenta como
K = K(po = pe) =~ 2.8213797.

No interior da Fig. 30, vemos o desvio padrao de M em fungao de p,. Como
podemos observar, existe um maximo para esse valor nas proximidades de p.. A inter-
pretacao disso é que nesse ponto, dois agregados grandes estao se unindo para formar um
agregado gigante, gerando assim flutuagoes no tamanho do maior agregado da ordem do
tamanho do segundo maior agregado. Contudo, algo importante de ser notado é que ao
contrario da percolagao tradicional, as flutuagoes diminuem na medida que aumentamos
N,. Esse efeito, provavelmente esta relacionado ao carater inomogéneo do sistema.

As semelhancas entre esse problema e percolacao tradicional, juntamente com
o fato de M crescer abruptamente para p, & p., nos faz acreditar que existe uma transicao

de fase nesse ponto. Para confirmarmos essa hipdtese, é conveniente estudarmos a distri-
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Figura 31 — Distribuicao de tamanhos de agregados para o modelo “pilha de areia” de
dois estados bidimensional confinado.

100 L ' ' o ' ' L y ' L ]

4 F k= 2.04 ]

107" ¢ K = 2.68 1
102 BN K = 2.82 _;

5 | < Kk = 8.89 ]

107 F k=217 —— 7
gl :
S0 :
1076 £ 3
1077 £ 3
1078 £ 3
1079 Lol — .

—
S
o

1073 1072 1071
m/Np

Fonte: Elaborada pelo autor. Os graficos foram obtidos através de simulagbes numéricas para
N, = 8000 e diferentes valores de . A linha tracejada ¢ uma lei de poténcia com expoente
—2.35.

buicao de agregados, que ¢é definida da seguinte forma

M(m) ~ lim AM.
At=oo - Nopagr

Onde m é o tamanho do agregado, M(m) é a fracao de agregados de tamanho m,
Neiag(m) é o nimero de agregados de tamanho m que apareceram num intervalo At
e Nejagr é o nimero total de agregados no mesmo intervalo At. A distribuicao de ta-
manho de agregados M (m) para diferentes valores de xk é mostrada na Fig. 31 Como
podemos ver existe um determinado valor de k onde M(m) segue uma lei de poténcia
com expoente —2.35. Uma analise mais cuidadosa revela que esse valor de x é justamente
K.

Na Fig. 32 mostramos novamente distribuicao de agregados, agora, para k = K’
e diferentes valores de V,. Como podemos ver as distribuicoes de agregados seguem leis de
poténcia em x = £’ para pelo menos duas ordems de grandeza em m/N,. Esses resultados,
qualificam a quantidade M como uma boa escolha para o parametro de ordem do nosso

sistema.
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Figura 32 — Distribui¢ao de tamanho de agregados em k = k’ para o modelo “pilha de
areia” de dois estados bidimensional confinado.

104 -""| ! ! ||||||| T T IIIIII| T T rrrrrig

. N,=1000 O ]

10° F "~ N, =2000 % -

s B N,=4000 A ]

~ UF Kg@‘\\ N,=8000 + 7
RTINS X O°.—235 ]
X [ + . j
= 10” £ A %dx E
i ¥ O~ i

S0 E ’ +Aci .
= 1072 | 1A KO '
i A X he b

1073 [ AT ]
1073 1072 10 10°

m/Np

Fonte: Elaborada pelo autor. Os graficos foram obtidos através de simulagbes numéricas para
k = £’ em diferentes valores de N,. A linha tracejada é uma lei de poténcia com expoente
—2.35.

2.2.7 Fronteira de Difusao no Modelo Bidimensional

Além do agregado gigante, outra estrutura interessante que podemos estudar
¢é a fronteira de difusao singular que é mostrada na Fig. 33. Aqui, utilizamos essa de-
nominacao devido as semelhancas com as frentes de diffusio de percolacao gradiente!s.
Diferente da frente de difusdo estudada por Sapoval et al. que “avanca’, a fronteira
de difusao atinge um estado estacionario onde seu movimento fica restrito a pequenas
flutuagoes. Para estudarmos melhor as caracteristicas geométricas dessa estrutura, utili-
zamos amostras aleatorias [84] de sistemas bem grandes sorteadas de acordo com pg(x, ).

Conforme mostra a Fig. 33, a fronteira de difusdo singular (sitios pretos na
Fig. 33) é definida como os sitios do maior agregado que sao primeiro ou segundo vizinhos
de um sitio do agregado vazio (sitios azuis na Fig. 33). Para os resultados apresentados
nessa secao, obtivemos a fronteira exatamente da defini¢ao, ou seja, detectamos os sitios
do maior agregado e verificamos, um a um, quais eram primeiros ou segundos vizinhos
dos sitios do agregado vazio. Como podemos observar, diretamente da definicao, nossa
fronteira de difusao singular também compartilha semelhangas com o perimetro externo

do maior agregado de percolagao. Vemos, na figura, que essa estrutura também apresenta

13Veja Sec. 1.4.1 para mais detalhes.
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Figura 33 — Fronteira de difusao singular para o modelo “pilha de areia” de dois estados
bidimensional confinado

Fonte: Elaborada pelo autor. Essa figura mostra uma rede quadrada bidimensional com
100000 particulas e k = 20.0 seguindo a probabilidade mostrada na Eq. (2.23). Os sitios
vermelhos sao sitios ocupados que pertencem ao maior agregado e os pretos sao os sitios da
fronteira de difusdao. Os sitios cinza sao sitios ocupados que nao pertencem ao maior agregado.
Os sitios brancos sao vazios, e os azuis sao sitios vazios que pertencem ao agregado vazio.
Nessa figura, existem 5960 sitios na fronteira de difusao singular.

um formato bem irregular com uma aparéncia auto-similar.

A Fig. 34 mostra a probabilidade de encontrarmos um sitio da fronteira de
difusao singular a uma certa distancia da origem. Aqui vemos, que existe um maximo
nessa probabilidade, o que sugere que existe uma regiao mais provavel dessa fronteira se
formar. Além disso, essa probabilidade aparenta ser simétrica com relagao ao méaximo,
o que nos permite definir o raio da fronteira como sendo a distancia média dos sitios da
fronteira com relagao a origem.

Na parte inferior da Fig. 34, mostramos o raio da fronteira de difusao R;
e na parte superior, mostramos o desvio padrao o da distancia dos sitios da fronteira
com relagao a origem. Como podemos observar, o raio da fronteira aumenta com k e

se aproxima de um valor maximo assintético, enquanto o decresce assintoticamente para



61

Figura 34 — Probabilidade de encontrar um sitio da fronteira de difusao singular para o
modelo “pilha de areia” de dois estados bidimensional confinado.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Os graficos mostram a probabilidade de encontrar um sitio da
fronteira de difusao singular a uma distancia r. Na figura interna, nés mostramos o raio da
fronteira de difusao. Aqui nés usamos N, = 10000000.

zero. Uma diferenga essencial entre nosso modelo e o modelo de difusao gradiente padrao
¢ interdependeéncia entre Ry e o, uma vez que ambos sao funcao de k. Essa caracteristica
nao possibilita mantermos um deles fixo enquanto variamos o outro.

Essa condigao limita os valores de Ry e o a valores proximos a condi¢ao onde
efeitos de tamanho finito interferem na forma fronteira de difusao singular. Na Fig. 35
fizemos uma analise de resolugao multipla [85,86] para determinar a dimensao fractal d;
da fronteira de difusao singular.

A analise de resolucao miltipla consiste em considerar todos os pontos a uma
distancia menor que um dado € de um conjunto que se quer medir a dimensao fractal.

Esses pontos formam um novo conjunto o qual a érea é dada pela lei de Richardson [86].
Ale) oc 279, (2.29)

Desse modo, a dimensao fractal de um objeto pode ser obtida verificando como 4 muda
com €.

Na Fig. 35, nés mostramos o gréafico de A contra e que permite a determinagao
da dimensao fractal da fronteira de difusao singular que é obtida pela inclinacao de

Ale)/e? o« e % mno gréafico log-log. Nessa figura, como podemos ver, existe uma mu-
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Figura 35 — Dimensao fractal para o modelo “pilha de areia” de dois estados

bidimensional confinado.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Determinagao da dimensao fractal através da analize de
resolucao multipla. A inclinagao da linha tracejada é —d; de acordo com a Eq. (2.29). Essa
linha representa a média da inclinacao para a maioria das curvas analisadas. A figura interna
mostra como dy cresce com o /Ry.

danca de comportamento onde dy passa de um valor médio de ~ 1.61 para ~ 1.0. Essa
mudanca esta relacionada a resolugao da nossa medida € que quando é muito baixa de-
tecta a fronteira como um circulo. Dessa forma, a dimensao que estamos interessados
corresponde a dy ~ 1.61.

Como foi dito, esse valor é um valor médio. Na verdade d; varia um pouco
entre df ~ 1.61 e dy ~ 1.7. No interior da Fig. 35, vemos como dy varia em funcao da
fracdo o /Ry, o que nos mostra que, para valores de /R proximos de 1, as estimativas
de ds sao acima de 1.61. Nessa figura, vemos que nesse limite, d; se aproxima do previsto

na literatura para a frente de percolacao gradiente que é 1.75 [80].
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3 CONCLUSAO

Nés estudamos os efeitos de um potencial de confinamento no comportamento
de um modelo “pilha de areia” de dois estados em uma e duas dimensoes. Uma equacao
de difusao nao linear foi obtida, para o caso unidimensional, a partir de uma descri¢cao
microscopica do modelo que se mostrou perfeitamente consistente com os resultados ob-
tidos por meio de simulagoes numéricas. Essa equacao, apesar de possuir singularidades
tanto no termo de difusao como no termo de arrastamento, possui uma solucao analitica
estacionaria para a probabilidade de ocupagao das particulas que maximiza a entropia de
Fermi-Dirac. Além disso, nossos resultados mostram que a introducao de um potencial
confinante para o modelo “pilha de areia” de dois estados unidimensional, se propriamente
ajustado, pode levar ao comportamento em lei de poténcia para a distribuicao de saltos,
o que ¢ bastante interessante, uma vez que sistemas unidimensionais normalmente nao
apresentam estados criticos nao triviais nem comportamentos em lei de poténcia. Esse
comportamento pode ser explicado em termos de nao homogeneidades introduzidas pelo
potencial confinante e flutuagoes complexas devido a dinamica da difusao singular.

Para o caso bidimensional, também conseguimos obter uma equacao de difusao
a partir da dinamica microscopica do modelo. De forma analoga ao que foi feito para o
caso unidimensional, obtemos também solugoes estacionarias para os perfis de probabi-
lidade de ocupacao. Diferente do caso unidimensional, encontramos dois estados onde o
modelo aparenta mostrar regimes invariantes de escala. O primeiro é observado quando
a probabilidade de ocupagao na origem aproxima do ponto critico de percolacao. Nesse
regime, observamos um comportamento similar ao que ocorre em percolacao, ou seja,
leis de poténcia na distribuicao de tamanho de agregados, assim como uma forma fractal
para a fronteira de difusao singular comum em percolagao gradiente. O segundo regime
é observado em confinamentos mais intensos, onde a concentragao no centro do potencial
se aproxima do valor maximo e um comportamento invariante de escala é observado para
a distribuicao de saltos. Nos encontramos, também, expressoes analiticas para as distri-
buigoes de saltos (em ambos os casos, unidimensional e bidimensional) que estavam em
perfeita concordancia com os resultados obtidos numericamente. Além disso, encontra-
mos também uma forma natural de definir o regime invariante de escala associado com a

difusao singular como o ponto onde as flutuagoes de energia sao maximas.
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APENDICE A - EQUACAO DE DIFUSAO PARA O MODELO DE
“PILHA DE AREIA” UNIDIMENSIONAL CONFINADO

Nesse apéndice, iremos desenvolver algums detalhes que foram omitidos na
Seg. 2.1.1 (veja pg. 36) a respeito do desenvolvimento analitico da equacao de difusao para
o modelo de “pilha de areia” unidimensional confinado. Como foi dito anteriormente, o
modelo descrito na Se¢. 2.1 corresponde a um processo de Markov, cujo o balango de

probabilidades pode ser escrito da forma mostrada na Eq. (2.1),

1
Piln+1 = Piln T+ Z 1,1 —1P4 |n pi|n)@i,i’ - Z apfi,i’—lpi\n(l - pi’m)gi’,i (A-l)
= i/ £
Nesse ponto, é interessante definirmos a probabilidade de encontrarmos k sitios consecu-

tivos ocupados em uma certa direcao como sendo

z|k H pzik’|n (AQ)

k'=1

onde, Q;Tk corresponde a probabilidade de encontrarmos k sitios consecutivos ocupados
a direita de i, e QZ_‘k corresponde a probabilidade de encontrarmos k sitios consecutivos

ocupados a esquerda de ¢. Usando a mesma notacao, podemos escrever

oo
+
= E @z,zikQZ‘k
k=1

como sendo a contribuicao para a probabilidade da particula chegar no sitio alvo em 7 e
este movimento ser aceito pelo fator de Metropolis, e

oo

AT =) (1= pizk) O Uy

k=1
como a contribuigao para a probabilidade da particula sair do sitio fonte em ¢ e este
movimento ser aceito pelo fator de Metropolis. Note que o termo (1 — p;1y) aparece
porque a particula saindo de ¢ deve chegar a um sitio em ¢ + k£ desocupado.
Uma analise mais cuidadosa das derivagoes anteriores nos permite escrever a
Eq. (A.1) de tal modo que

Pilnt1 — Pijn _ (1— pi|n)(
T 2T

=t 4 5) = Plr At A
=1 _'_“z) 2%* (Az +Az ) (AB)
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O primeiro fator no lado esquerdo da equacao anterior é a contibuicao para a probabilidade
de a particula chegar de um sitio fonte qualquer da rede. O segundo fator no lado esquerdo
da equacao Eq. (A.3) é a contribuigdo da probabilidade da particula ir para um sitio
qualquer da rede.

A equacao de difusao pode, entao, ser obtida dividindo o problema em trés

casos. No primeiro caso, iremos considerar % > 0 na Eq. (A.3). Desse modo?,

Piln+1 — Piln = —B(P;—B;_ _
k:l
1 _
- E’p”" Z [(1 - pz+k|n) ~A(®irk=:) Q;Tk 1 + (1 - psz|n)Qz|k,1] .
k=1

Expandindo p;sx, = p(x £ ko, t), em torno de kd — 0 podemos escrever a Eq. (A.2) da

seguinte forma?

k(k+ 1)~ ,  k(k—+1)(2k+1) 6
Y L G P LU (G >_p,,]
2 6 2
1 ~
+ pf? {2 4k(k+1)(3k2 k—2)52(p')2], (A.4)

2 . e
onde p' = %, Pl = % e termos de ordem superior a §% foram desprezados. Do mesmo
modo, podemos também expandir os fatores e A(®i=®i-k) ¢ ¢=A(Pitr=Pi) até a segunda

ordem para obter,

Piln+1 — Piln 1 «— _
— = T 3= Z [qu + €0 — (Q;qu + Qi\k—l)]

=
k=1
— B;(S i k [QZ_VQ — PiQi_\k —p <Q;|Lk71 - Q:Tkﬂ
k=1
. ﬁzy i R [0, — o+ (2, — )]
k=1
AR ST S (A T

onde calculando cuidadosamente os somatérios®, obtemos

- 50 [ 1 0 ~
3~ o+ (9, +05)] = P[22 50] w0

k=1

1A condicdo ‘é—i’ > 0 é utilizada para assegurar que 9, > ®, quando k' > k, para os saltos mais

provéaveis (saltos pequenos).
2Para mais detalhes na obtencdo de Qii‘k a partir da Eq. (A.2), veja o Apéndice B.
3No Apéndice B, encontram-se também os detalhes referentes ao calculo desses somatérios.
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- o) pP+dp+1  2p(2p+1) =
kz:; k _Qi\k sz|k (Qi|k71 Qi\k)_ = 5 [ (p— 1) (p— 1) +0(57),
— 2o o Lo\ o [etp) PP 4p)
kz:; k _Qi|k P8y, +p (Qi|k71 Qi\k)_ = 2 [(1 —pp (1= p)p? +0(0),
=T 7 7p? +10p + 1 ~
2 + T N / p)
kz:; k _Qi\k PSY, — (Qi|k—1 - Qi\k)_ = —dp W +0(5%)

que, quando substituidos na Eq. (A.5), resultam em

dp O 1+p 0p L, PP +4p+1 0 2p(2p+ 1)
-z — o _
5 = Pox [ aos) 0o [T -

s [P +p) PP +p)
- Do R - o)

Onde os limites 7 — 0 e & — 0 foram feitos consistentemente de tal forma que

70 27
6—0
Para o segundo caso, iremos considerar 22 < 0 na Eq. (A.3). O desenvolvi-

mento é similar ao feito anteriormente para > 0, de modo que

[e.e]

Piln+1 — Piln B(P;—D;
k:l
1 - o
- ﬁpiln Z [(1 - pi—i—k)Qz—'kal + (1 = pix)e Plin QZ)Qi\kq] (A7)
k=1

Analogamente, expandindo e #(®i=®itk) ¢ ¢=A(®i—k=®) ohtemos

Piln+1 — Piln

T

[ i+ D= 2 (Vs + )

|M8

v G Z’“[z\k SEICTRE]

@//52 .~ ) N
+ Zk [ ilk sz’|k+p( ilk—1 Qz|k>:|

n 52 252 ikz [ fe— P — (Q;lk ) Q;VC)] : (A.8)
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onde os somatdrios podem ser calculados e escritos da seguinte forma?

~ ) _ 2
. N1 = [P 20(20 4 1) =2
S— . . N1 e+ (1 +p)
Z k _Qﬂk — P +p (Qﬂk—l - Q|k> =2 {(1 —pp (1—p)3 +00),
00 _ B A\ 7p + 10p +1
2 = I 7
Z K2 — o, — (Qilk—l - QIk) = o FTa—pr ¢ o)

que, quando substituidos na Eq. (A.8), nos fornecem a seguinte equagao

B o1 0 24 4p+1 2p(2p+1
p D_{ +p p}+ ﬁ¢,p,{p+p+ _ 2p(2p+ )}

ot Tor|(1-pPor (p—1)* (p— 1)
- o[- 5] *
No terceiro e tultimo caso, iremos con81derar = 0 na Eq. (A.3), de modo que
M = =1 pi kf: [% + Qi—lk}
- Qép S [ = e + =] (A1)
k=1
que pode ser reescrito como
Pt P LS o —p (2 + 95 (A1)
k=1

cujo somatério ja foi calculado e corresponde ao primeiro somatério mostrado na Eq. (A.8).
Substituindo esse somatério na Eq. (A.11), obtemos

8p_D(9 [(1+p 8p]'

ot oz )3 Ox (A-12)

Aqui, vemos que a Eq. (A.12) é a mesma mostrada na Se¢. 1.3.4 para o modelo de
Carlson et al. [32] onde nao hé potencial. Além disso, as Egs. (A.6), (A.9) e (A.12) para

os trés casos podem ser escritas de uma forma geral como

p*+dp+1—4p° —2p p(1+p)
(p—1) (1=p)*

4Veja que o primeiro somatério mostrado na Eq. (A.8) corresponde ao mesmo mostrado em Eq. (A.5).

] + DB [

o _ 9 {(Hp dp }JFDM)//

ot ox )3 Ox




ou em uma forma mais compacta onde

O _ 0 [14p O
ot T ox [(1-p)ox

+ 0

que corresponde a Eq. (2.2), mostrada na Seg. 2.1.

(1+p) d®
(1—p2"de

68

(A.13)
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APENDICE B - SOMATORIOS DA EQUACAO DE DIFUSAO PARA O
MODELO DE “PILHA DE AREIA” UNIDIMENSIONAL
CONFINADO

Nesse apéndice, iremos desenvolver algums detalhes que foram omitidos no
Apéndice A arespeito do desenvolvimento analitico dos somatérios encontrados na equagao
de difusao para o modelo de “pilha de areia” unidimensional confinado.

O primeiro ponto que iremos discutir, consiste na correspondéncia entre as

Egs. (A.2) e (A.4). Para isso, partiremos da Eq. (A.2),
z\k: H Pitk'|n, (Bl)
k=1
onde expandimos p;i /|, em torno de &’ 5 — 0 obtendo

-0 /252 82
Topt 5 g T O@).

Pitk'|ln = pik(s

Subtituindo a expansao acima na Eq. (B.3), obtemos um produtério de um soma

k 27
8p k'“6% 0%p ~
+ _ 3
Q=11 |r (ik O+ 5502 | | +O0),
k=1
que pode ser convertido nos somatorios abaixo,
k 1252 02
Qf = Pk+Pk_lz<ik68§ S )
k=1
k k 2% 27
_ 8p k<62 0%p 8p k"6 0%p ~
b2 S — | | £ — 5%).
+PZ[Z( 9z 2 0 oz "2 aar )| TO0)
k=1 Lk/=k/+1
Desenvolvendo os somatérios em k' e k”, obtemos
k(k+1)~,  k(k+1)(2k+1)6°
in\k — pk—i-pk*l :|:( +)5p/+ ( +)6< +)?p//]
1 ~ ~
+ pf? {24k(k+ 1)(3k* — k — 2)6° (p/)Q} +0(8%), (B.2)

onde p' = ax, o 2’2’. A Eq. (B.2) corresponde & Eq. (A.4), mostrada no Apéndice A.

O segundo ponto que iremos discutir nesse apéndice, consiste nas consideracoes



70

feitas para o célculo dos somatoérios mostrados nas Eqs. (A.5), (A.8) e (A.11). Conside-

remos o primeiro somatério apresentado na Eq. (A.5),

Z [Q:Tk + Q;\kz -p (Q;Tk—1 + Q;\kz—l)] = (Sz‘Tlc - p'SiTk—l) : (B.3)
k=1 k=1
onde
Sii = b £,

Nesse ponto, é conveniente reescrevermos ij da seguinte forma

2

3 N N
0= 4 (“W + Bk;p’/> 4B 20F () + O,

onde

@, Bkzk(“l)é%ﬂ) e Ckzik(k+1)(3k2—k—2)

Ay =

Dessa modo, podemos escrever S;lrk da seguinte forma

. N
St = P+ (AM;P' + B’“EP”> +pM72C0% (0" +

2

~ 5 -~ ~
+ ! (—AMW + B’ﬁp") +p"72Ck6% () + O(57)
_ 2pk + pk_lb’kg%” + ka—ZCkg2 (p/)Q + 0(53)
De froma andloga, podemos obter pS;‘rk_1 que pode ser escrito como

R ~ 6’ .
pSsz—l = p pk 1+pk 2 (-Ak;—lép,‘f‘Bk—l?P”) +pk SCk_152 (,0/)2+

- 5 ~ =
+ P4 <_-Ak—15p, + Biy EP/) + 075107 ()] + 0(8°)

- [ka—l 4 2B 182 4 2083, 182 (p/)ﬂ i 0(3“3)'
Dessa forma,

Si-‘i-k _ pSszq _ ka + pklekEQp// + 2p’€*26k52 (p’)2
N ka; N pk—lBk_ngP// B 2pk_2Ck_152 (pl>2 + 0(53)
= PN B — Bi)d%" + 20872(Ch — Gt ) (0)° + O(8%)

— 52 [pkflkzp// + pk—Z(k _ 1>k2(pl)2:| + 0(53)
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_ 3 [ e ,)} O, (B4)

Substituindo o resultado encontrado na Eq. (B.4) no somatério mostrado na
Eq. (B.3), obtemos

Z [ ikt z|k -p (Q;Tk—1 + Qz’Tk—l)} = ( ilk pSz‘Tk—l)
1 k=1

- oE [

oo oo
k=

)

pode ser escrito da seguinte forma,

+0(8%),

onde o somatério Y o, pF1E?

OOQkfl_i . )y _ d | d .
St () - it (0]

cujo somatério Y oo, p*F que pode ser facilmente calculado
DIIED SIS 3.
k=1 k=2 k=1
- p
> -
k=1

Dessa forma, podemos escrever,

- _ d d p 1+p
-4l ()
,; dp | dp \1—p (1—p)

e entao obtemos

= -0 | 14+p 0Op ~

+ - + = _ 3
Z [Qﬂk + Qz‘\k P <Qi|k—1 + Qz‘\k—l)] =90 o [( 3 9p +0(67),
k=1
que corresponde ao primeiro somatério apresentado na Eq. (A.5). Os demais somatérios
que aparecem nas Eqgs. (A.5), (A.8) e (A.11) podem ser calculados de forma analoga ao
que foi feito aqui. De modo geral, é conveniente escrevé-los em termos dos Sﬁk que no

final resultarao em somatérios que podem ser obtidos a partir do > /-, ok
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APENDICE C - DISTRIBUICAO DE SALTOS PARA O MODELO DE
“PILHA DE AREIA” UNIDIMENSIONAL CONFINADO

Nesse apéndice, abordaremos alguns detalhes a respeito da obtencao da distri-
buicao de saltos do modelo de “pilha de areia” unidimensional confinado apresentado na
Se¢. 2.1.5. A distribuigao de saltos analitica para esse caso corresponde & Eq. (2.13) que

foi escrita da seguinte forma

ils

ﬁz‘;O
2

S(s)ocz

onde P, foi definido como a probabilidade estaciondria de encontrar o k-ésimo sitio

[)\;‘: + A.—} , (C.1)

ocupado, dado que m sitios anteriores estdo ocupados. Como foi dito anteriormente py.,
é essencialmente diferente da probabilidade de ocupacao estaciondria pg (ko).
Podemos ver isso claramente, se definimos a seguinte aproximacao alternativa

para a distribuicao de saltos

g(s) o Z pStéM) [XIS A } , (C.2)

i|s

onde X;‘ts sao definidos de forma similar ao que foi feito para )\Z.is, substituindo py.,, por
Pt (KO).

i+s—1

N = [ = pal(i £ 9)0)@uss T pulko).

k=i+1

Para pequenos saltos, S(s) e S(s) sdo aproximadamente iguais. A primeira
vista, a aproximagao mostrada na Eq. (C.2) pareceria até mais “correta” que a distribui¢ao
de saltos original Eq. (C.1). Contudo, quando comparamos as duas distribuigoes (veja
Fig. 36), observamos que S (s) prevé uma probabilidade diferente de zero para s > N,,.
Isso esta necessariamente errado pois é impossivel haver um salto maior que o nimero
total de particulas. Isso ocorre porque, apesar de S (s) se aproximar rapidamente de zero
para s > N, pg nunca € zero e consequentemente o produtério encontrado na Eq. C.2
também nunca serd zero.

Desse modo, para calcularmos a probabilidade de encontrarmos m sitios con-
secutivos ocupados temos que considerar que cada sitio que consideramos ocupado reduz

o numero de particulas que podem ocupar o proximo sitio da sequéncia. Isso justifica
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Figura 36 — Aproximagoes da distribuicao de saltos para o modelo de “pilha de areia” de

dois estados unidimensional confinado.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Aqui vemos as duas aproximagoes S(s) e S (s) para a distribuic¢ao
de saltos. Observe que S(s) prevé uma probabilidade diferente de zero para s > Np.

o fato de utilisarmos a probabilidade condicionada py., (probabilidade de encontrarmos
o sitio k ocupado dado que m sitios anteriores estao ocupados) em vez de pg(kd) para
escrevermos a expressao correta, mostrada na Eq. (C.1), para distribuigao de saltos.
Para obtermos py,, conforme foi dito anteriormente, consideramos que cada
Pr:m do produtério mostrado na Eq. (C.1) continua seguindo uma distribuigao de Fermi.
Porém a condicao de normalizagao deve ser modificada de modo que nao precisamos
somar sobre os m sitios que sabemos que estao ocupados e a condi¢cao normalizacao tem

que levar em consideragao apenas as N, — m particulas restantes

k—m—1

Z e +Z1 s = Ny —m. (C.3)

i=k

Para o potencial ®(x) = k|x|, esses somatérios podem ser aproximados por integrais da

forma '
i 1 1 (if+1/2)8 1

S S S )
f; 1 _I__ efb —Hk;m 5 (20—1/2)6 1 _I_ elﬁ‘lv'*y‘k;m

que pode ser escrita em termos das seguintes integrais exatas

1 [% 1 1 [ 1 1 1+ e~ Feithkm
Z S /7 —— —dr=—1n
6 Jy, 1+ enlelmrmm 6 Jy, 1+ ermrum oK 1+ e=5s Thsm
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Figura 37 — Primeiro caso para o célculo da condicao de normalizacao.

1 : : 6
§~—Regiéo excluida
0.8 ¢ O(x) 15
14
061
\H: 13 \g/
S04
12
0.2 +
pst<33) 11
0 0
-2 =15 -1 =05 0 0.5 1 1.5 2
X

Fonte: Elaborada pelo autor. Nesse caso, toda a regiao excluida (regido em cinza) encontra-se
a esquerda da origem. Os somatérios mostrados na Eq. C.3 correspondem aproximadamente &
area mostrada em laranja na figura.

paraxy > x; > 0e

1 [ 1 1 [ 1 1 (14 enostimm
—/ —dx:—/ = — ("
§ Jy, 1+ eflel=rmm 0 Jy, 1+ e retum oK 1 + ef®ithem

para x; < xy < 0. No caso z; < 0 < xy,

1 [% 1 1 0 1 s 1
- / ——dx = = / —dr + / dx )
5 i 1 _|_ e"i|x|_ﬂk;m 5 i 1 + e_nz_:u'k;m 0 ]_ _|_ eﬁz_ﬂk;m

1 (14 etrim)? ]

- 1
oK n (1 4 erzitrem) (1 4 eref Thim)

Dessa forma, ao considerarmos os somatérios mostrados na Eq. (C.3), temos
que dividi-los em outros somatorios que podem ser escritos em termos das integrais mos-
tradas anteriormente. De modo geral, a divisao dos somatdérios encontrados na Eq. (C.3)
depende da regiao excluida onde sabemos que existem particulas, de forma que podemos
considerar trés casos.

No primeiro caso, a regiao excluida se encontra totalmente a esquerda da

origem, conforme mostra a Fig. 37. Desse modo,

k—m—1 1 1 (k—m—1/2)¢ 1 1 " s
F— N - —_ R(R—m— Hk;m
Z 1 + eq:.ii'uk;m 6 /—OO 1 + e"':|z|_.u‘k;m dz 6,€ ln(l t+e € )

i=—00
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Figura 38 — Segundo caso para o calculo da condigao de normalizagao.

1 : : 6
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Fonte: Elaborada pelo autor. Nesse caso, toda a regiao excluida (regido em cinza) encontra-se
a direita da origem. Os somatérios mostrados na Eq. C.3 correspondem aproximadamente &
area mostrada em laranja na figura.

e
= 1 1 [~ 1 1 (1 4 erwm)?
Z D —pg, -5 Klx|— dr = —1In K(k—1/2)6 ppi;
p L+ e®imtem 0 Jg_1/9)5 1+ efl#I—Hbm 0K 1+e eHhim

substituindo na Eq. (C.3) obtemos,

1 1
& ln(]_ + eﬁ(k—m—1/2)5eﬂk;m) _|_ % ln

=N, —m.

(1 + etwm)? ]

1+ eri(k—1/2)6 plik;m

Se aguparmos os logaritimos e aplicarmos exponencial dos dois lados nessa equacao, che-

gamos a
(1+ euk;m)2(1 + euk;mencs(k—m—l/?)) _ ené(Np—m)(l + euk;mef-c&(k—l/?)) =0 (C.4)

que corresponde a Eq. (2.16) mostrada na pg. 41. No segundo caso, iremos considerar que
a regiao excluida se encontra totalmente a direita da origem, conforme mostra a Fig. 38.

De forma similar ao caso anterior, temos

g 1 1 [mm=1/2)5 1 1 (1 + et 2
Z — == —————dr=—1In
) ]_ + eri Hk;m 5 oo 1 + eH|-'l7|_,u‘k;m 5,{/ 1 _|,_ e—n(k—m—1/2)6euk;m
i=—00
€

©© 0o
Z == L dr = B In(1 + e "k=1/23ghrimy
ik 1+ e®irem ) (k—1/2)5 1+ ezl —pim oK
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Figura 39 — Terceiro caso para o célculo da condicao de normalizacao.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Nesse caso, a origem se encontra dentro da regidao excluida
(regiao em cinza). Os somatérios mostrados na Eq. C.3 correspondem aproximadamente a area
mostrada em laranja na figura.

substituindo na Eq. (C.3) obtemos,

1 (1 + eem)? 1 —k(k—1/2)8 g
Sk In 1 + e—r(k—=m—1/2)d pptksm + Ok In(1+e ettm) = Np —m.

Se aguparmos os logaritimos e aplicarmos exponencial dos dois lados nessa equacao, che-

gamos a
(14 etsm)2(1 + euk;mefné(kflﬂ)) _ eﬁé(prm)(l + 6ﬂk;me*"6(k*m71/2)) =0. (C.5)

No terceiro caso, consideramos a origem dentro da regiao excluida, conforme

mostra a Fig. 39. De forma similar aos casos anteriores, temos

k—m—1 1 1 (k—m—1/2)6 1 1 " .
T P 5 P = — KiR—m— Hk;m
Z 1+ e®iHrm 1) /_OO 1 + erlzl—tim dx ok In(1+e e )
e
©© 00
Z ; = 1/ ;dw — i 111(1 + 6_H(k_1/2)66“k;m)7
ik 1 4+ e®i—Hrm ) (k—1/2)6 1+ ehl Tl —tm Sk

substituindo na Eq. (C.3) obtemos,

1 1
5_ ln(l + en(k—m—l/Q)éeuk;m) + 5_ ln(l + e—n(k—l/Z)éeuk;m) — Np —m.
KR KR

Se aguparmos os logaritimos e aplicarmos exponencial dos dois lados nessa equacao, che-
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gamos a

(1+ euk;mené(kfmflﬂ))(l + euk;meffe&(kflﬂ)) e (Np—m) (C.6)

que corresponde a Eq. (2.17) mostrada na pg. 41. Desse modo, o célculo da condigao
de normalizagao mostrada na Eq. (C.3) recai em uma equagao cubica em e ™ como as
mostradas nas Egs. (C.4) e (C.5) ou numa equagao quadratica em e**m como a mostrada
na Eq. (C.6). Apesar dessas equagbes possuirem mais de uma raiz, apenas uma delas
possui valor real positivo que corresponde a raiz que estamos procurando uma vez que
ef'km > () necessariamente.

As raizes dessas equagoes podem ser encontradas analiticamente por meio dos
métodos de Cardano-Tartaglia e Bascara de tal forma que ao encontrarmos o valor de

etrm  podemos substitui-lo na equagao

1
- 1 _|_ eﬁ[q)k_ll/k;m] ’

Pk;m

para obtermos o valor de p., e utiliza-lo para encontrar os valores de )\j.lts que aparecem
na Eq. (C.3).
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APENDICE D - EQUACAO DE DIFUSAO PARA O MODELO DE
“PILHA DE AREIA” BIDIMENSIONAL CONFINADO

Nesse apéndice, iremos desenvolver algums detalhes que foram omitidos na
Sec. 2.2.1 a respeito do desenvolvimento analitico da equacao de difusao para o modelo
de “pilha de areia” bidimensional confinado. Como foi dito anteriormente, o modelo
descrito na Seg. 2.2, também, corresponde a um processo de Markov, cujo o balanco de

probabilidades pode ser escrito da forma mostrada na Eq. (2.19),

Pijin+1 = Pign
1
+ D 3 Piipw (L = pigin)Oiiy
i i
1
— Z Zpi,zul\jpi,ﬂn(l - Pi',jln)@i’,ilj
i #i
1
+ > 7 Pisg-10ig1(L = pigin) Oy
i'#i
1
- > 1D =1Pijin(1 = Pigin) Oy, (D-1)
i'#i
Nesse ponto, ¢ interessante definirmos a probabilidade de encontrarmos k sitios consecu-

tivos ocupados em uma direcao como sendo

k k
+ =
g = [ oy e Ui = 11 piser

k=1 k=1

onde Qij . € usado para a direcao horizontal e \I/Z?tj‘

il . € usado para a direcao vertical. Dessa

forma, podemos escrever
[e.e]
=+ _ 0T
=i Z @Mik‘]Qi,j\k
k=1

como a contribuicao para a probabilidade da particula chegar na fonte pela direcao hori-

zontal e

oo
+ _ +
Fi,j = E :@i\j,jik\l}i,ﬂk
k=1
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como a contribuicao para a probabilidade da particula chegar na fonte pela direcao ver-
tical. Similarmente, podemos escrever

o0

n +
NS = (1= pisk )i sy
k=1

como a contribuicao para a probabilidade da particula sair do sitio fonte na direcao

horizontal e
(o)

n +
Y5 =) (1= pijer) Qi U7y

k=1
como a contribuicao para a particula sair do sitio fonte na direcao vertical.
Uma andlise mais cuidadosa das derivacoes anteriores nos permite escrever a

Eq. (D.1) de tal modo que

Pijin+1 — Pigjn (1 - pi,j) —+ — + —
= = IES &+ &+ + 1)
Pij a+ - + -
= G A T T, (D-2)

A equagao de difusdo para esse problema pode ser encontrada através da Eq. (D.2),

similarmente ao que foi feito para o caso unidimensional resultando em

(1+p)
(1—=p)?

que corresponde a Eq. (2.20) encontrada na Seg 2.2.1.

9 _ py.|0+t0)

ot A= P Pa )y

pV D (D.3)



A LetTers JournaL ExpLORING
THE FRONTIERS OF PHysics

APENDICE E - ARTIGOS PUBLICADOS

January 2015

EPL, 109 (2015) 14007
doi: 10.1209/0295-5075/109/14007

www.epljournal.org

Singular diffusion in a confined sandpile

R. S. PIrES, A. A. MOREIRA, H. A. CARMONA and J. S. ANDRADE jr.

Departamento de Fisica, Universidade Federal do Ceard - 60451-970 Fortaleza, Ceard, Brazil

received 17 November 2014; accepted in final form 18 December 2014

published online 22 January 2015

PACS 45.70.Cc — Granular systems: Static sandpiles; granular compaction
PACS 68.43.Jk — Diffusion of adsorbates, kinetics of coarsening and aggregation
PACS 05.10.Ln — Computational methods in statistical physics and nonlinear dynamics:

Monte Carlo methods

Abstract — We investigate the behavior of a two-state sandpile model subjected to a confining
potential in one and two dimensions. From the microdynamical description of this simple model
with its intrinsic exclusion mechanism, it is possible to derive a continuum nonlinear diffusion
equation that displays singularities in both the diffusion and drift terms. The stationary-state
solutions of this equation, which maximizes the Fermi-Dirac entropy, are in perfect agreement
with the spatial profiles of time-averaged occupancy obtained from model numerical simulations
in one as well as in two dimensions. Surprisingly, our results also show that, regardless of dimen-
sionality, the presence of a confining potential can lead to the emergence of a power-law tail in

the distribution of avalanche sizes.

Copyright © EPLA, 2015

Introduction. — Physical processes involving anoma-
lous diffusion are typically associated with systems in
which the mean square displacement of their elementary
units follows a nonlinear power-law relationship with time,
0% oc t*, with an exponent a # 1, in contrast with linear
standard diffusion (v = 1). Instead of being a rare phe-
nomenon, as suggested by its own denomination, anoma-
lous diffusion, however, appears rather ubiquitously in
Nature, playing an important role in a variety of sci-
entific and technological applications, such as fluid flow
through disordered porous media [1], surface growth [2],
diffusion in fractal-like substrates [3-7], turbulent diffu-
sion in the atmosphere [8,9], spatial spreading of cells [10]
and biological populations [11], cellular transport [12], and
cytoplasmic crowding in cells [13]. Anomalous diffusion
can also manifest its non-Gaussian behavior in terms of
nonlinear Fokker-Plank equations [14-18], which is the
case, for example, of the dynamics of interacting vortices
in disordered superconductors [19-22], diffusion in dusty
plasma [23,24], and pedestrian motion [24].

The extreme case of nonlinear behavior in diffusive
systems certainly corresponds to singular diffusion. For
instance, in some physical conditions, the diffusion of ad-
sorbates on a surface can be strongly nonlinear [25-27],
with a surface diffusion coefficient that depends on the
local coverage 6 as, D o< |0 — 0.|”“. The study of surface-
diffusion mechanisms is crucial for the understanding of
technologically important processes related with physical

adsorption [28] and catalytic surface reactions [29-31].
In particular, a singularity in the coverage dependence of
the diffusion coefficient is frequently associated to contin-
uous phase transitions [27].

A direct connection between singular diffusion and self-
organized criticality [32] has been disclosed by Carlson
et al. [33,34] in terms of a two-state one-dimensional sand-
pile model with a driving mechanism, where grains are
added at one end of the pile and fall off at the other end.
Besides exhibiting a self-organized state, the continuum
limit of this simple model leads to a nonlinear diffusion
equation, where the diffusion coefficient not only depends
on the local density, but also displays a singularity at a
“critical” density value [33-37]. Indeed, some aspects of
this model remain to be elucidated, specially due to the
fact that the most prominent sign of criticality, namely
long-range power-law spatial correlations, is not present
in the original setup of the simulated dynamical system.
Here we show that the addition of a confining potential
to the two-state sandpile model leads to power-law tails
in the distribution of avalanche sizes [38] in both one- and
two-dimensional versions of the theoretical model. More-
over, our results reveal that the continuum description of
the model contains singular nonlinearities in both the dif-
fusion and drift terms of the resulting partial differential
equation for the transport process.

Model formulation. — The microscopic model inves-
tigated in this study consists of an one-dimensional lattice
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= 0O

Fig. 1: Illustration of the model. A grain moves if A¢;; < 0
or £ < e A% ¢ e [0,1]. As a result, the average density p
has a maximum in the region where ¢ is minimum.

on which N particles are placed in such a way that the
height h(7) of each site is either 1 or 0 (see fig. 1). At each
step, one grain is chosen randomly to move to the left or to
the right with equal probability. If the nearest neighbor in
the chosen direction is occupied, the grain jumps instantly
to the next-nearest neighbor in the same direction. If this
site is also occupied, the particle keeps jumping until it
finally reaches an empty site j [33]. This type of exchange
driving mechanism for closed systems has been previously
introduced in the context of fluctuations and local equilib-
rium in self-organizing systems [34,39]. Here, an external
confining potential is applied to the system by introduc-
ing a non-uniform transition probability from site i to j.
Precisely, each site at a position z; = id, with ¢ being
the lattice spacing, and ¢(z;) the potential energy. For a
given transition, we compute Ag¢; ; = ¢(x;) — ¢(x;) and
use the following Metropolis rules:

h(i) — h(i) — 1 . ‘ A
h(j)ah(j)ﬂ} ifAgsy <Oor&<w=e ’
h(i) — h(i)

W) — h(j)} if Ag;; > 0and £ > w,

where ¢ is a uniform random number in the interval [0, 1],
B =1/kgT, T is the temperature of the thermal reservoir
in contact with the system, kp is the Boltzmann constant,
and we count one unit of time for every N grains moved.
The effect of decreasing the temperature is equivalent to
increasing the strength of the external potential.

A continuum limit for this microscopic model can be
obtained rigorously. If we let p; = p(z;, t) be the prob-
ability that site i located at x; is occupied at time t and
¢; = ¢(z;), a master equation can then be written as

api 1 & .
8; = —{5 Z:: (1 — pipy) min[1, e~ P@ri— H Pitk

- )
+3 Z — Pi—j nlll’l[l 67ﬁ(q)1 7 4)')] H Pi— }

=1 k=1

1-p) j
i { me e ﬁ(¢z*¢i+1)] H Pitk
k=1

oo J
+ 7Zm1n1 e Bloi—dimj) H } (1)

l\?)—‘

+

l\?)—‘

where 7 is the average time between transitions. The first
term on the right side is the transition rate corresponding
to site ¢ being occupied at time ¢ and loosing the grain,
while the second term accounts for the transition rate for
an empty site ¢ to gain a grain. To obtain a continuum
equation, we take the limit of (1) where ¢ and 7 go to
zero, while D = §2/(27) is kept constant. In this way, and
keeping terms of order up to §2, we arrive at the following
non-linear diffusion equation:

dp _ 0 [(A+p) 9p  (1+p)
E*Dazh PP o " (1= p)?

820 @

Details of this derivation can be found in next section.
Equation (2) can be related to a nonlinear Fokker-Planck
equation (FPE) of the form,

ap 17} adp 17}

—=—1Q — — [A(z)¥ 3

i [0 - raweel. @
with Q(p) = D(1 + p)/(1 - p)*, A(w) = ~dg(x)/dz, and
U(p) = DBp(1+ p)/(1 — p)%. Considering the FPE (3),
with dF/dt <0, where F =U —~S, U = [ dap(z, t)d(z),
and the entropy taken in a general form as S[p] =

[ da g[p(x)], with g(0) = g(1) = 0 and d*g/dp* < 0, we
obtain [22,40]
B o)1
T4 Swp) Emao @

where v is a positive Lagrange multiplier. This equation
has a solution in the form

—plnp—(1—p)In(l —p)
By '

for which the entropy S[p] = [ dx g[p(z)] reduces to the
entropy of a Fermi gas, with v = 7. The functional Q(p)
physically corresponds to a diffusion coefficient which de-
pends on p(z, t). Clearly it diverges for p = 1 and the dif-
fusion coefficient has the same form as for the case without
the external potential [33]. The functional ¥(p) is related
to a drift due to the external potential, and also diverges
for p = 1.

The stationary state solution for eq. (2) can be readily
obtained by imposing that dp/dt = 0, and both p(z) and
Op/Ox go to zero as © — +oo. Also, since the dynamics of
eq. (2) should maximize the Fermi entropy (5), we should
expect the stationary distribution of the confined system
to converge to equilibrium, therefore, p(x) should converge
to the Fermi distribution

g(p) =

)

1

P(®) = T A (©)
where the integration constant p relates to the chemical

potential, and can be determined by the normalization

< opla,t)
/ “Dag =N, G

—00
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pst()

pst('r)

Fig. 2: (Color online) Comparison between numerical and an-
alytical stationary-state solutions for the occupancy density of
the confined two-state sandpile model in 1D. Numerical results
are for a system with N = 4000 grains, 5 = 1, and potentials
given by ¢(z) = klz|", withn =1, 2, 3 and 4. The & values are
3.0 (blue circles), 8.5 (red stars) and 28 (black triangles). The
analytical results are given by the solution (6) with no fitting
parameter and shown as solid lines for all values of . In all
simulations, we use § = 1/N.

Derivation of the continuous equation. — Treating
p as a continuous function in time p;(t = n7) = p(i;n), we
can write explicitly the master equation of our process as
shown in eq. (1),

i _ 1 INS (g 4 oAb
g~ a1 p) L SRS,
1 o0
- Zﬂz Z [(1 - pz+k) ARGk S}:rfl
k=1
(1= pi k)i (®)

where A¢; ; = ¢; — ¢, and S5 = H§:1 pi+;. We can ex-

pand the factor e=#(®i+£=%) up to second order to obtain

d 1 & _ _
- = ;Z [y +Sp —p(Siy +5:1)]

ot
- f:k Si = Si — (S, - 57)]
+ ¢”62ik2 e — Sy oS = 5D)]
. Mi/ﬁ (S5 = pSy = 2 (S0 = SD)). )
=

where terms of order superior to 62 have been neglected.
Moreover, approximating p; as a continuous function in

107 T T
10'F
10°F
S0
& 02k K
3fF 394 O
0°F Ty R
107 406 A )
102 10 10°
s/
Fig. 3: (Color online) Stationary-state distributions of

avalanche sizes s for the confined two-state sandpile model in
1D. The number of grains is N = 2048, f = 1, and a lin-
ear external potential, ¢(xz) = k|z|, is applied to the system.
For k = 12.4 the distribution displays a heavy tail, followed
by a cutoff at the order of the total number of particles. The
symbols are results from numerical simulations, while the solid
lines correspond to the analytic evaluation of the avalanche-size
distributions.

space p(z = id,t) = p;(t), we can expand it in a Taylor
series to obtain

k(k +1)

50
B 4

Ski — pk+pk—1|:i
Kk +1)(2k+1) 52,

S E—T
k—2

MY

Ltk + 1B — k- 2)62(#)2} . (10)

where p' = dp/dz and p” = 0?p/dx?. The careful evalua-
tion of the sums neglecting, again, terms of order superior
to 62 yields our continuum formulation, eq. (2), where we
The case for d¢/dz < 0 can be

>
evaluated in a similar manner to obtain the same final
result.

. 2
define D = lim .0 g—T.

Results and discussion. — As shown in fig. 2, the
solution (6) is in excellent agreement with the spatial pro-
files of time-averaged occupancy obtained from numeri-
cal simulations for distinct forms of the potential, namely,
o(x) = klz|", n = 1,2, 3 and 4, and different values of
k (or temperature). As the strength of the confining po-
tential increases (or the temperature decreases), the max-
imum occupancy density at the center of the potential
approaches unity, ps; ~ 1, and the peak in the profile be-
comes narrower. At this point, since the density can not
increase further, any additional confinement leads to more
sites with a maximum average occupancy, resulting in the
characteristic step shape of the Fermi-Dirac distribution.

The confining potential substantially changes the way
grains jump to the nearest empty site. Here a jump from
site ¢ to j corresponds to an avalanche of size |j —i|. The
average distribution of avalanches with size s is shown in
fig. 3 for the case where ¢(z) = k|z|, and different values
of k. As depicted, the distribution is an exponential decay
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for small values of k, in agreement with the derivation for
the two-state sandpile model without confinement [33]. By
increasing « large avalanches become more probable, since
the confinement favors the occurrence of large clusters of
grains near the center of the potential. For a specific value
of k &~ 12.4 the average occupancy near the center of the
potential approaches 1, and the avalanche size distribu-
tion exhibits a power-law characteristics for a wide range
of sizes. Further increase in the confinement parameter
x eventually leads to the occurrence of a very large clus-
ter, with near all the grains, located at the center of the
symmetrical potential. In this situation, only two types
of jumps are likely to occur, either the particle performs
a small jump near the border or it travels all the way
from one side to the other side of the system. As a result,
a pronounced peak for s/N ~ 1 becomes evident in the
avalanche size distribution.

To obtain the probability P(s) for an avalanche of size
s, we can identify

o i+s—1
Pls)=Y_ { II P(klk—i)} (1= p(i+5]5))Oiys, (11)
k=i

i=—00

where ©;,; = min(1,e~#(@+:=9)) and, considering the
symmetry, we are summing over avalanches to the right,
and p(k|m) is defined as the probability of finding the kth
site occupied, given that the m previous sites have been
also found occupied. Note that p(k|m) is different from
the original particle distribution py, that is, the fact that
we know the m previous sites were occupied, changes the
probability of finding the next one occupied. One should
note that, in the limit where m = N if the previous N
sites had a particle, then the next one has to be empty
and p(k|N) = 0, independent of k. We can expect p(k|m)
to follow the Fermi distribution, however, the chemical
potential p(k|m) has to be determined by a modified nor-
malization constraint:

k—m—1

»Z (1+ exp(¢; — p(km))) ™"

+ > (1 +exp(¢i — u(klm) ™t =N —m. (12)
i=k

To obtain u(k|m) we do not need to sum over the m sites
we know are occupied, and the normalization have to ac-
count only for the remaining N — m particles.

Equations (11) and (12) may be used to compute the
probability of avalanches for any potential, however, in-
verting eq. (12) to obtain g may not be that simple. In the
case of a linear potential, ¢(x) = x|z|, this can be done by
approximating the sums in eq. (12) to solvable integrals,

Sl pi~ st ((;fjll/zz)? p(z)dz. If the avalanche we are

considering does not jump over x = 0, that is & < 0 or

k —m > 0, we obtain a cubic equation in e#(*I™)
(1+eu)2(1+6pem6(k—m—l/2))
_emi(N—m)(l + e;zemi(/c—l/Z)) =0. (13)
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Fig. 4: (Color online) The average squared energy fluctua-
tion shows a peak at a given value of the confining parameter
k= k". In the inset we show that k™ grows with the logarithm
of the number of particles N.
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Fig. 5: (Color online) The distributions of avalanche sizes
for different system sizes, at a specific condition k = k*(N),
display a power-law shape, P(s) ~ s~!. These curves where
obtained by numerically computing the probabilities of each
possible avalanche. The values of k*(N) were set to coincide
with the condition where the energy fluctuation is maximum.
The inset shows that, after rescaling with the corresponding
values N and ", all distributions collapse onto a single uni-
versal curve.

If the avalanche jumps over z = 0, that is k — m < 0 and
k > 0, a quadratic equation is found:

(1+6uen§(k—m—l/2))(1+eue—~5(k—1/2)) — emi(N—m). (14)

Equations (13) and (14) have only one positive real root
that can be identified as e”, from which we can com-
pute the avalanche size distribution. In fig. 3 we com-
pare the avalanche size distributions obtained in this way
with results from numerical simulations of the model. The
excellent agreement found confirms the precision of this
approach.

From the probability of each possible jump, we can eval-
uate the energy fluctuation (A¢?) as the average squared
potential difference in each event. In fig. 4 we show the
dependence of (A¢?) on the confining parameter x for
different number of particles. As one can observe, for
each N, there is a specific value x* where (A¢?) is maxi-
mum. We show in fig. 5 the corresponding avalanche size
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[ R=2T

10°

Fig. 6: (Color online) On the top are snapshots of the grain
positions for different values of k at the stationary state. Differ-
ent colors correspond to distinct clusters and the color code in
the bar indicates the cluster size, which increases from white to
black. On the bottom are the stationary-state profiles of the av-
erage occupancy, p(r), for two-state two-dimensional sandpiles
confined by a parabolic potential. The number of particles is
N = 100000 and different curves correspond to distinct values
of the potential strength x. The solid lines correspond to the
Fermi distribution obtained without fitting parameters, calcu-
lated for different values of k and 8 = 1. In all simulations, we
use § =1/ VN.

distributions for these values of £*. The obtained results
can be collapsed onto a single universal curve using the
values of N and £*(N), as shown in the inset of fig. 5. It
is precisely at this condition that the avalanche size distri-
bution presents a power-law shape. Moreover, as shown in
the inset of fig. 5, the values of £* can be used to collapse
onto a single universal curve all the distributions obtained
for different numbers of particles.

Next we extend our results to two-dimensional systems.
In this case, a grain at position r; = (x;, y;) moves in a ran-
domly selected direction until it finds the nearest empty
site. The transition is then accepted or not following the
same Metropolis algorithm previously described for the 1D
case, but now with a confining parabolic potential of the
form, ¢(r;) = k(27 +y?). Figure 6 shows the radial profile
of the time average occupancy in 2D, p(r), obtained from
numerical simulations for different values of the strength
of the confining potential «.

The qualitative behavior of the system is the same as
in 1D, namely, the stronger the confining potential, the
narrower the profile with the maximum occupancy at the
center of the potential approaching unit. Further increas-
ing k, the occupancy saturates at p ~ 1 and the profile
becomes broader, resembling a step function. Also shown
in fig. 6 are typical snapshots of the grain positions for
the same values of k, colored according to the size of the
clusters they belong to. If the confinement is weak, all
sizes of clusters are present, with larger clusters located
at the center of the potential. As k increases, larger and

10°

10-!
21072

s/D

Fig. 7: (Color online) Stationary-state distributions of
avalanche sizes s for the confined two-state sandpile model in
2D. The number of grains is N = 100000 and 8 = 1 for the
numerical simulations. For x &~ 18 the distribution displays
power-law behavior, P (s, N) ~ s~ <, followed by a cutoff of the
form exp(—s?) at the order of the characteristic system size,
D ~ 2y/N/m. The least-squares fit to the data of a power law
in the scaling region gives a = 1.09 4= 0.04.

more compact clusters are favored at the center of the po-
tential, tending to a limit where most of the grains belong
to a single, compact cluster with an irregular surface.

As for the one-dimensional case, the results in fig. 6
computed for distinct confinement strengths show that
the average radial profiles of occupancy in 2D are perfectly
consistent with the Fermi-Dirac distribution, but now sub-
jected to the normalization condition, [ 25042 = N =

052,
uw= %m(@ﬁ‘\ﬁ, —1). This excellent agreement between

simulations and the Fermi-Dirac distribution suggests that
in two-dimensions the system satisfies the generalization
of the FPE (3) to higher dimensions, which is of the form

W v )V - V- AEDY),  (15)
where A(r) = —V¢(r), with the condition (4) still valid
in 2D. As shown in fig. 7, the avalanche size distribution
for the two-dimensional system also presents non-trivial
properties, with an exponential decay for a weak confining
potential. In the case of a strong confining potential, a
peak also appears corresponding to avalanches of the order
of the system size. Likewise the 1D case, the confining
potential, at a specific condition, leads to an avalanche
size distribution that follows a power law.

Conclusions. — In summary, here we studied the ef-
fect of a confining potential on the behavior of a two-state
sandpile model in one and two dimensions. A continuum
nonlinear diffusion equation could be derived from the mi-
crodynamical description of the model that is shown to
be perfectly consistent with the transport of grains ob-
served from numerical simulations. This equation, be-
sides displaying singularities in both the diffusion and drift
terms, has a stationary-state solution for the spatial pro-
files of average occupancy of grains that maximizes the
Fermi-Dirac entropy. Moreover, our results show that
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the introduction of a confining potential to the two-state
sandpile model, if properly tuned, can lead to power-law
behavior in the distribution of grain-jump sizes. These re-
sults are rather surprising since 1D systems usually do not
display non-trivial critical states nor power-law behavior.
They can be explained in terms of the non-homogeneity
introduced by the confining potential and the complex
fluctuations due to the singular-diffusion dynamics. The
extension to two-dimensions reveals that the strongly non-
linear features of the system together with the intrinsic
exclusion mechanism present in the model also lead to
the Fermi-Dirac distribution for the occupancy profiles.
Power-law distributions of avalanches sizes are also ob-
served in 2D at specific values of the intensity of the con-
fining potential.
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Confined sandpile in two dimensions: Percolation and singular diffusion
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‘We investigate the properties of a two-state sandpile model subjected to a confining potential in two dimensions.
From the microdynamical description, we derive a diffusion equation, and find a stationary solution for the case
of a parabolic confining potential. By studying the systems at different confining conditions, we observe two
scale-invariant regimes. At a given confining potential strength, the cluster size distribution takes the form of a
power law. This regime corresponds to the situation in which the density at the center of the system approaches
the critical percolation threshold. The analysis of the fractal dimension of the largest cluster frontier provides
evidence that this regime is reminiscent of gradient percolation. By increasing further the confining potential,
most of the particles coalesce in a giant cluster, and we observe a regime where the jump size distribution takes
the form of a power law. The onset of this second regime is signaled by a maximum in the fluctuation of energy.

DOI: 10.1103/PhysRevE.96.052123

I. INTRODUCTION

Anomalous diffusion is observed in many physical scenar-
ios such as fluid transport in porous media [1,2], diffusion in
crowded fluids [3], diffusion in fractal-like substrates [4—8],
turbulent diffusion in the atmosphere [9,10], diffusion of
proteins due to molecular crowding [11], systems including
ultracold atoms [12], analysis of heartbeat histograms [13],
diffusion in “living polymers” [14], and study of financial
transactions [15]. Anomalous diffusion can also manifest its
non-Gaussian behavior in terms of nonlinear Fokker-Plank
equations [16-20], which is the case, for example, of the
dynamics of interacting vortices in disordered superconductors
[21-24], diffusion in dusty plasma [25,26], and pedestrian
motion [26]. A very interesting case of anomalous diffusion
is surely the singular diffusion which is identified as hav-
ing a divergent diffusion coefficient [27-31]. This kind of
behavior happens in nature in some physical situations; for
instance, when adsorbates diffuse on a adsorbent surface, its
diffusion can be very nonlinear with a diffusion coefficient
which depends on the local coverage 6 as D « |0 — 60.|™*
[32]. Therefore, the study of the basic mechanisms behind
surface diffusion is of large importance for understanding
technologically important processes like physical adsorption
[33] and catalytic surface reactions [34-36].

A special class of singular diffusion models was intensively
studied by Carlson et al. [27,28] in two-state one-dimensional
sandpile models, for which they derive diffusion equations
with singularities in the diffusion coefficient of the form
D o (14 p)/(1 — p)?, where p is the local density. Based
on these results, it was then suggested that some open driven
systems display self-organized criticality [37] because in their
continuum limit singularities appear in the diffusion constant
at a critical point [27]. However, the critical aspects of this
model remain to be elucidated, especially due to the fact that
the most prominent sign of criticality, namely, long-range
power-law spatial correlations, is not present in the original
setup of the simulated dynamical system. Here we show
that the addition of a confining potential to the two-state
sandpile model solves this problem; namely, power-law tails
are observed in the distribution of avalanche sizes. Our model
represents an extension of the one introduced in [38] for the
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case of two dimensions. Under this framework, it is possible to
deduce the continuous limit for the model, which culminates in
a diffusion equation with a singular diffusion coefficient. We
observe in the confined system the onset of two scale-invariant
regimes. The first one occurs when the concentration at the
origin (the center of the confining region) reaches the critical
percolation threshold. At this point, we detect a scale-invariant
behavior in the cluster size distribution, as well as fractality
in the perimeter of the central cluster. At more confined
regimes, when the concentration reaches the critical threshold
of singular diffusion, another signature of scale invariance
appears, but now in the jump size distribution.

II. MODEL FORMULATION

In the present model, N, particles are placed on a square
lattice, where we define the occupation #; ; for each site as
zero (if the site is empty) or one (if the site is occupied). As
shown in Fig. 1, at each iteration, a particle can move randomly
to any of four directions of the square lattice. The particle
moves from an occupied site (the source) and jumps over all
occupied sites in the chosen direction until it reaches an empty
site (the target), where it may stay with a given probability (see
Fig. 1). Therefore, a jump produces exactly the same results
as if all particles between the source and the target had moved
one site in the chosen direction, producing an avalanche. The
probability that a jump is accepted is given by the Metropolis
factor ® = min (1, exp(—=B[®P;, ; — D ; 1)), where we define
®; ; as the external potential energy of a site. This probability
introduces the effect of a confining potential on the particles.
Here we present results using only four directions, since,
for this case, a continuous limit of the model can be found
analytically. However, we have also performed simulations
with models in which particles can move in any arbitrary
direction, and where they move in a random walk until finding
an empty site, leading to similar results.

III. CONTINUOUS LIMIT OF THE MODEL

It is possible to verify that the model we described is a
Markov process; that is, the occupation probability of a site
(i,j) at a given step n + 1, p; jjn41, can be obtained from the

©2017 American Physical Society
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FIG. 1. Schematic picture of the two-dimensional confined sand-
pile model. The sites with discs inside are occupied, the site with a
black disk inside is the source site of the jump, and the arrow points
to the target site of the jump. The jump is the colored arrow. The tone
gradient indicates the local potential .

occupation probability of all sites on the previous step:
Pi jin+1 = Pi,jln

1
+ Z ZPi,i’—l\jpi’,j\n(l = Pi,jin)®i i
i

1
- Z ZPi,i’—l\jpi,j\n(l — pir, jin)Or il
i

+ Z Pyjjjr—10i jin(1 = pi j1n)®iyj,
/#1

- Z PI|] Jj'=1Pi, j\n(l — Pi,j \n)®l|j W (1)
1#1

where  ©;); j = min(1, exp(—=B[P; ; — ®; y/])) is the
Metropolis factor, and P;; j is the probability of finding all
sites between j and j’ in the i column occupied. Similarly,
©;,i1; = min (1, exp(—B[P; ; — D ;])), and P;;; is the
probability of finding all sites between column i and i’ on
the j line occupied. We define the probabilities of finding k
consecutive sites occupied in a given direction as

k

; and Wi = Y

,J|k Pitk',j ijlk = Pi, j+k's
k'=1 k'=1

where QF i 1s used for the horizontal direction and \P ik 18
used for the vertical direction. We then define

E j E ®Hik\/ ijlk

as the contribution for the probability due to particles arriving
from the horizontal direction. In a similar fashion, we define
Ffj as the contribution due to particles arriving from the
vertical direction, and

o0

Af,— = Z(l - Piik,j)@)iik,i\jﬂfﬂk_l

k=1
as the contribution due to particles leaving in the horizontal
direction. Finally, T.ij is the contribution due to particles
leaving in the vertical direction.

PHYSICAL REVIEW E 96, 052123 (2017)

Using these definitions, Eq. (1) can be written as

Pi.jin+1 = Pi.jin :( P:,)(HJr LE +I‘+ +T7)
T 4t

pl, — -
LI AL TS @

where 7 is the time unit. The first factor on the right side of
Eq. (2) accounts for particles arriving at a given site from each
of four directions of the lattice, while the second factor on the
left side of Eq. (2) accounts for particles leaving this site in
each of the four directions of the lattice.

The continuous limit of Eq. (2) can be obtained similarly
to what was done for one dimension [38], resulting in the
following nonlinear diffusion equation:

o _ V[ (L+p)
at (1—p)?

where we define

vp +,3(l+p))2 V¢], 3)

32
=1 4

=04 47’ @

=0
with § being the space unit used for the space continuous limit
and p = p(x =i,y = jé,t = nt). From Eq. (3), we see that
our model obeys the continuity equation dp/dt = —VJ, where
we have

J=_D[(1+p) Verﬂ(l+p)pw)]‘

1-p3 (1-p)2

In the case where the dependence of the potential is only
radial, ® = ®(r), the conditions for a stationary solution are
AP/or =0, py(r > 00) — 0, and J = 0. Thus,

1+p)d 1+ do
p ( p)£+ﬂ( p)pi -0
(1 —p)*dr (I —p)2" dr
which can be written as
B —p)p dr  dr dr B —wu u)u ’
Equation (5) can be easily solved and results in the stationary
solution given by

1

1+ eflo0—ul’ ©

psi(r) =

where p can be obtained from the constraint f %ds = N,,

leading to
© b N
b 14 e T o

In the particular case of a parabolic confining potential,
®(r = RS) = kr? = k(i* + j?)82, this integral can be solved,
and itis possible to show that © = (1/8) ln[exp(ﬂ/cNPSZ/n) —
1], so that Eq. (6) is now independent of f:

@ - )

KNps? N (eﬂxﬂ B 1).

In Fig. 2, we can see the agreement between predictions
from Eq. (7) and results from numerical simulations. The
detailed balance forced by the Metropolis acceptance factor

KNps?

put(r) = (O]

B
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FIG. 2. Occupation density as a function of r for different values
of «x. The points are estimated from a radial histogram of the
occupation averaged over time with N, = 8000 particles, while
the solid lines are the predictions of Eq. (7). The inset shows the
occupation density calculated at » = 0. The solid line is the analytical
prediction p, = 1 — exp(—Bk N,8 /7).

assures that the system should reach an equilibrium state,
where the probability of a single state of the whole system
decays exponentially with the energy, as in the canonical
ensemble. The constraint that the site occupancy cannot be
larger than 1 makes the site occupation probability, Eq. (6), take
the form of the Fermi-Dirac distribution. As a consequence, as
Kk increases, the occupation tends to saturate at p;, = 1, near
r = 0. This behavior leads to the formation of a giant cluster
of particles near the origin as « increases. The occupation at
r =0 follows p, = 1 — exp(—ﬂKNpéz/rr), and, as the inset
in Fig. 2 shows, this prediction follows closely the results from
numerical simulations.

IV. JUMP SIZE DISTRIBUTION AND MEAN SQUARE
ENERGY FLUCTUATION

At this point, it is important to define a quantity that can
give information about the dynamics of the model, which is
the jump size distribution

S(s) ~ lim |:

t—00

Ml](s)]
[T

where s is the size of a jump, S(s) is the probability of a jump
of size s to occur, NV (s) is the number of jumps of size s that
appeared in a time interval ¢, and /\/[z]'r is the total number of
jumps in a time interval. Assuming that it is possible to obtain
the dynamics of the model from the occupation probability,
we can use the following approximation:

$6)% 8, 30 3 B
i

where S, is a normalization constant, and we used the approx-
imation, p; ; ~ py(x =8,y = j), for the mean occupation
probability, p; ;. The factors Afls account for the chance of
a jump to be accepted in the horizontal direction and are
defined as

s ol vl ®)

+ +
A = (U= Pis, IOk it 2511 -
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FIG. 3. Jump size distribution for different values of k¥ with N, =
8000. The points are numerical simulations and the solid lines are the
predictions of Eq. (8). Here we define D = 2,/N,, /7 as the diameter
of a dense disk with N, particles.

Similarly, UijJ accounts for the chance of a jump being

accepted in the vertical direction and is defined in a similar
fashion. We performed the summations of Eq. (8) numerically
and compared it with the results from numerical simulations.
The results are displayed in Fig. 3, showing very good
agreement.

As k increases, the occupation at the center of the system
saturates to 1 (see Fig. 2). Consequently, in very confined
systems, jumps that pass through the whole system have larger
probability, as indicated by the peak at a large value of s
in Fig. 3 when « = 21.7. The agreement between numerical
simulations and the predictions from Eq. (8) shown in Fig. 3
allow us to confidently study larger systems and extract
useful information without the need to run time expensive
simulations.

Another useful piece of information about the dynamics of
the model is the mean square energy fluctuation of the system,
which can be determined from the probabilities )Lffj‘s and

U:rj\s as
Pi,j
(aghH =335 3D (@i = @)
s i J

a1 (Pis j — D)+ U (D — i)’
- ;)1 ©

where the sum goes over all jump sizes s and all sites (i, j).
Figure 4 shows the mean jump energy fluctuation as a function
of « for different number of particles. As can be seen, it has
a maximum in a specific value of «*, for each value of N,,.
The existence of a maximum can be understood as follows.
For very low values of «, the confining potential is weak, and
the occupation probability is significantly smaller than the one
throughout the whole system. In this situation it is unlikely that
stripes of several occupied sites are found, hence jumps with
little energy differences are much more frequent, and the jump
energy fluctuations are small. In the other limit, namely, for «
very large, the particles are confined in a dense core, with only
a few, if any, empty sites. So the probability that a particle in

+U,-T_f‘&(®i,j7s

052123-3
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FIG. 4. Mean jump energy fluctuation as function of « for
different number of particles N,. The points are the results from
Eq. (9). For each value of N,, the energy fluctuation exhibits a
maximum at a different value «*(N,,).

the border moves to an empty site inside the core, decreasing
its energy, is very small. On the other hand, the particles
inside this core will rarely jump to the border, increasing their
energy, because the Metropolis factor predominantly rejects
these jumps. Therefore the most frequent jumps take place near
the border of the core, with small energy differences due to the
symmetry of the potential, and the jump energy fluctuations
are also expected to be small. For the intermediate value of the
potential strength, «*, jumps within a large range of energy are
possible and the jump energy fluctuation reaches a maximum
value. This arises since, in this regime, the number of vacancies
in the central core is sufficiently large for jumps with large
energy difference from the border to the center to be probable,
as well as jumps with small energies differences at the border.
The shape of the jump size distribution at the condition of
maximum energy fluctuation appears to be size invariant, as
shown in Fig. 5. The distribution of jump sizes, at k = k™,
closely follows a power law with an exponent —1.11, with a
cutoff at the diameter of a compact cluster with all particles,

10? ‘
N,
N 10000
102 F ». 40000 ¥ o
%Aﬁ i 160000 A
Q o | ]
X
T G b
= 10
1071 4
10—2 - I
107 107 107! 10°
s/D

FIG. 5. Jump size distribution for ¥ = «* and different values of
N,,. This result is obtained through Eq. (8) choosing S, in such a way
that S(s) is normalized. The factor D = 2,/N, /7 is the diameter of
a compact cluster with all particles.
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x=1.00 K= 2.96 K = 50.00

FIG. 6. Snapshots of simulations of systems with 10 000 particles
for different values of «. The colors indicate different clusters.
Observe the relative size of the clusters and the formation of a giant
cluster when « increases.

D =2,/N,/m. The distributions collapse when the jump size
is scaled by the diameter D = 2,/N, /7 of a dense cluster with
all particles. These results are suggestive of a scale-invariant
regime observed at x = k*. We have noted, however, that
numerical experiments performed with different forms for the
confining potential resulted in qualitatively similar results, but
with different scaling exponents.

V. CLUSTER SIZE DISTRIBUTION AND DIFFUSION
FRONTIER

In this section we investigate some of the geometric aspects
of our model. Figure 6 shows the formation of a giant cluster
centered at the origin of the confining potential, as the strength
k increases. As k grows, there is a clear percolationlike
behavior induced where the large cluster starts to grow at the
origin. This can be observed quantitatively by investigating
the mean largest cluster size M which can be obtained at
each time step. Figure 7 shows how the mean largest cluster
size changes when « increases. For convenience, we plot M
as a function of the density at the origin p,, which increases
monotonically with « (see the inset of Fig. 2). As depicted,
there is a sudden increase in the size of the largest cluster
for p, & p., where p. = 0.59274621(13) is the percolation
critical point [39]. Figure 8 suggests that this increasing in the
size of the largest cluster takes place due to a percolationlike

1 T
N,
1000
0.8 | 2000
4000
8000
06 F 4 i
s |4
04 Fsy L i
Sk
02 F o . i
0 025 0.5 0.7
Po
0 . L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIG. 7. Fraction of the largest cluster M computed from numer-
ical simulations as a function of occupation density at the origin p,
for different values of number of particles N,. The inset shows the
standard deviation of M as a function of p,.
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FIG. 8. Cluster size distribution obtained through numerical
simulations for N, = 8000 and different values of x. The dashed
line is a power law with exponent equal to —2.35.

transition that changes the cluster size distribution of this
model. This conjecture may be supported by investigating the
cluster size distribution at the condition where the confining
potential starts to induce the formation of a larger cluster in the
center of the system, «’ = k(p, = p.) ~ 2.82. Figure 9 shows
that the cluster size distribution at this value of « follows
a power law with exponent —2.35, which is different from
the expected percolation exponent —2.05 [40]. The reason for
this difference is the nonhomogeneity of the system induced
by the confining potential. In fact, we have performed tests
with a constant potential, where we could recover the —2.05
exponent, showing that this exponent is closely related to the
shape of the potential. Besides the square lattice, we have
also investigated the honeycomb and triangular lattices, and
observed that the onset of the percolationlike transition seems
to be consistently near the percolation threshold. This suggests
an intrinsic interrelation between this model and the gradient
percolation model, despite the constraints of its microscopic
dynamics. This relationship is further investigated below.
Another relevant quantity that can be considered is the
cluster external perimeter (the so called hull) of the largest

10t ‘
O N, = 1000
108 | "~ N,=2000 % 4
102 e N, =4000 A
= FoA 25 N,=8000 + 7
0 E ¥ X Or—235 3
X + * A
— 10° | £ % RN e
Ay O
—1 -1 [ + NN n
=10 &£ sz o
-2 o
107 ¢ *a*90 E
103 L oAt ]
10—4 1 1 1
1073 1072 107! 10°
m/N,

FIG. 9. Log-log plot of the cluster size distribution obtained
through numerical simulations for different values of N, and k = «’.
The dashed line is a power law with exponent equal to —2.35.
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. biggest cluster
. ccupied
. frontier

D empty cluster
D empty

FIG. 10. Diffusion frontier with N, = 100000 and « = 20.0.
This picture shows the results of a simulation on a two-dimensional
square lattice where we put 100 000 particles following the probability
given by Eq. (7). The red sites are the occupied sites that belong to
the largest cluster and the black sites are the largest cluster sites that
belong to the diffusion frontier. The gray sites are the occupied sites
that do not belong to the largest cluster. The white sites are empty,
and the blue ones correspond to the empty sites that belong to the
empty cluster (connected through first or second neighbors to the
more external empty sites). In this picture, there are 5960 sites at the
diffusion frontier.

cluster. As shown in Fig. 10, this structure is what we call the
diffusion frontier and its characteristics are closely related
to the gradient percolation diffusion front [41]. We define
the frontier radius R s as the mean distance of the diffusion
frontier sites to the origin. To study systems with a larger
number of particles, we used random samples [42] to generate
a sample system from Eq. (7). Figure 11 shows the probability
of finding a diffusion frontier site at a given distance to the
origin. The insets in Fig. 11 show o, the standard deviation
of the distance of the diffusion frontier sites to the origin, and
‘R, the diffusion frontier radius as a function of the strength «
of the confining potential. One important difference between
our model and usual gradient percolation models is the relation

0.06 T T
K
0.03 5.00
0.02 -1 10.0
45 Lo N
0.045 1 oo 4 25,0
. 50.0
~ 10 20 30 40 50
- ] L N
& 0.03 0.6 ’&mmu(l(umnmmmamm
&
& 045
0015 | g3 i
10 20 30 40 50
K
I L ! L L .

0
025 03 035 04 045 0.5 0.55 0.6
T =

FIG. 11. Probability of finding a diffusion frontier site at a
distance r. In the inset, we show o, the standard deviation of the
distance of the diffusion frontier sites to the origin, and R, the
diffusion frontier radius as a function of the strength « of the confining
potential. Here we used N, = 10000 000.
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FIG. 12. Fractal dimension determination from multiple resolu-
tion analysis. The slope of the dashed line is —d; according to
Eq. (10). The dashed line represents approximately the slope for
most curves analyzed. The inset shows us how d; grows witho /R .

between the linear size R s and o, since both are functions of
k, in such a way that we can not fix one and vary the other.
This condition limits the values of Ry and o that are close
to the condition where finite size effects affect the diffusion
frontier. In Fig. 12, we use multiple resolution analysis [43,44]
to estimate the fractal dimension d; of the diffusion frontier.
This method consists in considering all points at a distance
less than a given € from the set for which the fractal dimension
is being estimated. These points form a new set with the area
given by the Richardson law [44]:

Ae) oc €279, (10)

One can see, at higher scales, that the frontier appears as a one-
dimensional line, crossing over to a higher fractal dimension
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dy at smaller scales. For x > «’, the fractal dimension d
approaches 1.61. As k decreases, approaching the value «’,
where py ~ p,, the fractal dimension dy slowly grows to the
theoretical value for diffusion fronts, namely, d; = 1.75 [41],
but the scaling region decreases. In the inset of Fig. 12, we can
see how d; changes with 0/R . In the limit, 0 /Ry — 1, we
should expect, d; — 1.75.

VI. CONCLUSIONS

We studied a two-dimensional two-state confined sandpile
model. From a microscopic dynamics we derived a singular
diffusion equation and were able to obtain an analytical sta-
tionary solution for the particular case of parabolic potential.
This system appears to display two scale-invariant regimes.
The first is observed when the concentration at the origin
approaches the critical value for percolation. This regime is
similar to what is observed for gradient percolation, that is,
power laws in the cluster size distribution are observed, as
well as a fractal shape for the singular diffusion frontier. The
second regime is associated with more intense confinements,
when the concentration in the center approaches the maximum
value, and a scale-invariant behavior is observed for the jump
size distribution. We derived an analytical expression for the
jump size distribution and find it to be in good agreement with
our numerical solutions. We could, also, find a natural way to
define the onset of the scale-invariant regime as the situation
where the energy fluctuations are maximum.
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